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NORMAL OLMAYAN MODAL LOJIKLER VE SEMANTIKLER

Polat, Siileyman
Doktora Tezi, Matematik
Danisman: Prof. Dr. Mehmet TERZILER

Bu tezde; temel modal dnermesel dil baz alinarak normal ve normal olmayan modal
lojikler iizerine yapilan ¢aligmalar ayrintili kanitlarla gézden gecirilmistir. Bu lojikler
icin tanimlanan bagintisal, topolojik, komsuluk ve cebirsel semantikler tezin son

boliimiinde karsilastirilmis ve asagidaki sonuclar elde edilmistir:

¢ Bagintisal semantik komsuluk semantiginin bir alt semantigidir.

e Komsuluk semantigi cebirsel semantigin bir alt semantigidir.

e Her cebirsel (dolayisiyla her komsuluk, her bagintisal) ¢at1 klasiktir.

“Bagintisal catilar (a izomorf) olmayan normal komsuluk catilarinin olup olmadig:
ve varsa bagntisal catilar (a izomorf) olan komsuluk ¢atilarinin nasil karakterize
edildigi” sorusuna sirasiyla esas siizge¢ ve atomlu Boole cebiri kavramlari

kullanilarak yanit verilmistir.

Ayrica Sezgisel Onermeler Lojigi (IPL) i¢in Kripke semantigi, Heyting semantigi ve
topolojik semantigi sunuluyor. IPL” nin bu semantiklere gére saglam ve tam oldugu

gosteriliyor.

Anahtar sozciikler: Normal Lojikler, Normal Olmayan Lojikler, Bagintisal,
Topolojik, Komsguluk, Cebirsel Semantikler, Tamlik,

Tanimlanabilirlik, Alt semantik.



ABSTRACT

NON-NORMAL MODAL LOGICS AND SEMANTICS

Polat, Siilleyman
PHD, Mathematics
Advisor: Prof. Dr. Mehmet TERZILER

In this thesis; studies on normal and non-normal modal logics based on basic modal
propositional language have been reviewed with detailed proofs. The relational,
topological, neighborhood and algebraic semantics for these logics were compared in

the last chapter of the thesis and the following results were obtained:

e The relational semantics is a subsemantics of the neighborhood semantics.

e The neighborhood semantics is a subsemantics of the algebraic semantics.

e Each algebraic (hence every neighborhood, every relational) frame is

classical.

We give an answer to the following question using the notions of prime filters and

atomik Boolean algebras, respectively:

“Are there normal neighborhood frames which are not (isomorphic to) relational
frames and if available, how to characterize neighborhood frames which are

(isomorphic to) relational frames”?

Also, we present three semantics for Intuitionistic Propositional Logic (IPL); namely,
Kripke semantics, Heyting semantics, and topological semantics. We show that IPL

is sound and complete with respect to these semantics.

Keywords: Normal Logics, Non-normal Logics, Relational, Topological,
Neighborhood, Algebraic Semantics, Completeness, Definability,

Subsemantics.
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BOLUM 1
GIRIS

Modal lojik Aristo’ nun gerekli (necessary) ve olasi1 (possible) sozciiklerini igeren
onermeleri incelemesi ile basladi. Modal lojigin erken tarihgesi i¢in (Bochenski,
1969) ve (Kneale, W., ve Kneale, M., 1962) kaynaklarina; daha sonraki gelisimi i¢in
(Goldblatt, R., 2006) kaynagina bagvurulabilir.

A bir 6nerme olmak {izere bir modalite; A’ nin dogruluk modu hakkinda bir iddiada
bulunan yeni bir 6nerme olusturmak i¢in A’ ya uygulanabilen bir sézcik ya da
ifadedir. Bu tezde evrensel karakterli bir modalite i¢cin O sembolii ve varliksal

karakterli olan i¢in ¢ sembolii kullanilacaktir.

Modaliteli ya da modal operatorlii dnermelerin ilk kayda deger analizi 1880-1906
yillar1 arasinda MacColl tarafindan yapilan (MacColl, 1897) ve (MacColl, 1906)
calismalarla gergeklestirildi. (Read, 1998) calismasinda Read, MacColl’ un 6nerdigi

modal cebirin T modal lojigine karsilik geldigini savunur.

1930’ lu yillardan itibaren modal lojik i¢in iki tiir matematiksel semantik gelistirildi:
Cebirsel semantik ve bagimtisal semantik. Ilki, modal baglaglar1 Boole cebirleri
lizerindeki operatdrler gibi yorumlar. Ikincisi, elemanlar1 olas1 diinyalar (possible
worlds), zamanin anlar1 ya da bilgisayarin durumlar1 (states) olarak diisiiniilen ve
genellikle Kripke modelleri ad1 verilen bagintisal yapilar1 kullanir. Bu iki yaklagim
yakindan iligkilidir: bir bagintisal yapinin alt kiimeleri bir modal cebir (operatorlii
Boole cebiri) olustururken, tersine bir modal cebir Stone Boole gosterilim teoreminin
(Stone Representation Theorem) genisletilmesi yoluyla bir bagintisal yapinin alt

kiimelerinin bir cebirine gomiilebilir.

Modal lojik i¢in ilk ¢cagdas formel aksiyom sistemleri C. I. Lewis’ e aittir. Lewis ve
Langford birlikte bes farkli aksiyom sistemi, (S1)-(S5), tanimladilar (Lewis, 1959).
Lewis, kosullu baglacinin cebirsel ve alisilmis anlamlar1 arasindaki farka dikkat

cektikten sonra siki kosullu (strict implication) operatoriinii tanimlamak igin bir



olanaksizhk (impossibility) operatorii ilkelini kulland1 ve olas1 i¢in ¢ semboliinii

benimsedi.

(S1)-(S5) sistemlerinin tiim totolojileri teorem olarak icerdigi agik gibi goriinse de
kanitlanmasinin hayli ayrint1 gerektirdigi (Hughes ve Cresswell, 1968)° de gosterildi.
Ancak bu sistemler, Onermeler lojigi i¢in bir baz dogrudan genisletilerek
tanimlanirsa, s6zii edilen ayritili incelemeye gerek yoktur. Boyle bir yaklasimi ilk
kullanan Godel’ in aksiyomatik tarzi lojiklerin sunumu i¢in standart bir uygulama

olmustur (Gddel, 1933). Godel’ in
o(p - q) - (Bp —» Oq)

ikinci aksiyomunu igeren ve i gereklilik (necessitation) kuralina kapali bir lojige
normal adi verilir. En kiiglik normal lojik, Kripke’ nin onuruna, K ile gosterilir.

Godel tarzinda normal olmayan (S1)-(S3) sistemlerinin ilk bicimlendirilmesi

(Lemmon, 1957) de yer alir.

Cagdas onermeler lojigi, Boole diisiincesinde, cebir olarak basladi. Aynisi, MacColl
diisiincesinde, ¢cagdas modal lojik icin dogrudur. Lewis sistemlerinin olusturuldugu
zamana kadar cebir, aksiyomatik bir bilim olarak, iyi yapilandirilmis ve soyut cebir
kavrami ilk kez Garett Birkhoff tarafindan kullanilmistir (Birkhoff, 1935). Bundan
birkag yil sonra cebirsel teknikler, modal cebirler (¢ operatoriinii yorumlamak igin ek
islemli Boole cebirleri) kullanilarak modal sistemlerin calisilmasina uygulanmistir.
Ayn1 zaman araliginda operatorlii kafesler i¢in gdosterilim teoremleri, Boole
cebirlerinin Stone gosterilimi  (Stone, 1936) calismasiyla gelistirilmistir. Bu

caligmalarin modal lojigin semantik incelemeleri lizerinde 6nemli etkileri olmustur.

Modalite ya da modal operatorlerin topolojik yorumlarina Tang’ in (7ang, 1938)
makalesinde yer verilmistir. McKinsey ve Tarski kapams (closure) operatorlerinin
bir soyut cebirsel ¢alismasini baglatarak Kurotowski aksiyomlarini saglayan birli bir
C islemli Boole cebiri olan kapamis cebirini (closure algebra) tanimladilar. Bu

cebirler tizerine yapilan (Jonsson ve Tarski, 1948) ¢alismasi, McKinsey-Tarski’ nin

Tarski Kripke semantigini icat etmis olabilir mi? Boyle bir soru spekiilasyon

meselesi kalabilir; ama Tarski ayn1 zaman diliminde modal lojik {izerinde ¢alisiyordu



ve bagintisal yapilardaki dogruluk (truth) ve gerceklenebilirlik (satisfiability)
kavramlarmin formellestirilmesi dahil, modeller kuraminin gelisiminde oncii roliinii
oynuyordu. (Copeland, 1996) makalesinde Copeland, Tarski’ nin 1962 yilinda
Kripke’ ye “ o zamanlar Kripke’ nin yaptiklarini tam olarak kavrayamadigini”
belirtiyor. Kripke’ nin (Kripke, 1959) 6zel makalesinde S4, S5 ve benzer sistemler
lizerine yaptigi c¢alismalarinin  Tarski’ nin ve Kanger’ in (Kanger, 1957)

calismalarindan tamamen bagimsiz oldugu ileri siiriiliir.

1970’1 yillardan itibaren modal lojik tiirleri-epistemik (bilgi) lojik, deontik lojik,
zaman (temporal) lojigi, dinamik lojik v. b.- kuramsal oldugu kadar, ozellikle
bilgisayar bilimleri alaninda, uygulamali bilimlerde kullanilir oldu. Daha fazla bilgi
icin (Gabbay, Hodkinson ve Reynolds, 1994), (Fagin, Halpern, Moses ve Vardi,
1995), (Chagrov ve Zakharyaschev, 2002), (Kracht, 1999) ve (Marx ve Venema,
1997) kaynaklarina bakilabilir. Ancak temel bagvuru eser Chellas’ in (Chellas, 1980)
kitabidir.

Modal lojiklerin calisilmasinda bagat 6ge tamhk (completeness) sorunudur. Bir
lojigin tamlig1 tanimlanan semantige baglidir. Farkli semantiklerin hemen hemen
tamami1 su Ozelligi paylasir: Verilen bir modal modelde (ya da modal dilin
yorumunda) her formiil ya dogru ya da yanhstir. Ornegin Kripke semantiginde, her
(erisilebilir) olast diinyada dogru olan bir formiile dogrudur denir; topolojik
semantikte uzayin her noktasinda dogru olan bir formiile dogrudur denir. Ancak
modal diller olasiliga dayali olarak yorumlanirsa, verilen bir modelde her bir formiil
0 ve 1 dogruluk degerleri arasinda bir olasilik degeri alir. Dana Scott (Scott, 2009)
tarafindan Onerilen bu semantik, standart dis1 rassal elemanlara sahip yap: tiirlerinin
ingas1 i¢in zengin igerikler saglamasina karsin tamlik ile ilgili temel sorulara hala
yanit bulamamigtir. Olasilik semantigine (Lando, 2012) c¢alismasinda ayrintili yer
verilmistir. Klasik lojik i¢in olasilik semantigi tlizerine ¢alismalar (Popper, 1959),

(Field, 1977) ve (Keisler, 1985) kaynaklarinda yer alr.

Saul Kripke’nin modal loijk i¢cin tanimladigi semantigin —Kripke semantigi-
tizerinden neredeyse altmis yil gecti. Modal Onermelerin analizinde bu semantik
kokeni Leibnitz’ e dayanan fikirleri aciklifa kavusturur; gereklilik (necessity)
diisiincesi sadece gercek (real) diinyada degil, tiim olas1 (possible) diinyalarda
gecerlidir. Olast diinyalar modelinin ardindaki sezgisel fikir, dogru durumlar disinda,

diger olas1 durumlarin (possible states) ya da diinyalarin (worlds) olmasidir.



Giliniimiizde Kripke semantigi sadece felsefi ¢evreler degil, ama ayn1 zamanda dil
bilimi (linguistik), bilgisayar bilimleri ve matematikte standart bir semantiktir;

yalinlig1 ve esnekligi modeller i¢in diger hicbir semantik ile kiyaslanamaz.

Yukarida deginildigi iizere, Kripke’ den Once Tarski, kapali bi¢cimde, topolojik

uzaylar1 betimleyen bir lojik iizerinde calisti: Yeniden diizenlendiginde S4 modal

PR

Tarski’ nin daha once belirtilen ¢aligmalar1 giiniimiizde modal lojik icin topolojik
semantik denilen semantige yol acti. Bu semantige gore tamlik kanitlar1 Kripke
semantiginden Once verilmis olmasina karsin topolojik semantik biiylik olgiide
unutuldu. Bunun iki temel nedeni vardir; birincisi, S4 disinda, Kripke semantiginin
farkli onermesel ve yiiklemsel modal lojiklere uygulanabilir olmasinin sagladig
esneklik ve ikincisi modellerin (gatilarin) c¢izilebilir olmasindan kaynaklanan
cekiciligidir. Bununla birlikte zaman lojiklerindeki ya da zamani betimlemek i¢in
kullanilan modal lojikler ve zaman siireclerindeki ilerlemeler uzayin modal lojigine
yonelik ilgi ve sorgulamalari birden hizlandirdi. Tarski’ nin topolojik semantik
lizerine yapmis oldugu 6ncii ¢alismasi uzay ve uzaysal yapilar hakkinda diisiincelerin

sistemlestirilmesi i¢in daha genis bir projenin temel tasi olarak goriilmeye basladi.

cew e

ce e

PERORY

(Shehtman, 1999) her sonlu baglantili uzayin metrik ayrilabilir kendi i¢inde yogun
bir uzayin bir acik goriintiisli oldugunu gosterek McKinsey ve Tarski’ nin sonucunu

daha da giiclendirdi. Bezhanishvili ve Gehrke (Bezhanishvili ve Gehrke, 2005) S4

PEROR

Hemen dogal olarak akla gelen su soruyu

“Modal lojik i¢in neden her seyden 6nce yeni bir semantik tanimlanir? Kripke

semantigi yeterince 1yi degil midir?”



yanitlamanin iki yolu vardir. Birincisi; var olan modal dillerden hareket edilebilir ve
bu diller icin farkli semantiklerin ne olabilecegi merak edilebilir. ikincisi, belirli
matematiksel objeler —6rnegin topolojik uzaylar- ele alinarak modal dillerin ne
Bu acidan Kripke semantiginin esnekligi 6nemli degildir ve bazilarina gére topolojik

semantik mevcut modal diller i¢in yeni bir semantiktir.

Bu tezde goz oniinde bulundurulan bir diger semantik, komsuluk (neighborhood)
semantigidir. Komsuluk modelleri standart Kripke modellerinin Dana Scott (Scott,
1970) ve Richard Montague (Montague, 1970) tarafindan bagimsiz olarak bulunan
bir genellemesidir. Krister Segerberg (Segerberg, 1971) komsuluk modelleri ve
klasik sistemlerle ilgili bazi temel sonuclar elde etti. Chellas bu sonuglar1 ve bazi
diger carpict bulgular kitabinin 8. béliimiinde topladi. Bu semantige son yirmi yilda
ilgi artti ve normal olmayan (non-normal) klasik lojiklere uygulanir oldu ((Pacuit,

2007) ve (Hansen, 2003)).

Bu tezin ikinci bolimiinde temel kavramlar, K4, S4, S4.2 ve S5 gibi en yaygin
normal modal lojikler tanitildiktan sonra Kripke (bagintisal) semantigine gore bu
lojiklerin saglam ve tam; kanonik modellerine gore de kuvvetli tam olduklar
gosteriliyor.

gore saglam ve tam oldugu gosteriliyor. Kripke semantigine paralel bigimde,
topolojik kanonik model tanimlanarak tamlik konusuna egiliniyor. Daha sonra temel

modal dilde tanimlanabilen ve tanimlanamayan topolojik uzaylara drnekler veriliyor.

Dordiincili bolimde bagintisal semantigin bir genellemesi olan komsuluk semantigi

ve normal olmayan lojikler tanitiliyor.

Besinci boliimde cebirsel semantik ve modal cebirler tanitiliyor. Alt semantik tanimi
yapilarak bu dort semantik aralarinda karsilagtiriliyor ve bagintisal semantigin,
komsuluk semantiginin bit alt semantigi; komsuluk semantiginin cebirsel semantigin
bir alt semantigi oldugu ve her cebirsel (dolayisiyla her komsuluk, her bagintisal)

catiin da klasik oldugu sonucuna variliyor.

Lojigin klasik anlayist dogruluk kavramina dayanir; bir onermenin dogrulugu
mutlaktir ve her hangi bir akil yiiriitme ya da eylemden bagimsizdir. Bir 6nerme ya

dogrudur ya da yanlistir; yanlis dogru olmayan ile ayn1 anlama sahiptir ve bu



asagidaki ligiinciiniin olmazlig1 yasasi (tertium non datur ya da excluded middle)

olarak ifade edilir:
“p dnermesinin anlami ne olursa olsun, pvV—p 6nermesi her zaman dogrudur.”

Ancak p V —p Onermesi sinirli bilgi igerir. Bunu agiklayan iki iyi bilinen 6rnek

verilebilir. i1ki,
“r sayisinin ondalik gosteriminde bir yerde yedi tane 7 art arda bulunur.”
Bu &nermenin dogruluk degerinin belirlenmesi kesin degildir. ikincisi,

“x¥ rasyonel olacak sekilde x ve y irrasyonel sayilar1 vardir.”

. . =V2 : : V2
Bu 6nermenin kaniti basittir V2 rasyonel ise, x = y = v/2 aksi halde x = /2 2 ve

y =+/2 almak yeterlidir), ancak iki durumdan hangisinin dogru oldugu
bilinmemektedir.

ce e

sezgisel (intuitionistic) ya da insaci (constructive) lojige ilgi duyulmasi gerektiginin
ipuclarmi verir. Sezgisel 6nermeler lojigi (IPC), klasik 6nermeler lojiginden (CP)
liclincliniin olmazligr yasasi ve olmayana ergi kurali (reductio ad absurdum)
c¢ikarilarak tanimlanabilir; o zaman CP* nin zayiflatilmis bir halidir ve bunun sonucu
olarak CP* ye gore daha genis semantik yorum araligima sahiptir. Motive edici
yorumu denir. Sezgisel lojigin ortaya atilisini ve esaslarini ayrintili incelemek i¢in
(Bezhanishvili ve de Jong, 2006), (Troelstra ve van Dalen, 2000) ve (van Dalen,
2004) kaynaklarina bakilabilir.

Bu ¢aligmada IPC i¢in {i¢ model tartisiliyor: Kripke yapilari, Heyting cebirleri ve
topolojik modeller. Modellerin 6zellikleri ile birlikte Kripke yapilart ve Heyting
cebirleri arasindaki iliski inceleniyor. Konu ile ilgili olarak (Brown, 2014),

(Kuznetsov, 2017) ve (Palmgren, 2009) kaynaklarina bakilabilir.



BOLUM 2
TEMEL MODAL LOJIiK

tanimlanir. ¢ ya da O operatoriiniin yorumu, Kripke ¢atilar1 denilen yapilar arasindaki
bagitilar1 ifade etmek i¢in kolayliklar saglar. Lojikte dogruluk (truth) 6nemli bir
kavramdir ve bir modal dil farkli tiirden dogruluklara yol agar: yerel (local), global
ve daha genel olan gecerlilik (validity). Yerel dogruluk bir noktada dogruluk, global
dogruluk verilen bir yapmin (¢att ya da model) her noktasinda dogruluktur.

Gegerlilik bir ¢at1 lizerindeki tiim degerlendirmeler igin global dogruluktur.

Gegerlilik kavramindan sonra bir modal lojigin tanimlanmas1 gerekir. Bu boéliimde
normal denilen modal lojikler iizerine yogunlagilacaktir. Bir normal modal lojik
belirli kapanis kurallarina kapali bir formiiller kiimesidir. Bu bir lojik i¢cin semantik
tanimdir. En kii¢iik normal lojik K ile gosterilir ve K* ye yeni formiiller eklenerek

yeni normal modal lojikler tiretilir.

Normal modal lojikler sintaktik acidan da tanimlanabilir. @ ¢atilarin bir sinifi olsun.
@ iizerinde gecerli formiillerin kiimesi Lg bir lojik tretir.  Bu iki yaklasimla

tanimlanan lojiklerin hangi kosullar altinda c¢akistiklarini sormak dogal bir sorudur.

Bu soruyu yanitlamak icin saglamhik (soundness) ve tamhk (completeness)
kavramlarina ihtiyag vardir. Kanitladigimiz teoremlerin ¢atilar sinifinda gegerli olup
olmadigini nasil biliriz? Kanit sistemimizin ¢atilar sinifindaki tiim gegerli 6nermeleri
tiiretmek icin yeterince giiclii olup olmadigini nasil biliriz? Bir kanit sisteminin bir
seye yaramasi isteniyorsa, sirastyla saglamlik ve tamlik adi verilen bu kosullar ¢ok
onemlidir. Saglamlik, semantik acidan tanimlanan bir L normal modal lojigi i¢in her
¢ € L formiiliniin @ ¢atilar sinifi lizerinde dogru olmasi demektir. Tamlik ise,
semantik olarak tanimlanan lojigin catilar sinifinda gecerli tiim formiillere sahip
olmast demektir. Boylece bir L lojigi saglamdir ancak ve ancak L € L4 dir ve L
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gore saglam ve tam oldugunu gostermek, L ile Ly’ nin ¢akistigini gerceklemektir.



Genelde bir lojigin saglamligin1 gostermek kolay iken tamlik i¢in bu dogru degildir;
maksimal tutarh formiillerin kiimelerinden olusturulan kanonik modeller
sayesinde tamlik sorusuna yanit aranabilir. Aslinda, Kanonik Modeller Teoremi,
herhangi bir normal modal lojigin kendi kanonik modeline gore (kuvvetli) tam

oldugunu ifade eder.

Tamlik sonuglar saptandiktan sonra, ilging fakat bir o kadar sasirtict olan bir sonug

sudur:

“Bir normal modal lojige ait olmayan bir formiil sonlu bir Kripke modelinde

yanliglanabilir.”
Bu ozellige sonlu ¢ati 6zelligi (finite frame property), ffp, denir ve kanit1 siizme

(filtration)ydntemi kullanilarak yapilir.

2.1. Temel Ogeler

Bu kesimde verilen kavramlar modal lojik kitaplarinda, o6zellikle Blackburn ve

Chellas’ ta yer alanlara paralellik gosterir.

Tanim 2.1.1. Temel modal dil, 6nerme harflerinin (sonsuz) sayilabilir At kiimesi,
klasik Onerme baglaglar1 ve birli bir ¢ operatdrii araciligiyla tanimlanir. Bu dilin

formiilleri asagidaki gibi olusturulur:
e Her p € At bir formiildiir.
e 1 bir formiildiir.
e @ bir formiil ise —¢ bir formiildiir.
e ¢ ve 1 birer formiil ise ¢ V 1 bir formiildiir.
e @ bir formiil ise ¢ ¢ bir formiildiir.

Birinci mertebeden lojikte V ve 3 operatorleri arasinda oldugu gibi ¢ modal
operatorii i¢in bir duiallik (duality) vardir: O¢@ = =0 ¢— . Bu ancak (Diial)
aksiyomunu igeren modal lojikler i¢in gecerlidir; bu tezde c¢alisilan normal modal

lojiklerin tiimii bu aksiyomu tanim geregi igerirler.

0 elmas (diamond) ve O kutu (box) olarak adlandirilir ve sirasiyla olas1 ve gerekli
gibi okunabilir. Ancak bir modal dil farkli yorumlarin cesitliligine olanak

sagladigindan olasi/gerekli yorumu her zaman en iyisi degildir. Bu operatorlerin



etkili iki yorumu vardir: epistemik (bilgi) okumasi ve kamitlanabilir (provable)

okumasi. Bu farkli okumalar modal lojigin giicline gii¢ katarlar.
Tanim 2.1.2. Temel modal dil igin bir Kripke ¢atis1 bir F = (W, R) ikilisidir dyle
ki

I. W bostan farkli bir kiimedir.

ii. R, W tizerinde bir ikili bagmntidir.

W kiimesinin elemanlarina diigiim (node), durum (state) ya da diinya (world) denir.
R bagmtisina erisilebilirlik (accessibility) bagintisi denir. Cati denildiginde Kripke
catis1 kastedilecektir. Modal dilin bir Kripke modeli bir M = (F, V) ikilisidir 6yle
ki F bir cat1 ve V, At’ den P(W)’ ye tanumli bir fonksiyondur. V fonksiyonuna
degerlendirme (valuation) ve M’ ye F tabanli model ya da F, M’ nin temelini

olusturan ¢atidir denir. Model denildiginde Kripke modeli anlasilacaktir.

w € F yazildiginda w € W ve “F catist P 6zelligine sahiptir” denildiginde “R, P’ ye
sahiptir” anlasilmalidir. V fonksiyonu dogrulugun bir tanimini yapmak i¢in verilir: p
bir w diinyasinda ancak ve ancak w € V(p) ise dogrudur; bu w diinyasinin p

ozelligine sahip olmas1 seklinde diisiiniilebilir.

Tamim 2.1.3. Bir M =(F, V) modeli ve w € W diinyas1 verildiginde, bir ¢
formiliiniin M’ deki w diinyasinda gerceklendigi (ya da dogru oldugu) asagidaki

gibi timevarimla tanimlanir:
M,w E p(ava) w € V(p),p € At
M,w EL (ava) hi¢bir zaman
M,w E =@ (ava) M, w ¥ @
M,wE@VY (ava) M,wE@pyadaM,w Ey
M,w E0 @ (ava) bir v € W vardir dyle ki wRv ve M, w E ¢ dir.

2 bir formiiller kiimesi bir M modelinin bir w diinyasinda dogrudur (ava) X’ nin
tiim elemanlar1 w’ de dogrudur ve bu M, w E X ile gosterilir. M deki bir noktada
dogru olan bir formiile yerel dogru (local true) ve her noktada dogru olan formiile

global dogru denir.

() Ancak ve ancak, (ava) seklinde kisaltilmustir.



Tanim 2.1.4. Bir ¢ formiili i¢in

e F catisina dayali (F, V) modeli i¢in ¢, w diinyasinda dogru ise ¢, F’ nin w

diinyasinda dogrudur denir ve F,w E ¢ ile gosterilir.

e F’ nin her diinyasinda dogru ise ¢, F’ de gecerlidir (valid) denir ve F E ¢ ile

gosterilir.

e ¢, ® catilar sinifinin her F ¢atisinda gegerli ise @ lizerinde gegerlidir denir ve

@ E @ ile gosterilir.
e Tiim catilarin sinifinda gecerli ise, ¢’ ye gecerlidir denir ve k& ¢ ile gosterilir.

Catilarin sinifinda gecerli olan tiim formiillerin F kiimesine F’ nin lojigi denir ve Ly

ile gosterilir.
Asagidaki 6rnek dogruluk ve gecerlilik kavramlar arasindaki fark: agiklar.

Ornek 2.1.5. ¢ Vv 1 formiilii verilsin. Bir M’ = (F, V) modeli ve bir w diinyas1 i¢in
M,w E @V ise, o zaman ¢ ya da 1 (ya da her ikisi) w diinyasinda dogrudur.
Bunun yani sira, F E @ V1 ise, genelde, F E ¢ ya da F £y dogru degildir. Bir
karsit 6rnek olarak p V —p formiiliinii g6z oniinde bulundurmak yeterlidir. O nedenle

dogruluk yerel bir nitelik iken gecerlilik tamamen globaldir.
Nihayet bir modal lojigin tanim1 verilebilir.

Tanimm 2.1.6. Tiim 6nermesel totolojileri iceren ve asagidaki kurallara kapali modal

formiillerin bir L kiimesine modal lojik denir:

Modus ponens: ¢ € Lve ¢ —» ¢ € Lise ¢ € L dir.

ikame (substitution): ¢ € L ise, ¢’ nin tiim ikame 6rnekleri L’ ye aittir.
L’ nin elemanlarina teorem denir ve ¢ bir teorem ise -y, ¢ ile gosterilir.

Notasyon Modus Ponens MP olarak, ikame ise kisaca Subs olarak yazilacaktir. Ote

yandan, lojik denildiginde modal lojik kastedilecektir.

Onerme 2.1.7. Herhangi bir L lojigi A ve V islemlerine kapalidir, yani, ¢, € L ve

¢, € Lise o, A, € Lve ¢, V ¢, € Ldir.

Kanit.
1.k, o1 Hipotez
2.l @, Hipotez
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3L @1 = (@2 = 91 A p2) Totoloji
4.1 @y = @1 A @, MP 1,3
S. kL @1 A @, MP2, 4
O halde ¢, A @,, L’ nin bir teoremidir, dolayisiyla ¢, A ¢, € L dir.

Simdi +, ¢4 verilsin ve ¢, bir modal formiil olsun. O zaman

1Ly g Hipotez
2.FL 01 = @1V @, Totoloji
3. kL @1V @, MP 1,2
dir. ¢4 V ¢@,, L’ nin bir teoremi oldugu i¢in L’ ye aittir. X

Bir normal lojik tanimini vermeden 6nce 6zel bir durumu ele almak 6gretici olabilir.

L bir ¢ formiiliinii igeren fakat O¢’ yi icermeyen bir lojik olsun. Boyle bir lojigi
gercekleyen bir cat1 olusturmak igin, ¢ formiiliiniin ¢atinin tiim diinyalarinda dogru
olmasina karsin, O¢’ nin dogru olmadig1 bir w diinyasinin ve bir degerlendirmenin
olusturulmasi gerekir. Boyle diinyalar normal olmayan diinyalar olarak adlandirilir
¢linkli @ € L formiilii i¢in O¢ dogru degilse, bu diinyalar totolojilerin bile yanlis
oldugu bagka diinyalar1 goriir. Durum bdyle ise, normal olmayan bir modal lojik i¢in
bir model M = (W, N, R, V) bigimlidir; burada N € W “normal diinyalarin”
kiimesidir ve W \ N deki elemanlara normal olmayan diinyalar denir. Eger w normal

olmayan bir diinya ise, o zaman bu diinyada dogruluk kosullar1 asagidaki gibi yapilir:
e M,w &= O¢ (ava) hi¢bir zaman.
o M,w =0 ¢ (ava) her zaman.

Buna gore, O(p V —p) totolojisi w diinyasinda yanlistir. Normal olmayan lojikler
icin (Graham, 2001) kaynagina bakilabilir. Bu boliimde sadece normal modal lojikler

ele alinmaktadir.

Tanim 2.1.8. Bir L lojigine

K)o(e »¢) = (0p - OY)
(Dual) ¢ p & —O-p

formiillerini igeriyor ve
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(Nec) i yada ki, @ ise k- O@,
kuralina kapali ise normaldir denir.

Bu boliimde lojik denildiginde kastedilen normal lojik olacaktir. Lojiklerin kanonik
modeller araciligr ile tamhigi gosterilirken gerek duyulan bir kavram tutarlilik
kavramidir. Modal dillerin semantiginin en Onemli Ozelliklerinden birisi ¢eliski
icermemesidir.; yani, bir formiil bir diinyada hem dogru hem yanlis olamaz. Bunun
yani sira sintaktik bakis acisina gore bir lojigin celigki icermediginin hi¢bir garantisi

yoktur. Simdi bu soruna deginilecektir.

Tamm 2.1.9. @1, @2, 5 @nve 1 modal formiiller olsun. Eger ¢; A @, A -+ A
@n = Y bir totoloji ise Y formiilii Onermeler lojiginde @1, @2, " Pn

hipotezlerinden tiiretilebilir (deducible) denir.
Lemma 2.1.10. Tiim modal lojikler dnermeler lojigindeki tiiretime kapalidir.

Kanit. L bir lojik olsun. i 6nermeler lojiginde @1, @2, **» @n hipotezlerinden

tiiretilebilir oldugunda
FL @y, FL@2, 0 FL@nise HL Y
gosterilmelidir.

(@1 Ay A+ A @) = P totolojisi verilsin. Onerme 2.1.7 uyarinca by, @1 A @, A
<+ A @, dir ve tanim geregi (o1 A @, A+ A @) = Y oldugundan, MP’ nin , @1 A
@O, NNy ve Fp (1 Aoy A=A @y) =P’ ye uygulanmast sonucu ki elde
edilir. X

Tanmim 2.1.11. L bir lojik ve I' U {¢} bir formiiller kiimesi olsun. -y, (y; Ay, A=A
¥n) = @ olacak sekilde y;, V2, v Yn €' formiilleri varsa, ¢ formiili L

lojiginde I"’ dan tiiretilebilir denir. Durum bu ise I" -y, ¢, degilse I" i ¢ yazilir.

Tammm 2.1.12. Bir L lojigi i¢in I’ L ise I’ formiiller kiimesine L -tutarh

(consistent) ve I" 1, L ise L-tutarsiz (inconsistent) denir.

Lemma 2.1.13. L bir lojik ve I' bir formiiller kiimesi olsun. O zaman asagidakiler

denktir:
(i) I L-tutarsizdir.

(i) T g @ A = olacak sekilde bir ¢ formiili vardir.
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(ili) Tim y formiilleri igin I' Fy, Y dir.

Kamit. (i) > (ii) : I' L -tutarsiz, yani I’ -1 olsun. L— @ A—¢@ bir totoloji

oldugundan L’ nin bir elemant, yani F; L— ¢ A =g dir. Ote yandan
FLlo @ A= =>T Fpl-o @ A-g

dir, ¢linkii L= ¢ A —¢’ nin kanitinda I" hipotezleri kullanilmaz. Boylece

1.7 H L Hipotez
2. Fpl-> @ A =g Totoloji
3L FL o A= MP 1,2

istenilen sonucu verir.

(i) = (iii): I' ki @ A = verilsin. Her 1 formiilii i¢in ¢ A =@ — 3 bir totoloji
oldugundan | @ A =@ — Y dir. Buradan haliyle I' -y, ¢ A =¢@ — 1 oldugu agiktir.

MP’ nin - @ A =@ ve I’ -, @ A =@ — P’ ye uygulanmasi (iii) ile sonuglanir.
(iii) = (i) : Asikardir, ¢iinkii her ¥ formilii i¢in I' Fy ¢ ise, Ozellikle I' kL
dogrudur ve I' L-tutarsizdir. X
Bu kesimi ¢ok sik kullanilan bir lemma vererek sonlandiralim.
Lemma 2.1.14. I" bir formiiller kiimesi ve keyfi bir ¢ formiilii i¢in

I' Fp @ (ava) I' U {—¢} L-tutarsizdir.

Kamnit. Her seyden once I' L-tutarsiz ise sonu¢ agiktir, ¢iinkii o zaman I' U {—¢}
haliyle tutarsizdir ve Lemma 2.1.13 uyarinca her ¥ formiilii i¢in I' - Y = ' U
{=¢} kL Y olup, 6zellikle I' U {—¢} 1, ¢ elde edilir.

(=): T @ varsayalim ve I' U {=¢}’ nin tutarsiz oldugunu gosterelim. ¢’ nin I’
dan tiiretiminde —¢ ek hipotez olarak kullanilmadigi i¢in I" Fy, @, I’ U {=@} ki @’
yi gerektirir. Ote yandan I" U {-¢} +, =@ oldugu aciktir. Buradan I' U {-¢} F, @ A
- elde edilir ve Lemma 2.1.13° den I' U {—¢} kiimesinin tutarsiz oldugu

sonuglanir.

ceu e

Teoremi’ nden bu, I' by =@ —» L1’ yi gerektirir Madem ki —¢ < ¢ —1 olarak
tanimlidir, I' +p, ¢ elde edilir. X
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2.2. Kripke Semantigine gore Saglamhk ve Tamhk

Bir lojigin tamlhiginin kanit1 iki kisimdan olusur: saglamlik (soundness) ve tamlik

(completeness).

Saglamlik kanitinin amaci; belirli sintaktik 6zelliklerin Kripke semantiginde
korundugunu kanitlamaktir. Ozellikle, bir ¢ formiilii bir teorem ya da I' formiiller
kiimesinden tiiretilebilir olma Ozelligine sahipse, bu 0Ozelliklerin Kripke c¢ati
tabaninda ¢’ nin gegerli (valid) ya da I'’ nin bir semantik sonucu (semantic
consequence) oldugu kanitlanir. Saglamlik kaniti bir anlamda agiktir; +
tiiretilebilirlik operatoriiniin kapanis Ozelliklerinin = mantiksal sonug¢ operatorii

tarafindan korundugu gosterilir.

Tamlik kanitinin amaci; belirli semantik 0Ozelliklerin sintaksta korundugunu
kamtlamaktir. Ozellikle, bir ¢ formiilii gegerli ya da bir I' formiiller kiimesinin bir
semantik sonucu olma oOzelligine sahipse, bu 6zelliklerin Hilbert tiirii sintaksta bir
teorem ya da I"’ dan tiiretilebilir oldugu gosterilir. Tamlik kaniti sunu kanitlamaktan
gecer: @ bir teorem degilse ya da I’ dan tiiretilemiyorsa, o zaman ¢ gecerli degildir

ya da I’ nin bir semantik sonucu degildir.
Burada yap1 (structure), cati (frame) ya da model ayn1 anlamda kullanilmaktadir.

Tanim 2.2.1. F bir yapilar sinifi olsun. Eger L € L ise bir L lojigine F’ ye gore

saglamdir denir.
Lemma 2.2.2. Bir L lojigi F’° ye gore saglamdir ancak ve ancak her ¢ formiilii ve
F € F igin
FLeo=>FEFo@
dir.

Kamnit. L € Lgve i, @ varsayalim. O zaman ¢ € L, dolayisiyla ¢ € Lz dir. Buradan

¢’ nin F’ deki tiim yapilarda dogru oldugu, yani her F € F i¢in F E ¢ sonuglanir.

Tersine, Ly’ ye ait olmayan bir ¢ € L formiilii varsa, F ¥ ¢ olacak sekilde bir F € F

bulunabilir, yani +y, ¢ iken F ¥ ¢ dir. X
Bilinen normal modal lojiklerin saglamlig1 ayrintili olarak kanitlanacaktir.

Tanmm 2.2.3. Bir F = (W, R) catis1 verilsin.
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()
(i)
(iii)

(iv)

v)
(vi)

F yansiyandir (ava) her w € W i¢in wRw’ dir.
F simetriktir (ava) her w,u € W i¢in wRu ise uRw’ dir.

F ters simetriktir (ava) her w,u € W i¢cin wRu ve uRw ise w = u’

dur.

F geciskendir (ava) her w,u,v € W i¢in wRu ve uRv ise wRv’
dir.

F Onsirali (preorder) dir (ava) F yansiyan ve gegiskendir.

F onsirali  yonlidir (ava) Vw,u,v € W[wRu AwRv = 3t €

W (uRt A vRt)]’ dir.

Tamm 2.24. Ay, A, -, A, aksiyomlar olmak iizere KA;4, ...A, lojigine

AlJ AZ' e,

A, tarafindan tiretilen lojik denir.

K minimal lojigine

(Mop-p

(4) op - oop

(2)0op—->oOdp

S)¢op-p

aksiyomlar1 eklenerek iyi bilinen

S4 = KT4
S4.2 = KT4.2
S5 = KT45

lojikleri tanimlanir.

Literatiirde genellikle gegistirilen ve agik olarak nitelendirilen asagidaki lemmanin

kanit1, saglamlik kavraminin iyi anlagilmasi i¢in ayrintili yapilacaktir.

Lemma 2.2.5. K, S4, S4.2 ve S5 lojikleri asagidaki saglamlik sonuclarini

gerceklerler:

(i) K tiim gatilarin sinifina gére saglamdir.

(if) S4 yansiyan ve gecisken catilarin sinifina gore saglamdir.
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(iii) S4.2 yonlii 6nsiral gatilarin sinifina gore saglamdir.
(iv) S5 bagntisi denklik bagintisi olan ¢atilarin sinifina gore saglamdir.
Kanit.

(i) (K) aksiyomunun ve (Diial)’ in keyfi ¢atilar sinifinda gegerli oldugu, MP ve
(Nec) kurallarinin gegerliligi korudugu gosterilmelidir. F = (W, R) keyfi

bir ¢at1 olsun.

e F =(K): F =0(p = q) AOp varsayalim. O zaman her w € W i¢in F,w E
O(p - q)Agp’ dir; buradan F,w E O(p —» q) ve F,w F Op sonuglanir.
Boylece her ve€ W i¢in F,v Ep - q ve F,v Ep den MP uygulaninca
F,v E q elde edilir. Bu ise F,w = 0Oq demektir; w keyfi oldugu i¢in F E=(K)

gosterilmis olur.

e MP kurali gegerliligi korur: ¢ ve 3 formiilleri icin FE @ ve FE @ =Y
verilsin. O zaman her w € W ve her V degerlendirme fonksiyonu igin
(F, V))wkE@ ve (F, V),)wEg@ -9y’ dir M =(F, V) bir model
oldugundan son iki ifade M, w E @ A (@ = )’ yi gerektirir. Boylece

M,w E y sonuglanir ve MP’ nin gegerliligi korudugu gosterilmis olur.

e (Nec) kurali gecerliligi korur: F E p ise herw € W i¢in F,w E p’ dir. O halde
wRv seklindeki tim v € W elemanlar i¢in F,v E p vardir, dolayisiyla

F,w E Op elde edilir.

o F =(Diial): F ¢ p verilsin. O zaman her w € W i¢in F,w E{ p’ dir. Simdi
F,v & O-p olacak sekilde bir v € W diinyas1 olsaydi, her u € W i¢in ve
VRu i¢in F,u & —p elde edilirdi. Oysa F,w 0 p durumunda F,u Ep
olacak sekilde bir u € W ve wRu vardir; o halde F,u E —-p ve F,ukep

celiskilidir, dolayisiyla F,w E —O-p sonucuna ulasilir.

Tersine, F = —0O—p verilsin. O zaman her w € W i¢in wRv ve F, v E p olacak

sekilde bir v € W diinyasi vardir ve bu F ¢ p demektir.

Modeller totolojileri yanlislamadigindan tiim totolojiler de gegerlidir. O halde K tiim

catilarin sinifina gore saglamdir.

(i) K’nin saglamhig: (i)’ de gosterildi; geriye (T) ve (4) igin kanit yapmak kaliyor.

16



(T): F = (W, R) yansiyan bir ¢att ve F = Op olsun. O zaman her w € W i¢in
F,w E p’ dir. R yansiyan, yani her w € W i¢in wRw oldugundan, F,w E p yada
F E p’ dir.

(4): Bu aksiyomun ¢ cinsinden dengi 00 p =0 p’ dir. F = (W, R) gegisken bir
cati ve F =00 p olsun. O zaman her w € W i¢in F,w =00 p’ dir. Simdiv,u € W
diinyalar1 i¢in wRv ve F,v E0¢p ve vRu, F,u Ep varsayalim. R bagintisi
gecisken oldugu icin wRv ve vRu, wRu’ yu gerektirir ve buradan da F,w E{ p
elde edilir.

(i) (2): F=(W, R) yonli onsirali bir ¢att ve F =0 Op olsun. O zaman her
w € W i¢in F,w E¢ Op’ dir ve buradan F, v = Op olacak sekilde birv € W
vardir. Simdi u, wRu seklinde keyfi bir diinya olsun. Cat1 yonlii oldugu i¢in
VRt ve uRt olacak sekilde bir t diinyas1 vardir. Bu durumda F,t & p elde
edilir ve bu F,u ¢ p’ yi gerektirir. u keyfi oldugu i¢in F,w 00 p

sonuclanir.

(iv) (5): F =(W, R) denklik bagintili bir ¢att olsun. F =0 Op her w € W i¢in
WRv ve F,v E Op olacak sekilde bir v € W diinyasinin var oldugunu ifade
eder. Buradan vRu seklindeki tiim u € W diinyalar i¢in F, u k& p elde edilir.

R bagintis1 simetrik oldugu i¢in F, w & p sonuglandirilir. X

Belli bir catilar simifinin {rettigi lojigin semantik olarak tanimlanmis bir lojik
tarafindan kapsandiginin gosterilmesi, yukarida deginildigi lizere, tamlik kavramina
yol acar. Kuvvetli ve zayif olmak iizere iki tiir tamlik vardir. Kuvvetli tamlik zayif
tamlig1 gerektirir; bu bariz olgu kanonik modeller i¢in 6n planda yer alir ¢ilinkii

kanonik modeller kuvvetli tamlig1 gosterirler.

Tamm 2.2.6. F bir catilar smifi ve I' U {¢} bir formiiller kiimesi olsun. ¥’ den

olusturulan tim M modelleri ve M’ deki tiim w diinyalar1 i¢in
MweT =>M,wEQ@

ise ¢, F tizerinde I’ nin bir yerel semantik sonucudur denir ve I' E# ¢ ile gosterilir.

Eger
F|=97(P:>F|_LQ0

ise L lojigi F’ ye gore kuvvetli tamdir denir. Herhangi bir ¢ formiilii i¢in
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ise L lojigi F’ ye gore zayif tamdir denir.

Sonu¢ Teorem 2.2.7. F’ ye gore kuvvetli tam olan bir L lojigi F’ ye goére zayif

tamdir.

Kanit. I' = @ almirsa kuvvetli tamliktan @ =x @ =+ @ yazilit. Ama @ =7 @, F E

@ ile aynidir, dolayisiyla F = ¢ =+, ¢ elde edilir. 2

Sonu¢ Teorem 2.2.8. L bir lojik ve F bir catilar sinifi olsun. L, F’ ye goére zayif

tamdir ancak ve ancak Ly € L’ dir.

2

Kanit. ¢ € Ly varsayalim. O zaman Lz’ nin tanimindan (F ° de gegerli olan
formiillerin kiimesi) F k& ¢ yazilir. Hipotez uyarinca L zayif tam oldugu igin

F E @ =+ @’ dir; Fy @, @ € L demek oldugu i¢in, L € L elde edilir.

Tersine, Ly € L olsun ve F k ¢ verilsin. O zaman ¢ € Lz dir ve hipotezden ¢ € L

olur, yani Fy, ¢ elde edilir. X

Lemma 2.2.9. (Celiski Lemmasi) I U {¢} bir formiiller kiimesi ve I' U {¢} L

olsun. O zaman I" -y, —¢’ dir.
Kanit. Lemma 2.1.14’ iin kanitina benzerdir. D
Asagidaki bir agidan kuvvetli tamlig1 yeniden tanimlar.

Lemma 2.2.10. Bir L lojigi bir F yapilar smifina gore kuvvetli tamdir ancak ve
ancak formiillerin her L -tutarlh ' kiimesi bir F € F yapist lzerinde
gerceklenebilirdir; yani, F’ de bir w diinyas1 vardir 6yle ki her ¢ € I''i¢in F,w E ¢’
dir.

Kanit. I' L-tutarl bir formiiller kiimesi olsun. O zaman I' #1 L’ dir ve buradan L’ nin
F’ ye gore kuvvetli tam olmasi nedeniyle I' ¥#1 elde edilir. O halde tanim geregi
(F, V),)weTl ve (F, V),wkl olacak sekilde FeEF,weF ve bir V

degerlendirme fonksiyonu vardir. Dolayisiyla (F, V),w & I' kanitlanmis olur.

Tersine, L’ nin F’ ye gore kuvvetli tam olmadigint varsayalim. O zaman Celigki
Lemmasi1’ na gore I' =g @ fakat I' i+, ¢ olacak sekilde bir I' U {¢} formiiller kiimesi
vardir. Yine aynt Lemma uyarinca I' U {—¢@} kiimesi L -tutarhdir fakat F’ deki
herhangi bir yap1 lizerinde gerceklenebilir degildir. Boylece L, F’ ye gore kuvvetli
tamdir. X
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Sonu¢ Teorem 2.2.11. Bir L lojigi bir F yapilar sinifina gore zayif tamdir ancak ve

ancak her L-tutarli formiil bir F € F yapasi iizerinde gerceklenebilirdir.

Kanit. Sonu¢ Teorem 2.2.7 ve Lemma 2.2.10° nun dolaysiz kullanimi ile yapilir.

X

Lemma 2.2.10 her L -tutarli formiiller kiimesinin gerceklenebildigi bir yap1
olusturmayz ileri siirer. Bunun bir yolu ve en etkilisi, maksimal tutarh kiimelerden
model olusturmaktan gecer. Bu yaklasim kanonik model tanimina neden olur; bu

kavram (kuvvetli) tamlig1 gostermenin, belki de, en temel algoritmasidir.

2.3. Kanonik Modeller

ce e

gecer. Boyle bir model maksimal L-tutarli formiillerin kiimesi araciligiyla tanimlanir.

Tanim 2.3.1. L bir lojik ve I" bir formiiller kiimesi olmak tizere, I' L-tutarh ve I’ G X
seklindeki her 2 formiiller kiimesi L-tutarsiz ise I kiimesine maksimal L-tutarl,

kisaca L-mtk ya da L belli ise kisaca mtk denir.
Maksimal tutarli kiimelerin baz1 6nemli 6zellikleri asagidaki lemmada toplanmustir.
Lemma 2.3.2. L bir lojik ve I" bir L-mtk olsun.
(i) Her ¢ formiiliiigin ¢ € I' yada —¢ € I’ dir.
(i) I', MP’ye kapalidir: o € 'vep - Y € 'isep € I’ dir.
(i) @AY €ET (ava)p €' vep € [’ drr.
(iv) pVY er (ava)p €T'yaday € [’ dir.
(v) Lc I dm.
Kanit.

(i) 'V {p}verl U{=¢}kimelerinin ikisi de L-tutarsiz olamaz ¢iinkii aksi halde
Celiski Lemmast’ ndan I' +y, =@ ve I' - ¢ elde edilir ki bu I'” nin L-
tutarsiz olmasi anlamina gelir. O nedenle I' U {¢} L-tutarli olsun. I bir mtk

olduguicin I' = I' U {¢}’ dir, dolayisiyla ¢ € I' elde edilir.

(i) @, - Y €I fakat ¢ € I' varsayalim. O zaman (i) uyarinca =) € ' olur.
Simdi pA(p-=>YPY)A-Y L ya da (pA(p-=>Y)A-Y)—>L bir
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totolojidir, o halde L’ ye aittir. Bu durum I’ min L-tutarlilif1 ile ¢elisir;

@, =P €Tl ise, I’ yaait olmalidir.
(i) (iv) sikkinin kanitina tamamen benzerdir.

(iv) pVYET ve o €T, Y €T varsayalim. I' mtk oldugu igcin —¢@ €' ve
=) € I" olur. Ayrica (¢ V) A (=@ A=) FpL, I’ nin tutarhiligr ile celisir.
O halde ¢ € I' yaday € I' olmalidir.

Tersine, ¢ € I' ve keyfi ¢ i¢in ¢ Vi € I' olsun. O zaman (i) uyarinca —(¢ V
Y)=—@ A=y €’ dir. Simdi (iii)’ den =@ € I' elde edilir ki bu I'’ nin
tutarliligi ile celisir. O halde ¢ vV i € I" olmalidir.

(V) @ € Lolsun. O zaman {—¢} L-tutarsizdir. I' mtk oldugu i¢in —¢ & I' ve (i)
nedeniyle ¢ € I’ dir. O halde L € I’ dir. X

Tammm 2.3.3. Bir L normal modal lojigi icin MY kanonik modeli asagidakileri

saglayan bir (WL, RL, VL) li¢lisiidiir:
(i) W tiim L-mtk’ lerin kiimesidir.

(i) Her ¢ formiilii i¢in @ €Eu, 0 @ €Ew’ yi gerektiriyorsa RY, W {izerinde

(w, u) € R ile taniml bir ikili bagintidir, yani
wRM'u (ava)p Eu=09p ew
dir.
(iii)y VL, Vi(p) ={weWlpew)} olarak tanimlanan degerlendirme
fonksiyonudur.
FY = (WL, RL) ikilisine L’ nin kanonik ¢atis1 denir.

Asagidaki Dogruluk Lemmasi uyarinca tutarli bir formiiller kiimesinin maksimal

tutarl1 bir kiimeye genisletilmesi uygun olur.

Lemma 2.3.4. (Lindenbaum Lemmasi) L bir lojik olsun. X formiillerin L-tutarli bir

kiimesi ise, X € X seklinde bir X L-mtk vardur.
Kanit. 1, @3, » Pn " modal formiillerin bir sayimi1 ve

ZOZZ

2o U{e,}, eger X, U{p,}tutarliise
2n+1 -

2o U {0}, aksi halde
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olsun.

iddia 1 Her n igin 2,, L-tutarhidur.

Kanit. n izerinde tiimevarim yapilir.

n = 0 i¢in iddia hipotez geregi dogrudur.

n > 0 i¢in iddianin dogru oldugunu varsayalim.

n+1 icin X4 ya 2, U{p,} dir ve tanimdan L -tutarhdir ya da X,,; =2, U
{=¢,}’ dir. Bu durumda X, U {¢@,} tutarsiz olur ve Celiski Lemmasi’ ndan
2n kL —@, elde edilir. Tiimevarim hipotezinden X’ nin tutarli olmasi X, U {=¢,}’

nin tutarliligini gerektirir.
ddia 2 Her ¢ formiilii igin ya ¢ € X** dir yada ¢ € X*’ dur.

Kamit. ¢ € X+ ve @ € X7 ise bir n igin ¢ € X, ve =@ € X, dir; bu X, nin tutarsiz
oldugunu ve Iddia 1 ile gelistigini gosterir. Dahasi ¢ = ¢,, olacak sekilde bir m
vardir ve dolayisiyla ya ¢ € X, yada =@ € X, dir.

iddia 3 2™ bir L-mtk’ dir.

Kamit. X% tutarsiz ise, ki @1 A@?A--A@™ —>L olacak sekilde sonlu bir
@, @2, -, @™ formiiller dizisi bulunabilir. Boyle bir dizi yeterince biiyiik bir k igin

X, kiimesine aittir; ama bu durum iddia 1 ile gelisir. O halde X* tutarlidir.

2+’ nin maksimal oldugunu gostermek i¢in X+ C I' varsayalim ve ¢ bir tanik, yani
@ & X% olsun. O zaman Iddia 2’ den =@ € Xt ve tammdan X% | —¢ elde edilir.
X+ C I nedeniyle I' +, =@ ve @ € I' olmasi I’ nin tutarsizligini gerektirir. O halde
2+ L-mtk’ dir. X

Uyari 2.3.5. Tanim 2.3.3.” deki R ikili bagintis

wRM (ava)op Ew > g Eu
gibi de tanimlanabilir, hatta

wRM (ava) {p:0p EW} S u

olarak da ifade edilebilir. Hesaplamalarda tanimin bu bi¢imi kolayliklar saglar. O

zaman Tanim 2.3.3. (i1)’ nin kullanilacak denk ifadesi

wRM (ava) {0 p:p Eu} S w
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dir.
Onerme 2.3.6. R bagmtisinin bu iki tanimi denktir.
Kamit. wRu (ava) her ¢ i¢in (0@ € w = ¢ € u)
(ava) her g icin (¢ € u = Op & W)
(ava) her ¢ ve w,u mtk i¢in (= € u = 0@ € w)
(ava) her ¢ icin (mp €E u =20 = E W)
(ava) her @' i¢in (@' € u =20 ¢’ € w) (ikame). X
Yukaridaki kanitin son adimina asagidaki teorem agiklik getirmektedir.

Teorem 2.3.7. (Chellas, Teo. 4. 29, s. 158) L bir normal modal lojik ve I', I'" L-mtk’

ler olsun. O zaman
{p:opericri(ava){0p:perl’}cr
dir. Baska bir deyisle,
herigin (Op €T’ = @ € I'") (ava) her g igin (p ET"' =20 @ €T)
dir.

Kamit. (=) Sol taraf verilmis olsun ve ¢ € I'’ diyelim. O zaman

p€eEl=>—@erl (' tutarl)
=>0-@ &l (hipotez)
= a0-@ €T (I' mtk)
=>0@p€er

dir.
(&) Sag taraf verilmis olsun ve O¢ € I diyelim. O zaman

D(pEF:>—|<>—|<pEF

=0 €I (I' tutarh)

> el (hipotez)

>pel’ (I'" mtk)
dir. X
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Asagidaki lemma bir lojigin kanonik model araciligiyla tamliginin kanitlanabilmesi

icin yeterince maksimal tutarli kiimenin oldugunu ifade etmektedir.

Lemma 2.3.8. (Varhk Lemmasi) Herhangi bir L lojigi igin ve w € W diinyas! igin

0 @ € wise, 0 zaman wRw ve ¢ € v olacak sekilde bir v € W vardir.

Kanit. 0 ¢ € w olsun ve v~ = {¢} U {y: Oy € w} tanimlayalim. v~ tutarhidir, aksi
halde Celiski Lemmas1 uyarinca {: Oy € w} i =, yani by Y1 A AP, = =@

olacak sekilde ¢, -+, ¥, formiilleri vardir. O zaman
PO A Ay = =) (Nec)
FLO@1 A AYy) = 0@ (K)
Ve a(y; A+ AYy,) = (OY; A -+ A OY,,) her modal lojigin bir teoremi oldugu i¢in

b (O A A DY) > 059

elde edilir. Simdi w’ nin bir mtk olmast ve her i <n i¢in OY; € w nedeni ile
OY; A~ A0y, €w elde edilir. Tutarlilik geregi O—¢p € w ve (Diial) sayesinde
- 0 ¢ € w sonuglanmasi, ¢ ¢ € w hipotezi ile ¢elisir ¢iinkii w bir mtk’ dir. O halde

v~ tutarlt olmak zorundadir.

Lindenbaum Lemmas1 uyarinca v, v~ nin bir mtk-genislemesi olsun. Insadan ¢ € v’
dir ve her v formiilii icin 0y € w,y € v’ yi gerektirir. Yapilan bu analiz wRu’ nin

asagidaki argiimanla verilmesini saglar:

@ € v olsun ve ¢ ¢ & w varsayalim. w bir mtk oldugu i¢in = ¢ ¢ € w’ dir. Buradan
(Ditial) sayesinde O—¢ € w elde edilir ve dolayisiyla —¢ € v’ ye ulasilir ki bu v’ nin

bir mtk olmasi ile ¢elisir. Neticede ¢ € v ise ¢ ¢ € w olmalidir. X
Nihayet “dogruluk = eleman1 olma” denklemini yerine getirecek her sey mevcuttur.
Lemma 2.3.9. (Dogruluk Lemmasi) Herhangi bir L normal modal lojigi i¢in ve her
¢ formiilii i¢in

MLwE@@va)p eEw
dir.

Kanit. ¢’ nin karmasiklig1 iizerine tiimevarimla yapilir. Temel adim tanimdan ve

Boole baglaglart durumlar1 Lemma 2.3.2° den agiktir.

Modal durum igin
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MLwEOp (ava) Fv (WRYWAMYvE@) (ava) (Timevarim hipotezi)

Jv (WR™W A ¢ € v) = (RY nin tanimindan) ¢ ¢ € w’ dir.

Tersine, ¢ ¢ € w varsayalim. Yukaridaki denklik araciligi ile bir v bulmak yeterlidir
oyle ki v mtk, wR'v ve ¢ € v olsun. Ama bu Varlik Lemmasi’ min tam olarak

sagladig1 bir durumdur. X

Asagidaki teorem bu kesimde buraya kadar olusturulan ve incelenenleri

toparlamaktadir.

Teorem 2.3.10. (Kanonik Model Teoremi) Her normal modal lojik kanonik

modeline gore kuvvetli tamdir.

Kanit. L bir normal modal lojik ve X formiillerin tutarli bir kiimesi olsun.
Lindenbaum Lemmasi uyarinca ¥ € X* geklinde bir X+ -mtk vardir. Dogruluk

Lemmast’ ndan ML, X+ = ¥’ dir ve kanit Lemma 2.2.10 araciligi ile tamamlanir. [X]

Lemma 2.3.11. M'! kanonik modelli herhangi bir L normal modal lojigi igin

asagidakiler vardir.
(i)  (4)€ Lise R geciskendir.
(i)  (T) € L ise R" yansiyandr.
(iii)  (T), (4), (2) € L ise R yonlii 6nsiralamadir.
(iv)  (5) € L ise R simetriktir.
Kanit.

(i) w,v,u € M igin wRv ve vRu ise wR u oldugu gosterilmelidir: ¢ € u =

0 @ € w gosterilmelidir.

1. p€eu (Hipotez)
2. 0p€EVW (vRM)
3. WVopeEw (WRMW)

4. 00 ->0peEw ((4)€ L ve w bir mtk)
5. dpew MP 3, 4
olup, R" geciskendir.

(ii) Her w € W i¢in wRw oldugu gésterilmelidir.
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1. @—00 ((T)E L)

2. pEW (Hipotez)
3. p-o0peEwWw (Lemma 2.3.2 (v))
4. 0o MP 2,3

olup, R yansiyandir.

(iii) (T), (4)€ L nedeniyle geriye (.2)€ L = R yonlii 6nermesinin kanitlanmasi

kaliyor; yani her w,v,u € W icin
(WRYw AwRM = 3t*(vR'“t* AuRMt"))
gosterilmelidir. Bunun i¢in

t ={p:0p €v}U{-yY:0yY & u}

seklinde tanimlanan kiimenin L -tutarli oldugunun ve Lindenbaum Lemmasi
sayesinde L -mtk oldugunu saglayan bir t* kiimesine genisletilebildiginin

gosterilmesi gerekiyor.
ot L-tutarlidir: Gergekten, aksi halde i < n ve j < m i¢in
Op; €v, 0Y; €uve b (Nisn @i AN jsm ;) =L

olacak sekilde ¢; ve ¥; formiilleri vardir. ¢ = Aj<, @; ve Y = Ajen Y
diyelim; o zaman Fp ¢ A —p - L’ dir ve her L-mtk i¢in ¢ A =) —»1 ya da
—-(p A=) © ¢ - Y €L S L-mtk elde edilir. Buradan ¢ — v, v’ ye aittir.
O, A lzerine dagilmali oldugu i¢in O¢@ € v’ dir ve bu Oy € v’ yi gerektirir
clinkii Oy & v ise = =0 —p’ dir; yani vRYs ve ¢ A =) € s olacak sekilde
bir s € W vardir ancak bu, s’ nin tutarlilhig: ile gelisir. Dolayisiyla Oy € v’ dir
ve buradan O ¢ ¥ € w sonuglanir. (.2) € L hipotezinden 0 ¢y € w’ dir ve
bunun 0y € u’ yu gerektirmesi bir celiskiye neden olur. Neticede t L -
tutarlidir. Lindenbaum Lemmasi uyarinca t” nin bir t*-mtk genislemesi vardir.
Simdi Ogp € v = ¢ € t*’ dan vR“t* sonuglanir ve ayrica 0 ¢ u => ¢ & t*’

dir, yani ¥ € t* =01 € u vardir. Buradan uRt™ ¢ikar, yani R yonliidiir.

(iv) 5): p > 00 €L olsun. (¢ > O0¢) & (0@ = @) denkligi (Dial) ve

Ikame) kullanilarak gosterilir. Simdi w € W icin ¢ € w olsun. O zaman
g @
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(iii)” deki argiiman 1s18inda 0 ¢ @ € w olur. wRYv verilmis olsun. Varlik

Lemmas1’ nin bir sonucu olarak
O0p EwWAWRlv =0 eEW
elde edilir; oysa @ € w idi, o halde vRw sonuglanur. X

Tamlik sonuclarinin gergeklestirilmesinde tek sorun, dogru parcalarin

secilmesi ve kombine edilmesinde yatar.
Teorem 2.3.12. Asagidakiler vardir:
(i) K tiim catilarin sinifina gore;
(if) S4 tim yansiyan ve gecisken catilarin sinifina gore;
(ili) S4.2 yonlii 6nsiral gatilarin sinifina gore;
(iv) S5 denklik bagintih ¢atilarin sinifina gore;
kuvvetli tamdir.

Kamit. S0z konusu lojik i¢in I' formiillerin tutarli bir kiimesi olsun. O zaman
teoremin kaniti1 i¢in Lemma 2.2.10 uyarinca bir (F, V) modeli bulmak yeterli

olacaktir dyle ki
(@ (F, V),w kT seklinde (F, V)’ de bir w diinyasi olsun;
(b) F iddia edilen 6zellikleri saglasin.

r'*,I'’ y1 genisleten bir mtk olsun. (F, V), (a) kosulunu I'* diinyasinda saglar.
Geriye (b) kosulunun kanonik model i¢in gecerli oldugunu gostermek kaliyor; bu ise

Lemma 2.3.11 tarafindan yerine getirilmisti. X

2.4. Siizme ve Sonlu Cat1 Ozelligi

Verilen bir (tutarli ve normal) L lojigi icin kanonik model, i, ¢ seklindeki her ¢
formiiliinii bir diinyada g¢iiriitiir. Bu 6zellik ¢ok iyi olmakla birlikte modelin kendisi
biiyiik ve kullamgsiz olabilir. Bu durumda, matematigin —06zellikle cebirin-

genelinde oldugu gibi, modelin Kiigiiltiilmesine gidilir.

Tanim 2.4.1. Her ¢ € L ve birw € F i¢cin F,w ¥ ¢ ve F E L olacak sekilde sonlu
bir F catis1 varsa, L 1ojigi sonlu ¢at1 6zelligine (finite frame property) sahiptir denir.

Bu 6zellik kisaca ffp olarak gosterilir.
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Siizme (filtration) denilen bir yontemle bazi lojiklerin ffp’ ye sahip oldugu
gosterilebilir. Burada, bir 6rnek olarak, sadece S4.2° nin durumu ele aliniyor.

Stizmenin amaci verilen bir modeli bir denklik bagintis1 araciligi ile kiigiiltmektir.

M =W, R, V)bir model ve X formiillerin alt kiimelere kapali bir kiimesi olsun.

w,v € W igin
M,wE @ (ava) M,v = ¢

her ¢ € X icin gercekleniyorsa w ve v diinyalar1 X'-denktir denir ve w~;v yazilir.
Bu, W iizerinde bir denklik bagintisidir ve bir w diinyasinin ~ altinda denklik sinifi

[w]s = {v € W:w~yv} ile gosterilir.

Tamim 2.4.2 Bir M modelinin 5 aracihigiyla bir siizmesi F/ = (W/, S) catisina
dayanan bir M/ = (Ff, U) modelidir dyle ki

(i) W/ ={wl:wew}
(if) her p € X degiskeni i¢in U(p) = {[w]:w € V(p)}
(iii) her w,v € X i¢in wRv = [w]S[v]
(iv) [w]S[v]isew,v € W ve Op € X igin
M,wEDp=>M,vEQ@
dir.

Uyan 2.4.3. (ii1) ve (iv) kosullar1 S” y1 genellikle tek bigimde belirlemez. Aslinda

herhangi bir siizme i¢in
S = {(w], [vD:herpeX(M,wE@=>M,vE @)}
S={(lw], [vD:baziw',v' € W(w~w'Av~v' AW'RV")}
olmak tizere,
scscs

oldugu gosterilebilir. S kiimesine X araciligiyla M’ nin en ince siizmesi (finest

filtration) ve S kiimesine en kaba siizme (coarsest filtration) denir. Burada S

kullanilacaktir.

Sonug¢ 2.4.4. Tanim 2.4.2° deki notasyonlar altinda
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7] < 2
dir.

Kamt. FT kiimesinden 2! kiimesine bir bire-bir doniisiim tanimlanmalidir.

Asagidakini goz oniinde bulunduralim:
h:Ff — 21|

(1, M,wE¢gise
Wle fu fw(@) = {0, aksi halde }
e h iyi-tammhdir: [w] € F/; v,u € [w] ve her ¢ € X icin f,(¢) =1 (ava)
M,v E @ (ava) M,w E ¢ (ava) M,u E ¢ (ava) f,(p) =1
~5 denklik bagintisinin tanimi kullanilarak elde edilir. O halde h bir denklik
siifinin elemani se¢iminden bagimsizdir, dolayisiyla iyi-tanimlidir.
e h bire-bir’ dir: f,,, # f, varsayalim. Genellikten bir sey yitirmeksizin, bir ¢ € X
vardir ve f, (@) = 1 ve f,(¢) =0 dir. O zaman M,w E ¢ ve M,V E =@

(*) olur. Ama ¢ € X oldugu igin (*),[w] # [v] demektir. Boylece h bir bire-

bir doniisiimdiir ve kanit tamamlanir. X

Teorem 2.4.5. (Siizme Teoremi) M bir model ve M/ alt formiillere kapali bir X
formiiller kiimesi araciligiyla M’ nin bir slizmesi olsun. O zaman her w € M

diinyasi ve her ¢ € X formiilii i¢in
M,wE @ (ava) M7, [w] E @
dir.
Kanit. ¢ formiiliiniin karmagsikligi izerine timevarimla yapilir.

e Temel adim Tanim 2.4.2. (ii), Boole kombinasyonlar1 i¢in dogruluk tanimlari

ve tiimevarim hipotezi ile dolaysiz olarak gergeklenir.

e Modal adim i¢in O@ € ¥ ve M,w E Og olsun. [w]S[v] seklindeki her [v] i¢in
M7, [v] & @ gosterilmelidir. Bdyle bir [v] verildiginde Tanim 2.4.2. (iv)
uyarinca M, v E ¢’ dir ve tiimevarim hipotezinden M/, [v] E ¢ elde edilir

(2’ nin kapanis 6zelliklerinden dolay1 ¢ € X oldugu agiktir).

Tersine, M/, [w] E ¢ varsayalim ve v,wRv olacak sekilde bir diinya olsun. O

zaman Tamm 2.4.2. (iii) uyarinca [w]S[v]’ dir. Bdylece M/, [v] & ¢ dir ve
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buradan tiimevarim hipotezi ve kapanis 6zellikleri M, v = ¢’ yi gerektirir. v keyfi

bir diinya oldugundan M, w E O¢ elde edilir. D
Teorem 2.4.6. S4. 2 lojigi sonlu ¢at1 6zelligine sahiptir.

Kanit. ¢ & S4.2 olsun. O zaman bagintis1 koklii (yani bir en kii¢iik eleman1 olan)
yonlii onsirali dyle bir M = (W, R, V) modeli vardir ki bir w diinyasi i¢in
M,w ¥ ¢ sonuglansm. Simdi I =T, = {:,@'nin alt formili} kimesi
araciifryla M/, M’ nin en ince siizmesi olsun. M/ nin, yani R/’ nin gecisken
kapamginin I" araciligiyla M'° nin bir siizmesi oldugu gésterilir. (M), M/’ nin

gecisken kapanist ise Siizme Teoremi (M)t w # ¢’ yi gerektirir.

Her formiil sonlu oldugu igin I}, kiimesi sonludur ve Sonug 2.4.4 uyarinca (M/)*

sonludur. (M /)"’ nin bir S4.2 catiya sahip oldugu aciktir. Bdylece S4. 2 sonlu cat1

ozelligini saglar. X
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BOLUM 3
TOPOLOJIK SEMANTIK, TAMLIK VE TANIMLANABILIRLIK

Matematigin temelleri ve aksiyomatik geometrinin gelisimi arasindaki tarihsel
baglara ragmen uzaysal yapilar i¢in kayda deger lojikler eksik idi. Bu durumu dile
getiren en iyi Ornekler Tarski tarafindan verildi (McKinsey and Tarski, 1944). O

operatoriinii gergel sayilar lizerinde kapamis operatorii (closure operator) olarak

ce e

1973)> deki iki boyutlu modal lojikler, (Goldblatt, 1980)° deki Minkowski uzay-
zaman lojigi, (Shehtnam, 1983)° deki fiziksel yapilarin lojikleri, (Chellas, 1980)° deki
1960’ larda Montague ve Scott tarafindan onerilen komsuluk semantigi, (Benthem,
1983)’ deki gorece yakinlik i¢in lojikler, (Esakia, 2004)’ deki topolojik modal lojikler
ve (Stebletsova ve Venema, 2001)’ deki caligmalar topolojik uzaylarim modal lojik

alanina girmesini sagladi.

Bu boliimde, modal 6nermesel dil bazinda, bazi lojiklerin belirli topolojik uzaylar

de bulunabilen, Q, R ve C’ ye gore tamlig1 ele alinmaktadir.

3.1. Topolojik Onbilgiler
Bu boéliimde yer alan temel topolojiksel kavramlar (Engelking, 1989)° dan alinmistir.

Tanim 3.1.1. Bir topolojik uzay, X bir kiime, (X) X’ in kuvvet kiimesi ve 7, @(X)’

in agagidaki ti¢ kosulu saglayan bir alt kiimesi olmak iizere bir T = (X, ) ikilisidir:
i) 0,X e,
(i) U, VeriseUNV € 1 dur,

(i) {U;}ie; € Tise Ui U; € T’ dur.

T koleksiyonunun elemanlarina ac¢ik kiimeler, acik kiimelerin X ° e gore
timleyenlerine kapah kiimeler ve x € X elemanim igceren bir acik kiimeye x’ in

acik komsulugu denir.
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B, T’ nun bir alt kiimesi olsun. Her agik kiime B’ nin bir alt ailesinin elemanlarinin

birlesimi olarak temsil edilebiliyorsa, B’ ye 7 topolojisi i¢in bir baz denir.

Onerme 3.1.2. Bir X kiimesinin alt kiimelerinin bir B ailesi X {izerindeki bir topoloji

icin bir bazdir ancak ve ancak (i) her bir x € X i¢in x € U olacak sekilde U € B
vardir ve (ii) her U,V € Bicinx e UNV isex € W < U NV olacak sekilde W € B

vardir.

A € X ve x € X verilsin. x” in U € A olacak sekilde bir U acik komsulugu varsa, x
noktasina A’ nin bir i¢ noktas1 (interior point) denir ve A’ nin tiim i¢ noktalarinin
kiimesi I(A) ya da Int(A) veya A ile gosterilir. Bir A kiimesinin i¢i A’ nin kapsadig
en biiyiik acik kiimedir. Bir x € X noktasinin her bir U agik komsulugu icin A N
(U — {x}) bostan farkl1 bir kiime ise x, A € X kiimesinin bir limit noktasidir denir.
A’ nin limit noktalarinin kiimesine A’ nin tiirevi denir ve d(A) ya da A’ ile gosterilir.
A U d(A) kiimesi A’ nin kapamis1 (closure) olarak adlandirilir ve C(A4) ya da Cl(A)
veya A~ ile gosterilir. C(A) kiimesi A’ y1 kapsayan en kiiciik kapali kiimedir.

Ic ve kapanis operatdrlerinin asagidaki ozellikleri sagladigi iyi bilinmektedir.

A,B € X i¢cin

Ix)=X c@) =0
I(AnB) = I(A) N I(B) C(AUB) = C(A) UC(B)
I(A)c A A S C(A)

I1(A) € I1(I(A)) C(C(A)) € C(A)

I(A) S X—-CX—A),
burada X — A, A’ nin X’ e gore tiimleyenini gosterir.
Tamim 3.1.3. T bir topolojik uzay olsun. X’ in bir A alt kiimesine
(i) hem agik hem kapali ise agik kapali (clopen);
(if) C(A) = X ise yogun (dense);
(iif) 1(A) = @ ise hicbir yerde yogun olmayan kiime (nowhere dense set);
(iv) A € d(A) ise kendi i¢inde yogun (dense-in-itself)

denir.
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Bir T topolojik uzay: i¢in U;e; U; = X ise {U;} € t ailesine X’ in bir agik ortiisii

(open cover) denir.

Tanim 3.1.4. Bir T topolojik uzayina
(i) X’ in her alt kiimesi agik ise ayrik (discrete);

(if) X’ in tek acik alt kiimeleri @ ve X ise kaba (coarse);

(iii) d(X) = X ise kendi i¢cinde yogun;

(iv) X’ in her agik oOrtiisii sonlu bir agik ortiiye sahipse kompakt (compact);
(v) X’ in tek agik kapali alt kiimeleri @ ve X ise baglantili (connected);

(vi) X’ in her bir agik alt kiimesinin kapanisi acik kapali ise asir1 baglantisiz

(extremelly disconnected);
(vii) X’ in her bir alt kiimesinin sinirinin i¢i bos ise atomik
denir.
Tamim 3.1.5. Bir T topolojik uzayina

(i) X’ in farkli noktalarimin her bir ikilisi i¢in noktalardan birini igeren ve digerini

icermeyen bir acik kiime varsa bir Ty-uzayz;

(if) Her bir x € X i¢in {x}, U’ da kapali olacak sekilde x’ in bir U agik komsulugu
varsa bir T g-uzay1 ya da T1,2-uzay1 (denk olarak, T bir Ty-uzayidir ancak ve

ancak d(d(A)) € d(A)’ dir);

(ili) X in farkli noktalariin her bir ikilisi i¢in noktalardan tam olarak birini igeren
bir agik kiime varsa bir T{-uzay1 (denk olarak, T bir T;-uzayidir ancak ve

ancak her bir {x}, X’ de kapalidir);

(iv) Her bir x, y € X ikilisi igin her bir x ve y’ nin ayrik agik komsuluklar1 varsa bir

T,-uzay1 ya da Hausdorff uzayi
denir.
Asagidaki 6nerme agiktir:

Onerme 3.1.6. Her T,-uzay1 bir T;-uzay1, her T;-uzay1 bir T;-uzay1 ve her T;-uzay1

bir Ty-uzayidir. Fakat tersi dogru degildir. X
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Tanmm 3.1.7. T =(X, 1) ve T'=(Y, t') topolojik uzaylar ve f:X —Y bir

doniisiim olsun.
(i) V e igin f~1(V) € tise f doniisiimiine siirekli (continuous) denir.
(i) U € tigin f(U) € 7' ise f doniigiimiine agik (open) denir.

(i)  f donisiimi siirekli ve agik ise i¢ (interior) olarak adlandirilir.

3.2. Topolojik Semantik

Topolojik semantikte topolojik uzaylar Kripke semantigindeki Kripke Catilarina

benzer rol oynarlar. Topolojik modeller Kipke modellerine karsilik gelir.

Tamim 3.2.1. Bir topolojik model bir VV: At = (X) degerlendirme fonksiyonu ile
donatilmis bir (X, t) topolojik uzayidir ve M =(T, V)yadaM =(X, 1, V)

ile gosterilir.

Tammm 3.2.2. Modal formiillerin dogrulugu M = (X, t, V) modelinin x

noktalarinda timevarimla tanimlanir:

M,x =p(ava) x € V(p), p € At

M,x E - (ava) M, x ¥ @

M,xEpANY(ava) M, x E@pveM,x Y
M,xEp->Y(ava) M, x E@pise M,x Y

M,x 0@ (ava)AU et(x e UAVY EU: M,y E @).
M, x Q@ (ava)VU €eT(x €U >3y e U: M,y E @).

Tamim 3.2.3. (Modellerde Dogruluk) M = (X, t, V) bir model ve ¢ bir formiil
olsun. Her x € X icin M, x E ¢ ise ¢ formiili M’ de dogru (true) dur, aksi halde
yanhs (false) tir denir ve sirasiyla M = ¢ ve M ¥ ¢ ile gosterilir.

Tanim 3.2.4. (Uzaylarda Gegerlilik) T = (X, t) bir topolojik uzay, ¢ bir formiil
ve C uzaylarin bir smifi olsun. Her V: At = (X) degerlendirme fonksiyonu i¢in
M = @ise @, T’ de gecerli (valid) ya da T, ¢’ yi gecerli kilar denir ve T E ¢ ile
gosterilir. Eger her T € C i¢in T E ¢ ise, ¢, C smifinda gegerlidir denir ve C k& ¢ ile

gosterilir.
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Asagidaki 6nerme formiillerin topolojik modellerdeki yorumunu vermektedir. Son iki
sik disindaki durumlar Kripke modellerindekilerle aymidir. O ve ¢ modal operatorleri

strastyla topolojik i¢ ve kapanis operatorleri olarak yorumlanmustir.

Onerme 3.2.5. M = (X, 71, V) bir model olsun. V fonksiyonunun tanimindan, her

p € At igin
Vip) ={x €eX: M, x E p}
olgusu her ¢ modal formiilii i¢cin
V(ip) ={x € X: M,x E ¢}
olarak genisletilebilir. O zaman her ¢, 1 formiilleri i¢in asagidakiler vardir.
LV(pAY) =V(p) NV ().
2.V(pVvy) =V(p) UV ().
3. V(=gp) =X —V(p).
4V(p =) = X =V(p) VV ().
5.M E @ - (ava) V(p) € V().
6.V(T) = X, burada T = —L’ dir.
7.V(L) = 0.
8.v(@yp) = 1(V(9)).
9.V (0 @) = C(V(p)).
Kanit. Sadece 8 ve 9 siklar gosterilecektir.
8’ in kaniti: ¢ bir formiil ve x € X olsun.
x €V(Op) © M,x = Ogp
S3IVet(xeUAVyeUM,y E @))
S 3IVet(xeUAVyeU(y eV(p)))
S3VeT(xeUANVYyeX(YeU=>yeV(p)))
S 3IVet(xeUAU S V(p))

= xellV(p))
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oldugu i¢in V(Ogp) = I(V(¢)) elde edilir.
9’ un kamiti: ¢ bir formiil ve x € X olsun.

xXeEVWp) e M,xENQ
S M, x E OS¢
S M, x ¥ O
e vUEeET(x €U=3y e UM,y ¥ -¢))
eVUET(xeU=3Iy e UM,y E @)
svVUert(xeU=>3yelU(y €V(p)))
ovViet(xeU=3yeX(yeUAy€eV(p)))
oSViert(xeU=3yeX(yeUnV(p)))
SVUet(xeU=>UnV(p) =0)
= x€eClV(p)

oldugu i¢in V(0 ) = C(V(¢)) elde edilir. X

Tanim 3.2.6. (Saglamlik ve Tamlik) L bir lojik ve C uzaylarin bir sinifi olsun. Her ¢

modal formiilii i¢cin
FLep=>CEq@
ise L lojigi C sinifina gore saglam (sound) ve
CE@=F,0
ise L 10jigi C sinifina gore tam (complete) dir denir.

Tanim 3.2.7. Acik kiimelerinin keyfi kesisimi bir acik kiime olan bir topolojik uzaya

Alexandroff uzay denir.
Kripke catilar1 ve topolojik uzaylar arasindaki iliskiler asagida verilmistir.

Onerme 3.2.8. F = (X, R) yansiyan ve gegisken bir cat1 ve 7, F’nin tiim yukariya

kapal (upward closed) kiimelerinin, yani
Uet< Vx,y€X ((x €UAxXRy) >y €eU),

kiimesi olsun. O zaman 7, X ilizerinde bir topolojidir, yani T = (X, ) bir topolojik

uzaydir. Ustelik, T bir Alexandroff uzayidir.
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Kanit. @ ve X kiimelerinin yukariya kapali oldugu aciktir. {4;};c; yukariya kapali

kiimelerin bir ailesi olsun. O zaman her x,y € X i¢in
X € Ujer 4; ve xRy & 3j € I (x € A) ve xRy
S 3Ijel(yed))
Sy € Uier 4
oldugu icin U;¢; A; yukartya kapali bir kiimedir.
x € Nier A; ve xRy & Vj €1 (x € A;) ve xRy
SVjel(yeAd))
Sy € Nier 4;
oldugu i¢in N;¢; A; yukartya kapali bir kiimedir.

Her bir yansiyan ve gegisken F catis1 icin F’ nin yukariya kapali kiimelerinin
kiimesinin bir Alexandroff uzayi tanimladig1 agiktir. Boyle bir uzaya F’ ye karsihk

gelen uzay denir. X
Karsilik gelen uzay kavrami asagidaki 6nemli sonucu agiga ¢ikarir.
Onerme 3.2.9. T = (X, 7t)bir F = (X, R) yansiyan ve gecisken catrya karsilik
gelen uzay olsun. O zaman her V fonksiyonu, her x € X eleman1 ve her ¢ modal
formiilii i¢in

(X, R, V)yxEpe=(X, 1, V)xEg@
dir.
Kanit. ¢ formiiliinlin karmasikligi {izerinde tiimevarimla yapilir. Modal baglac
disinda Boole baglaglart durumlari agiktir. M = (X, R, V), F lizerinde bir model
ve N =(X, 1, V), T iizerinde bir model olsun. Simdi ¢ = Oy modal durumu
i¢cin

MxeypoN,xEY

tiimevarim hipotezi altinda, her x € X i¢in

M,x ey & N,x =0y

denkligi gosterilmelidir. Bunun i¢in F’ de ve T’ de O operatoriiniin yorumlarini

kullanmak yeterlidir.
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M,x ey & Vy € X(xRy = M,y =)
S Vy e X(xRy > N,y EY)
S IFUEeET(x e UAVYEU (NV,y EVY))
= N, x =0y
dir. X

Onerme 3.2.9 yansiyan ve gecisken bir catiya karsilik gelen uzayin formiillerin
gecerliligini korudugunu gosterir ve bu olgu bazi lojiklerin tamligin1 kanitlamak igin

kullanilabilir,

Tamm 3.2.10. T = (X, t) bir topolojik uzay ve A, X’ in bir alt kiimesi olsun. A
kiimesinin i¢i I(A), kapanis1 C(A) ve smr1 (border or frontier) asagidaki gibi

tanimlanir:

I(A) ={xeX:qUet(xeUvelUc A)}
CA ={xeX:VUET(xeEU>UNA=+0)}
Fr(4) = C(A) N C(X — A).

Onerme 3.2.11. T = (X, t) yansiyan ve gecisken bir F = (X, R) catisina karsilik

gelen uzay ve A, X’ in bir alt kiimesi olsun. O zaman
I(A) ={xeX:Vye X (xRy >y € A)}
C(A)={xeX:FJyeX (xRyvey € A)}
dir.
Kanit. x € X i¢in
x€El(A) Vet (xeUvel c A)
S IJUeT(VyeX(xRy=>yeU)velU C A)
S VyeX(xRy=>y€A)
ve
xECA) =xeX-1X-A)
S xel(X—A)

& 3IJyeX (xRyvey g X — A)
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= 3JyeX (xRyvey € A)
oldugu Tanim 3.2.10 ve I(A) ile C(A) arasindaki iliskinin bir sonucudur. X

Bu kesimde yer alan tanim ve sonuglarla ilgili daha fazla bilgi i¢in (Gabelaia, D.,

2001) ve (Saito, T., 2005) kaynaklarina bagvurulabilir.

sew e

Aksiyom/kural Ad1 Aciklamasi
aT (Nec) Uzayin tamami agiktir.
(opAOqg) e a(pAq) (R) Acik kiimeler sonlu

kesisime kapalidir.
Op—>p (T) Bir kiimenin i¢i kiime
tarafindan kapsanir.
Op — OOp 4) I¢ operatérii esgiicliidiir.
Lemma 3.3.1. Her normal modal lojik

-y
O@-0yP

(RM)

kuralia ve (R) (O¢ A OY) < O(¢ A Y) teoremine sahiptir.
Kanit. (Chellas, Teorem 4.2, s. 114). 2
Teorem 3.3.2. L, (RM) kuralina kapal1 bir lojik olsun ve

(©) (@p AOY) < O(e AY)

K)  oO(e =) - (0p » Oy)
verilsin. O zaman

F.C & K

dir.

Kanit. =: (C) L’ nin bir teoremi olsun. (K)’ nin L’ de bir teorem oldugunun kaniti
icin OL (Onermeler Lojigi) ve OLK (Onermeler Lojiginin Kurali) kisaltmalari

kullanalim.
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Ly (@A = 9) =y OL

2.-p0(@ A (@ = Y) » Oy 1, RM
3.k, (@p Ao(e = ¥)) = O(p Ale = ) C

4.+ (Qp AO(p » ) > OY 2,3, 0LK
5.0(¢ = ¥) - (Op - oY) 4, OLK

&: (K), L’ nin bir teoremi olsun.

Lipo— @~ (@AY) OL

2., 0p - 0@ = (p AY)) 1.RM

3.k O(p = (e AY)) » (@ - O(p AY)) K ornegi

4.+, Op - (0P - O(e AP)) 2,3, 0LK

5.(0p AOY) & O(p A) 4, OLK. X

Teorem 3.3.3. Top topolojik uzaylarin sinifin1 gostersin ve O modal operatorii

topolojik i¢ olarak yorumlansin. O zaman S4 lojigi Top sinifina gore saglamdir.

Kanit. S4° iin aksiyomlarinin Top smifinda gegerli oldugu ve kurallarinin gegerliligi

korudugu gosterilmelidir.
e Top = (T):

T € Top, M = (T, V) bir topolojik model ve bir x € X i¢in M, x E

Op olsun. O zaman tanimdan
AUert(xeUveVyeU M,y Ep)
dir. x € U nedeniyle M, x = p 6zellikle dogrudur. O halde Top E (T) dogrudur.
e Top F (4):

T € Top keyfi bir uzay, M = (T, V) bir topolojik model ve her x € X

icin M, x = Op varsayalim. O zaman tanim geregi
AUet(xeUveVyeU M,y Ep)

dir. Ama bu durumda her bir y € U i¢in M, y = Op sonuglanir ve bu

M, x = oOp’ yi gerektirir. Boylece Top E (4) gerceklenmis olur.

e Top E (K):
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T € Top keyfi bir uzay, M = (T, V) bir topolojik model ve her x € X

icin M, x = O(p — q) ve M, x £ Op varsayalim. O zaman
Vet@AVET(xEUvexeV)veVyeU (M,y Ep - q) ve

VzEV (M,z & p)))
dir. Simdi W = U NV alalim; o zaman W, x’ in bir a¢ik komsulugudur ve her
wE W i¢in M,w = p = qve M,w E p’dir. Buradan her bir w € W i¢in
M,w E q elde edilir ve bu ise M, x E Oq’ yu gerektirir. Boylece Top E (K)
gerceklenmis olur.

e Modus Ponens Top sinifinda gegerliligi korur:

T € Top keyfi bir uzay, M = (T, V) bir topolojik model ve her x € X
i¢in M, x & p ve M, x E p > q varsayalm. O zaman Onerme 3.2.5 uyarinca
sirastyla x € V(p) ve x € (X —V(p)) UV (q)’ dir. Buradan x € V(q), yani
M, x E q sonuglanir ve boylece iddia dogrulanmis olur.

e (Nec) kurali Top smifinda gecerliligi korur:

O¢ formiili Top sinifinda gegerli M, x ¥ O¢ olacak sekilde bir
M = (T, V)modelivex € X vardir. Bu durum M,y ¥ ¢ olmasina yol agar ve
¢ formiiliiniin gecerliligi ile ¢elisir. O halde ¢, Top smifinda gecerli ise O¢ de

gecerlidir. D

PERORY

tarafindan gosterildi. Burada, (diello et al., 2003) ve (Bezhanishvili and Gehrke

2005) kaynaklarindan esinlenilerek, s6z konusu tamlik modern notasyon ve

yeni bilgiler 1s181nda yeniden ayrintili olarak veriliyor.

3.3.1. S4 Lojiginin Bagintisal Semantikle Iliskisi

Alexandroff uzaylar1 ve S4-catilar1 arasindaki baglanti Onerme 3.2.8 ve Onerme

3.2.9° da kurulmustu. Tanim 3.2.7 denk bicimde soyle ifade edilebilir: X uzay1 bir

Alexandroff uzayidir ancak ve ancak X’ in her noktasinin bir en kiiciik agik

komsulugu vardir. Simdi F = (X, R) bir S4-catis1 ve A, X’ in bir alt kiimesi olsun.
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x €A ve xRy, y € A’ y1 gerektiriyorsa A kiimesine asagiya kapah (downward

closed) denir.

Bir F = (X, R) S4 -catis1 verildiginde X’ in iizerinde F’ nin yukariya kapali
kiimeleri acik kiimeler olarak alinarak tp topolojisi tanimlanir. Buradan F’ nin
asagiya kapali alt kiimelerinin kapali kiimeler oldugu ortaya ¢ikar. Elde edilen uzayin
bir Alexandroff uzay1 oldugu Onerme 3.2.8’ de kanitlanmisti. Simdi x € X icin en
kiigiik komsulugun

R(x) = {y € X: xRy}

bir A € X kiimelerinin kapanisinin
R™Y(A) = {x € X:3y € A, xRy}
ve A’ nin iginin
X—-RX-A)={xeX:(VyeX)(xRy >y € A)}

oldugunu gostermek kolaydir.
T = (X, ) bir topolojik uzay olsun. X iizerinde

xRy = x € C({y})
seklinde tanimlanan R, bagintisina specialization siralama adi verilir.
Onerme 3.3.1.1. (diello et al., 2003)

T = (X, R) bir topolojik uzay ve R,, X lizerindeki specialization bagintist olsun. O

zaman
(@ R, bir 6nsiralama bagmtisidir.
(b) R, ters simetriktir (ava) T bir Ty-uzayidir.
() R=R; veT S 1R °dur
(d) T =1g, (ava) T bir Alexandroff uzayidir. X

Tamm 3.3.1.2. F;, = (W;, Ry)veF, = (W,, R,) Kripke catilar1 verilsin. F;’ den
F,’ ye bir p-morfizma asagidaki kosullar saglayan bir f: W; — W, fonksiyonudur:

(i) wRyuise f(W)R,f (u)’ dur,

(i) sRytves = f(u), u € W, ise birw € W; i¢in uR,w ° dir.
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Onerme 3.3.1.3. (diello, et al., 2003)
(@)  Alexandroff uzaylari ve S4-gatilari arasinda bir bire-bir esleme vardir.

(b)  Alexandroff Ty- uzaylari ve kismi sirali S4-catilari arasinda bir bire-bir

esleme vardir.

()  Sonlu topolojik uzaylar ve sonlu S4-¢gatilar1 arasinda bir bire-bir esleme

vardir.

(d)  Sonlu Ty- uzaylar1 ve kismi sirali S4-¢gatilar1 arasinda bir bire-bir esleme

vardir.

(e)  Siirekli doniistimler ve sira-koruyan donisiimler arasinda bir bire-bir

esleme vardir.
(f)  Acik doniisiimler ve p-morfizmalar arasinda bir bire-bir esleme vardir. [X
Sonu¢ Teorem 3.3.1.4. Bagintisal semantige gore tam olan S4° iin her normal

genislemesi topolojik semantige gore de tamdir. X

3.3.2. S$4 Lojiginin Kanonik Topolojik Modeli

Sonug Teorem 3.3.1.4 standart modal modellerin genel topolojik semantigin 6zel bir
durumu oldugunu ifade eder. O nedenle S4° iin bilinen tamlig1 ve aksiyomlarinin
topolojik saglamlig1 dolaysiz olarak topolojik tamlig1 verir. Boyle olsa bile burada bu
sonucun dogrudan bir model kuramsal kanit1 (4iello et al., 2003)’ den esinlenilerek

yapilacaktir.
Tanim 3.3.2.1. (Kanonik Topolojik Uzay) Kanonik topolojik uzay Tt = (XL, L)
ikilisidir oyle ki:
(i) X" tiim maksimal tutarli kiimelerin kiimesidir;
(i) @ :={x € X"“: ¢ € X} olmak iizere L,
B = {®: ¢ bir formiil}
temel kiimelerin keyfi birlesimleri tarafindan {iretilir. Bagka bir deyisle
temel kiimeler
Uy, ={xeX"pex}

bigimli ailelerdir.
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[k 6nce T nin bir topolojik uzay oldugu gosterilecektir.

Lemma 3.3.2.2. BY topoloji i¢in bir baz olusturur.

Kanit. Bunun igin B nin asagidaki iki kosulu gercekledigi gdsterilmelidir:

(B1) Her bir Uy, Uy, € Blvex € Uy, N Uy icin x € Uy < U, N Uy, olacak sekilde bir
Ug € B vardur.

(B2) Her bir x € X" i¢in x € U, olacak sekilde U, € B L vardir.

(Nec) kurali, her bir x € X" i¢in 0T € x olmasim gerektirir. Dolayisiyla X = oT”
dir ve (B2) gergeklenir. O(p A1) = G¢ N O esitligi (K) aksiyomu kullanilarak
gosterili. O zaman U, N Uy € B L elde edilir; boylece B sonlu arakesitlere

kapalidir, bagka bir ifade ile (B1) ger¢ceklenmis olur. S
Tanmmm 3.3.2.3. (Kanonik Topolojik Model) Kanonik topolojik model ML =
(TY, V) ikilisidir 6yle ki:

(i)  T* kanonik topolojik uzaydir;

(i) V¥p) ={x € XL:p € x} dir.

VL degerlendirme fonksiyonu maksimal tutarl bir kiimedeki bir 5nerme degiskeninin
dogrulugunu o kiimede eleman1 olma bagintisi ile esitler. Bu uyumun tiim formiillere

yayildig1 asagidaki lemmada gosterilmektedir.

Lemma 3.3.2.4. (Dogruluk Lemmasi) MY = (TL, VL) kanonik modeli verilsin ve

@ keyfti bir modal formiil olsun. O zaman x € X icin
ML x EL @ (ava) x €
dir.
Kanit. ¢ formiiliiniin karmagiklig1 tizerine tiimevarim ile yapilir.
Once Boole baglaglar1 durumlari igin maksimal tutarli kiimelerin iyi bilinen
“p=xX'-¢
QAP =9NY
Ozdesliklerini sagladigini kaydetmek yeterlidir.

Modal durumun kanati:
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&:x € O olsun. Tanim geregi temel bir kiime oldugu i¢in ¢ agiktir. Ayrica (T)
aksiyomu uyarinca ¢ S @ olmasi nedeniyle x’ in her y € U i¢in y € § olacak
sekilde bir U = 6@ agik komsulugu vardir ve tiimevarim hipotezinden ML,y &= ¢

elde edilir. O halde MY, x &, O¢’ ye ulasilir.

=: MY, x £, O¢ varsayalm. O zaman x € G’ dir ve her y € G igin ML,y L ¢
olacak sekilde bir p € Bl baz kiimesi vardir. Tiimevarim hipotezinden her y € 6
icin y € @, dolayisiyla G < @ elde edilir. Bu, $4° in Oy — ¢’ yi kanitlayabildigi
anlamma gelir. Ama bu durumda S4, 0Oy — 06’ y1 kanitlayabilir ve buradan (4)
aksiyomu sayesinde i — 06’ y1 da kanitlayabildigi goriiliir. Boylece Oy S 00’ dir
ve x diinyas1 08 ya aittir. X
Artik asagidaki temel sonucun kanit1 perginlestirilebilir.
Teorem 3.3.2.5. (Tamhk) I" bir formiiller kiimesi olsun. O zaman

r I=L(piseF |—s4(p
dir.
Kamit. Karsit ters kanit icin I i+g4 ¢ varsayalim. O zaman I' U {—¢} kiimesi
tutarlidir ve Lindenbaum Lemmas1’ na gore bir x mtk’ ye genisletilebilir. Dogruluk

Lemmast 3.3.2.4 uyarinca ML, x = —¢, dolayisiyla M, x ¥ ¢ sonuglanir. ML

karsit modeli olusturularak kanit tamamlanir. X
Sonug¢ Teorem 3.3.2.6. S4 tiim topolojik uzaylarin sinifinin lojigidir. X

Sadece sonlu c¢oklukta maksimal tutarli kiime oldugunda ve dolayisiyla
kanitlanamayan formiiller sonlu modeller {izerinde ¢iiriitiilebildiginde asagidaki

sonug ifade edilebilir.
Sonug¢ Teorem 3.3.2.7.
(i)  S4 tiim sonlu topolojik uzaylarin sinifinin lojigidir.
(i) S4 topolojik uzaylarmn sinifina gére sonlu model 6zelligine sahiptir. [X]

Bu kesim, baz1 6zel uzaylara gore S4° iin tamligin1 gosteren sonuglar kanitsiz olarak
ifade edilerek sonlandirilacaktir. Q rasyonel dogruyu, R gercel dogruyu ve C, Cantor

uzayini gostersin.

Teorem 3.3.2.8. (diello et al., 2003) S4 C, uzaymnin lojigidir. X
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Teorem 3.3.2.9. (Benthem et al., 2005) S4 Q’ ya gore tamdir. S

Teorem 3.3.2.10. (Bezhanishvili ve Gehrke, 2005) S4 R’ ye gore tamdir. S

3.4. Temel Modal Dilde Tamimlanabilir Topolojik Uzaylar

Bu kesimde bazi topolojik uzay smiflarinin temel modal dilde tanimlanabilirligi
gosteriliyor. Tanimlanabilirlik hakkinda daha fazla bilgi edinmek icin (Balder ten
Cate et al., 2009), (Gabelaia, 2001) ve (Saito, 2005) kaynaklarina bagvurulabilir.

Tanim 3.4.1. C bir topolojik uzaylar sinifi ve I" bir formiiller kiimesi olsun. Her bir

T € C ve her bir ¢ € I’ igin
TeECSTEQ

ise I', €’ yi tammmlar denir. C smifin1 tanimlayan bir I varsa C temel dilde

tanmimlanabilir denir.
Lemma 3.4.2. ¢ — O¢ formiil taslagin1 gegerli kilan bir topolojik uzay ayriktir.

Kanit. T = (X, t) bir topolojik uzay ve T & ¢ — O¢ olsun. Gosterilmesi gereken
X’ in her alt kiimesinin a1k, yani T = (X), oldugudur. Bunun i¢in her bir 4 € X alt
kiimesinin A = I(A) esitligini sagladigin1 gergeklemek yeterlidir. Simdi p — oOp,
@ — O¢ formiiliiniin bir 6rnegi, M = (T, V) bir model ve V(p) = A olmak iizere

hipotez geregi M = p — Op’ dir.
Onerme 3.2.5 uyarinca asagidakiler vardir:
MEeEp->oOp e V(p) €V(ap)
= V() S I1V(p))
S ACcI(A)
= A=1(4). X
Lemma 3.4.3. ¢ — O¢ formiil taslagi her ayrik uzayda gegerlidir.

Kanmit. T = (X, 7) bir ayrik uzay, M = (T, V) bir model ve ¢ keyfi bir formiil
olsun. Gosterilmesi gereken M & ¢ — O¢’ dir. T bir ayrik uzay oldugu i¢in V (¢)
bir acik kiimedir, dolayisiyla V(¢) = I(V(¢))’ dir. Simdi yine Onerme 3.2.5 1s13inda

asagidakiler vardir.

Vip) =1V(p)) = V(p) S 1(V(p))
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= V(p) € V(D)
S M E @ - 0. X

Teorem 3.4.4. ¢ — O¢ formiil taslag: tiim ayrik topolojik uzaylarin sinifini tanimlar.

X

Genel topolojide ¢cok yaygin olmayan atomik topolojik uzaylarin siifin1 tanimlayan
O ¢ ¢ —¢ O¢p formiil taslagit modal lojikte 6nemli bir yer tutar ve (M) ya da bazen

(.1) ile gosterilir.
Lemma 3.4.5. (.1) taslagin1 gecerli kilan bir topolojik uzay atomiktir.

Kamit. T = (X, ) (.1) taslagin1 gegerli kilan bir uzay ve A, X’ in bir alt kiimesi
olsun. Gosterilmesi gereken I (F r(A)) = @’ dir. Bunun igin (.1) taslaginin o ¢ p —¢
Op Ornegini gbéz Oniinde bulunduralim ve V(p) = A olsun. O zaman [ ve C

operatdrleri arasindaki iliski ve Onerme 3.2.5 uyarinca asagidakiler vardur.
Meodp->0opeV(@mop) €V Op)

= 1(V(Op) < C(V(ap)

= 1V E)) € CAV®)))

= I(C(A) S CUb))

= 1(c@)n (X -c(i()) =90

sIc@W)n&-(x-1(x-1)) =0

SI(c@)nI(X-14))=0

SI(CM)NIX-X-CX-A))=0

SICANCK-A)=0

< I(Fr(4)) = 0. X
Lemma 3.4.6. (1) taslag1 her atomik topolojik uzayda gegerlidir.

Kanmit. T = (X, ) bir atomik topolojik uzay, M’ = (T, V) bir model ve ¢ bir
formiil olsun. Gosterilmesi gereken M = 0O ¢ ¢ —¢ O¢’ dir. Lemma 3.4.5” in

kanitindan asagidakiler agiktir:
I(Fr(V(e)) =0 < I1(CV () < CIV(9)))
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S V@moe) SV op)
S M EOOe —00¢. X
Teorem 3.4.7. (.1) taslag: tiim atomik uzaylarin sinifin1 tanimlar. X

Artik S4.1 = KT4 + 0 ¢ ¢ =0 O¢ lojigi i¢in asagidaki iki sonug ifade edilebilir.

------

Teorem 3.4.9. (Saito, s. 29) S4.1 lojigi tiim atomik topolojik uzaylarin sinifina gore
tamdir. X

Asirt baglantisiz topolojik uzaylar da genel topolojide ¢ok bilinen uzaylar degildir.
Bununla birlikte modal lojikte ¢ok 6nemli bir formiil olan ve (G) ya da (.2) ile

gosterilen 0 O¢p — O ¢ ¢ formiil taslagl bu uzaylar tanimlar.
Lemma 3.4.10. (.2) taslagini gecerli kilan bir topolojik uzay asir1 baglantisizdir.

Kanmit. T = (X, t) (.2) taslagim1 gegerli kilan bir topolojik uzay ve U € T olsun.
Gosterilmesi gereken C(U)’ nun agik, yani C(U) = I(C(U)) oldugudur. (.2) taslag
T’ de gegerli oldugu i¢in V(p) = U, (X, 7, V) E0Op — 00 p olacak sekilde bir
M = (T, V) modeli vardir. Simdi bir kez daha Onerme 3.2.5° den asagidakiler
agiktir:

MEe(op->O0p s V(0aOp) <V(@mop)

& C(V(@p) €1V p)

= cIvm) s 1c(v))

= CUW)) c1(CW))

& cU) < I1(c)).
Ama I(C(U)) C C(U) kapsami her zaman gegerli oldugu igin C(U) = I(C(U)) elde
edilir. X
Lemma 3.4.11. (.2) taslag1 her asir1 baglantisiz topolojik uzayda gecerlidir.

Kamit. T = (X, t) asir1 baglantisiz topolojik uzay, M = (T, V) T ilizerinde bir

model ve ¢ bir formiil olsun. Gosterilmesi gereken M ¢ Op — O ¢ p’ dir. Hipotez

geregi C (1 (V(<P))) =I1(C(I(V(®))))* dir. Bu esitlikten hareketle asagidakiler

aciktir:
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c (I(V((p))) =1C(IV(p)))) = C (I(V(q)))) c 1(CIV(eN))
= (1)) S 1CW )
& (Vo) S 1V ¢))
e V(0 op) S V(Do ¢)
& M EOOp - 00,

Teorem 3.4.12. (.2) taslagi asir1 baglantisiz topolojik uzaylarin sinifin1 tanimlar.

Teorem 3.4.13. S4. 2 lojigi asir1 baglantisiz uzaylarin sinifina gore saglamdir.

X X X KX

Teorem 3.4.14. S4. 2 lojigi asir1 baglantisiz uzaylarin sinifina gére tamdir.
Son bir 6rnek olarak S5 uzayinin tanimlanabilir oldugu gosterilecektir.
Lemma 3.4.15. (B) taslagi her kaba topolojik uzayda gegerlidir.
Kanmit. M = (T, V)birT = (X, 1) kaba topolojik uzay iizerinde bir model ve ¢
bir formiil olsun. Gosterilmesi gereken M = ¢ — 0O ¢ ¢’ dir. T kaba topolojik uzay
oldugu i¢in C(V(¢)) = X, dolayistyla I(C(V(¢))) = X’ dir. Buradan
V(p) € X = V(p) S1(C(V(9)))

S V(ip) €1V )

S Vip)sV@moe)

SMEp->O009
istenilen sonucu elde edilir. X

X bir kiime ve R, X lizerinde bir ikili bagint1 olsun. Her x,y € X i¢in xRy ise R
bagintisina evrensel baginti denir. Bir evrensel bagint1 yansiyan ve gegisken oldugu
icin bir F = (X, R) evrensel ¢atisinin tiim yukariya kapali alt kiimelerinin kiimesi X

tizerinde bir topoloji tanimlar ve asagidaki sonug vardir.
Lemma 3.4.16. Bir evrensel ¢atiya karsilik gelen uzay kaba uzaydir.

Kanmit. T = (X, 7t)bir F =(X, R) evrensel gatisina karsilik gelen uzay ve U € T
olsun. Gosterilmesi gereken U = @ ya da U = X’ dir. U, F’ ye karsilik gelen uzaymn
bir acik kiimesi oldugu i¢in F’ nin yukariya kapali bir kiimesidir. F’ nin evrensel

olmast U = @ ya da U = X olmasin1 gerektirir. X
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Teorem 3.4.17. S5 lojigi kaba topolojik uzaylarin sinifina gore saglamdir. S
Teorem 3.4.18. S5 lojigi kaba topolojik uzaylarin sinifina gore tamdir. S

Asagidaki listede temel modal dilde tanimlanamayan bazi topolojik uzaylar yer
aliyor. Bununla birlikte dile ek modal operatorler eklenerek bu uzaylarin

tanimlanabilir oldugu (Gabelaia, 2001) ve (Saito, 2005)’ de gosterilmistir.
e Kompakt uzaylar
e Baglantili uzaylar
e Kompakt olmayan uzaylar
e Baglantisiz uzaylar
o Ty-uzaylar
e T,-uzaylan

o T,-uzaylan

3.5. Tiirev olarak ¢ operatorii

Temel modal dilin ifade giiciinii (expressivity power) arttirmaninn iki dogal yolu
vardir. Birisi dile yeni modal operatorler eklemek, digeri ise ¢ modal operatoriind,
kapanis operatoriinden daha gii¢lii ifadeye sahip bir topolojik operatoér olarak
yorumlamaktir. Bu kesimde ¢ operatoriiniin, ilk kez (McKinsey ve Tarski, 1944)
tarafindan Onerilen, tlirev olarak yorumlanmasinin sonuglar1 ele almyor. T =
(X, ) bir topolojik uzay ve A € X verilsin. C(4) = A U d(A) oldugu igin tiirev
operatorii kapanis operatoriinden daha fazla ifade giicline sahiptir. d operatoriiniin

tanimindan asagidaki denkligi animsatmakta yarar vardir:
x € d(A) & x’in her bir U agik komsulugu i¢in A N (U — {x}) # @.

Tanmm 3.5.1. M = (T, V) bir topolojik model ve ¢ bir formiil olsun. ¢’ nin bir
x € X noktasinda d-dogrulugu ¢’ nin karmasiklig1 iizerinde tlimevarimla agagidaki

gibi tanimlanir:
()M, x =4 p (ava) x € V(p)
(M, x =4 =@ (ava) M, x ¥4 @

(M, x =g oANY (ava) M, x Eg o ve M, x Eq Y
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(IVIM,xEg @ Y (ava) M, x E4 @ise M,x =4 Y
V)M, x =400 (ava) QU ET(x € UveVy €U — {x}, M,y E4 @)
V)M, x g0 @ (ava) VU eT(x €eU=>3Ty €U —{x}, M,y E4 ¢).

Eger ¢ her x € X noktasinda d-dogru ise ¢ formiili M = (T, V) modelinde dogru,
T tizerindeki her modelde d-dogru ise d-gegerlidir denir. ¢ formiili Top sinifinin

her 6gesinde d-gegerli ise Top’ da d-gegerlidir denir.
Ornek 3.5.2. Top £, p AOp — OOp’ dir.

Gergekten; T € Top, M = (T, V) bir topolojik model ve x € X igin M, x E4 p A
Op varsayalim. O zaman M, x E4 p ve M, x E4 Op’ dir. Tanim 3.5.1. (v) uyarinca
her biry € U — {x} i¢in M, x =4 Op, M,y E4 p’ yi gerektirir. O halde her y € U
icin M,y 4 p’dir ve M,y 4 Op’ dir ki bu M, x =, OOp demektir.

(K) aksiyom taslaginin Top’ da d-gegerli oldugunu ve (Nec) kuralinin d-gegerliligi

korudugunu belirtelim.

Tanmmm 3.5.3. K+ (p Ap) = 0Op modal lojigine zayif (weak) K4 lojigi denir ve
wK4 olarak gosterilir.
wK4, K4’ den daha zayif oldugu i¢in d-semantigine gore saglamdir. Bu lojigin d-

e

verilen sonuglarin ¢ogu (Esakia, 2001 ve 2004), (Bezhanishvili, et al., 2005) ve
(Shehtman, 1990 ve 2006)° da bulunabilir.

Tanmim 3.54. F = (W, R) catisina her u,v,w € W i¢in (WRv ve VRuve w # u —
wWRu) ise zayif gecisken (weakly transitive) denir.

wK4’ {in sonlu model 6zelligine sahip oldugu (Esakia, 2001)’ de gosterilmistir.

Bunun iizerine zayif gecisken catilar wK4-¢atilar olarak adlandirilmaktadir.

Tammm 3.5.5. Her w,r € W ve w # r i¢in rRw olacak sekilde bir r varsa r
elemanina F’ nin kokii (root) ve F = (W, R) zayif gegisken catiya koklii (rooted)

cati1 denir.

Teorem 3.5.6. (Esakia, 2001) wK4 lojigi koklii yansimasiz sonlu wK4-catilarina

gore tamdir. X
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Tamm 3.5.7. F = (W, R) bir wK4 -¢at1 olsun. F’ nin R:= R U {(x,x):x € X}
olmak iizere yansimali kapanist (reflexive closure) F =(X, R) ve R:=

R\{(x, x): x € X} olmak iizere yansimasiz kapanisi (irreflexive closure)
F =(X, R) dir.

Bir wK4-cat1 F icin F’ nin bir S4-cat1 ve F’ nin yansimasiz bir wK4-cat1 oldugu
aciktir. Ayrica bir wK4-¢at1 F verildiginde F’ nin bir Alexandroff uzay: oldugunu

gostermek kolaydir. Bir A € X alt kiimesinin F’ deki tiirevi dg (A) ile gosteriliyor.

Lemma 3.5.8. (Esakia, 2001) F bir wK4-cat1 ve AS X olsun. R"! ={x € X: 3y €
X ve xRy}, A’ nin kapanisi olmak tizere F’ de dg(4) = R™*(4)’ dr.

Kanit. R(x) = {y € X: xRy} olsun. Simdi
x € dg(A) (ava) x’ in her bir U agik komsulugu icin U N (A — {x}) = @

(ava) R N(A—-{x}) 0

(ava) R(x)NA# 0

(ava) x € R71(4)
elde edilir. X
T = (X, ) bir topolojik uzay olsun. X iizerinde R,

xR,y (ava) x € d(y)

olarak tanimlaniyor.
Lemma 3.5.9. (Esakia, 2001) (X, Rg) bir yansimasiz wK4-¢atidir.

Kanit. R’ nin yansimasizli§i x € d(x) olgusunun sonucudur. Simdi xR;y, YR,z ve
x # z olsun. O zaman x € d(y) ve y € d(z) ve de x # z’ dir. Buradan sirasiyla x’ in
her bir U agik komsulugu ve y’ nin her bir V agik komsulugu i¢in y € U — {x} ve
z €V —{y} dir. Mademki x # z’ dir, x” in her bir U ac¢ik komsulugu i¢in z € U —
{x,y} € U — {x} sonuglanir. Bdylece x € d(z), dolayisiyla xR,z elde edilir ki bu
R;’ nin zayif gecisken oldugunu gosterir. X

Lemma 3.5.10. (Esakia, 2001)

(i) F bir wK4-¢at1 ise Ry, & R’ dir.
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(if) F yansimasiz wK4-cat1 ise Rg, = R’ dir.
(iii) T bir topolojik uzay ise R;1(4) € d(A)’ dur.
(iv) T bir Alexandroff uzay1 ise R;*(4) = d(A)’ dir.
Kanit.
(i) xRqy = dr(y) = x € R™'(¥) = xRy oldugu igin R4, S R elde edilir.
(i) xRg,y ® dr(y) ®x€R'(y) ®x€R'(y) © xRy  oldugu i¢in
R4, = R’ dir.
(iii) x € R;'(A) = Iy(xRyyvey € A) = Ay(x e d(y) ved(y) S d(A)) > x €
d(A) oldugu i¢in R;*(A4) € d(A)’ dur.
(iv) x€d(A) S Ry(x)NA-{x}) #D S Ry(x)NA# D < x € R7HA)
oldugu i¢in R;1(4) = d(A)’ dur. X

Sonu¢ Teorem 3.5.11. Herhangi bir bostan farklt X kiimesi i¢in asagidakiler

arasinda bir bire-bir esleme vardir:
(i) X tizerindeki Alexandroff topolojileri;
(if) X tzerindeki yansiyan ve gegisken bagintilar;
(iif) X tzerindeki yansimasiz ve zayif gecisken bagintilar. X

Bu sonuca gore Alexandroff uzaylari, S4 -catilar1 ve yansimasiz wK4 -catilari
arasinda bir bire-bir esleme vardir. Su ana kadar verilen sonuclarin bir {iriinii olarak

boliimiin son teoremini ifade ediyoruz.

Teorem 3.5.12. (Esakia, 2001)

ceu e

e

(iii) wK4 topolojik uzaylarin Top sinifina gore sonlu model 6zelligine sahiptir. [X]
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BOLUM 4
NORMAL OLMAYAN MODAL LOJIiKLER VE KOMSULUK
SEMANTIGI

Modal lojiklerin zayif sistemlerinin ¢alisilmasin1 6zendirdirmek i¢in her biri standart
ya da bagintisal modellerde gecerli olan asagidaki formiilleri ve ¢ikarim kurallarim

g6z oniinde bulundurmak yardimer olacaktir:
(Dital) Op & — 0 =g
(K) o(e »¥) - (Op » 0y)
(M) o(e AY) - (Op AOY)
(©) (B ATOY) —»O(e AY)
(N) oT
(Nec) oo

poyP
(RE) D(p(—)lj‘[l)

Bu formiil ve kurallar temel modal dilin ¢esitli yorumlar1 altinda goreceli olarak
anlamlidir. Bunun birlikte, aralarinda bir ya da daha fazlasinin gecerliliginin
sorgulanabilecegi yorumlar vardir. Bu modal lojiklere normal olmayan modal lojikler
denir ve semantik agidan incelenmeleri i¢cin Montague ve Scott tarafindan onerilen
komsuluk semantigi ele alinacaktir. Komsuluk semantigi bagintisal semantigin en
genel tirtidtr. Bu baglamda tanimlanan modellere komsuluk modelleri ya da N -
modeller denir; Chellas bunlar1 minimal modeller olarak adlandirir. Olasi diinyalar
semantiginde bir dnerme olasi diinyalarin bir kiimesi ile 6zdeslestirilirken komsuluk

semantiginde her bir weW olasi diinyas1 o(W)’ nin bir altkiimesi ile iliskilendirilir.

4.1. Komsuluk Catilar1 ve Modelleri

Bir komsuluk modelinin tanim1 ¢ok yalindir: W kiimesinin her bir dgesi (W)’ nin

bir altkiimesi ile iliskilendirilir.
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Tamim 4.1.1. W bostan farkli bir kiime olsun. Bir N: W — g (g (W)) fonksiyonuna

komsuluk fonksiyonu ve (W, N) ikilisine bir komsuluk ¢atis1 denir.

Bir komsuluk fonsiyonunu bagintisal olarak, yani N € W X o(W), tanimlamak
uygun olabilir Bu durumda weW ve XS W icin X € N(w) yerine wNX

yazilabilir.

Tamim 4.1.2. Bir F = (W, N) komsuluk ¢atisi {izerinde bir model, V: At — (W)

degerlendirme fonksiyonu olmak iizere (W, N, V) iglistdiir.

Modal formiillerin komsuluk modellerinde dogrulugu, bagintisal yapilar i¢in olanla

¢ok benzerdir.

Tanim 4.1.3. M = (W, N, V) bir komsuluk modeli ve w € W olsun. Bir ¢
formiiliiniin w noktasinda dogrulugu ¢’ nin karmasiklig1 {lizerinde asagidaki gibi

tanimlanir.
[l ={w|M,w E ¢}, ¢’ nin dogruluk kiimesini gostersin.
1. M,wEp(vaweV(p)
2. M,w E =@ (ava) M,w ¥ @
3. MwE@AY (ava) M\,w E @veM,w EY
4. M,w E=n¢ (ava) [| ¢ l]yr € N(w)
5. M,wEbe (@ava)W —[l ¢ ]y € N(w).

Her ¢ € I' i¢in M,w E ¢ olacak sekilde bir M = (W, N, V) modeli vew € W
diinyas1 varsa I" formiiller kiimesine gerceklenebilir denir. {¢} gerceklenebilir ise ¢

gerceklenebilirdir.

5’ inci i¢in asagidaki denklikler agiktir:

M,wEOp & M,w E -O-¢ (Dtial)
S M,w HEO-@ (2.
S [ =@llx €Nw)  (4)
= [l ¢ 115 € N(w)
SW-—[l¢lly&Nw)

burada [l ¢ 115 [I @ ]3¢’ nin W’ deki tiimleyenidir.
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Tanmm 4.1.4. F = (W, N) bir komsuluk ¢atis1 ve M = (W, N, V) bir komsuluk
modeli olsun. Her w € W i¢in M, w E ¢ ise ¢ formiili M iizerinde gegerlidir
denir. F lizerindeki tim M modelleri ve her birw € W i¢in M, w E ¢ ise ¢ formiilii
catidaki w diinyasinda gecerlidir denir ve F,w E ¢ ile gosterilir. Her w € W igin

F,w E @ ise ¢ formiilii F iizerinde gecerlidir denir ve F E ¢ ile gosterilir.

Notasyon 4.1.5. Her bir N: W — (9 (W)) komsuluk fonksiyonuna, X € W igin
my(X) ={x |1 X € Nw)} ile tanimlanan bir my: (W) - (W) fonksiyonu
kargilik getirilebilir. Sezgisel olarak, my(X), X’ in gerekli oldugu diinyalarin
kiimesidir. Dogruluk taniminin kolay bir uygulamasi olarak asagidaki denklemler

gegerlidir.

* lplla=VE)

o [I=@lla=W—-[lollx

e [loAy il =[o Il N[l

o [10¢ I =my(ll @ ]a)

e [Wolly=W-—myW —[l ¢ l]n).
Bir komsuluk modelinin ayrintili 6rnegini verelim.

Ornek 4.1.6. (Pacuit, 2016) W ={w,s,v}, N:W - p(p(W)) komsuluk

fonksiyonu, N(W) = {{S}; {U}, {W; U}} 5 N(S) = {{Wr V}, {Wr S}r {W}} s N(U) =
{{w}, {s, v}, 0} gibi ve V:{p,q} - (W) degerlendirme fonksiyonu da V(p) =
{w,s}, V(q) = {s, v} olarak tanimlansin. M’ = (W, N, V) modeli asagidaki gibi

cizilebilir:
Tablo 1.

{s} vy fwovy o {ws} {w} {s:v} 0]

\/

Bu modelde bazi formiillerin dogrulugu hesaplanabilir.
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e [Ipl]lar =V(p) ={w,s} € N(s) oldugu igin M, s = Op’ dir.
e[l-pllmw=I[pIl5 =W —=V(p) ={v} €& N(s) oldugu igin M, s =0 p’ dir.

e 0Py ={x |1 M,x E0p} dir. SIMdi M, x E0p =W —[Ip ]y & N(x),
yani {v} € N(x)’ dir. {v}, N(s) ve N(v)’ de bulunmadig1 icin [0 p |]pr =
{s,v} elde edilir ve bu da M, v EO0p’ yi gerektirir. [| p l]5r = {w, s},

[l Op l]ar = {s} € N(w)’ yi gerektirir ve buradan M, w = OOp sonuglanir.
Bu hesaplamalardan asagidakiler vardir:
e [looplly ={w}EN(s)NN(v) = M,s £ ooOp ve M, v = OOOp.

e [loooplly =w,v}ENW)NN(s)>M,wEoooagp ve M,skE
oooop.

e [ILll)y=0€eNw)=>M,vEDOL

Uyan 4.1.7. Komsuluk modelleri ve bagintisal modeller arasindaki fark bir drnekle
aciklanabilir. M’ modelini Ornek 4.1.6° daki gibi alalim. O zaman M, w & O(p A q)
iken M, w ¥ Op’ dir. Ama bunu saglayan bir bagintisal model insa etmek olasi
degildir. Gergekten M, w ¥ Op ise WRx ve M, x ¥ p olacak sekilde bir x € W
vardir. Ama p’ nin yanlis oldugu tek diinya v’ dir. Eger wRv ise M, v ¥ p ve

buradan M, v ¥ p A q olacagindan M, w ¥ O(p A q) sonuglanir.

Temel modal dil asagida tanimlanan [),(],{() ve [ ] modalitelerle genisletilebilir.

M =(W, N, V)birkomsuluk modeli ve w € W olsun.
Tamm 4.1.8.

@M,w E (]Je (ava) her v € X i¢in M, v E ¢ olacak sekilde bir X € N(w)

vardir.

(O)M,w E [ ) (ava) her X € N(w) icin M, v E ¢ olacak sekilde bir v € X

vardir.

C©)M,w E ()¢ (ava) bir X € N(w) vardir 6yle ki M,v E ¢ i¢in bir v € X

bulunsun.
(d)M,w E [ ] (ava) her bir X € N(w), her v € X i¢inM, v E ¢.
Onerme 4.1.9. Asagidaki formiiller tiim komsuluk modelleri iizerinde gecerlidir.
(i) (lo & =)o
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(ii) [l © =()-9. X
Lemma 4.1.10. (Pacuit, 2016) M = (W, N, V) bir komsuluk modeli olsun. Her
birw € W igin

(@ M,wEngpise M,w k& (]@’dir

(b) M,wE[)pise M,w E0 ¢’ dir.

Kanit. Onerme 4.1.9 (i) uyarinca sadece (a) sikkinin kanitlanmasi yeterli olacaktir.
M,w E Og verilsin; o zaman [| ¢ |]5 € N(w)’ dir. Bu durumda her bir v € X i¢in
M,v E @ (X = [l ¢ |]5 ) olacak sekilde bir X € N(w) oldugu agiktir ki bu M, w E
( ] demektir. X

Uyan 4.1.11. Lemma 4.1.10° daki her iki dnermenin tersi dogru degildir. Ornek
4.1.6° y1 goz onlinde bulunduralim. {s} € N(w) ve {s} € [| p []xr = {w, s} oldugu
icin M,w E (]p’ dir ve bdylece ( ¢ — O¢ komsuluk modelleri iizerinde gegerli
degildir. Baska bir deyisle, bir modal operator i¢in iki tanim genelde denk degildir.
Bununla birlikte monoton komsuluk catilarinda denklik vardir (Hansen, 2003). ( ]
modaliteleri ile ¢calismanin kuramsal motivasyonlar1 (dreces ve Figueira, 2009)’ da

acgiklanmaktadir.

4.2. M, C ve N Formiilleri ve Komsuluk Modelleri

M, C ve N aksiyom taslaklari standart modellerde gegerli formiillerdir. Bu kesimde
bu formiillerin komsuluk modelleri sinifinda gecerli olmadiklari, ancak ek bilgilerle

gecerli olabildikleri kanitlanacaktir. Once asagidaki sonucu verelim.
Teorem 4.2.1. K komsuluk modellerinin sinifi olsun. O zaman
() Ex0¢ o 09
(i) Eq @ & Yise g4 Op < OYP
dir.
Kanit.

(i) M =W, N, V) bir komsuluk modeli ve w € W olsun. ¢ operatdriiniin

tanimindan asagidakiler agiktir:
MwEOgSW—[l¢l]ly &Nw)
S [l =@ 1]y € N(w)
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S M,w O
S M,w E SO-e.

(i) Egx @ < P ise o zaman K sinifindaki her M modeli i¢in [| @ []ar = [I ¥ |3’
dir. Buna gore herhangi bir w € M icin [| ¢ |])r € N(w) ancak ve ancak
[1 Y 1]a € N(w) elde edilir. Boylece M, w & ¢ < M,w E Oy sonuglanir.
Madem ki M, K’ nin keyfi bir modelidir, 4 O¢ < Oy bulunur. X

Teorem 4.2.2. M, N ve C taslaklarinin hi¢ biri K sinifinda gecerli degildir.

Kanit. Bunun i¢in her bir formiilii yanliglayan bir komsuluk modeli tanimlamak

yeterlidir.

e N icin W = {w} tek diinyadan olussun; N(w) = @ alalim ve V keyfi olsun O
zaman M =(W, N, V) modeli icin M,wEeOT < [IT|ly =W €
N(w) = @ gerceklenmez. Ama N(w) = {@} gibi tanimlansaydi ayn1 sonug

elde edilmekle beraber,
M,wEDOLS [IL]y =0 € Nw) ={0}
gibi gibi dogru bir sonug iiretirdi.

e M icin M modeli olarak, O(pAq) - (Op AOq) nishast icin W =
{fw,u}; N(w) = {0}; V(p) = {w},V(q) = {u} alalim. O zaman

MweEo@pAQ S [IpAqllu=[plan[lqllyx={WwWn{u}=0€Nw)
nedeniyle O(p A q), w diinyasinda dogrudur. Ancak
M,wEOp < [Ipl]la ={w} € Nw)
ve
M,wEDOq < [l ql]x ={u} & NWw)

oldugundan hem Op hem Oq, w diinyasinda yanlistir. Dolayisityla M modeli M

i¢in bir karsit modeldir.

e C icin M modeli olarak, (opAOq) - O(pAq) niishast icin W =
fw,u}; N(w) = {{w},{u}}; V(p) = {w},V(q) = {u} alinsin. O zaman

M,weEOp < [Ipl]ly ={w}eNw)

veE
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M,weEDq < |[lqlly ={ul € Nw)
nedeniyle M, w E Op A Oq sonuglanir. Ancak
M,weED@pAq S [IpAqllx =[pllanllqlly={Win{u}=0¢&Nw)

oldugundan M, w ¥ O(p A q) sonuglanir. Boylece M' modeli C i¢gin bir karsit
modeldir. X

Bu teoremin bir sonucu olarak, K smifinda gegerli formiillerin kiimesi asagidaki

cikarim kurallarina genelde kapali degildir:

RN: ﬁ

RM: oot

RR: %

RK: Gyompaosss  @20)
Ayrica

R)o(p AY) < (Op ATY)
K)oy » ) - (@p » Oy)
taslaklar1 da K sinifinda genelde gecerli degildir.

M, N ve C taslaklarimin K ° da gegerli olmasini saglayan ek bilgiler asagida
aciklaniyor (Chellas, 1980).

M =W, N, V)komsuluk modelindeki her w diinyasi ve her X,Y Onermeleri

(yani diinyalardan olusan kiimeler) i¢in
mXNYeNWw)iseX € N(w)veY € N(w)
(c) XeENw)veYENW)iseXNY € N(w)
(n) W € N(w)
kosullarini tanimlayalim.
Onerme 4.2.3. (m) kosulu
(m)X<cYveX e€ENw)iseY € N(w)

kosuluna denktir.
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Kanit. (m) ve X €Y ve X € N(w) varsayallm. XNY =X € N(w), Y € N(w)’ yi
gerektirir. Simdi (m’) ve X NY € N(w) varsayalim. O zaman X NY € X oldugu icin
(m’), X € N(w)’ yi gerektirir; keza X N'Y € Y’ den dolay1 yine zaman Y € N(w)
vardir. X

N fonksiyonuna ya da komsuluk modeline
e (m) kosulunu sagliyor ise ekli (supplemented) ya da monoton denir.
¢ (c) kosulunu sagliyor ise kesisimlere kapah denir.
¢ (n) kosulunu sagliyor ise birim iceren denir.
e (m) ve © kosullarini sagliyor ise yari-siizge¢ (quasi-filter) denir.
e (n) kosulunu saglayan yari-siizgece ise siizgeg (filter) denir.
Bir ekli modelde N (w) birimi i¢erdiginden bostan farklidir.
Teorem 4.2.4. M = (W, N, V) bir komsuluk modeli olsun.
(i) M modeli ekli ise M taslagi gecerlidir.
(if) M modeli kesisimlere kapali ise C taslagi gecerlidir.
(iif) M modeli birim igeren ise N taslagi gegerlidir.
Kanit.

(1) M,w = o(e AY) varsayalim. O zaman [| ¢ AY ||y € N(w), yani [| @ ] N
[1Y 1]a € N(w)’ dir. M modeli ekli oldugu i¢in [l ¢ |]pr € N(w) ve
[1Y l]a € N(w), yani M, w = O¢ ve M,w E O9 elde edilir.

(i) M,w = Op A0y varsayalim. O zaman M,w E0O¢ ve M,w E 0Oy, yani
[l ]y EN(W) ve [l ]y € N(w)’ dir. M modeli arakesitlere kapali
olduguicin [l @ l]pr N [I Y |]3r € N(w), yani M, w E O(@ A ) elde edilir.

(iif) M birimi igeren bir model ise, M’ deki her w diinyasi i¢in N(w), [| T |]5¢’ yi
icerir. Bu ise OT’ nin M modelinde gegerli oldugunu gosterir. X
Gozlem 4.2.5. Yukarida tanimlanan komsuluk modellerinin siniflar1 bazi 6nemli lojik

sistemlerini belirler. Bunlar genelde, 6z olarak igerildikleri anlaminda, en kiiciik

normal modal lojik K’ dan daha zayiftirlar. Aslinda K, stlizgeglerin sinifi tarafindan
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belirlenir. K’ y1 ayrica artirtlmis (augmented) komsuluk modellerinin smifi da

belirler.
Asagidaki tanimlar ve 6nerme (Chellas, 1980)’ den alinmstir.

Tanmm 4.2.6. M = (W, N, V) bir komsuluk modeli olsun. Her bir w € W igin
N*(w), N(w)’ nin iist kiime kapanis1 yani, her w ve M"* deki her X i¢in

X € N*(w) ancak ve ancak Y € X ve Y € N(w)

olmak tlizere M* = (W, N7, V) komsuluk modeline M modelinin eklemesi

denir.

Her X i¢in X € X nedeniyle N(w) € N*(w) oldugu agiktir. Dolayisiyla her w igin

N*(w) = N(w) durumunda bir komsuluk modeli ekli olarak karakterize edilebilir.

Tanmm 4.2.7. M = (W, N, V) bir komsuluk modeli olsun. Her w ve X i¢in
X € N™(w) ancak ve ancak bazin > 0 ve X4, X5, ..., X;, € N(w)

icin X = X; N X, N ...N X,, olmak tizere M~ = (W, N~, V)komsuluk modeline

M modelinin arakesit kapamisi denir.

Her X kendisinin kesisimi ile ayni oldugu i¢in N(w) € N~ (w)’ dir. Dolayisiyla bir

komsuluk modeli arakesitlere kapalidir ancak ve ancak kendi 6z arakesit kapanigidir.
Onerme 4.2.8. M'*~ ve M =" modelleri aynidur.
Kamit. X € N(w)*~ olsun. O zaman bir Y; € N(w) igin her bir X;, ¥;” nin bir st

kiimesi olmak tizere,

X = ﬂxi =X, NX,N..0X,
i

dir. Béylece N~ (w),X; N X, N ...N X,;” nin bir alt kiimesi olanY; NY, Nn..NY," yi
icerir ve buradan X € N~"(w), yani Nt~ (w) € N~*(w) elde edilir. N~"(w) S
N*~(w) kapsami ayn1 sekilde kanitlanir. O halde M+t~ = M~ dir.

Tamm 4.2.7. M = (W, N, V) bir komsuluk modeli olsun. M* =M+~ =M~
olmak iizere, M = (W, NZ*, V) komsuluk modeline M modelinin yari-siizmesi

(quasi-filtering) denir.
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Boylece bir yari-siizge¢ kendi 6z yari-slizmesi ile bir olan bir komsuluk modelidir.
Ote yandan, bir komgsuluk modelinin eklemesi, arakesit kapanisi ya da yari-siizmesi

genelde denk bir model iiretmez.
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BOLUM 5
SEMANTIKLERIN KARSILASTIRILMASI

Onceki béliimlerde modal lojik bagintisal, topolojik ve komsuluk semantiklerine
gore ele alindi. Bu boliimde bir diger semantik -cebirsel- tanimlanacak ve dort
semantigin aralarindaki iliskiler ortaya ¢ikarilacaktir. Hangi semantik olursa olsun bir

sekilde bagintisal semantik ile olan baglarini korumaktadir.

5.1. Cebirsel Semantik: Modal Cebirler

Cebirsel semantigin ana fikri, modal formiilleri terimler olarak kabul etmek ve uygun
cebir tipinde onlar1 degerlendirmektir. Modal lojik i¢in uygun cebir tiirti Operatorlii

Boole cebirleri (Boolean Algebras with Operations), BAO, dir.

5.1.1. Motivasyon

Cebirde Gosterilim Teoremi (Representation Theorem) soyut matematiksel yapilar
somut kiime-kuramsal yapilarla géstermeyi amaglar. Lojikte bu, tamlik teoremlerinin
amagladigina hayli benzer bir durumdur: Her soyut cebir bir somut cebire izomorftur.

Iki 6rnek verelim.
Cayley Teoremi Her sonlu grup bir permiitasyonlar kiimesine izomorftur.
Stone Gosterilim Teoremi Her soyut Boole cebiri bir kiimeler cismine izomorftur.
Jénsson ve Tarski (1952) BAO i¢in asagidaki teoremi kanitladilar:
Her soyut BAO bir bagintisal yap1 olarak gosterilebilir.

Bu teorem gliniimiizde modal lojik i¢in kose tasi teorem olarak degerlendirilir.

5.1.2. Modal Cebirler

L bir modal lojik ve F 6nermesel modal formiillerin kiimesi olsun. F iizerinde bir ~

denklik bagintisi

p~p e LEgoy
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gibi tanimlansin. Burada amag her L lojigi ve her ¢ formiilii i¢in cebirsel semantigin

tamligin1 ifade eden asagidaki teoremi kanitlamaktir.
Teorem 5.1.2.1. L + ¢ ancak ve ancak ¢ her L-modal cebirde gegerlidir.
Kanit i¢in baz1 kavram ve sonuglar verilecektir.

Tamim 5.1.2.2. Bir Boole cebiri (2,2, 1,0,0) tiplibirB=(B, +, X%, ', 0, 1)

cebirsel yapidir oyle ki + ve X islemleri degismeli, birlesmeli ve birbiri {izerine

!

dagilmalidir ve 1-li islem ', tiimleyen, x + x’ =1 ve x X x’ = 0 denklemlerini

saglar. Sifirli islemler ya da sabitler, 0 ve 1, x X 1 = x ve x + 0 = x denklemlerini

saglar.

V, X iglemini A, ’ islemini —, O sabitini L ve 1 sabitini T ve nihayet = bagintisin1 &

olarak yorumlamak yeterlidir.

Tanim 5.1.2.3. Bir operatérlii Boole cebiri, BAO, bir A = (B, m) ikilisidir 6yle ki
B bir Boole cebiri ve m, B ilizerinde m(x +y) = m(x) + m(y) ve m(0) =0

denklemlerini saglayan 1-li bir operatordiir.

Onerme 5.1.2.4. m operatdrii modal dilin segimine gdre tanimlanabilir. Eger ¢
operatori ile calisiliyorsa m tanimdaki denklemleri saglar; O s6z konusu ise o zaman
m operatoriiniin m(x X y) = m(x) X m(y) ve m(1) = 1 denklemlerini saglamasi

istenir.
Bu denklem ikililerinin lojik karsiliklar
0 (e Vi) e (0o VoY)
0lel
ve
O(p AY) < (Op AOY)
OT & T

dir. Boylece temel modal dilin tiim bilesenlerinin cebirsel yansimalar1 agiklik

kazanmis olur.

Operatorlii Boole cebirlerinde temel modal dil alisilmis cebirsel tarzla yorumlanir;

oyle ki; A bir BAO ve ¢ bir modal formiil olsun. Her bir 6nerme degiskeni cebirin
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bir elemani ve her bir lojik operatorii karsilik gelen cebirsel islem olarak yorumlanir.
Daha acik bi¢imde Prop onerme degiskenlerinin kiimesi olmak {izere, cebirsel
degerlendirme denilen, V: Prop — A fonksiyonunu tanimlayalim. V her bir 6nerme
degiskenini B’ nin bir elemanina uygulamaktadir. V’ nin dogal olarak F kiimesine

asagidaki gibi genisletildigi agiktir:
VipVvy) =V(p) + V()
VipAY) =V(p) X V()
V(ng) =V(p)
V(0 @) =m(V(e))

a,ay, ..., a, € A olmak lizere d = (a4, ay,...,a,) dizisi A’ da hem Onerme
degiskenlerine hem biraysel degiskenlere bir atama olarak degerlendirilebilir. Bunun

tizerine bir ¢ formiiliiniin A’ da dogrulugu ve gegerliligi tanimlanabilir.

Tamm 5.1.2.5. Bir ¢ formiilii A’ da d atamasi altinda dogrudur eger ve yalniz eger
atamanin degeri 1” dir, yani V(¢(d@)) = 1. Eger her V icin V() = 1 ise, ¢ formiilii
A’ da gegerlidir denir. L lojiginin her formiilii A’ da gegerli ise A’ ya L’ nin bir

modal cebiri ya da L-modal cebiri denir.

Gozlem 5.1.2.6. L(A), A’ da gecerli formiillerin kiimesi olsun. Bu kiimeye bazen
A cebirinin lojigi de denir. A’ da gegerli u = w denklemi L(A)’ daL +-u < wya
dauew=1"e denktin u>w, u'+wveuew, (u->w)X (w - u) olarak
alinir. Bunun tizerine asagidaki sonug agiktir.
Onerme 5.1.2.7. A herhangi bir cebir olsun.

(i) L(A) tiim klasik totolojileri igerir ancak ve ancak A bir Boole cebiridir.

(i) L(A) bir lojiktir ancak ve ancak A bir Boole cebiridir ve m(1) =1,
m(x - y) - (mx - my) = 1 denklemleri A’ da dogrudur. X

Bu o6nerme 1siginda Boole cebirinde m1 =1 ve m(x »y) » (mx - my) =1
denklem ikilisi m1 =1 ve m(x X y) = mx X my denklem ikilisine denk oldugu

icin K-modal cebirlerinin tanim1 daha genel olan asagidaki tanima denktir.

Tamm 5.1.2.8. Bir modal cebir bir A = (B, m) ikilisidir 6yle ki B bir Boole
cebiridir ve m, B lizerinde m(1) = 1 ve m(x X y) = mx X my dogru olacak sekilde

birli bir islemdir.
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5.2. Cebirsel Tamlik
L bir lojik; ~, F lizerinde

p~p S LEg oy
olarak tanimlanan denklik bagintis1 ve [¢], = {Y € F: o~ ¥}, ¢ formiiliiniin

denklik smifi olsun. & /~L = {[@]L: @ € F} kimesi {iizerinde +, x, /, 0, 1

islemlerini asagidaki gibi tanimlayalim:

[o]L + Y] = [ VY],
[olL X [Y]L = [¢ AY]L
[o]L = [—olL
0=[L]y, 1=[~L]y=][T]

O zaman U = (T / ~, % 0, 1) bir Boole cebiridir ve Klasik dnermeler

cew e

RN

denir.
L lojigi olarak K’ y1 secelim ve Teorem 5.1.2.1° 1 yeniden ifade edelim:

Teorem (Cebirsel Tamhk Teoremi) ¢ herhangi bir modal formiil, K minimal

normal modal lojik ve V keyfi bir cebirsel degerlendirme olmak tizere;
¢ € Kancak ve ancak V(p) =1
dir.

Kanit. Kanit icin kilit nokta K 10jigi icin Lindenbaum-Tarski cebirini olusturmaktir.
o] = {Y: Y~kp} = {Y: K F ¢ & P} denklik smiflan i¢in Ag = {[p]: p € F}, K’
nin Lindenbaum-Tarski cebiri olsun. A lizerinde islemler alisilmis sekilde baglaclar
yardimiyla tanimlanir. Tiim ve sadece K -kanitlanabilir formiiller bu cebirde 1

degerini alir, dolayistyla teoremin sonucu elde edilir. X
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Gozlem 5.2.2. Aslinda bu teorem daha da giiglendirilebilir:
“Her normal lojik bir cebirler sinifina gore tamdir.”

Bunun kaniti K i¢in yapilan kaniti1 kopyalamak ve ek aksiyomlarin kosullarini

saglayan Lindenbaum-Tarski cebiri ile ¢alisarak yapilir.

Normal modal lojikler i¢in catilara gore genel bir tamlik sonucu yoktur. O halde

cebirsel be bagintisal semantikler arasinda 6nemli bir fark bulunmus oldu.

5.3. Semantiklerin Karsilastirilmasi

Bu kesimde bagintisal, komsuluk ve cebirsel semantikler karsilastiriliyor ve
bagintisal semantigin komsuluk semantiginin bir alt semantigi oldugu, komsuluk

semantiginin de cebirsel semantigin bir alt semantigi oldugu kanitlaniyor.

Tanmm 5.3.1. S; ve S, ayn1 6nermesel modal dil i¢in iki semantik olsun. S;’ deki
yapilardan S,’ deki yapilara formiillerin gegerliligini koruyan ve bire-bir olan bir

doniigiim varsa S; semantigi S, semantiginin bir alt semantigidir denir.
Teorem 5.3.2. Bagintisal semantik komsuluk semantiginin bir alt semantigidir.

Kanmit. F = (W, R) bir Kripke cat1 olsun ve w € W i¢in wR = {v € W:wRv}
tamimlayalim. F gatisi ile baglantill Ny = (W, N&) komguluk catisin1 agagidaki gibi

tanimlayalim:

NR:W - p(p(W))

w - N¥(w) = {U < W:wR € U}.

O zaman F — N doniisiimil bire-birdir. Baska bir deyisle, Np, = (W, NF1) ve
Ng, =(V, NR2) komsuluk catilari ig¢in Ng = Np, ise F, =F, oldugu
gosterilmelidir. Burada F; = (W, R;) ve F, =(V, R;) oldugunu belirtelim.
Simdi, Np, = N, ise W=V ve Nfi=NF2> dir Ama¢ R, =R, oldugunu
gostermektir. N®F1 = NR2 durumu, tammlarnt geregi, {U S W:wR, S U} ={U <
W:wR, € U} ve buradan da wR; = wR; esitligini gerektirir. O halde R; = R,’ dir
ve F’ den N’ ye Onlislim bire-birdir.
Formiillerin gegerliliginin korunmasi.

¢ herhangi bir Onermesel modal formiil olsun. V:At — (W) degerlendirme

fonksiyonu Nr = (W, NR) catisi lizerindeki degerlendirme fonksiyonu ile gakisur,
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clinkli W kiimesi her iki ¢atida aynidir. V fonksiyonunun formiillere genislemesinde
iddiasin1 kanitlayacagiz.

Kanit ¢ formiiliiniin karmasiklig1 iizerinde tiimevarimla yapilir. ¢’ nin atomik ve

Boole baglagli yapisi i¢in kanit agiktir. Modal durumu ele alalim.

@ =0y olsun. MR = (W, R, V) bagintisal ve MY = (W, N, V) komsuluk

modelleri verilsin. Herhangi bir w € W diinyasi i¢in
MRBwEDY ©VveWwewR=>MRvEY),
yani wR C [| ¢ I]MR’ dir. Ama bu,
MY weEop e[y 17" € Nw)
ile ayn1 seyi sdyler. Boylece modeller keyfi ya da V keyfi oldugu i¢in
FEpoS NE@
elde edilir. X

Teorem 5.3.3. Komsuluk semantigi cebirsel semantigin bir alt semantigidir.

Kanmit. Bir vV = (W, N) komsuluk c¢atisi ile baglantili bir Ay = (B, my)

operatorlii Boole cebiri ¢atisin1 asagidaki gibi tanimlayalim:

B=W), U n, ° 0, W), bir W kiimesinin kuvvet kiimesinin olusturdugu
Boole cebiri ve U € W igin
my(U) ={weW:U e Nw)}.

O zaman NV — Aj donistimii bire-birdir. Gergekten, N; = (W, Ni) ve N, =
(W3, N;) komsuluk c¢atilar1 i¢in Ay, = Ay, varsayalim ve buradan N = N,
oldugunu gosterelim. Simdi Ay, = Ay, Wy = W, ve my, = my,’ yi gerektirir. Bu
ise her XcW, (=W, i¢in {weW;:XeNw)}={weW;:X eN,(w)}
demektir. Buradan her X € W, ve herw € W, i¢gin X € N;(w) & X € N,(w) ya da
N;(w) = N,(w) sonuglanir. w € W, keyfi oldugu iginde N; = N, ve dolayisiyla
N, = NV, elde edilir.

Formiillerin gegerliliginin korunmasi.

Herhangi bir ¢ formiilii i¢in
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gosterilmelidir. Bunun i¢in [| ¢ |] kiimesinin komsuluk semantiginde karsilik geldigi
kiimenin (W’ nin bir alt kiimesi) cebirsel semantikte karsilik gelen kiime ile aym

oldugunu gostermek yeterlidir.
¢ formiiliiniin karmasiklig1 tizerinde tiimevarimla kanit yapilacaktir.
e ¢ =p. 0 zaman V(p), NV ve A’ de ayni kiimedir.

o ¢ =—1. O zaman [| ¢ |] = [| = [] her iki semantikte W diinyalar kiimesine

gore [| ¢ |]¢ kiimesine karsilik gelir.
e ¢ =19 — 0.0 zaman N’ de:

Holl=[¢Y->061]
=[l-pVveol]
=[l=yplullél
=[ylcullol]

kiimesi A’ de ayn1 kiimeye karsilik gelir.
e ¢ = OY. O zaman komsuluk semantiginde
[loll={weW:[lYI] € N(w)}
dogruluk kiimesi my ([| ¢ ]) ile ayn1 kiimedir.
Boylece herhangi bir ¢ temel 6nermesel modal formiilii i¢in
NeEepo Ay Eo@
kanitlanmis olur. X

Bu iki teorem; bir bagintisal ¢atinin belli tiirden bir komsuluk catis1 ve bir komsuluk

catisinin da belli tiirden bir cebirsel ¢at1 oldugunu gosterir.

Bagintisal, komsuluk ve cebirsel catilar arasindaki bire-bir eslemeleri gorebilmek

i¢in bazi tanimlar verilecektir.
Tanim 5.3.4. Bir semantik altinda normal lojik belirleyen bir ¢atiya normal denir.

Tanim 5.3.5. Bir semantik altinda klasik lojik belirleyen bir ¢atiya klasik denir.
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Onerme 5.3.6. A = (B, m) bir cebirsel (Boole) catist ve V, B iizerinde bir
degerlendirme fonksiyonu olsun. O zaman herhangi ¢, ¥ formiilleri icin

asagidakiler vardir.

(i) Viery) =V(p)nV(¥) (vadaV(p) xV(¥))
(i Vievy) =V(p)uV®) (vadaV(p)+V(¥))
(iiVip-P)=1V(p)<VH)
VM Vpeop)=1=V(p)=VE)
Kant. (i) ve (ii) siklar asikardur,
(i) Vip=>P) =V(mpVvyp) =1 V(o) uVE) =1
S V(@ nV@))° =1
SV(enV@) =0
o Vip) V).

(V) VipePp)=1eV({(e->PAY->9)=1
SVip->PnVE-9)=1
eVip-yY)=1velV(@->9)=1
S V(p) V@) ve V() < V(e)

S V(ip) =VE). X

Teorem 5.3.7. Her cebirsel (dolayistyla her komsuluk, her bagintisal) gati klasiktir.

Kamit. A = (B, m) bir cebirsel ¢ati olsun. A’ nin @ < Y/0O¢ < Oy kuralinl
gercekledigini ya da bu kuralin A’ da gecerli oldugunu gostermemiz gerekiyor. A E
@ o Y vel, A lizerinde herhangi bir degerlendirme fonksiyonu olsun. O zaman
V(p © ) =1 ve Onerme 5.3.6 (iv)’ den V(@) = V() elde edilir, dolayisiyla
mV(p)) = m(V(¥)), yani V(Qgp) = V(oy)’ dir. Bu ise Onerme 5.3.6 (iv) uyarinca
V(Op < OyP) = 1 demektir ve buradan A = O¢ < O gosterilmis olur. X

Lemma 5.3.8. (Gerson, 1974) L bir klasik lojik olsun. L, ¢/0O¢ kuralina kapali

olsun. O zaman L+ O(p =» q) = (Op » 0Oq) ancak ve ancak L+ oO(pAgq) <
(op AOq)’ dir. X

Asagida verilen sonuclar (Gerson, 1974)’ den esinlenerek kanitlanmustir.
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Teorem 5.3.9. A = (B, m) cebirsel ¢atis1 normaldir ancak ve ancak m(1) = 1 ve
her x,y € B iginm(x Ay) = m(x) Am(y)’ dir.

Kanait.

Kosul Gerektir: A’ nin normal oldugunu var sayalim. O zaman A k& p — q ise
AFO(P—q),yaniV(@p-q) =1 dir AmaV(@p - q)=mV({p - q)=
1, dolayisiyla m(1) = 1 dir. Simdi x,y € B igin V(p) = x ve V(q) = y olsun. A
normal varsayildigi i¢in Lemma 5.3.8 uyarmnca A FO(pAq) < (OpAOq) ve

buradan V(@(p Aq)) =V(@p ADq) ya da m(V(pAq)) =mV (@) AmV(q),
yani m(x A y) = m(x) A m(y) elde edilir.

Kosul Yeterdir: m(1) =1 ve her x,y € B i¢cin m(x Ay) =m(x) Am(y)
varsayalim, A4 ° nin normal oldugunu gostermemiz gerekiyor. V, A iizerinde

herhangi bir degerlendirme fonksiyonu, ¢ bir formiil ve A k& ¢ olsun. O zaman
V(p) =1’ dir ve buradan V(Og) = m(V((p)) =m(1) =1 olur ki bu A E Og
demektir. Ote yandan hipotez uyarinca m(V(p) A V(q)) =mV(p)) Am{V(q))

esitligi A’ nin Teorem 5.3.7 geregi normal oldugunu gosterir. [X]

Tanmm 5.3.10. W bostan farkli bir kiime ve go(W), W’ nin kuvvet kiimesi olsun.

g (W)’ nin asagidaki kosullari saglayan her F alt kiimesine bir siizgeg (filter) denir.
()W eF (F+0),

f2)U,VeFiseUNVETF

(f3)UeFvelUCSViseV € F dir

Bos kiimeyi igermeyen bir siizgece 6z siizgec¢ (proper filter) denir.

Teorem 5.3.11. Bir ' = (W, N) komsuluk ¢atis1 normaldir ancak ve ancak her bir
w € W icin N (w) bir siizgectir.

Kanut.

Kosul Gerektir: V' catisinin normal oldugunu varsayalim ve her w € W ig¢in N(w)’

nin (f1), (2), (3) kosullarin1 sagladigini1 gosterelim.

(f1) N(w) # @: her w € W i¢in p = p bir totoloji oldugundan V',w E p — p’ dir.

N nin normal olmasi, N',w & O(p = p)’ yi gerektirir ki bu w diinyasinin p — p’
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nin [| p = p [] = W dogruluk kiimesine ait olmast demektir. Komsuluk semantigi

tanimindan
Nwep(p-p)=>[p->pll=WENW)
sonuglanir ve bu N(w)’ nin bos olmadigini gosterir.

(f2) X € N(w) ve Y € N(w) ve V degerlendirme fonksiyonu i¢in V(p) = X, V(q) =
Y diyelim. Komsuluk semantigi tanimmdan w € [|Op [|N[loq |] = [l op AOq |]
ve Lemma 5.3.8° den w € [| O(p A q) |] elde edilir. Boylece XNY =[IpAql] €
N(w)’ dir.

(/3) X € N(w) olsun ve X €Y varsayalim. V, V(p) =Y ve V(q) = X seklinde bir
degerlendirme fonksiyonu olsun. O zaman V(pAq) =[IpAql]l=YNX=XE€
N(w), dolayisiylaw € [| O(p A q) I]’ dir. Simdi p A g = p’ nin bir totoloji, N’ nin
normal ve V' FpAq — p olmasindan NV + O(p A q) — Op sonuglanir. Boylece
Va(pAq)—op)=1"dir vew€e[lOo(pAq)l] oldugu icin w € [| Op |], yani
Y = [l op |] € N(w) olmalidir.

Neticede her bir w € W i¢in N(w)’ nin bir siizge¢ oldugu gosterilmis oldu.

Kosul Yeterdir: Her bir w € W i¢in N(w)’ nin bir slizge¢ oldugunu varsayalim. N’
nin normal oldugunu géstermek i¢in Teorem 5.3.7 ve Lemma 5.3.8 sayesinde ¢ /0O¢
kuralimin  gegerliligi korudugunu ve N +O(pAq) < (OpAOq) oldugunu

kanitlamak yeterlidir.

N E @ varsayalim; o zaman her V degerlendirme fonksiyonu i¢in ¢, W’ nin her
diinyasinda dogrudur, yani [| ¢ [] = W’ dir. Simdi (f7) ve (f2)° den her w € W igin
W € N(w)’ dir, dolayisiyla [| O@ |] = W olmast V' E O¢ demektir. Boylece ¢ /O¢

gereklilik kuralinin gecerliligi korudugu gosterilmis oldu.

Simdi weV(@(pAq)) =[lo(pAq)l] varsayalim. Buradan [Ip Aq |] € N(w)
cikar ve [IpAqllS[IplIn[lqgl]S[Ipl], [I ql] oldugu aciktir. Boylece (f3)
uyarinca [| p ] E N(w) ve [l ql] € N(w)’ dir; bu isew € [lap |]n[logl] =]l
Op AOq ]’ y1 gerektirir. Simdiw € [|OpADqgl]isew €[lapl] vew €[l Oq ]
vada[lpl] € N(w)ve|[l ql] € N(w)’ dir. Ayrica (f2)’den [ p Aq |] € N(w) yada
w € [ a(p Aq) I]” ye ulasilir. Neticede [| O(p A q) < (Op AOq) |] = W olur ki bu
N E0(p Aq) < (Op Aoq) demektir. Boylece N’ nin normal oldugu kanitlanmis
olur. X
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Gozlem 5.3.12. Bir noktanin komsuluklarinin kiimesi iizerinde dyle bir komsuluk
fonksiyonu tanimlanabilir ki olusan komsuluk catis1 normal olmasin. Bu yiizden
bagintisal catilar1 komsuluk catilar1 olarak degerlendirirsek her komsuluk catisinin
bir bagintisal ¢at1 olmadigini goriiriz. Ancak kendimizi normal ¢atilara kisitlarsak

sOyle bir soru sorulabilir:

“Bagtisal ¢atilar (a izomorf) olmayan normal komsuluk ¢atilar1 var midir ve varsa

bagintisal ¢atilar (a izomorf) olan komsuluk catilar1 nasil karakterize edilebilir?”
Bu soruya asagidaki teoremde yanit veriliyor.

Teorem 5.3.13. Bir ' = (W, N) komsuluk ¢atis1 bir bagintisal ¢atiya izomorftur

ancak ve ancak her bir w € W i¢in N (w) bir esas siizgectir.
Kanit.

Kosul Gerektir: Bir F = (U, R) bagmtisal catisi i¢in N’ nin Np’ ye izomorf
oldugunu varsayalim. Aslinda V'’ nin Ny oldugunu, bdylece W = U ve N = NR
alinabildigini varsayabiliriz. O zaman w €W igin N(w)=NR(w)={X ¢

W:wR € X} dir ve bu, wR tarafindan tiretilen esas siizgectir.

Kosul Yeterdir: Her w € W i¢in N(w)’ nin bir esas slizge¢ oldugunu varsayalim ve

N = Ng oldugunu gosterelim. W {izerinde bir R bagintisini
WRv & v € N, her N € N(w) i¢in

olarak tanimlayalim. N(w) esas slizge¢ oldugundan N € N(w) ise M S N olacak
sekilde bir M € N(w) vardir. O halde wRv & v € M ve buradan da N € N¥(w)
WR = {v:v € M} = M sonuglanir. Bu ise N®¥(w) = N(w), yani N® = N demektir.
Dolayisiyla ' = Ng gosterilmis oldu. X

Tanim 5.3.14. Her alt kiimesinin bir supremumu ve bir infimumu olan bir Boole
cebirine tam (complete) Boole cebiri denir. Boole cebirinin bir atomu sifirdan farklh
bir a elemanidir Oyle ki cebirin herhangi bir b eleman:t i¢in 0 < b < a dogru
olmasin. Her sifirdan farkli elemani bir atomun iizerinde olan bir Boole cebirine

atomik denir.

Teorem 5.3.15. Bir U = (B, m) cebirsel catis1 bir komsuluk catisina izomorftur

ancak ve ancak B bir tam atomik Boole cebiridir.

Kanit. (Gerson, 1974). X
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BOLUM 6
SEZGISEL ONERMELER LOJiGI iCIN SEMANTIKLER

ce e

degiskenlerine 2 = {0, 1} Boole cebrinde ya da iki elemanli diger her hangi bir
Boole cebrinde bir dogruluk degeri atanarak tanimlanir. P = {p,q,r, ...} sonsuz
sayilabilir ¢oklukta dnerme degiskenlerinin kiimesini gostermek tizere bdyle bir
atama V:[P — 2 fonksiyonu ile yapilir ve bu fonksiyona bir degerlendirme

(valuation) fonksiyonu denir. F. 6nermeler lojiginin formtiller kiimesini gostermek

zere V fonksiyonu F. kiimesine asagidaki gibi genisletilebilir: Her ¢, 3 € F icin

V(=g) =V (p)

V(e AY) =V(p) AV

VipVvy) =V(e)VV(¥)

Vip = ¥) =V(p) > V()
Burada A, VvV, -, P {izerinde Onerme baglaclart ve — degilleme islemidir.
Gerektiginde, ¢, ¢ — L olarak alinacaktir ve L yanlisi, T ise dogruyu gosterecektir.
Her V:IP - 2 i¢in V(@) = T (ya da 1) ise ¢ formiiliine gegerli (valid) formtil denir.
Klasik 6nermeler lojiginin Tamlik Teoremi (Completeness Theorem)’ ne gore ¢
formiili CP° de kamtlanabilirdir ancak ve ancak ¢ formiili gegerlidir. 2 Boole
cebiri yerine keyfi bir B Boole cebiri alinabilir ve deger atama kavrami bu cebire
genisletilebilir. Her V: P - B fonksiyonu i¢in V(@) = T ise ¢ formiili B-gecerlidir
denir. Simdi CP lojigi i¢in iyi bilinen tamlik teoreminin asagidaki versiyonu ifade
edilebilir:
@ formiilt CP lojiginde kanitlanabilirdir ancak ve ancak her B Boole cebiri i¢in B-

gegerlidir. X
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Ayni sekilde IPC icin bir semantik tamimlanabilir, ancak bu durumda dogruluk
degerleri Boole cebiri yerine bir H Heyting cebirine ait olacaktir. Bir H -
degerlendirme bir V: P — H fonksiyonudur ve formiillerin kiimesine genisletilebilir.

Her V: P - H degerlendirmesi i¢in V(@) = T ise ¢ formiilii H-gecerlidir denir.

Tanim 6.1. (Heyting gerektirme) I' sonlu bir formiiller kiimesi ve ¢ bir formiil
olsun. Her V' H-degerlendirmesi icin V(AI') < V(¢) ise I', ¢ formiliinti Heyting

gerektirir ya da I', ¢’ nin bir H-sonucudur denir ve I' = He ile gosterilir.

Notasyon 6.2. Bu tanimda I’ = {@q, @5, ...,0n} ise A , @1 A @2 A ... A @,
ifadesinin kisa yaziligidir. Ayrica sezgisel onermeler lojigi IPC’ ya da Int olarak ve

onermeler lojigi CP olarak kisaltilacaktir.

Sezgisel onermeler lojigi, ¢ V =@ ya da =—¢ — ¢ cifte degilleme yasasi olmadan
kisaca klasik Onermeler lojigi olarak tanimlanabilir. Aksiyomlar1 ve kurallari

asagidaki gibidir:

Aksiyomlar ¢, Y € F igin
s> ~-o)
c(p->W-=x)~->Ue—-vY) - (9—x)
cp->W->eAY)

Kurallar

o Y PAY PAY
— (AT — (AE1 — (AE2
5 @D oF (AED) - (AE2)

-h

¢
e )
p—" (=»1,h) " (= E ya da MP)

o v L
(V1) 2 (VI2) = (LE)

6.1. Boole Cebirleri ve Heyting Cebirleri

Burada Boole cebiri ve Heyting cebirinin tanimlar1 hatirlatilmakla birlikte her iki

cebir i¢in farkli ancak denk tanimlarin verilebildigi gosteriliyor.

6.1.1. Boole Cebirleri
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Bir Boole cebiri B=(B, A, Vv, ', 0, 1) genellikle tipli bir yap: olarak
tanimlanir dyle ki B {izerinde tanimlanan V ve A ikili islemleri birlesmeli, degismeli,
birbiri lizerine dagilmal1 ve esgiiclii (idempotent)’ diir; birli islem ’ ¢ifte degillemeyi
(her b € B igin (b")" = b) saglar ve 0, 1 elemanlar sirasiyla en kii¢iikk ve en biiyiik

elemanlardir. Bir Boole cebiri kafes (lattice) kavrami araciligiyla da tanimlanabilir.

Tanmim 6.1.1.1. Bir kafes, . = (L, V, A),(2,2) tipli bir yapidir 6yle ki her

a, b, c € L i¢in asagidaki aksiyomlar saglanir:

(L1) (avb)vc=aVv(bVc) (L1D?(@aAb)Ac=aA(bAc)

(L2)avb=bVa (L2)°aAb=bAa
(L3)avVa=a (L3)°ana=a
(L4)aVv (aAb) =a (L4)? an(avb)=a

(L3) ve (L3)? esgiicliiliik aksiyomlarinin her biri (L4) ve (L4)? yutma (absorption)
aksiyomlarindan tiiretilebilir ancak bir kafesi Tanim 6.3.1.1 altinda tanimlamak
gelenektir. L tizerinde a < b & aV b = b yadaa A b = a gibi bir siralama bagintisi

tanimlanabilir.

Tanmm 6.1.1.2. L bir kafes olsun. Her a € L i¢in a = a V 0 olacak sekilde bir sifir
eleman1 0 € L varsa ve her a € L i¢cin a = a A 1 olacak sekilde bir bir (ya da birim)

eleman1 1 € L varsa, L kafesine sinirl kafes denir.

Tammm 6.1.1.3. Bir dagilmali kafes asagidaki dagilma aksiyomlarindan birini

saglayan kafestir. Her a, b, ¢ € L i¢in
(D)an(bvc)=(anb)V(aAc) (DY2av (bAc)=(aVb)A(aVc)

Tanim 6.1.1.4. L sinirh bir kafes ve a € L olsun. EgeraAb=0veaV b =1 ise
b € L elemant a’ nin bir timleyenidir. a elemaninin tek bir tlimleyeni varsa o
timleyen a’ ile gosterilir. Her elemam tek tiimleyene sahip bir kafese timlenmis

kafes denir.
Nihayet bir Boole cebiri kafes agisindan sdyle tanimlanabilir:

Tanim 6.1.1.5. Bir Boole cebiri sinirli, dagilmali ve tiimlenmis bir kafestir.
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Tanim 6.1.1.1° deki her bir aksiyom diiale sahiptir ve CP’ nin iyi bilinen Diialite

Ilkesi geregi V ve A islemlerinden birinden vazgecilebilir. Bdylece Boole cebirlerinin

yeni bir tanimi yapilabilir. Ayrinti i¢in (Kato, 2015) kaynagina bakilabilir.

Tanim 6.1.1.6. Bir Boole cebiri asagidaki kosulu saglayan (2, 1) tipli bir B =
(B, Vv, '")yapisidir:

u € B elemani vardir 6yle ki
1.B iizerinde p'V q = u olarak tanimlanan p < g bagmtisi bir siralama bagintisi
2.pV q = sup{p,q}

olsun.

Boyle bir u € B elemani varsa, her p € B igin u = p’ V p oldugu i¢in u tektir. Bu tek

elemana birim denir ve 1 ile gosterilir.
Teorem 6.1.1.7. Tanim 6.1.1.5 ve Tanim 6.1.1.6 denktir.

Kanit (Kato, 2015) de verilmistir.

6.1.2. Heyting Cebirleri

Bir Boole cebiri tliimleyen islemi zayiflatilarak genellestirilebilir. Bunu yerine

getirmenin bir yolu s6zde tiimleyeni (pseudo-complement) tanimlamaktan geger.

L, 0 elemanli bir kafes ve a € L olsun. a* = max{b € L:b Aa = 0}, a’ nin sdzde
timleyeni olsun. Asagida verilen Heyting cebiri taniminda — gerektirme islemi

a® = a — 0 sozde timleyen kavramu ile iliskilendirilebilir.
Tanim 6.1.2.1. Bir Heyting kafesi ya da Heyting cebiri
¢ <a- bancakveancakaAc < b

seklinde gerektirme adi verilen bir — ikili isleme sahip smurli ve dagilmali bir

kafestir.

Bir Heyting cebiri; V, A ve — islemlerinin belirli aksiyomlar1 sagladigi 0 ve 1
elemanh bir H = (H, <) kismi sirali yap1 olarak da tanmimlanabilir. Ayrica sadece

denklemlere dayali Heyting cebiri tanimlamak da miimkiindiir.
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Teorem 6.1.2.2. L bir (dagilmali) kafes olsun. L’ nin bir Heyting cebiri olmasi i¢in
bir gerek ve yeter kosul L tizerinde asagidakilerin gerceklendigi bir — ikili iglemin

olmasidir: her a, b, c € L i¢in
la-a=1;
2.aN(a—>b)=aAb;
3.bA(a—b)=hb;
4.a—- (bAc)=(a—=b)A(a- ).
Kanit.
Kosul Gerektirir: L bir Heyting cebiri ve a, b, ¢ € L olsun.

l.a A c < a oldugu agiktir ve Tanim 6.1.2.1 geregi ¢ < a — a olarak yazilir. Bu

ise a & a = 1’ e denktir.

2.a A b < b oldugu agiktir ve Tanim 6.1.2.1 uyarinca b < a = b’ ye denktir. Her
kafeste monotonluk yasalart (a <bvec<diseaAc<bAdveaVc<
bvd) gecerli oldugu i¢cin b<a—->b,aAb<aA(a—b)’ yi gerektirir.
Diger esitsizlik i¢in a > b = V{c € H:a Ac < b} ile birlikte supremum
(burada V ile gosteriliyor) tanimi a - b < b’ yi verir. Bir kez daha
monotonluktan a A (a - b) < aAb elde edilir ve boylece ikinci esitligi

gosterilmis olur.

3.b A (a— b) <b oldugu agiktir. Ters yon i¢in b = inf{b, a = b} oldugunu
gostermek gerekir. Simdi b < b agiktir ve Tanim 6.1.2.1 geregince b < a —

b, a A b < b’ ye denktir. Boylece b A (a = b) = b’ dir.
4. Alistirma olarak birakilmistir.

Kosul Yeterdir: L teoremin ifadesinde yer alan dort kosulu saglayan bir kafes ve

a,b € L olsun.

¢ <a— b varsayallm. O zaman monotonluktan aAc < aA(a— b) ve 2. den
aAc < aAbelde edilir AmaaAb < b’ dir, boylece a A c < b elde edilir. a Ac <
b varsayalim. O zaman aAc=(aAa)c=aA(aAc)<aAb=aA(a—-Db),

sirasiyla esgticltiliik, hipotez ve 2. den yazilir. Her dagilmali kafeste sadelestirme

81



yasasi (a Ab=aAcveaVb=aVciseb = c’dir) gecerli oldugu icinc < a — b

bulunur. X

Burada Heyting cebirleri, Boole cebirleri ve kafesler arasinda var olan iligkileri

aciklayan ornekler veriliyor.

Ornek 6.1.2.3. Her Boole cebiri bir Heyting cebiridir. Bunun i¢gina - b :=a’' Vv b

almak yeterlidir.
Ornek 6.1.2.4. Gerektirme islemi

b, a>bise

a-b= {1, aksi halde

gibi tanimlanirsa, her tam sirali kiime bir Heyting cebiridir.

Her Heyting cebiri bir Boole cebiri degildir. Gergekten, — islemi Ornek 6.1.2.4° deki
gibi tamimlandiginda, Boole cebiri olmayan en basit Heyting cebiri tam sirali
H = {0, 1/2, 1} kiimesidir: H iizerinde V, A, - , ve ' islemleri asagidaki
cizelgelerdeki gibi tanimlandiginda, Boole cebirlerinde gecerli olan {igiinciiniin

olmazlig1 yasasi

(1/2)V(1/2)I =1ov(/y-0)=1/vo=1/,

nedeniyle yanliglanir.

Ao Y o1 v o o1 S lo Yy ’
00 o o o lo Yy 1 o l1 1 1 0o |1
1 1,1 1 1
/2 0 /2 /2 1/2 1/2 1/2 1 /2 o 1 1 /2 0
1o Yy 1 11 1 1 1 1o Yy 1 110

Ornek 6.1.2.5. Her sonlu dagilmali kafes bir Heyting cebiridir.
Bunu gostermek icin L sonlu, dagilmali bir kafes olmak iizere

a->b=V{ceLcNa<b}
almak yeterlidir.

Ornek 6.1.2.6.
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e7, R?’ nin tiim acik kiimelerinin ailesi;
e U ve N iglemleri kiime birlesim ve kiime kesisim;
eHer U,V € 7 i¢in [ i¢ operatdrii ve ‘ kiimesel tlimleyen olmak iizere
U->V:=1I{UUVV)
o U' =1(UY)
e 0=0vel=R?
olmak tizere H =(t, U, N, -, ', 0, 1)birHeyting cebiridir.
Bu ornekte gosterilmeye deger tek ozellik U, V, W € t igin
UnWcvVveWcU-V
denkligidir. Once her U, V, W icin
UnWcVeWwWcuuVv

denkligini gosterelim. U N W C V olsun ve W & U* U V varsayalim. O zaman Oyle
bir w € W eleman1 vardir ki w &€ U°UV olsun. Buradan w € U° ve w gV,
dolayistylaw € U’ dur. Boylecew e UNW € V> denw € V sonuglanir kibuw ¢ V
ile gelisir.

SimdiW € U°UV < [(U°U V) denkligini kanitlamak i¢in bir gézlemde bulunalim.
X bir acik kiime ise X € Y, X € I(Y)’ yi gerektirir. Boylece, X = W alirsak, = yonii

gosterilmis olur. Ters yon ic¢in ise [(U°U V) € U UV oldugunu not etmek yeterlidir.

6.2. Sezgisel Onermeler Lojigi icin Modeller

Sezgisel onermeler 1ojigi i¢in semantiklere gegmeden dnce bir noktanin agiklanmasi
gerekmektedir. IPC’ nin karakteristik 6zelliklerinden biri her sezgisel dnermenin
dogru ya da yanlis olmamasidir; bu o6zellik IPC’ yi . CP’ den ayiran en temel
karakteristiktir. Alt kiimeler baglaminda bu, her alt kiimenin bir tiimleyene sahip
olmayabilecegi anlamma gelir. Ornegin, #({a,b}) kuvvet kiimesinin H =
{0,{a},{a, b}} alt kimesi 0 =@ ve 1= {a,b} seckin elemanli ve U,N islemli
dagilmali bir kafestir. Ancak {a} elemaninin {a}N A =0 ve {a} UA =1 olacak

sekilde bir A tiimleyeni yoktur.

6.2.1. IPC i¢cin Kripke Semantigi
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IPC icin bir Kripke modeli bir M = (W, R, V) tg¢lustinden olusur; burada W
olast dimyalarin bostan farklt bir kiimesi; R,W tzerinde bir Onsiralama (yani,
yanstyan ve gecisken) bagmtist ve V,P’ den g (W) kuvvet kiimesine tanimli
degerlendirme fonksiyonudur. Bazen V fonksiyonu V:IP X W — {0, 1} seklinde de
tanimlanir. Burada V fonksiyonunun R bagintisina gére monoton olmasi istenir: her
w,u € W i¢in wRu ise V(p,w) < V(p,u)’ dir. Diger bir deyisle, V(p,w) =1 ve
wRu ise V(p,u) = 1’ dir. V fonksiyonuna {ist kapali (upper closed) fonksiyon da

denir. R(w) = {u € W:wRu} tanimin1 yapalim.

Bir formul farkli diinyalarda dogru ya da yanlis olabilir. ¢ formiilti modelin bir w dii

nyasinda dogru ise bu M,w E ¢ ile gosterilir; = (ya da ) bagmtisina zorlama

bagintisi (forcing relation) denir ve asagidaki gibi tanimlanir:
e M,w Ep(ava) V(p,w) =1yadaw € V(p).
o M,w E - (ava) her u € R(w) icin M, w ¥ ¢.
e M,wE@AY (ava) M,w E @ ve M,w E .
s M,wkE@VY (ava)y M,w E@pyadaM,w E 1.

e M,w k= ¢ — Y (ava) her u € R(w) igin M,w ¥ ¢ ya da M,w E . Ya da,
denk olarak, ancak ve ancak her u € R(w) i¢in M, w E @, M,w E Y’ yi

gerektirir.

Bu tanim zorlama bagimtisinin monotonlugunu, yani M, w = ¢ ve u € R(w) ise

M, u E ¢, korumak amaciyla tasarlanmistir.
Uyarilar 6.2.1.1.

1.Kripke modelinin evreni W yalniz bir olas1 diinyadan olusuyorsa o zaman

model CP i¢in bir modele doniisiir.
2.V fonksiyonu st kapali idi: M',w E @ veu € R(w) ise M, u E ¢’ dir. Simdi
w € R(u) ve u € R(w) olsun. O zaman M, w kE ¢ ancak ve ancak M, u E

¢’ dir. Bu durum, formiillerin gegerliligi baglaminda R bagintisinin bir kismi

siralama bagntisi olarak alinabilecegini gosterir.

Bir lojigin bir semantige gore saglam (sound) oldugunu gostermek ig¢in

aksiyomlarinin o semantik altinda gecerli oldugu ve ¢ikarim kurallarinin gecerliligi
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korudugu gosterilmelidir. Bu ¢ formili IPC ya da Int in bir teoremi ise bu + Intg

ile gosterilir.

Teorem 6.2.1.2. (Saglamhk Teoremi) M = (W, R, V) herhangi bir Kripke
modeli ve w, W’ nin herhangi bir diinyas1 olsun. Eger + Intg ise o zaman M, w E
@’ dir.

Kanit. Once modus ponens (MP) cikarim kuralim gegerliligi  korudugunu
gosterelim. M',w E @ ve M,w E @ — ¢ verilsin. O zaman her u € R(w) i¢in ya
M,u ¥ @ ya da M,u =y’ dir. R bagintis1 yansiyan oldugu i¢in u = w alabiliriz.

Boylece M, u E ¢ verildiginde M, w = 3 sonuglanmak zorundadir.

Aksiyomlarin bu semantige gore gecerli oldugunu gerceklemek i¢in en kapsaml
olan, (¢ » W - x)) = (¢ = Y) » (¢ = x)), ele alacagiz; digerleri benzer
sekilde ¢alisilir. « = B biciminde bir form{ilin bir w diinyasinda dogru oldugu, her
u € R(w) icin M, u E a ise M,u E f oldugu gosterilir. Buna gore her hangi bir
u € R(w) i¢in M,ukE ¢ - (3 > x) varsayalim. Gosterilmesi gereken M, u E
(p = Y) = (p = y)’ dir. Bir kez daha M, v = ¢ — ¢ olacak sekilde keyfi bir

v € R(u) diinyas1 verilsin ve M, v = ¢ = y oldugunu gosterelim.

Nihayet M, w E @ olacak sekilde w € R(v) diinyas1 verilsin ve M, w E y oldugunu
gosterelim. R bagmtisinin yansiyan, gecisken olusundan ve V fonksiyonunun
monotonlugundan, u € R(w) ve v € R(w) nedeni ile M,wkE @ = (P - y) ve
M,w E @ -1y’ dir.. MP kurali E i¢in uygulanabilir oldugundan M, w = ve
M,w Y = y’den M,w E y sonuglandirilir. D

Bu teorem bir formiiliin Int’ de tiiretilemediginin bir kanit1 olarak kullanilir.

Ornek 6.2.1.3. cp p V —p oldugu iyi bilinmektedir. Ancak ¥y p V —p, dolayisiyla
p V —p Onermesinin Int’ de gegerli olmadigini kanitlamak i¢in Kripke modelinin en
az iki elemanli bir evrene sahip olmasit gerekir. W = {w,u} ve R,W tizerinde
yanstyan olsun. V(p) = {u}, yani V(p,u) = 1 ve V(p,w) = 0 alirsak, M, w ¥ p ve
M,w ¥ —=p’ dir ¢linkli u € R(w) i¢in M,u E p dir. O halde M, w ¥ p V —p elde

edilir. Teorem 6.2.1.2° nin karsit tersinden ¥y, p V —p sonuglanir.
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Saglamlik teoreminin tersi olan tamlik teoremi (completeness theorem) her hangi bir
Kripke modelinin her diinyasinda dogru olan bir formiilin Int’ de kanitlanabilir
oldugunu ifade eder.

Teorem 6.2.1.4. (Tamhik Teoremi) Her hangi bir Kripke modeli M = (W, R, V)

veherw € W icin M, u E @ ise by @’ dir.

Kanit i¢in (Kuznetsov, 2017) kaynagina bakilabilir.

6.2.2. IPC icin Heyting Cebiri Modeli

Teorem 6.2.2.1. (Saglamhk Teoremi) H bir Heyting cebiri, I formillerin sonlu bir
kiimesi ve V: [P — H bir degerlendirme fonksiyonu olsun. I' F, ¢ ise o zaman
r Fu (p, dir.

Kanit. IPC’° nin kurallarinin Heyting gerektirmesini koruduklarini gdstermemiz

gerekmektedir.

I' Fipe @ tiretiminde uygulanan son kuralin (A ) oldugunu varsayalim. O zaman
o=y Ay dirvel; CTI,[, €I alt kiimeleri i¢in I} by P ve I, by x tlretimleri
vardir; yani V(AI) < V() ve V(AI;) < V(x)’ dir. Buradan V(AI') < V(AL A
VINL) S V) AV(Y) < V(@ Ay) elde edilir ve boylece (AI) kurali korunmus

olur.
I' Fpge @ turetiminde son uygulanan kuralin (— I) oldugunu varsayalim. O zaman

p=9y->x ve F'U{Y} e x © dir; boylece timevarim hipotezinden V(AI') A
V() = V(A U {y}) < V(x) olur. Ama Heyting cebirinde — isleminin tanimindan
ve degerlendirme fonksiyonun tanimindan V(AI') < V(@) - V() =V - )
elde edilir, dolayisiyla (= I) kurali korunmus olur. Kalan kurallar Heyting cebirinin

karsilik gelen 6zellikleri kullanilarak benzer sekilde korunur. X

Teorem 6.2.2.2. (Tamhik Teoremi) ¢ formtlt IPC de kanitlanabilirdir ancak ve
ancak her bir Heyting cebiri H i¢in ¢ H-gegerlidir; yani

Fint ¢ Skp @
dir.

Kanit.
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Kosul Gerektir: ¢, IPC’ de kanitlanabilir ise Fpy ¢’ nin bir tiiretimi vardir. O halde
Teorem 6.4.2.1 uyarinca herhangi bir H-degerlendirme V icin 1 < V(¢p)’ dir ve
bdylece ¢, H-gegerlidir.

Kosul Yeterdir: [F; , IPC formiillerinin kiimesi olsun ve [F; tizerinde

m = Fi/

(p~Y) ©F (@ < P) denklik bagintisin1 tanimlayalim. ~, ~ bagmtisina

gore [p] = {Y € F;: p~y}denklik smiflarinin kiimesi olsun. H tizerinde [@]~[Y] &

Fimt (@ © ¥) kismi siralama bagintisini tanimlayalim. H {izerinde [¢@] Ay [Y] =

[p AY], o]l v [W] =[e VY] ve [@] -y [¥] = [¢p > ] seklinde tanimlanan

islemlerin temsilci elemandan bagimsiz oldugu ve Oy = [0], 1 = [1] alindiginda
(H, <, Vg, Aw, ~w Om, 1g) yapisimin bir Heyting cebiri olusturdugu
kolayca gosterilebilir. Simdi V(@) = 1y ise 0 zaman Fp,, ¢ < 1° dir ve bdylece

Fint @ elde edilir. X

Bu semantige gore CP’ de gegerli ancak IPC’ de gegerli olmayan formiil 6rnekleri

verilebilir.

Ornek 6.2.2.3. H = {@,{a},{a,b}} € 9({a,b}) kimesi U ve N islemleri altinda
0 =0 ve 1 ={a,b} seckin elemanli dagilmali bir kafestir. p € P i¢in V(p) = {a}
olsun. O zaman V (—p) = —{a} = @ ‘dir.

Fint 7P — p’ dir clinki
Vim=p=p) =V(=-p) > V(@) =1->V{p)=V({p) ={a} #{a,b} =1
dir.
Fint 2 —p = p’ dir ¢linki
V(=pV==p) =V(=p)VV(=-p) =@ U{a b} =1

dir.
6.2.3. IPC i¢cin Topolojik Modeller

Her formiiltin degerlendirmesi bir agik kiime olacak sekilde, IPC’ nin formiillerini bir
(X, 1) topolojik uzaymnn alt kitmeleri olarak yorumlayacagiz. Onerme degiskenleri

icin V:P — 1 fonksiyonunun formiillere genisletilmesi, yine ayni V kullanilarak,

V:F; - © olarak tamimlanacaktir. ¢,y €F; icin V(o AY) =V(p)NV() ve
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Vipvy) =V(p)Uu V() kiumeleri T kiimesine aittir. Ancak V(¢ — 1) kiimesi
X =V(p))uV(@) gibi tanimlanirsa, — islemi hatali tanimlanmis olur ¢tinkii
X =V(p)) UV () bir agik kiime olmayabilir. Uygun tanim V(p - ¢) = I(X —
V(p)) UV () dir. Nihayet V(L) = @ olmak tzere, V(=¢) =V(p -»1) =I1(X —
V(p)) V(L) =1(X — V(¢)) olarak tanimlanacaktir.

Bir (X, t) topolojik uzay1 tizerindeki V' degerlendirmesi altinda V(¢p) = X ise ¢
formiilii dogru olarak degerlendirilir. Bu yorum altinda {igiinciiniin olmazlig1 yasasi
gecerli degildir. Gergekten, R™” deki bir ¢ acik kiimesi (6rnegin bir agik yuvar) ne ¢
ye ne de tiimleyeninin i¢ine, I (R™ — ¢), ait noktalardan olusan bir sinira sahiptir; bir
sinir noktasinin her komsulugu ¢ nin ve tiimleyeninin noktalarini igerir.

Bir topolojik model bir M = (W, R, V) uglisidiir.

Teorem 6.2.3.1. (Saglamlik Teoremi) y,; ¢ ise 0 zaman ¢, her M = (W, R, V)

topolojik modelinde dogrudur.

Kanit. Once MP kuralmin gegerliligi korudugunu gésterelim: V(@) = X ve V(¢ —
Y)=Xise V(y) = X’ dir. Ama bu aciktir: V(¢ =) =1(X—-V(p)) UV (@) =
I(X-X)uV)=I@)UuX=0UX=X.

IPC’ nin aksiyomlarindan sadece ¢ — (i — ¢) aksiyomunu degerlendirelim; kalan
aksiyomlar benzer sekilde calisilir. Gostermemiz gereken V(g —» (Y — ¢)) =X
oldugudur. Oncelikle V(@ - (3 > @)) € X agiktir. Diger kapsama icin —
gerektirmesinin yorumunu ve [ i¢ operatoriiniin monotonlugunu (yani A € B ise

I(A) € I(B)) kullanmak yeterlidir.
Vip-> @ —-9)=I1X-V(@)UVE - )
=IX =V(e)UIX -V(@) uV(e)
21X -V () VV(p)
=)'¢

olup, V(¢ » (¥ » ¢)) = X dir ve ¢ = ( — @) aksiyomu bu semantik altinda
gecerlidir. X

Okur (- W-x)->(p—>Y)—>(p—y) aksiyomunun gegerliligini

denetlemek isteyebilir!)
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IPC’ nin topolojik semantige gore tamhigini ilk kez ifade eden ve kanitlayan

McKinsey ve Tarski (McKinsey ve Tarski, (1944)’ dir.

Teorem 6.2.3.2. (Tamhik Teoremi) Her n > 1 icin Fp,, ¢ ancak ve ancak standart

topoloji R™ tizerindeki her V degerlendirmesi i¢in V(@) = R™’ dir. X
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SONUC

Bu tezde temel modal dnermesel dil bazinda normal ve normal olmayan lojikler i¢in
bagintisal, topolojik, komsuluk ve cebirsel semantikleri verilmis ve sonunda

aralarindaki iligkiler ortaya ¢ikarilmistir.

Temel modal 6nermesel dile V ve 3 niceleyicilerinin dahil edilmesi ile olusturulan
birinci mertebe dil i¢in niceliksel modal lojikler tanimlanir ve semantikleri ¢aligilir.

Bu konuda (Fitting ve Mendelsohn, 1998) kaynagina bagvurulabilir.

Temel modal dnermesel dilin O ve ¢ operatdrleri ¢ok arglimanli tanimlanarak modal
lojigin bir genislemesi elde edilebilir. Bu, genelde, dinamik lojiklere yol agar (Harel,

Kozen ve Tiuryn, 2000).

Calisilan bir diger lojik, temel modal Onermesel dil tizerine kurulu Sezgisel
Onermeler Lojigi (Intuitionistic Propositional Logic)’ dir. Bu lojigin semantik
calismasi i¢in (Polat ve Terziler, 2018), (Brown., 2014) ve (Moniri ve Maleki, 2015)

kaynaklarina bagvurulabilir.

Nihayet ifade edilebilirlik giicii (expressivity power) agisindan modal lojigin bir
diger genislemesi olan Melez Lojikler (Hybrid Logics) 6nemli arastirma alam

sunmaktadir. Bunun i¢in (Areces ve ten Cate, 2007) kaynagina bagvurulabilir.
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