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DIFERANSIYEL DENKLEMLERE DINAMIK DENKLEMLER iLE
YAKLASIMLAR UZERINE

Katipoglu, Gozde
Doktora Tezi, Matematik
Danigsman: Dog¢. Dr. Ahmet YANTIR
Ocak 2020

Diferansiyel denklemler teorisinde niimerik analiz tam ¢6ziimii analitik yollar ile
miimkiin olmayan bir baslangi¢c deger probleminin (veya sinir deger probleminin )
diskretize edilerek fark denklemlerine c¢evrilmesini ve iterasyonlar ile orijinal
problemin yaklasik ¢dziimiine ulagsmay1 hedefler. Burada olusturulan iterasyonlarda

yakinsaklik ¢cok dnemlidir.

Bu tezde diferansiyel bir problem ¢6ziimiine zaman skalas1 dizisi tizerinde tanimli
dinamik denklemlerin ¢oziimlerinin dizisi ile yaklasmay1 hedefledik. "T,, zaman
skalalar1 dizisi T ‘ye yakmsiyor ise T,, lizerinde tanimlanan dinamik denklemlerin
¢Ozlimlerinin olusturdugu dizi T iizerindeki problemin ¢oziimiine yakinsar mi?

sorusundan yola ¢ikarak, bu yakmsama i¢in en uygun topolojiyi bulmay1

amacladik.

T zaman skalasi, R reel sayilar kiimesinin kapali bir alt kiimesi oldugundan R
tizerindeki kapali kiimeler topolojilerini ele aldik. Cesitli kapali kiime topolojilerini
inceledik ve Kuratowski topolojisine gore yakinsakiligin diferansiyel problemlere
dinamik problemler ile kurulmus olan niimerik algoritmalar gelistiren tiirde bir
yakinsakilik oldugunu gosterdik. Tezin son bdliimiinde g¢esitli zaman skalalar1

dizileri lizerinde dinamik denkemler i¢in 6rnekler verilmistir.

Anahtar sozciikler: Siirekli bagimlilik, Zaman skalasi, dinamik denklemler,

yaklasik ¢Ozlimler



ABSTRACT

ON APPROXIMATION TO DIFFERENTIAL EQUATIONS BY DYNAMIC
EQUATIONS

Katipoglu, Gézde
Ph. D., Mathematics
Advisor: Assoc. Prof. Dr. Ahmet YANTIR
January 2020

In the theory of differeantial equations, numerical analysis aims to find the
approximate solution of an initial value problem(or a boundary value problem )
whose exact solution can not be found by analitic methods by discretizing the
problem and iteratively find. For these iterations the convergence has great

importance.

In this thesis, we aim to the solution of a differential poblem by the sequence of
solutions dynamic problems defined on a sequence of time scales. Starting from the
question “ If the sequence of time scales T,, converges to the time scale T, does the
sequence constructed by solutions of dynamic equations on T, converge to the
solution of the dynamic equation on T ?”” we aim to find the most proper topology for

convergence.

Since T is closed subset of real numbers, we consider the closed set topologies on R.
We investigate several closed set topologies and show that Kurotowski convergence
is the best option for approximating differantial problems by dynamic ones.

Kurotowski convergence also extends the numerical algorithms.

Finally we illustrate our results by examples of dynamic equations on several

sequences of time scales.

Keywords: Continuous dependence, time scale, dynamic equations, approximate

solutions.
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BOLUM 1
GIRIS

Fark denklemleri teorisi, matematigin gelismesinden sonra ortaya c¢ikan ilk
teorilerden biridir. Bu teori zamana bagli ayrik olaylarin matematiksel ifadesinde
kullanilmistir.  Birgok doga olaymin ifade edilmesinde fark denklemleri
kullanilmaktadir. Ayn1 zamanda diferansiyel denklemlerin nlimerik ¢oziimlerinde de
kullanilmaktadir. Bu yiizden fark denklemleri teorisi ve diferansiyel denklemler

teorisi birbirine ¢ok yakin ve paralel olarak gelismektedir.

Doga olaylar1 kesiksiz oldugu varsayilan ve zamanim siirekli olarak ilerledigi
durumlarda olusabildigi gibi ayrik zaman dilimlerinde verileri saglayabildigimiz
durumlarda da olusur. Bu iki durumu sirasiyla diferansiyel denklemler ve fark
denklemleri ile modelleyebiliriz. Bunun yaninda olaylarm kendi i¢inde stireklilik ve
stireksizlik hallerinin ayn1 anda varligi bir gergektir. Dolasiyla her problemin
diferansiyel denklemler ya da fark denklemleri ile matematiksel modelini kurmak
miimkiin degildir. Bu yiizden de yeni bir teoriye ihtiya¢ duyulmustur. Iste bu teoriye
‘Zaman Skalas’ denmektedir. (Bohner, Peterson 2003, Garay, Hilger, Kloeden,
2003)

Zaman skalas1 (6l¢iim zinciri) kavramu ilk olarak 1988 yilinda Stefan Hilger
tarafindan doktora tezinde tantilmistir (Hilger, 1988). Hilger’in tez danisman1 Bernd

Aulbach (1947-2005) bu yeni kavramin 3 ana amac1 oldugunu belirtmistir.

1) Siirekli ve ayrik analizin tek cati altinda toplanmasi: Zaman sklasinin bu
birlestirme 06zelligi diferansiyel ve fark denklemlerinin dinamik denklemler adi

altinda toplanmasini saglamistir.

2) Kq ve Cantor Kiimesi gibi sabit sigramali olmayan zaman skalalar1 iizerinde

diferansiyel teorisinin genislemesi.
3) Siirekli problemlerin ayriklastiriimasi.

Yukarida bahsi gegen zaman skalasinda dinamik denklemler finans, kimya, fizik ve

miihendislik gibi bir¢ok uygulamali alanda sonuglar vermistir. (Ahlbrandt, Bohner,



and Ridenhour 2000; Atici, Biles, Lebedinsky 2006; Murray 2002) Teorinin bilim
diinyas1 tarafindan kabul edilmesi ile birlikte 90l yillarda ve 2000°1i yillarin
baslarinda Aulbach tarafindan belirtilmis olan amaglardan ilk ikisi bilim diinyasinin
cok ilgisini ¢ekmistir. Literatiirde ayrik ve siirekli analizde yapilmis olan bir¢ok
calisgma ilk amag¢ dogrultusunda zaman skalasi gatisinda birlestirilmistir. (Hilger
1990; Kaymakgalan, Lakshmikantham ve Sivasundaram, 1996; Hilger 1997;
Agarwal ve Bohner 1999; Bohner ve Peterson, 2001; Agarwal, Bohner, O’Regan ve
Peterson 2001; Bohner ve Peterson, 2003). Zaman skalasinda analiz kavrami
gelistikce diferansiyel denklemler teorisi alaninda yapilan bircok c¢aligma zaman
skalas1 iizerinde daha genel halde sunulmustir. (Aulbach and Hilger 1990; Atici,
Guseinov ve Kaymakgalan 2000; Erbe, Mathsen ve Peterson 2000; Agarwal, Bohner
ve Peterson, 2001; Agarwal, Bohner ve O’Regan 2001; Akin, Erbe, Kaymakgalan ve
Peterson, 2001; Bohner ve Peterson 2001; Guseinov ve Kaymakgalan 2001; Bohner
2004; Cichon 2010) Cok degiskenli analizin de zaman skalasi {izerinde tanimlanip
bu alanda ¢aligmalarin ortaya ¢ikmasi ¢ok uzun siirmemistir. (Ahlbrandt and Morian
2001; Guseinov, Bohner 2004; Jackson 2006; Yantir, Soyoglu 2015)

Bahsi gegen ikinci amag¢ ise zaman skalasinin genisletme amacidir ve quantum
sayilar iizerinde bir¢ok diferansiyel denklem (q-fark denklami) tizerine yapilan

calismalar1 ve uygulamalarini igermektedir.

Aulbach tarafindan en 6nemli amaciin diskretizasyon oldugu belirtilmesine karsin
bilim diinyasi bir siire ilk iki amaca yonelmis ve bu amacgtan uzak durmustur. Biz bu
tezde zaman skalasinin diskretizasyon 6zelligi lizerinde elde ettigimiz sonuglari

paylasacagiz.

Diferansiyel problemlere iliskin sonuglarin fark denklemlerine tagimnmasinda teorik
olarak ¢ok biiylik zorluklar bulunmamaktadir. Ancak tersi asikar degildir. Bu noktada
“stireklilik” kavramindan dolay1 bazi zorluklar ¢ikmaktadir. Bu zorluklar dinamik
denklemler teorisi ile asilabilmaktedir. Ayrica bu teori birgok denklemin hem ayrik

hem de siirekli hallerde incelenmesinden ka¢inmay1 saglamigtir.

Bazi durumlarda siirekli diferansiyel problemler olduk¢a karmasik oldugundan
bunlarm fark denklemi veya zaman skalasinda dinamik denklem olarak diskiritize
edilmis versiyonlar1 {izerinde calismak ve bu denklemlerinde ¢oziimlerini uygun

limitler altinda orjinal problemin ¢o6ziimiine yakinsadigmi gostermek oldukca



faydalidir. Zaman skalasi teorisinin basindan beri bu gercek bilinmesine ragmen
problemin zaman sklasinda dinamik denklemler yardimu ile diskritize edip orjinal
problemin ¢dziimiine zaman skalasindaki denklemin ¢oziimlerinin limiti olarak
yaklasilmasini konusunda ¢aligmalarina ¢ok ge¢ baglamis olmasi ¢ok sasirticidir. Bu
konudaki ilk calismlar yine Stefan Hilger tarafindan baglatilmistir.(Esty, Hilger 2009)
Bu calismasinda Fell topoloji kullanarak yapilan yakinsamanin diferansiyel
problemlere dinamik denklemler ile yaklasimda en optimal yakinsama oldugunu
gostermistir. Daha sonrasinda literatiirde bu konuda birkag ¢alisma daha
yapilmistir.(Garay, Hilger 2001; Garay, Hilger, Kloeden 2003; Duke, Hall ve
Oberste-Vorth 2004; Lawrance, Oberste-Vorth 2007; Garay, Vardai 2007; Garay,
Vardai 2007; Oberste-Vorth 2008; Oberste-Vorth 2009) Son olarak Cichon, Yantir
Hilger’in aksine diferansiyel problemin dinamik denklemler ile yaklasiminda en
uygun topolojinin Kurotowski topoloji oldugunu gostermislerdir. (Cichon, Yantir,

2015)
Burada asagidaki algoritma ile verilen yontem izlenmektedir.

Eger bir T zaman skalasi reel sayilar kiimesi R’ ye (veya baska bir zaman skalas1 S’
ye)  belli manada” yakm ise, bu durumda T iizerindeki dinamik denklemin

¢cOziimiiniin de R’deki diferansiyel denklemin ¢oziimiine yakin olmasi beklenir.
Burada ¢oziimlerin var oldugu kabul edilmistir. Yani gercekte zaman skalalar1
dizisinin R’ ye yakimsak olmasi durumunda ¢dzlimlerin de gercek ¢oziime yakmsak

olmasini bekleriz. (Cichon, Yantir, 2015)

Bu tezde farkli olarak zaman skalas1 i¢in ortak noktalar yerine zaman skalalarmin
yakmsakliginin ele alindigini belirtebiliriz. Yaklasilan zaman skalasi ile kurulan

zaman skalas1 dizisinin bostan farkli kesisimi oldugunu kabul etmek zorunda degiliz.

Bu tezde asil amacimiz dinamik denklemler i¢in en uygun yakimsaklig1
tanimlamaktir. Zaman skalasi lizerinde bu yonde sonuglar olmadigindan 6nerdigimiz
algoritmay1 var olan fark denklemleri algoritmalariyla karsilagtirarak, daha oOnce
tanitilmis olan yakinsaklik tiirlerini birlestirecegiz. Boylece ¢oziimii tek olmayan
problemler i¢in yani fark denklemleri ile ele alinamayan problemler i¢in bile zaman

skalasi ile Onerilen yakinsaklik metodunu kullanacagz.

Daha oncede belirtildigi gibi 3 numarali amaca yonelik literatiirde ¢ok fazla ¢aligma

yoktur. Duke, Garay, Hilger ve Kloeden 2003; Hall ve Oberste-Vorth 2004; Kloeden



2004; Kloeden 2006, Oberste-Vorth 2008; Esty ve Hilger 2009; Oberste-Vorth 2009;
Adamec 2011; caligmalarinda zaman skalalarmin yakinsaklig tizerine bazi sonuglar
elde etmislerdir. Ancak hemen hemen tiim sonuglar kompakt zaman skalalar1 i¢in
verilmis ve Hausdorft yakinsakligi ele alinmistir. Bu kuvvetli bir gerekliliktir ve
keyfi zaman skalasina genisletemez. Duke, Hall ve Oberste-Vorth 2004 Hausdorff
yakinsakligindan farkl tiirde yakinsaklik ele alinmistir. Bu ¢alismada kendileri de bu
tiirde verilen yakinsakligi en iyi segcenek olmadigi belirtmislerdir. Bu yakmsaklik

tanimui ile yapilacak olan yaklasimlarin saglikli olmadig ispatlanacaktir.

Bunun disinda Fell topoloji Esty, Hilger 2009, Oberste-Vorth 2008 ve 2009
makalelerinde tarafindan ele alinmistir. Fakat sasirtici olarak bu sonuglar cok degerli

analizde var olan yakinsaklik sonug¢lariyla aynidir.

Bu tezde R ’nin kapali alt kiimelerinin aileleri iizerindeki topolojilerde
yakinsakliklar karsilastirilmistir. Sonu¢ olarak da Kuratowski yakmsakligin zaman
skalalarmin yakinsakligi icin en uygun se¢im oldugu gorilmiistiir. Bu topolojileri

karsilastiran birgok aciklayici 6rnek sunulmustur. Ozellikle Euler fark denklemleri

Zny1 = Zn + hy f(23)

icin ¢ok faydali olan zaman skalalar1 iizerinde durulmustur. Son olarak verdigimiz
sonuglar1 agiklayan bir 6rnek sunulmustur. Tek ¢oziimii olmayan bu tarzda

problemlerin uygulamasi olarak Cauchy problemi ¢oziilmiistiir.



BOLUM 2
ZAMAN SKALASINDA TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde zaman skalasi kavraminm bu tez i¢cin gerekli tiim tanim ve teoremleri
verilmistir. Bu boliimdeki tanim ve teoremler ve zaman skalas1 hakkinda daha detayh
bilgi i¢in okuyucular zaman skalas1 lizerine yazilmis olan (Bohner, Peterson 2001;

Bohner, Peterson 2003) kitaplara bakabilirler.

2.1.Zaman Skalasi1 Uzerinde Operatorler

Tanim 2.1. R reel sayilar kiimesinin herhangi bir kapali alt kiinesine “zaman
skalasr” denir ve T ile gosterilir. Bu kiime {izerindeki metirk R {izerinde tanimlanan
dogal metrikdir. Yani s, t € T i¢in d(s,t) = |s — t| metrigi ele almmustir ve kapalilik

bu metrige gére yorumlanmustir.

Ornek 2.2. R reel sayilar kiimesi, {a} tek nokta kiimeleri, Z tam sayilar kiimesi

Cantor kiimesi zaman skalasia birer ornektir.

Q rasyonel sayilar kiimesi, Q' irrasyonel sayilar kiimesi, kapali olmayan araliklar

zaman skalas1 belirtmez.
Tanmim 2.3. T bir zaman skalas1 ve t€ T olsun. T iizerinde

o(t) =inf{seT;s>t} (2.1)
ile tanimlanan ¢ operatoriine” ileri sigrama operatorii” denir.
Tanim 2.4. T bir zaman skalasi ve t € T olsun. T iizerinde

p(t) =sup{se€T;s<t} (2.2)
ile tanimlanan p operatdriine “geri sicrama operatérii” denir.

Tammm 2.5. (2.1) ve (2.2) kullanarak zaman skalasi elemanlar1 asagidaki gibi

siniflandirilabilir,

e o(t) = tise t € T noktasina sag yogun nokta,

e o(t) > tiset € T noktasina sag sacitlimli nokta,




e p(t) = tiset € T noktasina sol yogun nokta,

e p(t) < tise t € T noktasina sol sacilimli nokta

denir. Sag ve sol yogun noktalar yogun nokta, sag ve sol sagilimli noktalar ise ayrik

nokta olarak adlandirilir.

Tanim 2.6. p: T — [0, o) olmak {izere
no) =o( —t
ile tanimlanan p fonksiyonuna “tanecik (grainess) fonksiyonu “ denir.
Ornek 2.7.
(i) Eger T = Z alinirsa her t € Z i¢in
o) =inflseT;s>t}={t+1,t+2,t+3,..}=t+1
elde edilir. O halde u(t) = o(t) — t = 1°dir. Ayrica
p() =sup{s€Z;s<t}={t—1,t—2,t—3,..}=t—1
olarak bulunur. O halde Z’nin her noktas1 ayriktir.
(ii) Eger T = R alinirsa her t € R i¢in
o) =inflse R;s>t}=(t,o0) =t
elde edilir. Benzer seklide
p(t) =sup{seR;s<t}=(—oo,t) =t

olur. T =R oldugunda o(t) = p(t) =t oldugundan T ’nin her noktasi yogun
noktadir. Dolayistyla p(t) = 0 elde edilir.

(iii) T = {2™: n € Z}U{0} kiimesi diistinelim. Yigilma noktasi olan "0" kiimeye
dahil oldugu i¢in T bir kapali kiimedir.

t # 0 i¢cin t = 2" olacak seklide In € Z vardir. Bu durumda t € T ise
o(t) =201 =2.2" = 2¢
olarak bulunur. Benzer seklide
1
t)=2""1 =t
p(D) >

olur. “0" noktasi harig her t € T noktas1 i¢in p(t) = o(t) — t = t’dir. Benzer sekilde



t

p(t) = 5

oldugundan "0" noktas1 digindaki her nokta ayrik noktadir.

Uyan 2.8. Ornek 2.7. (i) ve (ii) goriilecegi iizere pu(t) fonksiyonu sabit olabilecegi
gibi (iii) de de t'ye bagl bir fonksiyonda olabilir.

2.2. Zaman Skalasi1 Uzerinde Tiirev

Tanim 2.9. Zaman skalasinda A — tiirevi tanimlayabilmek i¢in T’'den elde edilen A —
tiirevlenebilirlik bolgesi TX bdlgesi
T* = {T —maxT, maxT < o ve max sol sagilmis ise
LT , diger durumlarda

(2.3)
ile tanimlanuir.

Tamm 2.10. f: T —» R fonksiyonu verilsin t € TX olsun. Verilen her £ > 0 igin t’nin
bir U (36 >0 icinU = (t— §,t+ 6) N T olacak sekilde) komsulugu var ve her
s € U i¢in

|f(o(©) — £(s) — 2 () (V) — 5)| < elo(®) —s| (2.4)

esitsizligi saglaniyorsa f2(t) degerine f fonksiyonunun t-noktasindaki A — tiirevi

denir.

Tanim 2.10°da verilen (2.4) esitsizligi pratikte ¢cok uygulanabilir degildir. s = t
giderken limit alindiginda zaman skalasi iizerinde (2.3) ile tanimh tiirevlenebilirlik

bdlgesinden alinan her t noktasi i¢in (2.4) esitsizliginden agagidaki delta tiirev tanimi

elde edilebilir.

Tamim 2.11. f: T —» R fonksiyonu verilsin t € TX i¢in

f(a(t)—f(s)

lim s-t o(t)-s (2.5)

s#o(t)

limiti mevcut ise bu limite f fonksiyonunun t noktasindaki A — tiirevi denir ve f2(t)

ile gosterilir.

Zaman skalasi tizerinde A —tiirevi, R ilizerindeki siirekli tiirev ve Z tlizerindeki ileri

fark tiirevinin genel halidir. Gergekten



T = R durumunda o(t) = t oldugu daha 6nce verilmisti. Bu durumda

() = g CD =0, (0216

s>t og(t)—s  sot ot

=f'(t)

bulunur.

T = Z durumunda o(t) = t + 1 ‘dir. O halde

f(a(t)) — £(s) i f(t + 1) — f(s)

fA(t) =i
® it o(t) —s S t+1—s

=ft+1)—f1)=4f®)

elde edilir.

Ornek 2.12. Tamm 2.10. uygulanirsa : T - R tamimli olan f(t) = a sabit

fonksiyonu i¢in f2(t) = 0 olur. Gergekten € > 0 ve s € T i¢in
[f(o(t)) — f(s) — 0.(a(t) — s)| < ela(t) —s|
[f(a(t)) — f(s)| < elo(t) — 5|
la —al < ¢glo(t) —s|
0 < glo(t) —s|

esitsizligi her € > 0 i¢in saglanir. O halde f2(t) = 0°dir. Bu sonu¢ Tanim 2.10. ‘dan
da rahatlikla gosterilebilir.

Ornek 2.13. T > R f(t) =t ise f2(t) = 1 olur. Ger¢gekten € >0 ve hers € T
icin

[f(c(®) —f(s) — 1. (o () — s)| = [o(D) —s — (o(t) —s)| = 0 < ¢lo(D) — s
esitsizligi her € > 0 i¢in saglanir.
Ornek 2.14. h >0 ig¢in T = hZ = {nh:n € Z} zaman skalas: iizerinde f(t) = t?

fonksiyonunu ele alalim.
ot)=inf{seT;s>t}={t+nh:neN}=t+h
bi¢ciminde elde edilir. Bu durumda, Vt € hZ noktasi i¢in

flo()) —f() f(t+h)—f(t) t*+2th+h?>—t*> 2th+h’

O - - =—F—=2t+h

fA(Y) =

bulunur.



Zaman skalasinda tiirev ile siireklilik arasindaki iliskiler asagidaki teoremle ifade
edilmistir.
Teorem 2.15.f: T — R bir fonksiyon ve t € TX noktasinda A —tiirevlenebilir olsun.

Bu durumda ifadeler dogrudur:

() f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir ise f fonksiyonu t noktasinda

sureklidir.

(if) f fonksiyonu t noktasinda siirekli ve t noktasinda sag sagilmis ise f fonksiyonu t

noktasinda tiirevlenebilirdir ve

fo(t)) — f(t)

fA(D) =
Q)
saglanir.

(iii) t sag yogun olmak iizere f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir olmasi igin

gerek ve yeter kosul

__f(t) —£(s)
lim——

s>t t—s

limitinin var olmasidir. Bu durumda

o) 1y O~ 19

s>t
olarak bulunur.
(iv) ffonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir ise
f(a(t)) = £(t) + p(t) FA(L)
elde edilir.
A —tiirev ile ilgili baz1 kurallar agagidaki teoremde ifade edilmistir.

Teorem 2.16 f,g: T — R fonksiyonlar1 ve t € TX A —tiirevlenebilir olsunlar. Bu

durumda asagidakiler gerceklesir.
() o B € Rolmak iizere af + Bg: T — R tiirevlenebilir ve
(af + Bg)A(D) = of (D) + Bg™(V)
yani A —tiirev dogrusal bir operatordiir.

(i) f.g: T - R tirevlenebilirdir ve



(£.2)%(®) = fA([Og®) + fo((D)g(®)
= f4(Dg(c(®) + f(Dg* (V)

ile ifade edilir.

f
(iii) Eger g(t)g(o(t)) # 0 ise g fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve

£ FA®e® — ()8 ()
(6 ©=—sose®

ile verilir.

Tanim 2.17. Bir f: T - R bir fonksiyon sag yogun noktalarindaki sagdan limiti var
(sonlu) ve sol yogun noktalardaki soldan limiti var (sonlu) ise f fonksiyonuna

“regulated fonksiyon” denir.

Tanim 2.18. Bir f: T — R bir fonksiyon T’nin sag yogun noktalarinda siirekli ve sol
yogun noktalardaki soldan limite sahip ise f fonksiyonuna “sag yogun siireklidir”

denir. T ‘den R’ye taniml1 rd- siirekli fonksiyonlarin kiimesi C.4(T, R) ile gosterilir.
f € Crq(T,R) ve f2(t) € C.4(T, R) ifadelerini saglayan fonksiyonlarin olusturduklari
kiime ise C}4(T, R) ile gosterilir.

2.3.Zaman Skalasinda Ustel fonksiyon

Tanmmm 2.19. Eger her t € T igin 1+ u(t)p(t) # 0 sartim1 saglanirsa p: T —

R tanimlanan fonksiyona “regresif” denir.

Tamim 2.20. Eger p € R ise iistel fonksiyon

ep(ts) = exp ([} 5. (®(M)A:) s,teT

ile tanimlanir. Burada §,,(;) silindirik doniistimii

1
—Log(1 h), h>0
yA , h=0

ile verilir.
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BOLUM 3
ZAMAN SKALASI DiZILERININ KAPALI KUMELER
TOPOLOJILERILERINE GORE YAKINSAKLIGI

Bu bolimde kapali kiimeler iizerindeki topolojileri inceleyecegiz. Fell topoloji,
Hausdorff topoloji, Vietoris topoloji tanimlar1 ve 6zellikleri ile ele alinacaktir. Kapali
kiimeler topolojileri i¢in daha detayli bilgiler Beer tarafindan verilmistir. (Beer,

1993)

T zaman skalast R’nin kapali bir alt kiimesi oldugundan CL(R)’nin elemanidir.
Dolasiyla diferansiyel denklemlerle dinamik denklemlerle yaklagimlar i¢cin gerekli
olan yakmsakiliklar kapali kiimeler topolojileri iizerindeki yakinsakliklar ile

incelenebilir.

Bu yaklasim su ana fikir altinda yiirtitiilecektir: T,,, T zaman skalasina yakinsayan
bir zaman skalasi1 dizisi olsun. Bu durumda bir T zaman skalas1 iizerinde verilen
problemin ¢oziimii i¢in problemi T,,, zaman skalas1 iizerinde ¢ozerek bu ¢oziime
orijinal problemin ¢odziimiiniin yaklagik ¢0ziimii olarak davranacagiz. T zaman
skalas1 tizerinde ¢Oziimiin varhigi bu yaklasim i¢in on sarttir. (Teklik gerek sart
degildir.) Diger yandan T zaman skalasina yakinsayan T,,, zaman skalasi dizisini
olusturabilmemiz i¢in yakinsamay1 ele aldigimiz topolojinin metriklenebilir olmasi

veya sadece kiimeler dizisini kontrol edebilmemiz gerekmektedir.

Kapal1 kiimeler iizerinde bircok topoloji mevcut olmasmna ragmen literatiirde bu
alanda yapilan az sayida topolojiyle kisitlanmis durumdadir. Kapali kiimeler
topolojiler hakkinda detayl bilgi (Kuratowski 1966 ve Beer 1993) tarafindan yazilan
kitaplarda bulunabilir.

Biz bu tezde zaman skalalar1 dizilerinin topolojik yakinsamasi yerine dizisel
yakinsamasini inceleyecegiz. Bu amacgla zaman skalasi dizilerinde yakimsaklik

iizerine literatiirde yapilan ¢aliymalaridan bahsetmekle baglayacagiz.

3.1.Temel Kavramlar ve Hausdorff Topoloji

Tamim 3.1. M’nin bos olmayan, kapali tiim alt kiimeleri CL(M) ile gdsterilsin ve

X,Y,Z € CL(M) ve a,b € M olsun. d, M kiimesi tizerinde bir metrik olmak tizere

(i) B(a,r) ={b € M:d(a,b) < r} kiimesine a merkezli r yar1 ¢apli agik yuvar,
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(i) B[a,r] ={b € M:d(a,b) < r} kiimesine a merkezli r yar1 gaph kapali yuvar ,
(ii)) N (X) = {y € M:d(y,x) < ¢, x € X } kiimesine X’in e-komsulugu

(iv) HX,Y) =inf{e > 0: X c N.(Y) ve Y c N(Y) } seklinde tanimlanan
uzakliga “Hausdurff uzakligi” denir.

Tammm 3.2. d, M kiimesi lizerinde bir metrik ve X € M olsun. y noktasmnin X

kiimesine uzaklig1

dist(y,X) = inf{d(y,x): x€X, y € M}
3.1)

ile tanimlanuir.

Tanim 3.3. (M, d) bir metrik uzay ve X,Y c Malt kiimeleri igin
eq(Y,X) = sup{dist(y,X); y € Y}
(3.2)

ile tanimlanan uzakhiga “excess” denir. eq(¢dp,X) = 0 olarak kabul edilir. Eger
metrik agik olarak verilmis ise eq(Y,X) = sup(dist(y,X); y € Y) formulasyonu

kullanilir. Diger durumlarda excess
e(Y,X) =infle >0: Y c N.(X)} (3.3)
ile tanimlanir.
Ozellik 3.4. Tanim 3.3 kullanilarak asagidaki 6zellikler verilebilir.
(i) e(A B) #e(B,A),
(i) Y;cY, =eq(Y,X) < eq(Yy,X),
(i) YcX =2e4(,X)=0,
(iv) Y simirsiz ve X sinirli = e4(Y,X) = oo.
Ispat. (Beer, 1993)
Asagidaki 6rnek ile Ozellik 3.4. agiklayalim:
Ornek 3.5. Excess tanimmin simetrik olmadigm1 gosterelim.
A = [0,5] ve B = [5.6] kiimeleri igin excess tanimii kullanirsak
e(A, B) = sup{inf{d(y,x), x€[5.6]}; y€[0,5]} =5
e(B,A) = sup{inf{d(y,x), x€[0,5]}; ye[5.6]}=1
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sonuglarmi elde ederiz. Buradan
e(A,B) # e(B,A)
oldugu goriiliir. Yani excess simetrik olmayan bir uzakliktir.

Y=[-nn], X =R kimeleri i¢in Y c X oldugundan e4(Y,X) = 0 elde edilir.
Ayrica (3.2) denkleminden

eq([—n,n],R) = sup(dist(y,R); y € [-n,n])
= sup{(inf dist(y,X); x € R),y € [-n,n]}

bulunur. Bu durumda Y kiimesinin ve x € R noktasinda olan uzakliginin infumum
degeri 0 olur. Gergekten x € R igin x =y se¢imi yapilirsa eg([—n,n],R) =

0 oldugu gortiliir.
Y = Rve X = [—n, n] segelim. (3.2) denkleminden
eq(R, [—n,n]) = sup(dist(x,[—n,n]); x € R)
= sup{(infd(x,y); y € [-n,n] ),x € R}

bulunur. Bu durumda x R de herhangi bir nokta oldugu i¢in istenildigi gibi egcilebilir.
Bu da y € [—n,n] ve X arasindaki uzakligi sonsuz yapabilir. e4(R,[—n,n]) = o

olur.

3.2.Duke, Hall Oberste-Vorth Yaklasim

Zaman skalas1 dizilerinin yakmsaklig1 i¢in bir bagka yaklagim ise Duke-Hall ve

Oberste-Vorth tarafindan onerilmistir. (Duke, Hall, Oberste-Vorth (2004), Tanim 22)
Tanmim 3.6 T bir zaman skalas1 olsun. Eger

oT,cT; vn €N

eT,cCcT, -

o Uy T, =T
sartlar1 saglaniyor ise {T,} dizisi T‘ye yakimsar denir ve T,, » Tile gosterilir.

Yazarlar caligmalarinda yukarida tanmimladiklar1 yakinsakligin zaman skalasi
dizilerinin yakinsaklig1 i¢in en dogru se¢im olmadigini kendileri de belirtmislerdir.

Tanim 3.6 Kuratowski limit tanimina benzemesine ragmen dogru bir tanim degildir.
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Omegin T, = [-n,n] secersek US_; T, # R elde edilir. Dolayisiyla iigiincii sart

saglanmamaktadir. Ama T,, = [—n,n] dizisi reel sayilar kiimesine yakmsaktir.

Bir diger 6rnek olarak T, = [%, 1- %] zaman skalas1 dizisini ele alirsak

0

-2 o

n=1

bulunur yani acik kiimedir. Dolayisiyla bir zaman skalas1 degildir. Dolayisiyla bu

tiirde bir yakinsaklik Kuratowski yakinsakliginin dogru olmayan bir formudur.

3.3.Vietoris Topolojisi Yaklagimi

Zaman skalalar1 dizilerinin yakmsakligi i¢in bir diger yakmsaklik Vietoris

topolojisine gore yakinsakliktir..
Tanim 3.7. X bir topolojik uzay olsun. Uy, ..., Uy € X i¢in;
<U,..,Ux >={F:F € CL(X),F CU¥U,FNU, #0,..,F N Uy % 0}

ile tanimlansin. Burada iki 6zel durum su sekilde tanimlanir.

UcXicin< U >={F:F € Cl(X),F c U}
ve

<UX>={F:FecCl(X),FnU # ¢}.

O halde;

< Uy, .., U, >=<UkU; >nk < U, X >

esitligi elde edilir. CI(X) kiimesi {izerinde < U > ve < U,X > formundaki tiim

kiimelerin acik oldugu en kiiciik topolojiye “Vietoris topoloji” denir.

Esty, Hilger (Esty N., Hilger S.,2009) ve Oberste-Vorth (Oberste-Vorth R., 2008 ve
Oberste-Vorth R., 2009) Vietoris topolojiye gore yakinsakligi incelemislerdir. Ancak
asagidaki uyarilarda da belirtildigi gibi Fell topolojinin zaman skalalar1 dizileri i¢in
daha uygun bir se¢im olmasindan dolayr calismalarini Fell topoloji iizerine
yogunlagtirmislardir. Asagida verilmis olan wuyar1 sebebiyle c¢alismalar Fell

topolojisine kaydirilmastir.
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Uyan 3.8. (Beer 1993) Vietoris topoloji X kiimesinin kapali alt kiimeleri ailesi
iizerinde Vx € X i¢in A — dist(x,A) fonksiyonunun siirekli oldugu en zayif
topolojidir.

Uyan 3.9. Kompakt uzaylar {izerinde (smirli zaman skalalar1 i¢in) Vietoris topoloji

ve Fell topoloji denktir.

Vietoris topolojinin kompakt uzaylar i¢cin Kuratowski topolojisine de denk oldugu

tezin ilerleyen kisimlarinda da belirtilmistir.

3.4. Fell Topolojisi Yaklasimi

Son olarak; Fell topoloji Esty ve Hilger (Esty N., Hilger S., (2009)) tarafindan ele
almmistir. X topolojik uzayr olsmn. Cl(X) Tlzerinde Fell topolojisi asagida
tanimlanmis iki kiime ailesi tarafindan iiretilir ve literatiirde hit&miss topoloji olarak

da adlandirilr.

A" ={B€2X:BnA+ 0} (Hit topoloji)
(3.4)

ve
AT = {B € 2X: BcA} (Miss topoloji) (3.5)

Tamim 3.10. W X acik alt kiime olmak tlizere, W™ agik alt baz tarafindan iiretilen

topolojiye 2% iizerindeki alt Fell topoloji denir.

Tamm 3.11. Cc X’in kompakt tiimleyeni olmak tizere, C* agik alt baz1 tarafindan

tiretilen topolojiye 2% tizerindeki dist Fell topoloji denir.

Tamim 3.12. X bir topolojik uzay ve A bir sirali kiime olsun. A’dan X’e taniml1 her

fonksiyona ag (net) denir.

Kaba haliyle net bir dizinin genel halidir. Netler iki farkli limite yaksayabilir. Bu
sebeple yerel kompakt uzaylar dismnda Fell topolojisi se¢cimi dogru bir se¢im
olmayabilir. Ancak tiim zaman skalalar1 yerel kompakt uzay oldugundan zaman

skalas1 lizerinde Fell topoloji ile ¢alismak dogru bir se¢im olabilir.

Ancak yukarida verilen tanimlar, kiimelerin yakmnsakhigin1  gosterirken

uygulanabilirligi ¢ok zor olan tanimlardir. Ancak Beer (Beer (1993)) ve Esty, Hilger
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(Esty N., Hilger S., (2009),) tarafindan agsagida verilen 6nerme ile Fell topolojideki

yakinsaklig1 kiimelerin excess’i cinsinden hesaplanabilir.

Onerme 3.13. R 'nin kapali alt kiimelerinin dizisi A, Fell topolojiye gore A

kiimesine yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart VK < R igin;

lim e(KNAA,) =0 ve lime(KNA,,A) =0
n—oo

n—-oo

olmasidir.
A = R durumunda Onerme 3.13’{in 2.sart her zaman saglanur.

Duke, Hall ve Oberste 2004; Esty, Hilger 2009; Kulik, Tindel 2008; Oberste-Vorth
2008; Oberste-Vorth 2009; Adamec 2011 tarafindan ele alinan problemler i¢cin Fell
topolojinin en uygun se¢im oldugu Onerilmistir. Fakat biz Kuratowski yakinsakligin

daha dogru se¢cim oldugunu, bu prosediirii basitlestirerek ispatlayacagiz.

Yakmsak zaman skalalarinin bazi 6zellikleri ve bunlarla ilgili 6rnekler literatiirde
bircok yazar tarafindan ele almmistir (Esty, Hilger 2009; Oberste-Vorth 2008;
Oberste-Vorth 2009 Ademec 2011)

3.5.Kuratowski Toploloji Yaklasim

Kuratowski-Painleve yaklasiminda yakinsaklik ¢ok-degerli analizdeki, ¢ok degerli
fonksiyonlarin alt ve iist yari-siireklilik Ozelliklerine baghdir. Bir diferansiyel
problem i¢in ¢6ziim kiimeleri ¢ok degerli fonksiyon olusturdugundan, bu tiirde bir

yaklasim ¢ok dogal bir yaklasimdir.
Kuratowski yakinsaklik asagidaki gibi tanimlanmaistir.
Tamim 3.14. X bir kiime, (4,) ise X in alt kiimelerinin bir dizisi olsun.
Ls A, =limsup A, = Ny_1Upem An (3.6)
LiA, =liminf A, =Up_1Npem 4n (3.7
ile tanimlanan kiimelere sirasiyla (4,,) dizisinin iist limiti ve alt limiti denir.

Ornek 3.15. A, = {1,2,3, ..., n} kiimesinin Kuratowski yakmsakliga gore alt ve {ist

limitlerini inceleyelim. (3.6) ve (3.7) denklemlerinden sirasiyla
limsup A, = N5 _1Up—m An

=N®_,UZ, (1,23, ...,1}
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=Ny_; {{1,2,...,m}u{12,... m+1}u{1,2,...,m+2}U ..}
=Nip=1 N
=N
liminf A, =Upm_ 1N An=Upm—1Np=m {1,2, ..., n}

=Up_; [{1,2,....m}n {1,2,...m+1}n{1,2,...,m+2}n..]
=Up_-;1{1,2,..,m} =N

elde edilir. Dolayistyla

limsupA, =liminf A, =N
elde edilir.

Ornek 3.16. 4,, = {n,n + 1, ...} kiimesinin Kuratowski yakinsakhiga gore alt ve iist

limitlerini inceleyelim. (3.6) ve (3.7) denklemlerinden sirasiyla
limsup A, =Ny 1Upem A =N Un—m inn+1, ...}
=Ny [Imm+1,..Ju{m+1,m+2,..Ju{m+2,m+3,..}U..}
=N imm+1,..}={1,23,..}n{2,34,..}n..=¢
liminf A, =Up—1Np—m An
=Up_; [Imm+1,..}n{m+1,m+2,..}Jn{m+2,m+3,..}n..
=Up=10=20
elde edilir. O halde
limsup A, =liminfA, =0
elde edilir.

Tamim 3.17. Eger LiA, = LsA, = A olacak sekilde bir A kiimesi varsa A,, dizisi

A kiimesine Kuratowski anlaminda yakinsaktir denir ve Lim A,, = A seklinde yazilir.

Tanim 3,14’de X uzay1 keyfi bir topolojik uzaydir. Ek olarak X bir normlu uzay ise;

LsA, ve LiA, asagidaki gbi tanimlanabilirler.

Tamim 3.18. X bir normlu uzay ve M,, X uzaymnda bir dizi olsun. (M,,) dizisinin iist

limiti ve alt limiti sirastyla
LsM,, = lim sup M,, = inf,>1SUbpsmM, = infy, sSup{Mpy, My 41, - } (3.9)
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ve

LiM,, = lim sup M,, = sup,s1infpsmMy, = supy, inf{M,, My 41, - } (3.9
ile tanimlanur.
Ornek 3.19. M,, = {(—1)™ n€ N} kiimesini ele alam. LsM,ve LiM,, degerlerini
(3.8) ve (3.9) formiilleri yardimiyla hesaplayalim.

LsM,, = lim sup(—1)" = infy,51SUPpsm (—1"
= infp,sup{(—1)™, (=)™, ..} = inf,sup{-1,1} =inf1 =1

Benzer sekilde

LiM, = lim inf (—1)" = supys1infpsm (1"

= supp,inf{(—1)™, (—1)™*1, .} = supp,,inf{—1,1} = sup(—-1) = —1

bulunur. Bu durumda M, = {(-1)": ne N } Kuratowski anlammda yakinsak
degildir.

Ornek 3.20. M, = {=—: ne N} olsun. LsM,ve LiM,, degerlerini (3.8) ve (3.9)

n+1-"

formiilleri yardimiyla hesaplayalim.

. n . n . m m+1
LsM, = lim sup— = in su — = inf,,sup{—,——, ...
n Py = Mfma1SUPnem 7 = fmsup{, 707 0

=infpl=1

bulunur. Benzer sekilde

. . n n m m+1
LsM, = lim inf — = su [ — inff— —= ..
n fn+1 pmzllnfnzm n+1 Supmlnf{m_l_l’m_l_z’ }
=su ™ = su {123 }—1
= SUPm i T SUP IS T

elde edilir. Bu durumda M, = {ﬁ: n€ N } kiimesi Kuratowski anlaminda {1}

kiimesine yakinsar.

Ornek 3.21. M,, = {n:n € N } olsun.

LsM, = limsup n =infs;Suppsyn = infysupim,m+1,m+ 2,...}
= inf,,0 = o

ve benzer sekilde
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LiM,, = lim inf n = sup,s1infpsmn = suppinfimm+1,m+2,..}
= Supy, (m) =
elde edilir.

Tanim 3.14 keyfi topolojik uzaylar i¢cin iken Tanim 3.18 normlu uzaylar igin
verilmistir. Literatiirde ¢ogu makalede metrik uzaylar i¢in Tanim 3.18 Kuratowski

yakinsaklik olarak ele alinmistur.

Genel olarak Kuratowski yakinsaklik topolojik bir yakinsaklik degildir. (Mrowka,
1970),

Tanim 3.22. Bir X topolojik uzay1 eger sayilabilirligin 2.aksiyomunu sagliyorsa yani
X’nin X’e ait herhangi bir alt kiimesi U,{U;};2;, acik kiimeler ailesinin birlesimi

olarak yazilabiliyorsa, ikinci sayilabilirdir.

Teorem 3.23. Eger X bir T, uzay ise Kuratowski yakisaklik topolojik yakinsakliktir
(Mrowka, 1970).

Tamim 3.24. X bir topolojik uzayr olsun. Eger X’ in her noktasinin kompakt

komsulugu varsa X’e yerel kompakt denir.

Tamim 3.25. X iizerindeki topoloji T bir metrik tarafindan iiretiliyorsa X ’e

metriklenebilir topolojik uzay denir.

Reel sayilar kiimesi Hausdorff uzay ve yerel kompakt oldugundan bu tiirde

metriklenebilir topolojik uzaydir (Beer, 1985).

Teorem 3.26. (Beer, 1993) X uzaymin kapali alt kiimeleri ailesi lizerindeki Fell
topolojisinin metriklenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart X uzaymin yerel

kompakt ve ikinci sayilabilir olmas1 gerekir.

Dolayisiyla zaman skalalar1 reel sayilar kiimesinin kapali alt kiimeleri oldugundan
Teorem 3.26 geregi netler yerine zaman skalalar1 dizileri ele alabilir. Bu yaklagim,
literatiirde Duke, Hall, Oberste-Vorth, 2004 ve Esty, Hilger, 2009 tarafindan
kullanilan bir yaklagimdir.

Teorem 3.27. CI(R) uzaymda T,, dizisinin Fell topolojisine gore S’ye yakinsamasi

icin gerek ve yeter sart her K c R kompakt kiimesi i¢in;

lime(KNS, T, =0 (3.10)

n—-oo
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lime(KNT,,S) =0 (3.11)

n—oo

sartlarinin saglanmasidir.

Ayn1 zamanda yukaridaki teorem Esty ve Hilger’in (Esty, Hilger, 2009) neden netler

yerine dizileri kullandigini agiklar.

Teorem 3.27’un diziler yerine netleri kullanan hali Beer (Beer, 1993) tarafindan
verilmigstir. (Esty, Hilger, 2009) Teorem 3.27 ile Beer’in sonuglarim1 daha

kullanilabilir hale genellemislerdir.

Sonug¢ 3.28. (X, d) bir metrik uzay ve A c CL(X) olsun ve (4;)  CL(X) de bir net

olsun. Bu durumda

A= llTI’lA)L

TF
olmasi i¢in gerek ve sart her X in her kompakt K alt kiimesi i¢in;

llimed(A NK,A;)=0 (3.12)

ve
ll/{ned(A;L NK,A)=0 (3.13)

olmasidir.

Kuratowski yakinsaklik i¢in dizilerin baz1 6zelliklerini verelim. Bu 6zellikler netler
icinde tanimlanabilir ancak bizim problemimizde netler i¢in olan sonuglar gerekli
degildir.

Zaman skalalar1 dizilerinde yaklasim ozellikleri i¢in hem Fell topoloji hem de

Kuratowski topoloji uygundur. Fakat Kuratowski topoloji daha kolay ve kullanisgl
oldugundan bu tezde Kuratowski topolojiyi kullandik.

7z 1le X iizerindeki Fell topoloji ve 7x ile de X lizerindeki Kuratowski topolojiyi

gosterelim.

Yardimer Teorem 3.28. (Nogura, Shakhmatov D., 1996) Herhangi bir X topolojik

uzayl i¢in 7p C 7% ‘dir.

Kapal1 kiimeler iizerinde i¢in Fell ve Kuratowski topolojilerinin denkligi Beer (Beer,

1993) tarafindan verilmistir.
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Onerme 3.29. X yerel kompakt topolojik uzay olsun. X’in kapali alt kiimelerin
dizisinin Fell topolojiye gore yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart Kuratowski

topolojiye gore yakinsak olmasidir. Bu durumda limitler ¢cakisiktir.

Asagida Beer (Beer, 1993) tarafindan verilmis olan dnermenin 6zel hali verilmistir
(Esty, Hilger, 2009). Bu Onerme ayrica Hilger’in doktora tezinde bahsedilen

sonuglarindaki kompakt kiimelerin 6nemini ortaya koyar.

Onerme 3.30. (4,,), X yerel kompakt metrik uzaymm kapali kiimeler dizisi olsun.

Asagidaki ifadeler denktir.
[K1]: A < LiA,, ve X’in (her kompakt K alt kiimesi) i¢in Ls(K N A,)c A’dir.
[K,]: A,, Fell topolojiye gore A kiimesine yakinsar.

Uyan 3.31. Kompakt kiimeler i¢in Fell topoloji ile Hausdorff topoloji denktir. (Beer,
1993)

Uyar1 3.31 sonlu zaman skalalar1 i¢in neden Hausdorff topolojinin yeterli oldugunu

net bir sekilde agiklar.

Beer tarafindan verilen bu sonugtan sonra Adamec (Adamec, 2011) , Garay, Hilger
ve Kloeden (Garay, Hilger ve Kloeden, 2003) ve Kloeden (Kloeden,2006)
calismalarinda elde ettikleri sonuglarda Hausdorff topolojiyi kullanarak zaman

skalalar1 dizileri i¢in yakmsaklik ispatlar1 yapmislardir.

Kuratowski yakinsakliga dizisel denk topolojilerle ilgili sonuglar i¢in (Beer, Lopez,
2010a-2010b) ve kapali kiimeler aileleri tizerindeki topolojiler ile ilgili genel bilgiler
icin (Beer, 1993) kaynaklar1 incelenebilir.

Sabit bir zaman skalasina Kuratowski anlaminda yakimsak bir zaman skalalar1 dizisi
olup olmadigi problemi ise Beer tarafindan verilmis asagidaki sonug ile

cevaplanabilir.

Onerme 3.32. (Beer, 1993) X ikinci sayilabilir Hausdorff uzay1 ve 4, de CL(X)
icerisinde bir dizi olsun. Bu durumda A,,’m Kuratowski anlaminda yakinsak bir alt

dizisi vardir.

Reel sayilar kiimesi R yukaridaki 6nermenin kosullarimi saglar. Yani ikinci sayilabilir
Hausdorf uzayidir. Dolayisiyla zaman skalalar1 da kapali oldugundan T,, € CI(R)

dizisinin Kuratowski anlaminda yakmsak bir alt dizisi vardir. Ozel durumlar igin ele

21



aliman problemi T,, iizerinde kolaylikla ¢ozebilecegimiz T,, zaman skalalar1 dizisi
olusturmaliyiz. Bu tarzda sonuglar orijinal problemin yakimsaklik ¢oztimleri

olacaktir.
Ozel Durum:

Bu bolimde zaman skalalarinin farkli tiirden yakinsakliklarini karsilastiralim.
Karsilastrmalarimizi T,, = h,,.Z, (Euler zaman skalas1 {izerinde yapalim.) h, - 1
durumunda T,, = Z, (Fell topolojide) sonucu Esty ve Hilger (Esty, Hilger, 2009)

tarafindan ispatlanmistir.
Daha ilging olan durum ise h,, = 0 durumudur. Eger
T,=h,Z->R

yakinsamasi gerceklesirse herhangi bir diferansiyel problem fark denklemleri yerine

cok daha genel olan dinamik denklemler ile diskretize edilebilir demektir.

Sezgisel olarak h,, = 0 durumunda bu dizinin R, ’ya gitmesi beklenir (Duke, Hall,
Oberste-Vorth, 2010). Farkli topolojiler i¢cin bu sonucu gergekleyelim ve ele alinan
topolojiler i¢cin yakimsakliklar1 karsilastiralim. Yapacagimiz bu karsilagtirma neden
Kuratowski topolojinin ele alindigini1 ve neden zaman skalalar1 dizileri i¢in en uygun

topoloji oldugunu acgiklayacaktir.

Kolaylik i¢in

secelim, Boylelikle

olacakti. T = R, = [0, +00) zaman skalasina yakinsaklik hangi topolojilere gore

s6z konusu olup olmadigini1 detaylica inceleyelim.
e Hausdorf Topoloji
h(TTLl T) = +OO

oldugundan T, dizisi Hausdorff topolojiye gore T =][0,+o)  kiimesine

yakinsamaz.

e Duke, Hall, Oberste-Vorth Topolojisi
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Duke, Hall, Oberste-Vorth tarafindan verilen tanim (Tanim 3.6) kurgusunda hata

vardir.
1
i = Ton
T,, dizisi artan bir dizidir. Fakat
1
hn = ﬁ

secimi durumunda T, artan olmayacaktir. Ayrica tanimmn 3. kosulu da

saglanmamaktadir. Yani,

1
up—, T, =U;. Z, +R,.

n=1 19n

Bu tanim teorik olarak da dogru degildir. Kapali kiimelerin sonsuz birlesimi kapali
olmak zorunda degildir. O halde bu tanim ile kapali kiimeler dizisi olan zaman
skalalar1 dizisinin sonsuz birlesiminin yine bir zaman skalas1 olugunu sdylememiz

miimkiin degildir. Dolayisiyla (3) kosulunun saglanmasinin garantisi yoktur.
e Fell topoloji

Onerme 3.13 daha kullanihilabilir oldugundan tanim yerine Onerme 3.13’i
kullanalim. Bu aynm1 zamanda Kuratowski ve Fell topolojilerinin denklik sartlarini

ortaya koymamizi saglayacaktir.
Kc R, olacak sekilde keyfi bir kompakt olsun. Bu durumda
KNT=KnR, =K

olacaktir. Excess tanimindan;

1
e(K N T,Tn) = W

elde edilir.

Bu durumda Onerme 3.30’iin ilk kosul saglanmis olur. Simdi ise ikinci kosulun

saglandigini gosterelim. Keyfi A, B kiimeleri i¢in;

“e(A4,B) =0 < AcB‘dr. ” gergeginden hareketle KcT,cT oldugundan
herhangi bir n tam sayisi i¢in e(K N T,,, T) = 0’dr.

O halde Onerme 3.13 geregi
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elde edilir.

Bizim ana sonucumuzun Esty ve Hilger’in (Esty, Hilger, 2009) ana sonucuna olan
avantaji ortaya koymak adina verilen dizinin Fell topolojiye gore yakimnsakligini

direkt Esty ve Hilger’in tanimi1 yardimiyla gosterelim.

V =R, € V* alalim. O halde herhangi bir n € N i¢in T,,c R*cV’dir. Bu ise tim

T,, zaman skalalarinin V*’ya ait olduguna, yani

1

= 1on

Z,

zaman skalalar1 dizisinin {ist Fell topolojiye gore R, ’ya yakmsadigmi gosterir.

Simdi ise alt Fell topolojiye gore yakinsakligi gosterelim. k sonlu olmak tizere
U, U,, ..., U, acik kiimeleri i¢in

R, €Uy nU; Nn...NnUg.
i =12, ..,k i¢cin u; € U; olacak sekilde keyfi wu; noktalar1 secelim. U;’ler acik

oldugundan bu noktalar u; merkezli, §; yarigapli acik yuvarlar U;’lerin alt kiimesi

olacak sekilde §; > 0 sayilar1 secilebilir.
§ =mini=y, k6
ile tanimlayalim .

1
Ton Stfira yakinsak oldugundan vn € N i¢in

1

—= <8

olacak sekilde n* € N sayis1 vardir. O halde Vn > n* ve keyfii = 1,2, ...,k i¢in

1
ul+WSul+5€Ul

elde edilir. Son olarak bu tarzdaki tiim n indisleri igin;

T, Z, €U NU;N..nUg

107

bulunur. Bu ise T, dizisinin R, ya alt Fell topolojiye gore yakinsak olmasi

demektir. O halde ispat biter.
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e Kuratowski Toploloji
Simdi ise Kuratowski topolojiye gore yakinsakligi iki farkli yol ile gosterelim.

[K1] Keyfi x € R, secelim. int(x), x pozitif reel sayisinin tamsayr kismini

gostersnb. O halde
int(x) < x <int(x)+1
esitsizligi saglanir yani herhangi bir n tamsayisi i¢in;

int(10™x) int(10™x) + 1
———<x <
10m 10m

esitsizligi elde edilir.
int(10"x), int(10"x)+ 1 € IN oldugundan;

int(10™x) int(10™x)+1
10" i 0™

€T,

olacaktir. Yukarida verilen iki dizi de x’e yakinsar. (x’in ondalik yaklasimlaridir.) O

halde x € Lim T,, ve sonug olarak T = R, = Lim T, dir.

[K2] Kuratowski yakinsakligi tanim yardimiyla gosterelim.

1
Tn :W.Z-I-

icin T,c T, c IR, dir. Artan dizilerin;
LimT, = i T,
n=1
ozelligini kullanalim. Burada limit Kuratowski anlaminda limittir. Burada kapanis
metrik topolojisine gore alindigindan ayni zamanda dizisel kapanistir. Bu durumda
gostermemiz gereken son kiimenin R, ’ya esit olmasidir. Gergekten keyfi x € R,
aldigimizda, yukarida olusturulan dizi x’e yakmsar. O halde U,-; T, nin dizisel

kapanis1 R, esittir.

3.6.Yakinsakhik Ornekleri

Fell topoloji’nin zaman skalasinda bize verdigi biitiin yakinsamalarmi sagladigmi
kontrol etmek istiyoruz. Bunun i¢in aligilmis metrik ile M = R ve Fell Topolji ile
tiretilmis CL(R) almir. T, R i¢in de kapali oldugundan CL(R) 'nin dogal elemanidir.

Bu durumda kapali kiimeler topolojileri ile ¢aligmak dogaldur.
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Asagidaki orneklerde zaman skalasi dizilerinin Fell topolojiye gore yakinsamalarini

inceleyelim.

Ornek 3.33.

1
T, = {Z t-, ZE€ Z} € CL(R) kiimesi Fell topolojisine gore Z kiimesine yakimsar

ancak Vietoris topolojisine gore yakinsak degildir.
_ . — 1. ={.. 1213
TndIZISl Tl—{Z+1, ZEZ}, TZ_{Z+21 ZEZ}_{ PRPIPY }
Fell
seklindedir. T, thirgy oldugunu gostermek i¢in upper ve lower Fell topolojilere gore

inceleyelim.

Z € V* olsun. V¢ kompakt oldugundan sinirhidir. Bu durumda V¢ < (—r,r) olacak

sekilde r € R* secilebilir.
z €ZN (-r,1) igin
8, =d(z,V°)
sayisini tanimlayalim V¢ kompakt ve z € V oldugundan 6, > 0 oldugu aciktir.
d=min{8,; z€EZN(-r,r)}
olsun % < § olacak sekilde yeterince biiyiik N € N segelim. Bu durumda
|z| = rigin Z+%EV

|z| < rigin Z+l<z+(5<z+8Z
n

elde edilir. Bu durumda z + % € V bulunur.

Fell
(1) ve (ii) ‘den T < V bulunur . O halde iist Fell topolojiye gore T,, i Z dir.

Z€U; NnU; NnU3 ---NUy olsun. i=1,2,--,k icin z; € ZN Uy olsun U; kiimesi
acik oldugundan B (z;, 6;) < U; olacak sekilde §; > 0 vardur.

8§ =min{8;; i=12,--,k }

1
segilirse ve § < 8 olacak sekildle n >N icin T, kiimesini ele alirsak her i =

1 1
1,2,-+,k i¢inzi +~ € Ty ve zi + = € Uj olur. Bu durumda T, € Uy NU; N U3z - N

Uy elde edilir. Yani T,, alt Fell topolojiye gore Z’ye yakinsar.
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Sonug olarak T,, lﬂ Z dir.
Ornek 3.34.
f)=tz={tz;z€Z vet€[0,1]}
tanimlayalim t - 1 durumunda
fO)~Z
yakinsamasi vardir.

Benzer sekilde sirasiyla alt ve {ist Fell topolojiye gore yakinsakliklar1 gosterecegiz.
Z € V' olsun t € (1—6,1]igin f(t) € V* olacak sekilde yeterince kiigiik 6 > 0
sayisinin ~ var oldugunu gostermek istiyoruz. V¢ kompakt oldugundan

V¢ c (—r,r) olacak sekilde yeterince biiyiik r € R* vardur.
|z| = 2r olacak sekilde z € Z secelim Bu sarta uyan her bir z igin
B(z,6,)cV
sartin1 saglayacak sekilde §,secelim ve
A=min{,;z € Z}

seklinde tanimlayalim. Son olarak

5= mi {1 A}
B PR

olarak alalim.

o<

N | =

t=2 % oldugundan ve z € Z elemanlar1 |z| > 2r olacak sekilde
secildiginden [tz| = r elde edilir. Buradan tz ¢ V¢ ise tz € V' dir. Dolayisiyla
f(t) € V* bulunur. |z| < 27 olacak sekilde z € Z elemanlarini ele alalim.

d(tz,z) = [tz — 2] < [2][t = 1]=[zI(t — 1) < [216 < 2r =< A < 6,
elde edilir. O halde T, € B(z, 6,) < V. Bu durumda f(t) € V* yani iist fell topolojiye

gore Z’ye yakinsar.

Alt Fell topolojiye gore yakisakilig1 ispatlamak icin
z€U; NU; NU3 ---NUg olsun. i=1,2,:--,k i¢in z; € Z N U; olacak sekilde z;

secelim ve
B(z;, 8;) c U;
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olacak sekilde &; tanimlayalim. i = 1,2,---,k igin [z;] < r olacak seklide yeterince

biiyiik r € R*segelim.
A= min{8; i =1,2,---,k}

Ve

olarak tanimlayalim. t € (1 — §, 1] i¢in f(t)’yi ele alalim. i = 1,2, ---, Kk i¢in z; € f(t),
A
d(tz;,z;) = |z;d(t, )| < |zt —1| <rd < r <A<LE;
oldugundan tz; € B(z;, ;) c U; elde edilir. O halde tz; € f(t) N U; yani f(t) € UT
bulunur. Bu ise f(t)’nin alt Fell topolojiye gore Z yakinsadigini gosterir.

Teorem 3.35. (M,d) metrik uzay ve X,, X, € CL(M) olsun. X, 'nin X,"a Fell
topolojiye gore yakinsamasi i¢in gerek ve yeter kosul M ’nin tiim kompakt alt

kiimeleri olan K i¢in

limeys(KNXy,X,) =0

n—oo
limeys(KNX,, X)) =0
n—oo

kosullarinin saglanmasidir.

Ispat. (Esty, Hilger 2009)

Baslangicta ilk durum yeterli gibi gdziikmesine ragmen, Excess taniminda simetrik

ozelligi olmadig1 i¢in her ikisi de gereklidir. Bunun i¢in asagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 3.36.

CL(R) iizerinde tanimh Xp = (—00; —ﬂ U{1} dizisini ele alalim. Bu dizi (—oo,0]
kiimesine Fell topolojiye gore yakinsar gibi goziikse de yakinsak degildir. Bunun i¢in

Teorem 3.35’in birinci durumu gosterelim. X, dizisinin elemanlar1
1 1
X, = (=00, —1]U{1}, Xz = (=00, = 1| U1}, X5 = (o0, = U1} , ..

olmak iizere [~k 0] € (—00. —%) U {1} oldugundan dolay1 Ozellik 3.4.’in iiglincii

ozelliginden yararlanarak
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lim eq (KN Xy, X,) = lim eq(KN (=, 0],X,)
n—oo n—oo

= lim e ([—k, 0], (—oo, = %) u {n})

1
lim sup (d(y, (—00, - H] U{n}, y € [k, 0])
=0
elde edilir.

Simdi ise Teorem 3.35'in ikinci durumunu inceleyelim.

1
lim eq(KNX,,X,) = limeg (K n (—00, _H) U {n}, (—o, 0])
n—oo

n—oo

= lim eq([=k,0] U {n}, (~o2,0)
= Jim sup(inf(d(x,y),y € (=2,0] ), x € [k, 0] U {n})

0

Bu durumda Teorem 3.35'in ikinci kosulu saglanmaz. Yani X,, = X, yakinsakilig1

yoktur.

Sonu¢ 3.37. (M, d) metrik uzay1 olmak tizere X,, CL(M) de bir dizi olsun. X,'nin
M kiimesinde Fell topolojiye gore yakimsamasi icin gerek ve yeter kosul M’nin alt

kiimesi olan K kiimesi i¢in

lim ey(K,x5) =0
n—oo

saglanmasidir.
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BOLUM 4
DINAMIK DENKLEMLERIN SUREKLi BAGIMLILIGI

Zaman skalasinda dinamik denklemler son 30 yil igersin de bir¢ok bilim insani
tarafindan calisilmistir. Bu c¢alismalarin sonucu olarak zaman skalasi kavramiin

ortaya att1g1 iki sonugtan bahsedebiliriz.

() Zaman skalasinda dinamik denklemler, diferansiyel denklemlerin agikar

olmayan genellemesidir.
(i) Dinamik denklemlerin ¢6zliimii zaman skalasina siirekli bagimlidir.

1. Sonu¢ dogru olmasimna yani herhangi bir dinamik denklemin ¢dzlimiiniin uygun
diferansiyel denklemlerin ¢6zlimlerine gémiilebiliyor olmasinda ragmen literatiirde
en ¢ok 1. Sonuca yonelik ¢alismalar vardi. Bunun yaninda 2. Sonu¢ dogru olmasina
ragmen literatiirde bu konu ile ilgili cok az calisma yapilmistir. (Garay, Hilger,
Kloeden 2003; Duke Hall, ve Oberste-Vorth 2004; Kloeden 2006; Oberste-Vorth
2008; Esty, Hilger, 2009; Cichon, Yantir 2015)

Bu bolimde amacimiz 2. Sonucun dogrulugunu ispatlamaktir. Bu amagla Euler
poligonlar1 kullanacagiz. Bu nlimerik analiz i¢in yeni bir kap1 agacaktir. Bu sayede
diferansiyel denklem ¢oOziimlerine zaman skalasinda dinamik denklemler ile

yaklasim miimkiin olacaktir.

Yukarida bahsedilmis iki problem de (Hilger, Garay 2001) tarafindan ele alimustir.

T zaman skalasi Uzerinde
y*=f(ty) teT,yeR" (4.1)

dinamik denklem sistemi ¢oziimlerini siirekli bagimlilig1 (4.1) de ele almistir. (4.1)

denklem yerine sistem
y(©) = y(t) + ft’; f(s,y(s))As (4.2)

integral denklemini ele alarak “fonksiyonlar arasindaki uzaklik” analitik
konseptini “egriler arasindaki uzaklik” geometrik konsept ile degistirmislerdir. Bu
fikir diferansiyel (veya dinamik) denklemler teorisinde farkli bir fikirdir. Ciinki

herhangi bir norm i¢in egrilerin kapalilig1 fonksiyonlarin kapaliligini getirmez.
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4.1. Hipotezler ve Temel Bilgiler

F, R'nin bostan farkli kapali kiimeler ailesi olsun. Zaman skalasi tanimi geregi F

tim zaman skalasi ailesidir.
Tap = A €F,{a,b) c A C [a,b]r} (4.3)

ile tanimlansin. Yani [a,b] araliginn a ve b noktalarini igeren tiim kapali alt
kiimeleri T, ile gosterilir. —oo <ty <T < oo olmak {iizere T;,r zaman skalasi

iizerinde n-boyutlu
y2=f(t,y) teT,y e R" (4.4)
y(to) =¥ (4.5)
dinamik denklem sistemini ele alalim.
D={(ty) eRxR", to<t<T,Iy—yoll <Mlt—ty]}
silindiri iizerinde 2 problemini ¢alisacagiz. f fonksiyonu asagidaki hipotezi saglasin.
(HT) f fonksiyonunun D kompakt kiimesi lizerinde siirekli oldugunu ve
If & y) =&yl <Ly ="l (4.6)

Lipschitz kosulunu sagladigimi sdyleyebiliriz. O halde

sup{llf(t',y") = fF(",yDII = t' =" | <& Iy =y" | < M6, (t',y"), (¢",y") € D}
seklinde tanimlanan siireklilik modiilii €(&) artan bir fonksiyondur oyle ki § —

0" = &(6) —» 0. Bu durumda 6 > 0 terimini £(§) < M olacak sekilde segebiliriz.
Tanim 4.1. A € T, , bir zaman skalas1 olsun.
P={a=t,<t; <--<t,=b} 4.7)

ile tammli sonlu ve P c [a, b]z kiimesine [a,bly par¢alanmasi denir. (Bohner,

Peterson 2003)
Her h > 0 sayisi i¢in [a, b]; nin

t,—t, <h (4.8)
veya

ti —ti_1 > h ve O-(ti—l) =t (49)

31



olacak sekilde bir par¢alanmasi vardir. (Bohner, Peterson 2003). Bu pargalanmaya

“h- normal parcalanis “ denir.

A1, Ay, ..., Ay € Ty ve h > 0 olsun. Swrasiyla [a, b]g , Ay, 4, ..., A, kiimeleri i¢in

P;, P, ..., P, parcalanmalar1 asagidaki algoritmaya gore tanimlayalim.

(i) Q={a+imi=012,.|~*

} U {b} , [a, b], bir parcalanmasi olmak iizere

P =@ U Q olsun.

(i) k=1,2,..,n icin A, zaman skalasini

w(k)

A =labl\ | J(af8), Wi € (12, .. o)
=1

seklinde tanimlayalim. Burada (ak,ﬁ}‘) = J = 12,...,w(k) araliklarindan ikili ayrik
ve tek tiirlii belirlenilebilen araliklardir. Eger w(k) = 0 ise

w(k)

U (af‘,ﬁ}‘)R =0
=t

bulur. Boylece Aj = [a,b]g olur. Eger t € Q noktasi (ak,ﬁ}c)  aralifma dahil ise

bu durumda a}‘ ve f }‘ ug noktalar1 P kiimesine eklenir.
(iii) k =1,2,...,,nicin A; zaman skalas1 P, parcalanmasi
P, =PnNA,
T¢,r zaman skalas1 iizerinde ¢alistigimizdan ve Ty 7 , R'nin kompakt alt kiimesi

oldugundan Hausdorf metrigi d calisabiliriz.
d(A,B) = sup{inf{|a — b|;b € B},a € A}
d(B,A) = sup{inf{|a — b|;a € A},b € B}
ile tanimlansm. Bu durumda 4, B € T, 7 igin
d(A,B) = max{d(A,B),d(B,A)}
olur.

Eger A = [t,, T]g alirsak, asagida verilen ana sonucun ilk kismi adi diferansiyel

denklemler teorisinden ¢ok iyi bilinen bir sonugtur. A’y1 asikar olmayan zaman
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skalas1 kabul ederek ispat1 iki boliim halinde yapacagiz. ilk boliimde varlik ve teklik
sonucunu ispatlayacagiz. Bu ispat asagi yukari literatiirdeki ispatlarin benzeridir.

Ikinci béliim ise ¢oziimlerin siirekli bagimlihigidr.

Yardimer Teorem 4.2. Hipotez HI ve t, = t° < t3 < T olsun. 4 = (t°t3) ve B

zaman skals1 olmak tzere

6 €(5)

AcBc [t 3], ve d(4,B) < min(, <2

Py:= (t8)ico ve [t° t3]gr ., B iizerinde h-normal parcalanmasi olsun. yJ(t)

baslangi¢ probleminin Euler poligonu olsun.

y2 =f(t,y),y(ty) =yo, tEB
t, = min{t € P,: t>—d(4,B) <t < t3}
t € [t° t3]R igin

lyE@ = (¥ + (£ = 2 £ (0, y)))|

e(8)(t® —t9), t3 —t° < 2d(4,B)
<{e®[(* -t +d(4B)] t3—-t°<§
e(®)[(t® —t°) + 2Md(A, B)]. t3—t°>6

Ispat. (Adamec, 2011)

4.2.Varhk-Teklik ve Siirekli Bagimhhk
Teorem 4.3. (H1) hipotezi saglansm. Bu durumda her hangi A € T ; zaman skalasi
icin

yt=f(ty)

teAy€eR"
4.10
y(to) = yo (4.10)

baslangi¢ deger probleminin A zaman skalasi {izerinde tek bir y, ¢6ziimii vardir.

Ek olarak €>0 igin 6yle § >0 vardir ki d(4, B) < § esitsizligini saglayan A, B € Ty r

zaman skalasi i¢gin

supreanellya(t) —ys (Ol <€

esitsizligi saglanir.
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Ispat. "y, ¢oziimiiniin varlik ve tekligi «

Py = {t]-h}, [to, T]g araliginin A zaman skalasma gore h-normal par¢alanmasi ve y}

da Euler poligonu olsun.

[y = voll < Mlt —to]
oldugundan y tiim [t,, T]g aralig1 iizerinde tanimlidur.
Iddia 1: (4.9) baslangi¢ deger probleminin en ¢ok bir ¢dziimii vardir.
Bu iddia (4.6) Lipschitz kosulundan direkt olarak saglanir.
Iddia 2: h; — 0 sartin1 saglayan uygun bir dizi i¢in {yji} Euler poligonlar1 dizisi
[to, T]riizerinde siirekli y, fonksiyonuna diizgiin yakinsar.
0 keyfi bir sabit olsun. (t’,y"), (t",y"") € D noktalar1 igin

[t—t'1<d vely —y"ll<Ms=lft",y)—ft",y" ) <e
olacak sekilde § > 0 sayisini alalim.
0 < h; < & secgelim ve
PM ={ty=t ' <t <<ty =T)

parcalanmasini ele alalim.

(i) 0<hy,<h;ve i day,degerinden baglayan [t(})l L tf '] garaliginda PAh2 ve

[tf 1, T] g araliginda PAhlparQalanmasma bagl olan [t,, T] raraliginda tanimli Euler

Poligonu olsun. Bu durumda

Iyl -5 || < e -6, th<e<e @1
olur. Gergekten
tfl_tgl Shl <6

sart1 i¢in, Yardimc1 Teorem 4.1°den ve

hq

th —th > h,

icin h-normal pargalaniglari insaasindan [tg L tf 'R arah@r A zaman skalasinin

komplementidir. Bu durumda [t(’,1 L tf '] g aralig1 tizerinde yjlll =y 1+ elde edilir.
(4.1) Lipschitz kosulundan t]* < tl—h1 <t< tl-hjl < T igin
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lya ® - 72
= [lvhr ) + (e = e (e ya (6) - 34 ()
— (t= /) 7k ()|

< [lya (&™) = 54 ()l

+ (=) || £ (e v @) = £ (e85 () |

< @+ D=y (6™ -7k ()]
<@+LD(t—-t").. (1 +L(t, -t ) v (e — 52 (£M)||

< eL(t—tihl)eL(tihl—tih_ll) eL(tgl—tfl)g(tih —th)

h
_ EeL(t—ti 1)(15;11 a4 t(f)ll)
elde edilir.
(i) ¥2, y, degerinden baglayan [tgl L tf '] raraliginda PAh2 ve [tg !, T] g araliginda

PAhlpargalanmasma bagli olan [ty, T] garaliginda tanimli Euler Poligonu olsun. Bir

onceki adima benzer sekilde

h
152(6) — 32 (Ol < e (71 (¢ — ¢M) | <t <T

esitsizligi elde edilir. Bu ise benzer sekilde ¢oziimlerin birbirine yakinsamasini ifade

eder.

(iii) Son olarak, benzer islemler N kez tekrarlandiginda

N _ ~h
R t € [to, T] g

ve

icin ise
lyi ) — yiz@)|

<ce [eL(t‘tfl)(tfl —ty) + eL(t-ti”)(tgl —tM) 4

n eL(t_tle)(tihl _ )] < ef L= g = (eL(t fo) — 1)

to
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bulunur. Buradan bu parcalanma A zaman skalasi i¢in h,normal pargalanma oldugu

sOylenebilir. O halde

{Y:i}§i1

Euler poligonlar1 dizisi Cauchy dizisi olur. O halde y,stirekli fonksiyonuna diizgiin

yakinsar. Bu ise Iddia 2 nin ispatidir.

Teklik ozelligi ise Iddia 2nin A zaman skalasinin herhangi h; -normal

parcalanmasimin h; — 0 olacak sekildeki
{hi}iZ,
dizisi i¢in dogru oldugunu gosterir.

Iddia 3 iddia 2 de gegen y,limiti her t € A noktasi igin A-tiirevlenebilirdir ve (4.10)

baslangi¢ deger problemini saglar.

Bu A — tiirevlenebilirlik tanimi (Tanim 2.10) geregi s € (t — §,t + §) i¢in

lya((t + 1a(®) = ya(s) = (& ya®)(E + pa(®) — 5)|| < elt + pa(t) —s|
(4.12)

denkleminin saglanmasi1 demektir. t noktasinda yogun, ayrik, sag yogun, sol sac¢ilmis

ve sol yogun sag sa¢ilmis olmasi durumlarma gore asagidaki incelemeleri yapalim.
Her dort durumda da

[t + 1a(®) = y2 () = FE VROt + pa(®) =) < elt + pa(®) — s
(4.13)
esitsizliginin saglandigin1 gosterelim.

(i) t€A yogun bir nokta ve 0<h<d§ olsun. Eger s e (t—6,t], ise

[s,t] araliginin A'ya gore
S=ty <ty < - <t;<ty=t
h-normal par¢alanmasmi ele alalim. Bu durumda buna bagh Euler poligonu y?
Iy (t + 1a(®) = ¥4 () = F& YL@t + a(®) = 9|
< lyi ) =A@ + s = Of @ y2 ) < els — ¢l
esitsizligini saglar. Yani (4.12) esitsizligi saglanir. Benzer sekilde s € (t,t + €),4 icin

de (4.12) esitsizligi saglanir.
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(ii) t € A ayrik bir nokta ve h > 0 yeterince kiigiik bir deger olsun. Bu durumda
(t — €, t + €)4 aralig tek noktadan olusur yani (t — €,t + €) 4 = {t} ve bdylece

s = t olur. O halde
[[ya (& + 1a(®) = y2 () = F (&, YOt + pa(®) = 5)||

o [AGEINONIG/AG) B ACEI I AGIMODIE
elde edilir yani (4.12) esitsizligi saglanir.

(iii) t’nin sag yogun sol yayilmis ve sol yogum sag yayilmis oldugu durumlarda da

(4.12) esitsizliginin saglandigmi (i) ve (ii) benzer sekilde gosterilebilir.

Ozetle, h—0 icin (4.12) esitsizliginde limite gecersek (4.11) esitsizligi saglanmis
olur. O halde y, fonksiyonu A — tiirevlenebilirdir ve (4.9) baslangic deger

probleminin ¢éziimiidiir.
Coziimiin stirekli bagimlig

Simdi ise ¢Ozlimiin, temel zaman skalasi iizerinde siirekli bagimli oldugunu

gosterelim.

h >0 olsun. P}, P} PR, parcalanmalari ise 4,B ve AUB zaman skalalari
iizerinde h-normal parcalanmalar1 ve y}, ylE yk ., ve [to, T]gr zaman skalasi
iizerindeki bu parcalanmalara gore tanimlanan Euler poligonlar1 gdstersinler. Bu

durumda
supreansllya(t) —ye(®Il <

suPeeans|[ya(®) — yEE©) + Y5 ©) — vius(®) + Yius(®) — yE@©) + yE© -y 0
< supeeans|[ya® — yEO|| + supreans|[vi® — v @]
+ supreans |yiue (0 = YE @l + supteanslyh (©) = ys @)
< supgeallya(®) = yEOI + supceavs |y2(©) — vius @
+ supreavs||Vius (1) — YE@®)|| + supees|[yE® - y5 O

elde edilir. h —» 0 iken

SuPteA”YA(t) - yfill(t)” -0

Ve

supes ||[yE (&) —ys(@©)|| = 0
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oldugundan d(4,A U B) yeterince kiigiik ve h — 0 igin
SUPteaus “3’}11 (t) = yius(t) ” -0
oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmis olur. Bu ispat1 0 < h < d ve

&(A B) < min(8,£(6))
’ 2

kabulleri ile li¢ adimda yapacagiz.

(1) a; = max{t € P}: P}z N [to, tlr = P} N [to, t]g] ve

g = {UA(al-), a, <T

a;, diger durumlarda

olsun.

Ay = ((AUB) N [to,Bilr) U (AN [to, Bi]w)

zaman skalasini ve bu zaman skalasi tizerinde

P.A{l] = (P.A?UB N [tOlﬁi]R) U (P/{l N [:Bi' t]]R)

h-normal parcalanmasina bagl yAZ‘. Euler poligonunu ele alalim. ¢; tanimmdan

to <t < aqicin

ZAOES/AG)

elde edilir. Yardime1 Teorem 4.2°den de a; < t < B,i¢in
lyi@® - yi Ol 2@ B - a) +E
Ya ya, (O] < S € Br—a 1
elde edilir. Burada
0<E, <2md(4,A4,)

dir. (4.6) Lipschitz sartindan §; <t < T i¢in

h h 3 1(t=BD) [ 1 h

”)’A () — 4, (t)” = 25(5)3 ! ”3’A (B) — 4, (ﬁl)”

bulunur. Bu ise (4.13) esitsiligi ile ele alindiginda §; <t < T i¢in

3
lyi@® —yi @] < Eg(g)el(t—ﬁl)(ﬁl — ) + eltBIE,

esitsizliginin saglandigim gosterir.
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(2) a;, B;noktalar1 yukaridaki gibi tanimlansm. Ag = A, 4y, ..., Ajzaman skalas1 ve

bunlarin h-normal par¢alanmalarini ve bu pargalanmalara gore yA ; Euler poligonunu

ele alalim.

@y, = max{t € P}: P} p N[ty tlg = P N [ty t]r}

_ O-A (ai), ai < T
i+1 = | . N
i, diger durumlarda

noktalarini tanimlayalim.
A1 = ((AUB) N [to, Bilr) U (AN [ TIR)

: s h
ile tanimlanan zaman skalasin1 ve bu zaman skalas1 ig¢in PAj+1 h-normal

h

pargalanmasmi ve buna bagli Yz, Euler poligonunu ele alahm. Bir 6nceki adimda

yapilan islemler tekrarlandiginda f;,; <t < T i¢in
2 = vk, Ol < 2e(@)elCFiud By — ary) + e CFuvE,, (4.14)
esitsizligi elde edilir. Burada
0<E <2md(A; A1) .
dir.
(3) Benzer adimlar N defa tekrarlandiginda
A=A,cA;c--CAy=AUB

olacak sekilde N tane zaman skalasindan olusan bir dizi elde edilir. Bunlar iizerindeki

Euler poligonlar1 yi ; (4.14) esitsizligini saglar.

t € [to, T]gkeyfi bir nokta olsun. Bu durumda C; ve C,, h’dan bagimsiz sabitler

olmak tzere
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N-1
I = vhus | < Z IAGEEI MO

3
=5 (&)[e"FI(B —ay) + -+ e ECP-D(By_ —ay_)]
N(h) N(h)
N Z 16D F, <_g(5)f 1(t-5) g 1 z =B
3 N(h)
58(5) («31('t ) — 1) + Z elt=P) [
i=1

< (,e(8) + C,d(A, AU B)
elde edilir. O halde
SuPtost<T”3’£luB ® -yg®)| =0
limiti de yukardaki 3 adim takip edilerek bulunabilir. O halde h - 0 iken

SuPteannellya(®) —ys(©)Il = 0

bulunur. Bu ise ¢ozlimlerin stirekli bagimliligmin ispatidir.
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BOLUM 5
ORNEKLER

Ornek 5.1. Zaman skalasi iizerinde

{XA(t) = 2/x

ile tanimlanan baglangic deger probleminin ¢dziimlerini inceleyelim.

Durum 1. T = R olsun. Bu durumda

x'(t)
2%

ve dolayisiyla /x(t) =t —c elde. edilir. Bu durumda x(t) = (t — ¢)? bulunur.

1

Baslangi¢ kosulundan ¢ = 0 bulunur. O halde problemin ¢oziimii
x(t) = t?

olarak elde edilir.

Durum 2. T = hZ, h > 0 olsun.

x(a(8)) — x(t)

xH(E) = u(t)

ve o(t) =t + h oldugundan

_ x(t+h)— x(t)

2yx(® t+h—t

bulunur. Simdi siwrasiyla noktalar1 yerlestirerek iterasyon yontemi ile sonuca

ulagmaya caligalim.
t = 0igin

x(h) — x(0)

2x(0) = n

bulunur. Baslangi¢ kosulu da ele alindiginda x(h) = 0 bulunur.
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t = h icin benzer sekilde x(2h) = 0 bulunur. Bu durumda diger degerler de
hesaplandigunda x(3h) = x(4h) = --- = 0 elde edilir.

Benzer sekilde T = K|, izerinde de problem sonug x(t) =0 ¢dziimiinii iiretir.

Yani (5.1) baslangic deger probleminin T = hZ ve T = K; zaman skalalarinda
sadece agikar ¢oziimii vardir. Bu sebeple zaman skalas1 {izerinde dinamik denklemler

Ornek 6.2°de oldugu sekliyle de yazilabilir.

Ornek 5.2. Simdi farkli zaman skalalar1 iizerinde

{ x2() = 2x(0(0)

x(0) =0 (5.2)
baslangi¢ deger problemini ele alalim.
Durum 2.T = hZ,h > 0 olsun. o(t) = t + h oldugundan

x(t+ h) — x(t)

2/x(t+h) = -

bulunur.
t = 0 almirsa
x(h) = 4h?
elde edilir. t = h durumunda ise
x(2h) = (1 +V5)2h?

bulunur. t = 2h ise

2

x(3h)=<1+J1+(1+£)2> h?

elde edilir. Gortldugii gibi degerler t,'dan bagimsiz h yeterince kiigiik segildiginde

¢oziim 0 yakinsar.
x(h) = 4h?

x(2h) = (1 +V5)2h?

2

x(3h)=<1+J1+(1+v§)2) h?
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Genelledigimizde ise (6,2) problemining 6zlimii iteratif olarak

Xps1 = h+h% +xp (5.3)
formunda elde edecegiz.

Teorem 5.3.

{ x'(t) =2Vx
x(0) =0

y(t) herhangi bir ¢6ziim olmak iizere (T},),, zaman skalas1 dizisi olmak tizere
(T = (hnZ)y
x2(6) =2x(c(®)
olacak sekilde zaman skalasinda bir x(t) ¢6ziimii vardir ve € > 0,t € T,,
lx(®) -yl <e
saglanir.

Ornek 5.4.

{ x2() = 2/x(c(0)

x(0) =0
tanimlanan baslangi¢ deger problemini inceleyelim.
T, = %Z olmak tizere Ty = Z 6(t) =t + 1 olmak iizere t = 0 i¢in

_ x(a(t)) —x(t)
xH(0) = o(t) —t

oldugundan x2(t) = x(t) — x(0) = x(t) elde edilir. Diger yandan x2(0) =
2/x(1) oldugundan x(1)=0 asikar ¢Oziim ireteceginden

x(1) =4

t =1i¢in

xA(1) = w = 2/x(2)

elde edilir. Buradanda

2/x(2)—x(2)+4=0
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sonucuna ulasilir. Bu ise
x(2) = (1+5)?
demektir.

Benzer t = 2 igin

2

x(3) = (1 + \[1 +(1+ \/§)Z>
elde edilir.

1
Simdiise T2 =3Z zaman skalas iizerinde ayni problemi ele alalim

t=1/2i¢in

oldugundan

ve dolayisiyla

elde edilir. t = 1 i¢in benzer sekilde
1 2
x(1) = Z(l +/5)

vet = 3/2i¢in

2

x(%>=%<1+\/1+(1+\/§)2>

bulunur.

T, = 3 Z zaman skals1 iizerinde problemin ¢dziimiine bakalim.

t=1/3i¢in
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t=2/3icin

ve t = ligin

2

x(1) =%<1+\[1+ (1 +\/§)2>

elde edilir. Genel olarak T, = %Z olmak iizere

t=1/nigin

t=2/nigin

t_3..
ve t =" igin

2

x(%) = %<1+\/1+(1+\/§)2>

bulunur.
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