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ÖZET 
 

 

Süreksiz ve ayrık gruplar otomorf fonksiyonlar teorisinde önemli bir yer tutar. 

Temel bölge ise süreksiz ve ayrık gruplar kavramı için önemli bir kavramdır. Bu 

çalışmada süreksiz gruplar, ayrık gruplar ile temel bölgeler arasındaki ilişki incelenmiştir. 

 

Giriş kısmında, otomorfik fonksiyonlar, süreksiz ve ayrık gruplar kısaca 

betimlenmiştir. Birinci bölümde çalışmanın ikinci ve üçüncü bölümündeki incelemeler 

için gerekli olan kavramlar verilmiştir. İlk olarak topolojik dönüşüm grupları ve ayrık 

grupların tanımı ve temel özellikleri belirtilmiştir. Daha sonra doğrusal dönüşümler 

tanıtılmış ve temel özellikleri üzerinde durulmuştur. Ayrık gruplar için temel bölgenin 

incelenmesinde gerekli olan kavramlar ise hiperbolik geometri kısmında verilmiştir. 

 

İkinci bölümde, süreksiz ve ayrık grup kavramları tanıtıldıktan sonra bu 

grupların temel özellikleri üzerinde durulmuştur. Süreksiz ve ayrık gruplar arasındaki 

ilişki belirtilmiştir.  

 

Üçüncü bölümde çalışmanın temelini oluşturan temel bölge kavramı üzerinde 

durulmuştur. Bu kısımda ilk olarak genel süreksiz gruplar için temel bölge kavramı ve 

temel özellikleri verilmiştir. Daha sonra PSL(2, R) nin alt grupları için temel bölge 

kavramı üzerinde durulmuştur. Son olarak bir temel bölgenin alanının hesaplanması ile 

ilgili bilgiler verilmiştir.  

  

 

 

Anahtar Kelimeler:  Süreksiz grup,  ayrık grup, temel bölge 
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ABSTRACT 
 
 
 

Discontinuos and discrete groups have significant place in the theory of automorphic 

functions. The concept of fundamental region has importance for the discontinuos and 

discrete groups. In this work, the relations between discontinuos groups, discrete groups 

and fundamental regions are studied. 

 

At the introduction, some important ideas are briefly described. In the first chapter, 

basic notions which are necessary in the second and third chapters are given. First of all, 

definitions and fundamental properties of general topological groups and discrete groups 

are recalled. Then linear transformations are introduced and their fundamental properties 

are given. Fundamental ideas which are necessary to study fundamental regions of 

discrete groups are given in the section concerned with hyperbolic geomety. 

 

In the second chapter, discontinuos and discrete groups are introduced, and then the 

relations between these groups are discussed.  

 

In the third chapter, the concept of a fundamental region which forms the basis of 

this study is considered. Firstly the concept of a fundamental region and some examples of 

it are given for the general discontinuos groups. Then this discussion is done for        

PSL(2, R). Lastly, computation of hyperbolic area of the fundamental region is given.  

 

 

 

 
 
 
 
 
  

Key Words: Discontinuos groups, discrete groups, fundamental region                                               
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GİRİŞ 

 

Otomorf fonksiyonlar teorisi, modern karmaşık analizin en çok çalışılan dalların-

dan birisidir. Analitik fonksiyonlar teorisi ile grup teorinin birleşimi olarak düşünülebi-

lecek otomorf fonksiyonlar teorisi, topoloji, hiperbolik geometri gibi bazı temel mate-

matik dallarını da kullanarak topolojik ve geometriksel sonuçlarda doğurur. Kabaca be-

timlemek gerekirse, Γ düzlemin doğrusal dönüşümlerinin bir grubu olmak üzere Γ al-

tında denk olan noktalarda aynı değeri alan f analitik fonksiyonuna otomorf fonksiyon 

denir. Otomorf fonksiyonlar teorisinde ise süreksiz ve ayrık gruplar oldukça önemli bir 

yere sahiptir. Sözü edilen Γ grubunun süreksiz olması gerekir, yani f fonksiyonunun ta-

nım kümesindeki her z noktasının Γ nın elemanları altındaki resimlerinin oluşturduğu 

kümenin limit noktası olmaması gerekir. 

Süreksiz ve ayrık gruplar içinde temel bölge kavramı bir vazgeçilmezdir. Düzlem-

deki her bir noktanın birer temsilcisini bulunduran bu özel küme üzerinde grubun hare-

ketinin belirlenmesi ile grubun düzlem üzerindeki hareketi elde edilir. Γ grubu altında 

denk olan noktalar düzlemin denklik sınıfına ayrışımını verir. Kabaca her bir denklik sı-

nıfından sadece birer tane temsilci bulunduran kümeye temel bölge denir. Her bir grup 

için temel bölge var olduğu gibi temel bölgenin bulunma yöntemi de bir tek değildir. Bu 

çalışmada süreksiz (ayrık) bir grup için temel bölgenin nasıl bulunduğu belirtildikten 

sonra temel bölge yardımıyla grubun temsilini elde edeceğiz. 

Çalışmanın ilk bölümünde, daha sonra ihtiyaç duyulacak bazı temel kavramların 

tanımları ve temel teoremler verilecektir. İkinci bölümde süreksiz ve ayrık gruplar ele 

alınacaktır. Süreksiz grup kavramı tanımlandıktan sonra süreksiz grupların temel özel-

likleri verilecek ve ayrık gruplar ile süreksiz gruplar arasındaki ilişki üzerinde durula-

caktır. Son  bölümde ise temel bölge kavramı tanımlanacak, temel özellikleri ve bazı 

gruplar için temel bölge örnekleri verilecektir.  
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1. BÖLÜM 

ÖNBİLGİLER 

 

 Bu bölümde çalışmamızda kullanacağımız bazı temel kavramları tanımlayacağız 

ve bazı temel teoremler vereceğiz, bu bölüm diğer bölümler için bir taban oluşturacak-

tır.  Ayrık ve süreksiz gruplar birer topolojik dönüşüm grubu oldukları için ilk olarak 

topolojik dönüşüm grubu kavramı tanımlanacak ve temel özellikleri belirtilecektir. Daha 

sonra doğrusal dönüşümlerin özellikleri ve bu bölümün sonunda hiperbolik geometri ile 

ilgili temel bilgiler verilecektir.   

 

 1.1. TOPOLOJİK DÖNÜŞÜM GRUPLARI 

 

1.1.1. Tanım. G hem bir grup hem de Hausdorff uzayı olsun. Eğer her g, h∈G için  

m: G × G ⎯→ G, m(g, h) = gh 

ve  

i: G ⎯→G, i(g) = g –1 

üzerine dönüşümleri sürekli ise G ye bir topolojik gruptur denir. 

 

 Örneğin, m(z, w) = z + w, i(z) = – z grup işlemleri sürekli olduğundan (C, +) bir 

topolojik gruptur. Eğer karmaşık sayıların çarpımı işlemiyle düşünülürse,  

S1 = {z∈C : ⎢z ⎢= 1}  

birim çemberi de bir topolojik gruptur.  

  

 Topolojik grupların en önemli özelliklerinden birisi, G topolojik grubunun her-

hangi bir g∈G noktasının komşuluğu ile G nin birim öğesi olan e nin bir komşuluğunun 

topolojik eş yapılı olmasıdır, yani G topolojik grubunun birim öğesinin komşulukları ai-

lesi bilindiğinde G nin topolojik yapısı da bilinmiş olur. 

 

1.1.2. Tanım. G bir topolojik grup ve X herhangi bir uzay olsun. Eğer her g, h∈G ve her 

x∈X için   

Λ : G × X ⎯→ X, Λ(g, x) = gΛx 
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sürekli dönüşümü  

     i.   g Λ(h Λx) = gh Λx 

     ii.  e Λx = x 

koşullarını gerçekliyorsa [G, X] ikilisine bir topolojik dönüşüm grubu denir. 

 

 Örneğin G, Rn üzerindeki tüm homojen doğrusal dönüşümlerin kümesi olmak 

üzere   [G, Rn] bir topolojik dönüşüm grubudur. 

  

 Şimdi de ayrık grup tanımını vereceğiz. Ayrık gruplar teorisi ile ilgili kitaplar in-

celendiğinde farklı gibi görünen birçok ayrık grup tanımına rastlanabilir. Burada bun-

lardan iki tanesini vereceğiz. 

 

1.1.3. Tanım. G bir topolojik grup olsun. 

    ( 1 ) G nin öğelerinin hiçbirisi G nin bir yığılma noktası değil ise G ye ayrık grup de-

nir. 

    ( 2 ) Her g∈G öğesi için {g} kümesi g nin bir komşuluğu ise G ye ayrık grup denir. 

 

 Yukarıda verilen tanımdaki ayrık grup tanımlarının denk olduğu kolayca görülebi-

lir. İlk olarak (1) in (2) yi gerektirdiğini görelim. Herhangi bir g öğesinin, varsayım ge-

reği, (N \{g}) ∩ G = φ olacak biçimde bir N komşuluğu vardır. Ancak N \ {g} ⊂ G ol-

duğundan “(N \ {g}) ∩ G = φ ⇔ N \ {g} = φ ⇔ N = {g}“ dir, yani {g} kümesi g öğesi-

nin bir komşuluğudur. 

 Diğer yandan, her g için {g}, g nin bir komşuluğu olmasına rağmen G nin yığılma 

noktaları kümesinin boş olmadığını varsayalım. O halde G nin go gibi bir yığılma nokta-

sı vardır. Dolayısıyla go ın her N komşuluğu için (N \ {go}) ∩ G ≠ φ olur. Ancak              

N = {go} olarak alınabileceğinden  ({go}\{go}) ∩ G = φ olur ki bu go noktasının bir yı-

ğılma noktası olması ile çelişir. Bu nedenle G kümesinin hiç yığılma noktası yoktur. 

 

1.1.4.Örnek 1. Z tamsayılar kümesi, R nin bir ayrık alt kümesidir. 

 

2. R nin her bir sonlu alt kümesi de R nin bir ayrık alt kümesidir. 
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3. { 
n
1   | n∈Z, n ≠0} kümesi R nin ayrık bir alt kümesidir. Ancak, 

A = {
n
1  | n ∈ Z, n ≠ 0}∪{0} 

kümesi ise R nin ayrık bir alt kümesi değildir, çünkü 0 noktası A kümesinin bir yığılma 

noktasıdır.  

 

4. Rn nin ayrık alt grupları {0} veya 1≤ m ≤ n olmak üzere Zm ye izomorfiktir.  

 

5. Her z∈C için f(z + ω) = f(z) özelliğindeki ω sayısına f fonksiyonunun periyodu, ω ≠ 0 

sayısı f için bir periyot ise f ye periyodik fonksiyon denir. Ωf ile C üzerinde tanımlı sabit 

olmayan meremorf f fonksiyonunun peryotlarının kümesini gösterirsek, Ωf , C nin bir 

ayrık alt kümesidir. Belli bir ω∈C \{0} için  

Ωf  = { nω | n∈Z } 

biçiminde ise f ye basit periyodik fonksiyon, belli bir  ω 1, ω 2∈C için   

Ωf ={ nω1 + mω2 | m, n∈Z } 

biçiminde ise çifte periyodik fonksiyon denir. 

 

6. C nin ayrık alt grupları{0}, Z veya Z×Z ye izomorfturlar. Z ye izomorf olan alt grup-

lar belli bir ω∈C \{0} için Ω = { nω | n∈Z }, Z×Z ye izomorf olan alt gruplar ise belli 

bir ω1, ω2∈C için (ω1, ω2 lineer bağımsız olmak üzere) Ω = {nω1 + mω2 | m, n∈Z } bi-

çimindedirler (Jones ve Singerman 1987). 

 

1.1.5. Tanım. [G, X] bir topolojik dönüşüm grubu ve x, y∈X olmak üzere g(x) = y ola-

cak biçimde bir g∈G varsa x ve y noktalarına (G altında) denktirler denir. Herhangi bir 

x∈X noktasına denk olan tüm noktaların kümesine x noktasının yörüngesi denir ve bu 

küme Gx simgesiyle gösterilir, yani 

Gx = { y∈X | belli bir g∈G için g(x) = y } 

dir. 

 

 Bu denklik bağıntısı X uzayını denklik sınıflarına ayırır, tüm G yörüngelerinin 

kümesi X/G simgesiyle gösterilir ve X/G ye yörünge uzayı ( ya da bölüm uzayı ) denir.  
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p: X ⎯→ X/G, p(x) ⎯→ Gx 

izdüşüm dönüşümü olmak üzere X/G bölüm uzayı üzerindeki topoloji  

τ = { T ⊂ X/G⏐ p–1(T)∈τX }  

dir ve bu topoloji ile X/G bölüm uzayı bir topolojik uzaydır. Yörünge uzayı kavramı, 

ayrık gruplar, Riemann yüzeyleri ve 3-boyutlu manifoldlar teorisinde önemli bir yer tu-

tar. 

 

1.1.6. Tanım. [G, X] bir topolojik dönüşüm grubu olsun. 

1. Her bir x∈X için g(x) = x özelliğindeki g∈G öğelerinin oluşturduğu kümeye x nokta-

sının kalımlaştırıcısı (sabitleştiricisi) denir ve bu küme S(x) simgesiyle gösterilir. Ben-

zer şekilde A⊂X ise  

S(A) = {g∈G ⏐g(A) = A} 

olarak tanımlanır. 

2. H, G nin bir alt grubu olsun. H nin G deki normalleştiricisi NG(H) simgesiyle gösteri-

lir ve 

NG(H) = {g∈G⏐gHg–1 = H } 

olarak tanımlanır. 

3. H alt grubunun G deki merkezleştiricisi CG(H) simgesiyle gösterilir ve  

CG(H) = {g∈G⏐her h∈H için gh = hg} 

olarak tanımlanır. 
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 1.2. DOĞRUSAL DÖNÜŞÜMLER 

 

 C∞ = Σ ile göstereceğimiz genişletilmiş karmaşık düzlemin otomorfizmleri           

T : Σ →Σ meremorf, birebir ve üzerine dönüşümlerdir. Bu dönüşümlerin kümesi Aut (Σ) 

ile gösterilir. Aşağıdaki teorem bu kümenin hangi dönüşümlerden oluştuğunu belirt-

mektedir. 

 

1.2.1. Teorem. Aut (Σ) = { T | T(z) = 
az b
cz d

+
+

  a, b, c, d∈C ve ad–bc ≠ 0} dir. (Jones ve 

Singerman 1987) 

İspat. “T: Σ →Σ meremorftur ⇔ T bir rasyonel fonksiyondur” ve “T rasyonel fonksi-

yonu birebirdir ⇔ T nin derecesi birdir.” olduğundan az +b ve cz +d polinomları arala-

rında asal yani ad – bc ≠ 0 olmak üzere, 

T(z) = 
az b
cz d

+
+

 

biçimindedir. 

 

1.2.2. Tanım. T(z) = 
az b
cz d

+
+

 biçimindeki dönüşümlere doğrusal dönüşümler veya 

Möbiüs dönüşümleri denir. 

 

1.2.3. Doğrusal Dönüşümlerin Özellikleri. Şimdi doğrusal dönüşümlerin özellikleri 

üzerinde duracağız; 

 

1. a, b, c, d∈C sayıları T doğrusal dönüşümünü bir tek şekilde belirlemez. Eğer 

λ∈C\{0} ise λa, λb, λc, λd sayıları da aynı T dönüşümünü belirtir. 

 

2. Aut(Σ), fonksiyonların birleşimi işlemine göre bir gruptur. Bu grubun özdeşlik öğesi,  

a = d ≠ 0 ve b = c = 0 

olmak üzere,  

I(z) = z 
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dönüşümü ve  

T(z) = 
az b
cz d

+
+

 

dönüşümünün tersi, 

T –1(z) = 
acz

bdz
+−
−

 

dönüşümüdür. 

 

3. Aut(Σ) nın öğeleri Σ nın homeomorfizmleridir. Gerçektende T∈Aut(Σ) meremorf ol-

duğundan süreklidir ve T–1∈Aut(Σ) olduğundan T–1 de süreklidir.  

 

4. a, b, c, d∈C ve ad – bc ≠ 0 olmak üzere 

T(z) = 
dzc
bza

+
+  

biçimindeki dönüşümlere ise Σ nın anti-otomorfizmleri denir. Her bir T anti-

otomorfizmini, Σ nın bir otomorfizminin karmaşık eşleniği olarak düşünebiliriz. İki an-

ti-otomorfizmin bileşkesi bir otomorfizm ve bir otomorfizm ile bir anti-otomorfizmin 

bileşkesinin bir anti-otomorfizm olduğu açıktır.  

 

1.2.4. GL(2, C) Matris Grubu ve Aut(Σ) 

GL(2, C) = 
⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

| a, b, c, d∈C ve ad – bc ≠ 0
⎭
⎬
⎫

 

kümesi ile Aut(Σ) arasında oldukça sıkı bir ilişki vardır. 

θ : GL(2, C) ⎯→ Aut(Σ), θ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

= T,   T(z) = 
az b
cz d

+
+

 

biçiminde tanımlanan θ dönüşümü bir grup homomorfizmdir. Gerçektende her bir M, 

N∈GL(2, C) için 

θ(NM) = UoT = θ(N) o θ(M) 

dir.   

 Üstelik Aut(Σ) tanımı gereği θ bir epimorfizmdir. θ dönüşümünün çekirdeği ise 

K = ker (θ) = 
⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
λ0
0λ

  |  λ∈C\{0}
⎭
⎬
⎫

 = { λI | λ∈C\{0}} 
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dır. Dolayısıyla, 

“M, N∈GL(2,C) aynı T dönüşümünü belirtir ⇔ M –1N∈K, yani belli bir λ ≠ 0 için         

N = λM dir.” 

Eğer birinci izomorfizm teoremi uygulanırsa; 

Aut(Σ)≅  GL(2, C) / K = GL(2, C) / { λI | λ ≠ 0} 

olur. GL(2, C) / K bölüm grubuna projektif genel lineer grup denir ve PGL(2, C) ile gös-

terilir. Bu nedenle bazı durumlarda T dönüşümü yerine T yi veren matrisi de kullanabili-

riz. 

 Her M, N∈GL(2, C) için det (NM) = det (N) · det (M)  olduğundan  

det: GL(2, C) ⎯→ C* = C \{0} 

dönüşümü bir homomorfizmdir. Bu homomorfizmin çekirdeği, GL(2, C) nin normal alt 

grubudur ve SL(2, C) ile gösterilir, yani  

SL(2, C) = 
⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

| a, b, c, d∈C ve  ad–bc = 1
⎭
⎬
⎫  

dir. 

 det  fonksiyonu üzerine olduğundan GL(2, C)/ SL(2, C) ≅  C* dır. 

 

 Eğer N∈GL(2, C) ise det(N) = λ2 ve M∈SL(2, C) olmak üzere   

N = λ M 

biçiminde yazılabilir ve üstelik θ(N) = θ(M) dir. Bu nedenle Σ nın her bir otomorfizmi, 

T(z) = 
az b
cz d

+
+

 

biçiminde yazılabilir, yani  

θ(SL(2, C)) = Aut  (Σ) 

dır ve  θ(SL(2, C)) = PSL(2, C) olarak yazılır. 

 

1.2.5. Konformluk ve Doğrusal Dönüşümler. 

 S1 ve S2 iki yüzey olmak üzere f: S1 → S2 dönüşümü verilsin. Eğer bir z0∈S1 nokta-

sından geçen ve aralarında α açısı yapan herhangi iki γ1 ve γ2 eğrilerinin f(γ1) ve f(γ2) re-

sim eğrileri de w0 =  f(z0) noktasında aralarında yön ve büyüklük bakımından α açısı ya-

pıyorlarsa f fonksiyonuna z0 da bir konform dönüşümdür denir.                                                             
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 Aşağıdaki teorem bir dönüşüm konform dönüşüm olduğunu göstermekte oldukça 

kullanışlı bir teoremdir. 

 

Teorem. f fonksiyonu bir z0 noktasında analitik ve f ′ (z0) ≠ 0 ise f fonksiyonu z0 nokta-

sında bir konform dönüşümdür. (Başkan 1998) 

                                                                                                                                                                 

 Bu teoremi kullanarak PSL(2, C) nin öğelerinin, yani Σ nın otomorfizmlerin 

konform dönüşümler olduğunu görelim. T∈PSL(2, C) dönüşümünü T(z) = 
az b
cz d

+
+

 biçi-

minde alalım. Bu durumda 

T ′ (z) = 
( )2+

1
dcz

 

ve böylece her bir z∈C\{
c
d

− } için T ′ (z) ≠ 0, ∞ olduğundan T dönüşümü C\{
c
d

− } üze-

rinde konformdur.  

 Şimdi T nin  Σ nın tamamında konform olduğunu görelim. Bunun için aşağıdaki 

halleri dikkate alalım. 

i.  z = ∞ ve T(z) ≠ ∞ olsun. Bu durumda c ≠ 0 dır. J (z) =  
z
1  olmak üzere 

U = T oJ  

dönüşümü U(z) =
dzc
bza

+
+  dir ve üstelik U ′ (0) = 2

1
c

−  ≠ 0, ∞ olduğundan, U dönüşümü   

z = 0 noktasında konform, dolayısıyla da T dönüşümü z = ∞ da konformdur. 

ii.  z = ∞ ve T(z) = ∞ ise c = 0 ve a ≠ 0 dır, bu durumda  

V = J oTo J 

dönüşümü V(z)=
bza
dzc

+
+

 biçimindedir ve dolayısıyla V ′ (0)= 2

1
a

≠0, ∞ olur. Bu ise V nin  

z = 0 noktasında, dolayısıyla da T nin z = ∞ da konform olduğunu gösterir.  

iii. z = 
c
d

−  ≠ ∞ ve T(z) = ∞ olması halinde c ≠ 0 dır, bu durumda 

W = J oT 
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dönüşümü W(z) = 
baz
dcz

+
+

 biçimindedir ve dolayısıyla W ′ (
c
d

− ) =  – c2 ≠ 0, ∞ olduğun-

dan W,  z = 
c
d

−  noktasında konformdur. Böylece T,  z = ∞  da konformdur. 

 

1.2.6. Çemberler ve Doğrusal Dönüşümler. 

 S2⊂R3 bir küre ve Π, R3 de bir düzlem olsun. S2 ∩ Π kümesine S2 küresinde bir 

çember denir.  

 S2 ∩ Π, S2 küresinde bir çember olduğunda |S2∩ Π|>1 dir, yani Π düzlemi S2 küre-

sine teğet değildir.  

 Şimdi aşağıda tanımlanacak olan izdüşüm fonksiyonu ile, S2 küresinde herhangi 

bir çember yardımıyla düzlemdeki bir çemberin nasıl elde edilebileceğini görelim. Bu-

nun için ilk olarak Σ genişletilmiş karmaşık düzlemini R3 deki S2 = {(x1, x2, x3)∈R3 | 
2
3

2
2

2
1 xxx ++ = 1} küresi ile özdeşleyelim. 

 C düzlemini C = {(x1, x2, 0) | x1, x2∈R} olarak düşünelim ve S2 küresinin kuzey 

kutbunu N = (0, 0, 1) noktası ile gösterelim. C kompleks düzlemi üzerindeki herhangi 

bir P noktasını kürenin kuzey kutbu olan N noktasına bir doğru ile birleştirdiğimizde bu 

doğru, P, Q ve N doğrusal olacak şekilde küre üzerinde bir Q∈S2\{N} noktasından ge-

çer. Böylece P noktası C karmaşık düzlemini taradığında doğrunun diğer ucu, N kuzey 

kutbundan geçmek üzere, Q noktası da N hariç kürenin tüm noktalarını tarar. Dolayısıy-

la  

π : S2\{N}→ C 

dönüşümü birebir ve örten bir dönüşümdür. Diğer yandan z = x + iy olmak üzere P = (x, 

y, 0) ve Q = (x1, x2, x3)∈S2\{N} olarak alırsak P, Q ve N doğrusal olduğundan  

321 1
1
xx

y
x
x

−
==  

eşitliğini elde ederiz. Bu eşitlikler yardımıyla π : S2\{N} → C dönüşümünü   

z = x + iy = 
3

21

1 x
ixx

−
+  

biçiminde ifade edebiliriz. Diğer yandan, 2
3

2
2

2
1 xxx ++ = 1 eşitliğini kullanarak  

x2 + y2 + 1 = 2
3

3

)1(
22
x

x
−
−

 = 
)1(

2

3x−
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ve böylece π–1: C → S2\{N} dönüşümü de  

x1 =  
1

2
22 ++ yx

x ,   x2  = 
1

2
22 ++ yx

y ,  x3  =
1
1

22

22

++
−+

yx
yx  

eşitlikleri ile verilir. O halde π ve π–1 dönüşümleri süreklidir ve dolayısıyla π dönüşümü 

bir homeomorfizmdir. Son olarak, π(N) = ∞ olarak tanımlayarak, π : S2\{N} → C dönü-

şümünü  π : S2 → Σ  dönüşümüne genişletmiş oluruz.  

 π : S2 → Σ dönüşümü birebir ve üzerine dönüşüm olduğundan Σ da bir çemberi S2 

küresindeki herhangi bir çemberin π altındaki görüntüsü olarak tanımlayabiliriz. C∈Σ 

çemberi Π düzleminde,    

 

αx1 + βx2 + γx3  =  δ     (α, β, γ, δ∈R)          

eşitliği ile ifade edebiliriz, bu eşitlikte  

x1 =  
1

2
22 ++ yx

x ,   x2  = 
1

2
22 ++ yx

y ,  x3  =
1
1

22

22

++
−+

yx
yx  

değerleri yerine yazılırsa,  z = x + iy olmak üzere  

2αx +  2βy + γ ( | z |2 –1 ) =  δ ( | z |2 +1 ) 

eşitliği elde edilir. Eğer a = γ – δ∈R, b = α – iβ∈C, c = – (γ + δ)∈R olarak alınırsa C 

çemberi 

az z + bz + zb + c = 0      (1) 

eşitliği ile ifade edilmiş olur. Eğer yukarıdaki denklemde z = x + iy yazarsak C çemberi  

ax2 +  ay2 + 2αx + 2βy + c = 0      (2) 

eşitliği ile ifade edilebilir. |S2∩Π|>1 olması 2
3

2
2

2
1 xxx ++ < 1 olacak şekilde bir (x1, x2, 

x3)∈Π noktasının varlığını gerektirir. Bu ise α2 + β2
 + γ2

 > δ2 eşitsizliğine denktir. a, b, c 

terimlerini dikkate alırsak bu eşitsizlik bb > ac eşitsizliğine denk olur. Eğer bb > ac ise 

(1) eşitliği her zaman Σ da bir çember belirtir. a ≠ 0 olmak üzere (2) eşitliğini  
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

a
x α + 

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

a
y β = 2

22

a
ac−+ βα , 

biçiminde düzenlersek C çemberi merkezi (
a
α

− ,
a
β

− ) ve yarıçapı 
a

ac 2/122 )( −+ βα  

olan bir çember olduğunu görürüz. Bunu kompleks koordinatlarda ifade edecek olursak, 

C nin merkezi 
a
b

−  , yarıçapı 
a
acbb 2/1)( − dir. 
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 Eğer a = 0 ise (1) eşitliği bir doğru denklemi gösterir ki bu doğruları yarıçapı son-

suz olan çemberler olarak düşüneceğiz.  

 

Teorem. PSL(2, C) grubu çemberler ailesini invaryant bırakır, yani her T∈PSL(2, C) ve 

her C çemberi için T(C) de bir çemberdir. ( Conway 1995) 

İspat. Herhangi bir çemberin denkleminin a, c∈R olmak üzere  

az z + bz + zb + c = 0 (1) 

biçiminde olduğunu ve bu çemberi merkezinin 
a
b

− , yarıçapının da 
a
acbb 2/1)( −  oldu-

ğunu yukarıda belirtmiştik. Bu çembere w = T(z) = 
az b
cz d

+
+

 dönüşümünü uygulayalım.  

z =
acw
bdw

−
+−  , z = 

awc
bwd

−
+−  

olduğundan, bu değerler (1) eşitliğinde yerine konulursa  

[Ad d –B c d – B c d  + Cc c ] w w +[Ab d – B a d + B b c – C a c]w + 

[–Ab d + Bbc + B a d – Cac ] w  + Abb – B a b – B ab + Ca a  = 0  

elde edilir. Bu son eşitlikte a ve c gerçel sayılar olduğundan w w   nin katsayısı ve sabit 

terimi gerçeldir. w ile w nin katsayıları da birbirinin eşleniği olduğundan bu eşitlik bir 

çember belirtmektedir.  

 

1.2.7. Geçişlilik ve Doğrusal Dönüşümler 

 G bir grup, Ω bir küme olmak üzere her α, β∈Ω için g(α) = β olacak biçimde belli 

bir g∈G varsa G grubu Ω kümesi üzerinde geçişli hareket eder denir.  

  

 Daha genel olarak, (α1,…,αk) ve (β1,…,βk),  Ω kümesinin farklı öğelerinin k-lıları 

olmak üzere j =1, 2, …, k için g(αj) = βj olacak biçimde belli bir g∈G varsa G grubu Ω 

kümesi üzerinde k-geçişli hareket eder denir.  

 

 PGL(2, C) grubu Σ üzerinde üç geçişlidir, yani z1, z2, z3 noktaları Σ da farklı üç 

nokta ise T(z1) = 0, T(z2) = 1, T(z3) = ∞ olacak biçimde bir tek T doğrusal dönüşümü 

vardır. Gerçektende z1, z2, z3 ≠ ∞ ve T(z) = 
))((
))((

321

321
zzzz

zzzz
−−
−−

 olarak alınırsa, T dönüşü-
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mü z1, z2, z3 noktalarını sırasıyla 0,1, ∞ a resmeder. ad – bc = (z1 – z2) (z2 – z3) (z3 – z1) ≠ 

0 ve T dönüşümü T(z) = 
az b
cz d

+
+

 biçiminde olduğundan PGL(2, C) nin bir elemanıdır. 

Eğer  z1 = ∞ ise  z1 → ∞ için limit alınırsa T(z) = 
)(
)(

zz
zz

−
−

−
3

32 ,  z2 = ∞ ise z2 → ∞ için li-

mit alınırsa T(z) = 
)(
)(

zz
zz
−
−

−
3

1  ve  son olarak z3 = ∞ ise z3 → ∞ için limit alınırsa T(z) 

=
)(
)(

21

1

zz
zz

−
−

−  olur. Her halde T∈PGL(2, C) dönüşümü z1,  z2, z3 noktalarını sırasıyla 0, 1 

ve ∞ noktalarına resmeder.  

 

 Şimdi T dönüşümünün bir tek olduğunu görelim. Eğer U∈PGL(2, C) dönüşümü 

de z1, z2, z3 noktalarını sırasıyla 0, 1 ve ∞ noktalarına resmediyorsa UT–1 dönüşümü 0, 1, 

∞ noktalarını sabit bırakır. Eğer UT–1(z) = 
dcz
baz

+
+  olarak alınırsa,  UT–1(0) = 

dc
ba

+
+

0
0 = 0, 

yani b = 0,  UT–1(1) = 
dc

a
dc
ba

+
=

+
+

1
1  = 1, yani a = c + d ve UT–1(∞) = 

d
b  = ∞ eşitliğin-

den d = 0 ve böylece a = c olur. O halde UT–1(z) = z özdeşlik dönüşümüdür, yani U = T 

dir. 

 Böylece özdeşlikten farklı bir doğrusal dönüşümün üç tane sabit noktasının ola-

mayacağı sonucu da elde edilmiş olur. 

 (z1, z2, z3) ve (w1, w2, w3), Σ daki farklı noktaların oluşturduğu üçlüler ise T(zj) = wj        

(j = 1, 2, 3) olacak biçimde bir tek T doğrusal dönüşümü vardır. Gerçektende, 

U,V∈PGL(2, C) ve j = 1, 2, 3 için U(zj) = V(wj) = 0, 1, ∞ ise T = V–1U∈PGL(2, C) dö-

nüşümü de j = 1, 2, 3 için zj noktalarını wj noktalarına resmeder. Eğer S∈PGL(2, C) ve   

j = 1, 2, 3 için zj noktalarını wj noktalarına resmediyorsa U ve VS dönüşümlerinin her 

ikisi de zj noktalarını sırasıyla 0, 1, ∞ noktalarına resmeder. O halde, U = VS ve buradan 

S = V–1U  = T dir. Dolayısıyla, eğer T doğrusal dönüşümü  Σ nın üç noktasını sabit bıra-

kıyorsa T özdeşlik dönüşümdür. T nin sabit bıraktığı noktalar z1,  z2, z3 ise T ve I dönü-

şümlerinin ikisi içinde T(zj) = I(zj) = zj  (j = 1, 2, 3) olur, bu özellikteki dönüşüm bir tek 

olduğundan T = I dir. 

 



 

 

14

1.2.8. Çapraz Oran ve Doğrusal Dönüşümler. 

z0, z1,  z2, z3 noktaları Σ nın farklı dört noktası olmak üzere, 

λ = 
( )( )
( )( )0321

3210

zzzz
zzzz

−−
−−  

değerine z0, z1,  z2, z3 noktalarının çapraz oranı denir. Doğrusal dönüşümler dört nokta-

nın çapraz oranını invaryant bırakır. Gerçektende,  a, b, c, d∈C,  ad – bc ≠ 0 olmak üze-

re  

T(z) = 
az b
cz d

+
+

 

ise T(z0), T(z1), T(z2), T(z3) noktalarının çapraz oranı 

       κ = 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

−
+
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

−
+
+

dcz
baz

dcz
baz

dcz
baz

dcz
baz

2

2

1

1

1

1

0

0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

−
+
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

−
+
+

dcz
baz

dcz
baz

dcz
baz

dcz
baz

0

0

3

3

3

3

2

2

 

           = 
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ⎥⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−++
++−++

dczbazdczbaz
dczbazdczbaz

1221

0110 ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ⎥⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−++
++−++

dczbazdczbaz
dczbazdczbaz

3003

2332  

           = 
( )( )
( )( )0321

3210

zzzz
zzzz

−−
−− = λ 

dır. 

 

1.2.9. İnversiyon ve Doğrusal Dönüşümler. 

C, Σ da denklemi az z + bz + zb + c = 0 ( a, c∈R, b∈C) olan bir çember olmak 

üzere C nin merkezi p ve yarıçapı r olsun. Her bir z∈C \{p} noktası için z ve p den ge-

çen doğru üzerinde  

| z– p| . |w – p | = r2 

özelliğinde bir tek w noktası vardır. w noktasına z noktasının C çemberine göre inversi 

denir ve IC(z) = w olarak tanımlanan IC dönüşümüne de C çemberine göre inversiyon adı 

verilir.  

z → p için w → ∞ ve z → ∞ için w → p olduğundan IC(p) = ∞ ve IC (∞) = p ola-

rak tanımlayarak IC yi Σ nın bir dönüşümü olarak düşünebiliriz. Bu durumda IC
2 = I ve  

“IC(z) = z⇔ z∈C “ 

olduğu açıktır.  
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IC dönüşümü,  p = 
a
b

−  ve r2 = 2a
acbb −

 olduğu dikkate alınırsa 

IC (z) = 
bza
czb

+
+

−  

biçiminde ifade edilebilir. 

 

Teorem. C, Σ da bir çember ve T bir doğrusal dönüşüm ise T(C) = C* da Σ bir çember-

dir ve üstelik  

IC*  = T I CT –1 

dir. (Jones ve Singerman 1987) 

İspat. Eğer z∈C* ise IC* (z) = z ve üstelik T –1(z)∈C olduğundan IC T –1(z) = T –1(z) dir. 

Eğer S dönüşümünü S = T I CT –1 IC* (z) olarak tanımlarsak her z ∈ C* için  

S(z) = T I CT –1 IC* (z) = T I CT –1(z) = TT –1 (z) = z 

dir. Dolayısıyla S dönüşümü C* çemberini sabit bırakır. S dönüşümü iki otomorfizm ve 

iki anti otomorfizmin bileşimi olduğundan bir otomorfizmdir dolayısıyla S∈PGL(2, C) 

dir. S dönüşümü C* çemberini sabit bıraktığından Σ nın en az üç noktasını sabit bırakır, 

dolayısıyla S dönüşümü özdeşlik dönüşümdür. Böylece  

T I CT –1 = IC* 
–1 = IC* 

olur, dolayısıyla T dönüşümü C ye göre invers olan nokta çiftlerini T(C) = C* ye göre 

invers olan nokta çiftlerine resmeder. 

   

1.2.10. Eşleniklik sınıfları ve Dönüşümlerin Sınıflandırılması 

S ve T iki doğrusal dönüşüm olmak üzere STS–1 dönüşümüne T nin bir değişimi 

(transform) denir.  

 

A bir küme ve T(A) = B ise STS–1(S(A)) = S(B) yani STS–1 dönüşümü S(A) küme-

sini S(B) kümesine resmeder. Dolayısıyla T nin STS–1 değişimi sadece düzlemdeki koor-

dinatların değişimine sebep olur.   

 

Tanım. G bir grup ve g, h∈G olsun. Eğer g = aha–1 olacak biçimde bir a∈G öğesi varsa 

g ile h öğeleri G de eşleniktir denir.  
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Eşleniklik bir denklik bağıntısıdır ve denklik bağıntısının G de ayırdığı denklik 

sınıflarına eşleniklik sınıfı denir. İki eşlenik öğe aynı geometrik özelliklere (örneğin; sa-

bit nokta sayısı ve mertebe gibi) sahip olduğundan bir grubu eşleniklik sınıflarına ayır-

mak oldukça önemlidir. 

 

T bir doğrusal dönüşüm olmak üzere T(z) = z özelliğindeki noktalara T dönüşü-

münün sabit noktaları denir.  

Eğer T(z) = z ise S(z) noktası V = STS–1 dönüşümünün sabit noktası olur,  

V(S(z)) = STS–1(S(z)) = ST(z) = S(z) 

yani V, T nin eşleniği ise V nin sabit noktaları S(z) dir.  

Bazı hallerde keyfi sabit noktaları olan herhangi bir T dönüşümüyle işlemler yapmak 

yerine sabit noktaları 0, ∞, i v.b. olan dönüşümlerle işlemler yapmak daha cazip olabilir. 

Bu nedenle her bir dönüşümün sabit noktalarına göre eşleniklik sınıflarını oluşturmak 

yararlı olacaktır.  

İlk olarak bir doğrusal dönüşümün sabit noktalarını belirleyelim. Bunun için ad – bc 

= 1 olmak üzere 

T(z) = 
az b
cz d

+
+

 

 dönüşümünü dikkate alalım. T(z) = z eşitliğinden  

cz2 + (d – a)z – b = 0 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik ikinci derece bir eşitlik olduğundan T doğrusal dönüşümü-

nün Σ da en fazla iki sabit noktasının olduğu görülür. Bu eşitliğin determinantı, ad – bc 

= 1 olduğundan,  

∆ = (d – a)2  + 4bc = (a +d)2 – 4 

dir. T dönüşümünün izi 

iz(T) = a + d 

olarak tanımlanır ve bir dönüşümün sabit noktalarının sayısı dönüşümün izinin karesine 

bağlıdır. 

i. iz2(T)= (a +d)2 = 4 olması halinde ∆ = 0 dır ve bu durumda dönüşümün bir tek 

sabit noktası vardır. 

ii. iz2(T)= (a +d)2 > 4 olması halinde ∆ > 0 olacağından dönüşümün farklı iki sa-

bit noktası vardır. 
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iii. iz2(T)= (a +d)2 < 4 olması halinde ∆ < 0 olacağından dönüşümün yine iki 

farklı sabit noktası olur. 

O halde, 

(a +d)2 ≠ 4 ise T nin Σ da iki farklı sabit noktası, 

(a +d)2 = 4 ise T nin  Σ da bir sabit noktası 

vardır. 

Şimdi dönüşümleri sabit noktalarına bağlı olarak eşleniklik sınıflarına ayıralım.  

λ∈C\{0} olmak üzere  

Uλ(z) = 
⎩
⎨
⎧

1=λ1+
1≠λλ

,z
,z

 

dönüşümünü dikkate alalım. T özdeşlikten farklı bir doğrusal dönüşüm ise belli bir 

λ∈C\{0}için T ve Uλ eşleniktir. Bunu görelim, T dönüşümünün tek sabit noktasının z0 

olduğunu varsayalım. Bu durumda S(z0) = ∞ olacak şekilde S∈PSL(2, C) vardır ve   

STS–1 dönüşümü de sadece ∞ u sabit bırakır, yani belli bir t∈C \{0}için STS–1(z) = z + t 

dir. Eğer V(z) = 
t
z  olarak alınırsa VSTS–1V–1(z) = z + 1 olur. Dolayısıyla 

(VS)T (VS)–1 = U1 

 olup T ve U1 eşleniktir. Eğer T dönüşümünün sabit noktaları z1,  z2 ise W(z1) = 0 ve 

W(z2) = ∞ olacak biçimde W∈PSL(2, C) vardır ve WTW–1 dönüşümü de 0 ve ∞ noktala-

rını sabit bırakır. Dolayısıyla da belli bir λ∈C\{0, 1}için    

WTW–1 = Uλ 

olduğu açıkça görülür.  

 

Diğer yandan “Uκ, Uλ ya eşleniktir ⇔ κ = λ veya κ = 
λ
1  dır.” Gerçektende, U1 

dönüşümü sadece  ∞ noktasını sabit bıraktığından her S∈PSL(2, C) için SU1S–1 dönü-

şümü sadece S(∞) noktasını sabit bırakır. Böylece λ ≠ 1 olmak üzere Uλ dönüşümü 0 ve 

∞ noktalarını sabit bıraktığından, U1 dönüşümü Uλ (λ ≠ 1) dönüşümü ile eşlenik olamaz. 

 

Eşleniklik ile dönüşümlerin izlerinin kareleri arasında da bir ilişki vardır. T1 ve 

T2 iki doğrusal dönüşüm olmak üzere “T1 ve T2 eşleniktir ⇔  iz2(T1) = iz2(T2)” dir, yani 

iz2 fonksiyonu eşleniklik bağıntısı altında değişmezdir. 
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Eğer κ, λ ≠ 1 olmak üzere Uκ, Uλ dönüşümüne eşlenik ise iz2(Uκ)= iz2(U λ ) ve 

böylece 

 κ + 
κ
1  + 2 = λ + 

λ
1  +2 

dır. Bu eşitlik κ = λ veya κ = 
λ
1  olduğunu gösterir. Tersine J(z) = 

z
1  olmak üzere  

J Uκ J–1 =  U1/κ 

olduğundan Uκ ve U1/κ  eşleniktir. 

  

Dikkat edilirse T, belli bir Uλ (λ∈C\{0}) ile eşlenik ise T aynı zamanda U1/λ ya 

eşlenik olacağından λ, T dönüşümünün eşleniklik sınıfını bir tek şekilde belirleyemez. 

Bu nedenle T nin eşleniklik sınıfını belirlemek için {λ, 1\λ} çifti dikkate alınır, bu çifte 

T dönüşümünün çarpanı denir. O halde, “T1 ve T2 doğrusal dönüşümleri eşleniktir ⇔  

T1 ve T2 aynı çarpana sahiptirler.” olduğu açıktır. Dolayısıyla bir dönüşümün çarpanı da 

eşleniklik sınıflarının belirlenmesinde iz2 fonksiyonu kadar etkilidir. Bu iki değişmez 

arasındaki ilişkiyi  

iz2(T) = iz2(Uλ) = λ + 
λ
1  + 2 

eşitliği ile belirtebiliriz. λ ve 
λ
1  sayılarının 

z2 + (2 – iz2(T)) z + 1 = 0 

ikinci derece denklemin kökleri olduğu açıktır. 

 

Şimdi doğrusal dönüşümleri sabit noktalarına göre isimlendirelim; 

 

“z0∈Σ noktası T dönüşümünün bir tek sabit noktasıdır ⇔  iz2(T) = 4 ⇔ λ = 1” 

olması halinde T dönüşümüne parabolik dönüşüm denir.  

 

Dolayısıyla V(z0) = ∞ özelliğindeki belli bir V dönüşümü için T = V–1U1V olarak 

yazılabilir. Her z∈Σ için  

∞→n
lim U1

n(z) = 
∞→n

lim (z + n) = ∞ 
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olduğundan 

∞→n
lim Tn(z) = 

∞→n
lim V–1 U1

n V (z) = V–1 (∞) = z0  

olur. Böylece her bir z∈Σ noktasının Tn dönüşümleri ile resimleri, n sayısı büyüdükçe, T 

dönüşümünün sabit noktası olan z0 a doğru yaklaşırlar. 

Eğer T parabolik değilse T nin z1 ve z2 gibi iki sabit noktası vardır. V(z) =
2

1

−
−

zz
zz

 

olarak alınırsa bu dönüşüm T nin sabit noktalarını, sırasıyla, 0 ve ∞ noktalarına resme-

der. Böylece belli λ ≠ 0, 1 için VTV–1 = Uλ  dönüşümü 0 ve ∞ noktalarını sabit bırakır. O 

halde,  

Uλ
n(z) = λn z 

dir. 

i. | λ |<1 olması halinde her z ≠ ∞ için 
∞→n

lim Uλ
n(z) = 0 ve böylece her z ≠ z2 için 

∞→n
lim Tn(z) = z1, 

  ii. | λ |>1 olması halinde ise z ≠ 0 için 
∞→n

lim Uλ
n(z) = ∞ ve böylece her z ≠ z1 için 

∞→n
lim Tn(z) = z2. 

Böylece |λ| ≠ 1 olması halinde z ≠ z1, z2 noktalarının her birisi, n sayısı büyüdük-

çe Tn dönüşümleri ile T nin sabit noktalarının birinden diğerine doğru yaklaşırlar. Bu 

şekildeki doğrusal dönüşümlere, λ nın gerçel ve pozitif olması halinde hiperbolik dönü-

şüm diğer hallerde loksodromik dönüşüm denir. 

Eğer |λ| = 1 ise Uλ(z) = λz dönüşümü Σ nın bir dönmesidir. Bu durumda λ = eiθ 

olmak üzere Uλ(z) = eiθ z olarak yazılabilir. z ≠ 0, ∞ için Uλ
n(z) nin limitinin olmadığı 

açıktır. Dolayısıyla z ≠ z1, z2 için Tn(z) nin de limiti yoktur. Bu özellikteki T dönüşümü-

ne eliptik dönüşüm denir. 

Buna göre, “T Uλ ile eşleniktir⇔ iz2(T) =  iz 2(Uλ )” ve üstelik iz2(Uλ) = λ + 
λ
1  + 

2 olduğundan  

T eliptik ⇔ 0 ≤ iz2(T) < 4 

T parabolik ⇔ iz2(T) = 4 

T hiperbolik ⇔ iz2(T) > 4 

T loksodromik ⇔  iz2(T) < 0 veya iz2(T)∉R. 
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T bir doğrusal dönüşüm olmak üzere Tm= I özelliğindeki en küçük m pozitif tam-

sayısına T dönüşümünün mertebesi ya da periyodu denir. Eğer bu özellikte bir m sayısı 

yok ise T dönüşümüne sonsuz periyotludur denir. 

 

Eğer T özdeşlikten farklı sonlu periyotlu bir dönüşüm ise T eliptik bir dönüşüm-

dür. Gerçektende, T dönüşümü belli bir Uλ ile eşlenik ise her bir n∈Z için Tn de Uλ
n ile 

eşleniktir, ve böylece Uλ sonlu periyotludur. Eğer λ = 1 ise nU1 (z) = z + n olur ki bu du-

rumda U1 dönüşümü sonsuz periyotludur. O halde λ ≠ 1 dir. Böylece nU λ (z) = λn z olur, 

T sonlu periyotlu olduğundan T nin periyodunu m olarak alırsak,  mU λ  = I olur, bu ise  

λm = 1 ve dolayısıyla |λ| = 1 olduğunu, yani T dönüşümünün eliptik olduğunu gösterir. 

 

O halde, eliptik olmayan dönüşümlerin her birisi sonsuz periyotludur diyebiliriz. 

 

Bununla birlikte her bir T eliptik dönüşümü sonlu periyotlu olmak zorunda de-

ğildir. θ∈R olmak üzere λ = eiθ olarak alınırsa “Uλ eliptik ⇔  θ, 2π nin bir tam katı de-

ğildir” ve “Uλ sonlu periyotludur ⇔  θ, 2π nin bir rasyonel katıdır.” olduğu dikkate alı-

nırsa  θ nın 2π nin bir irrasyonel katı olması halinde Uλ nın sonsuz periyotlu bir eliptik 

dönüşüm olduğu görülür. 

 

Şimdi T(z) olmak üzere bir T dönüşümünün normal biçimlerini belirtebiliriz. 

Eğer T sabit noktası z1 olan bir parabolik dönüşüm ise bu dönüşüm,  

1)(
1

zzT −
 = 

1−
1

zz
 +c 

biçiminde, eğer T sabit noktaları z1 ve z2 olan bir parabolik olmayan bir dönüşüm ise bu 

dönüşüm, 

2

1

)(
)(

zzT
zzT

−
−  = κ 

2

1

−
−

zz
zz

 

biçimindedir. T nin izi ve çarpanı, 

κ + κ–1 = λ2 – 2,  κ1/2 + κ–1/2 = λ 
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bağıntılarını gerçekler. Bu bağıntılar T nin parabolik dönüşüm olması halinde de (κ = 1 

olarak tanımlanarak) gerçeklenir. 

 

Bir T dönüşümü tarafından kendi üzerine resmedilen çember veya doğruya T 

dönüşümünün sabit çemberi veya sabit doğrusu denir.  

 

Şimdi doğrusal dönüşümlerin sabit çemberleri ve sabit doğrularını belirleyece-

ğiz. 

1. Eğer T parabolik bir dönüşüm ve α, T nin sabit noktası ise α noktasından ge-

çen öyle bir l doğrusu vardır ki T nin her bir sabit çemberi bu doğruya α noktasında te-

ğettir. Tersine α noktasında bu doğruya teğet olan her bir çember de T dönüşümünün 

sabit çemberidir. T dönüşümü her bir sabit çemberin içinde kalan bölgeyi invaryant bı-

rakır. Sabit çemberler ailesine dik olan ve α noktasında birbirlerine teğet olan bir başka 

çember ailesi daha vardır ve bu aile de T ile kendi üzerine resmedilir.  

 

 

 
 

Şekil 1.2.1. Parabolik Dönüşümlerin Sabit Çemberleri 
 

2. Eğer T hiperbolik bir dönüşüm ise T nin sabit noktalarından geçen her bir 

çember bir sabit çemberdir ve tersine her bir sabit çember T nin sabit noktalarından ge-

çer. Dolayısıyla T dönüşümü her bir sabit çemberin içini invaryant bırakır. Sabit çem-

berler ailesine dik olan çemberlerin ailesi T dönüşümü ile kendi üzerine resmedilir. 

 

 

 

l 

α 
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Şekil 1.2.2. Hiperbolik Dönüşümlerin Sabit Çemberleri 

 

3. Eğer T eliptik bir dönüşüm ise T nin sabit noktalarından geçen her bir çember 

T dönüşümü ile T nin sabit noktalarından geçen diğer çemberin üzerine resmedilir. Sabit 

noktalardan geçen çemberler ailesine dik olan çemberler ailesinin her bir elemanı dönü-

şümün sabit çemberleridir. T dönüşümü her bir sabit çemberin içini invaryant bırakır. 

 

 

 
 

Şekil 1.2.3. Eliptik Dönüşümlerin Sabit Çemberleri 

 

4. Eğer T loksodromik bir dönüşüm ise κ çarpanı gerçel ve negatif olmadıkça 

sabit çemberler yoktur. Diğer halde ise T nin sabit noktalarından geçen bir çember sabit 

çemberdir, ancak bu halde T dönüşümü sabit çemberin içini dışına resmeder. Bir 

loksodromik dönüşüm bir çemberin içini hiçbir zaman invaryant bırakmaz. 
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 1.3. PSL(2, R) ve ÖZELLİKLERİ 

  

 Doğrusal dönüşümler içinde katsayıları gerçel olan dönüşümler oldukça önemli 

özelliklere sahiptirler. Bu nedenle PSL(2, C) yerine PSL(2, R) ve bunun alt gruplarının 

özellikleri ile ilgileneceğiz. Aşağıdaki teorem PSL(2, R) nin U üst yarı düzleminin 

otomorfizmlerinin bir grubu olduğunu gösterir.  

 

1.3.1. Teorem. Bir T doğrusal dönüşümün üst yarı düzlemi kendi üzerine resmetmesi 

için gerek ve yeter şart katsayılarının gerçel olmasıdır.(Başkan 1998) 

İspat. İlk olarak T(z) = 
az b
cz d

+
+

  (a, b, c, d∈C,  ad – bc = 1) dönüşümünün üst yarı düz-

lemi üst yarı düzleme resmettiğini kabul edelim. İlk olarak c ≠ 0 olduğunu varsayalım. 

Bu durumda T ve T–1dönüşümleri sürekli olduğundan T(∞) = 
c
a , T–1(∞) = 

c
d−  ve    

T(0) = 
d
b  olup bu değerlerin hepsi birer gerçel sayıdır. O halde 

T(z) = 

c
dz

c
bz

c
a

+

+
 

 dönüşümü gerçel katsayılı olduğundan determinantı ∆ = (ad – bc)c–2 = c–2 ve  

ImT(z) = ∆ Imz |z + dc–1|–2 dir. 

Varsayım gereği hem ImT(z) hem de Imz pozitif olduklarından ∆ = c–2 > 0 yani c∈R 

olmalıdır, dolayısıyla a, b, d∈R olur.  

Eğer c = 0 ise T–1(0) = 
a
b−  olduğundan benzer yöntemle a, b, c, d∈R olduğu 

görülür. 

Şimdi tersini görelim. a, b, c, d∈R ise z = x + iy (y >0) olmak üzere her z∈U için 

ImT(z) = y |cz + d|–2 > 0 olduğundan T(z)∈U dur.  

Diğer yandan ∆<0 ise ImT(z) = y |z + dc–1|–2 <0 olur. Bu ise T doğrusal dönüşü-

mün üst yarı düzlemi alt yarı düzleme resmettiğini gösterir. 
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Çalışmamızda PSL(2, R) ve alt gruplarının üzerinde duracağımızdan şimdi 

PSL(2, R) nin öğelerini sınıflandıracağız ve bu öğelerin eşleniklik sınıflarını inceleye-

ceğiz. Bunun için aşağıdaki teorem faydalı olacaktır. 

 

1.3.2. Teorem. i) PSL(2, R), U üzerinde geçişlidir. 

                      ii) PSL(2, R), R∪ {∞}üzerinde çifte geçişlidir. (Jones ve Singerman 1987) 

İspat. i) Eğer a + ib∈U ise a>0 dır. Bu durumda T∈PSL(2, R) öğesini T(z) = az +b bi-

çiminde seçersek T(i) = ai +b olur. Böylece PSL(2, R) nin hareketi (geçişli) altında i nin 

yörüngesi U dur. Dolayısıyla PSL(2, R), U üzerinde geçişli hareket eder, yani belli bir 

T∈PSL(2, R) ile U daki herhangi iki nokta birbirine resmedilebilir. 

ii) Şimdi PSL(2, R) nin R∪ {∞}üzerinde çifte geçişli olduğunu görelim. Bunun için a>b 

olmak üzere herhangi a, b∈R için S dönüşümünü S(z) = 
bz
az

−
− biçiminde seçersek bu 

dönüşüm (a, b) ikilisini (0, ∞) ikilisine resmeder.  

Diğer yandan T(z) = 
z
1−  dönüşümü (0, ∞) ikilisini (∞, 0) a ve V(z) = z + b dönü-

şümü (0, ∞) ikilisini (∞, b) ye resmeder. Böylece PSL(2, R) nin hareketi altında (0, ∞) 

un yörüngesi (a, b) ikililerinden ibarettir. Bu ise PSL(2, R) nin R∪ {∞} üzerinde çifte 

geçişli hareket ettiğini gösterir.  

 

Şimdi PSL(2, R) grubunun öğelerinin eşleniklik sınıflarını belirleyeceğiz. Daha 

önce PSL(2, C) için yapılanlar ile burada yapılacak olanlar benzeşebilir, ancak PSL(2, 

C) de, PSL(2, R) nin iki öğesi eşlenik olduğunda bu iki öğe PSL(2, R) de eşlenik olma-

yabilir.  

İlk olarak PSL(2, R) nin öğelerinin sabit noktalarının neler olduğunu belirleye-

lim. a, b, c, d∈R olduğu dikkate alınırsa 

cz2 +(d – a)z –b = 0 

denklemin kökleri T nin sabit noktalarıdır ve üç hal söz konusudur.  

1. Hal. T nin R∪ {∞}üzerinde bir sabit noktası vardır. 

2. Hal. T nin R∪ {∞}üzerinde iki farklı sabit noktası vardır. 

3. Hal. T nin sabit noktaları gerçel olmayan karmaşık eşlenik sayılardır.  

Bu halleri dikkate alarak aşağıdaki sınıflandırmayı yapabiliriz.  
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1. Parabolik Öğeler (|a +d| = 2). T sabit noktası α∈R∪{∞}olan bir parabolik öğe ol-

sun. PSL(2, R) nin öğeleri R∪{∞} kümesini R∪{∞} üzerine resmettiğinden S(α) = ∞ 

olacak şekilde bir S∈PSL(2, R) dönüşümü vardır. O halde STS–1 dönüşümü de sabit 

noktası ∞ olan bir parabolik dönüşümdür. Dolayısıyla bu dönüşüm,  

W = STS–1 : z → z + t   (t ∈R\{0}) 

biçimindedir. Eğer V(z) = 
t
1 z ise VTV–1: z → z ± 1 olur ( işaret t<0 veya t>0 olmasına 

göre değişir). O halde, z + 1 ile z –1 dönüşümleri PSL(2, R) de eşlenik olmadığından, 

PSL(2, R) nin parabolik öğelerinin iki eşleniklik sınıfı vardır. 

 

2. Hiperbolik Öğeler (|a +d| > 2). T sabit noktaları α, β∈R∪{∞}olan bir hiperbolik öğe 

olsun. PSL(2, R) grubu R∪{∞} kümesi üzerinde çifte geçişli olduğundan α noktasını 0 

noktasına,  β noktasını ∞ noktasına resmeden bir S∈PSL(2, R) dönüşümü vardır. O hal-

de daha önce tanımladığımız Uλ  dönüşümü 

Uλ(z) = STS–1(z) = λz   (λ∈R\{0,1}) 

biçimindedir. Eğer B(z) = 
z
1

−  ise BUλB–1  = U1/λ olur ki böylece Uλ ile U1/λ dönüşümle-

ri PSL(2, R) de eşlenik olurlar. “Uκ, Uλ ya eşleniktir ⇔ κ = λ veya κ = 
λ
1  dır” olduğun-

dan PSL(2, R) nin her bir hiperbolik öğesi Uλ biçimindeki bir tek öğeyle eşleniktir.  

 

3. Eliptik Öğeler (|a +d| < 2). T sabit noktası α∈U olan bir eliptik öğe olsun. PSL(2, R), 

U üzerinde geçişli olduğundan S(α) = i olacak şekilde bir S∈PSL(2, R) dönüşümü var-

dır. Bu durumda S( α ) = i = –i olacağından W = STS–1 dönüşümü sabit noktaları i ve –i 

olan bir eliptik öğedir. Dolayısıyla W dönüşümünü 

izW
izW

+
−

)(
)(  = λ

iz
iz

+
−  

biçiminde ifade edebiliriz. W∈PSL(2, R), R∪{∞} kümesini kendi üzerine resmettiğin-

den W(β)∈R olacak şekilde bir β∈R vardır. Dolayısıyla, 

 
iW
iW

+
−

)(
)(

β
β  =

i
i

+
−

β
β  =1 

olacağından λ = eiθ ( 0 ≤ θ < 2π) olur. Böylece sabit noktaları α ve α  olan T dönüşümü  
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izW
izW

+
−

)(
)(  = eiθ 

iz
iz

+
−  

dönüşümü ile eşlenik olur. 

 

1. 3. 3. Uyarı 1. PSL(2, C) de olduğu gibi PSL(2, R) nin sonlu periyotlu öğeleri de sa-

dece eliptik öğelerdir.  

2. Bir loksodromik öğe için a + d gerçel olmadığından PSL(2, R) de loksodromik öğe 

bulunmaz. 
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1. 4. SABİT NOKTA KÜMELERİ  

 

İki dönüşümün değişmeli olması ile bu dönüşümlerin sabit noktalarının arasında 

oldukça sıkı bir ilişki vardır. Aşağıda verilecek olan teoremler bu ilişkileri daha iyi be-

lirtecektir. T∈PSL(2, R) nin sabit noktalarının kümesini FT ile gösterelim. 

 

1.4.1. Teorem. T, S∈PSL(2, R) ve ST = TS ise S dönüşümü T nin sabit noktalarının 

kümesini kendi üzerine resmeder, yani S(FT ) = FT dir. Benzer şekilde T dönüşümü de S 

nin sabit noktalarının kümesini kendi üzerine resmeder. (Başkan 1980) 

İspat. p∈FT olduğunu varsayarsak, 

S(p) = ST(p) = TS(p) = T(S(p)) 

yani S(p)∈FT dir. Teoremin son kısmının ispatı S yerine T, T yerine S koyarak görülür. 

 

Bu teorem yardımıyla PSL(2, R) nin bazı özel dönüşümlerinin merkezleştiricile-

rini belirleyebiliriz.  

 

İlk olarak parabolik bir dönüşümün merkezleştiricisini belirleyelim. Bunun için 

tüm parabolik dönüşümlerin eşlenik olduğu T(z) = z + 1 parabolik öğesini dikkate ala-

lım. Bu durumda eğer S∈CPSL(2, R)(T) ise ST = TS olur. T(∞) = ∞  ve FT = {∞} olduğun-

dan S(∞) = ∞ olmalıdır. Dolayısıyla S dönüşümü S(z) = az + b biçimindedir. Ancak ST 

= TS olacağı dikkate alınırsa a = 1 olduğu görülür. Böylece, 

CPSL(2, R) (T) = { z → z + k| k ∈R} 

dir. Benzer şekilde T(z) = z – 1 içinde  

CPSL(2, R) (T) = { z → z + k| k ∈R} 

olduğu görülür. 

                

Şimdi de T(z) = λz (λ>0, λ ≠ 1) hiperbolik öğesinin merkezleştiricisini belirleye-

lim. T dönüşümünün sabit nokta kümesi FT = {0, ∞} olduğundan T dönüşümünün mer-

kezleştiricisi bu kümeyi kendi üzerine resmedecek dönüşümlerden oluşmalıdır. Dolayı-

sıyla µ>0 olmak üzere bu dönüşümler S(z) = µz biçimindeki dönüşümlerdir, yani  

CPSL(2, R) (T) = { z → µz | µ >0} 
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olur.  

               

Son olarak sabit noktaları i ve –i olan  

izT
izT

+
−

)(
)(  = eiθ 

iz
iz

+
− ( 0 ≤ θ < 2π) 

eliptik dönüşümünün merkezleştiricisi ise  

CPSL(2, R) (T) = { W | 
izW
izW

+
−

)(
)(  = eiФ 

iz
iz

+
− ,  0 ≤ Ф< 2π } 

dir. 

            Böylece oldukça sık kullanılacak olan aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

 

1.4.2.Teorem. T, S∈PSL(2, R) özdeşlikten farklı iki dönüşüm olsun.“TS = ST ⇔ FT = 

FS” dir.   

İspat. (⇒) T sabit noktası α olan parabolik öğe ise TS(α) = ST(α) = S(α) olduğundan T, 

S(α) noktasını da sabit bırakır. T parabolik bir dönüşüm olduğu için bir tek sabit noktası 

vardır, dolayısıyla S(α) = α, yani α noktası S dönüşümünün de sabit noktasıdır. Şimdi S 

nin α noktasından başka sabit noktasının olmadığını görelim. Eğer S dönüşümü bir β ≠ 

α noktasını da sabit bıraksaydı ST(β) = TS(β) = T(β) yani S dönüşümü, T(β)  noktasını 

da sabit bırakırdı. Ancak bu durumda S dönüşümünün α, β ve T(β) gibi üç sabit noktası 

olurdu. O halde T(β) = β ya da T(β) = α  olmalıdır. T dönüşümü birebir olduğundan T(β) 

= α olamaz. Ancak T(β) = β da olamaz, çünkü T dönüşümünün sadece bir tane sabit 

noktası vardır. Dolayısıyla S nin de α dan farklı sabit noktası olamaz, yani FT = FS = 

{α} dır. 

 T dönüşümünün α, β∈R gibi iki farklı sabit noktalarının olduğunu, yani T dönü-

şümünün hiperbolik bir dönüşüm olduğunu varsayalım. TS(α) = ST(α) = S(α) ve TS(β) = 

ST(β) = S(β) olduğundan T dönüşümü, S(α) ve S(β) noktalarını sabit bırakır. T dönüşü-

münün sabit noktaları α ve β olduğu için aşağıdaki iki olasılık söz konusudur; 

( i )    S(α) = α,  S(β) = β  

( ii )   S(α) = β,  S(β) = α 

Birinci halde FS = {α, β} olduğundan istenen elde edilmiş olur. İkinci halde ise S(α) = β 

ve S(β) = α olduğundan S2(α) = S S(S(α)) = S(β) = α ve S 2(β) = S(S(β)) = S(α) = β oldu-

ğu görülür. S dönüşümü α ve β noktalarını  sabit  bırakmadığına göre S dönüşümünün α 
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ve β dan farklı olan γ gibi bir başka sabit noktası vardır. Bu durumda S dönüşümü γ 

noktasını sabit bıraktığından S 2 dönüşümü de γ noktasını sabit bırakır. O halde S 2 dönü-

şümünün α, β ve γ  gibi farklı üç sabit noktası vardır ve dolayısıyla S2 = I dır. S sonlu 

mertebeli olduğundan, bir eliptik öğedir. S eliptik olduğundan üst yarı düzlemde α ve β 

noktalarından farklı olan τ gibi bir sabit noktası vardır. TS = ST olduğundan ST(τ) = 

TS(τ) = T(τ) yani S dönüşümü T(τ) noktasını sabit bırakır. Dolayısıyla T(τ) = τ ya da 

T(τ) = τ  dir. T, U üst yarı düzlemi kendi üzerine resmettiğinden T(τ) = τ dur. Bu ise τ 

noktasının α ya da β olduğunu gösterir. Halbuki τ noktasının α ve β dan farklı olduğunu 

varsaymıştık. O halde bu hal söz konusu değildir, yani FT = FS = {α, β} dır. 

 T dönüşümünün α ve α  gibi iki sabit noktası olduğunu varsayalım. TS(α)= ST(α) 

= S(α) ve TS( α ) = ST( α ) = S ( α ) olduğundan aşağıdaki iki hal söz konusudur. 

 i.      S (α) = α,   S ( α ) = α  

 ii.     S (α) = α ,   S ( α ) = α 

Birinci halde FS = {α, α } olduğu hemen görülür. İkinci halde ise S dönüşümü U nun 

otomorfizmi olduğundan söz konusu değildir. Yani bu durum da FT = FS = {α, α } dir. 

  (⇐) FT = FS olduğunu varsayalım. T ve S dönüşümlerinin ya ikisi de parabolik, 

ya da ikisi de parabolik olmayan dönüşümlerdir. Şimdi bunları ayrı ayrı inceleyelim. 

i. T ve S dönüşümlerinin ikisi de parabolik ve FT = FS = { α } olsun. Bu durumda W(α ) 

= ∞ olacak biçimde bir W∈PSL(2, R) öğesi bulabiliriz. Dolayısıyla T′ = WTW–1 ve S′ = 

WSW–1 olarak alınırsa T′(∞) = ∞ ve bu dönüşüm T dönüşümünün eşleniği olduğundan 

başka sabit noktası yoktur. O halde λ bir gerçel sayı olmak üzere  

T′(z) = z + λ 

biçimindedir. Benzer şekilde µ bir gerçel sayı olmak üzere 

S′(z) = z + µ 

olduğu görülür. T′S′(z) = T′(z + µ) = z + µ + λ = z +λ + µ = S′(z + λ) = S′T′(z) olduğun-

dan 

 T′S′ = S′T′ 

 olduğu görülür.  

 ii. T ve S dönüşümlerinin ikisi de ne parabolik olmayan dönüşümler ve FT = FS = {α, 

β} olduğunu varsayalım. Bu durumda W(α) = 0 ve W(β) = ∞ olacak biçimde bir 

W∈PSL(2, R) öğesi bulabiliriz. Dolayısıyla T′ = WTW–1 dönüşümü 0 ve ∞ noktalarını 
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sabit bırakan bir dönüşümdür. O halde k>0, k ≠ 1 olmak üzere T′(z) = kz biçimindedir. 

Benzer şekilde S′(z) = λz  (λ>0, λ ≠1 ) olduğu görülür. Böylece  

  T′S′(z) = T′(λz) = kλz = λkz = S′(kz) = S′T′(z) 

elde edilir. 

 

              Böylece PSL(2, R) deki dönüşümlerin merkezleştiricileri için aşağıdaki sonucu 

verebiliriz. 

 

1.4.3. Teorem. T∈PSL(2, R) bir hiperbolik (parabolik, eliptik) dönüşüm ise T dönüşü-

münün PSL(2, R) deki merkezleştiricisi özdeşlik öğesi ve T ile aynı sabit nokta kümesi-

ne sahip tüm hiperbolik (parabolik, eliptik) dönüşümlerden oluşur. (Jones ve Singerman 

1987)  

İspat. S∈CPSL(2, R)(T) ise ST = TS olacağından yukarıdaki teorem gereği FT = FS dir. 

Dolayısıyla T dönüşümünün PSL(2, R) deki merkezleştiricisi sadece aynı cins ve aynı 

sabit nokta kümesine sahip olan dönüşümlerden oluşacaktır.  

 

             Dönüşümlerin sabit nokta kümelerinden faydalanarak dönüşümlerin komütatör-

lerini de belirleyebiliriz.  

             T ve S parabolik olmayan ve ortak bir sabit noktaları ∞ diğer sabit noktaları ise 

farklı olan iki dönüşüm olsun. Bu durumda  

W =TST–1S–1 

dönüşümü özdeşlikten farklıdır ve üstelik,  

W(∞) = TST–1S–1(∞) = ∞ 

özelliğinde bir parabolik dönüşümdür. Dolayısıyla da bu dönüşüm belli bir  λ∈R için 

W(z) = z + λ 

biçimindedir, yani bir parabolik dönüşümdür.  

T ve S sabit noktaları farklı olan iki parabolik dönüşüm olduğunu varsayalım. Bu 

durumda ise  

W =TST–1S–1 

dönüşümü bir hiperbolik dönüşümdür. 
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1. 5. HİPERBOLİK GEOMETRİ. 

 

PSL(2, R) grubu ile hiperbolik geometri arasındaki ilişki Henri Poincare tarafın-

dan 1882’de yayınlanan bir makalede belirtilmiştir. Hiperbolik geometrinin temelleri ise 

Bolyai ve Lobatchewsky tarafından atılmıştır. Hiperbolik geometri Euclidean geometri-

sindeki paralellik aksiyomunun değiştirilmesi ile elde edilmiştir. Bilindiği gibi 

Euclidean geometrisinde paralellik aksiyomu, “bir l doğrusu üzerinde bulunmayan bir P 

noktasından l doğrusunu kesmeyen bir tek doğru vardır” biçimindedir. Hiperbolik geo-

metrinin paralellik aksiyomu ise “bir l doğrusu üzerinde bulunmayan bir P noktasından 

l doğrusunu kesmeyen sonsuz sayıda doğru vardır” biçimindedir. Hiperbolik geometri 

yerine çoğu zaman Non Euclidean geometri adı da kullanılır.  

 Hiperbolik geometri için çeşitli modeller vardır. Burada üst yarı düzlem modelini 

oluşturacağız (birim disk modeli de çok kullanılan bir modeldir) ve bu modeli kullana-

cağız. Bu gösterimde hiperbolik düzlem üst yarı düzlemdir, üst yarı düzlemdeki nokta-

lar (bildiğimiz noktalar) H-nokta,  gerçel eksene dik olan çemberlerin üst yarı düzlemde 

kalan kısımları ile gerçel eksene dik olan bildiğimiz Euclidean doğrularının üst yarı 

düzlemde kalan kısımları H- doğru olarak adlandırılır. p ve q iki H-nokta olmak üzere 

bunları birleştiren H-doğrunun p ve q noktaları arasındaki kısmına p ve q noktalarını 

birleştiren H-doğru parçası denir. Kesişen iki H-doğru arasındaki açı bu iki H-doğrunun 

kesiştiği noktadaki teğetleri arasındaki Euclidean anlamında ölçülen açıdır ( Burada H 

öneki hiperbolik kavramını belirtmektedir).   

 Hiperbolik geometrideki uzaklık ve alan kavramları aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

 

1.5.1. Tanım. γ : [0, 1] → U, γ(t) = z(t) = x(t) + iy(t) parçalı diferansiyellenebilir eğrisi-

nin hiperbolik uzunluğu   

h(γ) = ∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

γ
y

dt
dy

dt
dx 22

dt = ∫
γ y

dt
dz

 dt 

ve ölçülebilir bir E kümesinin hiperbolik alanı, 

µ(E) = 
dxdy

yE 2∫∫  
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biçiminde tanımlanır. 

 

 Bu tanımlar yardımıyla p ve q noktalarını H-uzaklık bu iki noktayı birleştiren H-

doğrunun uzunluğu olarak tanımlanır. Böylece U üzerinde adına hiperbolik metrik de-

nen, bir metrik elde edilmiş olur. Bu metrik ile birlikte düşünüldüğünde U, hiperbolik 

düzlem için bir model oluşturur. Hiperbolik metriğin U ya kondurduğu topoloji ile U 

üzerindeki topoloji aynıdır. 

             

 PSL(2, R) grubunun öğeleri hiperbolik geometrinin eşmetrileridir. Aşağıdaki teo-

rem PSL(2, R) nin bu özelliğini belirtmektedir. 

 

1.5.2. Teorem. T∈PSL(2, R) olmak üzere  

i) h(T(γ)) = h(γ) 

ii) µ(T(E)) = µ(E) 

dir. (Jones ve Singerman 1987) 

İspat. i) T(z) = 
az b
cz d

+
+

 (a, b, c, d∈R,  ad – bc = 1) olarak alalım. O halde bu dönüşümün 

türevi 

dz
dT  = ( ) ( )

( )2dcz
bazcdcza

+
+−+  = 

( )2

1
dcz +

 

biçimindedir. Diğer yandan  

T(z) = ( )( )
2dcz

dzcbaz
+

++  =  ( )( )
2dcz

zbcadzbdzacz
+

++  

ve  z = x + iy , T (z) = u + iv olarak alınırsa  

v = 
( )2dcz

y
+

 

elde edilir ki bu durumda  

dz
dT  = 

y
v  

olur. Böylece  
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h(T(γ)) = ∫
1

0 v

dt
dt
dT

 = ∫
1

0
v

dt
dt
dz

dz
dT

 = ∫
1

0 yv

dt
dt
dzv

= ∫
1

0 y

dt
dt
dz

= h(γ) 

eşitliğini elde etmiş oluruz. 

ii)  T(z) = 
az b
cz d

+
+

  (a, b, c, d∈R,  ad – bc = 1) ve  z = x + iy , T (z) = u + iv olarak alalım. 

Bu durumda Cauchy Riemann eşitliklerini kullanarak  

                            ( )
( )yx

vu
,
,

∂
∂ = 

x
u
∂
∂

y
v
∂
∂  – 

y
u
∂
∂

x
v
∂
∂  

  = 
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

x
u + 

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂
x
v = 

2

dx
dT = 

2

dz
dT = 

( )4

1
dcz +

 

eşitliklerini elde ederiz. Böylece  

µ(T(E)) = ∫∫ )( 2ET v
dudv  = ∫∫ ∂

∂
E v

dxdy
yx
vu

2),(
),(  

ve 

dz
dT  = 

y
v  

eşitliğini kullanarak 

µ(T(E)) = dxdy
y

dcz

dczE∫∫
+

+ 2

4

4

1 = µ(E) 

eşitliğini elde etmiş oluruz.  

 

1.5.3. Sonuç. PSL(2, R) hiperbolik uzaklığı invaryant bırakır, yani p, q∈U ve ρ(p, q),  p 

ve q noktaları arasındaki hiperbolik uzaklık olmak üzere her T∈PSL(2, R) için  

ρ(p, q) = ρ(T(p), T(q)). 

Dolayısıyla PSL(2, R) hiperbolik eşmetrilerin bir grubudur. (Jones ve Singerman 1987) 

İspat. p ve q noktalarını birleştiren γ H-doğru parçasının resmi, T(p) ve T(q) noktalarını 

birleştiren T(γ) H-doğru parçasıdır ve yukarıdaki teorem gereği  

h(T(γ)) = h(γ) 

dir. 
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               U nun kapanışında kapalı olan n tane hiperbolik doğru parçasıyla sınırlı küme-

lere n kenarlı hiperbolik poligon, iki hiperbolik doğru parçasının kesiştiği noktaya ise 

poligonun köşesi denir. Bir poligonun R∪{∞}üzerinde bir köşesi olabilir ancak gerçel 

eksenin bir parçası bir hiperbolik poligonun kenarı olamaz. Aşağıdaki şekillerde hiper-

bolik 3-genler görülmektedir. 

             
Şekil 1.5.1. Hiperbolik Üçgenler. 

 

              Dikkat edilirse bu üçgenlerden birisinin tüm köşeleri U da, ikincisinin bir köşe-

si R üzerinde, üçüncüsünün iki köşesi R∪{∞}da, sonuncusunun ise tüm köşeleri 

R∪{∞} üzerindedir. 

              Hiperbolik bir bölgenin hiperbolik alanının hesaplanması için bir eşitlik daha 

önce verilmişti. Özel olarak bir hiperbolik üçgenin alanı Gauss–Bonet teoremi kullanıla-

rak hesaplanabilir. Bu teorem, bir hiperbolik üçgenin alanının tamamen iç açılarına bağ-

lı olarak hesaplanabileceğini belirtir. Bu teorem daha sonra bazı grupların temel bölge-

lerinin alanının hesaplanmasında kullanılacaktır. 

 

1.5.4. Teorem (Gauss–Bonet).  ∆, açıları α, β, γ olan bir hiperbolik üçgen olsun. Bu 

durumda µ(∆) sonludur ve 

µ(∆) = π – (α + β + γ) 

dır. (Başkan 1980) 

İspat. ∆ hiperbolik üçgeninin köşelerinin bulunduğu yerlere göre aşağıdaki olasılıklar 

söz konusudur 

 

1.hal. İlk olarak ∆  H-üçgeninin iki kenarının dikey H-doğrular olduğu durumu incele-

yelim. 
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Şekil 1.5.2. ∆  H-üçgeninin alanı 

 

Bu halde  ∆  H-üçgeninin tabanı bir Euclidean yarı çemberdir. z → z + λ  (λ∈R) ve z → 

µz  (µ>0) dönüşümlerini uygularsak bu yarı çemberin yarıçapını 1 ve merkezini 0 olarak 

alabiliriz. Böylece ∆ H-üçgenini x=a ve x=b doğruları ile sınırlandırılmış olarak düşü-

nebiliriz. Burada 
∧

AOC  ve 
∧

BOD  açıları sırasıyla α ve β dır. O halde, ∆  H-üçgeninin H-

alanı   

µ(∆) = ∫∫∆ 2y
dxdy = ∫

b

a

dx ∫
∞

− 21
2

x
y
dy = ∫

−

b

a x
dx

21
 

olur. 0 ≤ θ < π  olmak üzere x = cos θ dönüşümü yapılırsa ∆ H-üçgeninin H-alanı   

µ(∆) = ∫
−

−
β

απ
θ

θθ
sin
sin d = π – (α + β) 

olur. 

2. Hal. ∆  H-üçgeninin bir C köşesi gerçel eksen üzerinde olsun. Bu durumda C köşesi  

 
 

Şekil 1.5.3. ∆  H-üçgeninin alanı 

A 
B 

C
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bir T∈PSL(2, R) öğesi ile ∞ noktasına resmedilir. Böylece ∆ H-üçgeninin H-alanı ve 

açıları değişmediğinden H-alan 1. hal gereği  

µ(∆) = π – (α + β) 

olur. 

3. Hal. A, B, C noktaları ∆ H-üçgeninin köşeleri olmak üzere bu köşelerin hiçbiri 

R∪{∞} üzerinde bulunmasın. Eğer AB, H-doğru parçası R yi bir D noktasında kesecek 

 
Şekil 1.5.4. ∆  H-üçgeninin alanı 

 

şekilde uzatılırsa ∆1 köşeleri A, C, D olan H-üçgen olmak üzere ∆ = ∆1\ ∆2 olur ve ∆2 

köşeleri B, C, D olan H-üçgendir. Böylece   

µ(∆) = µ(∆1) – µ(∆2) 

                                         = π – (α + γ + θ) – [ π – θ – ( π – β) ] 

         = π – (α + β + γ) 

olur. 

 

               Bu teoremi kullanılarak Gauss–Bonet formülünü poligonlara genişletebiliriz. 

  

1.5.5.  Sonuç. Eğer П açıları α1,…,αn olan  n-kenarlı bir poligon ise          

µ(П) = (n – 2)π – (α1 + α2 + …+ αn) 

dir. 

İspat. A1,…, An, П poligonunun köşeleri ve O noktası OA1,…, OAn H-doğru parçaları П 

poligonunun içinde kalacak şekilde П nin içinde bir nokta olsun. Böylece OA1A2, 

OA2A3, …,  OAnA1 üçgenlerinin H-alanlarını toplayarak  

µ(П) = (n – 2)π – (α1 + α2 + …+ αn) 

eşitliğini elde ederiz. 
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1.6. YANSIMALAR VE ÜÇGEN GRUPLAR 

 

1.6.1.Tanım. Q bir H-doğru olmak üzere, Q nun her bir noktasını sabit bırakan U nun 

özdeşlikten farklı H-eşmetrisine Q da bir H- yansıma denir. 

Özel olarak sanal eksene göre Euclidean yansıma olan R0(z) = – z aynı zaman-

da bir H-yansımadır. Q0 sanal eksen ve Q herhangi bir H-doğru olmak üzere T(Q) = Q0 

özelliğinde bir T ∈PSL(2, R) vardır. T de bir H-eşmetri olduğundan T–1R0T, Q da bir H-

yansıma olur. R0 ın mertebesi 2 olduğundan her bir yansımanın da mertebesi 2 dir. 

 Her bir H-yansıma U nun bir anti-konform homeomorfizmidir yani açıları ko-

rur fakat yönlerini değiştirir. Eğer B, U nun bir anti konform homeomorfizmi ise R0B = 

T, U nun bir konform homeomorfizmi olur ve dolayısıyla PSL(2, R) dedir. O halde       

B = R0T yazılabilir ve böylece her bir H-yansıması, 

z →
dzc
bza

+
+ ,  a, b, c, d∈R ve ad –bc = –1 

biçiminde olur. 

               τ, köşeleri v1, v2, v3, bu köşelerdeki açıları 
1

π
m

, 
2

π
m

,
3

π
m

ve bu köşelerin karşı-

sındaki kenarları M1, M2, M3 olan bir H-üçgen olsun. 

        
Şekil 1.6.1. τ Hiperbolik Üçgen. 
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  i = 1,2,3 olmak üzere Ri, Mi kenarını bulunduran H-doğrudaki H-yansıma ve Γ*, 

R1, R2, R3, ile üretilen grup olsun. Ri∉PSL(2, R) olduğundan Γ* bir Fuchsian grup de-

ğildir. Eğer Γ = Γ*∩ PSL(2, R) olarak alınırsa Γ* = Γ∪ R1Γ olduğu görülür.  

               τ, H-üçgeninin R1 H-yansıması altındaki resmi R1(τ) hiperbolik üçgenin kenar-

ları R1(M1) = M1, R1(M2) ve R1(M3) dür. R1R2R1
–1,  R1(M2) yi nokta nokta sabit bıraktı-

ğından R1R2R1
–1,  R1(M2) de bir H-yansımasıdır. Bu yansıma R1(τ) yu R1R2R1

–1(R1(τ)) = 

R1R2(τ) ye resmeder.  

 
Şekil 1.6.2. τ Hiperbolik Üçgenin Resimleri. 

 

               Bu şekilde devam ederek, v3 köşesini saran hiperbolik üçgenlerin τ, R1(τ), 

R1R2(τ), R1R2R1(τ), … , (R1R2
13) −m R1(τ) olduğu görülür. R1R2, v3 köşesini sabit bırakan 

iki H-yansımanın çarpımıdır fakat bu dönüşüm v3 köşesi etrafında 
3

2
m
π  açılık bir hiper-

bolik dönme olarak düşünülebilir ve dolayısıyla (R1R2 3)m  = I dır.  

               τ nun, Γ* ın öğeleri altındaki resimleri, yani  

{ T(τ) | T∈Γ*} 

kümesi U nun bir döşemesini oluşturur. τ nun herhangi iki resmi üst üste gelmeyeceği 

gibi U nun her bir noktası τ nun belli bir Γ*- resmide bulunmaz. 

                            p, τ nun herhangi bir noktası olmak üzere p nin Γ*- resimleri döşeme-

nin diğer üçgenlerinin noktaları olacaktır ve dolayısıyla ayrık bir küme oluşturacaklar-

dır. Böylece U nun her bir Γ- yörüngesi ayrık bir küme olur ve Γ bir Fuchsian gruptur. 

Bu şekilde oluşturulan Γ Fuchsian grubuna üçgen grup denir.  
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2. BÖLÜM 

SÜREKSİZ VE AYRIK GRUPLAR 

 

 Bu bölümde süreksiz ve ayrık grup kavramları tanımlandıktan sonra süreksiz ve 

ayrık grupların temel özellikleri üzerinde durulacaktır. Özellikle, otomorf fonksiyonlar 

teorisinin temel kavramı olan süreksiz grup ve ayrık grup kavramları arasındaki ilişki 

belirtilecektir. Bir grubun limit noktaları kümesi ve süreksizlik bölgesi tanımı verilerek 

grubun temel bölgesi kavramına giriş için bir ortam hazırlanacaktır. 

 

2.1. SÜREKSİZLİK 

 

Birinci bölümde Σ genişletilmiş karmaşık düzlemin tüm homeomorfizmlerinin  

T(z) = 
az b
cz d

+
+

   a, b, c, d∈C ve ad – bc = 1 

biçimindeki dönüşümler olduğunu belirtmiştik. Bundan sonra bu dönüşümlerin gerçel 

katsayılılarının oluşturduğu  

PSL(2, R) = { T | T(z) = 
az b
cz d

+
+

 a, b, c, d∈R ve ad – bc = 1}  

grubunun özellikleri ile ilgileneceğiz. 

 

2.1.1. Tanım. Γ ⊂ PSL(2, R) ve α∈Σ olsun. Eğer Tn(z) → α olacak biçimde Γ nın farklı 

elemanlarından oluşan bir sonsuz (Tn) dizisi ve bir z∈Σ noktası var ise α noktasına Γ nın 

bir limit noktası denir. Γ nın limit noktalarının kümesi L(Γ) ile gösterilir ve bu kümeye 

de Γ nın limit kümesi adı verilir.  

             Eğer α noktası Γ grubu için bir limit noktası değilse α noktasına Γ için bir adi 

noktadır denir ve adi noktaların kümesi de A(Γ) ile gösterilir. 

 

2.1.2. Uyarı 1. Tanımlar dikkate alınırsa L(Γ) ve A(Γ) kümeleri Σ da birbirinin tümleye-

nidirler.  

2. Tanımda sözü geçen (Tn) dönüşümler dizisi farklı öğelerden oluştuğu halde (Tn(z)) 

dizisinin farklı noktalardan oluşması gerekmez. 
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3. Eğer α noktası sonsuz çoklukta farklı T∈Γ dönüşümünün sabit noktası ise α noktası-

nın Γ  grubu için bir limit noktası olacağı açıktır.  

4. Eğer α noktası sonsuz mertebeli bir T∈Γ dönüşümünün sabit noktası ise α noktası Γ  

grubunun bir limit noktasıdır. 

5.  Γ = { T | T(z) = 
az b
cz d

+
+

, a, b, c, d∈Z ve ad – bc = 1} modüler grubu için L(Γ) = 

R∪{∞}dur. 

6.  Γ, T(z) = kz (k>0) dönüşümü ile üretilmiş bir devirli grup ise L(Γ) = {0, ∞}dur. 

              

Bir grubun limit ve adi noktası tanımlarından faydalanılarak süreksizlik kavramı 

tanımlanabilir. 

 

2.1.3. Tanım. Eğer α, Γ grubunun bir adi noktası ise Γ grubuna α noktasında süreksizdir 

denir. Eğer Γ grubu bir S kümesinin her bir noktasında süreksiz ise Γ grubuna S küme-

sinde süreksizdir denir.  

Eğer bir grup belli bir kümede süreksiz ise kısaca Γ grubuna süreksiz grup denir. 

 

2.1.4. Uyarı 1. Tanımdan “Γ bir süreksiz grup ⇔  A(Γ) ≠ φ” olduğu açıktır. 

2. Eğer  S ⊂ A(Γ) ise  Γ grubuna S kümesinde süreksizdir. 

3. Eğer Γ grubu α noktasında süreksiz ise z noktası ne olursa olsun α noktası Γz yörün-

gesinin bir yığılma noktası olamaz. 

4. Her bir T∈Γ için T(L(Γ)) = L(Γ) ve T(A(Γ)) = A(Γ) dır. 

5. L(Γ) kapalı, A(Γ) açık bir kümedir. 

6. Λ ⊂ Γ ise A(Λ) ⊂ A(Γ) dır, dolayısıyla süreksiz bir grubun alt grubu da süreksizdir. 

Diğer yandan | Γ : Λ | = sonlu ise A(Λ) = A(Γ) dır. O halde süreksiz bir alt grubun bir 

gruptaki indeksi sonlu ise grubun kendisi de süreksizdir. 

7. T∈PSL(2, R) için A(T ΓT–1) = T(A(Γ)) dır. 
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2.1.5. Örnek 1. Γ sonlu bir grup olsun. Bu durumda Γ süreksizdir. Γ sonlu bir grup ol-

duğundan farklı öğelerden oluşan bir (Tn) dönüşümler dizisi bulundurmaz. 

 

 

2. Γ geçişli bir grup ve Γz =  Σ, yani Γ nın tek bir yörüngesi var ise Γ süreksiz değildir. 

 

3. Γ, belli bir  T dönüşümü ile üretilmiş bir devirli grup yani Γ = { I, T,T2,…, Tn, …} ol-

sun. 

i) Eğer T bir eliptik dönüşüm değilse Γ, T dönüşümünün sabit nokta veya sabit noktaları 

dışında her yerde süreksizdir. 

ii) Eğer T bir eliptik dönüşüm ise, T dönüşümünün sonlu mertebeli olması halinde Γ her 

yerde süreksiz, T dönüşümünün sonsuz mertebeli olması halinde ise Γ hiçbir yerde sü-

reksiz değildir. 

İlk olarak T nin bir eliptik öğe olmadığını varsayalım, bu durumda T dönüşümü 

sonlu mertebeli olamaz. T dönüşümünün bir sabit noktası T dönüşümünün tüm kuvvet-

lerinin de (ki bu dönüşümlerin her birisi farklıdır) bir sabit noktası olacağından bu sabit 

nokta Γ nın bir limit noktası olur. Bu sabit nokta dışındaki tüm noktalar ise birer adi 

noktadır. Gerçektende Tn(z) → z0 ise z0 noktası T dönüşümünün bir sabit noktasıdır ve 

dolayısıyla T dönüşümünün z0 noktasından başka limit noktası yoktur. 

 

Şimdi de T dönüşümünün sonlu mertebeli bir eliptik dönüşüm olduğunu varsa-

yalım. Bu durumda Γ sonlu bir gruptur ve limit noktası olamaz. Dolayısıyla Γ süreksiz-

dir. 

Son olarak T dönüşümünün sonsuz mertebeli bir eliptik dönüşüm olduğunu 

varsayalım. O halde T dönüşümü 

 

 

2

1

)(
)(

zzT
zzT

−
−  = e(κ) 

2

1

−
−

zz
zz

,  e(κ) = e2πiκ  

 

biçimindedir ve nj →∞ için e(
jnκ ) → 1 özelliğinde bir dizi vardır, böylece jnT  dönü-

şümleri farklı olmak üzere jnT (z) → z olur. Bu ise z noktasının Γ grubu için bir adi nok-
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ta olmadığını gösterir, z noktası keyfi bir nokta olduğundan düzlemin her bir noktası Γ 

için bir limit noktasıdır. O halde Γ hiçbir yerde süreksiz değildir. 

Sonuç olarak eğer Γ süreksiz bir grup ise Γ da sonsuz mertebeli bir eliptik öğe 

bulunmaz. 

 

4. Otomorf fonksiyonlar ve eliptik fonksiyonlar teorisinde önemli bir yere sahip ve 

PSL(2, R) nin bir alt grubu olan 

Γ = { T : 
dcz
bazzT

+
+

=)( , a, b, c, d∈Z, ad – bc = 1} 

modüler grup önemli bir süreksiz grup örneğidir. T∈Γ ise T(U) = U yani Γ nın üst yarı 

düzlemi kendi üzerine resmettiğini daha önce belirtmiştik. Şimdi Γ nın U da süreksiz 

olduğunu görelim. Bunun için tersine Γ nın U üzerinde süreksiz olmadığını varsayalım. 

O halde z, z0∈U,  Tn(z) = xn + iyn → z0 = x0 + iy0 olacak biçimde Γ da farklı öğelerden 

oluşan sonsuz bir (Tn) dizisi vardır. Bu dizinin terimlerinden 

                    
2
1)Re())(Re(

2
1

0 ≤−≤− zzTn            (*) 

özelliğinde olanları seçelim. Tn(z) → z0 olduğundan 

 

yn = 
y

c x d y cn n n( )+ +2 2 2  ⎯→ y0 

 

olur. Bu ise {(cnx + dn)2 + y2cn
2 } kümesinin sınırlı ve dolayısıyla (Tn) dizisinin katsayı-

larının  (cn) ve (dn) dizilerinin sınırlı olduğunu gösterir. cn ler birer tamsayıdır ve dolayı-

sıyla farklı değerlerin sadece sonlu sayıda olabileceğini düşünebiliriz. Benzer durum dn 

ler için de söz konusudur. Dolayısıyla (Tn) dizisini oluşturan dönüşümler için (cn, dn) 

çiftlerinin sayısı sadece sonlu çokluktadır. (c, d) bu özellikteki bir çift olmak üzere     

T(z) = 
az b
cz d

+
+

, (Tn) dizisinin bir öğesi olsun. Eğer  

 

 

T1(z) = 
a z b
cz d
' '+
+
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dönüşümü de (Tn) dizisinin bir öğesi ise T1T –1(z) = 
10 +
′−′+

z
babaz   ve belli bir m tamsayı-

sı için m = ab′ – a′b olmak üzere T1T –1(z) = z + m olmak zorundadır. Böylece 

   T1(z) = 
( ) ( )a mc z b md

cz d
+ + +

+
 

olur. Dikkat edilirse T1(z) = T(z) + m den başka bir şey değildir, ancak (*) eşitsizliğini 

gerçekleyecek bir tek m değeri vardır. Bir başka değişle (Tn) dizisine ait olan bir T dö-

nüşümü (c, d) sıralı ikilisiyle bir tek şekilde belirlenmiştir. Böylece (Tn) dizisinin sadece 

sonlu tane terimden oluştuğu sonucu elde edilir ki bu dizinin sonsuz bir dizi olması ile 

çelişir. O halde Γ, U üzerinde süreksizdir. 

Γ modüler grubun her bir alt grubu da U üzerinde süreksizdir. 

Benzer şekilde Γ nın L alt yarı düzleminde de süreksiz olduğu görülebilir. Ancak 

Γ, R∪{∞}da süreksiz değildir. 

 

2.1.6. Uyarı. Yukarıdaki 3. örnekten, süreksiz bir grupta sonsuz mertebeli bir eliptik 

öğe bulunamayacağı görülür.  

 

2.1.7. Teorem. (Tn), PSL(2, R) de bir dizi ve T∈PSL(2, R) olsun. Eğer (Tn) → T ise her 

z∈Σ için (Tn(z)) → T(z) dir. (Lehner 1966) 

İspat. (Tn) → T ise (T–1Tn) = (Wn) → I olacağı açıktır. Dönüşümlerin matris gösterimleri 

yardımıyla,  

(Wn) = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

nn

nn

dc
ba

 

olmak üzere an → 1, dn → 1, bn → 0 ve cn → 0 dır. Diğer yandan Wn (z), katsayıların 

rasyonel bir fonksiyonudur ve n → ∞ için cnz + d → 1 olduğundan an, bn, cn ve dn kat-

sayılarına göre süreklidir. Üstelik   

Wn (∞) = 
n

n

c
a

→ ∞ 

olur. Böylece Wn (z) → z, yani (Tn(z)) → T(z) dir. 
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2.1.8. Teorem. Bir süreksiz grup sayılabilirdir. (Lehner 1964) 

İspat. Γ ⊂ PSL(2, R) süreksiz bir grup olmak üzere T∈Γ öğesini (a, b, c, d)∈R4 noktası 

ile özdeşleyelim. Bu noktaların kümesine S dersek S ⊂ R4 olur. Tersine Γ nın sayılabilir 

olmadığını varsayarsak bu S kümesinin de sayılabilir olmadığını gösterir. Dolayısıyla S 

kümesinin (a0, b0, c0, d0) gibi bir limit noktası olur. Eğer 

T(z) = 
00

00

dzc
bza

+
+

 

olarak alınırsa, Γ da  (Tn) → T olacak biçimde farklı öğelerden oluşan bir (Tn) dizisi elde 

edilir. Her z∈Σ için (Tn(z)) → T(z) olduğunu biliyoruz. Keyfi bir z0∈Σ için T(z) = z0 eşit-

liği z ye göre çözülebilir. Bu ise her bir z0∈Σ noktasının bir limit noktası olduğunu gös-

terir, yani Γ süreksiz değildir. Bu ise varsayım ile çelişkidir. O halde Γ sayılabilirdir.  
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2.2. AYRIKLIK 

 

Bu kısımda daha önce verilen ayrık grup tanımını PSL(2, R) için tekrar ele ala-

cağız. Daha önce verdiğimiz ayrık grup tanımını hatırlatarak başlayalım. 

 

2.2.1. Tanım. Γ ⊂ PSL(2, R) olsun. Eğer Γ da farklı öğelerden oluşan ve yakınsak olan 

bir (Tn) dizisi yok ise Γ ya ayrıktır denir. 

 

Buradaki yakınsaklık z∈Σ noktasındaki noktasal yakınsaklıktır. Bazı kitaplarda 

ayrık grup tanımı, grubun öğelerinin oluşturduğu diziler yardımıyla, aşağıdaki teorem-

deki gibi ifade edilir. Ayrıklık ile ilgili birçok teoremin ispatında da bu tanım kullanılır.  

 

2.2.2. Teorem. Γ ayrıktır ⇔ (Tn) ler Γ nın farklı öğelerinin bir dizisi olmak üzere       

(Tn) → I  olacak biçimde bir  (Tn) dizisi yoktur. (Lehner 1964) 

İspat. (⇒) Eğer (Tn) → I olacak biçimde bir  (Tn) dizisi var ise Γ, yakınsak bir (Tn) dizi-

si bulunduruyor demektir, bu ise Γ nın ayrık olması ile çelişkidir, yani bu özellikte bir 

dizi yoktur. 

(⇐) Γ ayrık değilse, Γ da farklı öğelerin (Tn) → T  olacak biçimde bir (Tn) dizisi ve üs-

telik (Tn
–1) → T–1 olacak biçimde T–1 dönüşümü vardır. Böylece (Tn +1Tn

–1) → TT–1 = I  

olur. Eğer (Tn +1Tn
–1) dizisi sadece sonlu çoklukta farklı öğe bulunduruyorsa, öyle bir N 

sayısı vardır ki her n>N için Tn +1Tn
–1 = I olur, bu ise (Tn) dizisinin farklı öğelerden oluş-

tuğu varsayımı ile çelişir. Böylece (Tn +1Tn
–1) dizisi sonsuz çoklukta terimlerden oluşur, 

bu dizinin terimleri Wm ile gösterilirse  

Wm = Tm +1Tm
–1 → I 

olur. 

 

Aşağıdaki teorem üzerinde çalıştığımız iki önemli kavram olan süreksizlik ile 

ayrıklık arasındaki ilişkiyi belirtmektedir. 
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2.2.3. Teorem.  Γ⊂ PSL(2, R) olsun. Γ süreksizdir ⇔  Γ ayrıktır. (Lehner 1964)  

İspat. (⇒) Süreksiz bir grubun ayrık olduğu açıktır. Gerçektende, eğer Γ ayrık değilse 

farklı öğelerden oluşan bir  (Tn)  dizisi için (Tn) → I  dır. Böylece her bir z için             

Tn (z) →  z elde edilir ki bu Γ nın hiçbir yerde süreksiz olmadığını gösterir.  

(⇐) Γ ayrık olsun. Γ nın U da süreksiz olduğunu göstermek için L(Γ) ⊂ R olduğunu 

göstermek yeterlidir. Bunun için her hangi z0 = x0 + iy0, (y0 > 0) noktasının Γ nın bir li-

mit noktası olduğunu varsayalım. O halde belli bir z∈U için Tn(z) → z0 olacak biçimde 

bir (Tn) dizisi vardır. Diğer yandan PSL(2, R) geçişli olduğundan A(i) = z olacak biçim-

de bir A∈PSL(2, R) dönüşümü vardır. Böylece (TnA(i)) → z0, ′
nT = A–1 Tn A ve              

z1 = A–1(z0) olmak üzere ′
nT (i) → z1 olur. Dikkat edilirse ′

nT ∈Γ′= A–1ΓA dır.          

L(Γ′ ) = A–1L(Γ) ve L(Γ) nın ikisi birden gerçel olacaklarından L(Γ′ )  nün gerçel oldu-

ğunu görelim.  

′
nT (z) = 

nn

nn

z
z

δγ
βα

+
+

 

olarak alınırsa, z1∈U olduğundan 

Im ( ′
nT (i)) = 22

1

nn δγ +
→ Im z1 > 0 

ve 

| ′
nT (i) |2 = 22

22

nn

nn

δγ
βα

+

+
 → | z1|2 > 0 

Birinci yakınsamadan {γn} ve {δn} kümelerinin, ikinci yakınsamadan ise {αn} ve 

{βn} kümelerinin sınırlı olduğunu görürüz. Böylece bu dizinin bir ( ′
mT ) alt dizisini se-

çebiliriz ki bu Γ′  nün ayrık olmadığını belirtir. Dolayısıyla da Γ ayrık olamaz. Benzer 

şekilde z0 alt yarı düzlemde de alınırsa aynı sonuç çıkar. Böylece L(Γ) nın gerçel olduğu 

görülür. Dolayısıyla  Γ U da süreksizdir. 

 

Bu teoremin bir sonucu olarak, 
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2.2.4. Sonuç.  Γ ayrık bir grup ise L(Γ)⊂ R∪{∞}dur. 

 

2.2.5. Uyarı 1. Süreksiz bir grubun ayrık olacağı açıktır. Ancak bazı hallerde ayrık 

gruplar süreksiz olmayabilir. Örneğin  

PSL(2, Z[i]) = Λ = { T | T(z) = 
az b
cz d

+
+

 a, b, c, d∈ Z[i]  ve ad – bc = 1} 

olarak tanımlanan Picard grubu ayrık bir grup olmakla birlikte bu grup U da süreksiz 

değildir ve U limit noktalarının kümesidir, yani L(Λ) = U dur.  

 

2. Çalışmamızda PSL(2, R) ve onun alt grupları ile ilgileneceğimizden, Teorem 2.2.3. 

gereği bizim için ayrıklık ve süreksizlik kavramları denk kavramlar olacaktır. Bu neden-

le bundan sonra bu kavramlar birbirleri yerine kullanabilecektir. 
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2.3. FUCHS GRUPLARI 

 

 Bu kısımda özel birer ayrık grup olan Fuchs grupları üzerinde durulacak ve bun-

ların temel özellikleri verilecektir. 

 

2.3.1. Tanım.  PSL(2, R) nin ayrık alt gruplarına Fuchs grubu denir.     

 

Fuchs grupları sistematik olarak ilk defa 1880 yılında Poincare tarafından çalı-

şılmıştır. Modüler grup ve üçgen gruplar en çok çalışılan Fuchs grup örnekleridir. 

 

2.3.2. Örnekler 1. Bir hiperbolik öğe tarafından üretilmiş olan hiperbolik devirli grup-

lar, örneğin; λ>1 olmak üzere T(z) = λz öğesi ile üretilmiş olan hiperbolik devirli grup 

hiperbolik öğelerle, özdeşlik öğesinden oluşan bir Fuchs gruptur. Dikkat edilirse, bu 

grubu Γ ile gösterirsek L(Γ) = {0, ∞}dur, yani Γ,  Uda süreksizdir (ayrıktır). 

 

2. Bir parabolik öğe tarafından üretilmiş olan parabolik devirli gruplar, örneğin;         

T(z) = z + 1 dönüşümünün ürettiği parabolik devirli grup bir Fuchs gruptur. 

 

3. Bir eliptik öğe tarafından üretilmiş olan eliptik devirli gruplar ayrıktır ⇔ grubu üre-

ten eliptik öğe sonludur, yani ayrık bir grupta sonsuz mertebeli eliptik öğe bulunmaz.  

 

 f çifte periyodik bir fonksiyon olmak üzere, f fonksiyonunun periyotlarının kü-

mesinin, belli ω1,ω2 ∈ C (ω1,ω2 R üzerinde doğrusal bağımsız) için 

Ωf = { nω1 + mω2 | n, m ∈ Z } 

biçiminde olduğunu daha önce belirtmiştik. Bu şekildeki Ω kümesine kafes ve {ω1,ω2} 

çiftine de Ω kafesi için bir taban (baz) veya üreteç çifti denir. Ω kümesinin C nin bir ay-

rık altgrubu olduğunu da daha önce belirtmiştik.  

Kafeslerin C üzerindeki hareketleri süreksizdir, yani her bir z∈C noktasının öyle 

birer komşuluğu vardır ki, kafeslerin özdeşlikten farklı öğeleri ile bu komşuluklar ken-

disi dışına taşınır, yani Vz, z∈C noktasının bir komşuluğu olmak üzere her ω∈Ω için 

ω(Vz) ∩ Vz = φ olur. Benzer durum Fuchs grupları için maalesef söz konusu değildir. 
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Eğer Fuchs grubunun eliptik öğeleri var ise bu eliptik öğelerin üst yarı düzlemde sabit 

noktaları vardır ve bu sabit noktaların belirtilen özellikte birer komşuluğunu bulmak 

mümkün değildir. Bununla birlikte Fuchs grupları aşağıda tanımı verilecek anlamda sü-

reksiz gruplardır. 

  

2.3.3. Tanım. G, bir Y topolojik uzayının homeomorfizmlerinin bir grubu olsun. Her bir 

y∈Y noktasının 

“g∈G için g(V) ∩ V ≠ φ ise g(y) = y dir” 

özelliğinde bir V komşuluğu var ise G grubuna Y üzerinde has süreksiz hareket ediyor 

denir. 

 

 Tanım dikkate alındığında, her bir süreksiz grubun has süreksiz olarak hareket 

ettiği hemen görülür. Ancak has süreksizlik kavramı süreksizlik kavramından daha za-

yıftır. İsmi nedeniyle has süreksizlik, süreksizlikten daha kuvvetli bir kavrammış gibi 

algılanmaktaysa da literatürde ısrarla has süreksizlik kavramı kullanılmaktadır. Örneğin, 

z → ze n
iπ2

 (n = 2, 3, …) ile üretilmiş olan C nin homeomorfizmlerinin sonlu grubu C 

üzerinde has süreksiz hareket etmekle birlikte süreksiz değildir. 

 

 Aşağıdaki teorem Fuchs gruplarının U üzerinde has süreksiz olarak hareket etti-

ğini göstermektedir. 

 

2.3.4. Teorem. Γ, PSL(2, R) nin bir alt grubu olsun. 

(i)   Γ bir Fuchs grubudur ⇔ Γ, U üzerinde has süreksiz hareket eder. 

(ii) Γ bir Fuchs grubu ve p∈U noktası Γ nın belli bir öğesinin sabit noktası olsun. p nok-

tasının öyle bir W komşuluğu vardır ki, W komşuluğunun hiçbir noktası Γ nın özdeşlik-

ten farklı bir öğesinin sabit noktası olamaz. (Jones ve Singerman 1987) 
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İspat. İlk olarak bir Γ Fuchs grubunun U üzerinde has süreksiz hareket ettiğini görelim. 

zo∈U ve )( ozBε , zo merkezli, ε>0 yarıçaplı kapalı hiperbolik disk olsun. )( ozBε  kom-

pakt olduğundan 

{T∈Γ |  T(zo)∈ )( ozBε  } 

sonlu bir kümedir. O halde öyle bir 0<δ<ε sayısı vardır ki )( ozBδ  kapalı diski zo nokta-

sının Γ yörüngesinden bir başka nokta bulundurmaz. Eğer V = )(2/ ozBδ  olarak alırsak, 

belli S∈Γ için V∩S(V) ≠ φ olması halinde S(z)∈V olacak biçimde bir z∈V vardır. Böyle-

ce  

ρ(z, zo) < 
2
δ , ρ(S(z), zo) < 

2
δ  

ve dolayısıyla 

ρ(zo, S(zo)) ≤ ρ(zo, S(z)) + ρ( S(z), S(zo)) = ρ(zo, S(z)) + ρ( z, zo) <δ 

olur, ancak δ>0 sayısının tanımı dikkate alınırsa S(zo) = zo olduğu görülür. Dolaysıyla Γ, 

U üzerinde has süreksiz hareket eder. 

 (i) kısmının ispatını tamamlamadan önce (ii) yi görelim, bunun için p noktasının 

S ≠ I dönüşümünün sabit noktası olduğunu varsayalım. İspatın ilk kısmından, p noktası-

nın öyle bir W komşuluğu vardır ki W∩S(W) ≠ φ olması halinde S(p) = p olduğunu bili-

yoruz. Eğer q∈W noktası bir T ≠ I dönüşümünün sabit noktası ise W∩T(W) ≠ φ ve böy-

lece T(q) = q olur. Ancak bu T ≠ I dönüşümünün U da iki sabit noktası olduğunu göste-

rir ki bu bir çelişkidir, dolayısıyla p = q dur. 

 Şimdi ispatın (i) kısmını tamamlayalım, yani U üzerinde has süreksiz hareket 

eden bir Γ⊂PSL(2, R) alt grubunun ayrık, yani Fuchs grubu olduğunu görelim. Tersine 

Γ nın ayrık olmadığını varsayalım. Γ nın özdeşlikten farklı öğeleri ile sabit bırakılama-

yan bir s∈U noktası seçelim. Γ ayrık olmadığından Γ nın farklı öğelerinden oluşan      

Tk → I özelliğinde bir (Tk) dizisi vardır. Böylece Tk(s) → s olur. s noktası Γ nın öğeleri-

nin sabit noktası olmadığından (Tk(s)) dizisinin terimleri farklıdır. O halde, yakınsama 

gereği, s noktasının her bir komşuluğu, s noktasının Γ-yörüngesinden sonsuz çoklukta 

öğe bulundurur. Bu ise Γ nın has süreksiz olmadığını gösterir ki bu bir çelişkidir. 
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2.3.5. Sonuç. Γ ⊂ PSL(2, R) olsun. Γ bir Fuchs grubudur ⇔ her z∈U için z noktasının Γ 

yörüngesi  Γz, U nun bir ayrık alt kümesidir.  (Jones ve Singerman 1987) 

 

İspat. (⇒) İlk olarak  Γz nin ayrık olduğunu varsayalım. Bu durumda z merkezli, ε>0 

yarıçaplı açık bir Bε(z) hiperbolik diski vardır ve bu disk Γz yörüngesinin z den başka 

hiçbir noktasını bulundurmaz. Eğer V⊂Bε/2 olarak alınırsa, yukarıdaki teoremin ispatın-

daki düşünce ile, V∩S(V) ≠ φ olması halinde S(z) = z olduğu sonucu elde edilir. Böyle-

ce, yine yukarıdaki teorem gereği, Γ bir Fuchs grubudur. 

 (⇐) Tersine Γ bir Fuchs grubu ise U üzerinde has süreksiz hareket eder ve böylece her 

Γz yörüngesi U da ayrıktır.  

 

 Buna göre, z∈U ve (Tk), Γ nın farklı öğelerinin bir dizisi olmak üzere eğer 

(Tk(z))→α∈Σ ise α∈R∪{∞} dur, yani tüm Γ Fuchs grupları için L(Γ)⊂R∪{∞} dur. 

  

2.3.6. Teorem. Γ aynı sabit nokta kümesine sahip öğelerden oluşan bir Fuchs grubu ise 

Γ devirli bir gruptur.  (Jones ve Singerman 1987) 

 

İspat. Eğer S∈Γ bir hiperbolik öğe ise S dönüşümünün 0 ve ∞ noktalarını sabit bıraktı-

ğını varsayabiliriz. Bu durumda S∈Γ bir hiperbolik (parabolik, eliptik) dönüşüm ise S 

dönüşümünün Γ daki merkezleştiricisi özdeşlik öğesi ve S ile aynı sabit nokta kümesine 

sahip tüm hiperbolik (parabolik, eliptik) dönüşümlerden oluştuğundan Γ nın tüm dönü-

şümleri hiperboliktir ve üstelik 0, ∞ noktalarını sabit bırakırlar. O halde Γ, H = { T |  

T(z) = λz, λ > 0 } grubunun ayrık bir alt grubudur. H, topolojik grup olarak, pozitif reel 

sayıların çarpımına göre bir grup olan R* a izomorf ve R* da topolojik grup olarak R ye 

izomorftur. Dolayısıyla R  nin her bir ayrık alt grubu sonsuz devirli olduğundan  Γ da 

sonsuz devirlidir. 

 

Eğer S∈Γ bir parabolik öğe ise S dönüşümünün ∞ noktasını sabit bıraktığını 

varsayabiliriz. Bu durumda Γ nın tüm dönüşümleri paraboliktir ve ∞ noktasını sabit bı-

rakırlar. O halde Γ, H = { T | T(z) = z + k, k∈R } grubunun ayrık bir alt grubudur ve H  
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pozitif gerçel sayıların toplamına göre bir grup olan R ye izomorf ve R nin ayrık alt 

grubu sonsuz devirli olduğundan  Γ sonsuz devirlidir. 

Eğer Γ eliptik öğelerden oluşuyorsa Γ nın tüm dönüşümleri, 

izW
izW

+
−

)(
)(  = eiθ 

iz
iz

+
− , ( 0 ≤ θ < 2π) 

biçiminde olup S1 e izomorf olan bir grup oluştururlar. S1in ayrık bir alt grubu ise ancak 

sonlu devirli bir grup olacağından Γ da sonlu devirlidir. 

 

2.3.7. Teorem. Her bir abelyen Fuchs grubu devirlidir. (Jones ve Singerman 1987) 

İspat. Γ abelyen bir Fuchs grubu olsun. O halde herhangi S, T∈Γ için ST =TS olduğun-

dan S ve T nin sabit nokta kümeleri aynıdır ve yukarıdaki teorem gereği Γ devirlidir. 

 

2.3.8. Teorem. Γ devirli olmayan bir Fuchs grubu ise  Γ nın PSL(2, R) deki normalleşti-

ricisi de bir Fuchs grubudur. (Jones ve Singerman 1987) 

İspat. Tersine Γ nın PSL(2, R) deki normalleştiricisinin bir Fuchs grubu olmadığını var-

sayalım. Bu durumda Γ da i → ∞ için (Ti) → I olacak biçimde farklı öğelerinin bir (Tn) 

dizisi vardır. O halde S∈Γ (S ≠ I) ise i → ∞ için Ti S Ti
–1 → S olur. Γ ayrık olduğundan 

her i>m için Ti S Ti
–1 = S olacak biçimde bir m sayısı vardır ve dolayısıyla i nin tüm bu 

değerleri için Ti ve S değişmeli olduğundan Ti ve S dönüşümleri aynı sabit nokta küme-

sine sahiptirler. Γ devirli olmadığından, yukarıdaki teorem gereği, abelyen değildir ve 

dolayısıyla S nin sabit nokta kümesinden farklı sabit nokta kümesine sahip olan bir 

S ′∈Γ öğesi vardır. Diğer yandan Ti  dönüşümleri, yeterince büyük i ler için S ′  ile aynı 

sabit nokta kümesine sahiptir ve böylece S ′ , S  ile aynı sabit nokta kümesine sahip olur 

ki bu bir çelişkidir. 

 

2.3.9. Teorem. Γ Fuchs grubu sadece parabolik dönüşümlerden oluşuyorsa bu dönü-

şümler ortak bir sabit noktası olan parabolik dönüşümlerdir, yani sabit nokta kümesi ay-

nı olan dönüşümlerdir. (Jones ve Singerman 1987) 

İspat. T, Γ nın özdeşlikten farklı herhangi bir öğesi olsun. T dönüşümünün sabit nokta-

sının ∞ noktası olduğunu varsayarsak bu dönüşümü T(z) = z + λ, λ ≠ 0 biçiminde ifade 

edebiliriz. S∈Γ ve üstelik S dönüşümünün ∞ noktasını sabit bırakmadığını varsayalım. 

Bu durumda c ≠ 0 olmak üzere 
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S(z) = 
az b
cz d

+
+

 

biçimindedir. O halde  

Wn(z) = Tn S(z) = 
dCz

Bzcna
+

++ )( λ  

olur ve λc ≠ 0 olacağından yeterince büyük n sayıları için 

| iz Wn | = | a + nλc + d | = | a + d + nλc | > 2 

olur ki bu Wn dönüşümünün parabolik olmadığını gösterir. Dolayısıyla Γ da sadece aynı 

sabit nokta kümesine sahip olan parabolik dönüşümler bulunur. 

 

Bu teoremden, sadece aynı sabit nokta kümesine sahip olan parabolik dönü-

şümlerin oluşturduğu grubun süreksiz (ayrık) olabileceği görülür. 
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3. BÖLÜM 

TEMEL BÖLGELER 

 

Kafesler, Euclidean eşmetrilerin süreksiz gruplarıdır. PSL(2, R) nin ayrık alt 

grupları olan Fuchs grupları ise hiperbolik eşmetrilerin süreksiz gruplarıdır. Temel böl-

ge kavramı ise, her iki halde de, süreksiz gruplar için oldukça önemli bir kavramdır. Bu 

grupların C veya U üzerindeki hareketleri, temel bölge üzerindeki hareketleri ile belirle-

nebilir. Daha da fazlası, temel bölgenin bölüm uzayı ile grubun üzerinde hareket ettiği 

uzayın bölüm uzayı olan Riemann yüzeyleri bir birine homeomorf olan yüzeylerdir.  

 

 Bu kısımda ilk olarak genel süreksiz gruplar için temel bölge kavramı tanım-

landıktan ve temel özellikleri verildikten sonra PSL(2, R) nin alt grupları için temel böl-

ge kavramına geçilecektir. 

 

3.1. GENEL SÜREKSİZ GRUPLAR İÇİN TEMEL BÖLGE KAVRAMI 

 

Ω = {mω1 + nω2 | m, n∈Z,  ω1,ω2∈C ve 
2

1

ω
ω

∉R } kafesi verilsin ve z1, z2∈C ol-

sun. Eğer z1 – z2∈Ω ise z1 ve z2 noktalarına Ω kafesine göre denk noktalar denir ve bu 

durum z1~ z2 ile gösterilir. Denk noktaların oluşturduğu denklik sınıfları Ω da z + Ω 

kosetlerini oluşturur ve bu kosetlerin kümesi toplama işlemine göre bir gruptur.  

  

ω∈Ω olmak üzere tω  : z → z + ω kayma dönüşümlerini dikkate alırsak Ω kafe-

sini C üzerinde hareket eden dönüşümlerin grubu olarak da düşünebiliriz. 

( )21 ω+ωt  = 
1ω

t º 
2ω

t  

olacağından Ω ≅  { tω | ω∈Ω } dır, yani Ω kafesi, C üzerinde hareket eden kayma dönü-

şümlerinin grubu olarak da düşünülebilir.  

 

Şimdi Ω kafesinin C üzerindeki bu hareketinin bazı özelliklerini belirtelim. Ω 

kafesine göre denk olmanın tanımı ve yukarıdaki izomorfizm dikkate alınırsa yukarıdaki  
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denklik tanımı,  “z1, z2∈C noktaları Ω kafesine göre denktir ⇔ Ω nın C üzerindeki bu 

hareketi altında z1 ve z2 noktaları aynı yörüngededir” biçiminde verilebilir. 

 

3.1.1. Tanım. C nin kapalı bağlantılı olan bir P alt kümesi  

i) Her z∈C noktası için P kümesinde Ωz yörüngesinden en az bir nokta vardır 

(yani her bir z∈C noktası P kümesindeki belli bir noktaya denktir.) 

ii) P kümesinin içinde aynı Ω yörüngesinden iki nokta yoktur (yani P kümesi-

nin içindeki nokta çiftleri denk olamazlar) 

şartlarını gerçekliyorsa P ye  Ω kafesi için bir temel bölge denir.  

                

Özel olarak P sonlu sayıda kenarı olan bir Euclidean poligon ise P ye Ω kafesi 

için bir temel poligon ve P paralel kenar ise P ye  Ω kafesi için bir temel paralel kenar 

denir.  

 

Eğer P, Ω kafesi için bir temel bölge ise belli bir t∈C noktası için  

P + t = { z + t | z∈ P  } 

kümesi de  Ω kafesi için bir temel bölgedir. Böylece Ω kafesi için bir temel bölgenin bir 

tek olmadığı gibi, uygun bir kaydırma ile temel bölgeyi istediğimiz noktaları, örneğin 0 

noktasını, içinde bulunduran bir temel bölge haline de getirebiliriz. Bu nedenle, genel-

likle, orijine yakın olan ve geometrik olarak estetik olan temel bölgeler daha çok kulla-

nılırlar.  

 

Paralel kenar ve poligonlardan başka temel bölgelerde vardır. Örneğin,      

Ω(ω1, ω2) kafesi için P, köşeleri 0, ω1, ω2 , ω1 + ω2 olan temel paralel kenar olsun. Bu 

durumda  

T(z) =  z + ω2  

dönüşümü P nin bir kenarını karşı kenarına resmeder.  
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Eğer P temel bölgesinden bir S parçasını keser ve karşı köşedeki S + ω2 üzerine 

yapıştırırsak elde ettiğimiz (P \ S ) ∪ (S + ω2) kümesi de bir temel bölgedir. Benzer şe-

kilde U(z) =  z – ω2 ve V (z) =  z ± ω1 dönüşümlerini de kullanabiliriz. 

 
Şekil 3.1.1 (P \ S ) ∪ (S + i) Temel Bölgesi  

 
Temel bölge kavramının tanımındaki (i) ve (ii) koşulları dikkate alınırsa bu 

kümenin şu özellikleri ortaya çıkar.  

i) Tanımdaki (i) koşulu gereği, eğer P, Ω kafesi için bir temel bölge ise P ve P 

nin (Ω nın hareketi altındaki) resimleri (yani P nin ω∈Ω olmak üzere P + ω kaymaları) 

ile C düzlemi tam olarak örtülür (kaplanır).  

ii) P kümesinde aynı yörüngeden iki nokta bulunmadığından bu örtme sırasında 

P ve P nin resimleri birbirleri ile sadece sınırda kesişebilirler, yani P ve P nin resimleri 

üst üste gelemezler.  

 

Şekil 3.1.2 C nin Bir Döşemesi 

 

 

P + ω2 

P + ω1 

ω1+ ω2 

P + ω1+ ω2 
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C nin bu şekilde, P ve P nin resimleri ile üst üste gelmeden ve açıkta nokta bı-

rakmadan, örtülmesine C nin bir döşemesi denir. 

 

3.1.2. Örnekler 1. ωo∈C\{0}olmak üzere basit periyodik fonksiyonların kümesi  

G = { f  |  f(z) = z + mωo, m∈Z } 

için periyot şeridi bir temel bölgedir. FG ,  G için bir temel bölge ve FG  + mωo  da  G için 

bir temel bölgedir. 

 

Şekil 3.1.3. G = { f  |  f(z) = z + mωo, m∈Z } Grubu İçin Bir Temel Bölge 
 
2. Köşeleri 0, ω1, ω2 , ω1 + ω2 olan bir P paralel kenarı  

Ω = {mω1 + nω2 | m, n∈Z,  ω1,ω2∈C ve 
2

1

ω
ω

∉R } 

kafesi için bir temel bölgedir. 

 
Şekil 3.1.4. Ω Kafesi İçin Temel Bölge 

 

 

 

FG

ωo m

FG +mωo 

0 

ω2 

ω1 

ω1 + ω2 
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3. P, Ω kafesi için bir temel bölge olmak üzere P ve P nin resimleri ile C nin döşemesi  

TC  = { P + ω | ω∈ Ω }dir. 

 
Şekil 3.1.5 P Temel Bölgesinin Resimleri İle C nin Bir Döşemesi 

 
3.1.3. Tanım. Ω bir kafes olmak üzere  

D(Ω) = { z∈C  |  her ω∈Ω için | z | ≤ | z – ω| } 

olarak tanımlanan D(Ω) kümesine Dirichlet bölgesi denir.  

 

Dirichlet bölgesinin tanımına dikkat edilirse, bu bölge her  ω∈C için  

| z | ≤ | z –  ω | 

eşitsizliğini gerçekleyen, yani 0 noktasına uzaklıkları, ω noktasına olan uzaklığından 

daha küçük olan, z noktalarının kümesidir. Doğal olarak 0∈D(Ω) dir, üstelik Ω ayrık ol-

duğundan sıfırın bir komşuluğunu da bulundurur. 

 
Şekil 3.1.6 Dirichlet Bölgesi 

 

 

 

0 

| z |
z ωo 

| z – ωo| 
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Belli bir ωo için 

{ z∈C :  | z | ≤ | z – ωo | } 

kümesi, 0 ve ωo noktalarını birleştiren doğru parçasının orta dikmesiyle sınırlı kapalı ya-

rı düzlemdir. Dolayısıyla D(Ω) bu şekildeki yarı düzlemlerin bir arakesitinden başka bir 

şey değildir, her bir yarı düzlem konveks olduğundan D(Ω) da konvekstir. D(Ω) nın boş 

olmadığı ise en azından 0∈D(Ω) oluşundan açıktır. Dolayısıyla D(Ω)  bir poligondur. 

Bu nedenle D(Ω)  ya genellikle Dirichlet poligonu denir. Ω(ω1, ω2) kafesi için D(Ω) 

Dirichlet poligonu aşağıdaki şekilde bir altıgen poligondur. 

 
Şekil 3.1.7 Ω(ω1, ω2) kafesi için D(Ω) Dirichlet poligonu 

 

Diğer yandan Ω (2, i) = { 2m + ni | m, n∈Z } kafesi için D(Ω) bir dikdörtgen 

olur. 

 
Şekil 3.1.8 Ω(2, i) kafesi için D(Ω) Dirichlet poligonu 

 

3.1.4. Teorem. D(Ω)  Dirichlet bölgesi Ω kafesi için bir temel bölgedir. (Jones ve 

Singerman 1987) 

 

 

2 + i 

2

i 



 

 

60

İspat. z1∈C keyfi bir nokta ve z0, z1 noktasının Ω yörüngesindeki modülü en küçük olan 

bir nokta olsun. Bu durumda her bir ω ∈Ω için | z0 | ≤ | z0 – ω | dir ve dolayısıyla 

z0∈D(Ω) olur. O halde D(Ω), her bir Ω yörüngesinden en az bir nokta bulundurur.  

Şimdi D(Ω) nın her bir yörüngeden sadece bir tek öğe bulundurduğunu, yani z1 

ve z2 noktaları D(Ω) nın iç noktaları ise bu noktaların aynı Ω yörüngesinde bulunamaya-

cağını görelim. Eğer belli bir ω∈Ω\{0}için | z | = | z – ω | ise ya z∉D(Ω) dır ya da z nok-

tası D(Ω) nın sınırında kalır. O halde z noktası D(Ω) nın bir iç noktası ise her 

ω∈Ω\{0}için | z | < | z – ω | dir. Eğer D(Ω) nın z1 ve z2 iç noktaları aynı Ω yörüngesinde 

ise | z1 | < | z2 | ve | z2 | < | z1 | olur ki bu bir çelişkidir. O halde D(Ω) nın içinde her bir Ω 

yörüngesinden en çok bir öğe vardır.  

D(Ω) kapalı yarı düzlemlerin arakesiti olduğundan kapalıdır ve üstelik konveks 

olduğundan yol bağlantılı ve dolayısıyla bağlantılıdır. Böylece D(Ω) bir temel bölgedir.      

 

Bir Ω kafesi için temel bölge bir tek olmadığı halde Ω için temel bölgelerin alanı 

bir tektir, yani temel bölgenin alanı Ω kafesinin bir fonksiyonu olarak düşünülebilir. 

 

f, Ω = Ω(ω1, ω2) kafesine göre çifte periyodik bir fonksiyon olsun. f nin Ω için 

temel bölge olan P kümesi üzerindeki hareketi yardımıyla f fonksiyonunun C üzerindeki 

hareketinin belirlenebileceğini belirtmiştik. P temel bölgesini, köşeleri 0, ω1,  ω2 , ω1 +  

ω2 olan bir paralel kenar olarak alalım. f fonksiyonu çifte periyodik olduğundan f nin P 

üzerindeki hareketi P+ω  (ω∈ Ω) kaymaları üzerinde tekrar edecektir. Üstelik f, P nin 

denk sınır noktaları üzerinde de aynı değeri alacaktır. Bu nedenle bu sınır noktalarını 

özdeşleyerek bir T uzayı elde edebiliriz ve f yi de bu uzay üzerinde tanımlı olarak düşü-

nebiliriz. Bu şekilde elde ettiğimiz uzay bir tor dur. 
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Şekil 3.1.9 P temel Bölgesinden Torun Elde Edilişi 

 

Tersine T uzayı üzerinde tanımlı herhangi bir fonksiyon da C üzerinde tanımlı 

bir çifte periyodik fonksiyon olarak düşünülebilir.  

 

P temel bölgesinin tanımı hatırlanırsa, C deki her Ω yörüngesi için T uzayında 

bir tek nokta vardır, tersine T uzayındaki her bir nokta içinde bir tek Ω yörüngesi vardır.  

Dolayısıyla T, Ω yörüngelerinin (denklik sınıflarının) yani C de Ω kosetlerinin, C/Ω 

kümesi olarak düşünülebilir. 

 

Yukarıda Ω nın C üzerindeki hareketinden faydalanılarak T nin oluşturulması 

işlemini keyfi bir topolojik uzaya genelleştirmek mümkündür; 

 

X bir topolojik uzay ve G, X in homeomorfizmlerinin bir grubu olsun. Böylece 

G nin X üzerindeki hareketi ile X uzayı G-yörüngelerine bölünür(ayrılır). Eğer x in G-

yörüngesi [x]G ile gösterilirse, “ y∈[x]G ⇔ belli bir g∈G için g(x) = y” dir. G-

yörüngelerinin kümesi X/G ile gösterilir ve bu uzaya yörünge uzayı ( veya bölüm uzayı) 

denir.   

 

X/G üzerindeki topoloji ise  

p: X → X/G, p(x) = [x]G 

izdüşüm dönüşümü yardımıyla  

τX/G = { T ⊂  X/G⏐ p–1(T)∈τX }  

biçiminde tanımlanır. 

 

Bu tanım ile p izdüşüm fonksiyonunu süreklidir ve U⊂ X açık ise  
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p–1(p(U)) = ∪
∈Gg

 g(U) 

açık (her bir g∈G bir homeomorfizmdir) olduğundan p(U) da açıktır, yani p aynı za-

manda açık bir dönüşümdür. 

 

Tekrar T = C/Ω tor örneğine dönelim. Her bir [ z ] = [ z ]Ω ∈T noktası için       

p–1([ z ]), z noktasının [ z ] = z + Ω,  Ω-yörüngesindedir ve dolayısıyla da ayrıktır.        

p–1([ z ]) nin herhangi iki noktası arasındaki en küçük uzaklığı d ile gösterelim. U,  p–1([ 

z ]) de herhangi bir noktayı merkez alan ve yarıçapı en fazla 
2
d  kadar olan bir açık disk 

olsun. Bu durumda U da her bir Ω-yörüngesinden en çok bir nokta bulunur. p(U) = V 

olarak alınırsa  

p: U → V 

dönüşümü birebir, örten, açık ve sürekli bir dönüşüm olacağından bir 

homeomorfizmdir. Böylece her bir [ z ] ∈T noktasının C deki bir açık kümeye 

homeomorf olan bir V komşuluğu olduğu görülür. Bu özellikteki uzaya bir yüzey denir. 

Tor, küreden sonra en basit kompakt yüzey örneklerinden bir tanesidir.  

 
Şekil 3.1.10 T nin bir örtü uzayı 

 

p–1(V), her birisi p ile V üzerine homeomorf olarak resmedilen U + ω (ω∈Ω) bi-

çimindeki ayrık açık kümelerden oluşur. Bu durumda C ye T nin bir örtü uzayı ve p dö-

nüşümüne de bir örtme dönüşümü adı verilir. 

 

 

 

 

 



 

 

63

3.2. AYRIK GRUPLAR İÇİN TEMEL BÖLGE KAVRAMI 

 

Bu kısımda PSL(2, R) nin ayrık alt gruplarının temel bölgeleri üzerinde durula-

caktır. İlk olarak ayrık gruplar için Dirichlet bölgesi kavramı verilecek ve temel özellik-

leri belirtilecektir. 

 

Γ herhangi bir Fuchs grubu ve p, Γ\{I}nın herhangi bir öğesi ile sabit bırakıla-

mayan bir nokta olmak üzere Γ için p merkezli Dirichlet bölgesi  

Dp(Γ) = { z∈U |  her T∈ Γ için ρ(z, p) ≤ ρ( z, T(p)) } 

olarak tanımlanır. 

 

Hiperbolik metrik PSL(2, R) altında invaryant kaldığından bu kümeyi, 

Dp(Γ) = { z∈U |  her T∈ Γ için ρ(z, p)  ≤ ρ(T(z), p) } 

biçiminde de ifade edebiliriz. 

 

Daha öncede belirtildiği gibi, her bir belli T1∈ Γ için  

ρ(z, p) ≤ ρ( z, T1(p)) 

eşitsizliği, hiperbolik metrik ile, p noktasına olan uzaklığı T1(p) ye uzaklığından daha 

küçük olan z noktalarını belirtir. Doğal olarak p∈Dp(Γ) dır ve p noktasının Γ yörüngesi 

olan Γp ayrık olduğundan Dp(Γ), p nin bir komşuluğunu da kapsar. 

 

 
Şekil 3.1.11 p merkezli Dirichlet bölgesi 

p noktası ile T1(p) yi birleştiren H-doğru parçasının hiperbolik orta dikmesi p 

noktasını bulunduran bir yarı düzlem belirler. Dolayısıyla daha önce olduğu gibi, Dp(Γ) 

. T1(p) 

. p 

. z 
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hiperbolik yarı düzlemlerin arakesitidir ve dolayısıyla bir hiperbolik konveks bölgedir. 

Eğer Dp(Γ) sonlu sayıda hiperbolik düzlemin arakesiti ise Dp(Γ), konveks bir hiperbolik 

poligon olur. 

 

Daha önce kafesler için oluşturulan Dirichlet bölgesi, 0 merkezli ve bölgeyi 

oluştururken kullanılan metrik Euclidean metrikti. Burada 0 noktası yerine grubun öğe-

leri ile sabit bırakılamayan bir p noktası ve hiperbolik metrik dikkate alınmıştır.  

 

Daha önce genel süreksiz gruplar için verilen Teorem 3.1.4. dikkate alınırsa, 

Dp(Γ) nın Γ için bir temel bölge olduğu görülür. 

 

Hiperbolik metrik yerine Euclidean metrik alınarak yukarıdaki Dirichlet bölge-

si tanımı daha kullanışlı bir hale getirilebilir. 

sinh2 
2
1  ρ(z, w) = 

)wIm()zIm(
wz

4

2−
 

eşitliği ve α>0 için sinh2 α fonksiyonunun monoton artan olduğu dikkate alınırsa 

Dp(Γ) = 
⎩
⎨
⎧

z∈U  |  her T∈ Γ için 
)Im(

2

z
pz −

 ≤ 
)(Im

)( 2

zT
pzT −

⎭
⎬
⎫

 

yazılabilir. Eğer a, b, c, d∈R ve ad – bc = 1 olmak üzere T(z) = 
az b
cz d

+
+

 ise 

ImT(z) = 2

)Im(
dcz
z

+
 

olduğundan  

Dp(Γ) = 
⎩
⎨
⎧

z∈U  |  her T∈ Γ için 
pz

pzT
−
−)(  ≥ 

dcz +
1

⎭
⎬
⎫

 

haline gelir. Bu eşitlik yardımıyla temel bölge daha kolay bir şekilde belirlenebilir. 

 

Bunun bir uygulaması olarak 

Γ ={ T | T(z) = 
az b
cz d

+
+

 a, b, c, d∈Z ve ad – bc = 1} 
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modüler grubu için bir Dirichlet bölgesi oluşturalım. k>1 olmak üzere ki noktası Γ nın 

özdeşlikten farklı hiçbir öğesinin sabit noktası değildir. Bu nedenle p = ki seçerek Dp(Γ) 

bölgesini oluşturalım. 

Dp(Γ) nin tanımında T yerine T(z) = z + 1 veya T(z) = z – 1 alınırsa, c = 0, d = 1 

olduğundan  

| z ± 1 – ki | ≥ | z – ki | 

eşitsizliği elde edilir ki bu Euclidean metriğe göre ki noktasına ki ± 1 noktasından daha 

yakın olan noktalarını belirtir, yani Dki(Γ) bölgesi,  

⎩
⎨
⎧

z∈U  | 
2
1)Re(

2
1

≤≤− z
⎭
⎬
⎫

 

şerit bölgesi içinde kalır.  

Şimdi de T(z) =
z
1

−  dönüşümünü dikkate alalım, bu durumda c = 1, d = 0 ol-

duğundan her z∈Dki(Γ) için 

kiz

ki
z
−

−−
1

≥ 
z
1  

olur ve dolayısıyla  

| 1 + ki z |2 ≥ | z – ki |2 

eşitsizliği elde edilir. 

| 1 + ki z |2 = (1 + kiz) (1 – ki z ) 

yazılır ve gerekli sadeleştirmeler yapılırsa, | z | ≥1 olduğu görülür. Bu ise Dki(Γ) nın bi-

rim çember ile sınırlanan bölgenin dışında kaldığını gösterir. Böylece  

F = 
⎩
⎨
⎧

z∈U  | | z | ≥1, 
2
1)Re( ≤z

⎭
⎬
⎫

 

olmak üzere Dki(Γ) ⊂ F olduğu sonucu elde edilir. 

Şimdi Dki(Γ) = F olduğunu görelim. Bunun için aşağıdaki iki yardımcı teoremi 

kullanacağız. 

 

3.2.1. Yardımcı Teorem. Dki(Γ) sanal eksene göre simetriktir, yani A(z) = – z sanal ek-

sende yansıma olmak üzere z∈Dki(Γ) ise A(z)∈Dki(Γ) dir. (Jones ve Singerman 1987) 
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İspat. A dönüşümü sanal eksenin her noktasını sabit bırakan bir H-yansımadır. A bir H-

eşmetri ve her T∈Γ için A–1TA∈Γ olduğundan  

ρ(A(z), ki) = ρ(z, ki)  ≤ ρ(z, A–1TA(ki)) = ρ(A(z), TA(ki)) = ρ(A(z), T(ki)) 

olur, bu ise A(z)∈Dki(Γ) olduğunu gösterir. 

 

3.2.2. Yardımcı Teorem. z∈F, S∈Γ\{I}ve w = S(z)∈F olsun. Bu durumda z, w∈∂ F dır 

ve aşağıdaki haller söz konusudur; 

i) z = w 

ii) z ve w sanal eksene göre simetriktir. (Jones ve Singerman 1987) 

İspat. α, β, γ, δ∈Z ve αδ – βγ = 1 olmak üzere S(z) = 
δγ
βα

+
+

z
z  olsun. Bu durumda  

| γz + δ |2 = (γz + δ)( γ z  + δ) = γ2| z |2 + 2γδRe(z) + δ 2 

                                                ≥   γ2 – γδ + δ 2 

                                                ≥ 1 

olur. (Son eşitsizlik γδ≤0 olması halinde açıktır, eğer γδ>0 ise γ2 – γδ + δ 2 = (γ – δ) 2 + 

γδ ≥ 1 yazılarak görülebilir) O halde 

Im(w) = 2

)Im(
δγ +z
z  ≤ Im(z) 

olur. Diğer yandan z ve w nin rollerini değiştirirsek, Im(z) ≤ Im(w) olur ki bu Im(z) = 

Im(w) ve | γz + δ |2 = 1 olduğunu gösterir ve dolayısıyla yukarıdaki her bir eşitsizlik eşit-

lik haline dönüşür. Böylece 

(γ – δ) 2 + γδ = 1 (*) 

ve 

γ2( | z |2 – 1) + γδ (2Re(z) + 1) = 0 (**) 

eşitlikleri elde edilir. Bu durumda üç hal söz konusudur. 

a)  γ = 0 ve δ = ± 1 ise S(z) = z ± 1 olur ve dolayısıyla z ve w noktaları F nin dikey sını-

rında kalır (şekildeki z1 ve w1 noktaları gibi) 

b) γ = ± 1 ve δ = 0 ise (**) eşitsizliğinden | z | = 1 olur. Bu halde, 

S(z) = 
z

z
±
±α 1  =  ± α – 

z
1  =  ± α – z  
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dir. S(z)∈F olduğundan α = 0, –1 veya 1 dir. Eğer α = 0 ise S(z) =  –
z
1 olur ve z ve w 

noktaları şekildeki z2 ve w2 noktaları gibidir ( z2 = w2 = i olabilir). α = ±1 ise S(z) =  ± 1 

– 
z
1  olur ve bu durumda z = 

2
31 i+±  ve S(z) = z dir (şekildeki z = z3 veya w3 ). 

c) γ = δ = ± 1 ise (**) eşitsizliğinden | z | = 1 ve Re(z) = 
2
1

− olur ki bu durumda z = z3 

dir.  S(z3)∈F ve S(z3) ile z3 aynı sanal kısma sahip olduklarından ya S(z3) = z3 ya da S(z3) 

= w3 olur. 

Her halde de, S(z) = z veya S(z) ve z sanal eksene göre simetriktir. 

Buna göre, z0∈F olduğunu varsayarsak, Dki(Γ), Γ için bir temel bölge olduğun-

dan T(z0)∈Dki(Γ)⊂F olacak biçimde bir T∈Γ vardır. İkinci yardımcı teorem gereği T(z0) 

= z0 dır veya z0 ve T(z0)sanal eksene göre simetrik noktalardır. O halde birinci yardımcı 

teorem gereği z0∈Dki(Γ) dur. Böylece Dki(Γ) = F olduğu görülür. 

 

 
Şekil 3.1.12 Γ Modüler Grubu İçin Temel Bölge 

 

3.2.3. Sonuç. F = { z∈U ⏐
2
1−  ≤ Re(z) ≤ 

2
1 , | z | ≥ 1 } kümesi, Γ modüler grubu için bir 

temel bölgedir. 

 

Kafesler için Dirichlet bölgeleri dört ya da altı kenarlı birer poligon iken Fuchs 

grupları için Dirichlet bölgeleri çok daha karmaşık olabilirler. Bu bölgeler sadece hiper-

bolik doğrularla sınırlı olabileceği gibi bazı hallerde gerçel eksenin bir kısmıyla da sı-
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nırlı olabilir. Dirichlet bölgesini oluşturan iki hiperbolik doğru U da bir noktada kesişi-

yorlarsa bu kesiştikleri noktaya Dirichlet bölgesinin bir köşesi denir. 

Fuchs grubunun temel bölgesi ve onun tüm resimleriyle elde edilen U nun dö-

şemesiyle ilgileneceğiz. Eğer bu temel bölge bir Dirichlet bölgesi ise bu döşemeye 

Dirichlet döşemesi adı verilir. Dirichlet bölgeleri yerel olarak oldukça önemli özellikle-

re sahiptir. Bu özelliklerden birisi de yerel sonluluktur. 

 

3.2.4. Tanım. F, Γ Fuchs grubu için bir temel bölge olsun. Eğer her bir a∈F noktasının 

sadece sonlu sayıdaki T∈Γ dönüşümü için V(a)∩T(F) ≠φ olacak biçimde bir V(a) kom-

şuluğu varsa F temel bölgesine yerel sonludur denir. 

 

3.2.5. Teorem. Bir Dirichlet bölgesi yerel sonludur. 

İspat. p, Γ\{I}nın herhangi bir öğesinin sabit noktası olmasın. F = Dp(Γ), a∈F ve K, a 

noktasının kompakt bir komşuluğu olsun. Γ nın farklı öğelerinin belli bir T1, T2,… son-

suz dizisi için K ∩ Ti(F) ≠ φ olduğunu varsayalım. σ = supz∈K ρ(p, z) olarak alalım. Bu 

durumda her z∈K için σ ≤ ρ(p, a) + ρ(a, z) olur ve K sınırlı olduğundan σ sonludur. 

wj∈K ∩ Tj(F) olsun. O halde zj∈F için wj = Tj(zj) olur ve dolayısıyla  
ρ(p, Tj(p)) ≤ ρ(p, wj) + ρ(wj, Tj(p)) 

          = ρ(p, wj) + ρ(zj, p) 

           ≤ ρ(p, wj) + ρ(wj, p) 

                                                             ≤ 2σ 

Böylece sonsuz çokluktaki T1(p), T2(p), … noktalarının, 2σ yarıçaplı p merkezli kom-

pakt H-diskine ait olduğu görülür, bu ise, H-diski kompakt olduğundan bir çelişkidir. 

 

3.2.6. Tanım. F, Γ Fuchs grubu için bir Dirichlet bölgesi ve u, v noktaları F nin köşeleri 

olsun. Eğer T(u) = v olacak şekilde bir T∈Γ varsa u ve v köşelerine denk köşeler denir.  

 

Bu özellik F nin köşeleri üzerinde bir denklik bağıntısıdır ve denklik sınıflarının 

her birisine devirler denir. 

Eğer u köşesi bir S eliptik öğesinin sabit noktası ise v köşesi de TST–1 eliptik 

öğesinin bir sabit noktasıdır. Böylece bir devrin bir köşesi bir eliptik öğenin sabit nokta-
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sı ise bu devrin tüm köşeleri de bir eliptik öğenin sabit noktaları olur. Böyle bir devre 

eliptik devir ve böyle bir devrin her bir köşesine de eliptik köşe denir.  

 

F Dirichlet bölgesi, bir temel bölge olduğundan Γ nın bir S ′  eliptik öğesi ile 

sabit bırakılan w∈U noktası belli bir T∈Γ için T(F) nin sınırı üzerindedir. Dolayısıyla   

u = T–1(w) noktası F nin sınırı üzerindedir. Üstelik bu nokta S = T–1 S ′T eliptik öğesinin 

sabit noktasıdır. S nin mertebesi sonlu, örneğin k ise iki hal söz konusudur.  

 

1. k≥3 olması hali: Bu durumda S, u noktasını sabit bırakan bir hiperbolik 

eşmetri olduğundan u noktası F nin bir köşesidir ve bu köşedeki θ açısı en fazla 
k
π2   

kadardır. 

 
Şekil 3.1.13 F Dirichlet bölgesinin bir u köşesi 

 

Hiperbolik konveks F bölgesi hiperbolik doğru parçalarının birleşimi ile sınırlı 

olduğundan F nin bu hiperbolik doğrular ile arakesiti ya bir tek noktadır ya da bir hiper-

bolik doğrunun bir parçasıdır.  Bu hiperbolik doğru parçalarına F nin kenarları denir. 

 

2.  k = 2 olması hali: S nin mertebesinin 2 olması halinde S nin sabit noktası F 

nin bir kenarının iç noktası olabilir. Bu durumda S dönüşümü bu sabit nokta ile ayrılmış 

bu kenarın iki parçasının yerlerini değiştirir. Bu şekildeki eliptik sabit noktalara da F 

nin bir köşesi olarak bakılır ve bu noktalardaki açı π kadardır. F nin böyle bir köşesi F 

yi sınırlayan iki hiperbolik doğrunun kesişimidir ya da iki mertebeli eliptik bir öğenin 

sabit noktasıdır. 
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      Şekil 3.1.14 F Dirichlet bölgesinin eliptik köşesi 

 

Bir örnek olarak tekrar Γ modüler grubunu ele alalım. Γ için F Dirichlet bölge-

sinin U da ki köşeleri,  z3 = 
2

3+1− i ,   w3 = 
2
3+1 i  ve i noktalarıdır. Bu köşelerin her 

biri sırasıyla  

z → 
z
z 1−− ,  z → 

z
z 1−  ve z → 

z
1  

dönüşümlerinin sabit noktaları olduklarından bu dönüşümlerle üretilen devirli alt grup-

ları tarafından sabitleştirilirler. z → z + 1 dönüşümü z3 noktasını w3 noktasına resmetti-

ğinden bu iki köşe aynı eliptik devre aittir. F nin açısı 
3
π2  den daha küçük başka köşesi 

olmadığından bu iki köşe bir eliptik devir oluşturur.  

i noktası ise iki mertebeli bir eliptik öğe tarafından sabit bırakılır. F nin sınırı 

üzerinde iki mertebeli bir eliptik dönüşüm tarafından sabit bırakılan başka nokta olma-

dığından {i} sadece bir tek köşeden oluşan bir eliptik devirdir.  

Dolayısıyla modüler grup bir tanesi iki mertebeli diğeri üç mertebeli olan mak-

simal sonlu devirli alt grupların iki eşleniklik sınıfına sahiptir. 

 

3.2.7. Tanım: Γ Fuchs grubunun maksimal sonlu alt gruplarının mertebesine Γ nın pe-

riyotları denir.  

 

Her bir periyot Γ nın maksimal sonlu alt gruplarının eşleniklik sınıflarının mer-

tebesi 

i 
. 
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kadar tekrar eder. Dolayısıyla modüler grubun periyotları 2 ve 3 tür.  ( Açıları 
l
π , 

m
π  ve 

n
π  olan bir hiperbolik üçgenle elde edilen üçgen grup için periyotlar l, m, n dir.) 

Parabolik öğeler sonsuz mertebeli eliptik dönüşümler olarak düşünülebilir. Bu 

durumda ∞ periyot maksimal parabolik alt grupların eşleniklik sınıflarının sayısı ile ay-

nı sayıda olur. Modüler grup örneğinde her bir parabolik öğe belli bir n∈Z için               

z → z + n dönüşümüne eşlenik olduğundan modüler grubun periyotları 2, 3 ve ∞ olur. 

Eğer eşleniklik sınıf sayısı birden fazla olsaydı periyotlardaki ∞ sayısı da birden fazla 

olacaktı. 

Keyfi bir Γ Fuchs grubunun her bir parabolik devirli alt grubu R∪{∞} üzerinde 

bir noktayı sabit bırakır. (Beardon 1983) Γ nın Dirichlet bölgesinin böyle bir noktada 

köşesinin olduğunu göstermiştir. Bu köşedeki açı 0 dır.  

Tekrar modüler grup örneğine dönersek, Dirichlet bölgesinin ∞ da bir köşesi 

vardır ve bu köşedeki açı 
∞
π  = 0 dır. Dolayısıyla modüler grup açıları 

2
π , 

3
π  ve 

∞
π  olan 

bir hiperbolik üçgenden elde edilmiş üçgensel grup olarak düşünülebilir. 

 

Şimdi de kenarların denklikleri üzerinde duralım. s, Γ Fuchs grubu için F 

Dirichlet bölgesinin bir kenarı olsun. Eğer T∈Γ\{I} ve T(s), F nin bir kenarı ise s ve T(s) 

ye denk kenarlar denir. Bu durumda T(s) de T(F)nin bir kenarı olduğundan T(s) ⊂ F ∩ 

T(F) ve T(F) Dirichlet döşemesinde F nin komşu bir yüzü olduğundan T(s) = F ∩ T(F) 

olmak zorundadır. 
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Şekil 3.1.15 F ve T(F) Arasındaki İlişki. 

 

Denk kenarların oluşturduğu kümede ikiden fazla kenar olamaz, tersine T1(s) de 

F nin bu özellikteki bir kenarı ise T1(s) = F ∩ T1(F) ve böylece s = T–1(F) ∩ F = T1
–1(F) 

∩ F olur, dolayısıyla T = T1 olduğu görülür. Böylece Dirichlet bölgesinin kenarları denk 

kenar çiftlerine ayrılmış olur. Eğer bir kenar, üzerinde iki mertebeli bir eliptik öğenin 

bir sabit noktasını bulunduruyor ise S dönüşümü bu nokta ile ayrılmış olan kenarın iki 

parçasının yerlerini değiştirir. Böylece bu kenar kendisine denk bir kenar haline gelir. 

Bazı hallerde bu iki kenar parçacıklarını sabit nokta ile ayrılmış iki kenar olarak düşü-

nülebiliriz. 

Tekrar modüler grup örneğine dönersek, temel bölgenin iki dik kenar z → z + 1 

dönüşümü ile denk kenarlardır. Birim çemberin z3 ve w3 noktaları arasında kalan kısmı 

da temel bölgenin bir kenarıdır. Bu kenar iki mertebeli z → 
z
1

−  eliptik dönüşümü ile 

kendi üzerine resmedilir. Bu kenarı z3 den i ye ve i den w3 e kadar olan iki denk kenarın 

birleşimi olarak düşünebiliriz. 

 

Aşağıda verilecek olan teorem temel bölgesi bilinen bir Fuchs grubunun üre-

teçlerinin bulunması için oldukça kullanışlı bir teoremdir. 

 

3.2.8. Teorem: F, Γ Fuchs grubunun bir temel bölgesi ve{Ti} Γ nın F kenarlarını eşle-

yen dönüşümlerin bir kümesi olsun. Bu durumda {Ti} kümesi Γ için bir üreteç kümesi-

dir. (Jones ve Singerman 1987) 

İspat. Λ, Γ nın {Ti}kümesi ile üretilmiş bir alt kümesi olsun. Λ = Γ olduğunu göstere-

ceğiz. S1∈Λ ve S2(F) nin S1(F) nin bir komşu yüzü olduğunu düşünelim. Bu durumda 

F 

T(F) 

T(s) 
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S1
–1S2

 (F), F nin bir komşu yüzü olur. Böylece belli bir Tk∈{Ti} için  S1
–1S2 = Tk dır. S2 

= S1Tk olduğundan S2∈Λ dır. Eğer S3(F) ile S1(F) bir v köşesinde kesişiyorsa, Dirichlet 

bölgesi yerel sonlu olduğundan, v köşesinde sadece sonlu çoklukta temel bölge yüzü 

olur. Dolayısıyla da yukarıdakine benzer bir düşünce ile S3∈Λ olduğu görülür. Böylece  

X = ∪
Λ∈S

S(F) ve Y = ∪
ΛΓ∈S

S(F) 

olarak alınırsa X∩Y = φ olur. Diğer yandan X∪Y = U olduğu açıktır. Eğer X ve Y nin U 

nun kapalı alt kümeleri olduğunu gösterirsek, U bağlantılı ve X ≠ φ olduğundan X = U 

ve Y = φ sonucu elde edilir ki bu  Λ = Γ olduğunu gösterir.  

Şimdi döşemenin yüzlerinin herhangi ∪Vj(F) birleşiminin kapalı olduğunu gö-

relim.  ∪Vj(F) nin noktalarının oluşturduğu (zi) sonsuz dizisinin belli bir l∈U limitinin 

olduğunu varsayalım. Bu durumda belli bir A∈Γ için l∈A(F) dir ve yerel sonluluk gere-

ği l nin öyle bir N komşuluğu vardır ki bu komşuluk sadece sonlu çokluktaki Vj(F) ile 

kesişime sahiptir. 

Bu sonlu ailenin bir yüzü örneğin Vm(F) ise bu küme (zi) dizisinin l ye yakınsa-

yan bir alt dizisini bulundurur. Ancak Vm(F) kapalı olduğundan l∈Vm(F) ⊂ ∪Vi(F) dir. 

Dolayısıyla ∪Vi(F) kapalı ve özel olarak X ve Y de kapalıdır. 

 

Bu teoremin bir uygulaması olarak Modüler grup örneğine tekrar dönersek z → 

z + 1 ve z → 
z
1

− dönüşümlerinin modüler grup için birer üreteç olduğu görülür. 

 

U / Γ bölüm uzayı oluşturulurken, tıpkı T = C / Ω toru oluşturulurken olduğu 

gibi, U yerine Γ Fuchsian grubunun F temel bölgesi alınabilir. Bu durumda, F temel 

bölgesinin denk olan kenarlarının özdeşlenmesiyle elde edilen bölüm uzayı ile U / Γ bö-

lüm uzayı homeomorf olur. Eğer F kompakt ise U / Γ bölüm uzayı da kompakt bir 

Riemann yüzeyidir. U / Γ bölüm uzayının kompakt olması halinde Γ Fuchsian grubunda 

parabolik dönüşüm bulunmaz. (Jones ve Singerman 1987) 

 

Bir Dirichlet bölgesi U da kompakt olmayabilir. Öncelikle bir Dirichlet bölge-

sinin eğer sonsuz sayıda kenarı varsa Dirichlet bölgesi kompakt olmadığı gibi sonlu ke-

narlı Dirichlet bölgeleri de U da kompakt olmayabilir, iki hal söz konusudur:  
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             1. Hal: Dirichlet bölgesinin R∪{∞} üzerinde bir köşesi olabilir. Grubun bir T 

parabolik öğesi olması halinde grubun Dirichlet bölgesinin, T nin sabit noktası olan 

noktada bir köşesi vardır. Üstelik T dönüşümü bitim noktası bu sabit nokta olan iki ke-

narı eşleyen bir dönüşümdür. Bu özellikteki köşeye parabolik köşe adı verilir ve bölüm 

uzayında bu parabolik köşeye karşılık gelen noktalarda küçük bir delik (puncture) mey-

dana gelir. Örneğin, Modüler grupta ∞, T(z) = z + 1 parabolik öğesinin bir sabit noktası-

dır. Üstelik Dirichlet bölgesinin iki dik kenarı bu dönüşüm ile eşlenir. Dolayısıyla ∞ bir 

parabolik köşedir ve dolayısıyla bölüm uzayının bu noktaya karşılık gelen noktalarda 

bir deliği olacaktır. O halde bölüm uzayı bir deliği olan küre ve böylece düzleme 

homeomorf bir Riemann yüzeyidir. 

 

 
Şekil 3.1.16 Temel Bölgenin Gerçel Eksen Üzerindeki Köşesi 

 

2. Hal: Dirichlet bölgesi gerçel eksenin bir kısmı ile sınırlandırılmış olabilir. 

Örneğin z → z + 1 ile üretilmiş olan parabolik devirli grup için i merkezli Dirichlet böl-

gesi, 

{z∈U ⏐
2
1−  ≤ Re(z) ≤ 

2
1  } 

olup bu bölge gerçel eksenin {x∈R ⏐
2
1−  ≤ x ≤ 

2
1  } kısmı ile sınırlıdır. Üstelik bu böl-

genin ∞ da köşesi de vardır. Bu durumda bölüm uzayı, gerçel eksen parçasına karşılık 

gelen noktaların oluşturduğu kapalı bir disk çıkartılmış ve parabolik köşeye karşılık ge-

len noktalarda bir küçük deliği olan bir küredir. O halde bölüm uzayı bir silindire 

homeomorftur. 
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3.2.9. Teorem. F1 ve F2 bir Γ Fuchs grubu için iki temel bölge ve bu temel bölgelerin 

sınırlarının hiperbolik alanı sıfır olsun. Bu durumda, µ( F1) = µ( F2) dir. (Jones ve 

Singerman 1987) 

 

Bu teorem bir temel bölgenin hiperbolik alanının Γ Fuchs grubu için sayısal bir 

değişmez olduğunu gösterir. Bir Dirichlet bölgesinin sınırları sayılabilir çoklukta H-

doğrularının birleşimi olduğundan temel bölgenin sınırlarının hiperbolik alanı her za-

man sıfır olarak dikkate alınacaktır.  

 

Bazı hallerde bir temel bölgenin hiperbolik alanı sonsuz da olabilir. Örneğin,  

z → z + 1 

parabolik dönüşümü ile üretilen parabolik devirli grup için Dirichlet bölgesinin hiperbo-

lik alanı sonsuzdur. Dolayısıyla bu grup için seçilecek tüm temel bölgelerin hiperbolik 

alanlarının da sonsuz olacağı açıktır.  

 

Kompakt bir temel bölgenin (gerçekte U nun her kompakt alt kümesinin) hiper-

bolik alanı sonludur. Bununla birlikte kompakt olmayan bir temel bölgenin de hiperbo-

lik alanı sonlu olabilir. Örneğin, Γ modüler grubu için elde edilen Dirichlet bölgesi, açı-

ları
3
π , 

3
π  ve 0 olan bir hiperbolik üçgendir ve Gauss-Bonet teoremini uygularsak bu 

temel bölgenin hiperbolik alanı 
3
π  olarak bulunur. 

 

3.2.10 Teorem. F, bir Γ Fuchs grubu için temel bölge olsun. Eğer θ1, θ2,…, θt, F nin 

köşelerinin bir denklik sınıfındaki iç açılar ve m bu köşelerden birinin kalıtımlaştırıcısı-

nın mertebesi ise 

θ1 + θ2 +… + θt = 
m
π2  

dir. (Jones ve Singerman 1987) 

İspat. v1, v2,…, vt , F temel bölgesinin bu denklik sınıfındaki köşeleri ve vi köşesindeki 

açı θi olsun. Eğer  

H = { I, S, S2,…, Sm – 1} 
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kümesi v1 köşesinin kalımlaştırıcısı ise Sr(F) (0 ≤ r ≤ m–1) bölgelerinin hepsi açısı θ1 

olan bir v1 köşesine sahiptir. Tk ∈ Γ olmak üzere Tk(vk) = v1 olduğunu varsayarsak vk kö-

şesini v1 köşesine dönüştüren tüm öğelerin kümesi HTk kosetidir ve bu kümede m tane 

öğe vardır. Dolayısıyla SrTk (F) bölgelerinin hepsi açısı θk olan bir v1 köşesine sahiptir. 

Diğer yandan,  A∈Γ olmak üzere bir A(F) bölgesinin köşesi v1 ise A–1(v1)∈F olur. O 

halde belli bir i (1≤ i≤ t ) için A–1(v1) = vi ve dolayısıyla A∈ HTi dir. Böylece v1 köşesini 

saran mt tane bölge vardır ve her bir θi açısı m kere tekrar eder. Üstelik bu bölgeler fark-

lıdırlar. Çünkü SrTk (F) = SqTl (F) ise SrTk  = SqTl dolaysıyla Tk = Tl ve Sr = Sq olur. Böy-

lece, 

m(θ1 + θ2 +… + θt ) = 2π 

dir. 

 

Bağlantılı, kompakt ve yönlendirilebilir yüzeyler aşağıdaki teorem ile topolojik 

olarak sınıflandırılırlar. 

 

3.2.11. Teorem. Her bir kompakt, bağlantılı, yönlendirilebilir yüzey, belli bir g ≥ 0 tam-

sayısı için bir küreye g tane kulp takılarak elde edilmiş Sg yüzeyine homeomorftur. 

(Massey 1967) 

 

Teoremde geçen g tamsayısına yüzeyin cinsi denir. Örneğin kürenin cinsi 0, to-

run cinsi ise 1 dir. Şekildeki iki torun cinsi ise 2 dir. 

 
Şekil 3.1.17 İki Tor 

 

Γ, U / Γ bölüm uzayı kompakt olan bir Fuchs grubu olsun. Bu durumda U / Γ 

bölüm uzayı ve F / Γ bölüm uzayı homeomorf olduklarından Γ Fuchs grubu için bir F 
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Dirichlet bölgesi de kompakttır. O halde F nin sonlu sayıda kenarı, sonlu sayıda köşesi 

ve sonlu sayıda eliptik devri vardır. Dolayısıyla Γ Fuchs grubunun sonlu sayıda periyo-

dunun olacağı da açıktır. Eğer bu periyotlara m1 ,…, mr ve U / Γ bölüm uzayının cinsine 

g denirse Γ nın simgesini  (g; m1 ,…, mr) ile gösterebiliriz.  

 

3.2.12. Teorem. Γ Fuchs grubunun simgesi (g; m1 ,…, mr) ve F, Γ için sınırlarının hi-

perbolik alanı sıfır olan bir temel bölge olsun. Bu durumda, 

µ(F) =  2π { (2g –2) +∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

r

i im1

11  

dir. (Jones ve Singerman 1987) 

İspat. F, Γ için bir Dirichlet bölgesi olsun. Bu durumda F nin köşelerinin eliptik devir-

lerinin sayısı r dir. Yukarıdaki teorem gereği tüm eliptik köşelerdeki açıların toplamı 

2π∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛r

i im1

1  dir. Köşelerin diğer denklik sınıflarının sayısının s olduğunu varsayarsak bu 

köşelerden hiçbiri bir eliptik öğe tarafından sabit bırakılmadığından bu köşelerdeki açı-

ların toplamı 2πs kadar olur. Dolayısıyla F nin açılarının toplamı 

2π{∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛r

i im1

1 + s} 

olur. 

F nin kenarları Γ nın öğeleri ile eşlenirler. Eğer bu eşlenmiş kenarları özdeşler-

sek cinsi g olan yönlendirilebilir bir yüzey elde ederiz. Eğer bu şekilde n tane dönüşüm 

varsa, 

π : U → U / Γ 

doğal izdüşümü altında F nin içinin, kenarlarının ve köşelerinin resimleri, U / Γ nın bir 

basit bağlantılı yüzlü, n kenarlı ve (r + s) köşeli bir ayrışımını oluşturur. Dolayısıyla 

Euler Poincare formülünden; 

2 – 2g = (r + s) – n + 1                                 (*) 

dir. Gauss Bonet teoremini kullanarak,  

 µ(F) =  ( 2n – 2)π – 2π – {∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛r

i im1

1 + s} 
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=  ( 4g – 4 + 2r + 2s)π – 2π∑
=

r

i im1

1 – 2πs 

= 2π { (2g –2) +∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

r

i im1

11  

elde ederiz. 

 

(*) eşitliği U / Γ bölüm uzayının cinsini hesaplarken oldukça kullanışlıdır. Ör-

neğin, Γ açıları 
l
π ,  

m
π  ve 

n
π  olan bir hiperbolik üçgenden elde edilen bir üçgen grup 

olsun. Eğer kenarlardaki yansımalar R1, R2, R3 ise R1R3 dönüşümü AB kenarını A B′  ke-

narı ile R1R2 dönüşümü ise BC kenarını B′C kenarı ile eşler. Böylece iki tane eşlenik 

kenar çifti vardır ve dolayısıyla n = 2 dir. (ABC B′  Γ için bir temel bölgedir.) {B, B′ }bir 

eliptik devirdir, bu iki köşe m mertebeli devirli gruplarla sabitleştirilmiştir. {A} bir elip-

tik devirdir ve l mertebeli bir devirli grupla sabitleştirilmiştir ve son olarak {C} bir elip-

tik devir olup n mertebeli bir devirli grupla sabitleştirilmiştir. O halde, 

r = 3, s = 0 ve 2 – 2g = 3 – 2 + 1 = 2 

olduğundan g = 0 ve böylece, U / Γ nın cinsi 0 ve Γ nın periyotları l, m, n olduğundan Γ 

nın simgesi (0; l, m, n) dir. Γ için bir temel bölgenin hiperbolik alanı, 

2π {1 – 
l
1  – 

m
1  – 

n
1 } 

biçimindedir. 

 

 
Şekil 3.1.18 Γ Üçgen Grubu için bir temel bölge 

 

Bir başka örnek olarak da, Λ Fuchs grubu, cinsi g>1 olan bir kompakt S 

Riemann yüzeyinin örtme dönüşümlerinin bir grubu olsun ve S nin örtü uzayı olarak U 
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yu ele alalm. Λ sabit noktasız hareket ettiğinden eliptik elemanı yoktur ve dolayısıyla Λ 

nın simgesi (g; ⎯ ) biçimindedir. Burada  “⎯” işareti periyodun olmadığını göstermek-

tedir. U / Γ kompakt olduğundan Λ nın parabolik öğesi de yoktur, dolayısıyla Λ özdeş-

lik öğeyle birlikte hiperbolik öğelerden oluşur.  
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