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iii
OZET

KENMOTSU FINSLER MANIFOLDLARINDA BAZI EGRILIiK
OZELLIKLERI

Mehmet DAYAN
Temel Egitim Anabilim Dali
Usak Universitesi Sosyal Bilimler Enstitiisii, Eyliil 2019
Danisman: Dr. Ogr. Uye. Nesrin CALISKAN

Bu tezde, Kenmotsu Finsler manifoldlarinin egrilikleri analiz edilmistir. Giris
boliimiinde Kenmotsu manifoldlar ve Finsler uzay: iizerine tarihsel hatirlatmalar
sunulmustur. Kavramsal cerceve kisminda bu calisma i¢in gerekli olan temel
kavramlar tanitilmistir. Bunun yani sira vektor demetleri iizerinde hemen hemen
Kenmotsu Finsler yapilar ele alinmistir. Sonrasinda, Kenmotsu Finsler
manifoldlariin Weyl projektif, M’ —projektif, conformal ve quasi-conformal egrilik
tensorleri tanimlanmis ve bazi egrilik 6zellikleri incelenmistir. Bu baglamda, Weyl
projektif ve M -projektif olarak flat, & — M — projektif flat, lokal olarak ¢ —
M — projektif simetrik, M — projektif semi-simetrik, ¢ — M — projektif flat,
quasi—M —projektif flat ve W (X", YH). M = 0 kosulunu saglayan Kenmotsu Finsler
manifoldlart ¢ahisilmistir. flaveten, C(X®,YH). M =0 , W(EL,YH).K=0 ve
C(&M,YH). K = 0 esitliklerini saglayan Kenmotsu Finsler yapilari incelenmistir. Son

boliimde elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kenmotsu Finsler yapi, Weyl projektif egrilik tensérii, M -
projektif egrilik tensori, ¢ — M — projektif flat, Projektif flat, ¢ — M — projektif
simetrik, M' —projektif semi-simetrik, @ — M —projektif flat, Quasi—M —projektif
flat, Concircular egrilik tensorii, Quasi-conformal egrilik tensorii, Conformal egrilik

tensorii.



ABSTRACT

SOME CURVATURE PROPERTIES IN KENMOTSU FINSLER
MANIFOLDS

Mehmet DAYAN
Department Of Basic Education

Social Sciences Institues Usak University, September 2019
Advisor: Assist. Prof. Dr. Nesrin CALISKAN

In this thesis, curvatures of Kenmotsu Finsler manifolds are analyzed. In the
introduction section, the historical reminds on Kenmotsu manifolds and Finsler space
are presented. In the conceptual framework, the basic consepts which are necessary
for this study are introduced. Besides, Kenmotsu Finsler structures on vector bundles
are handled. Then, Weyl projective, M — projective, conformal and quasi-conformal
curvatures of Kenmotsu Finsler manifolds are defined and their some curvature
properties are examined. In this regard, Weyl projectively and M —projectively flat,
§ — M —projectively flat, locally ¢ — M —projectively symmetric, M —projectively
semi-symmetric, @ — M — projectively flat, quasi —M — projectively flat and
satisfying the condition W (XH,Y#). M = 0 Kenmotsu Finsler manifolds are studied.
Additionally, Kenmotsu Finsler structures satisfying the relations, C(X",Y#). M =
0, W(EH,YH).K =0 and C(&%,Y").K = 0 are examined. In the last section, the

obtained results are evaluated.

Keywords: Kenmotsu Finsler structure, Weyl projective curvature tensor, M -
projective curvature tensor, & — M — projectively flat, Projectively flat, ¢ —
M —  projectively  symmetric, M — projectively  semi-symmetric, @ —
M —projectively flat, Quasi—M —projectively flat, Concircular curvature tensor,

Quasi-conformal curvature tensor, Conformal curvature tensor.
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1. GIRIS

1.1. Problem durumu

1959 yilinda Gray tek boyutlu manifoldlar {izerinde yapmis oldugu ¢alismada
U(n) X 1 yapisal grubunun indirgenmesiyle olusan hemen hemen degme yapilari
tanimlamigtir. Dolayisiyla (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme yapi; @2X =
—X +n(X)é ve n(&) = 1 esitliklerini saglayan (1,1)-tipindeki tensor alani ¢, (1,0)-
tipindeki vektor alam & ve (0,1) -tipindeki 1 -form 7 ile olusturulan (¢, ¢&,n)
tcliistiyle gosterilir (Gray, 1959).

1960 senesinde (¢, &, n) Ugliisiiyle olusturulan hemen hemen degme yapisi
tizerinde g(@X,@Y)=gX,Y) —nX)nY) ve nX)=gX,§&) esitlikleriyle
gosterilen bir g metrigi tanimlanmistir (Sasaki, 1960). Ayrica M, degme metrik
yapist (¢, &,1, g) olan ve (2n + 1)-boyutlu bir degme metrik manifoldu olmak tizere
M ’nin degme metrik yapisi normal ise, yani [@, @]+ 2dn ® & =0 kosulu
saglaniyor ise M, Sasakian yapiya sahiptir denir ( Jun, Kim ve Kim, 1994).

M?+1 (@, &,1) hemen hemen degme yapisma sahip olan bir hemen hemen
degme manifold ise M?"*1 X R carpim manifoldu iizerinde (¢,&,71) yapisi
yardimiyla bir / hemen hemen kompleks yapisini tanimlamistir. Bu durumda J ile
birlikte M?"*1 x R bir hemen hemen kompleks manifold olur. Eger |

integrallenebilir ise (¢, £, 1) yapisina normaldir denir (Blair, 2010).

1969 yilinda Tanno hemen hemen degme metrik manifoldlari ¢ sabit ve -
kesitsel egriligi olmak iizere otomorfizm gruplari maksimum boyuta sahip olan,

baglantily, li¢ sinifa ayirmistir. Bu siiflar;

1) ¢ > 0 iken Riemann manifoldunun sabit ¢ -kesitsel egriligine sahip bir

homojen Sasakian manifoldudur.

2) ¢ =0 iken Riemann manifoldunun sabit ¢ -kesitsel egriligine sahip
Kaehler manifoldu ile bir ¢emberin ya da bir dogrunun ¢arpim

manifoldudur.

3) Son olarak da ¢ < 0 iken Riemann manifoldunun reel eksen ile kompleks

diizlemin warped ¢arpimindan olustugunu ifade etmistir (Tanno, 1969).



1972 yilinda Kenmotsu, Tanno’nun bu smiflandirmasinda yer alan iigilincii
durumu tim geometrik Ozellikleriyle inceleyerek hemen hemen degme metrik
manifoldun yeni bir sinifim1 tanimladig goriilmiistiir (Kenmotsu,1972). Sonrasinda
Kenmotsu manifoldlar1 olarak adlandirilan bu Riemannian yapilarin egrilik
ozellikleri ile ilgili bircok ¢alisma da yapilmistir. Bunlardan bazilar1 (De, U. C. ve
De, K., 2012; Hui, 2013; Shukla, S. S. ve Shukla, M. K., 2009; Sinha ve Srivastava,
1991; Wang ve Liu, 2015) olarak verilebilir.

Ayrica 1953 yilinda Yano ve Bochner tarafindan Weyl Projektif egrilik
tensoriinii, projektif olarak diizliik derecesini 6lgmek amaciyla Riemann manifoldu
icin tanimlanmistir (Yano ve Bochner, 1953). Ardindan 1970 yilinda Pokhariyal ve
Mishra, temel fiziksel ve geometrik Ozellikleri ile M -Projektif egrilik tensoriinii
tanimlamiglardir  (Pokhariyal ve Mishra, 1970). Daha sonra Kenmotsu
manifoldlarmin Weyl projektif ve M -projektif egrilik o6zellikleri detayli olarak
tartisilmistir. (Chaubey, Prakash ve Nivas, 2012; Saroja Devi ve Singh, 2015) bu
caligmalara 6rnek olarak gosterilebilir. Ek olarak, Weyl projektif ve M -projektif
egrilik tensorlerinin  ¢esitli  Ozellikleri Kenmotsu’dan farkli yapilar i¢in de

incelenmistir (Singh ve Pandey, 2013; Prakasha ve Mirji, 2017).

Yano ve Sawaki 1968 yilinda quasi-conformal egrilik tensorii kavramini
tanimlamistir (Yano ve Sawaki, 1968). Sonra genellestirilmis quasi-conformal egrilik
tensorli arastirilmistir (Baishya ve Chowdhury, 2016). Kenmotsu manifoldlarinda
quasi-conformal egrilik tensorliniin farkli kosullardaki 06zelliklerini inceleyen
caligmalara siklikla rastlanmigtir (Dey ve Majhi, 2018; Haseeb, Siddiqi ve Shahid,
2017; Ozgiir ve De, 2006). Ilaveten, Sasakian, trans-Sasakian yapilarmin quasi-
conformal egrilik 6zelliklerinin incelendigi ¢alismalar da mevcuttur (Prasad, 2010;
Shah ve Shukla, 2017). Conformal egrilik tensorli, quasi-conformal egrilik
tensorlinlin sabitler i¢in 6zel hali olarak ele alinabileceginden, ziyadesiyle, daha
genel ifadesi olan quasi-conformal egrilik tensorii konusu {izerinde calisilmasina
ragmen, conformal egrilik tensorii ile ilgili yapilan ¢alismalar da bulunmaktadir

(Jeong, Lee, Oh ve Park, 1990).

Yano, 1940 yilinda concircular egrilik tensdrii kavramimni tanimlamigtir
(Yano, 1940). Kenmotsu manifoldlarinda, concircular egrilik tensoriiniin farkl

yapisal ozelliklerinin ¢alisildign goriisiilmiistiir (Barman, 2015; Hong, Ozgiir ve



Tripathi, 2006). Bunun yan sira P-Sasakian, LP-Sasakian manifoldlar1 gibi yapilarda
da concircular egrilik dzelliklerinin ele alindig1 calismalarla karsilasiimistir (Ozgiir

ve Tripathi, 2007; Taleshian, Asghari ve On, 2010; Tripathi ve Kim, 2004).

Diger yandan Finsler uzay ve Finsler manifold kavramlari, Finsler’in
1918°deki doktora tezi sonrasi ortaya ¢ikmistir (Finsler, 1918). Bir Finsler uzay
uzunluk fonksiyonu farkli tanimlandiginda Riemannian uzayin genellestirmesidir ve
Minkowski geometrisinin lokal olarak ele elinmasidir. Miron (1982), vektor
demetlerinin Finsler geometrisini ¢alisirken sofistike bir yontem olarak vektor
demetinin toplam uzayi iizerinde Finsler geometrik nesneler teorisi olusturmustur.
Ayrica Klepp, Miron’un teorisindeki bu kavramlar1 kullanarak vektdr demeti
tizerinde hemen hemen ¢arpimFinsler yapilar1 ve konneksiyonlar1 ¢alismistir (Klepp,
1984). Buna benzer sekilde Sinha ve Yadav vektor demetleri {izerinde hemen hemen
degme Finsler yapilari ve hemen hemen degme Finsler konneksiyonu
tanimlamislardir (Sinha ve Yadav, 1988, 1989, 1991). Daha sonra Yaliniz ve
Caligskan, Finsler vektor demetleri lizerinde hemen hemen degme ve Sasakian

yapilarin1 ayrintili olarak ele almislardir (Yaliniz ve Caliskan, 2013).

Kenmotsu Finsler manifoldlarinin egriliklerine dair bir calisma ile
karsilagilmamistir. S0z konusu eksikligin, belli bir kismmin bu ¢alismada
tamamlanmasi hedeflenmistir. Bu baglamda, Kenmotsu Finsler manifoldlarinin Weyl
Projektif, M -projektif, concircular ve quasi-conformal egrilikleri tanimlanmis ve

baslica egrilik 6zellikleri tarafimizdan ¢aligilmistir.

1.2 Arastirmanin amaci
Bu caligmanin amaci, Kenmotsu Finsler manifoldlarinda egrilikleri detayl bir

bigimde ele almaktir.

1.3 Alt problemler

Riemann egrilik tensérii yardimiyla tanimlanan baglica egrilik tensorleri

Kenmotsu Finsler manifoldlari i¢in nasil tanimlanir?

Bu egrilik tensorlerinin sahip oldugu 6zellikler, kosullara bagl olarak nasil

ifade edilebilir?



1) Kenmotsu Finsler manifoldlarinda Weyl Projektif egrilik tensoriiniin
baslica 6zellikleri nelerdir?

i1) Kenmotsu Finsler manifoldlarinda M -Projektif egrilik tensoriiniin baglica
ozellikleri nelerdir?

1i1) Kenmotsu Finsler manifoldlarinda concircular egrilik tensoriiniin baslica
ozellikleri nelerdir?

iv) Kenmotsu Finsler manifoldlarinda quasi-conformal ve conformal egrilik

tensorlerinin baslica 6zellikleri nelerdir?

1.4 Arastirmanin onemi

Arastirmada Kenmotsu Finsler manifoldlarinda egrilikler ele alinmaktadir.
Incelenen literatiir dahilinde, Riemann manifoldu iizerinde tanimlanan Kenmotsu
yapilarin daha genel bir manifold yapisi olan Finsler uzaymda temel yapisal
Ozelliklerinin calhisildigi  fakat egrilikleri ile 1ilgili detayli bir ¢alismayla
karsilagilmamistir. Dolayisiyla Kenmotsu Finsler manifoldlarinin bazi egrilikleri

hakkinda ¢aligma yapilmasinin alana katki saglayacag: asikardir.



2. KAVRAMSAL CERCEVE
2.1 Temel Kavramlar/ Tanimlar

Bu bolimde bir sonraki bolimlerde kullanilacak olan temel kavramlar

tanmitilmistir.
Tamm 2.1.1 (Homomorfizm): P ile H iki vektor uzay1 olsun.
Hom(P,H) = {L: P - H, Llineer}

seklinde tanimlanmis olan P’den H’ye tiim lineer doniisiimlerinin climlesine

P’den H’ye bir homomorfizm denir (Avodey, 2006).

Tamm 2.1.2 (izomorfizm): P ile H iki vektdr uzay: olsun. P’den H’ye tiim
bijektif homomorfizmlerin climlesine P ’den H ’ye bir izomorfizm denir (Avodey,

2006).

Tamm 2.1.3 (Ortonormal Baz): P, n-boyutlu bir vektor uzayi olsun. (P, g)
i¢ ¢arpim uzayinin birbirine dik birim vektorlerinin olusturdugu E = {Ej, ..., E,}

kiimesine P’nin ortonormal bazi denir (Duggal, Krishan ve Bejancu, 1996).

Tamim 2.1.4 (Tanjant demeti): C* -sinifindan diferensiyellenebilir bir M
manifoldunun p € M noktasindaki tanjant uzayr T,M olsun. M ’nin tim p

noktalarindaki T, M tanjant uzaylarinin ayrik bilesimi

TM=LJQM

olan TM’ye M'’nin tanjant demeti denir (Yano ve Ishihara, 1973).

Tamm 2.1.5 (Alt demet): X topolojik uzay tizerindeki V vektdr demetinin U
alt demeti, V 'nin x € X noktasindaki V, fibrelerinin V, lineer alt uzaylarinin bir
koleksiyonudur ve bir vektor uzayi yapisi olusturur. Dolayisiyla bu durum tek basina

vektor demetidir (Lang, 1972).

Tamm 2.1.6 (Distribiisyon): M , m -boyutlu bir manifoldolmak {izere M

uzerinde



D:M — UTpM
p —» D, c T,M, boy(D,) =7

seklinde tanimlanan D doniistimiine r -boyutlu distribiisyon denir. Ayrica
X € x(M) icin X, € D, ise X vektér alanmna D distribiisyonuna aittir denir.
Dolayisiyla her p noktasi i¢in D,, alt uzayina ait diferansiyellenebilir lineer bagimsiz

vektor sayisi r ise D distribiisyonunun diferansiyellenebilir oldugu sdylenir (Sahin,

2012).

Tanim 2.1.7 (Riemann Konneksiyonu): (M,g) , C* -smifindan
diferensiyellenebilir bir manifold ve V, M {izerinde tiim diizgiin vektor alanlarinin
kiimesi olsun. Bu durumda M iizerindeki bir konneksiyon veya bir kovaryant tiirev, V

operatorii yardimiyla asagidaki gibi tanimlanir:
V:V XV - Vigin V(X,Y) = VyY olmak iizere;
1) Vi, +x,Y = Vx, Y + Vy Y
i) Vy(Y1 +Y,) = VgV, + VY,

i)  f:M — R tanimhi herhangi bir diizgiin fonksiyon olmak iizere

Vny = fVXY ‘dir.

1v) f:M - R tanimli herhangi bir diizgiin fonksiyon olmak {iizere

Vx(fY) = X(F)Y + fVxY “dir.

Yukaridaki sekilde M {izerinde tanimlanan V konneksiyonu asagidaki

kosullar saglarsa g metrigine gore Riemann konneksiyonu adini alir.
i) VX,Y,Z €VicinX(g(Y,2)) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)
i) VyY — VyX = [X,Y] ( Boothby, 1986).

Tamm 2.1.8 (Finsler Konneksiyonu): N, M iizerinde lineer olmayan bir
konneksiyon olmak iizere, bir Finsler konneksiyonu (N, F, C) tgliisii ile belirlenir.

Burada, F = (F]lk) , C= (Cjik) ‘ler lokal olarak tanimlanmis 0-homojen



F}-ik, Cjik fonksiyonlarinin koleksiyonlaridir. Bu durumda, jik, jik: TM\ {0} >R
olmak {izere asagidaki esitlikler saglanir:

axl ;  9%xt | 0xT 9% ~;
axi Jk T axiaxk ' 9xJaxk'TS

. i _ oxt ox90x”
L 222 er
it) Cile = 32 97 ax Car-

Kabul edelim ki m:TM — M bir kanonik projeksiyon olsun. Finsler

konneksiyonu (indirgenmis (N, F, C) konneksiyonu)

V:T, (TM \ {0} X x(M) = Trpy,y (M), (Y,X) = Vy(X) icin asagidaki

ozellikleri saglayan bir dontigimdiir:
1) V konneksiyonu, X,Y € R i¢in lineerdir.

2) Eger f € C*(M) ise y € T, M \ {0} icin lokal koordinatlari

J=4 G )=

3 . .
fCi ) ax—m|x§ekhndedlr.

7o) (Fom

sxtly

D 100 v (1

y

Yukanidaki esitliklerle belirlenen Fjikve C]-ik ‘lar i¢in asagidaki ifadeler elde

edilir:
X € y(M) igin;
ox"
Vs (X) =—=Vs (X),
5 0w

ox"

F) o
a_yi(X) =2 17637(X) dir.

Yani V , lokal koordinatlara bagl degildir (Dahl, 2006).

Tamm 2.1.9 (Manifold): M bir Hausdorff uzay olmak iizere her p € M igin
R™deki herhangi bir agik kiimeye, homeomorfik olacak sekilde p noktasinin bir agik

komsulugu olan U varsa M Hausdorft uzaymna topolojik manifold ya da kisaca



manifold ad1 verilir. Bu durumda boy(R™) = m oldugundan manifold m-boyutludur
(Sahin, 2012).

Tamim 2.1.10 (Einstein Manifold): (M, g),n = 2olmak {izere n —boyutlu
bir Riemann manifoldu ve S, M ’nin Ricci tensorii olmak tlizere M {izerinde

tanimlanan bir A: M = R fonksiyonu i¢in;

VX,Y € y(M) i¢in S(X,Y) = Ag(X,Y)esitligi saglaniyor iseM ye FEinstein
manifoldu denir (Chen, 1973).

Tamim 2.1.11 (17 —Einstein Manifold): M, (2n + 1)-boyutlu bir diizgiin

manifold ve S, M’nin Ricci tensori olmak tizere
SX,Y) =agX,Y) + bn(X)n(Y)

esitligi a,b € Rve VX,Y € y(M)igin saglaniyor ise M’ye bir n — Einstein
manifoldudenir (Blair,1976).

Tamm 2.1.12 (Kenmotsu Manifold): (M, ¢,¢,1,9) , (2n + 1) -boyutlu

hemen hemen degme metrik manifold olsun. V X, Y € y(M) igin;

(Vxp)Y = g(pX,Y)é —n(Y)p(X) esitligi saglaniyor ise M ’ye Kenmotsu
Manifold denir (Kenmotsu, 1972).

Tanim 2.1.13 (Finsler Manifold): M, C” -sinifindan diferensiyellenebilir
manifold olmak {izere TM tanjant demeti iizerindeki v tanjant vektorleri igin
tanimlanan F: TM\{0} — R ifadesi bir Finsler fonksiyonu olsun. Asagidaki sartlar

saglanirsa

1) F fonksiyonu TM nin sifir kesitinin tiimleyeni iizerinde C*-sinifindan

diferensiyellenebilirdir.
2) Vv € TM i¢in F(v) = 0,F(v) = 0 & v = 0°dir (Pozitif tanimlilik).

3) Vv € TM\{0} igin 1 >0 olmak ftizere F(Av) = AF(v) ’dir (1.

Dereceden pozitif homojen)



4) vv,w € TM\{0} i¢cin Fw+w)<Fw)+F(w) ’dir (Al
toplamsallik).

(M, F)’ye bir Finsler manifoldudur denir (Antonelli, 2003 ve Cobzas, 2006).

Tamim 2.1.14 (Skaler egrilik): (M, g) bir Riemann manifoldu ve x € M
olmak iizere bu noktadaki tanjant uzay T, M olsun. Dolayisiyla T,,M uzaymin 2-
boyutlu altuzaylaria goére olan kesit egriliklerinin toplamina Mmanifoldunun skaler

egriligi denir. r ile gosterilir ve T,,M uzayinin ortonormal bazi {E;, ..., E,,} olup

n
r=> S(EE)
i=1

seklinde ifade edilir (Weinberg, 1972).

Tanim 2.1.15 (Ricci Egrilik Tensorii): (M,g) n-boyutlu Riemann
manifoldu olsun. y(M) ’nin bir baz1 olan {Ej, E,, ..., E,} lokal ortonormal vektor
alanlar1 i¢in tanimlanan (0,2) tipindeki S tensor alani, asagidaki sekilde ifade

edilmistir:

S:xy(M) x y(M) » R

n
S = ) g(RE B, )
i=1
Yukaridaki esitlikle belirtilen tensor alanina M nin Ricci egrilik tensérii denir
(Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.1.16 (Ricci Operatorii) (M, g), m- boyutlu bir Riemann manifoldu

olmak tizere { e, €5, ..., €n}, x(M)’in bir baz1 olsun.
Q: x(M) x x(M)
T - Q(T) = —Xito = R(T, DT,

seklinde tanimlanan Q operatoriine M’ nin Ricci operatérii denir (Yano ve

Kon, 1984).
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Tanim 2.1.17 (Riemann-Christoffel Egrilik Tensorii): (M, g) bir Riemann

manifoldu ve R, M iizerinde tanimli egrilik tensor alani olsun.

Bu duruma bagh olan X,Y,Z € y(M) i¢cinR(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z, W)
ile tanimh tensor alanina Riemann-Christoffel egrilik tensor alani denir (Sahin,

2012).
Riemann egrilik tensorii R olmak tlizere asagidaki 6zellikleri saglar:
XY, Z,V,W € y(M) igin;

1) R(X,Y)Z = —-R(Y,X)Z

i)  gRXYV,W)=—gRX, YW,V

1) RX,Y)Z+R(Y,X)Z+R(Z,X)Y =0

iv)  gRX,Y)V,W)=gRWV,W)X,Y) seklindedir (O'Neill, 1983).

Tamm 2.1.18 (Weyl Projektif Egrilik Tensorii): M, (2n + 1)-boyutlu bir
Riemann manifoldu olsun. V X, Y € y(M) i¢in Weyl projektif egrilik tensér alam

PX,Y)Z=R(X,Y)Z —%[S(Y,Z)X -SX,Y)Z]

bagintist ile tanimlanir (Yano ve Bochner, 1953).

Tamim 2.1.19 (M -Projektif Egrilik Tensorii): M, (2n + 1)-boyutlu bir

Riemann manifoldu olsun. V X,Y,Z € y(M) i¢in M tensor alani;
M(X,Y)Z = RX,Y)Z - —[S(Y,2)X = S(X, 2)Y + g(¥,Z)QX — g(X, Z)QY]ve

MX,Y,Z,U) = gMX,Y)Z,U) = M(ZU,X,Y)

esitlikleri ile tanimlandiginda, M tensor alanina M -projektif egrilik tensérii

denir (Chaubey ve Ojha, 2010).

Tammm 2.1.20 (Concircular Egrilik Tensorii): M, (2n + 1) -boyutlu bir

Riemann manifoldu olsun. V X, Y € y(M) igin concircular egrilik tensér alani,

T
CX,Y)Z=RX,Y)Z —m[g(Y,Z)X - 9g(X,2)Y]
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bagintisi ile tanimlanir. Bu bagintida yer alan Q, birRicci operatoriidiir (Yano,

1940).

Tamim 2.1.21 (Conformal Egrilik Tensorii): M, (2n + 1) -boyutlu bir

Riemann manifoldu olsun. V X, Y € y(M)i¢in conformal egrilik tensor alan,

KX, Y)Z=R(X,V)Z +5 ! [S(X,Y)Z — S(Y,2)X + g(X,Z)QY — g(Y,Z)0X]

n—1

r
- m[g(X;Z)Y —g(¥,2)X]

bagintisi ile tanimlanir. Bu bagmtida yer alan @Q, bir Ricci operatdriidiir (Yano
ve Sawaki, 1968). Eger M manifoldunun conformal egrilik tensorii K = 0 ise

manifold, conformal olarak flattir denir.

Tamim 2.1.22 (Quasi-Conformal Egrilik Tensorii): M, (2n + 1)-boyutlu
bir Riemann manifoldu olsun. V X,Y,Z € y(M) igin

R(X,Y)Z = aR(X,Y)Z + b[S(Y, 2)X — S(X, 2)Y + g(Y,Z)QX — G(X, Z)QY]

p m(% +2b) (g(¥, 2)X — (X, 2)Y)

esitligi ile tanimli olan (1,3) tipindeki Q egrilik tensériine, quasi-conformal
egrilik tensor alan1 denir. Bu esitlikte yer alan a ile b sabitler, r ise skaler egriliktir.

Egera=1veb = — Lz olarak alirsak asagidaki hali alir:

RX,Y)Z =R(X,Y)Z — ﬁ [S(Y,2)X — S(X,2)Y + g(Y,2)0X — G(X, Z)QY]

r
P Dm - W ON 9w an

= K(X,Y)Z (Yano ve Sawaki, 1968).

Burada agikga goriildiigii gibi conformal egrilik tensorii K, quasi-conformal

egrilik tensorii K *nin 6zel halidir.
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2.2 Vektor Demetleri Uzerinde Hemen Hemen Kenmotsu Finsler Yapilart

M, (2n + 1) -boyutlu C* -simifindan diferensiyellenebilir bir manifold ve
TM de M ’nin tanjant demeti olsun.  : TM — M projeksiyon donilislimii olmak
lizere TM’nin(x, y) noktasindaki tanjant uzayi T(, ,)TM ile gosterilsin. X € T(,, TM
tanjant vektorii i¢in 7, (X) = 0 kosulu saglanirsa dikey X vektoriine, dikey vektordiir
denir ve bu Ozellikteki dikey vektorler T(‘;'y)TM ile belirtilen dikey alt uzayin
elemanidir. Ayrica x € M iizerindeki m~1(x) fibresi ile de ortiisiir. M {izerinde
tanimlanan lineer olmayan bir N konneksiyonu (x,y) € TM ’yi N () C
TxyyTM ’ye dagitan bir yatay distribiisyondur ve boylelikle T, ) TM =
N x)® TV (x5, (TM) bagintis1 saglamr. (x,y) € TM ‘deki N lineer olmayan
konnensiyonu igin dm : N (y,) = T,M bagntis1 bir lineer izomorfizmdir ve ters
dontisimii olan Iv : Ty(M) - N (r,) bir yatay lift olarak adlandirilir. Bu
nedenle I, : N (y,) — T(‘fc;y)(TM) lineer izomorfizmi I, = [y dn yardimiyla
tanimlanir.  Buradaki [y : Tx(M) - T(‘;,y) (TM) seklinde bir doniisimdiir ve
boylelikle m(x, y) dikey lifti olusturur (Sinha ve Yadav, 1991).

M° # @, TM’nin bir agik alt manifoldu olsun, projeksiyon doniigiimii
(M%) = M ozelligini saglasin ve (M) N M° = @ olsun. Kabul edelim ki M2 =
Ty (M) N M°nin bir pozitif konik kiimesi olsun. Bu durumda k > 0 igin y € M2 ve
k, € M2 elde edilir. Bir diger ifade ile M® = TM \ (M) bir Finsler manifoldudur

ve burada 8, TM nin bir sifir kesitidir (Bejancu ve Farran, 2013).

F: M° - (0,0) diizgiin fonksiyonu icin {(U, ®):x!,y'} sistemi, M ’de bir
koordinat sistemi olmak iizere, F birinci dereceden pozitif homojen ise F? nin
Hessian matrisinin (x,y) € @(U) noktasindaki degeri;

1 02F?

94 = Ty €{L2,..2n+1} 2.2.1)

R2™*1 jizerindeki pozitif tanimli quadratik formun bilesenleridir.

Boylelikle F?"*! = (M,M° F) yapist Finsler manifoldudur ve
burada F , F?™*! ’in temel fonksiyonu olarak adlandirihr. 7: M° > M

submersionunun 7, : TM® — TM diferansiyel déniisiimii (TM°)Y = kerm, dikey
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vektor demetini tanimlar. Lokal olarak U < M°koordinat komsulugunda ni(x, y) =

)=0 elde edilir. Boylelikle {-2} .

i < i 0~ _ oi i
x' oldugunda m: (axj)—Sj ve n*( 3

on+yl
r'(TM°|w)Y *nin bir bazim olusturur. (TM°)”, M° iizerinde ranki (2n + 1) olan
integrallenebilir bir distribiisyondur. Bu durumda (TM°)"’ye F?"*1’in dikey vektor
demeti denir. Bu dikey vektdr demetinin tamamlayici distribiisyonu (TM®)# lineer
olmayan bir konneksiyondur. Bir diger ifadeyle TM° = (TM®)? @&(TM°)" olarak
ayristirilabilir. Bu durumda, m,(TM®)H = (M", 7, (TM®)V = (M°)" seklinde
2

. R 0 H’ i . . i _ v
ifade edilir. Bu nedenle I'(TM°|u)™’1n { i Gt +1} baz vektorleri, ol

Nij % bagintis1 ile elde edilir. S6z konusu baz vektorlerinin, dual baz vektorleri
ise (dx',8y /) seklindedir ve bu vektorler 8y / = dy/ + N/(x,y)dx' bagmtisini
saglarlar. Buna baglh olarak tam vektdr alan1 X € TM® icin X = X'(x,y) % +
Xi(x,y) % ifadesi ile belirtilir. X*(x,y) = Oigin, (M°)"* € M° nin alt demeti;
X' (x,y) = 0 igin, (M®)” € M° alt demeti elde edilir. Baska bir deyisle: X? =
Xi(x, y)% , XV = Xi(x, y)aiyi ve Xi=X'+ N}Xj seklindedir. Benzer sekilde

n = fi(x,y)dx" +n;(x,y) 8y" ifadesinden n' =#;dx', n¥ =n;6y", 7 =n; —

N/n; esitlikleri ile tanimlanan 1-form igin n(X") = 0, 7" (X") = 0 saglanr.

M°’1n iizerinde tanimlanan ¢ tensdr alani, n 1-form, & vektdr alan1 olmak

lizere agagidaki gibidir:
0 =" +9" = 9i(x, 1) 3 ® dx’ + §}(x,) 75 ® 6y
n=n"+n" =n,0e,y)dx" +7;(x, y) 8y’ (2.2.2)
§=E 48 =80y a8 (2.23)

Tanmm 2.2.1: M°’m iizerinde tanimlanan ¢, n ve € igin (2.2.2) ve (2.2.3)

esitliklerine ilaveten
((pH)Z — —IH +T’H ® SH' ((pV)Z — _IV +nV ® SV (224)

"M =n"E") =1 (2.2.5)
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saglansin. Bu durumda, (¢, n%, &%) ve (¢¥,n",&V), (M®" ve (M%)
lizerinde tanimlanan yapilar, hemen hemen degme Finsler yapilardir. Burada
M° = (M®" @ (M°)? sirastyla bir yatay ve dikey Finsler vektor demetleridir (Kim
ve Pak, 2005; Sinha ve Yadav, 1988).

Teorem 2.2.2: (M®)" ve (M) yatay ve dikey demetler olmak iizere hemen

hemen degme Finsler yapilar olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler saglanir:
PHEM) =" (V) =0, nt o o =9V 09" =0 (2.2.6)
Aciklama 2.2.3:

(", &0, n™) ve (9", &Y, 1) yapilarin, (M®)" ve (M®)?’nin alt demetlerinde
hemen hemen degme yapilar oldugunu kabul edelim. Sirasiyla burada (M°)" ve
(M®)?(2n + 1)-boyutludur. Dolaysiyla (M), o, £H, ) ve (M°)?, ", &Y, ")

hemen hemen degme Finsler manifoldlaridir.

F?"*1 = (M,M° F) seklinde bir Finsler manifold olsun. g©:T(TM%)" x

(TM®)Y - JI(M?) bagintis1 tammlanmak iizere;
g" XV, Y (% y) = gl X )Y (x,y) (2.2.7)

esitligi elde edilir. Elde edilen esitlikteki X lV ve Y]-V lokal bilesenleri ile
herhangi X" ve YV Finsler vektor alanlari, sirastyla gfj (2.2.1) tarafindan elde edilen

fonksiyonlardir. (2.2.7)’den tiiretilerek

a d
9ipCy) =g" (ga—y,) (x,y) 2.2.8)

esitligi elde edilir. Agik¢a g simetrik Finsler tensdr alanidir. Finsler vektor
demeti (TM°)V iizerinde g ’in bir Riemann metrigi olarak degerlendirilebilir.

Benzer sekilde
gi:T(TM®" x T(TM%)H? - J(M?) tanimlarsak;

gF XM, YN (x, y) = i, X, Y (e y), 1<, j<2n+1 (2.2.9)

5 &
gﬁj)(x, y)=g" (Q;@) x ) (2.2.10)
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esitlikleri elde edilir. Burada gfj , (2.1.1) tarafindan elde edilen

fonksiyonlardir ve F2™*1 i¢in Finsler metriktir. Bu nedenle g¥, Finsler vektdr demeti
olan (TM°) iizerinde pseudo-Riemann metrigi olarak diisiiniilebilir (Bejancu ve

Farran, 2013).

G:T(TM®) X T(TM°) - 3(M°) seklinde tanimlarsak X,Y € I'(TM?)

i¢in
GX,Y)=GH(X,Y) + GV (X,Y) (2.2.11)

esitligi elde edilir. Agikgast G, (M®)" iizerinde (0,2) tipinde bir simetrik

tensor alanidir ve (M°)™ iizerinde bir Sasaki metriktir. O zaman
G = g(;jdx'®dx’ + g{;;,6y' @6y’ = G + GV (2.2.12)
esitligi sonucuna varabiliriz.

Tamim 2.2.4: Farz edelim ki (o, &%, n") ve (¢",&V,n"), sirasiyla yatay ve
dikey Finsler vektor demetleri, (M®)"* ve (M®)? iizerindeki hemen hemen degme

yapilar olsun. Kim ve Pak (2005)’e gore;
XHYH,ZH € Ty (M) ve XV, YV, ZV € Ty, (M®)? igin
G(@X,pY) = G (X", @Y") + GV (X", pY"),
G (X", @Y™y = G (X", YH) — " (X" (v,
GV (pXV, oY) =GV XV, YY) =" (X)n" (YY) (2.2.13)
esitlikleri G# ve GV metrik yapilar igin saglanr.
Yukaridaki ifadelere esdeger olan,
G (X", &) =" (X)), ¢V (X", &) =n"(X"),

GH(pXH", oY) = =G (@2X",YH),GV (X", pYV) = =GV (9?X",YV) (2.2.14)
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kosullar1 saglandiginda (@, 1,9, ") ve (¢V, &V, 1", GY), sirastyla (M®)"
ve (M?)? iizerinde hemen hemen degme metrik Finsler yapilar olarak adlandirilir.

Tiim bu verilerden yola ¢ikilarak
XHYH,ZH € Ty ) (MO)" igin;
QX,Y) = G6(X, ¢Y)
QX YH) = G(XH, pYH)
QX" Y") =G(XY, pY") (2.2.15)

esitlikleri tanimlanir ve £, temel 2-form olarak adlandirilir (Kim ve Pak,

2005).

Tamm 2.2.5: (M°)" ve (M®)"’nin alt demetlerinde Kenmotsu Finsler
yapilar olsun. Buna gore sirastyla((M%)", ¢, &7, ") ve ((M®)Y, ¢V,¢EV,n") ‘nin
(2n + 1)-boyutlu Kenmotsu Finsler manifold oldugu asagidaki esitlikler saglanirsa

sdylenebilir:
XHYH,ZH € Ty ) (MO)" igin;
o> =-1+1"®&" +1n"®¢" (2.2.16)
n"(EM =1=1"(&"), "M =0=0"(§") (2.2.17)
nopf =0=n"0@"cX",{") =n"X"), X", &) =n"X") (22.18)
GX",YH) = G(o"X™, @"YH) + n (X")n" (YH)
GXV, YY) = G(p"XY,9"YV) + 0" (X’ (V) (2.2.19)
R(XH,YH)ZH = 2[G(X", ZH)Y" — G(Y!, )X "] (2.2.20)
REXH,YH)EH = = [nfl (XM)YH — (Y H)XH]
R(XV, Y)Y = <[’ (XV)YY — ¥ (¥V)XV] (2.2.21)

REM,YM)ZH = [ (zM)YH — (!, 2)§H]
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REV,YNZY = [V @V)YY - G(Y",2")§] (2.2.22)

ROXH,EMEN = = (n (XM — X, RKXY,§V)EY = (" (XVIEY = X) (2.2.23)
S, eM) = I ("), S(,§") = 30" (x") (2.2.24)

n

S eM =~2, 5(€",¢") = -~ (2.2.25)

1
2 GR(QE!, oY) pZ", oEl") = S(pY", Z") + 1 G(pY", 9Z")  (2.2.26)

2 S(PE! 0B =7+~ (2.2.27)

Yl G(eE!, E") = 2n (2.2.28)

Y2 G(pE!, ZM)G(pY!, oEM) = G(pYH, pZM) (2.2.29)
2 G(oE!, Z")S(pY", 9E[)) = S(pY", @Z") (2.2.30)

‘dir. Burada {E;", ..., E;,,", &1} ve {@E ", ..., E,, ", €73, TAMO igin lokal
ortonormal catidir. Ayrica(M®)"’da ¢ bir tensor alani, nbir 1-form, & bir vektdr

alani, G simetrik bir tensor alani, V bir Finsler konneksiyon olmak iizere agagidaki

sekilde ifade edilir:
= o + ¢V = ¢i(x,9) =@ dx/ + §i(x,y) —® 5y’
=97 +9" =9j(x,y) 7@ dx) + g;(x,y) 55 6y,
n=n"+n" =n(xy)dx" + 7;(x,y)8y",
E="+8 =80y + &y =
’y 5Xi ’y ayi’
ViV = (VinY) + (Viv Y), VX € TpyyM°,
VXT] = (VgH T]H) + (V;V T]V),VT] S T*(x‘y)MO.

Yukaridaki belirtilen esitliklere ilaveten manifoldun Ricci egrilik tensorii

asagidaki bagintiy1 saglar:
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S(X,Y)=G(QX,Y). (2.2.31)
Burada @ notasyonu, Ricci operatoriinii gostermektedir.

Tamm 2.2.6: Kenmotsu Finsler manifoldu olan (M®)"’1n Weyl projektif

egrilik tensorli asagidaki esitlik ile ifade edilmistir:
XHYH,ZH € Ty ) (MO)" igin;
wxH, yiyzH = R(xH, vy zH — % [XHS(YH, ZH) —YHS(XH,ZH)]. (2.2.32)

Tamm 2.2.7: Kenmotsu Finsler manifoldu olan (M°)"*m M -projektif egrilik

tensorili asagidaki gibi tanimlanir:
XHYH,ZH € Ty py (MO)" igin;
MxH yM)zH = R(xH",YH)ZH — ﬁ[XHS(YH,ZH) —YHS(XH,ZH) +
G(YH, zHoxH — g(xH, ZH)QvH]. (2.2.33)

2.3 Kenmotsu Finsler Manifoldlarinin Weyl Projektif ve M -Projektif Egrilik

Tensorii
2.3.1 Weyl Projektif ve M -Projektif Olarak Flat Kenmotsu Finsler Manifoldlar:

Teorem 2.3.1.1: (Zn+1) -boyutlu Kenmotsu Finsler manifoldu
(MOYR, @t &1, pH, G, Weyl pojektif olarak flat ise Einstein manifoldudur ve sabit
egriliklidir.

Ispat 2.3.1.1:

Kenmotsu Finsler manifoldu, Weyl projektif olarak flat oldugundan
W(XH, yH)ZH = 0 esitligi saglanir. U i¢ carpim seklinde kullanilirsa

XHYH,ZH, U" € Ty, (M®)" igin;
G(R(XM,YM)ZH, UMy = = [G(x",UM)S(YH, Z") — G(Y", UM)S(xXH, 21)]

(2.3.1.1)
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elde edilir.

(2.3.1.1)’de belirtilen esitlik; (2.2.18), (2.2.22) esitlikleri yardimi ile ve

XH =yH = &M alinarak;
S(yH, z8) = — g G(YH, zH) (2.3.1.2)
bulunur. Yani Einstein manifoldudur ve r = —g (Zn + 1) dir.

Teorem 23.1.2: (2n+1) -boyutlu Kenmotsu Finsler —manifoldu
(MOYM, @t EH pH, GT), M —pojektif olarak flat ise bir Einstein manifoldudur ve
sabit egriliklidir.

Ispat 3.3.1.2:

Kenmotsu Finsler manifoldu, M -projektif olarak flat oldugundan

XH YR, ZH € Ty (MO igin M (XH,YH)ZH = 0 olur.

Dolayisiyla X¥,YH, ZH € T, .,y (M°)" i¢in
R(XH,yH)zH = ﬁ [XAS(YH, zH) —YHS(XH,ZH) + G(YH, ZH)gxH —
G(xH,zhQyH] (2.3.1.3)

esitligi elde edilir.

(2.3.1.3)’de belirtilen esitlikteki X = & almarak ve (2.2.17), (2.2.23)
esitlikleri yardimu ile Y#, ZH € T, ., (M®)" igin

—G(YH, ZH)gH — ~G(YH, Z1)Qet = ~s(vH, zH) ¢! (2.3.1.4)

bulunur. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa, (2.3.1.2) elde edilir. Yani

(M%)" bir Einstein manifoldudur ve skaler egriligi — % (2n + 1)’e esittir.

Teorem 2.3.1.3: (2n+ 1) -boyutlu bir Kenmotsu Finsler manifoldu
(M, ", &8 0", G ), hem Weyl Projektif hem de M -Projektif olarak flat ise
manifoldun Weyl Projektif ve M -Projektif egrilik tensérleri lineer bagimlidir.
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Ispat 2.3.1.3:

M -Projektif egrilik tensorii Mve Weyl Projektif egrilik tensorii W, lineer

bagimli olduklarindan;
MXH, YyhzHE = 2w (xH, yH)zH (2.3.1.5)
elde edilir. Burada A # 0 olmak {izere bir reel sayidir.
(2.3.1.5)te (2.2.32) ve (2.2.33) esitliklerinin kullanilmasiyla
XHYH,ZH € Ty (MO)" igin;

(1— D)RXH, yH)ZH + (%) [XHS(YH,ZH) — YHS(XH, ZH)] —

—[QXHG(YH,z") — oY (X", zM)] = 0 (2.3.1.6)

elde edilir.

(2.3.1.6)da X" = &H alinarak ve (2.2.24), (2.2.25) esitliklerinin
kullanilmasiyla
1-Ar HezH\yH H 7HYgH] L A=Y [sHceyH 7HY L P 7H\VH
2z - G, ZM)ER] + 2 s (v, zH) + Sn(zF)YH ]| -
(GO, 208" —n(2")Qr*] = 0 (23.1.7)
sonucuna ulagilir.

(2.3.1.7) esitliginin &¥ ile i¢ carpimi ve (2.2.31) esitliginin yardimi ile

. BA-1)+n)n

S(YH,z") = - Z R G (YR, 2 (2.3.1.8)

bulunur.

3.1.8)’de (2.3.1.2) esitliginin kullanilmasi ile A = — elde edilerek ispat
2.3.1.8)’de (2.3.1.2 itliginin kullanil ile 4 76n Ide edilerek

tamamlanmis olur.



21

2.3.2 § — M —Projektif Flat Kenmotsu Finsler Manifoldlar:

Tamm 2.3.2.1: (M®)" iizerinde (¢!, &H,n",G") Kenmotsu Finsler metrik
yapist olsun. Bu durumda asagidaki esitlik saglanirsa (M°)" manifoldu & —

M —projektif olarak flattir denir
X", YH € Ty py (MO)" igin;
MXH yhER =0 (2.3.2.1)

Teorem 2.3.2.2: (2n+1) -boyutlu Kenmotsu Finsler manifoldu
(MO, @t EH pH, GH) in & — M —projektif olarak flat olmas: icin gerek ve yeter

kosul: (M®)"in Einstein manifold olmasidur.
Ispat 2.3.2.2:

(M®)" manifoldu & — M — Projektif flat oldugundan belirtilen (2.2.33)
esitligi geregi:

ROXM,Y)gH = L[XHS(r!, ) — yHS (X", 1) + G(YY, €M) 0K —

1
4n
G(x",&MorH (2.3.2.2)

ifadesi saglanir.

(2.3.2.2)’de (2.2.21) ve (2.2.24) esitliklerinin kullanilmasiyla

SInXMYH —n(yMXH] = ~[n(YHOXT —n(x")QYH]  (232.3)

elde edilir.

(2.3.2.3)’te (2.2.18) esitliginin kullanilmasiyla asagidaki esitlik elde edilir:
oxH = ——xH, (2.3.2.4)

(2.3.2.4) ifadesinin U¥ ile i¢ garpim1 alindiginda;

G(oxH Uty = —gG(XH, Ut (2.3.2.5)
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sonucuna ulagilir. Buradan hareketle (2.3.1.2) esitliginin saglandigi goriiliir.

Yani Kenmotsu Finsler manifoldu, bir Einstein manifoldudur.
2.3.3 Lokal Olarak ¢ — M —Projektif Simetrik Kenmotsu Finsler Manifoldlart

Tammm 2.3.3.1: Bir Kenmotsu Finsler manifoldu ic¢in asagidaki esitlik

saglantyorsa ¢ — M —Projektif simetriktir.
XHYH,ZH, U" € Ty (M®)" igin;
*(VEM)(XH, YH)ZH = 0. (2.3.3.1)

Teorem 2.3.3.2: (2n + 1)-boyutlu bir Kenmotsu Finsler manifoldu, lokal
olarak ¢ — M —Projektif simetrik ise bu manifold bir Einstein manifoldudur ve sabit

egrilige sahiptir.
Ispat 2.3.3.2:
(2.2.16) ve (2.2.33) esitlikleri kullanilarak
—(VEMY(XH, Y ZH + n((VE M) (xH, YH)ZH)EH = 0 (2.3.3.2)
elde edilir.

(2.3.3.2)’de (2.2.33) esitliginin kullanilmasiyla asagidaki esitlik elde edilir:

—G(VER)(XH,yH)zH Uty + ﬁ [(VES)(YH, ZH)G (X", UH) —
(VESY(XH, ZHYG(YH, UMY + G(YH, ZH)(VES)(XH, UH) —
GxH, i) (YH, UM + (W RYXH, Y ZH )n(UH) —
—[(PHS)(YH, ZHyn(X ™) — (VS)(XH, ZMyn (Y ) + GV, ZH) (T $) (X, §) —

G(XH, ZHY(VES)(YH, ) |n(UH) = 0. (2.3.3.3)

(E.Y, . By Eppia™Y, T,(M®)" in bir ortonormal catisi olmak {izere

(2.3.3.3)te X¥ = UM = E;" esitlikleri kullanilarak ve i iizerinden toplam alinmasiyla

—G((VER)(E", Y™ zH, By + ﬁ [(VES)(YH, 2" (B, EM) -

ES(E, z)6 (YR, EM) + c(vH, zY(VES(EM EM)) —
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G(E™, zH)(ES(YH,EM)] +n((VER)(E", YH)zH)n(E™) -

—[(ES)(YH, 2"y (EM) — (WS (B, 2T )n (v ™) +

GYH, zZH((VES(EM, ¢1) — G(EM, zT)(VES(YH, eDn(E) =0 (2.3.3.4)
ifadesi elde edilir.
Ricci tensoriiniin tanimi geregi (2.3.3.4) esitligi asagidaki sekilde ifade edilir:
(VHS)(YH, Z1) + — [2n(VHS) (YH, Z) — VES(v™H, Z1) +

dr)G(Y",z") — V)™, 2] + n((PFR)(E", Y")2™)n (E") -

VS (YH, 21) — VESER, ZMn(Y ) + G (Y™, ZM) (7fS) (7§ —

(ES)(YH, eMmz")] = o. (2.3.3.5)
Diger yandan kovaryant tiirevin 6zelligi geregi de asagidaki esitlik saglanir:
G ((PHR)(ES v!h)gh ¢ =

G(v (R(E", Y")e"), ") — G(R(VFE", Y™)§H, ¢%) —
G(R(E, vEYH)EH &) — G(R(E™, YHYVHER &), (2.3.3.6)

(2.3.3.6)’da (2.2.21) ve (2.2.22) esitliklerinin kulllanilmasiyla asagidaki
sonuca ulasilir:
G ((WHR)(E, Y™)eH, ) = 26 (VF ()™ — n(r™E™), §") —

~G(R(E™, YH)UH, &), (2.3.3.7)
(2.3.3.7)’de (2.2.17) ve (2.2.23) esitliklerinin kullanilmasiyla
G((VER)(EM, yH)EH &8y =0 (2.3.3.8)
sonucu bulunur.

(2.3.3.8)’de ZH =¢&H almarak ve (2.3.3.5)te (2.3.3.7) esitliginin
kullanilmasiyla asagidaki esitlik elde edilir:

1

(THS)(VH, 1) = 2

Jdr(u).n(YH). (2.3.3.9)
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(2.3.3.90da  YH =¢&H almarak ve (2.2.32) esitliginin  kullanilmasiyla
dr(u) = 0 sonucuna ulagilir. Bir diger ifadeyle r’nin sabit oldugu anlasilir. llaveten

(2.3.3.9), asagidaki sekilde ifade edilir:
(VES)(YH, &) = 0. (2.3.3.10)
Kovaryant tiirevin 6zelligi geregi de asagidaki ifade dogrudur:
(VES)(YH, &H) = VE(S(YH, 1)) — S(VEYH, eH) — S(YH, vHEH). (2.3.3.11)
(2.3.3.11)’de (2.3.3.10) kullanilarak asagidaki baginti elde edilir:
0= —2[G(H,UM) —n(rMnUh] - S, UM - 2n(rhnUh).2.33.12)
(2.3.3.12) esitliginin diizenlenmesiyle (2.3.1.2) esitligi elde edilir. Boylelikle

manifoldun Einstein oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.3.3: (2n + 1)-boyutlu lokal olarak ¢ — M —projektif simetrik

Kenmotsu Finsler manifoldu, lokal olarak ¢ —simetriktir.

Ispat 2.3.3.3:
(2.2.33) esitligi yardimu ile asagidaki esitlik elde edilir:
G(FM XM, YZH, UMy =
G(VHRY(XH, Y™ ZH, UM — —[G(XH, UMY (VHS) (¥, Z%) —
G, UM @FHXT,ZM) + 6,z (v sH(XH,§M) -

G(XH, ZH)(VHS)(YH, EH)Y). (2.3.3.13)
(2.3.3.13)’te gerekli diizenlemeler yapilirsa

G((VEM)(XH, YHYUH, ZH) = G((VER)(XH, YH)UH, ZH)  (2.3.3.14)

elde edilir.
Bunun yam sira (2.3.3.14)’te Z% = &M almarak asagidaki esitligin saglandig
goriliir:

(VHM)(XH, YHYUH = (VHR)(XH, YH)UH. (2.3.3.15)
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Buradan hareketle asagidaki ifadenin elde edilecegi asikardir.
2 ((VEMYXH, YIYUH) = 2((VER)(XH, YU, (2.3.3.16)
Bu durumda manifold lokal olarak ¢ —simetriktir.
2.3.4 M —Projektif Semi-Simetrik Kenmotsu Finsler Manifoldlar:

Teorem 2.3.4.1: (2n + 1)-boyutluM — Projektif Semi-Simetrik Kenmotsu

Finsler manifoldu, bir Einstein manifoldudur.
Ispat2.3.4.1:

Kenmotsu Finsler manifoldunun M' —Projektif egrilik tensorii semi-simetrik

oldugundan
RXH,YH). M =0 (2.3.4.1)
esitligi saglanir. Buradan da

RXH, YHYM (ZH, UHWVH — M(R(XH, YH)ZH UH)VH —
M(ZH R(XH, YHIYUH)VH — M(ZH UH)R(XH, YH)VH = 0 (2.3.4.2)

bulunur.
(2.3.4.2)’de X" = &Halinarak

R(EH, YHYM (ZH, UH)VH — M (R(EH, YH)ZH yH)VH —
M(ZH, R(EH, YHYUHYVH — M (ZH, UH)R(EH, YH)VH = 0 (2.3.4.3)

elde edilir.
(2.3.4.3)’te (2.2.24)’lin kullanilmasiyla asagidaki esitlik elde edilir:
S, UM VI — G(rH, M (zH, Uty —

nEZHM ", UV + (", ZMM R, UV — UM ET, YTV +

G(YH, UMM (ZH, eHVH — (VM (ZH, UH)YH + G(YH, V)M (ZH, UH)EH] =
0. (2.3.4.4)
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(2.3.4.4)yde (2.2.17), (2.2.18), (2.2.23), (2.2.25), (2.2.31) ve (2.2.33)

esitliklerinin kullanilmasiyla

6@ Vi W") = 6", vy — (6", UMG(@", v —
GUH, vIG(YH, ZM)]E —nZH[G(YH, vIHuH! — c(UH, vH)YH] —
nUMcZH, vIYH — c(YH, v ZH] — (v [c(ZH, YY) UH — G(UH, YT ZH]} +
ﬁ{—S(UH, VEnZH)YH + S(ZH, vInUH)YH + c(UH, vn(QzM)YH +
GZ", VIn(QUIYH + S(UH, VIYG(YH, ZH)EH — S(ZH VG (YH, UH)EH +
GUH, VIG(YH,QzM)EH — G(ZH, VG (YH, QUuP)EH + [S(UH, vH)YH —
S(YH, vIYUH + (UM, vH)QYH — G(YH, VI)QUHIn(ZH) + [S(YH,vH)ZH —
SR, vIYH + g(YH, viQz? — G(ZH,vE)QYHIn(UM) + [S(UH, YH)ZH —
SR, YMUH + c(UH,YMQz" — c(ZH, Y QuHIn(vH)} +
SGUHZDIVIHUY = GUY, VHET + 6T, UMIGE", VET —
nWAZH] + G, VI n(ZzH)U — U ZH} + - {= [SWH, viEr +
SNWINUT + GUH,VQET —n(VH)QUHG(YH, 27) — |~ Sn vz
SF, Vg + Q2" — 62", Vet | G(r™, Uty — [~ Tn ™z +

Zn(ZMUH +UHQZH —n(ZM)QUIG(rH, v} = 0 (2.3.4.5)

bulunur.

(2.3.4.5)te YH = ZH = &M alinarak asagidaki esitlik elde edilir:

—{In(HnWMHYH — GUH,vH)YH] -
[G(r™, UMV — G, V(Y™ - [6(YH,VIUH — G(UH, vHyH] -
[n(V WY — (", vimU)EH] -
[n(Y")n(vHHU" — cU", Y m(*)gH]} +
—{= [s@W" viyH + 2q @Yt - 26 WA, VIYH +
“n(VHnUHYH] +
[SQHVENE: + (G, UhET — 26 UH, vim(rhgr —
n(VISYH, uh)EH] + [S(UH, VEYYH — S(vH, vIyut — 26Ut vyt +

~G(YH, VUt +
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[SOH, vimUHER + En(vinUHYH —26(rH, vinuH)eH +
“n(VHnUHYH] +

[SWH, Yy h)Er + Sn(y n(hut —26WUH, Y n(vH)er +

Zn(rhn U} +

(MU -y GUH, VIHE] +

(G, utn(VIER — G(YH, UMn(v)En] +

(GO, VIR = GOYH, VI mU™hET} + - (= [n(r)SW™, v —
(Y UH == 6 (UH, vHn(r"EH ] —ne (Y", utn(Hgn +
Sn(VIGH, UMET + Zn(VIGYH, UM)EH — [an(UTGYH, V)R +

nG(YH, vIUH]} = 0. (2.3.4.6)

(2.3.4.6)’da Y = & almarak (2.3.1.2)’in saglandig1 goriiliir. Boylelikle

manifoldun Einstein oldugu anlasilir.
2.3.5 @ — M —Projektif Flat Kenmotsu Finsler Manifoldlar:

Tamm 2.3.5.1: (MO, ", &%, nH,G") bir Kenmotsu Finsler manifold
olsun. Eger (M°)" manifoldu ¢ — M — projektif flat ise X7, YH,ZH UM €
Tixyy (MO igin asagidaki esitlik saglanir:

G(M (X", YT pZH, Ut = 0. (2.3.5.1)
Teorem 2.3.5.2:

(MO | 2n+1)-boyutlu @ - M -projektif olarak flat Kenmotsu Finsler

manifoldu olsun. Bu durumda manifold, n-Einsteindwr ve sabit egrilige sahiptir.
Ispat 2.3.5.2:

(2.3.5.1)’de (2.2.33) esitliginin kullanilmasiyla

(R(pX™, oY ™)@z, UMY — = (S(pY™, 0Z™)G (X", U™ —
S(pXH, oZM)G(pYH, pUH) + G(@YH, pZ")S (X!, pUH) —
G(pX", pZH)S(pYH, Ut} =0 (2.3.5.2)
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elde edilir.
(2.3.5.2)’de X# = U" = E} alinarak ve i {izerinden toplam alinirsa
G(R(QEL, oY M)pZ", pEl) = = {S(pY", 0ZM)G(El, pE[") —

S(QEf, @ZM)G(@Y", 9E!) + G(oY", Z")S(@Ef, E[") —
G(@E{, oZ")S(pY", pE[") (2.3.5.3)

sonucuna ulasilir.

(2.3.5.3)’te (2.2.26), (2.2.27), (2.2.28), (2.2.29) ve (2.2.30) esitliklerinin
yardimut ile agagidaki esitlik elde edilir:

S(eYH, @71y = 2L G(pYH, zH). (2.3.5.4)

4(n+1)

(2.3.5.4yde YH = @Y? ve ZH = @ZM" alinarak ve (2.2.16) esitliginin

kullanilmastyla asagidaki esitlik bulunur:
YH,ZH € T(y 0y (M®)" igin;

— 2
S(YH, zHy = 22 g(yH, zH) - 2Tl yHypHZHY - (2.3.5.5)

4(n+1) 4(n+1)

Kenmotsu Finsler manifoldu i¢in n-Einstein manifold olma kosulu:

S(YH,z%) = aG(YH, ZH") + bnf (YH)nt (Z1) (2.3.5.6)
— 2
oldugundan a = 42(:”:) ve b=-— 2:(:_:117 icin (2.3.5.6)’nin  saglandig1

asikardir. Bu sekildeki 7 -Einstein manifoldu igin (2.3.5.5)'te Y¥ =ZH = Eff

alinarak skaler egrilik asagidaki gibi hesaplanir:

= 22rozn-l) (2.3.5.7)

2(n+1)
2.3.6 Quasi—M —Projektif Flat Kenmotsu Finsler Manifoldlar:

Tamm 2.3.6.1: (", &%, 0", G*), (M®)" iizerinde Kenmotsu Finsler metrik

yap1 olsun.
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XHYH,ZH, U" € Ty (MO)" igin;
GM(XH, YIZH oUH) =0 (2.3.6.1)
esitligi saglanirsa (M®)", quasi—M —projektif flattir.

eorem 3.6.2: n+1)-boyutlu enmotsu insler  manifoldu
T 2.3.6.2 2n+1)-b [ K Finsl, ld
M, o, &1 nf GH), quasi—M —projektif flat ise 1 —Einsteindhr.

Ispat 2.3.6.2:
XH YR, ZH, U" € Ty (MO)" igin;

G(RXH,YHYZH, U =
ﬁ[S(YH,ZH)G(XH,wUH) — SXH, ZHYG(YH, U™)] + [G(YH, ZH)S(XH, U —

G(XH, ZM)S(YH, oUM)] (2.3.6.2)

esitligi saglanir. (2.3.6.2)’de (2.2.16), (2.2.19) ve (2.2.33) esitliklerinin
yardimut ile agagidaki esitlik elde edilir:

n(X"GYH, UM —n(YMG(XH, oUH) = =~ [~ 2n(Y)G(X", oUH) +

SNXMDEEH, QUMY +n(YM)SX™, pUH) = (XS, U], (2363)
(2.3.6.3)’te U" = U" almarak
—G(YH, UMY + (UMY = < [S(YH, UMy + 2nUn(r™]  (2.3.6.4)

sonucuna ulagilir. Dolayis1 ile Y#,U" € T, ,,M° igin; (2.2.17) saglanir ve

(M®)" bir n —Einstein manifoldudur.
2.3.7W(XH, YH). M = 0 Kosulunu Saglayan Kenmotsu Finsler Manifoldlar:

Teorem 2.3.7.1: (2n+ 1) -boyutlu Kenmotsu Finsler manifoldu igin
WXH, YH). M = 0 kosulunu saglandiginda asagidaki esitlik elde edilir:

S(QU™,YH) = —nS(UM, Yy — L G (UM, v, 2.3.7.1)
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Ispat 2.3.7.1:

WXH, YH). M = 0 esitligi Z%, U#,VH € T, (M°)" igin asagidaki ifadeyle
belirtilir:

W (XH, YEYM (ZH, UHYWH — MW (XH, YH)ZH UH)VH —
M(ZH W (XH, YHYUHYH — M (ZH, UHYW (XH, YH)H = 0. (2.3.7.2)

(2.3.7.1y’de X! = &Halmarak

W(EH, YEYM (ZH, UHYVH — M (W (61, YH)ZH yH)yH —
M(ZH W (EH, YHYUHYVH — M (ZH, UT)W (EH, YH)VH = 0 (2.3.7.3)

bulunur.

(2.3.7.3)’te (2.2.22), (2.2.24) ve (2.2.32) esitliklerinin kullanilmasiyla

GO, M (2, Uty — G(YH, ZMm e (g1, UtV —
GO, UMM (2, §MVH) — GIYH, VI (2!, UMET] +
IS, Mz, UMYV — S(vH, 2P (M€, Uty —
S(YH, UHYn(m (ZH, EHYVHY — S(YH, vEYp(M (ZH, U)EH)] = 0 (2.3.7.4)

elde edilir.
(2.3.7.4)’te (2.2.33) esitliginin yardimai ile

S[GOH, M (zH, utyvH) — G(YH, 2 (R(EH, UMYV —
G, uMm(R(Z",§MVH) — (Y, vin(R(Z", UM)EN] +
= [G(YH, ZMSWH, V) =26 (Y", 26 UM, V1) = nn(vHn(ZM)G (YH, UM) —
SZH, VMG, UMY + 262", VG, U] + = [S(YH, M (2", Ut H) —
(", zMnRE™, UMV — s™, uMm(R(ZH,§vH) —
SR, VI nRE!, UM)EN] +
=[5, z)sUH, V) + nS(rH, 2 Uy = 2S(rH, ZH)GUH, V) —

nS(YH, UMz — s(r", UM)sz", vy + 2s(r", U6 (ZH, V)] = 0

(2.3.7.5)
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sonucuna ulagilir.
(2.3.7.5)te ZH = VH = &Halinarak
ZGOYH, M(EH, UMET) + = GQYH, M(EM, UMEN) + —n(YTyn(U™) = 0
(2.3.7.6)
bulunur. Dolayisi ile (2.3.7.1) esitligi saglanmis olur.
2.4 Kenmotsu Finsler Manifoldlarinin Concircular Egrilik Tensorii
2.4.1 C(X",Y"). M = 0 Kosulunu Saglayan Kenmotsu Finsler Manifoldlar:

Tamm 2.4.1.1: (2n + 1) -boyutlu Kenmotsu Finsler manifoldu (M°)" *in

concircular egrilik tensorii C, asagidaki esitlikte verildigi gibidir:
XHYH,ZH € Ty ) (MO)" igin;

r

H vHN7H _ H yHYyH _ ___ T
CX",Y®)z" =RX",Y')Z (2n+1)(2n)[

G(YH, ZH)xH — G(XH, ZH)YH].
(2.4.1.1)

(2.4.1.1yde X# = &M almarak ve (2.2.22)’nin bu esitlikte kullanilmasiyla

cEm Yzt = (3 + m) [(ZH)YH — G(YH, ZH)eH]  (2.4.1.2)

elde edilir.

Teorem 2.4.1.2: (2n + 1)-boyutlu Kenmotsu Finsler manifoldu (M°)" , eger
C(XH,Y®). M = 0 kosulunu sagliyor ise skaler egriligi — % (2n + 1) seklindedir.

Ispat 2.4.1.2:
C(XH,Y"). M = 0 kosulu saglandiginda Z#, U#,VH € T, ;) (M°)" igin;

CXH, YEYM(ZH, UT)VH — M (C(XH, YH)ZH UH)VH —
M(ZH, c(XH, YHYURVH — M (zH, Ut c(XH, YH)VH =0 (2.4.1.3)
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elde edilir.
(2.4.1.3)’te X = &H alinirsa

C(eH, YHYM (ZH, UHVH — M (C(EH, YH)ZH UH)VH —
M(ZH, c(eH, yHYUTWH — M (ZH, UH)C(EH, YHVH = 0 (2.4.1.4)

halini alir.

(2.4.1.4)’teki denklemde, belirtilen (2.4.1.1) ve (2.2.20) esitlikleri kullanilirsa

r 1 H yrH\yH\VH _ H H yjrHYyH\zH _
(m+;){n(M(Z LUMDVIDOYR —G(Y", M (Z7, U")V7)E
n@ZMHmYH, uHvE + c(YH, zHMmE", UMV —qUHMZH, YV +

GYH, UMM (", eMvH — MmUY + ¢(YH, v z?, ut)ety =0
(2.4.1.5)
bulunur.

Yukaridaki esitligin & ile i¢c carpmmi alinarak ve (2.2.20) ve (2.2.33)

esitlikleri kullanilarak

1
((2n+z)(zn) + Z) e ", uMVviny™) - cy", m(z", uMvH) +

n(ZMn ", UV + (Y, zMm(m (§H, UMV +
nUDn !, YV + (Y, UMn (e (z7, V) —
(Vi !, uthyn) + ¢y, vinve (24, uhEm} = o (2.4.1.6)

sonucuna ulagilir.

(2.4.1.6) esitliginde (2.2.17), (2.2.18) ve (2.2.24) esitlikleri yardimiyla

(Grsas +3) (-6 2@, uhv) — - (6w, vh6(vH, z%) -
G(ZM VIG™,UM) + G, 2V n(U™) — 6!, UMn@Mnv™) +
Z(=SWM, VG, 1) + @8, VG, UM — S(ZH, Y HnUtnvh) +

st YH)n(ZH)n(VH))} =0 (2.4.1.7)

elde edilir.
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(2.4.1.70de ZH = VH = & alinirsa Kenmotsu Finsler manifoldunun skaler

egriligi — g (2n + 1)olarak bulunur.

2.5 Kenmotsu Finsler Manifoldlarinin Quasi-Conformal ve Conformal Egrilik

Tensorii
2.5.1W(EH, Y!). K = 0 Kosulunu Saglayan Kenmotsu Finsler Manifoldlar

Tammm 2.5.1.1: (2n+ 1) -boyutlu Kenmotsu Finsler manifold (M%)"

icinquasi-conformal egrilik tensorii @, asagidaki sekilde ifade edilmistir:
XH,YH,ZH € T(ypy (M) igin;

RxH yH)ZH = qR(XH YH)ZH + b[S(YH, zH)XH — S(XH, ZzH)YH +

G(YH, ZM)QxH — G(XH, 2M)QYH] - —— (% + 2b) (G(YH, ZH)XH — G(xH, ZH)YH),

(2.5.1.1)

Burada a # 0 # b ver ise skaler egrilik tensoriidiir.
Egera=1veb = — ﬁ alirsak (2.5.1.1) bagintis1 asagidaki hali alir:

K(xH yH)yzH = R(xH, yH)zH

_|_

] [S(YH, ZH)XH — s(xH, z)YH + G(YH, zH)QxH

- G(XH",ZzH)QY ] + (G(YH, zZEH)xH — g(xH,zH)yH)

r
2n)(2n-1)
= KXH",yhzH, (2.5.1.2)
Burada K conformal egrilik tensoriidiir.

(2.5.1.1) ve (2.5.1.2) esitliklerinden anlasilacagi lizere conformal egrilik

tensori, quasi-conformal egrilik tensoriiniin 6zel halidir.
(2.5.1.1)’de X¥ = fH olarak alinirsa ve (2.2.22) esitligi yardimiyla

R (G2 = (4w (54 2+ 20" +

bS(YH, zH)E! (2.5.1.3)
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halini alir.
(2.5.1.1)°de x# = &" ve zH = & olarak alinirsa
R(e"vm)e" = (S+bn—c)v? + (=54 c)n(r™E"  (25.14)
olur.
(2.5.1.1)de X" = &" ve YH = &" olarak alimirsa
R (&, &") 21 = bmyn(z)E" (2.5.1.5)
elde edilir.

Teorem 2.5.1.2: (2n + 1)-boyutlu Kenmotsu Finsler manifoldu (M®)", eger
W (&R, YH). K = 0 kosulunu sagliyor ise skaler egriligi v = — g (2n + 1) seklindedir

va da bir n-Einstein manifoldudur.
Ispat 2.5.1.2:

ZH, UMV € T yy (MO igin W (R, Y").K = 0 ifadesi asafidaki sekilde
elde edilir:

(WxH, y®).K)(z", ut)vH =
wxH YDKZE uhHvE — K(w (x?, vy zH utyvE — K(zH, w(x®, y!HuH)vH —
Kz, uhwxt, yH)vHE = 0. (2.5.1.6)

Burada X¥ = &" alarak

(W(EH, YH).K)(z" ut)vH =
W(EH, YK (ZH UMV — K(W (&R, YI)zH, UtV — K(zH w(EH, Y)Y uH)yH —
Kzt utHw R, yHyH =0 (2.5.1.7)

sonucuna ulagilir.

(2.5.1.7) esitliginin X ile i¢ carpiminin sonucu asagidaki gibidir:
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G(W(EH, YK (Z", ut)vH x1) = (W (R, YK (2, uH)VH x1) -
GR(W (EH, Yy zH utyvH, xty — (K (z", w(&H, YT uHvH, xty —
G, UMW (EH, YHVHE, x1) = 0. (2.5.1.8)

Bu son esitlikte (2.2.32) ifadesinin yardimiyla

~{G(r®, R (", UtV )n(x) - (Y7, 2)6(R (M, UV H, x') —
G(YH,UM)G(K(z", eM)yvH, x™) — c(YH,vI)G(K(z", ut)eH, x)} +
%{s(yH, K" umyvHn(x™) - s(vH, 296 (K (¥, uH)vH, x7) -

S(YH, UM G(K(z", eV, x1) — s(YH, v G(K (2", ut)eH, xH) = 0 (2.5.1.9)
sonucu bulunur.

(2.5.1.9yda U¥ = &falinirsa

ZG(YH,R(ZM, MV )n(xt) — 2n(y G (R (2", v, xM) -

%G(YH, VEYG(R (2", £9)¢H, x7) + %S(YH, R(z", eMyvH)n(x") -

= (=3)n(r™G(R (", e, x) - = s(rH, vIHG(R(2", £, x) = 0

2n

(2.5.1.10)
elde edilir.

Gerekli diizenlemeler yapilirsa esitlik:

(-5-F+5) 6t 2D +

(=5=Z+45) 60" vimxMm@") + (- =+ 2 -5) 6 (", vhGK", 2" +
(= + ) SUH, 20 + (- = = 2+ =) SO, v (xhn(z*) +
( SO VING(x!, 2 + S(xt, 26 (Y, VH) + (- 2) S(Qz", YH) +

c
2n

) n(xMnWH) + (—%) S(YH vS(zH xt) = 0 2.5.1.11)

halini alir.
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1<i<(2n+1) olmak iizere {E{'} , Ty, (M°)" tanjant uzaymm
ortonormal bir bazi olsun. (2.5.1.11) esitliginde Y# = V¥ = Ef almarak ve i

tizerinden 1’den (2n + 1)’e kadar toplaminin alinmasiyla

d
2n2+n+r

S(x", 7z = Gx", 2" + ——n(xnE"  (2.5.1.12)

2n2+n+r

elde edilir.

Buradaki d ile e’nin degeri:

n(2n+1)(a+2bn—4c)+2r(a¥2b—4c)
4b >

d=

n(2n+ 1)(—a — 2bn + 2¢) + r(—a — 4bn + 4c)
e =
2b

seklindedir.

Boylelikle (2.3.5.6)’daki tanima goremanifoldun n-Einstein olmasi anlamina
gelir. Lakin (2.5.1.12) esitliginde 2n?+n+7r =0 ise skaler egrilik tensorii

— g (2n + 1) olarak bulunur.

2.5.2 C(§",Y"). K = 0 Kosulunu Saglayan Kenmotsu Finsler Manifoldlar:

Teorem 2.5.2.1: (2n+1) -boyutlu Kenmotsu Finsler manifoldu
C(EM,YH). K = 0 kosulunu saglyorsa n-Einstein manifoldudur.

Ispat 2.5.2.1:
YH,ZH, UR, VH € Tiyp (M) igin,

(c(EH, y®).K)(uH, vi)zH =
C(EH, YIK(UH, VI ZH — K(C(EH, Yy UHYVHYZH — K(UH, C(EH, YTV H)ZH —
KU, viyc(&H, yhzH =0 (2.5.2.1)

sonucu bulunur.

(2.5.2.1y’de U¥ = &Halinarak (2.4.1.2) esitligi yardimiyla
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C(fH, YH)E(fH, VH)ZH _ E(C(fH, YH)fH, VH)ZH _
R(E", @t ymyvmzi — K(g", vicEt, vz = o (2.52.2)

elde edilir.

(2.5.2.2) esitliginin X* ile i¢ carpimu ile asagidaki esitlik elde edilir:

G+ grms) R ELVDZIHGYH, X" — 6(v", REH, vz )n(x™) -
G(R(YH,vi)zH x1) + G(K(EH, vIZH X )n(YH) — (V)G (K (EH, YH)ZH, x") +
GOYH, vHG(K (&, eM)zH, x1) — n(Z")G (K (e7, vH)YH, xH) +

G(YH, zMG(K(EH, viEH, x1)y = o. (2.5.2.3)
(2.5.2.3)’te (2.5.1.3), (2.5.1.4) ve (2.5.1.5) esitlikleri yardimiyla
—b[s(Y", ZMnxFym(v) + s(Y", v nxFm(z™)] -

26" vt (z) + 6(r", ZMmexetn (v + b[s(r", z")G (x4, v!) -

S(xmyMev”, 2"y + sxH, vhe (v, 2] + 2 6(xH, Y6 (v!, 2) +

26(v", zN6(xH, v =0 (2.5.2.4)
sonucuna ulagilir.

Ef,1<i<2n+1olmak iizere T(y,,(M°)" nin ortonormal bir bazi olsun
veYH =7ZH = Ef alinsin. (2.5.2.4)’te i iizerinden 1’den 2n + 1’e kadar toplam

alinirsa

—r+g(2n+1)
(2n+1)

—(r+2n(n+1))
(2n+1)

sxH vy = G(xH,v™) + n(xHn (v

bulunur. Boylelikle manifoldun (2.3.5.6)’daki gibi n —Einstein oldugu goriiliir.
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3. ILGILI ARASTIRMALAR

Gray (1959), tek boyutlu manifoldlar tizerinde U(n) X 1 yapisal grubunun
indirgenmesiyle olusan hemen hemen degme yapilar1 tanimlamistir. (2n + 1) -
boyutlu bir hemen hemen degme yapiy1 92X = —X + n(X)& ve n(§) = 1lesitliklerini
saglayan (1,1) -tipindeki tensor alani ¢, (1,0) -tipindeki vektoér alanmié ve (0,1) -
tipindeki 1-form 7 ile olusturulan (¢, &, n) tgliisliyle gostermistir.

Sasaki (1960), (¢, &,n) ugliisiiyle olusturulan hemen hemen degme yapisi
tizerinde, g(@X,@Y)=gX,Y)—nX)n®Y) ve nX)=g(X,&) esitlikleriyle

gosterilen bir g metrigini tanimlamistir.

Sasaki ve Hatakeyama (1961), (¢, £, n)-yapilar ve konneksiyonlar tarafindan

tanimlanan ve (p]l &4, m; kovaryant sabitlerinin olusmasini saglayan bazi tensor
alanlarmi ¢aligmiglardir. Bu baglamda, Nijenhuis torsiyon tenst')rleril\/jik, Nji, Njy ve

Njincelenmistir.

Morimoto (1963), hemen hemen degme yapilar ile kompleks yapilar
arasindaki baz iliskileri arastirmistir. Iki hemen hemen degme manifoldun ¢arpim

manifoldlar1 lizerindeki hemen hemen kompleks yapiy1 tanimlamistir.

Blair (1971), hemen hemen degme yap1 tensorleri Killing olan hemen hemen
degme metrik manifoldlarii ¢alismistir. Ozellikle béyle yap1 normal ise manifoldun

kosimplektik oldugunu belirtmistir.

Sato (1977), normal hemen hemen degme 3-manifoldlarin1 ve Sasaki-Hsu

tarafindan tanimlanan Brieskorn manifoldlari iizerindeki degme yapilar1 incelemistir.

Blair (1984), Ricci egriliginin karakteristik vektor alani yoniinde integrali
alinarak kompakt manifold {izerinde bir degme form ile tiim Riemann metriklerin
ailesini tlizerinde bir fonksiyon tanimlayarak iliskilendirmistir. Bir kompakt regiiler
degme manifoldun {izerindeki bu fonksiyonun kritik noktalarinin, izometrilerin bir
grubunu {ireten karakteristik vektiir alanlarint olusturan merikler oldugunu

gostermistir.
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Davidov (2003), tek ve ¢ift boyutlu Riemann manifoldlarinin twistor uzaylar
arasindaki iliskileri incelemistir. Ayrica tek boyutlu Riemann manifoldunun twistor
uzay1 iizerinde iki dogal hemen hemen degme metrik yapilarin bazi 6zeliklerini
belirli geometrik kosullar altinda hemen hemen degme metrik manifoldlarina

ornekler elde etmek i¢in kullanilabilecegini gostermistir.

Bukusheva ve Galaev (2011), hemen hemen degme metrik manifoldu D’ nin
intrinsik geometrisini tanimlamis ve calismislardir. Bu baglamda, D {izerindeki
genisletilmis konneksiyonu vektdr demetinin toplam uzay: tlizerinde kullanarak bir
hemen hemen degme metrik yapr tanimlamislar ve bu yapmin Ozrlliklerini

incelemislerdir.

Gherici (2019), vektor alaninlarinin global bazim1 kullanarak hemen hemen
degme metrik manifoldun yeni bir sinifin1 olusturmustur ve bu durumu somut bir

ornek vererek gostermis ve {i¢ boyutlu manifold yapisini incelemistir.

Kenmotsu (1972), hemen hemen degme Riemann metrik manifoldlarinin yeni
bir smifin1 tammmlamistir. Normal olan fakat quasi-Sasakian ve dolayisiyla Sasakian

olmayan bu yapilar sonrasinda Kenmotsu manifoldlar1 olarak adlandirilmistir.

Janssens ve Vanhecke (1981), ¢aligmalarinda hemen hemen degme yapilari
ele almiglardir. Ayrica hemen hemen Kenmotsu manifoldlarini genisleterek

a —Kenmotsu manifoldlarini1 tanimlamiglardir.

Olszak ve Rosca (1991), normal yerel conformal hemen hemen kosimplektik
manifoldlar incelemislerdir. Ayrica f — Kenmotsu manifoldlarinda bazi egrilik

ozelliklerini ¢alismislardir.

Kim ve Pak (2005), « —Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik yapilar
birlestirmislerdir. Bu yapilarin birlestirilmesiyle hemen hemen degme metrik
manifoldlarin genis bir alt siifi olan hemen hemen a —kosimplektik manifoldu

tanimlamiglardir.

De ve Ozgiir (2006), quasi-conformal olarak flat ve quasi-conformal semi-

simetrik Kenmotsu manifoldlarini arastirmislardir.
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Dileo ve Pastore (2007), lokal olarak simetrik hemen hemen Kenmotsu
manifoldlarii incelemiglerdir. Ayrica bdyle bir manifold yapisinin killing vektor
alan1 olan &’nin Lie tiirevinin sifir olmasiyla elde edilebilecegini gdstermislerdir.

[laveten bu tiirev sifira esit olmadiginda elde edilen sonuglar1 da irdelemislerdir.

De (2010), n —paralel Ricci tensorii ile iic boyutlu bir Kenmotsu manifoldu
ornegi olusturmustur. Ayrica Kenmotsu manifoldundabir vektér alaninin Killing

vektor alan1 olmasi kosulu elde edilmistir.

Venkatesha ve Vishnuvardhana (2014), genisletilmis bir genellestirilmis
T — @ —tekrarli Kenmotsu manifoldunun genellestirilmis bir Ricci-tekrarli manifold
olmast i¢in gerek ve yeter kosulu elde etmislerdir. Sonra da 7 — ¢ — simetrik
Kenmotsu manifoldunu, 7 — & — flat Kenmotsu manifoldunu ve 7(X,Y).R =0

kosulunu saglayan bir Kenmotsu manifoldu ¢alismislardir.

Venkatesha, Arasaiah, Vishnuvardhana ve Kumar (2019), semi-simetrik
metrik konneksiyona sahip olan Kenmotsu madifoldlarinin baz1 simetri 6zelliklerini
incelemiglerdir. Bu baglamda, tanimlanan semi-simetrik metrik konneksiyona gore
pseudo-simetrik, Ricci pseudo-simetrik, projektif pseudo-simetrik ve ¢ —projektif
semi-simetrik Kenmotsu manifoldlarini ele almiglar ve bu egrilik 6zelliklerini ii¢

boyutta ispatlamiglardir.

Jun, De ve Pathak (2005), hemen hemen degme Riemann manifolduna bazi
0zel kosullar eklenmesiyle elde edilen Kenmotsu manifoldunu incelemislerdir.
Ayrica Riemann manifoldlarinda semi-simetrik, Ricci semi-simetrik veya Weyl
semi-simetrik olma kosullarini irdelemislerdir. Calismalarinda Kenmotsu manifoldu
kismen smiflandirmislardir. Riemann egrilik tensoriinii ve Ricci tensoriinii invaryant
kilan bir donilisimii g6z Onilinde bulundurarak bir Kenmotsu manifoldu

siiflandirmiglardir.

Hong, Ozgiir ve Tripathi (2006), n — Einstein, n — paralel Ricci tensor
R(,X).Z=0,R(,X).R=0,Z(,X).Z=0,Z(,X).R=0, Z(§,X).S =0 veya
Ricci-pseudosimetrik kosullarini saglayan Kenmotsu manifoldlarii ¢alismiglardir.
Bu arastirmada Riemann egrilik tensoriinii R, concircular egrilik tensoriinii Z ve

Ricci egrilik tensoriinii S notasyonu ile gostermislerdir.
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Chaubey, Prakash ve Nivas (2012), Kenmotsu manifoldlarinda M —projektif
egrilik tensoOriinlin bazi Ozelliklerini incelemislerdir. Bu o6zellikler M — projektif
olarak flat Kenmotsu manifoldunun R(X,Y).S =0, W(X,Y).W* kosulari
saglamasi1 lizerinedir. Ayrica semi-simetrik Kenmotsu manifoldlarmi da

aragtirmislardir.

Barman (2015), concircular egrilik tensoriiniin belirli egrilik kosullarini
saglayan semi-simetrik bir metrik konneksiyonu i¢in Kenmotsu manifoldunu

incelemistir.

Saroja Devi ve Singh (2015), Kenmotsu manifoldlar1 {izerindeki
M — projektif egrilik tensoriiniin 6zeliklerini calismiglardir. Ayrica global ¢ —
M — projektif olarak simetrik Kenmotsu manifoldlarinin bir Einstein manifold

oldugunu gostermislerdir.

Dey ve Majhi (2018), quasi-conformal olarak flat ve & —quasi-conformal
olarak flat hemen hemen Kenmotsu manifoldlarini (k, 1) —nullity ve (k, u)" —nullity

distribiisyonlari ile karakterize etmislerdir.

Inal, Sar1 ve Vanli (2018), arastirmalarinda genellestirilmis Kenmotsu
manifoldlar1 izerinde concircular egrilik tensoriinii ¢alismislardir. Concircular diiz ve
¢ —concircular diiz genellestirilmis Kenmotsu manifoldlarin1 incelemislerdir. Ayrica
@ — semi simetrik ve ¢ — concircular semi-simetrik genellestirilmis Kenmotsu

manifoldlar1 tizerine bazi1 sonuglar elde etmislerdir.

Ayar ve Chaubey (2019), M —projektif egrilik tensorii ile @ —kosimplektik
manifoldlarmin 6zelliklerini incelemislerdir. Ayrica farkli egrilik tensorleri arasinda

baz1 konneksiyonlar elde etmislerdir.

Jeong, Lee, Oh ve Park (1990), Sasaki manifoldlar1 lizerinde conformal
egrilik tensor alanin1 Boothby-Wang’in fibrasyonunu kullanarak yeni bir tensor alani
insa etmislerdir. Ayrica Sasakian manifoldlarinin conformal egrilik tensoriiniin bazi

ozelliklerini ¢alismislardir.

Zhen, Cabrerizo, L. M. Fernandez ve M. Fernandez (1997) calismalarinda

K —degme manifoldlariin projektif flat olma kosullarini incelemislerdir.
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Tripathi ve Kim (2004), concircular egrilik tensorii Z ve Ricci egrilik tensorii
S olmak tizere Z(¢,X).S =0 kosulunu saglayan (k,u)— manifoldlarinin

siniflandirilmasini  vermislerdir.

Ozgiir ve Tripathi (2007), Z(£,X).Z =0, Z(§,X).R =0, R(§,X).Z =0,
Z(§,X).S=0 ve Z(&,X).C =0 kosullarim1 saglayan P-Sasakian manifoldlarini

aragtirmislardir.

Prasad (2010), trans-Sasakian manifoldlariniquasi-conformal egrilik tensorleri
ile tartismistir. Ayrica trans-Sasakian ve nearly trans-Sasakian manifoldlarin1 hemen

hemen degme metrik manifoldlar1 iizerinde tanimlamistir.

Taleshian, Asghari ve On (2010), LP-Sasakian manifoldlarinin R(X,Y).S =
0, C(§,X).S=0 ve R.C =R.R kosullarim1 sagladiginda Einstein manifoldu

oldugunu gostermistir.

Singh ve Pandey (2013), Ny —degme metrik manifoldlarinda M —projektif

egrilik tensoriiniin 6zelliklerini aragtirmistir.

Prakasha ve Mirji (2017), (k,u) — degme metrik manifoldlar1 {izerinde
M —projektif egrilik tensoriiniin 6zelliklerini incelemislerdir. Sasakian olmayan
(k, u) —degme metrik manifold i¢in R(&,X). M = 0ve M (&, X).S = 0 kosullarin
saglayan bir smiflandirma yapmislardir. Bu kosularda belirtilen Riemann egrilik
tensorii R ile Ricci tensorii S ile gostermiglerdir. Ayrica (k, u) — degme metrik
manifold M, genisletilmis M —projektif egrilik tensoriiniin yok edilmesiyle olugan

manifoldun Sasakian manifold oldugunu ispatlamislardir.

Shah ve Shukla (2017), Sasaki manifoldlar1 lizerinde quasi-conformal egrilik
tensoriiniin bazi egrilik 6zellikleri incelemislerdir. R(X,Y).S = OveR(X,Y).W =0
egrilik Ozelliklerini saglayan bir (2n + 1) -boyutlu Sasakian manifoldunun bir

Einstein manifold oldugunu kanitlamislardir.

Klepp (1984), Finsler geometrik nesneler teorisindeki kavramlar1 kullanarak
vektor demeti iizerinde hemen hemen carpim Finsler yapilar1 ve konneksiyonlari

aragtirmigtir.



43

Cheng ve Shen (2009), Riemann metrigi ve 1-form ile tanimlanmis Finsler
metriklerini ¢alismislardir. Sonra bu Finsler metriklerini izotropik S egriligi ile

karakterize etmislerdir.

Sinha ve Yadav (1988), vektér demetleri ilizerinde hemen hemen degme
Finsler yapilar1 tanimlamislardir. Sonra hemen hemen degme Finsler yapilarin

entegrasyon durumunu elde etmislerdir.

Sinha ve Yadav (1989), diferansiyellenebilir bir manifold olan M iizerinde
hemen hemen degme Finsler yapiyr ve hemen hemen para degme Finsler yapiy1
birlestirmeye ¢alismislardir. Ayrica tiim Finsler konneksiyonlar1 birlesik yap: ile

belirlemeye ¢alismiglardir.

Sinha ve Yadav (1991), hemen hemen degme semi-simetrik metrik Finsler
konneksiyonlart V' toplam uzayr iizerinde V(M) = {V,m, M} vektor demeti ile
tanimlamislardir. Ozellikle hemen hemen Sasakian semi-simetrik metrik ve Sasakian
semi-simetrik Finsler konneksiyonlar1 toplam uzay1 {izerinde vektdr demeti

yaklagimiyla incelemislerdir.

Hasegawa, Yamauchi ve Shimada (1996), Finsler manifoldu {izerinde

Sasakian yapilari tanimlamiglardir.

Sai Prasad (2008), Kenmotsu, P-Kenmotsu yapilari ve bu yapilarin
konneksiyonlarii vektor demeti iizerinde tanimlamistir. Hemen hemen degme semi-
simetrik metrik Finsler konneksiyonu ile hemen hemen Finsler konneksiyonu
arasinda iliski kurmugtur. Kenmotsu ve P-Kenmotsu yapilarin Finslermanifoldlar

tizerinde temel 6zelliklerini ¢aligsmistir.

Yaliniz ve Caligkan (2013), hemen hemen degme Finsler yapilar1 vektor
demeti iizerinde tanmimlamislardir. Hemen hemen degme Finsler yapiin
integrallenebilir tensor alanini incelemislerdir. Sonra Sasakian Finsler manifoldlarin

Riemann, Ricci, kesitsel egriliklerini ¢aligmiglardir.

Caligkan ve Yalmiz (2016), tanjant demetleri {izerindeki Sasakian Finsler
yapilarin  quasi-conformal egrilik tensoriinii ele almuslardir. C*(X7,YH) =0
kosulunu saglayan Sasakian Finsler manifoldlarini incelemislerdir. Ayrica Sasakian

Finsler yapilar ile n —Einstein yapilar arasindaki iligkileri arastirmiglardir.
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Caligkan (2017), tanjant demetleri {izerindeki Sasakian Finsler yapilarin
konharmonik egrilik tensoriinii calismistir. Bu sekilde quasi-konharmonik flat,

¢ —konharmonik flat, ¢ —konharmonik flat Sasakian Finsler yapilarini irdelemistir.

Caligkan ve Saglamer (2018a), yatay ve dikey tanjant demeti difiizyonlar
tizerinde ¢ —tekrarli Sasakian Finsler yapilar1 ve bu yapilarin geometrik 6zelliklerini

ele almislardir.

Caligkan ve Saglamer (2018b), yatay ve dikey tanjant demetleri {izerinde
genellestirilmis ve genisletilmis genellestirilmis ¢ — tekrarli Sasakian Finsler

Sasakian Finsler yapilari ve bunlarin ¢esitli geometrik 6zelliklerini arastirmislardir.

Caligkan ve Saglamer (2018c), tanjant demetlerinin disribiisyonlar1 tizerinde
lokal olarak ¢ —quasi-conformal simetrik Sasakian Finsler yapilari tanitmislardir.
Ayrica 3 boyutlu yatay ve dikey Sasakian Finsler manifold 6rnegi bu yapilarin

varligin1 gostermis ve belirtilen geometrik 6zelliklerini incelemislerdir.
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4. BULGULAR

1.(2n + 1) -boyutlu Kenmotsu Finsler manifoldu ((M%)", @f,&H nH, GH),

Weyl projektif olarak flat ise Einstein manifoldudur ve sabit egriliklidir.

2. (2n + 1) -boyutlu Kenmotsu Finsler manifoldu ((M®)", @H, &%, nf, GH),

M -projektif olarak flat ise bir Einstein manifoldudur ve sabit egriliklidir.

3. (2n + 1) -boyutlu bir Kenmotsu Finsler manifoldu (M, o, &%, nH,G*),
hem Weyl projektif hem de M -projektif olarak flat ise manifoldun Weyl projektif ve

M -projektif egrilik tensorleri lineer bagimlidir

4. (2n+1) -boyutlu Kenmotsu Finsler manifoldu
(MOY", @t 1, nH, GH)’m; § — M — projektif olarak flat olmast icin, gerek ve yeter

kosul (M°®)"’1n Einstein manifold olmasidur.

5.(2n + 1) -boyutlu bir Kenmotsu Finsler manifoldu, lokal olarak ¢ —
M —projektif simetrik ise bu manifold bir Einstein manifoldudur ve sabit egrilige

sahiptir.

6. (2n + 1) -boyutlu lokal olarak ¢ — M — projektif simetrik Kenmotsu

Finsler manifoldu, lokal olarak ¢ —simetriktir.

7. (2n+1) -boyutlu M — projektif semi-Simetrik Kenmotsu Finsler

manifoldu, bir Einstein manifoldudur.

8.(M%)" (2n + 1)-boyutlu ¢ — M —Projektif olarak flat Kenmotsu Finsler

manifoldu olsun. Bu durumda manifold, n —Einsteindir ve sabit egrilige sahiptir.

9. (2n + 1) -boyutlu Kenmotsu Finsler manifoldu ( M, ¢, &1, nf, 1) ,
quasi—M —projektif flat ise n —Einsteindr.

10.(2n + 1)-boyutlu Kenmotsu Finsler manifoldu icin W (X", Y#).M =0
kosulunu saglandiginda asagidaki esitlik elde edilir:

S(QU,YH) = —nS(U, Y1) — G (UM, Y1),
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11. (2n+1) -boyutlu Kenmotsu Finsler manifoldu (M°)"* , eger
C(XH,YH). M = 0 kosulunu sagliyor ise skaler egriligi — g (2n + 1) seklindedir.

12. (2n+1) -boyutlu Kenmotsu Finsler —manifoldu (M%)" |
eger W(EH,YH).K = 0 kosulunu sagliyor ise skaler egriligi r = —%(Zn +1)

seklindedir ya da bir n-Einstein manifoldudur.

13. (2n+1) -boyutlu Kenmotsu Finsler manifoldu, C(&",Y#).K =0

kosulunu sagliyorsa n-Einstein manifoldudur.
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