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OZET

Son yillarda biiyiik ilgi odagi olan Zaman Skalas1 kavrami ilk olarak 1988 yilinda Stefan
Hilger’in doktora ¢alismasinda siirekli ve kesikli analizi birlestirilmek igin ortaya
atilmustr. Ornegin, diferensiyel denklemler ile fark denklemleri bu c¢alisma ile dinamik
denklemler ad1 altinda genellestirilmistir.

Bu tezde, Riemann Delta ve Nabla integrali incelenmistir. Bu ¢alismanin ikinci b6 liimiinde
konuyla ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii boliimde, [a,b] aralig1 lizerinde tanimli reel degerli simirli fonksiyonlarin Riemann

Delta integrali ifade edilmis, benzer sekilde Riemann Nabla integrali ile ilgili kavramlar
kisaca tanimlanmuistir.

Doérdiinci boliimde, zaman skalasinda Riemann integralinin Ozellikleri verilmistir.
Integralin Darboux tanimi incelenmistir. Ayrica zaman skalasinda Riemann integral tanimi
verilmis, Riemann ve Darboux integral tanimlarmin esit oldugu ispatlanmistir.

Besinci boliimde ise, zaman skalasinda integral hesabinin temel teoremleri verilmistir.
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ABSTRACT

The theory of time scales, which has recently received a lot of attention, was introduced by
Stefan Hilger in his PhD thesis in 1988 in order to unify continuous and discrete analysis.
For example, in this study differential equations and difference equations under the name
of the dynamic equations is generalized.

In this thesis, we consider Riemann Delta and Nabla integration on time scales. In chapter
second, the basic definitions and theorems are given related to this subject.

In third chapter, real-valued bounded functions defined on [a,h] of Riemann delta

integration is stated; smilarly, the concepts of nabla integral are given briefly.

In forth chapter, the concepts of Riemann integral on time scales are given. The Darboux
definition of the integral is considered. Here we give also the Riemann definition of the
integral on time scales and we prove the equivalence of the Darboux and Riemann
definitions of the integral.

Fundamental theorems of calculus on time scales are given in chapter fifth.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢aligmada kullanilmis baz1 simgeler, ag¢iklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Ac¢iklama

T Zaman skalas1

R Reel sayilar kiimesi

Z Tam sayilar kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi

N, Negatif olmayan tam sayilar kiimesi

S
=

Kapal1 aralik

P Bir araligin parcalanmasi

P [a,b] araligmin tiim P pargalanmalarmin kiimesi
o Ileri sigrama operatorii

P Geri sigrama operatorii

u Sigrama fonksiyonu

4 f fonksiyonunun delta tiirevi

& f fonksiyonunun delta tiirevinin ileri sigramasi
fan f fonksiyonunun ikinci delta tiirevi

M, M, =sup{f(e):telt,, pt)]}

m, m.=inf{f(t):t e[t p(t)]}

U(f,P) Ust Darboux A -toplami

A(f,P) Alt Darboux A -toplami

R( f, P) Riemann toplami

b

I fle)ae Darboux A -integrali

If (t)vt Darboux V -integrali



1.GIRIS

Son zamanlarda dikkat ¢eken yeni ¢aligma alanlarindan birisi de zaman skalasi teorisidir.
Zaman skalas1 1988 yilinda Stefan Hilger tarafindan ortaya atilmistir. Stefan Hilger kesikli
analiz ile siirekli analizi bir c¢at1 altinda birlestirmek amaciyla bu teoriyi ortaya atmustir.
Bunun i¢in her iki analizde kullanabilecegi kiimeleri géz Oniine almis ve bu kiimelere
zaman skalas1 adin1 vermistir. Daha sonra goriilecegi gibi bu teori, zaman skalasi reel
sayilar climlesi alindiginda siirekli analiz ile, tamsayilar kiimesi olarak alindiginda ise
kesikli analiz ile ¢akismaktadir.

Reel sayilarm bostan farkli kapali alt kiimesine zaman skalas1 denir ve T ile gosterilir.
Ornegin; R, N, N, Z, [2,3]u{4}U[5,8], Cantor kiimesi gibi R nin kapali altkiimeleri
birer zaman skalasidir. Fakat Q, R/Q, C , (0,1) kiimeleri kapali olmadiklarindan birer
zaman skalas1 degildir. Neden, reel sayilarin “kapali alt kiimeleri” diye bir soru akillara
gelebilir. Buna cevap olarak reel sayilarin agik alt kiimelerinin yi1gilma noktalarinin hepsini
icermemesi verilebilir.

Stirekli ve kesikli analizdeki; siireklilik, tiirev, integral gibi bircok kavram ve bunlara bagh
olarak bir¢ok teorem, zaman skalasinda yeniden insa edilebilmektedir. Boylece, zaman
skalas1 teorisinde elde edilen sonuglar, klasik teorideki sonuglara nazaran ¢ok daha genel
olmakta ve klasik analizdeki sonuglar, sirasiyla T =R ve T=Z alinmasi durumlarina
karsilik gelmektedirler. Kisaca sigrama operatorlerinin tanimlar1 ile bu durumlar:
orneklendirebiliriz. T bir zaman skalast olsun. #eT igin ileri sigrama operatori
o: T — T olmak iizere o(t)=inf{s e T:s >t} ile, geri sigrama operatorii p:T — T
olmak iizere p(¢)=supfs e T:s<t} ile tanimlanir. Eger o(f)>¢ ise ¢ noktasmna sag
sagilmig nokta, eger p(t)<t ise t noktasina sol sac¢ilmis nokta denir.
t<supl ve O'(t) =t ise t noktasina sag yogun nokta, eger t >inf T ve p(t) =t 1ise t
noktasma sol yogun nokta denir. Burada 6zel olarak, T =R almirsa, her t T igin
o(t)=t=p(t) olur. Diger taraftan her reT ig¢in T=27 alnsa, o(t)=t+1 ve
p(t)=¢—1 olur.

Bu c¢alismada, zaman skalasinda temel kavramlar ele alinarak, Rieman Delta ve Nabla
intagralleri verildi. Riemann integralinin 6zellikleri ve integral hesabimnin temel teoremleri

incelendi.



2.TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde, ¢alismamiz i¢in gerekli olan tanimlar, teoremler, baz1 esitsizlikler ve temel

Ozellikler verilecektir.

Tamm 2.1. Reel sayilarin bos olmayan keyfi kapali bir alt climlesine zaman skalasi adi
verilir [1].
R,Z,N,N,, yani, reel sayilar, tamsayilar, dogal sayilar ve negatif olmayan tamsayilar

zaman skalasma ornek olarak verilebilir. Zaman skalasi genel olarak T sembolii ile

gosterilir.

Tammm 2.2. T bir zaman skalasi olsun. # €T i¢in ileri sigrama operatori o: T — T
olmak tizere,

O'(t):inf{seT:s>t}
ve geri sigrama operatoriic p :' T — T olmak iizere,

p(t)=supfs e T:s <1t}
seklinde tanimlanir. Eger ¢ noktasi, T zaman skalasmin maksimum noktasi ise o(f)=1, ¢
noktast T nin minimum noktasi ise p(t):t olarak tanimlanir. Eger O'(t)>t ise ¢
noktasma sag sag¢ilmis nokta, eger p(t)<t ise ¢ noktasma sol sacilmis nokta denir. ¢
noktast hem sag sacilmis nokta hem de sol sagilmis nokta ise izole nokta adini alir.
t<supl ve O'(t) =t ise t noktasina sag yogun nokta, eger t >inf T ve p(t) =t 1ise t
noktasima sol yogun nokta denir. Hem sag yogun hem de sol yogun noktalara yogun nokta

ad1 verilir. u(t)=o(t)—¢ seklinde tammlanan g : T —[0,00) fonksiyonuna sigrama
fonksiyonu denir. T zaman skalasi , m sol sagilmis maksimum noktasina sahip ise
" :T—{m} olarak aksi halde T“ =T olarak tanimlanir. f: T — R bir fonksiyon
olmak tizere f° : T — R fonksiyonu her 7€ T i¢in

17 (0)=f(oft)

bi¢iminde tanimlanir [1]. Noktalarin siniflandirilmasi ise



t sag sagilmis nokta ise ¢ < o (¢)
¢ sag yogun nokta ise ¢ = o (t)

¢ sol sag1lmus nokta ise p(t)< ¢
t sol yogun nokta ise p(t)=1¢

t izole nokta ise p(t)<t<olt)
¢ yogun nokta ise p(t)=1=o(t)

ile tanimlanir[1].

Ornek 2.3.
(i) Eger T =R iseher t € R noktasiigin
O'(t):inf{s eR:s> t}:inf(t,oo):t
ve benzer sekilde
p(t)=sup{s € R :s <t} =sup(-o0,t)=1¢
olacagindan her # € R noktast yogun noktadir. Boylece u fonksiyonu, her # € T igin
ult)=o(t)-t=t-t=0
olarak bulunur.
(ii) T =7 olsun. Bu durumda, her ¢ tamsayisi igin,
o(t)=inf{seZ:s>t}=inf{t+1t+2,.. . }=t+1
ve benzer sekilde
p(t)=sup{seZ:s<t}=sup{..,t-3,t-2,¢t-1}=1-1
olacagindan, p(t)<¢<o(f) olur. Dolayisiyla her #eZ noktasi bir izole noktadir. Bu
durumda u fonksiyonu her ¢t € Z igin
ult)=olt)-t=t+1-t=1

olur.

Ornek 2.4. Asagida verilen zaman skalalar1 icin o, p ve u fonksiyonlarmi bulalim.

) T:{%:neN}u{O}

(ii) T:{%:neNo}



Coziim:

n+l1

i T= {l ‘ne N} v {0} zaman skalasinda o{
n n

1
] = — olmak tizere,

O'(t): :,t;tl 1se
1 ,t=1 ise

elde edilir. Burada o(1)=1 olup ¢ =1 noktast T zaman skalasmim maksimum noktasidir.

1 1
p(—] = oldugundan her r € T i¢in
n n+l

t
P(f)—m

elde edilir. p(0)=0 olmak iizere, £ = 0 noktast T zaman skalasmin minimum noktasidir.

2

t
ult)=11=;

0,f=1ise,

, t #1ise,

bulunur.

i) T= {g ‘ne NO} olmak iizere her e T igin

1
G(t)—t+§

0,:=0 ise,

1 .
t——,t#0 1se,
2

olarak bulunur.

Tanim 2.5. T zaman skalasindaki ¢ ve b noktalar1icin a <5 olsun. [a,b] araligi,
[a,b]:{teT:aStSb}

seklinde tanimlanir. Benzer sekilde agik araliklar ve yar1 acik araliklar da tanimlanabilir.

Eger b sol yogun nokta ise [a,b]" =[a,b] ve eger b sol sagilmus nokta ise [a,b]" = [a,b)

dir [1].



2.1. Diferensiyellenebilirlik

Simdi bir f: T — R fonksiyonunu gézoniine alalim ve bir # € T* noktasinda f fonk-

siyonunun delta tiirevini tanimlayalim.

Tammm 2.6. f:T — R bir fonksiyon ve ¢ € T"olsun. Her ¢ >0 sayis1 ve ¢ nin bir U

komsulugundaki her s elemani i¢in
|- r()]-r20) o) -s] | < [ole)- s

olacak sekilde f A(t) sayis1 mevcut ise, bu saytya f fonksiyonunun ¢ noktasindaki delta
tiirevi veya Hilger tiirevi denir. Burada ¢ noktasinin bir U komsulugu 6 > 0 olmak iizere
U=(t-8,t+5)NT seklindedir. Eger her t € T* igin f*(¢) sayist mevcut ise f fonk-
siyonuna T* tizerinde delta diferensiyellenebilirdir denir [1].

4T >R

fonksiyonu f* fonksiyonunun T" daki tiirevi olarak adlandirilir [1].
Ornek 2.7. f* fonksiyonunun iyi tanimli oldugunu gésterelim.

Coziim. 1 :T — R fonksiyonu verilsin. e T* igin f fonksiyonunun flA(t) ve sz(t)
gibi iki farkli delta tiirevinin oldugunu kabul edelim. O halde, & >0 sayisina karsilik ¢

nin 6yle bir U komsulugu vardir ki, her s e U i¢in

| Fle@)=f()= £ O lolt)=s]| < S| olo) |

\(

olur. Her s € U(t) igin

720 £0]=| 120~ LD ST o
R e e A




IA

N | ™
N | ™

bulunur. Bu da

120 = 120

demektir. O halde delta tiirevi 1yi tanimlidir.

Ornek 2.8.
(i) f:T—>R fonksiyonu her reT igin f(¢)=a (a €R sabit) ile tanimlanirsa

£%(¢)=0 dir. Gergekten delta tiirevin tanimindan, her & > 0 sayisi ve her s € U igin
| f(o(t)- f(s)-0-[o(t)-s] | =|oc—oc| =0< 8|6(t)—s|
olur.
(ii) f:T —> Rfonksiyonu her reT i¢in f (t) =¢ ile tamimlanrsa f* (t) = 1dir.

Gergekten de her £ > 0 sayis1 ve her s € U i¢in
|f(6(t))—f(s)—l[a(t)—s] | =| o(t)—s—o(t)+s |= 0< 8| o(t)-s |

bulunur.

Ornek 2.9. 1 (t) =1¢* ile tammlanan f:T — R fonksiyonunun her ¢+ € T igin f* fonk-

siyonunu bulalim.

Céoziim: Verilen ¢ > 0 sayisi igin ¢ noktasnm bir U = T " (¢ -, + &) komsulugunu goz

dniine alahm. Her s U igin
£ @)-1(s)=(+0@)o(0)-5)| = |lo()] 5" ~t0()+ 15~ [o ()] + (o)
=|-s* +1s—10(t)+ s0(t)|
- o) )s—1)
<o0)-s -]
<e|o(t)-s]

esitsizligi saglanir. O halde f*(¢)=¢+o(t) olur.



Teorem 2.10. /: T — R bir fonksiyon ve #e€ T olsun.
(i) f fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilir ise, f fonksiyonu ¢ noktasinda

stureklidir.

(ii) f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli ve ¢ sag sagilmis nokta ise, f fonksiyonu ¢

noktasinda diferensiyellenebilirdir ve

olur.

(iii) ¢ sag yogun nokta ise f fonksiyonun ¢ noktasinda diferensiyellenebilir olmasi

icin gerek ve yeter sart limw limitinin var olmasidir. Bu durumda
s>t — S
5() = i L )= 6)
S e) = tim = —

olur.

(iv)  f fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilir ise

flo(0)= f(e)+ u(e)r* ()

esitsizligi saglanir [1].

Ispat:
(i) Kabul edelim ki f fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilir olsun. & keyfi pozitif

bir say1 oldugundan ¢ € (0,1) alalim ve

& = o[1+) 720 + 2]
olarak tanimlansm. O halde &" €(0,1) olur. Tanim 2.6 dan ¢ noktasmn oyle bir U

komsulugu vardir ki, her s € U igin
[ (o@)- ()= 1) [o(e)=s] | < &"|ole) 5]

esitsizligi saglanir. Buradan s e U ~ (¢ —&",¢+¢" ) igin

7)1 6) = @)- 1 ()= 1Ol @)= 1= e @)- £)- ulo)r*Of (= 5)* ()]

< 8*|G(l‘)—s| +8*u(t)+|t—s”fA(t)‘
<&'lolt)—t+t—s|+& ult)+|t—s| ()




<" (ule)+[e - o]+ o)+ ] £2(0))
< g*(1+‘fA(t)‘ +2u(t))
=€
elde edilir. Boylece f fonksiyonun ¢ noktasinda siirekli oldugu ispat edilmis olur.
(ii) Kabul edelimki f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli ve ¢ sag sa¢ilmis nokta olsun.

Siireklilikten,

i Slol)-f(s) _ flo)- 1) _ flo()- 1)

s O'(I)—S O'(t)_t u(t)

elde edilir. Verilen ¢ > 0 sayisi i¢in ¢ nin 0yle bir U komsulugu vardir ki, her s € U i¢in

Slo@)-1(s)_ fle@)-r0)]|_,
o(t)-s ue) 1

kalir. Bu ise,

olmas1 demektir.

(iii) Kabul edelim ki  f fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilir ve ¢ sag yogun
nokta olsun. ¢ >0 sayist verilsin. f fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilir

oldugundan ¢ nin dyle bir U komsulugu vardir ki, her s € U icin
| [ole)- 1(s)]- 2O [o(t)- 5] | < elo(e)-f
olur. o(¢)=1¢ oldugundan her s € U igin

[ rls)]- 1) =) | < ]|

yazilabilir. s #¢ olmak {izere yukaridaki esitsizligin her iki tarafini |t— s| ye bolersek

‘ f(t)_f(s)_fA(t) <
t—s
bulunur. Buradan ise,
5() = i L )= 6)
S e) = tim = —

esitligi elde edilir.
Karsit olarak, 7€ T" sag yogun noktave lLim M limiti var olsun.

s>t — S



diyelim. Bu taktirde & >0 i¢in ¢ noktasmnm dyle bir U komsulugunu bulabiliriz ki her

seU i¢in

olur. Her iki tarafi |t— s| ile carparsak her s € U i¢in
|f(t)—f(s)—L[t—s]|£ 6|t—s|
bulunur. o(¢)=t oldugundan
| o) - fls)-L[o()-s]|< e[ o(t)-s]
olur. Buradan,

L:fA(t):ﬁmM

st t—s
oldugu goriiliir.
(iv) Eger cr(t) =t 1se, bu taktirde,
ult)=o(t)-t=t-t=0
ve
Se(@)=1)= 1)+ ul)r*()

yazabiliriz. Diger taraftan eger O'(t) >t 1ise, (i1) den

f(o(6)= f(0)+ u(e) P
u(t)
= f(e)+ ule)r(2)

olur ki bu da ispat1 tamamlar.

Simdi en iyi bilinen zaman skalalar1 olan reel ve tam sayilarda verilen bir f fonksiyonu

icin delta diferensiyellenebilir olma durumlarina bakalim.

Ornek 2.11.
(i) T =R ise, Teorem 2.10 (iii) den f: R — R fonksiyonunun ¢ € R i¢in
: S(0)-1(s)
t)=lim ¥————~=
f ( ) st t—9



limitinin var olmasi, f fonksiyonunun ¢ noktasinda delta diferensiyellenebilir oldugunu

ifade eder. Bu durumda f fonksiyonunun delta tiirevi

71(t) = tim f()-1(s)

s>t -9

= 14(¢)

bulunur.

(ii) Eger T=7 ise Teorem 2.10 (ii) den, f fonksiyonu e Z noktasinda delta

diferensiyellenebilirdir ve bu diferensiyel

()= f(G(L)zt;f(f) _ f(Hll)_f(t):f(z+1)—f(z):Af(t)

seklindedir. Esitligin sagindaki A, ileri fark operatoriinii gostermektedir.

Ornek 2.12. Asagida verilen f:T — R fonksiyonlarmimn yanlarmda verilen zaman

skalalarindaki tiirevlerini bulunuz.

O =0l T={LneN{Up).

n

(i) f(t):t2 , I=Wwn :neNO}.
Coziim:

(i) Ornek 2.4 (i) den teT-{1} icin o(t)= lLt idi. o(¢) fonksiyonu 71 noktasi

icin stireklidir. Teorem 2.10 (i1) den

yazilabilir. O halde

olur. Teorem 2.10 (iii) den ¢ =0 sag yogun nokta oldugundan

o (0)=lim o(0)=ols) _pp, o) _jy 1

50 0—=s 520 ¢ s=50 ]l =g

10



bulunur.

(ii) a(t) =inf {s el:s> t} =Vt*+1 ve f(t) =t* fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli ve

o(t)> t oldugundan Teorem 2.10 (ii) den

o Le)-10_WE)r e g
t

W) ot i

elde edilir.

Teorem 2.13. /, g : T — R fonksiyonlar1 ¢ € T* noktasinda diferensiyellenebilir olsunlar.

Bu taktirde,

i) f+g:T—>R fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilirdir ve bu fonksiyonun
diferensiyeli

(f +&)'(0)= r2(0)+ 2" ()
seklindedir.

(ii) Her o« sabitiigin a f: T — R fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilir olup

(/) ()=ar()
esitligi vardir.

(iii) fg:T — R fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilirdir ve
(1 8)* ()= 1" ()gt)+ fole)g* ()= 1()g () + /4 (1)g(o(t))

esitlikleri saglanir.

1
(iv)  Eger f(¢)f(c(t)=0 ise, 7 fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilirdir.

Ustelik,
(L 0=
f F0)f(ole))
olur.
(v) Eger g(t)g(o(t))#0 ise ! fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilir olup
g

11



esitligi saglanir [1].

Ispat: Varsayalim ki f ve g fonksiyonlar: ¢ € T* noktasinda delta diferensiyellenebilir
olsunlar.

(i) £ > 0 olsun. Bu taktirde ¢ noktasmin dyle bir U, komsulugu vardir ki, her s € U, igin
o)== 10 o) =51 | < £ o) -]

kalir. Benzer sekilde ¢ noktasinin 8yle bir U, komsulugu vardir ki, her s € U, igin
|elo )~ £ (5= 2" (0) [oe) 5] [ < £ o)

yazilabilir. U =U, "U, olsun. O halde, her s e U i¢in

(£ + &) e)- (1 +2)(s)- (1) + & ())(o(t)-5)
=| f(0@)=1(s)= 1) (olt)=5)+g(o (1)~ gls)- g (1) (t)-s)]
<| (o )= 1) 1) ()=s)|+|g(o (1)~ g(s)- g* ()(o(r)-s)|

g g
£§|G(t)—s|+5|0(t)—s|

= 8| G(t) - s|
bulunur. Béylece f+g:T — R fonksiyonunun ¢ noktasinda diferensiyellenebilir oldugu

ve
(F+g) =s"+g*
esitliginin saglanmasi gerektigi gosterilmis olur.
(i) a=0ig¢in (o f)'(t)=a f*(t) oldugu agiktir. a #0 ise her & >0 saysi i¢in f

fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilir oldugundan,

yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafi |a | ile carpilirsa, her s € U i¢in

| f(o(t)-a f(s)-a r*O)lo)-s]|<&lolr) -

12



(@ £)ee)-(a 1)s)-a r©)ol)-s] <& ol)-s]
elde edilir. O halde,
afie)=(ef)' ()

olur.

(i) £€(0,1)ve &* = 8[1 +|f(t)| + |g(0'(t))| +‘gA(t)‘Tl olsun. Bu taktirde &” € (0,1) olur.

¢t noktasinin 6yle U,,U, ve U, komsuluklar1 bulunabilir ki, her s € U, i¢in

‘f(d(l‘))—f(S)—fA(l‘)(G(l‘)—S)‘ <g" | G(t)—S|

ve her s €U, i¢in

‘ g(o(t)) - g(s) - gA (t)(o(t)— s)‘ <g" | G(t)— s|

olur. Teorem 2.10 (i) den, her s € U5 i¢in

£0)=1ls)| <&

yazilabilir. U =U, "U, "U,; ve s €U olsun.

(7 8)(ol)- (£ £)5)- [ () 2 0+ 1) ) ](le)-5)]

| [ (0 )- 1)~ 0o 0)-5) el )+ [ (o) - £l)- 2 0) (o ()-5)]0)
+[elo0)- 86)- 2* e )-) 11 6)- 1) ]+ (o10) - 5)g* ()~ )]

< & o(0)-s||gloW)]+ £ |o0)=s]| 0) |+ ()5 |+ o) 5] | ()
= &[ol)-s [ glo@)] +] 1) +&" +] £*(0)|]

< & o0)-s|[1+]0)+] gl +| ()]

= & | G(t)—s |
olur. Buna gore, ¢ noktasinda
(fef=rtg”+rg

olmalidir.
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(iv) f fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilir ise
lim f(O'(l‘))—f(S) — fA(l‘)
st O'(t) —S

olur. Buradan,

o _fle(@)-1(s)
i flo) fGs) . flo)f(s)
st o) t)—s 51 G(t)—S
(i Se@) =G -
(IH a(t)-s ](IH f(d(t))f(S)]
_ /)
fle()f ()

elde edilir.
v) g(t)g(e(z))#0 olsun. Teorem 2.13 (iii) ve (iv) den

bulunur.

Ornek 2.14. Eger x,y ve z fonksiyonlar1 ¢ noktasinda delta diferensiyellenebilir ise,

(xyz2)* =x"yz+x°yz+xy° 24

oldugunu gosterelim. Bu formiilii n tane fonksiyon icin genellestirelim.

Coziim: Oncelikle Teorem 2.13 (iii) den (xy)* = x*y +x°y* yazilabilir. Buradan tekrar
Teorem 2.13 (ii1) nin 6zelliklerini kullanirsak
[ ()] = (o) 2+ (o) 2°
= (xAy+nyA)z+(xy)Uz

o, 0_A

=x"yz+x°y z+x°y°z

A
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elde edilir. Simdi [xyzp]A tirevini hesaplayalim. p fonksiyonu ¢ noktasinda delta

diferensiyellenebilir olsun. Buna gore,

fovzp]’ = [(o) o)
= ()" (zp) + () (zp )
=(x*y+ 27y Jzp)+ (o) (= p+ 27 p*)
=x*yzp+x°y*zp+x°y°ztp+x°y°z° p*
bulunur. Benzer sekilde n tane fonksiyonun ¢arpimi i¢in

[ ]A_ A + o A + + o o
x]xz...xn —X] X2...Xn X] X2 X3...Xn X] X2 e X

oldugu kolayca goriilebilir. Bu ifade daha kisa olarak,

T =g e (1]

seklinde gosterilebilir.

Teorem 2.15. « sabit ve m e IN olsun.

a f (t) = (t - a)m seklinde tanimlanan f fonksiyonunun A -tiirevi,

m—1

7*0=Sel)-a) (-ay

v=0

seklindedir.

olarak tanimlanan g fonksiyonu igin (f—a)(c(t)—a)# 0 ise,

(i) g(t)=

1
(t-a)"

olur [1].

Ispat: (i) yi tiimevarim metodu ile ispatlayalim. Eger m =1 ise f (t) =t —a olmak lizere

Ornek 2.7 (i), (ii) ve Teorem 2.13 (i) den f*(t)=1 oldugu agiktir. Simdi f(¢)= (¢ — )"

m—1
igin  f*()=>(o(t)-a) (t—a)""" saglandigimi kabul edelim ve bunun m+1 igin
v=0

saglandigim gosterelim. F(t)=(t—a)"" =(t—a)f(¢) olsun. Teorem 2.13 (iii) den

yararlanarak
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=(o()-a)" + 2 (o()-a) (t-a)"
=S (olt)-a) (e
oldugu goriiliir.
(i) g(t)= ( ! y = fl(t) fonksiyonu icin Teorem 2.13 (iv) den, (t—a)(o(t)—a)#0
r—a
olmak tizere,
/)

elde edilir.

Ornek 2.16. T keyfi bir zaman skalas1 olmak tizere, f (t) =¢* nin tiirevi,
fA(t)z(tz)A =(t-t) =11+t -1=1+0(r)

r ...
ve g(t):; nin turevi,

seklinde bulunur.

Tamm 2.17. Bir f: T — R fonksiyonu igin f* diferensiyeli mevcut olmak iizere, f
fonksiyonunun T~ = (T’“)K tizerindeki ikinci mertebeden tiirevi

A=) SR

olup, benzer sekilde daha yiiksek mertebeden tiirevler
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4T 5 R
seklinde tanimlanir. Ayrica, r € T igin

o*()=0o(o(t))

\(

p*(t)=plp(r))
veya genel olarak ne Nigin 6”(t) ve p”(t) yukarida ifade edildigi gibi tanimlanabilir.
Bununla birlikte, yukaridaki tanimlamalar i¢in
p()=c"(t)=
=

0

™ =T
olarak tarif edilir [1].

Ornek 2.18. Keyfi bir zaman skalasinda asagida verilen fonksiyonlar igin ikinci

mertebeden tirevleri bulalim.

0 fl)=1:GD) fle)=r;diD) f()=2.

Coziim:

(@) f()=11ise f*(¢)=0 olup, buradan f**(t)=0 oldugu agiktir.

(i) f(r)=t olmakiizere f*(r)=1, dolayisiyla f**(r)=(1)* =0 bulunur.

i) f(£)=1, f*(¢)=t+o(r) idi. Teorem 2.13 (i) den
220 =[t+0()] =1+0%(r)

bulunur.

Ornek 2.19. f:T—>R olmak iizere, f (t):t2 seklinde tanimli f fonksiyonunun

T= % N, zaman skalasinda f** tiirevini bulalim.

17



. . .. 1
Coziim: f (t): t* fonksiyonunun birinci delta tiirevinin f A(t) =2t +5 oldugu kolayca

gosterilebilir. Teorem 2.13 (i) ve (i1) den yararlanarak f (t):t2 fonksiyonunun ikinci

tirevi,

re=[rof
= [2t + %T

=(2¢)" + GY

=240
=2

seklinde bulunur.

Ornek 2.20. f ve g fonksiyonlar1 ikinci mertebeden tiirevlenebilir olmalarna ragmen
f g carpim fonksiyonu genelde ikinci mertebeden tiirevlenemeyebilir. Biz biliyoruz ki
carpimin tiirevi;

(ref=rtg+rog
seklinde idi. Eger f ve g fonksiyonlar1 ikinci mertebeden tiirevlenebilir ve f diferensi-

yellenebilir ise,
- A
(rey*=(r'g+rog)
:fAAg+fAUgA +f0'AgA +faUgAA
:fAAg+(fAU+fUA)gA+fUUgAA

olur. Burada f A? yerine genellikle £ gosterimi kullanilir.

Teorem 2.21 (Leibniz Formiilii). S,E”) lle £k tane o, n—k tane A dan olusan tiim

kombinasyonlarin kiimesini gosterelim. Eger her A € § ,E”) icin f* mevcut ise Vne N

i¢in
(re) = (Azs;)f ]g (2.22)

olur [1].
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Ispat: Ispat1 tiimevarim metodu ile yapalim. Oncelikle, eger n=1 ise (2.22) dogrudur
(Ornek 2.20 den). Kabul edelim ki (2.22) esitligi, n=m e N i¢in dogru olsun. Teorem

2.13 (i) ve (ii1) den yararlanarak, n =m+1 i¢in

(ref" = {2( f] g“}

bulunur. Boylece, (2.22) esitliginin her n e N i¢in saglandig1 gosterilmis olur.

2.2. Ortalama Deger Sonuclan

Tamm 2.22. Bir f: T — R fonksiyon ve ¢, € T\{max T } olsun.
(i) ¢, sag sacilmus nokta ise, f(o(t,))> f(¢,);
(11) ¢, sag yogun ise, bu taktirde ¢, 1 dyle bir U komsulugu vardir ki ¢ > ¢, olacak
sekildeki her 1 e U igin f(¢)> f(z,)
sartlarini saglayan fonksiyona #, noktasinda sag-artan denir [2].

Benzer sekilde, sag azalan fonksiyon tanimi verilebilir.
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Tamm 2.23. Bir /: T — R fonksiyon ve ¢, € T\{max T } olsun.
(i) ¢, sag sacilmis nokta ise f(of(t,))< f(¢,).
(11) 7, sag yogun ise, bu taktirde ¢, noktasmnm bir U komsulugu vardir 6yle ki ¢ > 7,
olacak sekildeki her 1 e U igin f(t)< £(¢,),

sartlarini1 saglayan fonksiyona ¢, noktasinda sag-azalan denir [2].

Teorem2.24. /- T >R, ¢ €T \{max T } noktasinda diferensiyellenebilir olsun. Eger

fe (to) >0 ise, f fonksiyonu sag artandir [2].

ispat: Kabul edelimki f*(¢,)>0 olsun. Eger #, sag sagilmis nokta ise, bu taktirde

f(d(to))_f(to)
t

o o)_to

fA(to):

yazilabilir. Ayrica f*(¢,)> 0 oldugundan,
f(alty))-1(t)>0

olur. Buradan,
flot))> ()

elde edilir. Simdi ¢, sag yogun nokta olsun. O halde,

yazilabilir. &= f*(¢,) olsun. ¢, noktasin &yle bir U komsulugu vardir ki ¢ # ¢, olacak

sekildeki her t e U i¢in
f (t 0 ) — f (t )

t,—t

_fA(to) <é&

kalir. Buradan, ¢ # ¢, olmak tizere her 1 e U i¢in

f(t(t)o):tf(t)_fA(tO)<g
f(tio):{(t)<g+fA(t°)
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0< fe)- /) <21(t,)

elde edilir. # > ¢, olmak lizere her 1 € U i¢in
10> 1)

bulunur. O halde f* fonksiyonu ¢, noktasinda sag artandir.

Teorem 2.25. f: T — R fonksiyonu #, € T \{max T } noktasinda diferensiyellenebilir

olsun. Eger f A(to) <0 ise, f fonksiyonu ¢, noktasinda sag azalandir [2].

Tamm 2.26. f : T — R fonksiyon ve ¢, € T\{max T } olsun.
() ¢, sag-sagilmis ise, f(o(t,))< f(,).
(1) ¢, sag-yogun ise, bu taktirde #,noktasmnim dyle bir U komsulugu vardir ki ¢ > 7,
olacak sekildeki her 7€ U icin f(£)< f(¢,),
sartlarmi saglayan f fonksiyonuna ¢, noktasinda yerel sag maksimumuma sahiptir denir

[2].

Tamm 2.27. f: T — R fonksiyon ve ¢, € T\{max T } olsun.
() ¢, sag-sagilmis ise, f(o(z,))> f(z,),
(1) ¢, sag-yogun ise, bu taktirde ¢, i 6yle bir U komsulugu vardir ki ¢ > ¢, olacak
sekildeki her 7 e U icin f(£)> £(¢,),

sartlarmni saglayan f fonksiyonuna ¢, noktasinda yerel sag minimuma sahiptir denir [2].

Teorem 2.28. / :'T — R fonksiyonunun ¢, € T \{max T }noktasmda diferensiyellenebilir
oldugunu varsayalim. Eger f* (to) >0 ise, bu taktirde f fonksiyonunun, ¢, da yerel sag-

minimumu vardir [2].

ispat: f“(t,)>0 olsun. Teorem 2.24 den f fonksiyonu f, noktasinda sag-artandr.

Dolayisiyla, ¢, sag sagilmus ise f(o(t,))> f(¢,) olur. Eger ¢, sag-yogun ise, ¢, noktasi-
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nin Syle bir U komsulugu bulunabilir ki 7 > ¢, olmak iizere her 1 e U igin f(t)> f(t,)

olur. Buradan f fonksiyonunun 7, noktasinda yerel-sag minimuma sahip oldugu goriiliir.

Teorem 2.29. f :'T — R fonksiyonunun ¢, € T \{max T } noktasinda diferensiyellenebilir

olsun. f A(to) <0 ise f fonksiyonu ¢, noktasinda yerel sag-maksimuma sahiptir [2].

Teorem 2.30.f:T — R fonksiyonu 7, € T\{max T} noktasinda diferensiyellenebilir

olsun. Eger f fonksiyonu #,noktasinda yerel sag minimuma sahip ise, f* (to ) >0 dir [2].

Ispat: t, noktas1 f fonksiyonunun yerel sag-minimum noktas1 olsun. f A(tO)ZO

oldugunu gostermek istiyoruz. Kabul edelim ki f*(¢,)<0 olsun. Teorem 2.25 den f
fonksiyonu sag-azalan olur. O halde,
(i) ¢, sag sacilmus noktaise f(o(t,))< f(t,)
(1) ¢, sag yogun ise, bu taktirde 7, m bir U komsulugu vardir 6yle ki ¢ > ¢, olacak
sekildeki her 1 e U igin f(t)< £1(¢,)
olur. Bu ise bir ¢eliskidir. Varsayimimizin aksine, f fonksiyonu ¢ noktasinda yerel sag-

minimuma sahip olur. Bu nedenle f* (to ) >0 olmaldir.

Teorem 2.31. f:T — R fonksiyonu ¢, € T\{maXT} noktasinda diferensiyellenebilir

olsun. Eger f fonksiyonu ¢, noktasinda yerel sag maksimuma sahip ise f A(to) <0 dir[2].

Teorem 2.32. f fonksiyonu [a,b] iizerinde siirekli, [a,b) araliginda diferensiyellenebilir

ve f(a)= f(p) olsun. Bu taktirde,

fhr)<0< 1)
esitsizligini saglayacak sekilde &,7 € [a,b) noktalar1 vardir [2].

Ispat: f fonksiyonu [a,b] kompakt kiimesi iizerinde siirekli oldugundan, minimum m ve

maksimum M degerine sahiptir. Bu nedenle m= f(£) ve M =f(r) esitliklerini
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saglayacak &,7 e [a,b] noktalart vardwr. f (a): f (b) oldugundan, varsayabiliriz ki
E,Te [a,b) olur. Agikgas1 f fonksiyonu & de yerel-sag minimuma ve 7 da yerel-sag
maksimuma sahip olur. O halde, Teorem 2.30 dan f*(£)>0 ve Teorem 2.31 den
f*(r) <0 esitsizlikleri vardir. Buradan,

fAr)<0< ()

bulunur.

Teorem 2.33 (Ortalama Deger Teoremi). f:[a,b]—> R siirekli ve [a,b) arahiginda

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde,

f%ﬂsﬁ%§§93f%@

esitsizligini saglayacak sekilde &,7 € [a,b) noktalar1 vardir [2].

10)- rla),

p t— a) seklinde tanimlanmis
-a

ispat:[a,b] aralig: iizerinde o(r)= f(t)- f(a)-

¢ fonksiyonunu gézoniine alalim. ¢ fonksiyonu, [a,b] iizerinde siirekli ve [a,b) iizerinde

diferensiyellenebilirdir. Ayrica, qo(a) = qo(b) =0 olur. &,7 € [a,b) icin Teorem 2.32 den

0 (7)< 0<0%(8)
yazilabilir.
sy~ pap)_ /)= fla)
o' ()= 20— —
oldugundan,

olur. Boylece,

elde edilir.
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3. RIEMANN DELTA ve NABLA INTEGRALLERI

Bu boliimde, [a,b]CT kapali ve sinrli araliginda tanimli reel degerli smirli bir f

fonksiyonunun Riemann Delta integrali kavrami ilgili temel tanimlar ve teoremler

verilmistir. Bu sonuglarin benzerleri Riemann Nabla intagrali i¢in kisaca incelenmistir.

3.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

T bir zaman skalast, [a,b]c T olsun. ¢, €[a,b] (i=1,2,...,n) ve
a=t, <t <..<t,=b
olmak iizere, P = {t,.t,,...,t, } ciimlesine [a,b] araliginin parcalanmast adi verilir.
o ve psirastyla, T zaman skalasinda ileri ve geri sigrama operatrii olsun. f fonksiyonu
[a,b] aralig1 iizerinde tanimh reel degerli smirh bir fonksiyon olsun. M,m, M, ve m, reel
sayilarimni,
M =sup{ f(¢c):1 €[a, pO)]}, m=inf{f(r): 1 €la, p(b)]},
M, =sup{f(e):t e, )]}, m, =inf{f(e):e ele s, p(0)]}

seklinde tarif edelim.

n

U(faP)ZZMi (ti _ti—])

i=l

Ve
A P)= Yo, e~ 1,

toplamlarina sirasi ile, f fonksiyonunun P parcalanmasina karsilik gelen zist Darboux
A-toplami ve alt Darboux A -toplami adi verilir.

Burada m <m; <M, <M oldugu i¢in

m(ti _ti—l)S mi(ti _ti—l)SMi(ti _ti—l)SM(ti _ti—l)
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im(ti —1,,)< imi(tl- —1,,)< iMl.(tl. —t, )an:M(ti —t,)
m(b—a)< A(f,P)<U(f,P)<M(b-a)
yazilabilir. [a,b] araligmm her P ={z,,t,,...,t, } parcalanmas igin
m(b-a)< A(f,P)<U(f,P)<M(b-a) (3.1)

olur. f fonksiyonunun a dan b ye iist Darboux A-integrali,

U(f)=inf{U(f,P): P,[a,b]nin bir pargalanmas:}
ve alt Darboux A-integrali,

A(f)=sup{ 4(f,P): P,[a,b]nin bir parcalanmas: }
seklinde tanimlanir. (3.1) esitsizliginden alt ve iist Darboux A-toplamalarmm smirls
oldugu goriilir. Bu sebeple, iist Darboux ve alt Darboux A -integralleri her zaman

mevcuttur [3].

Tanmm 3.1. A( f ) =U ( f ) sartini saglayan f fonksiyonuna a dan b ye A-integrallenebilir

b
denir ve I f (t)At ile gosterilir. Bu integrale ayn1 zamanda Darboux A -integrali denir [3].

a

Lemma 3.2. f: [a,b] — R smurh bir fonksiyon olsun. Eger P, ve P, [a,b] araligmin iki
parcalanmasi ve F, < P ise, bu taktirde,

A(f’PO)SA(f’P)SU(f’P)SU(f’PO) (32)

esitsizligi saglanir [3].

Ispat: Ortadaki esitsizlik agiktir. Birinci ve iigiincii esitsizlikler ise benzerdir. Bu sebeple,
birinci esitsizligi, yani

A(f,By)< Af.P) (3.3)
oldugunu gosterelim. Ispati once su 6zel durum igin yapalim. Kabul edelim ki P

parcalanmas1 F, dan sadece bir tane fazla noktaya sahip olsun. Bu noktayr 7 ile
gosterelim.
By=f{a=t, <t <...<t, =b}

n

\(
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P={a=ty<t,<..<t,_ <t1<t,<..<t =b}

olsun.
mf{ (6):t el p(e)]} (3.4)
inf {/(t): €t ., p()]} (3.5)
inf{ f(r):2 €[z, plt,) ]} (3.6)

olmak tizere, m,(g) >m, ve m,(f) > m, esitsizlikleri dikkate alinirsa,

A(f P)=A(f, ) =m(t,—t,)+my(t, — 1)+ ...+ m_ (t,, —t,,)+m (e —1,,)
+mPt, )+ +m (t,—t ) —m(t,—t,)—m,(t, —t,)—...
—m,(t,~t )—...-m,(t,~1, )
=m e ~t, )+ me, —7)=m, (e, ~1,,)
>m,(c—t, ) +m(t, —7)-m,(t, —1, )

=0
bulunur. A(f,P,)< A(f,P) elde edilir. Simdi kabul edelim ki, P nin P, dan r tane fazla
noktast olsun. Bu noktalara ¢ ,7,,...,t. diyelim. [a,h] araligmm P =P, U {tl* },
P,=Fuv {t;},...,Pr =P u{t:} parcalanmalar1 imn F cPc..cP_cP. =P

olacagindan, yukaridaki ispattan

A(f’PO)S A(f’Pl)S S A(f’Pr): A(f’P)
esitsizlikleri yazilabilir. Dolayisiyla,

A(f’PO)S A(f’P)
elde edilir.

Lemma 3.3. f fonksiyonu [a,b] iizerinde smurli bir fonksiyon, P, ve P, [a,b] araligmin

herhangi iki parcalanmasi ise,

A(f,R)<U(f,P,)

esitsizligi saglanir [3].
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Ispat: Varsayalim ki, f fonksiyonu [a,b] araliginda smirl, P, ve P. [a,b] araliginin

29
birer pargalanmasi olsunlar. O halde P, U P, kiimesi de [a,b] araligmmin bir pargalanmasi
olur. L c P UP, ve P, ¢ B, U P, oldugundan, Lemma 3.2 den,

A/ R)< AR OR)SURUR)SU/LP)

oldugu goriiliir. Buradan,

A(f,R)<U(f,P,)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.4. f :[a,h]— R fonksiyonu smirli bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

A(f)<U(f)
olur [3].

Ispat: [a,b] araliginin herhangi iki P ve P, par¢alanmalar: verilsin. P, [a,b] nin sabit
bir pargalanmasi olsun. Lemma 3.3 gosterir ki, 4(f,P,)
{ U(f, P, ) P, [a,b]nin bir par¢alanmasi}
kiimesi i¢in bir alt sinir olur. O halde, A( f ,P]) bu kiimenin en biiyiik alt sinirindan az ya
da esit olmak zorundadir. Yani,
A(f,R)<U(f) (3.7)
dir. (3.7) esitsizligi gosterir ki, U(f)
{4(f,P): P,[a,b]nin bir parcalanmas: }

kiimesi i¢in bir iist sinir olur. Buradan

A(f)<T(f)

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.5. [ : [a,b]—) R sinirli bir fonksiyon olsun. f* fonksiyonunun [a,b] araliginda

A -integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart her £ > 0 i¢in [a,b] araligmin

U(f,P)-A(f.P)<e (3.8)

esitsizligini saglayacak sekilde bir P parcalanmasmin var olmasidir[3].
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Ispat: Varsayalim ki, f fonksiyonu A —integrallenebilir ve & > 0 olsun.
A(f)=sup{d(f,P): B.[a,b]nin bir par¢alanmas1}
ve
U(f)=inf{U(f,P,): P,,[a,b]nin bir parcalanmas: |
olmak tizere, infimum ve supremum O6zelliklerinden, [a,b] araliginin

&

A(1.R)> A(1)=5 ve U(7.2,) <O (f)+ 5

esitsizlikleri saglanacak sekilde A ve P, parcalanmalar1 vardwr. P=PF, UP, olsun.

Lemma 3.2 ve son iki esitsizlikten
U(f,P)=A(f,P)<U(f.P,)- A(f,R)
" & £
U ——Alf)-—=
<O()+£-| 4)-£]
=U(f)-4(f)+e
yazilabilir. f fonksiyonu A -integrallenebilir oldugundan,

U(f)=4(f)
esitligi vardir. Boylece, (3.8) esitsizligi elde edilir.

Karsit olarak, kabul edelim ki her & >0 igin U(f,P)- A(f,P)<e¢ olacak sekilde [a,b]

araligmn bir P parcalanmasi mevcut olsun. O halde,

U(f)<U(f,P)=U(f,P)- Af,P)+ A(f,P)<e+ A(f,P)< e + A(f)
bulunur. & keyfi oldugundan, U ( f ) < A( f ) olur. Ayrica Teorem 3.4 den,

A(f)<0(f)

oldugundan,

elde edilir.

Lemma 3.6. Her 6 >0 igin [a,b] nin bir P={a=1, <t, <...<t, =b} parcalanmasi
vardir 6yle ki her i € {12,...,n } igcinya ¢, —t_ <5 yada t,—t_, >3 ve p(t,)=t_,
olur [3].

Ispat: ¢, =a olmak iizere ¢, <t, <...<t, noktalarmi sirastyla diizenleyelim. Yani,
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sup A4, ,4; #D ise
A ={telabl:t_ <t<t  +8}, t =

1

olt, ), 4, =D ise

tanimlarsak, her i >1 i¢in a=¢, <t, <... ve ¢, —t,_, =06 dir. Budurumda bir pozitif n

i+1
tamsay1 i¢in ¢, = b olur.

Her 6 >0 i¢cin Lemma 3.6 da belirtilen 6zelligi saglayan [a,b] nin biitlin par¢calanmalari-
nin kiimesi P;([a,5]) veya kisaca P ile gosterilir.

Kolayca goriilecegi gibi, T=R oldugunda P;([a,b]) smfi, [a,b] arahgmm normu & dan

kiigiik veya esit biitiin pargalanmalarindan olusur. T=Z ve & <1 ise P,([a,b]) smifi

[a,b] arahgmmn biitiin noktalarindan olusan bir tek pargalanmadan ibarettir.

Teorem 3.7. f :[a,b] > R fonksiyonu smirli olsun. f fonksiyonunun [a,b] iizerinde A-
integrallenebilir olmasi i¢cin gerek ve yeter sart her £ >0 sayis1 ve [a,b] araligmin her
P € P, pargalanmasi igin

U(f,P)-A(f.P)<e (3.9)

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisinin mevcut olmasidir[3].

ispat: Her & >0 sayisi ve [a,b] nin her P e P, pargalanmasi igin U(f,P)— A(f,P)<e
olacak sekilde en az bir 6 >0 sayist mevcut olsun. Teorem 3.5 ten f fonksiyonunun A-

integrallenebilir oldugu agiktir.

Karsit olarak, kabul edelim ki f fonksiyonu a dan b ye A -integrallenebilir olsun. & > 0

igin [a,b] nin 6yle bir P, ={a =1, <7, <...<7, = b | paralanmas1 vardir ki,

U(r.B)-Af.5) < (3.10)

yazilabilir. & > 0 sayismi 6 = olarak se¢elim. Burada B = sup{ | f (t)|: te [a,b]} ve

(8/B)
[+1, P, pargalanmasmin noktalarmm sayisidir. (3.9) u elde etmek i¢in [a,b] araliginin
P € P olacak sekilde herhangi bir

P={a=t,<t <t,<..<t =b}
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parcalanmasini goz Oniine alalim. P, = PUPF, olsun. Eger P,, P den bir tane fazla
noktaya sahip ise, bu noktaya ¢ dersek, ¢, , <7 <t, olacak sekilde k € {1,2,...,n } vardur.
Gergekten, ¢, —t, , >0 ise PeP, kosuluyla p(t,)=t,, olur ve bu nedenle T nin
t,., <t <t, olacak sekilde bir z noktas1 yoktur. $Simdi Lemma 3.2 nin ispatinda oldugu
gibi (3.4), (3.5) ve (3.6) esitliklerini goz Oniine alalim. Bu durumda,

A(f,P) - A(f,P)=m,(t,—t,)+m,(t, —t,)+...+m_ (t,, —t,,)+ m"(z—1,,)
+mP(t, —1)+..4m (t,—1,)— m(t,—1,)-my(t, —1,)—...
—m(t, ~t,) —...—m(t,—1,,)
=t ), -5, 1)

<B [(T_tk—l)"'(tk _T)+(tk _tk—l)]

:2B(tk 4 1)

<2Bo

kalir. P,, P de olmayan en fazla / —1 noktaya sahip oldugundan,

_2(1-1)B-f_<%
A(f,P)-A(f,P)<2(-1)Bs =2(1 1)BSIB<4

yazilabilir. Lemma 3.2 den A(f,P,)< A(f,P,)<U(f,P,)<U(f,P,) ve

A(f.R)< A(f,P,)

esitsizligi yazilabilir. Buradan
A(f.R)=A(f.P)< A(f.P,) = A(f.P)<
bulunur. O halde,
A(f,PO)—A(f,P)<§ (3.11)
olmalidir. Benzer sekilde,
U(r.P)-0U(f.R) < (3.12)

olacagindan (3.11) ve (3.12) den
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U(f.P)=Alf.P)<U(f.1)- Af.B)+
elde edilir. Son olarak (3.10) esitsizligi dikkate alinirsa
O(7.P)-A(f.P)<% + 5 =e

elde edilir.

Tanim 3.8. [a,b] tizerinde sinirlt bir f fonksiyonunun Riemann A -integrallenebilir
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her &>0 sayisi ve [a,b] araligmm her Pe P
parcalanmasi i¢in

|R(f,P)-1I|<¢
olacak sekilde bir 6 > 0 sayisinin ve & dan bagimsiz bir / reel sayisinin var olmasidir.

Burada &, € [tl._], p(tl.)] olup R( f ,P) Riemann toplami

R(f,P)= fZlf(:i e, ~1,.) (3.13)

ile tarif edilir [3].

Teorem 3.9. [a,b] tizerinde smirli bir f fonksiyonunun Riemann A -integrallenebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun A -integrallenebilir olmasidir [3].

Ispat: Kabul edelim ki, f fonksiyonu @ dan bye (Darboux) A -integrallenebilir olsun.
Yani
U(f)=As)
olsun. O halde, her ¢ > 0 sayisi i¢in dyle bir 6 > 0 sayist vardir ki her P € P; i¢in
U(f,P)-A(f,P)<e
esitsizligi saglanir. P e P; i¢in
b

R(f.P)=[ 1(t)At

a

<e (3.14)

oldugunu gostermeliyiz.

A(f,P)<R(f,P)<U(f,P) (3.15)
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esitsizliginin dogrulugu aciktir. (3.9) daki esitsizlikten,

U(f,P)< A(f,P)+g£A(f)+g:jf(t)At .y (3.16)
yazilabilir. Benzer sekilde, a
A(f,P)>U(f,P)—gzU(f)—g=if(t)At—g (3.17)
bulunur. (3.15), (3.16) ve (3.17) esitsizliklerinden a
[A0n—e <R(7.P)< [ flar+e
elde edilir ki bu ise a a
I= j' FAQLY;

a
olmas1 demektir.

Karsit olarak, f fonksiyonunun Riemann A -integrallenebilir oldugunu kabul edelim.
& >0olsun. Tanim 3.8 deki anlamda 6 >0 ve [ sayilar1 vardir. P e P; olacak sekilde
herhangi bir
P={a=t,<t <...<t, =b}
parcalanmasini ve her bir i =1,2,...,n i¢cin [tl._] , p(tl.)] araligindan &, sayilarini
f(E)<m, +¢

olacak sekilde segelim. Burada m, = inf { f (t): te [ti_], p(tl.)]} dir. Yukaridaki esitsizligin
her iki tarafi (tl. —ti_]) ile carpilir ve 1 den n ye kadar toplam alinirsa, Riemann A -

toplama,

n

Zf(gi)(ti _ti—l)S IZ::mi (ti _ti—l)"'ng::(ti _ti—l)

i=l

R(f,P)< A(f,P)+e(b—a)
esitsizligini saglar. Ayrica f fonksiyonu Riemann A -integrallenebilir oldugundan
|R(f,P)-1|<e
kalir. Buradan

A(f)> A(f,P)=R(f.,P)—e(b—a)>1-s—&(b—a)
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yazilabilir. & keyfi oldugundan, A(f)>7 bulunur. Benzer sekilde U(f)<I oldugu

gosterilebilir. M, =sup{ f(¢):t e[t ,,p(t.)]} olmak tizere, [t ,,p(t,)] araligindan &,

sayilarmi

M, -&<f(&)

olacak sekilde secelim. Ayrica Riemann A -toplami R(f,P), bu &, segimi igin
U(f,P)-e(b—a)<R(f,P)

esitsizligini saglar. f fonksiyonu Riemann A -integrallenebilir oldugundan

|R(f,P)-1|<e

esitsizligi vardir. Buradan

U(f)<U(f,P)<R(f,P)+elb—a)<I+e+e(b—a)
bulunur. & keyfi oldugundan U(f)< I olmalidir. Boylece

A(f)z120(f)
esitsizligine ulagilir. Ote yandan Teorem 3.4 den A(f)<U(f) olmasi sebebiyle
A(r)=0(r)=1

bulunur. Buise f fonksiyonunun (Darboux) A -integrallenebilir olmas1 ve

[re)ac=1

a

esitliginin saglanmasi anlamina gelir. [}

a b c
a < b oldugu zaman I fle)ar=- I f(2)At ve | f(t)At =0 olarak tamimlanir. Ayrica,
b .

[ 1 (s)as = [o(0)-1 170 (3.18)
esitligi her zaman gegerlidir. Gergekten, eger o(f)=1 ise (3.18) esitliginin her iki tarafi
sifira esittir. o(¢)> ¢ ise, [t,0(¢)] nin bir tek P={t =5, <s, =o(t)} pargalanmas vardir
ve burada p(s,)=s, =t dir. Dolayisiyla,

U(f,P)=f@)lolt)-1]=A(f.P)

esitligi elde edilir.
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Belirtelim ki, f fonksiyonunun P parcalanmasi ile ilgili Riemann A -toplami
[o(0)-17(0)
dir. T=R durumunda Tanim 3.1 ile Tanim 3.8 de verilen integral tanimlar1 denktir.
Eger T=R ise P,([a,b]), [a,b] araligmm, normu & dan kiigiik esit olan biitiin parcalan-
malarindan olusur.
Simdi T=7, aeZ vepozitif p tamsayisi igin b =a+ p olsun. [a,b] araliginin
P ={a=t,<t <...<t, =b}
pargalanmasmi distinelim. Burada ¢y =a, , =a+1,1, =a+2,...,t ,=a+ p=> dir. P’
parcalanmasi, [a,b] araliginin biitiin noktalarindan olusur ve her i=12,...,n icin

p(t.)=1t_, olur. O halde,

=2 flk
bulunur. Benzer sekilde
AP )= Em e =00)= 2 1) = 2 1 (8)

elde edilir. Boylece
0lr.p")=alr.p')= 3 1(k)
olur. Dolayisiyla, f* fonksiyonu Darboux A -integrallenebilirdir ve
j ar=>"" flk (3.19)

drr.
Her porzitif & <1 igin P,([a,b]), tek P" pargalanmasindan olusur ve P* pargalanmasi ile

ilgili Riemann A -toplami
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)4 b1

R(f,P*)Zif(é)(n—tl-_l):Zf(ti_l)Zka(k)

i=1 i=1 -
olur. Dolayisiyla f fonksiyonu Riemann A -integrallenebilirdir ve f fonksiyonunun
Riemann A -integrali, (3.19) a esittir.
Simdi kisaca, zaman skalasinda V —integral kavramini verelim.
[a,b] nin bir pargalanmast P={a=t,<1t,<...<t, =b} ve f:[a,b]>R smirli bir
fonksiyon olsun.
M’ =sup{f(t):t lo(a)b]}, m'=inf{f(r):1<[o(a)b]}.
M =suplf(t):telo(t )]} mi=inf{f(c):eelole,)e]}
seklinde tarif edelim. [a,b] araligmin biitlin pargalanmalarinin kiimesini P ile gosterelim.

f fonksiyonunun sirasiyla éist ve alt Darboux V —toplami,

O(7.P)= 3 M ~t,,) ve A(F.P)=Dmle,—+,.)
dir. Boylece,
m'(b-a)<A(f,P)<U'(f,P)<M'(b-a)
olur. f fonksiyonunun a dan bye iist ve alt Darboux V — integralleri sirastyla
U (f)=inf{ U(f,P): PcP|
\(
A(f)=sup{d(f,P):P<P |
seklinde tanimlanir. Smirh bir f fonksiyonu igin U'(f) ve 4'(f) sonlu ve A'(f)<U'(f)

olur. Eger A'(f)=U'(f) ise, f fonksiyonuna adan bye Darboux V -integrallenebilir
(nabla integrallenebilir) denir ve bu integral j ’ f (t)Vt ile gosterilir. Bir f fonksiyonunun

P parcalanmasmna karsilik gelen Riemann V -toplami, i=12,...,n icin & €|o(t,_,).t.]

olmak iizere,

R(£,P) =3 1) ~1,)

i=l

olarak tanimlanir. Eger asagidaki 6zelligi saglayan bir /' sayisi var ise, f fonksiyonuna
[a,b] araliginda Riemann V —integrallenebilir denir. Her & > 01i¢in dyle bir 6 > 0 sayisi

vardir ki f fonksiyonunun P e P; (Lemma 3.6 da verilen &zellikte ¢, , <¢;, iken
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p(t,)=t,, yerine o(t, )=t olur.) parcalanmasina karsilik gelen her RiemannV -toplami

R'(f,P) igin

|R'(f,P)-I'|<e
kalir. /" sayisina f fonksiyonunun a dan b ye Riemann V -integrali adi verilir.
A integralde oldugu gibi, kolayca gosterilebilir ki [a,b] tizerinde smirli bir f
fonksiyonunun V -integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun
Riemann V -integrallenebilir olmasidir. Bu durumda, bu iki integralin degeri esittir.
T=R durumunda Riemann V -integrali, A-integralde oldugu gibi, genel Riemann
integraline karsilik gelir.

T=7 olmast halinde aeZ i¢in b=a+p (p pozitif tamsayr) olsun. [a,b] nin

P'={a=t,<t <...<t, = b} pargalanmasim diisiinelim. Burada
ty=a,t,=a+l,t,=a+2,...,1, =a+p=>b

olmak iizere, P' pargalanmasi [a,b] araligmin biitin noktalarmdan olusur ve

i€{l,2,....p}icin o(r_ )=t olur. Ohalde M =sup{f(¢):te ot )z,]} olmak iizere,

seklinde bulunur. Benzer sekilde,
Alf.P)= 3 1()
oldugu kolayca gésterilebilir. Boylece,
T3

oldugu aciktir. Ayrica, bu esitlik (3.19) ile karsilastirilirsa, delta ve nabla integrallerinin
genellikle farkli oldugu goriiliir[3].
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4. RIEMANN INTEGRALININ OZELLIKLERI

4.1. integrallenebilen Baz1 Fonksiyon Simiflar

Teorem 4.1. [a,b] iizerinde monoton her fonksiyon A -integrallenebilirdir [3].

Ispat: Varsayalim ki f :[a,b]—)R fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon olsun. Her
te [a,b] icin

fla)< fe)< f(b)
oldugundan, f fonksiyonu [a,b] araliginda sinirl olur. Verilen & > 0 sayisma karsilik &

sayisin1 8 = ¢/ f(b)— f(a)+1 secelim. P={a=1,<t <...<t,=b}e P, igin
(fP ZM L=l imi(ti_ti—l)
—Zf f -1 ) f(tz 1)(f _ti—l)

i=

Z[f ()16 1)
- Z[f )](i_ti—l)

ti—t;_ | <6

+ DL )- )N -1) (4.1)

ti—t;_ >0

=

elde edilir. PeP; kosulundan, ¢, —¢, , >6 oldugunda p(tl.):tl._] olacagindan (4.1)

esitliginin sag tarafindaki ikinci toplam sifira esit olur.

Ik toplam ise,

52[f (t,, <5Z[f )- 1))
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esitsizligini saglar. Boylece, U ( f ,P)— A( f ,P) < ¢ olup f fonksiyonunun A-integrallene-

bilir oldugu gosterilmis olur.

Teorem 4.2. [a,b] araliginda siirekli her fonksiyon bu aralik iizerinde A-integral-

lenebilirdir [3].

Ispat: £>0 olsun. f :[a,b]—)R fonksiyonu siirekli oldugundan, T zaman skalasinin
[a,b] kompakt altkiimesi tizerinde diizgiin siireklidir. Dolayisiyla, & >0 icin dyle bir

0 > 0 sayis1 vardir ki biitiin ¢, 7 € [a,b] noktalar1 i¢in |t— T | <6 olacak sekilde

FAOEFAQIE

— (4.2)

kalir. Simdi herhangi bir P= {a =t,<t, <..<t,=b }e P; pargalanmasini gdzdniine
alalim. f fonksiyonu her kompakt [ti_] , p(tl. )] araliginda minimum ve maksimum degere

sahip oldugundan (4.2) den yararlanarak,

n

U(f,P)—A(faP)ZZ(Mi _mi)(ti _ti—l)

i=1

= z (Mi_mi)(ti_ti—])+ Z(Mi_mi)(ti_ti—])

ti—t,,50 ti—t;_ >0

= Z(Mz _mi)(ti _ti—l)

ti—t; 156

&
< bh—a ) Z(ti_ti—])

—1;,,<0

< ¢ Zn:(ti _ti—])

b—a3

- _(p-a)

b—a

=&

oldugu goriiliir. Burada, ¢, —¢,, > & iken p(t,) =t olacagimdan M, =m. dir. O halde,

U(f,P)—A(f,P)<8
olup f fonksiyonu A -integrallenebilirdir.

Teorem 4.3. f ve g, [a,b] iizerinde A-integrallenebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu

taktirde, f + g fonksiyonu A -integrallenebilirdir ve
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b

1L )+ gloae = )+ [ o)

a

esitligi saglanir[3].

Ispat:  ve g fonksiyonlarmnin [a,b] iizerinde A -integrallenebilir fonksiyonlar oldugunu

kabul edelim. & > 0 igin [a,b] arahgmmn

U(r.R)-4(f.R) < (4.3)

Ve
U(e.p,)-4lg. )< (4.4)

olacak sekilde P ve P, parcalanmalari vardir. P = P, U P, olsun. Ayrica,

M(f)=sup{f(t):le, p(6)]} (4.5)
m(f)=inf {f():0€lt, p(6)]} (4.6)
Mi(f+g):sup{(f+g)(t):te [ti—]’p(ti)]} (4.7)
ml.(f+g):inf{(f+g)(t):te [ti—]’p(ti)]} (4.8)

esitlikleri olmak iizere, U ( f+ g,P)— A( f+ g,P) < & oldugunu gostermeliyiz.
U(f+g,P)-A(f +g,P)= ZM f+g)t -t Zm f+g)t,—t.)

= Zn:[sup{(f + g)(t):te [ti—] ’p(ti )]}_inf{(f + g)(l‘):l‘ < [ti—] ’p(ti )]}](tz _ti—])

<3 [suplf0)et el ple N+ supd e(0): < o]} e 1)
bﬁUOrd Pt} +inf {g(0): 1< [, o0 11 1)
=D lsuplfe):t e, ple - int 0)21 < e, ple 1 )
hm@@te[ p(t) ]} -inf{ g(0):1 €[t pe 110 1)
M) =m0t )+ ()= m (e )
<§+§
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elde edilir. Buradan,
U(f+g,P)-A(f +g.P)<e (4.9)

oldugu goriiliir ki, bu ise f + g fonksiyonunun A —integrallenebilir olmas1 demektir.

Teorem 4.4. f ve g fonksiyonlar1 [a,b] iizerinde A —integrallenebilir olsunlar. Bu taktirde,

a) o € R olmak iizere, ¢ / fonksiyonu A -integrallenebilirdir ve

b

[arle)ae= ocj].f(t)At

esitligi saglanir [3].

b
b) £ 20 ise [ f(r)Ar>0 olur.

¢) /* fonksiyonu A -integrallenebilirdir.
d) f>0 ise \/7 fonksiyonu A - integrallenebilirdir.
e) | f | fonksiyonu A -integrallenebilir olup

b

[ rie)ae

a

< i| £(t)]a

esitsizligi mevcuttur [3].

f) fg fonksiyonu A-integrallenebilirdir [3].

Ispat: a) ¢ =0 ise o f fonksiyonu sifir sabit fonksiyonu olur. Dolayisiyla, « f

fonksiyonu A -integrallenebilirdir.

Simdi o #0 olsun. f fonksiyonu A -integrallenebilir oldugundan, her & >0 sayisina
karsilik oyle bir & >0 says1 bulabiliriz ki, &, €[t,,, p(¢,)] (i=1,2,...,n) olmak iizere, her

P € P parcalanmasi igin

n b
> 1&g - [ r(0)ar | < |‘97| (4.10)
i=l u

olur. Buradan,
n b
Yo fE A —af f)Ar|<e (4.11)
i=1 u
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esitligine ulasilir. Bu ise, o f fonksiyonun A -integrallenebilir oldugunu ve

b

[a rle)ar =ajf(t)At

esitliginin saglandigini gosterir.
b) />0 olsun. f fonksiyonu A -integrallenebilir oldugundan her & > 0 sayisina karsilik
Syle bir & > 0 sayist bulabiliriz ki, &, €[z, ,,p(¢,)] (i=1,2,...,n) olmak iizere, her P e P,

parcalanmasi i¢in

" b
Y fE)A-[ o)A |<e (4.12)
i=1 p
yazilabilir. f >0 oldugundan toplamdaki her bir f (fl.) t, terimi pozitif veya sifirdir.
Dolayisiyla,
b
[re)ac=0
elde edilir.

¢) f fonksiyonu sabit ise /> fonksiyonu da sabittir. Dolaysiyla, /> fonksiyonu A -integ-
rallenebilirdir. Simdi f fonksiyonu sabit olmasm. Once f >0 oldugunu kabul edelim.
sup{f(t):tela,b]}=M olsun. f fonksiyonu A-integrallenebilir oldugundan & >0

verildiginde [a,b] araliginin 6yle bir P pargalanmasi bulunabilir ki,

. E
U(f,P)—A(f,P)<w (4.13)

kalir. m, =inf{ f(t):t €t p(t.)]}, M, =sup{f(t):z€[t,,,p(t;)]} olmak iizere, f>0
oldugundan sirasiyla m.” = inf{fz(t):te [t p(t)] }, M? = sup{fz(t):te [t p(t, )]} elde

edilir. Boylece
072, P)- A(r*P) =3 (M - m? ),
i=1
= Zn:(Mz _mi)(Mi +mi)Ati

i=1

< 2Mzn: (M, —m, )At,
=1

—2M l[iU(f,P)—A(f,P)]
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<M
2M
=¢
bulunur. O halde, f >0 igin f’fonksiyonu A -integrallenebilirdir.

Simdi, f fonksiyonu [a,b] aralig1 tizerinde A -integrallenebilen herhangi bir fonksiyon
olsun. m=inf{f(¢):te[a,b]} dersek, f—m=>0 olur. Yukaridaki ispattan (f —m)’
fonksiyonu A -integrallenebilirdir. Ayrica

(f=m) =f>=2mf +m’ (4.14)
esitliginde ( f —m)z,—2mf ve m’ A-integrallenebilen fonksiyonlar olduklarindan f?
fonksiyonu da integrallenebilirdir.
d) f>0 olsun. f fonksiyonu A -integrallenebilir oldugundan, her ¢ >0 i¢in [a,b]

araligmin dyle bir P parcalanmasi vardir ki bu parcalanma ve bundan ince her parcalanma

i¢in
U(f.p)-A(f,P)<e’
kalir.
mi:inf{ f(t):te[ti_l,p(ti)]}
\(

M, :SUP{ f(f)3f€ [ti—l’p(t)]}
olmak tizere,
A={i:M,+m,<e} ve B={i:M,+m >¢}
olsun. Bu taktirde,

n

(M, —m) At <M, +m )AL <e) At <ed At =e(b-a) (4.15)

icd icd icd i=1
;(Mi _mi)Ati = ;(Miz _miz)Ati Mi i_mi < %;(Miz _miz)Ati

SLZ(MI? —m?)Ar Z%[U(f,P)—A(f,P)]<§gz —¢ (4.16)

bulunur. (4.15) ve (4.16) esitsizliklerinden
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n

OlJf.P)-Al7.P) = > (M, —m,)AL,

i=1

= Z(Ml —m,)At, +Z(Mi —m, )AL,

i€A ieB
<g(b-a)+e
=& (b—a+1)

olur ki, bu ise \/7 fonksiyonunun A -integrallenebilir oldugunu gosterir.

e) | f | =+ f* oldugundan, | f | fonksiyonunun A -integrallenebilir oldugu (c) ve (d) den

aciktir. Simdi

b

[ r(e)ae

a

b

< [|(@))ar (4.17)

a

oldugunu gosterelim. | f | + f >0 oldugundan Teorem 4.4 ( b) geregince

i[|f(f)|+f(f)]At20

yazilabilir. Buradan da

b b

[ roar< ] @) ar (4.18)

a

elde edilir. Ayrica | f |— f =0 oldugundan

i[|f(f)|—f(t)]At20

yazilabilir. Boylece,

b

jf(t)Atsi|f(t)|At (4.19)

esitsizligi elde edilir. (4.18) ve (4.19) dan

b

[rie)as

a

b

<[] ()| A

a

bulunur.

f) f ve g fonksiyonlar1 A -integrallenebilir oldugundan, Teorem4.3den f+g ve f—g

fonksiyonlar1 da A -integrallenebilirdir. Teorem 4.4 ( c) geregince ( f+ g)2 ve ( f- g)2

fonksiyonlar1 da A -integrallenebilirdir. Diger taraftan
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fgzi[(ﬂg)2 ~(f-gV]

oldugundan f'g fonksiyonun A -integrallenebilir oldugu kolayca goriilebilir.

Teorem 4.5. Eger f veg fonksiyonlari [a,b] araliginda A -integrallenebilir ve her

tela,b] igin f(t)< g(r) ise,

[re)ar < ig(t)At

a

esitsizligi vardir [3].

Ispat: Varsayalim ki f ve g fonksiyonlar1 A-integrallenebilir ve her fe [a,b] icin
f(t)<g(t) olsun. Bu durumda, A(t)= g(t)— f(¢) fonksiyonu da A -integrallenebilir olup
h(t)> 0 olacagindan Teorem 4.4 (b ) den

0< [0 = [le)— £ (0)]ar = [ el)ai— [ 1)

yazilabilir. Boylece,

b

[)ar> if(t)At

a

elde edilir.

Teorem 4.6. f:[a,b]—)R bir fonksiyon ve ceT igin a<c<b olsun. Eger f
fonksiyonu, a dan ¢ ye ve ¢ den b ye A-integrallenebilir ise, f fonksiyonu a dan b ye

A -integrallenebilirdir ve

b c b

[re)ae= [ rle)ae+ [ fle)ae

a a c

esitligi saglanir [3].

c b
ispat: I fle)ar=1, ve I f(t)Ar =1, olsun. & >0 sayis1 verildiginde, [a,¢| araligmm,

R(7. )1 <
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olacak sekilde bir P’ pargalanmasi bulunabilir. Benzer sekilde, [c,b] araliginin,
14 g
|R(f’P )_12 | <§

olacak sekilde bir P" pargalanmasi vardir. P = P'U P" pargalanmasi [a,b] araligmmn bir

parcalanmasi olup

R(f,P)=R(f,P)+R(f,P")

olacagindan,

[R(f.P)=(1,+ 1,) = | R(f. P')+ R(f.P")~ (1, + I,)|

<|R(.P)-1] | R(7.P)-1

€
<Z+Z
2
<g
bulunur. Boylece
b c b
[re)ae={r@e)ac+[ re)a

oldugu goriiliir.
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5. TUREV VE INTEGRAL

5.1. integral Hesabinin Temel Teoremleri

Teorem 5.1. g fonksiyonu [a,b] araliginda A -diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve g*

tiirevi ise, [a,b] araliginda A -integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bu taktirde,

[g*(0)At = g(b)-g(a) (5.1)

esitligi mevcuttur [3].

Ispat : g" fonksiyonu A-integrallenebilir oldugundan her ¢ >0 sayisi icin [a,b]

araligmin

(g, P)- Alg*,P)<e (5.2)
sartin1 saglayan bir P={a=t,<t <...<t, =b} pargalanmasi vardir. Teorem 2.33 ii

g fonksiyonuna her [ti_] , tl.] aralig1 icin uygulayalim. Bu taktirde,

g ()< 81 =8l) ¢ o)

L=t '

esitsizligini saglayacak sekilde &,,7, €[t, ,,.) (i=1,2....,n) noktalar1 vardir. Buradan,
(ti 1 )gA (Ti ) < g(ti ) - g(ti—l ) < (ti i )gA(ézi) (5.3)

yazilabilir. Bu esitsizlikte 1 den n ye kadar toplam alinirsa,

S —t)g ()<Y [ele) -2l -2 (&) (5.4)

i=1 i=l i=1

veya

Z(ti 1, )gA(Ti)S [g(b)—g(a)]S Z(ti _ti—l)gA(éi) (5.5)

A(gA,P)S g(b)— g(a)s U(gA,P) (5.6)

yazilabilir. Ayrica,
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b

A(gA,P)S J.gA(t)At < U(gA,P)

oldugundan, (5.2) ve (5.6) esitsizliklerinden,

b

[g*()ar—[g(b)-gla)]| <& (5.7)

a

oldugu goriilebilir. Boylece, (5.1) esitliginin dogrulugu gosterilmis olur.

Teorem 5.2. u ve v fonksiyonlari [a,b] tizerinde A-diferensiyellenebilir, u* ve v*

tiirevleri [a,b] araliginda A -integrallenebilir ise,

ut O0()Ar+ fulolOW (= £6)- @)= ulbh(B)-ulabla) 59

a

esitligi vardir [3].

Ispat: g =uv olsun. g fonksiyonu [a,b] iizerinde A -diferensiyellenebilir oldugundan,

g"(t)=u"(ep(e) + ulo(e)v* (t) (5.9)

esitligi yazilabilir ve g* tiirevi integrallenebilirdir. Teorem 5.1 den dolays,

J & ()1 = g(b)~ gla) = u(b(b) - ulapa)

olur. Bu da (5.8) esitliginin saglandigin1 gosterir.

a

Not. a>b icin [ f()ar =~ f()Ar .

b

Teorem 5.3. f/ fonksiyonu a dan b ye A-integrallenebilen bir fonksiyon olsun. ¢ € [a,b]
noktast i¢in

F(e)=[ 1(s)as

a

olsun. Bu taktirde, F fonksiyonu [a,b] tizerinde siireklidir. Ayrica, eger f fonksiyonu

t, €[a,b) noktasinda siirekli ise F fonksiyonu 7, noktasinda A -diferensiyellenebilirdir ve
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FA ()= f(t)
olur [3].

ispat: Her refa,b] icin |f(t)|<B esitsizligini saglayacak sekilde B>0 segelim.

t,vela,b] (t<7) ve |t—r| <% olsun. Bu durumda,

£j|f(s)|As£jBAs:B(T—t)<8

t

yazilabilir. Bu gosterir ki, F fonksiyonu [a,b] araliginda (diizgiin) stirekli olur.

f fonksiyonu ¢, € [a,b) noktasinda siirekli olsun. #, sag sagilmis nokta ise,

alr,)
= G(tol)—to jf(S)AS me(fo)[a(fo)_fo]:f(fo)

bulunur. $imdi ¢, sag yogun nokta olsun. Bu durumda,

o) i PO )

=1, t— tO

olmalidir. Diger taraftan,

F()-F(,) _ 1 D f(s)As-’j)f(s)As} L[ f(s)as

t—t, t—t,

bulunur. Boylece,

tim—— [ £(s)s = £(z,) (5.10)

=t =1
esitligini ispatlamak yeterlidir. € >0 olsun. f* fonksiyonu #, noktasinda siirekli oldugun-

dan, se€ [a,b] ve |s —t, | < 0 esitsizligini saglayan bir 6 > 0 sayis1 vardir ve

|f(s)_f(to)| <&

kalir. O halde, ¢ # ¢, ve |t— t0| < & esitsizligini saglayan her ¢ € [a,b] i¢in
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1
t—t,

[ £(s)as—£(6,)

ty

IA
—
D
\
—
e
A —

[
\
—
ON

~
>
Cn

kalir. Boylece, (5.10) esitligi gosterilmis olur. O halde,
FA(to): f(to)

esitligi mevcuttur.
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