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Bu tez alt1 boliimden olusmustur. ilk béliim giris kismina ayrilmistir ve bu kisimda
konu hakkinda 6n bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde, Oklid ve Minkowski Uzayina ve Bishop Catisina ait genel tanimlar ve
bilgiler sunulmustur.

Ugiincii béliim 3-boyutlu Oklid Uzayinda biharmonik egrileri igermektedir. Burada
kosullarini saglayan egriler ele alinip bir Frenet egrisi i¢in bazi karakterizasyonlar ve sonuglar
verilmistir.

Dordiincii boliimde 3-boyutlu Minkowski Uzayinda biharmonik egriler (timelike,
spacelike ve null egrileri) ve bu egriler i¢in baz1 durumlar incelenmistir.

Besinci boliimde 3- boyutlu Oklid Uzayinda Bishop Catisina gore biharmonik egriler
ele alinmistir. Benzer kosullar uygulanmustir.

Son boliimde ise 3- boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop Catisina gore biharmonik
egriler incelenmistir. Bu egriler ayr1 ayri ele alinmigtir.
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1. GIRIS

Bu tez 3- boyutlu Oklid ve Minkowski manifoldlarindaki egriler ve bu egrilerin
ortalama egrilik vektor alani belli diferensiyel operatorlerin ¢ekirdeginde yer alma durumlari
ile ilgilidir.

[k olarak ortalama egrilik vektdr alam Laplasiyenin ¢ekirdeginde (yani ortalama
egrilik vektor alan1 harmonik) olan altmanifoldlar incelenecektir. IH ortalama egrilik vektor
alan1 i¢in harmoniklik (AIH = 0), n-boyutlu Oklid Uzayinda

X:M">E"
immersiyonlu altmanifoldunun biharmonikligine denktir. Yani AX=-mIH i¢in AAx =0dur.
X:M—E" altmanifoldu, AIH =0 ise biharmonik altmanifold olarak adlandirilir.
Biharmonik olma kosulu
AIH=AIH,AeR (1.1)
denkleminin &zel bir durumu olarak goriilebilir. Kisacasi ortalama egrilik vektor alani
Laplasiyenin 6z vektor alanidir.

(1.1) denklemini saglayan Oklid manifold calismalar1 1988 de Chen tarafindan
baslatildi ve E" de altmanifoldlarin (1.1) denklemini saglayan biharmonik (A1 =0) ya da null
2-tipli altmanifoldlar oldugu gosterildi. Yine Chen tarafindan 1994 ve 1995 te Minkowski
Uzayinda (1.1) denklemini saglayan spacelike altmanifoldlar incelendi.1997 de de Defever
tarafindan (1.1) denkleminini saglayan hiperylizeylerin sabit ortalama egrilikli ytizeyler
oldugu gosterildi .

Bu tezin 3 ve 4. boliimleri, [26] da yapilan ¢alisma temel alinmig olup, 3- boyutlu
Oklid ve Minkowski Uzaymda AIH =AIH , A"'IH = AIH denklemlerini saglayan egriler
incelenip baz1 6zel egriler i¢in karakterizasyonlar ve bunlara ait sonuglar ele alinmistir. 3-

boyutlu Minkowski Uzayinda egrinin timelike, spacelike ve null durumlarindaki kosullari
incelenmistir. Ayrica, 3- boyutlu Oklid ve Minkowski Uzayinda AIH = AIH , A"IH = AIH

denklemlerini saglayan egriler, Bishop catisina gore incelenip, bu g¢atiya gore bazi

karakterizasyonlar verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1. (Oklid Uzay1): R reel sayilar cismini gostermek iizere,
R" ={(X,, X;,.... X, ): X € R}

vektor uzaymda, X = (X, X,,...,X,) V& Y=(Y;,Y,,..., ¥,,) olmak lizere,

Xy =3 %Y,

esitligi ile tanimlanan,
R"xR" ->R
(X, y) > ¥)
fonksiyonu R" uzayinda bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpima OKklid i¢ ¢arpimm denir. Uzerinde
Oklid i¢ carpimi tamimli R" topolojik uzaymna Oklid uzay: denir ve kimi zaman E" ile
gosterilir[29].
Tanim 2.2: | ,R nin bir acik aralig1 olmak tizere,
y:lcR —>E"
bigiminde diferensiyellenebilir bir & doniisiimiine, E" uzayi iginde bir egri denir.
Tamm 2.3: E" uzayinda, y:1c R —E" egrisi i¢in
Vsel, H}/(S)H =1
ise y egrisine birim hizh bir egri denir[29].
Tanmm 2.4: 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli y:1c R —E® egrisi icin,
T(s)=7(s)
esitligi ile belirli T(s) vektoriine y egrisinin y(S) noktasinda birim teget vektorii denir.
T,y egrisi lizerinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina birim teget vektor alam denir[29].
Tamm 2.5: 3-boyutlu Oklid Uzayinda birim hizli y:1c R —E® egrisi icin,
k:l >R
s —x(s)=[T'(s)
fonksiyonuna y egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(S) sayisina egrinin y(S) noktasindaki
egriligi denir[29].
Tamm 2.6: 3-boyutlu Oklid Uzayinda birim hizli y:1 c R —E?® egrisi icin,

N(s):éT'(s)



esitligi ile belirli N(S) vektoriine, egrinin y(S) noktasindaki asli normali denir. N,y egrisi
tizerinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina asli vektor alam denir[29].
Tamim 2.7: 3-boyutlu Oklid Uzayinda birim hizli y:l c R —E?® egrisi i¢in,
B(s) =T (s)x N(s)
esitligi ile tanimli B(S) vektoriine, y egrisinin y(S) noktasindaki binormal vektorii denir ve
B vektor alanina da y egrisinin binormal vektor alam denir[29].
Tanmm 2.8: y:IcR — E® birim hizli egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olmak tizere,
7:1 >R , 7(s)=—(B(s),N(s))
fonksiyonuna, y egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina y(s) noktasindaki
burulmasi denir[29].
Tamm 2.9: X = (X, Xy,.., X,) V& Y =(Y;, Y5, ¥,) € E" olmak iizere,
g%, Y) =6 Y) = =X Yy + XY, + o X, Y,

i¢c ¢arpimina Lorentz (Minkowski ) i¢ ¢arpimu denir[16].
Tamm 2.10: Minkowski i¢ ¢arpimi ile tanmimli Oklid uzayma Lorentz uzayr ya da

Minkowski uzay1 denir ve E,’ile gosterilir.

Ozel olarak n=3 ise, E,* uzayma 3-boyutlu Minkowski uzay denir. Bu durumda standart
metrik,
X= (X, X0 %), Y = (V1Y Va) € By
olmak tizere,
g(X,Y) =X Y) ==X Y1 + XY, + X35
dir[16].
Tamm 2.11: Mg bir reimann manifoldu ve y: | R— M_  difernsiyellenebilir bir egri olsun.
vy egrisinin teget vektor alan1 T olmak iizere;
(1) (T,T) <0 ise, y egrisine time-like (zaman benzeri) egri,
(i) (T,T)>0 ise, y egrisine space-like (uzay benzeri) egri,
@iit)  (T,T) =0 ise, y egrisine null (1s1k benzeri) egrisi denir.
7(s) € IE®. olmak iizere v igin ii¢ durum s6z konusudur[13].
I.Durum : vy (s) bir time-like egri ise,
T time-like, N space-like, B space-like olsun.
(T,T), =-1 (N,N), =1,(B,B), =1



<T! N>L :<N’ B>L :<T’ B>L =0

ve
D;T =&N (2.1.1)
D, N =T + B (2.1.2)
D;B=—N (2.1.3)
dir[23].

I1.Durum: vy (s) bir space-like egri ise,
1) T spacelike, N spacelike, B timelike olsun.
(T, T), =1 (N,N), =1,(B,B), =-1
<T,N>|_ :<N!B>L :<T’B>L :O

ve
D;T =N (2.1.4)
D, N =—«T + B (2.1.5)
D;B =N (2.1.6)
dir[24].

2) T space-like, N time-like, B space-like olsun.
(T,T),=1,(N,N), =-1,(B,B), =1
<T’N>|_ =<NfB>|_ :<T1B>|_ =0

DrT = &N (2.1.7)
D;N =«T +B (2.1.8)
D;B =N (2.1.9)

dir[24].
I11.Durum: vy (s) bir null egrisi ise,
(T,T). =0 (N,N) =1,(B,B) =1

(T,N)_=(N,B), =0,(T,B), =1

ve
D; T =N (2.1.10)
Dy N =7T —«B (2.1.11)
DrB=—aN (2.1.12)

dir[23].



Tammim 2.12: M ve N, sirasi ile n ve (n+d) boyutlu birer C” manifoldlar olmak iizere
X:M — N diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. Her p e M igin
dx, : T,(M) > T,.,(N)

tirev doniisiimii bire bir ise X fonksiyonuna bir immersiyon (daldirma) denir[26].
Tamm 2.13: Z, M yiizeyinin birim dik vektor alan1 olmak tizere, M nin her bir p noktasinda,

S, T,(M)>T,(M), Sp(v,)=-D,Z ,
bigiminde tanimli S fonksiyonuna, M yiizeyinin, Z birim dik vektor alanina bagli sekil
operatorii (ve ya Weingarten doniisiimii) denir[29].

Tamm 2.14: M nin bir ortonormal bazi {el, e, ,...em} olmak iizere;
1. 18

IH=—1z(h)=—) h(e.,e.

0 = 2hee))

seklinde tanimli IH fonksiyonuna M nin ortalama egrilik vektor alam denir[8], [27].

Tamm 2.15. M, n boyutlu bir C* manifold ve M iizerindeki C” M vektor alanlarinin uzay1

(M) olsun. M tizerinde bir afin konneksiyon D olmak {izere
vX,Y € y(M) igin,

T: x(M)xx(M) = (M)
(X,Y) —T(X,Y)=D,X -D,X —[X,Y]

seklinde tanimlanan tensdr alanina M nin torsiyon tensorii denir. Ozel olarak T = 0 yani,
[X,Y]=D,Y -D, X
ise D ye M iizerinde sifir torsiyonlu konneksiyon adi verilir.(M,g) bir Riemann
manifoldu olsun. Sifir torsiyonlu bir konneksiyon D igin,
Dy (9(Y,2)) =9(DxY,Z)+9(Y,DxZ) ; VX,Y,Z € (M)
ise D ye M nin Levi-Civita konneksiyonu denir[32].

Tamm 2.16: Riemann manifoldlari icin M nin bir ortanormal bazi {el, €y ey em} ve ortalama

egrilik vektor alant IH olsun. M nin Laplace operatorii
m
AlH = ;(DDEJEJ IH-D, D, IH)
ve normal Laplace operatorii
m
A'IH =) (D', ¢, IH — D' D*¢ IH)
j=1

bi¢ciminde tanimlanir[7].

Tamm 2.17: E" Oklid (yar1-6klid) uzayinda



X:M" > E"

immersiyonunu ele alalm. y(M) < E" manifoldunun IH ortalama egrilik vektor alani igin
AIH =0 denklemine harmonik denklemi denir. Immersiyonun biharmonikligi de
AXx=-mIH oldugundan AAx=0 dir. Yani IH nin biharmonikligi ile immersiyonun
biharmonikligi denktir[8].
Tammm 2.18: M, n-boyutlu C” manifold olmak iizere X:M — E™® bir izometrik
immersiyon olsun.

A*x = A(AX) =0
kosulu saglaniyorsa X izometrik immersiyonuna (ya da M manifolduna) biharmoniktir
denir. Yani E™? nin bir M manifold olmas: icin gerek ve yeter kosul M nin ortalama egrilik
vektoriiniin harmonik (AIH = 0) olmasidir[7].
Tamm 2.19: y=y(s): |1 c IR— E® Oklid 3-uzayinda regiiler bir egri olsun. y egrisinin
Frenet ¢att alanini{ T, N, B } ile gosterelim. y nin Frenet-Serret Formiilleri

D, T 0 « OfT
D;N|=|-« 0 | N
D;B 0 -z OB
seklindedir. Burada xve 7 fonksiyonlari sirastyla y egrisinin egriligi ve burulmasidir[29].
* Ozel olarak x =0 ise y egrisi geodeziktir.
* x=sbt, 7=0 ise ¢cember (pseudo cemberi) dir. Dolayisiyla geodezikler sifir egrilikli

Reimann ¢emberleridir.

* X _ sbtolan egrilere genel helis denir.
.

* x=sbt, z=sbt olan egrilere dairesel helis denir.
* E%te (T,T) # 0 ise y birim hizli egrisine bir Frenet egrisi denir[8], [9], [15].
Tamim 2.20: Regiiler bir «: 1 — E® egrisi igin a min N,(s) birim vektorii ile u sabit birim

vektorl arsindaki @ agisi sabit yani (N, (S),u) =cosé@ ise a egrisine Bishop Catisina gore

. , . K :
bir slant helis denir. Bir « slant helisi i¢in k_2: sbt tir. Eger k; ve k, dogal egrilikleri

1

sifirdan farkli sabitler ise & egrisine Bishop Catisina gore bir c-Slant helisi denir[33].



3. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA BiHARMONIK
EGRILER

3.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda AIH = AIH Denklemini Saglayan Egriler

D, E® iin Levi-Civita konneksiyonu ve IH da y boyunca ortalama egrilik vektdr alanim

gostersin. y nin Frenet-Serret formiillernden IH ortalama egrilik vektor alani,
IH = Dy.;/' =D;T =«N

seklinde verilir, burada «, y nin egriligidir.
Laplasiyen operatorii ise

A (M) — (M)

IH - AIH =-D,*IH
ile tanimlanir[7], [15].
Teorem 3.1.1: y=y(s):1 < IR — E®, 3-boyutlu Oklid uzayinda regiiler bir egri olsun. y
egrisinin
AlIH = AIH

esitligini saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul

kK =0, kt° +x°—Kk =k , 2k 7+KkT =0 (3.1.1)
olmasidir.
Ispat:
AIH =-D,*IH =-D,” («N)
=-D.(x' N +xD;N)
=D, (x N + x(—«T +7B))
=-D; (k' N —«’T + xB)
=2k T +x°D,;T —x N —x D;N —(x7) B—(x7)D,B
=2k T +x?(kN) —x N — &' (—=«T + B) — (k1) B - (x7)(—=N)
=2k T +k°N—x N —xxT +—x B —(x7) B+x7°N
=@ )T +(x° -k —xkt?’)N+(—x7—x7—x7)B
Burada
AlH = ZIH
oldugundan

3k =0 ,k°—x +x° =Ax , 2k 7+k7 =0,

kk =0 , kP -k +xt? =Ak , 2k 7+x7 =0



olur.
Teorem 3.1.2: : y=y(s):1 < IR— E?®, 3-boyutlu Oklid uzayimnda regiiler bir Frenet egrisi
olsun. y egrisinin

AIH = AIH

esitligini saglamasi igin gerek ve yeter kosul y nin bir dairesel helis olmasidir. Burada
A=K’ +71°
dir.
Ispat: (=) Teorem 3.1.1 den AIH = AIH denklemini saglanmas1
kk =0,k -k +xi=Ak ,2xk7+x7 =0

denklemlerinin saglanmasini gerektirir. y Frenet egrisi oldugundan k = 0 dur.

kk =0=>x=sbt = x =0

2k7+k71 =0=207r-x7 =0=>7 =0= 7 =sht
K-k vk’ =k = k°-0+x7° =k = k(x° +1°) = Ak
= A=x’+7°

dir.
(<) v, dairesel helis olsun.

Kk =sbt,r =sbtve 1=x*+7°
oldugundan (3.1.1) denklemleri saglanir. Dolayisiyla AIH = AIH dir.
Lemma 3.1.1: IH nin harmonik ( yani AIH =0 ) olmasi igin gerek ve yeter kosul

Dy, Dy, Dy,T =0

olmasidir. 3-boyutlu Oklid uzaymda y nin harmonik (AIH =0) olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul y nin biharmonik (D; D; T = 0) olmasidir[7].
Teorem 3.1.3: y=y(s):1 < IR— E?®, 3-boyutlu Oklid uzayinda regiiler bir egri olsun. y

egrisi geodeziktir < y boyunca AIH =0 dir.
Ispat: (=) y egrisi geodezik olsun. x = 0oldugundan AIH =0 dr.
(<) Tersine y boyunca AIH =0 olsun.

GBxx )T +(x° —x —xt?)N+(—xr—x7—x7)B=0
dan,
kk =0,k -k +x7°=0,2x7+x7 =0
denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin saglanmasi i¢in & = 0 olmalidir. Aksi takdirde bu

denklemler saglanmaz. Simdi gosterelim.



Kabul edelim ki x = 0 olsun. O zaman xx =0 denkleminden x =0 ve x=c, olur.
Bu degerler x° —«" +x7? =0 denkleminden 7 =0 ve r =c, yerine yazilirsa ¢,” +¢,” =0

olur. Burada da c, ve c, sabitlerinin kompleks sayilar disinda, reel olmalari durumunda her

ikisinin de sifir olmastyla miimkiindiir. Oyleyse kabuliimiiz yanlis olup, x =0 dir. Boylece y

egrisi geodezik olmak zorundadir.

Genelleme yapilirsa E® Oklid 3-uzayinda birim hizli biharmonik egriler ancak ve

ancak geodeziklerdir.

3.2. E°de1.Tipten Harmonik Egriler

Tamm 3.2.1:Bir x: M — E™? izometrik immersiyonunun ortalama egrilik vektor alan1 igin
A"IH = AIH
kosulu saglaniyorsa x e (ya da M ye) 1. tipten harmoniktir denir[25].
y=7(s):1 < IR — E?® egrisinin normal demetini y*(y(I)) ile gosterelim. Burada
2(7(D)) = SpiN(s), B(s)}
seklindedir. VX € " (y(1)) i¢in D™ normal konneksiyon
Dy 2t (r(D) = 2 (r (1)
D;"X =D; X —(D; X, T)T
D, X = D, X mn normal bileseni ve A" normal Laplace operatorii de
A D) = 2 (r(D)
A*X =-D, D, "X
olarak tanimlanir[7].
Teorem 3.2.1: y=y(s):1 IR - E?, 3-boyutlu Oklid uzayinda regiiler bir egri olsun. y
egrisinin 1. tipten harmonik egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
KT’ -k =k ,2xkT+KxT =0 (3.2.1)
olmasidir.
Ispat: (=) y egrisi 1. tipten harmonik egri oldugundan A"IH = AIH esitligini saglar. Simdi
A"IH hesaplayalim.
IH = Dy,y' =D, T =N
oldugunu biliyoruz. Buradan

D; IH =—x’T+x N +xB



olup
D, IH = &N + xB
dir. Her iki tarafin da tegetsel yonde tiirevi alinirsa,
D, D; " IH = D; (x'N + xB)
=k N+x D;N+(x7) B+xdD; B

=& N +x (=T +B) + (k7) B+ xr(—N)

=xkxT+(x —x®)N+(2x t+x7)B
buradan

D, D, IH = (k" —x7?)N + 2x' + k7 )B
oldugundan
A*IH =—DTLDTTIH | | (322)
A'IH = (x7° —x )N - (2x 7+ x7)B
olur. A"IH = AIH denkleminden
(x7° —x )N —(2x 7+ k7 )B = AxN

dir ve buradan da (3.2.1) denklemleri elde edilir.
(<) Tersine (3.2.1) denklemleri A"IH = AIH esitligini saglar.
Tamm 3.2.2: Bir y:M — E™ izometrik immersiyonunun ortalama egrilik vektorii IH igin

A'IH =0
kosulu saglamyorsa y : M — E™? izometrik immersiyonuna (ya da M alt manifolduna) zayif
biharmoniktir denir[25].
Teorem 3.2.2: y=y(s):1 c IR— E® , 3-boyutlu Oklid uzayinda regiiler bir egri olsun. y
egrisinin zayif biharmonik egri olmasi icin gerek ve yeter kosul

Kkt —x =0,2x7+x7 =0 (3.2.3)

olmasidir.
Ispat: (=) vy egrisi zayif biharmonik oldugundan tanim geregi A'IH =0 olup (3.2.3)
denklemleri saglanir.
(<) Tersine (3.2.3) denklemleri A"IH =0 esitligini saglar. Bu da y egrisinin zayif
biharmonik egri oldugunu gosterir.
Sonug 3.2.1: ¥ =y(s): 1 c IR — E?®, egrisi 3-boyutlu Oklid uzayinda regiiler bir egri olsun.y

egrisinin zayif biharmonik olmasi igin gerek ve yeter kosul E* de bir geodezik olmasidr.
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Ispat: (=) y egrisinin zayif biharmonik ise A"IH =0 dir. Teorem 3.2.1 den

kP —x =0,2x7+x7 =0
denklemleri saglanir. Bu diferensiyel denklemlerin asikar ¢6ziimii de x =0 dir. Bu ise y nin
E*® de bir geodezik oldugunu gosterir.

(<) Tersine y geodezik ise x=0 olup, bu deger denklemlerini saglar. Bu
kt° —x =0,2x7+x7r =0 denklemler de A"IH =0 esitligini saglar. Bu da y nin zayif

biharmonik oldugunu gosterir.

3.3 E’ de Bir Frenet Egrisini Karakterize Eden Denklem ve Sonuclar

Teorem 3.3.1: y egrisi 3-boyutlu Oklid uzayimnda bir Frenet egrisi olsun. x Ve 7,y egrisinin

sirastyla egrilik ve burulmasi olmak {izere, y egrisini karakterize eden denklem asagidaki

gibidir.

D.°T —(2£+T—jDT2T +("—+’(—T+2££J + K2 +72JDTT +( {fj ]T =0(3.3.1)
K T K KT K T

Ispat: 3-boyutlu Oklid uzayinda y birim hizli Frenet egrisinin Frenet formiilleri,

D, T = &N (3.3.2)
D, N = —«T + B (3.3.3)
D,B=-N (3.3.4)
dir. Burada (3.3.3) den
s=lp. N+XT (3.3.5)
T T
ve (3.3.2) den
1
N==D,T (3.3.6)
K

esitligini (3.3.5) te yerine yazarsak

s=1p. doTy+ 5T
T K T
B =1(—£2DTT +1DT2T)+5T
T K K T
K 1 K
B=-——5D, T+ =D T+=T (3.3.7)
K KT T

dir. Burada (3.3.7) nin tegetsel tiirevi alinirsa,
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D,B= _(LZJ D, T ——D,*T +[ij D, T +(ijDT3T +(5j T+5D,T  (338)
K K KT T

KT T
elde edilir. (3.3.6) degeri (3.3.4) degeri yerine yazilirsa

D,B=-iN=-2D,T (3.3.9)
K

(3.3.8) ifadesi de (3.3.9) de yerine yazilirsa

~IpT :-(sz D, T-——D,°T +(ij D, T +( L JDTST +(£jT +5D,T
K K K KT

KT T T
bulunur. Bu son denklem diizenlendiginde,

1per {[i] —LZ}DTZT {—(%j +E+Z}DTT +(5j T=0
K KT) 1K TK T K T
D,°T + Kfli(ij —LZ}DTZT +K7l:(%j +f+1]DTT + m(f) T=0
KT) 1K TK T K T
olur. Bu denklemdeki katsayilar sadelestirilip diizenlenirse,

{( 1 j K } _—(KT)' K }
KT|| — | —— | =«T1] -—
kt) 1K’ i CH

—KT7T—KT K
= KT - 2

(x7)? K
K T K
K 7T K

K K T K s 2
KT —| — | +—+—|=—K - | +x° 4T
K T K K

C o 2 .
:_K,|:K‘Z'K k (r x 2KK1)}+K2+2_2

(7?)?
"\ 2
:_(K__K_f_@},czﬂz
K KT K
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dir. Bu degerler denklemde yerine yazilirsa (3.3.1) denklemi elde edilir.
Teorem 3.3.2: 3-boyutlu Oklid uzayinda bir genel helisi karakterize eden diferensiyel
denklem asagidaki gibidir.

. N\ 2
D,*T -3%5 DT J{—"—w{ﬁj ps +r2]DTT =0 (3.3.10)
K K K

Ispat: 3-boyutlu Oklid uzayinda y Frenet egrisi bir genel helis ise,
E:sbt:>(£j P
T T K T
dir. Bu degerler (3.3.1) denkleminde yerine yazilirsa, (3.3.10) denklemi elde edilir.
Sonuc 3.3.1: 3-boyutlu Oklid uzayinda bir genel helisin diger bir karakterizasyonu asagidaki
gibidir.

. " N\ 2
AIH +3% D, IH {"——3{£} ~(x? +12)}IH -0 (3.3.11)
K K K

Ispat: y Frenet egrisi 3-boyutlu Oklid uzayinda bir genel helis ise,
' ' ' 2
L Sbt:{fj | N , Laplace operatorii A = —d—2 =-D; D; ve ortalama egrilik
T T k ¢ S
vektdr alan1 IH = D, = D; T olup bu degerler (3.3.1) de yerine yazilirsa, (3.3.11) denklemi

elde edilir.
Sonu¢ 3.3.2: 3-boyutlu Oklid uzayinda bir dairesel helisi karakterize eden diferensiyel

denklem asagidaki gibidir.
DT +(x? +73)T =0 (3.3.12)
Ispat: 3-boyutlu Oklid uzayinda y Frenet egrisi dairesel helis ise,
k=sht,r=sbt, kx =0,7 =0

dir. Bu degerler (3.3.1) denkleminde yerine yazilirsa (3.3.12) denklemi elde edilir.
Sonu¢ 3.3.3: 3-boyutlu Oklid uzaymda bir dairesel helisin diger bir karakterizasyonu
asgidaki gibidir.

AIH —(x* +7%)IH =0 (3.3.13)
Ispat: Laplace operatdrii AIH =—D,D;IH dir. Bu degerler (3.3.12) denkleminde yerine
yazilirsa (3.3.13) denklemi elde edilir.
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3.4. E® de Bir Frenet Egrisini Normal Konneksiyona Gore Karakterize

Eden Denklem ve Sonuglari

Teorem 3.4.1: y egrisi 3-boyutlu Oklid uzayinda bir Frenet egrisi olsun. x Ve r, 7y egrisinin
sirasiyla egrilik ve burulmasi olmak tizere, y egrisini normal konneksiyona gore karakterize

eden diferensiyel denklem asagidaki gibidir.

DTLDTLDTLT—(2£+T—)DTLDTLT +[K—+K—T+2(£J +72]DTLT:0 (3.4.1)
K T K KT K

Ispat: 3-boyutlu Oklid uzayinda normal konneksiyona gore bir egrinin Frenet formiilleri,

D, T =xN (3.4.2)

D,"N =B (3.4.3)

D, B =—N (3.4.9)
seklindedir. (3.4.3) esitliginden

-1 D, "N (3.4.5)
T
ve (3.4.2) esitliginden
N=T D, T
K

esitligini (3.4.5) esitliginde yerine yazarsak

B =1DTL(£ DTlTj

T K
1| « 1
B:—{——ZDTLT +—DTLDTLT}
T K K
olup buradan
B=—" D, T+1D D T
2 T T T
K KT

bulunur. Bulunan N ve B degerlerini (3.4.4) esitliginde yerine yazarsak

DT{_k_zDTLT +£DTLDTLT} :_T|:E DTLT:|

s K K

[‘Lz] D,'T-2,D,'D,'T +(i] D,“D'T +=-D,"D, D, T+ D, 'T =0 (346)
K K KT kT K

olur. Burada katsayilar sadelestirilip diizenlenirse
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B ) (xrx?+2xr(k )’ — K
%’ ’x*

(ij _(—K‘IT—KTI)

KT K27’

olur. Denklemde yerine yazilirsa (3.4.1)esitligi elde edilir.

Teorem 3.4.2: 3-boyutlu Oklid uzaymnda normal konneksiyona gore bir genel helisi
karakterize eden diferensiyel denklem asgidaki gibidir.

. N\ 2 "
D,"D, D;"T +[—3£)DTLDTLT J{e{ﬁj _K_+T2JDTLT -0 (3.4.7)

K K K

Ispat: 3-boyutlu Oklid uzayinda y Frenet egrisi normal konneksiyona gore bir genel helis ise,

K

:sbt:(—j :O:>£:T—

K
T T K T
dir. Bu degerler (3.4.1) esitliginde yerine yazilirsa (3.4.7) esitligi elde edilir.

Sonug¢ 3.4.1: 3-boyutlu Oklid uzayinda normal konneksiyona gore bir genel helisin diger bir
karakterizasyonu asagidaki gibidir.

A“IH +(3’5JDTL|H {—3{") +’“"—72]|H =0 (3.4.8)
K

K K

Ispat: 3-boyutlu Oklid uzayinda y Frenet egrisi normal konneksiyona gére bir genel helis ise,

=L ve A'=-D,'D,* , IH=D,'T olup bu degerler

K —sbt = (fj 0 =
.

T T

x|

(3.4.7) denkleminde yerine yazilirsa (3.4.8) denklemi elde edilir
Sonu¢ 3.4.2: 3-boyutlu Oklid uzayinda normal konneksiyona gére bir dairesel helisi
karakterize eden diferensiyel denklem asagidaki gibidir.

D, "D, D; IH+7°D,; " IH =0 (3.4.9)
Ispat: 3-boyutlu Oklid uzayinda y egrisi bir dairesel helis oldugundan

k=sbt,z=sbt =>x =0,7 =0
dir. Bu degerler (3.4.1) denkleminde yerine yazilirsa (3.4.9) denklemi elde edilir.

Sonug¢ 3.4.2: 3-boyutlu Oklid uzaymda normal konneksiyona gére bir dairesel helisin diger

bir karakterizasyonu asagidaki gibidir.
A'IH -7°D; " IH =0 (3.4.10)
ispat: A' =—-D,"D;” ve IH =D, T degerleri (3.4.9) esitliginde yerine yazilirsa (3.4.10)

denklemi elde edilmis olur.
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4. 3-BOYUTLU MINKOWSKIiI UZAYINDA BiHARMONIK
EGRILER

4.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzaymmda AIH =AIH Denklemini Saglayan
Egriler
Bir y egrisi lizerinde Dy‘;/' =0 ise birim hizl1 y egrisine bir geodezik egri ad1 verilir.
Burada D, L°® deki Levi-Civita konneksiyonudur. L® de her Frenet y egrisi igin,
{T,N,B}, T=y(s) olacak sekilde y boyunca bir ortanormal cat1 alamdir. Riemann

geometrisindeki durum gibi, bir y frenet egrisinin geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
x =0 olmasidir. Sabit egrilik ve sifir burulmali bir Frenet egrisine pseudo ¢cember denir.
Dairesel helis, egriligi ve burulmasi sabit olan bir Frenet egrisidir. Cember olmayan helisler
de proper helislerdir[15], [21], [22].
Teorem 4. 1. 1: 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir Frenet egrisi = y(s):1 < R — L* olsun
ve Laplasiyen operatorii A ile gosterilsin. y egrisinin AIH = AIH esitliginin saglanmasi igin
gerek ve yeter kosul y egrisinin bir dairesel helis olmasidir. Burada,
i) y egrisi A =—x"+r”olacak sekilde bir timelike dairesel helistir.
ii ) 7 egrisi A=-x*—1r’olacak sekilde asli normali time-like olan bir space-like dairesel
helistir.
iii ) y egrisi A=x”—1° olacak sekilde binormali time-like olan bir space-like dairesel
helistir
Iv) y egrisi A =—2«k7 olacak sekilde null olan bir dairesel helistir.
Ispat: i) (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3) esitliklerinden faydalamlarak
IH=D,T =&N
D;IH =D; (sN) =x N +xD; N
=k N + x(xT +B)
D IH =«’T +x N +xB (4.1.2)
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D, D;IH = D; (x°T + & N + xB)
=2kk T +k°D;T+x N +x D;N +(x7) B+xD, B
=2k T +x°D;T+x N+x D;N+(x7) B+xD; B
=2k T +&°N+x N +x «T +x B+ (k1) B—x7r°N
=3kxT+(k*+x —xkt?’)N+(2x7+x7)B
AIH =-D;D; IH = 3« T + (—x° — " +x7°)N +(2x —x7 )B (4.1.2)
oldugunu soyleyebiliriz.
AIH = AIH
~3kxT +(—x° -k +x7°)N+(-2x 7 — k7 )B = AxN
kK =0, — K-k +x° =)k , —-2k7—kKT =0
y egrisi bir dairesel helis oldugundan

k=sht,r=sbt > x =0,7 =0 =« =0,r =0

dir.

Kk +Kkr? =k kT’ =K
= k(—x*+1%) =k
= -k’+7’ =2

dir.
i) (2.1.4), (2.1.5), (2.1.6) esitliklerinden

IH=D;T =«&N
D;IH =D, (kN) =« N + kD, N
=& N + x(xT +B)
D;IH =«’T +x N +xB (4.1.3)
D, D; IH = D; («°T + & N + xB)

=2kk T +k°D;T+x N +x D;N +(x7) B+xD, B

=2k T +x?(N) + & N + & (KT +B) + (x7) B+ xr(N)

=2k T +&°N+x N +x «T +x B+ (xk7) B+x7°N
=3kxT+(k*+x +x°)N+@2x7+x7)B

AIH =-D;D; IH = -3xxT — (x° +x +x7*)N +(-2x 7 —x7)B (4.1.4)
oldugunu soyleyebiliriz.
AIH = AIH
-3k T —(c* +x +x7°)N+(-2x 7 —x7 )B = AxN
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y egrisi bir dairesel helis oldugundan
k=sbt,r=sbt > x =0,7 =0 =« =0,7 =0
dir.
—(* +x +xr%) = Ak
—2x7—x7 =0
(K +x +xr?)=—(x® + k1) = A
= -k’ +7°) = Ak
= -(k*+7%)=2
dir.
i) (2.1.7), (2.1.8), (2.1.9) esitliklerinden benzer islemler yapilirsa,
D;IH = x°T +x N +x8B (4.1.5)
AlH =-D;D; IH =3k« T + (x° —x — k)N +(2x 7 — k7 )B (4.1.6)
dir. AIH = AIH oldugundan
kk =0 , (K-« —xt?)=Ax , —2x7—x7 =0
esitlikleri elde edilir. y egrisi bir dairesel helis oldugundan
k=sbht,r=sbt = x =0,7 =0 =« =0,z =0
dir. Buradan da
(- —x1°)=K°—K1°* = Ak

= S )

dir.
iv ) (2.1.10), (2.1.11), (2.1.12) esitlikleri kullanilarak benzer islemler null egrisi i¢in de
yapildiginda
D;IH =« —x N —x°B (4.1.7)
AlH =-D,D; IH = —(2x 7+ x7 )T — (257> + k& )N +3x xB (4.1.8)
bulunur. AIH = AIH esitliginden
2k t+x7 =0 , -2k’ +x )=k , kk =0

elde edilir. y egrisi bir dairesel helis oldugundan
k=sbht,r=sbt > x =0,7 =0 =« =0,z =0
dir. Bu degerler denklemde yerine yazildiginda

—(2x7t* + k) =-2k"T = Kk
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—-2k7=21

dir.
Sonu¢ 4.1.1: 3-boyutlu Minkowski uzaymda y, null olmayan bir Frenet egrisi olsun.y
egrisinin geodezik olmayan biharmonik egri olmasi i¢in olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
asagidakilerden birisinin gecerli olmasidir.
1) y egrisi k¥ = =7 olacak sekilde timelike bir helis,
i) ¥ egrisi k¥ =+7 olacak sekilde binormali timelike olan bir spacelike helis,
3-boyutlu Minkowski uzayinda asli normali timelike olan spacelike egriler yoktur.
Ispat: (=) y egrisi biharmonik egri olsun. AIH =0 dur.
i) ¥ egrisi timelike egri olsun. Teorem 4.1.1 i) de x=sbt = x =0 = x =0 olmasindan
yine —x? +7% =1 degeri elde edilir. Burada A =0 oldugundan x* =7° = x =+ dur.
i) y egrisi binormali timelike olan spacelike bir helis olsun. Teorem 4.1.1 iii) de
k=sbt =>x =0 = x =0 olmasindan yine —x°+7°>=A1 degeri elde edilir. Benzer
sekilde 4 =0 oldugundan x* =7° = x =+ dir.

3-boyutlu Minkowski uzayinda asli normali timelike olan spacelike egriler i¢in Teorem
4.1.1.ii)de x=sbt = x =0 = x =0 olmasindan x° +7° = A degeri elde edilir. 1 =0
oldugundan x° +7? = Qolacak sekilde x ve 7 degerleri yoktur.
Sonu¢ 4.1.2: 3- boyutlu Minkowski uzaymda bir Frenet null egrisi y olsun. y egrisinin
biharmonik egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 7= 0 olacak sekilde bir pseudo null cember

olmasidir.

Ispat: (=) y egrisi biharmonik oldugundan AIH =0 dir. Teorem 4.1.1 den A=-2«xr
denkleminde A yi1 sifir yapan deger, x =0 ve ya =0 dir. y bir Frenet egrisi oldugundan

x # 0 dir. Bu durumda 7 =0 olmalidir.

(<) Tersine y null egrisi bir pseudo null gember olsun. 7 =0 dir ve 1 =—-2x7 denklemini
sifir yapan degerdir. Buradan AIH =0 olup y egrisi biharmonik null egrisidir.
Teorem 4. 1. 2: 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir Frenet egrisi y =y(s):1 cR— L

olsun. A Laplasiyen operatorii olmak iizere

AIH + AD; IH + z4H =0 (4.1.9)

denklemi saglanirsa,
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. " N\ 2
i)y egrisi A=3%, u= ("— - 3(5J TP er , olacak sekilde bir time-like egridir.
K K K

. " O\ 2
i) y egrisi A= 3& , U= [K—Z{ﬁj + K2 +72J, olacak sekilde asli normali time-like
K K K

olan bir spacelike egridir.

K

K

2
J —K’+ TZJ , olacak sekilde binormali time-like olan
K

i) yegrisi A=3, u ={"—3(
K
bir spacelike egridir.

K

K

2
J + ZKTJ , olacak sekilde bir null egrisidir.
K

iv) y egrisi 1=35 : ,u[’(——?{
K

Ispat:
1) y bir timelike egrisi i¢in (4.1.1) ve (4.1.2) esitlikleri (4.1.9) esitliginde yerine yazilirsa
(-3xx + AT +(—«° =k +x7° + A + ux)N + (25 7 — k7 + Ax7)B =0
dir. Buradan
—3kx + k% =0
—Kk°—K 4K+ Ak +ux=0
-2k 7—KT + Akt =0

bulunur. Bu denklemlerden A ve u degerleri ¢ekilirse

. N N\ 2
=35, y{’(—s[ﬁj s TZJ
K K K
elde edilir.

ii) (4.1.3) ve (4.1.4) esitliklerinden
D, IH =x’T +x N +xB
AlH = 3xxT —(° +x +x7°)N + (25 7—x7)B
dir. Bu degerler (4.1.9) denkleminde yerine yazilirsa
(-3xx + AT +(—x° =k —k7° + Ak + uxK)N +(—2x 7 — 7 + AkT)B =0
denklemi bulunur ve burada
—3kKx + k% =0

—xP -k —KkT? + Ak +uxk=0
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-2k T7—KT + Akt =0

. " N\ 2
4_3£,,,,_['<__3(£j KJ
K K K
degerleri elde edilir.

iii ) (4.1.5) ve (4.1.6) esitlikleri (4.1.9) denkleminde yerine yazilirsa

dir. Bu denklemlerden de

Brxx — AT +(° —x —x7* + A + uxK)N + (=25 7 —x7 + Ak7)B =0
dir. Buradan da
3kx —Ax* =0
K-k —kT°+ Ak +ux=0
~2x7—KkT + Akt =0

dir. Bu esitliklerden de

degerleri elde edilir.

iv) (4.1.7) ve (4.1.8) esitlikleri (4.1.9) denkleminde yerine yazilirsa
(267 —x7 + AKT)T +(2x7° =k + Ak + ux)N+ B x—Ax?)B=0
bulunur. Buradan
(267 —x7 +Ak7) =0
(2x7° -k + Ak + ux) =0
(Bx xk—Ax?)=0

dir. Buradan da

esitlikleri elde edilir.
Teorem 4.1.3: 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir Frenet egrisi y =y(s):1 cR— L
olsun.  egrisini karakterize eden diferensiyel denklem asagidaki gibidir.

D;°T +4,D;°T + 4,D; T+ A,T =0

ve
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. . " v N\ 2 '
i) ¥ egrisi ﬁlz—(zﬁﬁ—],%:—’f—ﬂ(—f—z(ﬁ] —K2+TZ,/13=—KF(£j olacak

K T K KT K T

sekilde bir time-like egridir.
. . " " N\ 2 '
i) 7 egrisi A = —£2£+T—J, A=t KT 2(£j ki1, A, = —K‘{EJ olacak
K T K KT K T
sekilde asli normali time-like olan bir spacelike egridir.
i) yegrisid, = —[2£ + T—j, A, = _K + KT + 2{£J +x2-12%, Ay = —K'/‘(E) , olacak
K T K KT K T

sekilde binormali time-like olan bir spacelike egridir.
' " W\ 2 '
V) y eprisi A =—o A, = —’(—+3[£j —2KT, Ay = Kz(i) olacak sekilde bir null
K K K K
egrisidir.
Ispat: i) y egrisi bir timelike egri ise (2.1.1) ve (2.1.3) esitliklerinden

N :EDTT (4.1.10)
K

B=1[D,N —4T]
T

(o))

K 1 K
B=-—5D, T+ —DT-=T (4.1.11)
K KT T

(4.1.11) in tegetsel yonde tiirevi alinirsa

D,B = _(LZJ D, T - DT +(ij D, 2T +(ijDT3T —[fj T-“p.T
K K KT KT T T

(4.1.1) esitligi (2.1.3) esitliginde yerine yazilirsa

D,B=-MN=--D,T

dir. Denklemde yerine yazildiginda

~Ip,T= —(LZJ D, T-—-D,°T +(ij D, T +(ijDT3T —(f) T-%p,T
K K K

(ijDTBT {(ij —LZ}DTZT {(%J 5+1]DTT —(EJ T=0
KT KT K K T K T
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D,°T +K’7|:(ij —%}Dﬁ +KV|:—[L2J —£+Z}DTT —K{Ej T=0
KT K K T K T

elde edilir. Katsayilar1 diizenlesek,
K{(Lj _LZ} _ _(25 +f_)
KT) 1K K T
i ! ' " 't "\ 2
KTl — Lz RN [ S +—2(K2) +Kx2+7°
K T K K KT K

DTST _(2£+T_ DTZT +[K—+K—TZ(£j -k +z'2]DTT —K{Ej T=0 (4.1.12)
T

K T K KT K

bulunur. Buradan da A4, ,4,, 4, degerleri elde edilir.
il ) y egrisi asli normali timelike olan spacelike bir helis olsun. (2.1.4), (2.1.5) ve (2.1.6)

esitlikleri kullanilarak i) ifadesine benzer sekilde islemler yapildiginda

DTST—(2£+T—jDT2T+{—K—+£+Z(£J _Kz_fZ}DTT—m(E]To (4.1.13)
T

K T K KT K

denklemi elde edilir. y genel helis oldugunda (4.1.13) denklemi diizenlenirse,

, " N\ 2
D,*T -35D,*T +(K—3[£j e +T2JDTT -0
K K K

bulunur. Buradan da A4, ,4,, 4, degerleri elde edilir.
iii ) » egrisi binormali timelike olan spacelike bir helis olsun. (2.1.7), (2.1.8) ve (2.1.9)

esitlikleri kullanilarak i ) ifadesine benzer sekilde islemler yapildiginda

DTBT—(2£+T—jDT2T {’(—+K—T+2(£j +K22'2]DTTK{EJT =0 (4.1.14)
T

K T K KT K

bulunur. Buradan da A4, ,4,, 4, degerleri elde edilir.
IV) y egrisi bir null genel helisi olsun. (2.1.10), (2.1.11) ve (2.1.12) esitlikleri kullanilarak

benzer sekilde islemler yapildiginda

, " N\ 2 '
D,°T -~ DT +[K—+3(£J - 2KT]DTT —KZ(EJ T=0 (4.1.15)
K K K K

bulunur. Buradan da 4,, 4,, 4, degerleri elde edilir.
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Sonug 4.1.3: 3-boyutlu Minkowski uzayinda y egrisinin diger bir karakterizasyonu asagidaki
gibidir.
1) y bir timelike genel helis oldugunda

. " N\ 2
AIH +3%D. IH {"——3(5} ps —erIH =0
K K K

il ) y egrisi asli normali timelike olan spacelike bir genel helis oldugunda

' " N\ 2
AIH +35 D, IH +["—3(£] s +TZJ|H =0
K K K

Ili ) y egrisi binormali timelike olan spacelike bir genel helis oldugunda

. " N\ 2
AIH +3%5-D, IH +[K—3(£J s +12]|H =0
K K K

Iv) y egrisi null olan bir genel helis oldugunda

. .. 2
AIH + %D, IH +["——3[£J +2K‘TJ|H =0
K K K
dir.
Ispat: AlH =-D.°T
D,*T =D, IH

degerleri kullanilirsa

. N N\ 2
i) —-D,°T +3K—DT2T+[K—3(£J +K272JDTT=0
K K K

. " N 2
AIH +3%5.D, IH +[’“—3(£J +K22'2J|H=0
K K K
K K

. " N\ 2
i) —D,°T +35 D, T +["—3(£j +K2+T2}DTT—O
K

. N O\ 2
AIH +3%5-D, IH +[K—3(£J ps +72JIH =0
K K K

. " N\ 2
i) —D,°T +35-D,°T +[’f—3(£] K2+T2JDTT =0
K K K
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, " N\ 2
AIH +3% D. IH {’(——3(5} e +r2]IH =0
K K K

. M N\ 2
iv) - D, °T + 5 D.°T +[’<——3[£J +2m']DTT =0
K K K

. " o\ 2
AIH + % D, IH {"—3(5} +2KTJ|H =0
K K K

elde edilir.

Sonug 4.1.4: 3-boyutlu Minkowski uzayinda y egrisinin diger bir karakterizasyonu asagidaki
gibidir.
1) yegrisi bir timelike dik dairesel helis oldugunda

D.°T +(—x* +7?)D, T =0 (4.1.16)
i) y egrisi asli normali timelike olan spacelike bir dik dairesel helis oldugunda

D.°T +(—x* —7?)D, T =0 (4.1.17)
Iii ) y egrisi binormali timelike olan spacelike bir dik dairesel helis oldugunda

D.°T +(x*—7?)D,T =0 (4.1.18)
iv) y egrisi null olan bir dik dairesel helis oldugunda

D,;°T +(-2x7)D; T =0 (4.1.19)
dir.
Ispat: y egrisi dik dairesel helis oldugundan

k=sbt, r=sht >k =0ver =0=x =0ver =0

dir.
i) yegrisi dik dairesel helis oldugunda degerler (4.1.12) esitliginde yerine yazilirsa (4.1.16)

denklemi elde edilir.
ii) (4.1.13) esitliginde yerine yazilirsa (4.1.17) denklemi elde edilir.
iii ) (4.1.14) esitliginde yerine yazilirsa (4.1.18) denklemi elde edilir.
vi) (4.1.15) esitliginde yerine yazilirsa (4.1.19) denklemi elde edilir.
Sonug 4.1.5: 3-boyutlu Minkowski uzayinda y egrisinin diger bir karakterizasyonu asagidaki
gibidir.
1) yegrisi bir timelike dik dairesel helis oldugunda
AIH +(x* —=7%)IH =0 (4.1.20)
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ii ) y egrisi asli normali timelike olan spacelike bir dik dairesel helis oldugunda
AH +(x* +7%)IH =0 (4.1.21)
iii ) y egrisi binormali timelike olan spacelike bir dik dairesel helis oldugunda
AH + (—x* +7?)IH =0 (4.1.22)

iv) y egrisi null olan bir dik dairesel helis oldugunda

AIH + (2x7)IH =0 (4.1.23)
dir.
Ispat: AlH = —DT3T
D;T=1IH
oldugu bilinmektedir.

1) (4.1.16) ifadesinden

—D;°T +(x* —7%)D;T =0
dir. Buradan da (4.1.20) denklemi elde edilir.
ii ) (4.1.17) ifadesinden

-D.°T+(&?*+7%)D, T =0
dir. Buradan (4.1.21) denklemi elde edilir.
iii ) (4.1.18) ifadesinden

—D;°T + (—x? +7%)D; T =0
dir. Buradan (4.1.22) esitligi bulunur.
vi)) (4.1.19) ifadesinden

—D,°T +(2x7)D,; T =0

dir. Buradan da (4.1.23) esitligi elde edilir.

4.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda 1. Tipten Harmonik Egriler

Teorem 4.2.1: y 3-boyutlu Minkowski uzayinda regiiler bir egri olsun. y egrisi 1. tipten
harmonik egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

i) y egrisi k7° —x = Ak, 2k t+x7 =0 olan timelike bir egridir.

i) y egrisi —xt°—x =k, 2xt+x7 =0 olan asli normali timelike olan bir spacelike
egridir.

iii) y egrisi x7° —x = Ax, 2k T+ x7 =0 olan binormali timelike olan bir spacelike egridir.

iv) ¥ egrisi —x7° —x = Ax, xkx =0 olan bir null egrisidir.
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Ispat: (=) y l.tipten biharmonik olmasi i¢in A"IH = AIH olmalidir.
A*IH =-D,"D;"IH
i) y timelike bir egri oldugundan
D; IH = D; ()
=k N+&D;N =« N +x (kT +B) = x°T + & N + kB
D, IH =«'N +xB
D, D;"IH = D, (x'N + xB)
=x N+x D;N+(x7) B+xD,B
=& N+« («T +B)+ (k1) B+ xr(—2N)
=k kT +(x —x*)N+(2x7+x7)B
D, D, IH = (x" —x7°)N +(2x 7 + k7 )B
A*IH =-D,"D; " IH
A'H =(x —xt®)N+(@2x7+x7)B
A"IH = 2IH
oldugundan
(x" —x7?)N +(2x 7+ x7 )B = AN
dir. Buradan da teoremdeki esitlikler elde edilir.
ii) » asli normali timelike olan bir spacelike egri oldugundan ayni islemler uygulandiginda
A'H =—(x +x7*)N-(2x r+x7)B
bulunur. A" IH = AIH oldugundan
—(x +x7*)N - (25 7+ x7)B = AxN
dir. Buradan teoremdeki esitlikler elde edilir.
iii) ¥ binormali timelike olan bir spacelike egri oldugundan ayni islemler uygulandiginda
A'IH =—(x —x?)N-(2x t+x7)B
bulunur. Buradan da
—(xk —x7°)N—(2x 7+ x7)B = AxN
dir. Buradan teoremdeki esitlikler elde edilir.
IV) y bir null egrisi oldugunda
A"IH = —(x" +x°7t)N +3xx' B
dir.



—(x" +x*7)N +3xx B = AxN
~(x +x*7)N =k , xkx =0
bulunur.
(<) Tersine gerek kosulda elde edilen denklemler A"IH = AlIH esitligini sagladigindan y

egrisi 1. tipten harmoniktir.

Teorem 4.2.2: 3-boyutlu Minkowski uzaymda y bir Frenet egrisi olsun. y egrisinin 1. tipten
harmonik egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir dik dairesel helis olmasidir. Burada

i) » egrisi, timelike bir dik dairesel helis i¢in A =177,

i) 7 egrisi, asli normali timelike olan dik dairesel helis i¢in A =—72 ,

iii) » egrisi, binormali timelike olan dik dairesel helis icin A =77,

iv) ¥ egrisi, null dik dairesel helisi i¢in 1 =—z dir.

Ispat: (=) y egrisi 1. tipten harmonik egri ise A"IH = AIH denklemi saglamir. Teorem
4.2.1 den

i) k7 -k =1k , 2k 7+Kx7 =0

i) —xr’—x =Ak , 2k 7+x7 =0

iii) kP -k =Ax , 2k7t+x7 =0

iv) —x7° -k =Ax , kK =0

denklemleri vardir. y bir Frenet egrisi oldugundan x #0 dir. Bu denklemlerin saglanmasi
icin x =sbt ve 7 =sbt olmalidir ve dolayisiyla sirasiyla A degerleri saglanir. Bu ise y nin
bir dik dairesel helis oldugunu gdésterir.

(<) y egrisi dik dairesel helis olsun. x =sbt ,7=sbt = x =0,7 =0 =« =0,7 =0
dir. Teorem 4.2.1 den

i) y egrisi, timelike egri oldugundan x7° —x = Ax dir. Degerler yerine yazilirsa A =7?
elde edilir.

i) y egrisi, asli normali timelike olan dik dairesel helis oldugundan —xz* —x = Ax dir.

Burada da A =—z2 elde edilir.

iii) Benzer sekilde y egrisi, binormali timelike olan dik dairesel helis oldugunda 1 = z* dir.

iv) y egrisi, null dik dairesel helisi oldugundan A = —z? elde edilir.
Teorem 4.2.3: y egrisi 3-boyutlu Minkowski uzayinda regiiler bir egri olsun. y egrisi zayif

biharmonik egri olmasi igin gerek ve yeter kosul
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i) y egrisi kt° —x =0, 2k r+x7 =0 olan bir timelike egri

i) y egrisi —x7> —x =0, 2x 7+ x7 =0 olan asli normali timelike olan bir spacelike egri

iii) y egrisi k7 —x =0, 2k r+x7 =0 olan binormali timelike olan bir spacelike egri

iv) ¥ egrisi —x7° —x =0, kx =0 olan bir null egrisi olmasidr.
Ispat: y zayif biharmonik olmas1 i¢in A*IH = 0 olmalidir
i) y timelike bir egri oldugundan

A'H =(x —xt®)N+(2x 7 +x7)B
dir. Burada A"IH =0 olmas: igin

(x —x®)N+(2x7+x7)B=0
olmalidir. Buradan da
kP —x =0,2x7+x7 =0

esitlikleri elde edilir.
i) » asli normali timelike olan spacelike bir egri oldugundan

A'H =—(x +x7*)N-(2x r+x7)B
dir. Burada A"1H =0 olmast icin

~(x +x")N-(2xt+x7)B=0
olmalidir. Buradan da
—x —xk7°=0,2x7+Kk7 =0

esitlikleri elde edilir.
iii) ¥ binormali timelike olan spacelike bir egri oldugundan

A'IH =—(x —x°)N-(2x r+x7)B
dir. Buradan da benzer sekilde

kP —k =0,2x7+k7 =0
esitlikleri elde edilir.
iv) 7 bir null egrisi oldugundan
A"'IH =—(x" +x°7)N +3xx B
dir. Benzer sekilde
—(x +x°1)=0,xx =0

esitlikleri elde edilir.
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Teorem 4.2.4: 3-boyutlu Minkowski uzayinda y egrisini normal konneksiyona gore

karakterize eden diferensiyel denklem asagidaki gibidir.

1) y timelike genel helisi i¢in

. . " - N\ 2
D,*D,*D,'T +{—2£—T—}DTLDTLT +[r2—’<—+ﬂ+2(ﬁJ ]DTLT =0(4.2.1)
K T K KT K

ii ) y spacelike genel helisi igin

D,*D,*D,*T J{—Zﬁ—r—}DﬁDﬁT +[2'2 —"—+"—’+2[£j }DTLT =0(4.2.2)
K T K KT K

iii) y null genel helisi i¢in

. " i\ 2
D,*D,*D,*T +~ D, *D,*T +[ m—’(—+3(£j }DTLT =0 (4.2.3)
K K K
dir.
Ispat:
i) 7 bir timelike egri oldugundan
DT =N (4.2.4)
D,"N =B (4.2.5)
D, ‘B =—mN (4.2.6)
dir. (4.2.4)esitliginden
N=1p T 4.2.7)
K
ve (4.2.5) esitliginden
B=1D,"N
T
dir. Bu esitlikte (4.2.7) ifadesini yerine yazalim.
-1 Dﬁ(i DTLTJ
T K
B= 1[—% D, T+1 DTLDTLT}
7| « K
B=——_D,'T +Lp DT (4.2.8)
179 KT

(4.2.7) ve (4.2.8) esitliklerini (4.2.6) ifadesinde yerine yazarsak
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DT{—LZDTLT +iDTlDTlT} =—r(1 DTLT)
K K K

K ) K 1) 1 T
(——ZJ D, T +[——2JDTLDTLT +(—j D, D, T +[—jDTLDTLDTlT =——D,'T
K K KT KT K

L b,'p,'D,'T {(ij —LZ}DTLDTLT +[[L2j +1]DTLT =0
KT KT K K K

D,*D,*D,'T + Kfi:(i] —LZ}DTLDTLT +Kfl:— (LZJ +1]DTLT =0 (4.2.9)
KT K K K

dir. Katsayilar1 diizenlersek,

bulunur. Bu degerler de (4.2.9) esitliginde yazilirsa (4.2.1) denklemi elde edilir.

ii ) y bir spacelike egri oldugundan

D, T =N (4.2.10)
D,"N =B (4.2.11)
D, B=1N (4.2.12)

dir. i ) ifadesine benzer islemler burada da yapilirsa

D,*D,*D,'T +K7|:(ij —LZ}DTLDTLT +K{(sz £]DTLT =0
KT K K K

bulunur. Katsayilar diizenlendiginde (4.2.2) denklemi elde edilir.

iii ) y bir null egrisi oldugundan

D, T =«N
D, "N =-«B
D, B=-N

dir. Yine i) ifadesinde oldugu gibi benzer islemler yapilirsa

D, D, 'D,'T —K{%—Z%}DTLDTLT —KZ[(%j +£]DTLT =0
K K K K
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bulunur. Katsayilar diizenlendiginde (4.2.3) denklemi elde edilir.

Sonuc 4.2.1: 3-boyutlu Minkowski uzayinda y egrisini normal konneksiyona gore diger bir

karakterizasyonu asagidaki gibidir.

i) y bir timelike egri oldugunda

. . " N\ 2
ALIH+{2£+T—}D IH+[—T +——ﬂ—2( HlH_o (4.2.13)
K

K T K KT

i) » bir spacelike egri oldugunda

. . N N\ 2
A'IH +{—25+T—}D |H+[f +——’“—T—2( ]]IH—O (4.2.14)
K

K T K KT

iii ) y bir null egrisi oldugunda

ALIH—KDTLIH {m#‘—'—?{ﬁ'ﬂm =0 (4.2.15)
K K K
dir.
Ispat:
D.IH=D.D.T (4.2.16)
A*IH =-D, D, IH (4.2.17)

i) y bir timelike egri oldugundan (4.2.1) esitliginden

! N\ 2
~D,*D, D, T {—2———}D D, ‘T —[r ——+"—T+2(5J }DTLT =0
K T K KT K
dir. Burada (4.2.16) ve (4.2.17) esitliklerinden (4.2.13) denklemi elde edilir.
i) y bir spacelike egri oldugundan (4.2.2) esitliginden

M N\ 2
-D,'D, "D, T - {2———}D D, T{r ——+K—T+2(5j }D#T=0
K T K KT K

dir. Burada (4.2.16) ve (4.2.17) esitliklerinden (4.2.14) denklemi elde edilir.
iii ) y bir null egrisi oldugundan (4.2.3) esitliginden
. " o\ 2
-D,*D,*D,*T -£ D.*D,'T {— m—"—+3{5} }DTLT =0
K K K

dir. Benzer sekilde (4.2.16) ve (4.2.17) esitliklerinden (4.2.15) denklemi elde edilir.

Sonug 4.2.2: 3-boyutlu Minkowski uzayinda y egrisinin normal konneksiyona gore diger bir

karakterizasyonu asagidaki gibidir.
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i) y egrisi bir timelike genel helis oldugunda

. " N 2
A'IH +35 D IH {12+’(—3[£J ]IH =0 (4.2.18)
K K K
I1) y egrisi bir spacelike genel helis oldugunda
. " N\ 2
A'IH -5 D *1H +[12+"——3(£j ]m =0 (4.2.19)
K K K
iii ) y egrisi bir null genel helis oldugunda
. " N 2
A'IH -5 D *1H +I:K‘T+K——3(£J ]IH =0 (4.2.20)
K K K

dir.
Ispat: v egrisi 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir genel helis olsun.

Ezsbt:(fj S RN

T T K T

dir.
i ) Bu degerler (4.2.13) ifadesinde yerine yazilirsa (4.2.18) denklemi elde edilir
ii ) Benzer sekilde bu degerler (4.2.14) denkleminde yerine yazildiginda (4.2.19) ifadesi elde
edilir.
iii )Yine bu degerler (4.2.15) ifadesinde yerine yazildiginda (4.2.20) denklemi elde edilir.
Sonu¢ 4.2.3: 3-boyutlu Minkowski uzaymnda y egrisini normal konneksiyona gore
karakterize eden diferensiyel denklem asagidaki gibidir
i) y egrisi bir timelike dairesel helis oldugunda

D, "D, D;"T+7°D;'T =0 (4.2.21)
i) y egrisi bir spacelike dairesel helis oldugunda

D, D;"D;'T —7’D;'T =0 (4.2.22)
ili ) y egrisi bir null dairesel helis oldugunda

D, 'D; 'D;'T —xD; T =0 (4.2.23)
dir.
Ispat: y egrisi Minkowski 3-uzayinda bir dairesel helis olsun.

k=sht,r=sbt > x =0,7 =0=«x =0,r =0

dir.
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i )Bu degerler (4.2.13) denkleminde yerine yazilirsa (4.2.21) ifadesi elde edilir
Il )Bu degerler (4.2.14) denkleminde yerine yazilirsa (4.2.22) ifadesi elde edilir.
iii )Benzer sekilde bu degerler (4.2.115) denkleminde yazildiginda (4.2.23) ifadesi bulunur.

Sonug 4.2.4: 3-boyutlu Minkowski uzayinda y egrisinin normal konneksiyona gore diger bir

karakterizasyonu asagidaki gibidir.

1) y egrisi bir timelike dairesel helis oldugunda
A“IH —7?1H =0 (4.2.24)
1) » egrisi bir spacelike dairesel helis oldugunda
A'IH+7°IH =0 (4.2.25)
ili ) y egrisi bir null dairesel helis oldugunda
A'IH +xdH =0 (4.2.26)
dir.
ispat: A'IH =—D,; D, IH oldugunu biliyoruz.
i) 7 egrisi bir timelike dairesel helis oldugundan (4.2.21 ) esitliginden
—D,"D;"IH -7?D,"T =0
dir. Bu ifadede iistteki esitligi yerine yazdigimizda (4.2.24) ifadesini elde ederiz.
1) y egrisi bir spacelike dairesel helis oldugundan (4.2.22) esitliginden
-D; Dy IH+7’D; " T=0
dir. Benzer sekilde tistteki esitligi yerine yazdigimizda (4.2.25) esitligini elde edebiliriz.
iii ) y egrisi bir null dairesel helis oldugundan (4.2.23) esitliginden
~D,"D; " IH+xD; " T=0
dir. Benzer sekilde buradan da (4.2.26) esitligi elde edilir.
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5. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA BISHOP CATISINA
GORE BIHARMONIK EGRILER

3-boyutlu Oklid uzayinda Bishop Catisina gore bir « egrisinin sirsiyla dogal
egrilikleri k, ve k,ve {N,(s),N,(s)} de keyfi baz olmak iizere,

D, T 0 k k[T
DN, [=|-k, 0 0[N,
D;N,| |-k, 0 0[N,

k=4k’+k,* , 7= —[arc tan(t—zD
1

dir[6].

51. E °de AIH=AIH Denklemini Saglayan Egriler

D, E®iin Levi-Civita konneksiyonu ve IH da y boyunca ortalama egrilik vektdr alanin
gostersin.
IH=D,T =k;N, +k,N,
seklinde verilir, burada k; ve k, sirasiyla ¥ nin birinci ve ikinci egrilikleridir.

Teorem 5.1.1: y=y(s):1 IR — E®, 3-boyutlu Oklid uzayinda regiiler bir egri olsun. y
egrisinin Bishop Catisina gore
AIH = AIH

esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(kZ+k,2) =0, fllk?+k2)-k =2k [oolk? +k7)-k, ]= 2k,  (5.1.2)
olmasidir.
ispat: (=) AIH = AlH esitligi saglansin.

AIH =-D;*IH =-D;?(k,N, +k,N,)

=D, kN, + kDN, +k,N, +k,D; N, )

=D, [k, N, +k, (k,T) +k, N, +k, (-k,T))

—— Dy (k2 — k)T +k, N, +k, N, |
ek =) T+ (k= k,2)DST 4K N, +k, DN, +k, N, +k, Dy N, |
(2 +K,7) T+ (k7 +k,7)DeT =k N, =k, (-k,T) =k, "N, =k, (=k,T)]

= 3(k,K, + Kok, )T (K (k7 +K,7) =k NG + (ky (k7 +K,7) =k, N,

AlIH = AIH oldugundan
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3K, + Kok T + (kg e %) =k, NG + (ky (k2 +K,2) =k, IN = A(Kk N, +,N,)

dir. Buradan da

(kik, +hok, ) =0, [klk? +k,2 )=k [= 2k L kol +k,2 )~k = 2k,
dir. Denklemler biraz daha diizenlendiginde (5.1.1) esitlikleri elde edilir.
Teorem 5.1.2: y egrisi 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri olsun.
AIH = AIH

esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul y egrisinin bir c-slant helis olmasidir ve

A=k +k,’
dir.
ispat: (=) AIH = AIH olsun.(5.1.1) esitlikleri saglanir. Birinci esitlikten
k. +k,>=sbt = k =sbt, k, =sht
= k, =0 ,k, =0
= k, =0 ,k, =0
dir. Bu degerler de diger iki denklemlerde yerlerine yazildiginda
k, (k> +k,%) = Ak, , k,(k,* +k,”) = Ak,
degerleri elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda A= kl2 + k22 degeri bulunur.

(<) y egrisi bir c-slant helis olsun. k, =sbt , k, = sbt dir. Buradan

k,” +k,” =sbt ve (k,°+k,?) =0 elde edilir. Diger taraftan k,” +k,” = 1 denilirse
k (k. +k,%) =k, = k,(k* +k,”) =k, =2k,
K, (k,” +K,%) = Ak, = k,(k* +k," )=k, =7k,

denklemleri de elde edilebilir. Bu denklemler de (5.1.1) esitlikleridir. Dolayisiyla AIH = AIH

esitligi saglanir.
Teorem 5.1.3: 3-boyutlu Oklid uzayinda regiiler bir egri olsun.
y egrisi geodeziktir< y boyunca AIH =0 dir.

ispat: (=) y egrisi geodezik (x =0)olsun.x = kS +k,”> =0 dir. Yani k,> +k,” =0dr.

Bu durum da yalnizca k; =0 ,k, =0 olmast ile saglanir. Bu durumda AIH =0 dir.

(<) AIH =0 olsun. Bu durumda

(k2 +k,2) =0 , k (k> +k,2)—k =0 , k,(k>+k,%)—k, =0
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dir. Birinci denklemden k, =sbt, k, =sbt = k, =0,k, =0= k, =0,k, =0 dir.
Burada k, =c, ve k, =c, olsun.
k (k,”+k,’) -k, =0 = cl(cl2 +c22)=0 =c,=0veyac’+c,” =0
K,k +k,7) =k, =0 = c,(c2+¢,2)=0 =c¢, =0 veya ¢’ +¢c,2 =0
Burada ¢, =0,c,=0 ve ya ¢, °+c,” =0 dir. ilk durumda zaten teorem saglanr.
¢, +c,” =0 durumunda da c, ve c, sayilarmmn kompleks say1 disinda reel olmalar1 durumu

da her ikisinin sifir olmasiyla miimkiindiir. Bu durumda k, =0, k, =0 dir. Yani y egrisi

geodeziktir.

52. E°de Bishop Catisina Gore 1. Tipten Harmonik Egriler

Teorem 5.2.1: y 3-boyutlu Oklid uzayinda regiiler bir egri olsun. y egrisinin 1. tipten

harmonik egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

% = % (5.2.1)
olmasidir.
ispat: :
(=) A'IH =-D;"D; " IH

D, IH = —(k,” +k,°)T +k, N, +k, N,
D, "1H =k, N, +k, N,

D, D, IH =Dy kN, +k, N, |
=k, N, +k,D;N, +k, N, +k, D, N,
=k, N, +k, (-k,T)+k, N, +k, (-k,T)
= (—kk, —k,k, )T +k N, +k, N,

DD, IH =k, N, +k, N,
A*IH =-D,. "D, IH =—k, N, =k, N,
7 1. tipten harmonik bir egri oldugundan A"IH = AIH dir

_k1”N1 _kzuNz = ﬂ‘(klNl +k2N2)
= /IklN1 +/1k2N2

—k, =k, , -k, =k,
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dir.

<) Tersine K :—k2 olsun. K =4 diyelim.k, = Ak, ve k, =k, dir. Bu denklemler de
k 1 1 2 2
1 2 1

A"IH = AIH esitligini saglar.
Teorem 5.2.2: y 3-boyutlu Oklid uzayinda regiiler bir egri olsun. y egrisinin zayif
biharmonik egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
k, =0 , k, =0 (5.2.2)

olmasidir.
Ispat: (:>) y egrisi zayif biharmonik egri olsun.

A'IH =0 =A"IH=-k, N,—k, N, =0
oldugundan (5.2.2) esitligi saglanir.
(<:) Tersine (5.2.2) denklemleri A"IH =0 esitligini saglar. Bu da y egrisinin zayif
biharmonik egri oldugunu gdsterir.
Sonuc 5.2.1: y 3-boyutlu Oklid uzayinda regiiler bir egri olsun. y egrisi geodezik bir egri ise
zayif biharmonik bir egridir.
Ispat: 7 geodezik bir egri olsun. k, =0 ve k, =0 dir. Bu degerler (5.2.2) degerlerini

sagladigindan y egrisi zayif biharmonik bir egridir.

5.3. E® de Bishop Catisina Gore Bir Egriyi Karakterize Eden Denklem ve
Sonuclan

Teorem 5.3.1: y egrisi 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri olsun. k, ve k,, y egrisinin
sirastyla birinci ve ikinci egrilikleri olmak iizere, y egrisini normal konneksiyona gore
karakterize eden diferensiyel denklem asagidaki gibidir.
AH = (k. + k7 IH = 3{k,k, + Kok, T =AY IH =0 (5.3.1)
Ispat:
IH=D,T =k,N, +k,N,
D, IH =k, N, +k,D; N, +k, N, +k,D. N,
=k, N; —k,°T +k, N, —k,T
= (k2 + k2T kN, K, N,
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(k2 + K, Dy T 4k, N, +k, DN, +k, N, +k, Dy N,
(ke ko2 H kN = (kK K JT kN, K, N
(k, K, + Kk, JT kN, + K, N

dir. ifade biraz daha diizenlenirse ve A*IH =—k, N, —k, N, ve AIH =-D, D, IH degerleri

D, D, IH = (k2 +k,2 | T
k2T
——(k? +1,2 IH +K,'N, -3

denklemde yerine yazildiginda (5.3.1) esitligi elde edilir.
Teorem 5.3.2: y egrisi 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri olsun. y egrisini karakterize eden

diferensiyel denklem asagidaki gibidir.

" "\2 2 2
D’ 2k DT+ L +k/ +k,” |D,T + 3k2|<2'—kl 2% ki K, K, N, =0(5.3.2)
k, |k Kk, K

kl 1
Ispat:
leiDTT—k—ZN2
ky ky
D,N, = 1 DTT+iDT2T— ke N, — ks D;N,
kl k1 kl kl
k 2

—k,T = 1 DTT+iDT2T— ke N, +-2-T
k K, Ky .

1
ifadenin tegetsel tlirevi alindiginda

! ' ' : 2 I 2
—kT-kD,T = 1 D,T+ 1 D,’T + 1 DT2T+£DT3T— & N, - k D,N, + , T+k—DT 0
k k k k k, K Kk

1 1 1 1

' " 2 ' 2 ' "
iDT3T+2i D,’T + 1 +ki+kl D,T +|k, K| ok +k, [T - ks N, =0
1 kl kl k1 kl k1 k1

' " 2 ' 2 ' "
D, °T + 2k, 1 D, T +k, 1 +"L+k1 D, T +k,| k, LA +k, [T -k, k N, =0di
kl kl kl kl kl kl

r. Denklemin katsayilar1 diizenleyelim.

1) k. K.
ok | = | =2k | -1 |=—25
l(klj 1( k12J kl
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" 2 "2 2, '\
k, 1 +ki+k1 kK _23k1 (kl) +k,? +k,’
K, K, k,
k' (kY
=[L+Z[—1) +k12+k22]
K, K,

' 2\ 2, 2 2},
kllkz[k—z] +[‘%J T kl} — kK, +3K,k, —2k2k—k1 — 3K k, +(k1_k;k2)kl

kl 1 1 1

Bu degerler denklemde yerine yazildiginda (5.3.2) esitligi elde edilir.
Teorem 5.3.3: Oklid 3-uzayinda bir slant helisi karakterize eden diferensiyel denklem
asagidaki gibidir.
. " N 2 '
k 2 2
DETP LN S LT DI [ o +k?) T-0 (533)
K, K, K, 2

Ispat: 3-boyutlu Oklid uzayinda y egrisi bir slant helis olsun. O halde

gzsbt = & :O,k—zzk—1:> k—2 =0
k1 k1 k2 kl kl

dir. Bu degerler de (5.3.2) denkleminde yerine yazildiginda (5.3.3) denklemi elde edilir.
Teorem 5.3.4: : 3-boyutlu Oklid uzayinda bir c-slant helisi karakterize eden diferensiyel
denklem asagidaki gibidir.
D,°T +(k” +k,° )D, T =0 (5.3.4)

Ispat: y Bishop egrisi bir slant helis ise,

k,=sbt , k,=sbt = k, =0,k, =0 = k, =0,k, =0
dir. Bu degerler (5.3.2) denkleminde yerine yazilirsa (5.3.4) elde edilir.
Sonuc 5.3.1: 3-boyutlu Oklid uzayimnda bir slant helisin diger bir karakterizasyonu asagidaki
gibidir.

" N 2
AIH +2t—l D, IH +[|%_2(t_l] k2 -kj]m ~[kk, Kok, T =0 (5.3.5)

1 1 1

Ispat: AIH =-D,;D;IH dir. (5.3.3) denklemi bu ifadeye gore diizenlendiginde (5.3.5)
denklemi elde edilir.

Sonuc 5.3.2: 3-boyutlu Oklid uzayinda bir c-slant helisin diger bir karakterizasyonu asagidaki
gibidir. AlH = (k2 +k,% JIH =0

Ispat: Benzer sekilde kolayca gosterilebilir.
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6. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA BISHOP
CATISINA GORE BIHARMONIK EGRILER

6.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop Catisina Gore Timelike
Biharmonik Egriler

3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop Catisina gore bir « timelike egrisinin sirsiyla dogal

egrilikleri k, , k,ve {N,(s),N,(s)} de keyfi baz olmak iizere

DT [0 k Kk, |[T
DN, |=|k, 0 O|/N,
D,N,| |k, 0 0N,

(T, Ty=-1, (N;,N;)=1,(N,,N,) =1 ve metrik (—,+,+) olmak iizere

k=k’+k,* , 7= —[arc tan[t—zD

1

dir[2].

6.1.1. AIH =AIH denklemini saglayan timelike egriler

Teorem 6.1.1.1: y egrisi 3-boyutlu Minkowski uzayinda regiiler bir egri olsun.
AIH = AIH
esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
(ke +k,2) =0, —[klk? +k2 )4k, [= 2k, —[k,(k? +k,2 )k, ]= 2k, (6.1.1.2)
olmasidir.
ispat: (=) AIH = AlH esitligi saglansin.
AIH =-D;*IH =-D; *(k,N, +k,N,)
=Dy kN, +Kk,D; N, +k, N, +k,D; N, |
=Dy [k, N, +k, (kT) +k, N, +k, (k,T))
= D, (k2 +K,2)T + K, N, +k, N, |
— K 1,3 T + (k7 +k,)D,T +k, N, +k DN, +k, "N, +k, D N, |
=K )T+ (k2 KD T + kN, +k, (T) +k, N, +K, (k,T)]
= 3(k,k, + Kok, )T = (K, (k7 +k,7) + NG = (k2 +k,%) + K, N,
AIH = AIH oldugundan
30Kk, Kok, T = (ks (K k%) kNG = (ky (k2 +K,2) +K, N = A(K, N, +k,N, )

dir. Buradan da
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(i, ok, ) =0 ) [kl +h,2 )+ [= 2k, =l k2 +k,2 )k, = 2k,
dir. Denklemler biraz daha diizenlendiginde (6.1.1.1) esitlikleri elde edilir.
Teorem 6.1.1.2: y egrisi 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir timelike egri olsun.
AlH = AIH
esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul y egrisinin bir c-slant helis olmasidir ve
A=k +k,7)
dir.
Ispat:
(=) AIH = AIH olsun. (6.1.1.1) esitlikleri saglanir. Birinci esitlikten
k, +k,” =sbt = k, =sbt, k, =sht
= k, =0 , k, =0
= k, =0 ,k, =0
dir. Bu degerler de diger iki denklemlerde yerlerine yazildiginda
—k (K +k,%) = Ak, —k, (K, +k,%) = Ak,
esitlikleri elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda A= —kl2 — k22 degeri bulunur.
(«=) 7 egrisi bir c-slant helis olsun. k, = sbt, k, = sbt dir. Buradan
kS’ +k,” =sbt ve (k,”+k,?) =0 elde edilir. Diger taraftan k,° +k,” = A4 denilirse
—k, (kS +k,) =2k, = —k (k, +k,*)—k, =1k,
—ky(k,* +k,%) =k, = —k,(k* +k, )k, =1k,

denklemleri elde edilebilir. Bu denklemler de (6.1.1.1) esitlikleridir. Dolayisiyla AIH = AIH
denklemi saglanir.

Teorem 6.1.1.3: 3-boyutlu Minkowski uzayinda regiiler bir timelike egri olsun.
y egrisi geodeziktir << y boyunca AIH =0dir.
ispat: (=) y egrisi geodezik (x =0)olsun. x =/k,* +k,” =0 dir. Yani k,” +k,” =0 dir.
Bu durum da yalnizca k; =0, k, =0 olmast ile saglanir. Bu durumda AIH =0 dir.
(<) AIH =0 olsun. Bu durumda

(K +k,") =0, —k(k’+k, )=k =0 , —k,(k’+k,")—k, =0
dir. Birinci denklemden

k,=sbt , k,=sbt = k, =0 ,k, =0= k, =0 ,k, =0

dir. Burada k;, =c,ve k, =c, olsun.
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—ky(k? +k,2) =k =0 = —c (7 +¢,%)=0 = ¢, =0veyac’+c,? =0
—k,(k,+k,)-k, =0 = cz(cl2 +022)=0 —c,=0 veyac’+c,” =0
Burada ¢, =0,¢c,=0 ve ya c, +c,°=0 dir. ilk durumda zaten teorem saglanr.
c,”+c,” =0 durumunda da ¢, ve c, sayilarmmn kompleks say1 disinda reel olmalari durumu
da her ikisinin sifir olmasiyla miimkiindiir. Bu durumda k;, =0, k, =0 dir. Yani y egrisi

geodeziktir.

6.1.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda 1.tipten timelike harmonik egriler

Teorem 6.1.2.1: y 3-boyutlu Minkowski uzayinda regiiler bir timelike egri olsun. y

egrisinin 1. tipten harmonik egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

‘%1 - ‘;_ (6.2.1.1)
olmasidir.
Ispat:
(=) A"IH =-D; D; " IH

D, IH = (k,” +k,*)T +k, N, +k, N,
D, “1H =k, N, +k, N,

D, D, IH =Dy (k, N, +k, N, |
=k, N, +k, D;N; +k, N, +k, D:N,
=k, N, +k, (kT)+k, N, +k, (k,T)
= (kk, —k,k, T +k N, +k, N,

D, D, IH =k, N, +k, N,
A"IH =-D, "D, "IH =—k, N, —k, N,
7 1. tipten harmonik bir egri oldugundan A"IH = AIH dr.

_k1”N1 _kzuNz = ﬂ‘(klNl +k2N2)
= /IklN1 +/1k2N2

=—k, =k, , -k, =7k,
A=—"2 l:_kL: kL:_
kZ kl

dir.
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(<) Tersine Kk e Koy diyelim.k, = Ak, ve k, =k, dir. Bu denklemler de
1 2 1

A"IH = AIH esitligini saglar.
Teorem 6.1.2.2: y 3-boyutlu Minkowski uzayinda regiiler bir timelike egri olsun. y
egrisinin zay1f biharmonik egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
k, =0 , k, =0 (6.1.2.2)

olmasidir.
Ispat: (:>) y egrisi zayif biharmonik timelike egri olsun.

A'IH=0 =A"TH=—k N, -k, N,=0
oldugundan (6.1.2.2) esitligi saglanir.
(<:) Tersine (6.1.2.2) denklemleri A"IH =0 esitligini saglar. Bu da y egrisinin zayif
biharmonik egri oldugunu gosterir.
Sonu¢ 6.1.2.1: y 3-boyutlu Minkowski uzayinda regiiler bir timelike egri olsun. y egrisi
geodezik bir egri ise zayif biharmonik bir egridir.
Ispat: y geodezik bir egri olsun. k, =0 ve k, =0 dir. Bu degerler (6.1.2.2) degerlerini

sagladigindan y egrisi zayif biharmonik bir egridir.

6.1.3. 3- Boyutlu Minkowski Uzayinda bir timelike egrisini karakterize
eden denklem ve sonuclari
Teorem 6.1.3.1: y egrisi 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir timelike egri olsun. k;, ve k,, y

egrisinin sirastyla birinci ve ikinci egrilikleri olmak tizere, y egrisini Kkarakterize eden
diferensiyel denklem asagidaki gibidir.
AH + (k7 k7 IH +3{k,k, -+ Kok, T =AY IH =0 (6.1.3.1)
Ispat:
IH=D,;T =k,N, +k,N,
D, IH =k, N, +k,D; N, +k, N, +k,D. N,
=k, N, +k,°T +K, N, +k,°T
= (k2 +K,2 )T +K, N, +K,)'N,

Ifadenin tekrar tiirevi alinirsa
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D, Dy 1H = (k2 +k,2 ) T + (k2 +k,2 D, T +k, N, +k, DN, +k, "N, +k, Dy N,
= (k2 + 17T+ + k2 IH kN, + (kK + K, K, T+ K, N, +K,'N,
=k + k2 H +k, N, + 3k, K, + KK, T4k, N, +K,'N,
dir. ifade biraz daha diizenlenirse ve A"IH =—k, N, —k, N, ve AIH =—-D.D;IH degerleri

denklemde yerine yazildiginda (6.1.3.1) esitligi elde edilir.
Teorem 6.1.3.2: y egrisi 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir timelike bir egri olsun. y egrisini
karakterize eden diferensiyel denklem asagidaki gibidir.
" i\ 2
D’ 2kk1 D,’T + {-%4[%] —k,° -kf]DTT +[—3k2k2' W}T k [;] N, =0(6.1.3.2)
Ispat:
1 k

N,=—D.T--2N

DN, = (1JDT lDTT—(k—ZJNZ—(k—ZjDTNZ
ky k, Ky k,

' 2
le 1 DT 1DTT—k—2 Nz—ki
Kk, Kk, K, K,

1

ifadenin tegetsel tiirevi alindiginda

" ' ' " ' 2 I 2

kT +kD,T = 1 D.T+ 1 D,’T + 1 DT2T+1DT3T— k N, - k DN, - k. T—kiDTT:O
k, ky k, k, ky k, ky k,

' ~ " 2 ' 2 ' "
iDT3T+2 1 DT + 1 —"L—k1 DT +|—k,| 2| - ko —k, [T- ks N, =0
K, K, Ky Ky Ky K, K,

' r " 2 ' 2 ' "
D, °T + 2k, 1 D, T +k, 1 —ki—kl D, T -k, |k, LA +k, [T -k k N, =0
kl kl k1 kl k1 k1

dir. Denklemin katsayilarin1 diizenleyelim.

1) k. K.
ok | = | =2k | -1 |=—25
l(klj 1( k12J kl

~
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I 2\ 2, 2 2\,
—k{k{&J {%J +k1}—k1k1—3k2k2'+2k2kk1 = —3k,k, + 2k, ;"1 1

kl 1 1 1

Bu degerler denklemde yerine yazildiginda (6.1.3.2) esitligi elde edilir.
Teorem 6.1.3.3: 3-boyutlu Minkowski uzayimnda bir slant helisi karakterize eden diferensiyel

denklem asagidaki gibidir.
' " \2 2 2\
D.2_2% p 21y [li ; 2(k—1) k- k22]DTT [M]T ~0 (6.1.3.3)
k k. LK 2
1 1 1

Ispat: 3-boyutlu Minkowski uzayimnda y egrisi bir slant helis olsun. O halde

gzsbt = & :O,k—zzk—1:> k—2 =0
k1 k1 k2 kl kl

dir. Bu degerler de (6.1.3.2) denkleminde yerine yazildiginda (6.1.3.3) denklemi elde edilir.
Teorem 6.1.3.4: : 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir c-slant helisi karakterize eden
diferensiyel denklem asagidaki gibidir.

D,°T — (k. +k,2 o, T =0 (6.1.3.4)
Ispat: y timelike egrisi bir slant helis ise,

k,=sbt , k,=sbt = k, =0,k, =0 = k, =0,k, =0

dir. Bu degerler (6.1.3.2) denkleminde yerine yazilirsa (6.1.3.4) elde edilir.
Sonu¢ 6.1.3.1: 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir slant helisin diger bir karakterizasyonu

asagidaki gibidir.

" 2 2 2\
AIH +2k—1DTIH+ Kook +k”+k,” [IH + MT:O (6.1.3.5)
K, K, K, 2

Ispat: AIH =-D,D;IH dir. (6.1.3.3) denklemi bu ifadeye gore diizenlendiginde (6.1.3.5)
denklemi elde edilir.
Sonug¢ 6.1.3.2: 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir c-slant helisin diger bir karakterizasyonu
asagidaki gibidir.

AIH + (k. +k,7 JIH =0

Ispat: Benzer sekilde kolayca gosterilebilir
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6.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop Catisina Gore Asli Normali
Timelike Olan Spacelike Biharmonik Egriler

3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop Catisina gore bir « asli normali timelike olan

spacelike egrisinin sirsiyla dogal egrilikleri k, , k,ve {Nl(s),Nz(s)} de keyfi baz olmak

uzere

D,T] [0 k -k][T
DN, =k 0 IN,
DN, | |k, 0 0 [N,

(T, T)=1, (N;,N;)=-1,{(N,,N,) =1 ve metrik (+,—,+)

K= ‘kzz—klz‘ ; f=[arctanh(%ﬁ
1

6.2.1. AIH =IH denklemini saglayan asli normali timelike olan spacelike

dir[4]

egriler
Teorem 6.2.1.1: y egrisi 3-boyutlu Minkowski uzayinda regiiler bir egri olsun. y egrisinin,
AlH = 2IH
esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
(2 k) =0 —[kil,? =k )+k, J= 2k, [k —k,2)+k, ]= =k, (6.2.1.1)
olmasidir.
Ispat: (:) AlH = AIH esitligi saglansin.
AIH =-D;*IH =-D, *(k,N, —k,N,)
=D, [k, N, +Kk,D; N, =k, N, —k,D; N, |
=-D; (kl N, +k,(kT) -k, N, -k, (sz))
==D; ((klz —k, )T +k N, - kzsz)
— k2 -, T + (k7 —k,)D, T +k, N, +k Dr N, —k, "N, —k, D; N, |
= T+ 0 -k DT N K KTk N, =K (T
=3k, ok T = k(b = k) kN, + ke 07 =k ke N,
AlH = AIH oldugundan
_3(k1k1l - kzkz‘)T - (kl(klz - kzz) + kln )Nl + (kz (k12 - k22) + kzu)N = ﬂ’(klNl - kz Nz)

dir. Buradan da
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(k1k1' B k2k2'): 0, - [kl(kl2 - k22 )+ kan: K, lkz (klz - k22)+ kzl'J: -k,
dir. Denklemler biraz daha diizenlendiginde (6.2.1.1) esitlikleri elde edilir

6.2.2. 3-boyutlu Minkowski uzaymnda 1.tipten asli normali timelike olan
spacelike harmonik egriler

Teorem 5.2.2.1: y 3-boyutlu Minkowski uzayinda regiiler asli normali timelike olan

spacelike bir egri olsun. y egrisinin 1. tipten harmonik egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

ki _ky (6.2.2.1)

k1 k2
olmasidir.
Ispat:
(=) A'IH =-D;"D; " IH
D IH = (k,” —k,2)T +k, N, =k, N,
D, IH =k, N, —k, N,
D, D, IH =D, (k, N, —k, N, |
=k, N, +k, D;N, -k, N, =k, D;N,
= kl”Nl + kll(k1T) - kanz - kzl(sz)
= (klkll - kzkz')T + k1”N1 - kanz
D, "D, IH =k, N, =k, N,
A"IH =—D,"D,"IH =—k, N, +k, N,
7 1. tipten harmonik bir egri oldugundan A"IH = AIH dur.
_klan + kzuNz = ﬂ’(klNl _kzNz)
= kN, — 2k, N,
=k, =1k, , k, =-7k,
aob ik Lk ke
kl ’ k2 kl k?_
dir.
_ k. k, k, . . . .
(<) Tersine e olsun. —k—:/l diyelim.—k, =k, ve k, =-ik,dir. Bu
1 2 1

denklemler de A*IH = AIH esitligini saglar.
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Teorem 6.2.2.2: y 3-boyutlu Minkowski uzayinda regiiler asli normali timelike olan
spacelike bir egri olsun. y egrisinin zayif biharmonik egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

k, =0, k, =0 (6.2.2.2)
olmasidir.
ispat: (=) y egrisi zay1f biharmonik asli normali timelike olan spacelike bir egri olsun.

AH=0 = AIH=-k N,+k, N,=0

oldugundan (6.2.2.2) esitligi saglanir.
(<) Tersine (6.2.2.2) denklemleri A*IH =0 esitligini saglar. Bu da y egrisinin zayif

biharmonik egri oldugunu gosterir.

6.2.3. 3-boyutlu Minkowski uzayinda asli normali timelike olan bir
spacelike egriyi karakterize eden denklem ve sonuglari
Teorem 6.2.3.1: y egrisi 3-boyutlu Minkowski uzayinda asli normali timelike olan spacelike
bir egrisi olsun. k; ve Kk, vy egrisinin sirasiyla birinci ve ikinci egrilikleri olmak iizere, y
egrisini karakterize eden diferensiyel denklem asagidaki gibidir.
AH + (k. —k,? IH +3{k,k, Kok, T —AIH =0 (6.2.3.1)
Ispat:
IH=D,T =k;N, —k,N,
D;IH =k, N, +k,D;N, =k, N, —k,D; N,
=k, N, +k,’T—k, N, —k,°T
= (k2 — k2T + kN, =K, N,
Ifadenin tekrar tiirevi alinirsa
D, D; IH = (k2 —k,2 T + (k2 =k, )D; T +k,'N, +k, D, N, —k, N, —k, D; N,
= (k2 k2T (2 k2 IH kN (kK — Ky K, )T +k, N =k, N,
= (k2 =k, IH +k, "N, +3(k, K, —k, K, T +k, Ny —k, N,
dir. ifade biraz daha diizenlenirse ve A“IH =—k; N, —k, N, ve AIH =-D, D, IH

degerleri denklemde yerine yazildiginda (6.2.3.1) esitligi elde edilir.
Teorem 6.2.3.2: vy egrisi 3-boyutlu Minkowski uzayinda asli normali timelike olan spacelike

bir egri olsun. y egrisini karakterize eden diferensiyel denklem asagidaki gibidir.
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! " N\ 2 "
k k' (k -2k, +k
D.° =22 D T+ -1 +2 2| -k’ +k,” DT +|3k,k, _@ T+k| 2| N,=0(6.2.3.2)
k, kK k k1

1 1

Ispat:

1 k
Ny = DyT+ 2N,

1 1

D, N, = (ljDT lDTT+(k—2J N2+(k—2JDTN2
ky ky ks ky
1

' 2
le 1 DT DTT+ k—2 N2+kLT
k1 k1 k1 kl

Ifadenin tegetsel tiirevi alindiginda

E 1 k I kzl kZ
kT+kD,T= DT+ = DT+~ DT3T+[ j [ZJDTN+2T+2DT:O
(g g Qo o
' i ; 2 ' 2\ i
lDT3T+2i D, °T + 1 Jrli—kl D, T +|k, Ko ] ke —k, [T+ s N, =0
kl kl kl kl kl kl kl
' i " 2 ' 2\ "
DT3T+2kli D, T +k, 1 +ki—k1 D, T +k, kzk—2 NS —|<1'T+klk—2 N, =0
kl kl kl kl kl kl

dir. Denklemin katsayilar1 diizenleyelim.

70 B TS (. LS

kl kl kl

" 2 ] "2 2(, ' B

k, 1 +ki—k1 _|_kk _23k1 (kl) —k,* +k,’?
kl kl k1
k' (kY
—[—L+2(—1] —k12+k22}

Ky Ky

' 2\ 2, 2 2},
kl[k{ﬁj +(‘%J kl}:klkl +3k,k, —2k2k—k1=3k2k2' —(k1+k;k2)k1

kl 1 1 1

Bu degerler denklemde yerine yazildiginda (6.2.3.2) esitligi elde edilir.
Teorem 6.2.3.3: 3-boyutlu Minkowski uzayinda asli normali timelike olan spacelike bir slant

helisi karakterize eden diferensiyel denklem asagidaki gibidir.
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' " "2 2 24\
DT3—2k—l D, T + LIPS —k? +k,” |D,T LKD) g (6.2.3.3)
k, k, Kk, 2

Ispat: 3-boyutlu Minkowski uzayinda y egrisi bir slant helis olsun. O halde

gzsbt = K :O,k—zzk—1:> L3 =0
k1 k1 k2 kl kl

dir. Bu degerler de (6.2.3.2) denkleminde yerine yazildiginda (6.2.3.3) denklemi elde edilir.
Teorem 6.2.3.4: : 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir c-slant helisi karakterize eden
diferensiyel denklem asagidaki gibidir.
D,°T — (k. —k,> O, T =0 (6.2.3.4)

Ispat: y egrisi bir slant helis ise,

k,=sbt , k,=sbt = k, =0,k, =0 =k, =0,k, =0
dir. Bu degerler (6.2.3.2) denkleminde yerine yazilirsa (6.2.3.4) elde edilir.
Sonu¢ 6.2.3.1: 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir slant helisin diger bir karakterizasyonu

asagidaki gibidir.

k, K,

AlH +2—=D;IH +[——2(k—1
k

k1

2 2 2y
J +k12—k22]IH kD 1y 6235
1 kl 2

Ispat: AIH =-D,D;IH dir. (6.2.3.3) denklemi bu ifadeye gore diizenlendiginde (6.2.3.5)
denklemi elde edilir.
Sonug¢ 6.2.3.2: 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir c-slant helisin diger bir karakterizasyonu
asagidaki gibidir.

AIH + (k. —k,? JIH =0

Ispat: Benzer sekilde kolayca gosterilebilir

6.3. 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop Catisina Goére Binormali
Timelike Olan Spacelike Biharmonik Egriler

3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop Catisina gore bir « binormali timelike olan spacelike

egrisinin sirstyla dogal egrilikleri k, , k,ve {N,(s),N,(s)} de keyfi baz olmak iizere

D,T 0 k -kJ[T
DN, |=|-k, 0 0 [N,
D.N,| |-k, 0 0 [N,

(T,Ty=1, (N,,N,)=1,(N,,N,) =—1 ve metrik (+,+,-)
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K= ‘klz—kzz‘ : r:(arctanh(&j]
kl

6.3.1. AIH=AIH denklemini saglayan binormali timelike olan spacelike

dir[5].

egriler
Teorem 6.3.1.1: y egrisi 3-boyutlu Minkowski uzayinda regiiler bir egri olsun.
AIH = 2IH
esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
(kZ-k2) =0, [l =k )k =k [kl -k )+k, =k, (6.3.1.1)
dir.
Ispat: (:) AlIH = AIH esitligi saglansin.
AIH =-D,?IH =-D, *(k,N, —k,N,)
=Dy [k, N, +k,D; N, —k, N, —k,D; N, |
=Dy [k, N, +k, (—k,T) =k, N, —k, (—k,T))
=D, ((k,2 = kAT +k,'N, =k, N,
=k, k)T + (7 —k)D, T +k,'N, +k Dr N, —k, "N, —k, D; N, ]
=k, -k T+ (K, — k2D, T +k, N, +k, (-k,T) =k, N, —k, (—k,T)]
=3(k,k, — Kok, )T = (K, (ko2 — k) + kN, + (k.2 — k) + K, N,

AIH = AIH oldugundan
3K,k — Kok )T = [k (k2 —k,2) +k, N, + (K, (k2 — k) 4K, IN = Ak, N, —k,N,)
dir. Buradan da
(kik, bk, J =0, [k, k,2 =k )+ k, ]= 2k, [yl =2 )k, |= 2k,
dir. Denklemler biraz daha diizenlendiginde (6.3.1.1) esitlikleri elde edilir

6.3.2. 3-boyutlu Minkowski 3-uzayinda 1.tipten binormali timelike olan
spacelike harmonik egriler
Teorem 6.3.2.1: y 3-boyutlu Minkowski uzayinda regiiler binormali timelike olan spacelike

bir egri olsun. y egrisinin 1. tipten harmonik egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

ke k. (6.3.2.1)

olmasidir.
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Ispat:
(=) A'IH =-D; " D; " IH
D, IH = (k,” —k,*)T +k, N, —k, N,
D, "1H =k, N, —k, N,
D, D, IH =D, (k, N, —k, N, |
=k, N, +k,D;N, =k, N, =k, D; N,
=k, N, +k, (-k,T) =k, N, =k, (=k,T)
= (=k,k, +k,k, )T +k, N, -k, N,
D."D,"IH =k, N, -k, N,
A"'IlH =-D, "D, IH =—k, N, +k, N,
7 1. tipten harmonik bir egri oldugundan A"IH = AIH dir

_klan +k2“N2 = ﬂ’(klNl _kzNz)
= ﬂpklN1 —ﬂ,kZN2

=k, =k , k, =-Jk,
A=—"1 | 1=-"1 = Kok
k,

dir.

(<) Tersine %:% olsun. —%:/1 diyelim.—k, =k, ve —k, =1k, dir. Bu
1 2 1

denklemler de A"IH = AIH esitligini saglar.

Teorem 6.3.2.2: y 3-boyutlu Minkowski uzayinda regiiler binormali timelike olan spacelike
bir egri olsun. y egrisinin zayif biharmonik egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
k, =0 , k, =0 (6.3.2.2)

olmasidir.

Ispat: (:>) y egrisi zayif biharmonik binormali timelike olan spacelike bir egri olsun.
A'IH=0 = A'IH=-k N;+k, N,=0

oldugundan (6.3.2.2) esitligi saglanir.

(<) Tersine (6.3.2.2) denklemleri A*IH =0 esitligini saglar. Bu da y egrisinin zayif

biharmonik egri oldugunu gosterir.
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Sonu¢ 6.3.2.1: y 3-boyutlu Minkowski uzayinda regiiler binormali timelike olan spacelike
bir egri olsun. y egrisi geodezik bir egri ise zayif biharmonik bir egridir.
Ispat: y geodezik bir egri olsun. k, =0 ve k, =0 dir. Bu degerler (6.3.2.2) degerlerini

sagladigindan y egrisi zayif biharmonik bir egridir.

6.3.3. 3-boyutlu Minkowski uzayinda asli normali timelike olan bir
spacelike egrisini karakterize eden denklem ve sonuclari
Teorem 6.3.3.1: y egrisi 3-boyutlu Minkowski uzayinda asli normali timelike olan bir egri
olsun. k; ve k, y egrisinin sirasiyla birinci ve ikinci egrilikleri olmak iizere, y egrisini
karakterize eden diferensiyel denklem asagidaki gibidir.
AIH + (k2 k2 JIH = 3(k,k, —k,k, JT = A"IH =0 (6.3.3.1)
ispat:
IH=D;T =x,N, —x,N,
D;IH =k, N, +k,D;N, =k, N, —k,D; N,
=k, N, kT -k, N, +k,°T
N T
ifadenin tekrar tiirevi alinirsa
D, Dy IH = -k, +k,2 )T+ (- k2 +k,2 Dy T kN, +k, Dy N, —k, "N, —k, D; N,
(k2 )T+ (k2 IH + KN, + (kK Kk JT kN, —k, N,
[k k2 H =3k K, — kK, Tk Ny — K, N,
dir. ifade biraz daha diizenlenirse ve A“IH =—k, N, +k, N, ve AIH =-D,D;IH degerleri
denklemde yerine yazildiginda (6.3.3.1) esitligi elde edilir.

Teorem 6.3.3.2: y egrisi 3-boyutlu Minkowski uzayinda binormali timelike olan spacelike

bir egri olsun. y egrisini karakterize eden denklem asagidaki gibidir.

' " "\2 2 2 ! !
DT3-2kk1DT2T+ -'E+2[';1] vk -k, DT +{—3k2k2'+W}T+k{:ﬁ2j N,=0(6.3.3.2)
1 1

1 1 1

Ispat:

1 Kk
lek—DTT+k—2

1 1

N,
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D:N, =(kij D, T +kiDT2T +£E—2j N, +(t—2]DTN2
1 1 1 1
. .

2
—kT=|=|D,T +iDT2T o Xe N, ke
kl kl kl kl
Ifadenin tegetsel tiirevi alindiginda

" ' ' ! ' 2 I 2
~kT-kD,T = 1 DT+ 1 DT+ 1 DT2T+£DT3T+ k N, + & DN, - k5 —kiDTT:O
k k k k k, k k k

1 1 1 1 1 1 1

' " 2 ' 2 ' "
lDTST"'Z i DT2T+ i _ki"'kl DTT+ _kz k—2 - ki +kll T+ k—2 N2=0
ky Ky K, K, k, k, k,

DT +2k| & ‘D2T+k 1 ”—£+k D.T +k|—k,| k2 (K '+k‘T+k k ”N -0
T 1 K, T 1 K, K, 1 (M1 1|~ K, k, 1 1 K, 2

dir. Denklemin katsayilar1 diizenleyelim.

2kl(i =2k1(—k—12J=—2k—1
kl k1 kl
" 2 ] "2 2, '\
) [ij S (k) ok
kl kl k1
kK (k)
—[—L+Z(—1J +k12—k22}

kl kl

' 2\ 2, 2 2},
k{ k{k—ZJ —[‘%J n kl} — kok, —3k,k, + 2k2k—kl — 3Kk,k, +(k1+k;k2)<l

kl 1 1 1

Bu degerler denklemde yerine yazildiginda (6.3.3.2) esitligi elde edilir.
Teorem 6.3.3.3: 3-boyutlu Minkowski uzayinda binormali timelike olan spacelike bir slant

helisi karakterize eden diferensiyel denklem asagidaki gibidir.

! " "\ 2 2 2
D2_2Kip ety Kok 2 2o KK g 333
K, kK 2

Ispat: 3-boyutlu Minkowski uzayimda y egrisi bir slant helis olsun. O halde

gzsbt = ke =0,k—2=k—1:> K =0
k1 k1 k2 kl kl
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dir. Bu degerler de (6.3.3.2) denkleminde yerine yazildiginda (6.3.3.3) denklemi elde edilir.
Teorem 6.3.3.4: : 3-boyutlu Minkowski uzaymda binormali timelike olan spacelike bir c-

slant helisi karakterize eden diferensiyel denklem asagidaki gibidir.
D,°T +(k’ —k,?JD, T =0 (6.3.3.4)
Ispat: y egrisi bir slant helis ise,
k,=sbt , k,=sbt = k, =0, k, =0 = k, =0,k, =0
dir. Bu degerler (6.3.3.2) denkleminde yerine yazilirsa (6.3.3.4) elde edilir.

Sonu¢ 6.3.3.1: 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir slant helisin diger bir karakterizasyonu
asagidaki gibidir.

! " "\ 2 2 2
AIH+2|;—1DTIH+!%2[T<—1J +k12+k22]IH+(k1;2k2)T—o (6.3.3.5)

1 1 1

Ispat: AIH =-D,D;IH dir. (6.3.3.3) denklemi bu ifadeye gore diizenlendiginde (6.3.3.5)
denklemi elde edilir.
Sonu¢ 6.3.3.2: 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir c-slant helisin diger bir karakterizasyonu
asagidaki gibidir.

AIH =k =k,2 IH =0

Ispat: Benzer sekilde kolayca gosterilebilir
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