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SIMGELERIN LiSTESIi

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

A Vektorel carpim

<> I¢ ¢arpim

T, o egrisinin burulmasi

K, o egrisinin egriligi

T, o egrisinin teget vektori

N, o egrisinin asli normal vektorii
B, o egrisinin binormal vektorii
T, B egrisinin teget vektori

N, [ egrisinin asli normal vektor
Bs [ egrisinin binormal vektorii
Ky [ egrisinin egriligi

Ty [ egrisinin burulmasi



1. BOLUM
GIRIS

Egriler teorisi klasik diferensiyel geometrinin temellerinden biridir. Son zamanlarda
ozel egrilere ilgi giderek artmistir. Bertrand egri ciftleri, involiit-evoliit egriler ve
Mannheim egri ¢iftleri bunlardandir.

S. Venant 1845 yilinda bir egrinin asli normali ile liretilen yiizey {lizerinde bulunup
bulunmadigini ve bu egrinin asli normali ile lineer bagimli olan ikinci bir egrinin var
olup olmadig1 sorusunu ortaya atmistir. Bu soru 1850 yilinda J. Bertrand tarafinndan
cevaplandirilmistir. Buna gore Bertrand, boyle bir ikinci egrinin var olabilmesi igin
gerek ve yeter sartin verilen bu egrilerin birinci ve ikinci egrilikleri arasinda sabit
katsayili lineer bir bagintinin olmasi gerektigini gostermistir. Bu cesit egri ciftleri
Conjugate Bertrand Egriler ya da yaygin olarak Bertrand Egriler olarak adlandirilir [17].
Involiit ve evoliit egriler ise her noktasinda teget vektorleri ortogonal olan egriler olup
bu konuyla ilgili bugiine kadar birtakim ¢alismalar yapilmistir.

H. Liu ve F. Wang 2008 yilinda 3-boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda Mannheim
egri ¢iftleri tizerinde ¢calismalar yapmistir [18].

Bu ¢alismada ise a ve B, 3-boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda iki egri olmak
tizere, bu egrilerin Mannheim egri ¢ifti olma sartlar1 ve aralarindaki karakterizasyonlari

incelenmistir.
1. TEMEL TANIMLAR

Tamm 1.1 (Oklid Uzay1) R reel sayilar cismini gostermek lizere
R® = {(X1’X2’X3): X € R}

vektor uzayinda, X = (X,,X,,%;)ve ¥ =(y;,V,,Y,) olmak iizere

<X’ y> = éxiyi



esitligi ile tanimlanan

R®xR®* >R

(xy) = (xy)
fonksiyonu, R® uzayinda bir i¢ carpimdir. Bu i¢ carpima, R® uzaymin dogal i¢
carpim veya OKklid i¢c carpinm denir.

x € R®olmak iizere

o= /{x %)
olmak tizere, R® - R,x—|x| fonksiyonu, R®uzaynda bir normdur. Buna gbre,

R®uzay1 normlu bir vektdr uzayidir.

d(x,y)=[x-y]
biciminde tanimlanan, d:R®*xR®—>R fonksiyonu, R® uzayinda bir metriktir.
Dolayisiyla, R® bir metrik uzaydir. Her metrik uzay bir topolojik uzay oldugundan R®

topolojik uzaydir. Bu uzaya Oklid Uzay denir ve kimi zaman E? ile gosterilir [10].

Tanim 1.2 | |R nin bir agik aralig1 olmak iizere
a:lcR—E°
biciminde diferensiyellenebilir bir o déniisiimiine, E* uzay1 icinde bir egri denir [12].

Tamm 1.3 E® uzaymda o : | ¢ R — E?® egrisi igin

vsel igin |

a '(S)” =1
ise a egrisine birim hizh e@ri denir [5].

Tamim 1.4 E* ii¢ boyutlu Oklid uzayinda birim hizli  : | ¢ R — E? egrisi igin

esitligi ile belirli T(s) vektdriine o egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektoril
denir. T, «egrisi iizerinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina birim teget vektor
alam denir [5].

Tamm 1.5 E? {i¢ boyutlu Oklid uzayimnda birim hizli & : 1 = R — E® egrisi icin

Kkl >R, K(S):"T’(Sm



fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. K’(S) sayisina egrinin a(s)
noktasindaki egriligi denir [5].

Tamm 1.6 E? ii¢ boyutlu Oklid uzayinda birim hizli & : 1 = R — E® egrisi icin

N(s)=£r(s)

esitligi ile belirli N(s) vektdriine, egrinin a(s) noktasindaki asli normali denir. N,
o egrisi lizerinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina asli vektor alam denir [5].
Tamim 1.7 E? ii¢ boyutlu Oklid uzayinda birim hizli  : | ¢ R — E? egrisi igin
B(s)=T(s)x N(s)
esitligi ile tammh B(s) vektoriine, a egrinin a(s) noktasindaki binormal vektéri
denir. B vektor alanina da « egrisinin binormal vektor alani denir [5].
Tamm 1.8 T(s), N(s), B(s) vektorlerine, egrinin noktasindaki Frenet vektérleri denir.
{T(s), N(s), B(s)} kiimesine a(s) noktasindaki Frenet ¢atis1 denir. T, N, B vektor
alanlarina Frenet vektor alanlar: denir [5].
Tanm 1.9 ¢ : | ¢ R — E? birim hizli egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olmak
uzere
r:1 >R, 7(s)=—=(B(s), N(s))
fonksiyonuna, « egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisma egrinin oa(s)
noktasindaki burulmasi denir [5].
Tanmm 1.10 « : 1 = R — E? birim hizli egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olmak
uzere
T =N, N'=—«T +8B, B'=—1N

seklindedir [10].



Tamm 1.11 Tamim 1.10 da elde edilen esitliklere E*‘te birim hizli bir egri i¢in Frenet
formdalleri denir [5].

Tanim 1.12 se |l c R igin {T (S), N(S)} kiimesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki
oskiilatér diizlemi ya da dokunum diizlemi denir. {T(s), B(s)} kiimesinin gerdigi
dizleme, a(s) noktasindaki dogrultman diizlemi ya da rektifiyan dizlemi denir.
{N(S), B(S)} kiimesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki normal duzlemi denir
[8,10].
Tamm 1.13 x = (X, X,,X;) Ve Y =(Y,,V,,Ys) € E® olmak Uizere

(X Y), ==X Y1+ XY, + XY,
iI¢ carpimmna Lorentz (Minkowski) i¢c carpim denir ve g metrigine Lorentz
(Minkowski) metrigi denir [5].
Tammm 1.14 Lorentz i¢ carpmm ile tanimh Oklid uzayma Lorentz uzayr ya da
Minkowski uzay: denir ve E; ile gosterilir.
Ozel olarak n =3 almirsa, E; uzayma 3-boyutlu Minkowski uzayi denir. Bu durumda
bu uzaym standart metrigi, X = (X, X,,X;) Ve y = (y,V,,Y;) € E* olmak iizere

(X, ¥), ==X Y; + XY, + X Y5
seklindedir [5].
Tamm 1.15 x € E;’ olmak lzere
(i) (x,y),)0 veya x =0 ise x vektoriine uzays: (spacelike) vektor
(i) (x,y), (0 ise x vektoriine zamansi (timelike) vektor

(iii) (x,y), =0 ve x=0 ise , bu durmda x vektoriine ks (lightlike, null veya

isotropik) vektor denir [9,14].



Tamim 1.16 E;’te m sabit bir nokta ve r)0 olmak lzere

SZ(m,r)={ucEX:(u-mu-m)=r?}
ciimlesine yari-Rieman kiresi

HZ(m,r)=1{ueE? H{u —m,u—m>:—r2}
ciimlesine yari-Rieman hiperbolik uzay1
C(m)={ueE} :<u—m,u—m>:0}
climlesine yari-Rieman 1sik konisi (quadrik koni) denir [15,16].
Tamm 1.17 E’’te a:l cR— E; diferensiyellenebilir bir egri olsun. a egrisinin
teget vektor alam1 T olmak (izere
() <T ,T>L) 0 ise « egrisine uzaysi(spacelike) egri
(i) <T ,T>L (0 ise a egrisine zamansi (timelike) egri denir [11,16].
Tanmm 1.18 A:1cR—>R ve u:l cR— R diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve
Vsel c R igin a nin yer vektori
a(s) = A(s)N(s)+ (s)B(s)

biciminde ise o egrisine normal egri denir. Baska bir deyisle a egrisi normal
diizlemde yatiyor ise a egrisine normal egri denir [5].
Tamm 1.19 Asli normali uzays1 veya zamansi olan uzaysi egrilerin Frenet denklemleri

asagidaki gibidir. a uzaysi bir egri ve asli normali N , zamansi veya uzaysi olsun. Bu

durumda
(T.T), =L(N.N), =-L(B,B), =L(T,N), =0,(T,B), =0,(N,B), =0

olmak Uizere



T' 0 x OfT
N'l=l-x« 0 | N
B’ 0 7 0B

asli normali 1g1ks1 olmayan uzaysi bir egrinin Frenet denklemleri elde edilmis olur [5].

Tamm 1.20 Zamansi egrilerin Frenet denklemleri asagidaki gibidir.c zamansi bir egri

ve
<T,T>L:—1,<N,N>L:1,<B,B>L:1,<T,N>L:O,<T,B>L:0,<N,B>L:O
olmak Uizere
T' 0  O)|T
N'|l=|lx 0 7| N
B’ 0 -r 0B
elde edilir [5].

Tanmm 1.21 X =(X;,X,,%;5), Y =(Y;,Y,,Y3) gibi iki vektorin Minkowski 3-uzayinda

vektorel garpimi

) ea
XA y = det X X X3 z(y2X3—X2y3,le3—C1y3,X1y2—Xzyl)
Yi Y2 Y3

bi¢iminde tanimlanir [13].

Tamm 1.22 Zamans egrilerin Frenet denklemleri agagidaki gibidir. ¢ zamansi bir egri

Ve
(T,T), =1,(N,N)_=1,(B,B), =—1(T,N) =0,(T,B) =0,(N,B) =0
olmak Uzere
T 0 x OfT
N'|=|-« 0 z|N

B’ 0 « OB

elde edilir [13].



2. BOLUM

2.3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA MANNHEIM EGRi CIFTLERI

Bu bolimde, Mannheim egri ¢iftleri ve bazi karakterizasyonlari incelendi.

Tanm 2.1 a ve B, 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli egriler olsun. Eger f
egrisinin asli normali ile « egrisinin binormali lineer bagimli ise, [ egrisine

Mannheim egrisi, o egrisine de Mannheim egri ¢ifti denir [6].

Sekil-1

Sekil-1’e gore
Bls’)=as)+ 28, (s) (2.1)

yazilabilir. Burada s* ves, sirasiyla 8 ve o egrilerinin yay parametreleridir.

Teorem 2.1 Oklid uzayinda bir egrinin Mannheim egrisi olmast igin gerek ve yeter sart

edrinin, egrilik ve burulmasmim x, = Alx2 +72) denklemini saglamasidir. Burada A
g g B B B g

sabittir [6].



Ispat
3-Boyutlu Oklid uzayinda bir Mannheim egrisi 3 (S* ) = a(s)+ AB, (S) olsun. Buna gore
als)=p (S* )+ A(s* )N p (S*) yazilabilir. Bu denklemin her iki tarafinin s degiskenine

gOre turevi alinirsa
a'(s)= B )+ (57N, 8"+ 207N} s7)
a'(s)=T,(s"J+ A6 N 57+ Als Ny (7)1, (67) (578, (57)
6)= e, 6 ) 6 Ak 6B E) )
olur.
a'(s) LN, ve a'(s) L B, .
Buna gore
<a’(s), Nﬂ(s*)> =0
olur. Buradan
2NN, (7)) =0
2/(s*)=0= A(s*)= sabit (2.3)
elde edilir.
(2.3) esitligi (2.2) esitliginde yerine yazilirsa
a'(s)=L— 2k, )T, (s")+ A7,B, (") (2.4)
esitligi bulunur.

_da(s) da(s)ds” .
L =[x, )T, +27,B,(s

olmak (izere, esitligin her iki tarafinin s degiskenine gére kismi tiirevi alinirsa

]dS

T! =kl T, +[-axc, ), —A22 N, +A7,B, (s ]0|S
(2.5)
-, )T, + 27,8, (s ]d $
elde edilir.
T, LB, veT, LN,
oldugundan



yazilabilir.

(2.5) ile verilen denklem N, ile i¢ ¢arpilirsa

<Ta', Nﬁ> = (T, N A + (i, = A, ” = 27,2 [N, N, )+ 275 (B, N, )

ds’  ds’
[(1—/11<,3);<ﬁ—m,§]%=0,d—2¢0

(1—2,1<ﬂ)lcﬁ —/11'2 =0
A2 +72)=x,
K; +T2 =%Kﬁ (2.6)

bulunur.

Teorem 2.2 E*’te ﬂ(s*) Mannheim egrisi olsun. Egriligi «, ve burulmas: 7z, olan

a(s) egrisinin [ 'nin Mannheim egri ¢ifti olmasi igin gerek ve yeter sart sifirdan farkl

L d :

bazi A sabitleri igin 7/ = dT“ = %(14‘ izrj) denklemin saglanmasidir [6].
S

Ispat

ﬂ(s*) Mannheim egrisi olsun. O zaman ﬁ(s*): a(s)+AB,(s) esitligi yazilabilir.

Buradan, [3(5*): a(s)+ AB, (S) esitliginin her iki tarafinin s degiskenine gore kismi

tirevi alinirsa

ds” ,
T, & =T, +AB.(s) (2.7)
olur.
ds*
T, ; =T, —A7,N_(s) (2.8)
S
bulunur. Ayrica
T,=T,c080+N,sin0 (2.9

esitliginde her iki tarafin T ile i¢ carpilirsa

<T/3'Ta>=<Ta,Ta>COSH+<Na,Ta>sin9



<Tﬁ,Ta> =Cos6
bulunur.
(2.9) esitliginin her iki tarafinin N ile i¢ carpilirsa

(T;,N,)=(T,.N,)cos0+(N,,N,)sino

(T, N, ) =sino
bulunur.

cosf =Ar,sin@

At, = sabit

elde edilir. Buradan A ’nin sifirdan farkl sabit bir say1 oldugu bulunur. Boylece

ds*
ds

T

s——=T,—At,N,(s)

olur.

(2.9) esitliginin her iki tarafinin S degiskenine gore kismi turevi alinirsa

Tﬁdi:Ta cos&+N,sing
ds
T, =T.cos0+T,(cos®) +N!sind+N_(sin6)

kyN, =x,N, cos0+T,(0'sin0)+(-«,T, +7,B,)sind+6ON,, coso
KNy =—(k, +0')sinOT, + (i, +0')cosON,, +7,sinOB,
olur. Buradan
(x, +0')sin0=0
(x, +0')cos@ =0

kK,+60'=0
elde edilir. O halde
0'=-k,
esitligi bulunur.
(2.8) ve (2.9) esitliklerinden
;ss* =cost, ciiss :ﬁ

ve

(2.10)

(2.11)

10



Eﬂ,ra :—sin0,ds }_“T
ds” ds sing

a

ifadeleri elde edilir. Elde edilen bu ifadeler esitlenirse

ds _ 1 =_/l_ra (2.12)
ds cosé sin@

bulunur. Buradan

AT, = _Siné
cos 6
At, =—tand (2.13)
elde edilir. Bu esitligin tiirevi alinirsa
Az, =-60'(L+tan?6) (2.14)

elde edilir. (2.11) ve (2.13) esitliklerinden
it =—(-x, )(1+ /1275)

bulunur. Sifirdan farkli A sabiti igin
- ="7a(1+ A2) (2.15)

denklemi elde edilir.
(2.1) denkleminin iki kez tiirevi alinarak Mannheim egrileri ve Mannheim egri Giftleri
bulunabilir.

T!

* 2 2a%
(] on 85 s

ds F ds?

ds" ) _ d2s’
KﬁNﬁKd—SSJ +Tﬁd—ssz=KaNa(s)—m;Na(s)—ma(KaTa +7.B,)

ds* )’ d’s”
x;N (d—] +T, ok Ak, T +(k, — At )N, —A72B, (2.16)
S S

elde edilir.
(2.8) ve (2.16) ile verilen ifadeler vektorel carpilirsa
® 3 2 % *
(T, AKﬁNﬁ)(‘fsj (T, ATﬂ)dci:zddssz (T, AT, Va7, +(T, AN, Nk, —Az",)
_(Tll /\ Bll )/lfnzz _(Na /\Ta )lz,z-s’(ll
—(N, AN, )iz, (x, — Az, )+(N, AB, )%z}

11



\3
Ky Bﬂ(?jis] =(k, - A7, )B, —At2(= N, )- A2k, (- B, )+ A°r°T,

£\ 3
B, S| 22203 4 40N, 4 (x, —Ac) + k22 )B
B dS a'a a Ta a a a’a a

' 2 2 _
K, —At, +Akx,t; =0

\2
B[ 80| 2 2T 1 arN (2.17)
BB ds a'a a'Va

elde edilir. Benzer sekilde (2.8) ve (2.17) ile verilen ifadeler vektorel carpilirsa

o'

4
(T, AKﬁBﬁ)( o j =(T, AT, )22 +(T, AN, Az

~(N, AT )Pz = (N, AN, )22

<\ 4
—KﬁNﬁ(zisJ = Ar2B, + B,

% 4
K, N,}[%] =221+ 222 )B,

bulunur. Sonug olarak B, ile N, lineer bagimli olur. Bundan dolay1 ﬂ(s*) Mannheim

egrisi ve a(s) Mannheim egri Gifti olur.

Sonug 2.1
K
=22 1+ 2%2
a 2{ ( ll)
olmak Uzere buradan

J.T; = %J.Ka (1+ izra)

7 =%j(—9')(1+tan29)

a

T :%tan(jlcada +co)

olarak yazilabilir. Bu yiizden herhangi bir Mannheim egrisi i¢in tek bir Mannheim egri

cifti vardir [6].
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Onerme 2.1 ﬂ(s*) 3-boyutlu Oklid uzayinda s* yay parametresi boyunca Mannheim
egrisi ve a(s) s yay parametresi boyunca Mannheim egri olsun. ﬁ(s*) genellestirilmis
bir helis ise 0 zaman «(s) bir dogru olur [6].
Ispat
T,,N;, B, sirasiyla ﬂ(s*) egrisinin teget, normal ve binormal vektor alanlari olsun.
Genellestirilmis helislerin 6zeliginden ve Mannheim egrilerilerinin tanimindan

(B, u)=0,(N,,u}=0
esitlikleri u sabit vektorl igin elde edilir. Bu durumda 7, =x, =0 olur. <Tﬁ,u> = sht
esitliginin tlrevi alinirsa

Ky <N T u> =0

olur. Buradan<Nﬁ,u> =0 ve (B,,u)=0trevi almrsa 7, (N,,u) =0 olur.
u oskilator dizlemdedir. z, =0 olur. (2.15) esitliginde 7, =0 degeri yerine yazilirsa

x,, =0 elde edilir. Dolayisiyla a(s) bir dogrudur.

Onerme 2.2 Genellestirilmis helis, 3-boyutlu Oklid uzaymda 3 (S*) egrisinin mannheim
egri cifti ise

T_"‘ — C_2e°15 _ie‘cls

K 2 2¢,

a

olup, burada c,,c, sifirdan farkli sabitler ve s yay paremetresidir. Ozel olarak, ¢, =1

ve ¢, =1 alimursa

olur [6].
Ispat
T;,N,, By sirasiyla ﬂ(s*) egrisinin teget, normal ve binormal vektor alanlari olsun.

Genellestirilmis helislerin 6zeliginden ve Mannheim egrilerilerin tanimindan

(N,,u)=cosf (2.18)

13



elde edilir. Onerme 1’e gére cosf = 0 ve T sabit degildir.
K

(2.18) esitliginin s degiskenine gore iki kez tiirevi alinirsa
7,(B, u)—k,(T,,u)=0
ve
—72(N, u)+7. (B, u)—x. (T, u)—x <Na,u>:0
o0 (B, )= k! (T, ,u) = (c2 +x2 [N, u)
r;<Ba,u>—K;<Ta,u>:(ra + 17 )cosO

elde edilir. Bu denklem diizenlenirse

(T,u)= ;—<Ba,u>
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(- x, (T, u)+7,(B,,u))
ke

roods® (2.19)

21
K, +—%~=—
. A
1 7z,
Ka:___ra
Z{ a
d? Ta d? Ta
K(Z K(Z
2 TDC 2
K, :i_T_GLZZE 1— ds -
o T A T
d _a d _a
K K
Z, o Ka o
ds ds
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1 Ta dsZ
Ka :I 1_ 2
dl fa
(Kaj
K
“ ds

bulunur. (2.19) ve (2.20) esitliklerinden

d?| T«
K(Z

ds? ds

2
%)
K
Y a

ds

a —

(2.20)

> |

o
VR
(s]

LN
N—
N

o
VR
(s]

KallN
N—

“I ds ds
d? ‘e
K(Z
7, ds?
K_ = 2
KIX Ta KIX
ds K ds?

elde edilir.
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Ta _ y(s) olsun. Bu durumda
Ka

d’y  (dy) _
(1+ yZ)F—y(Ej =0

denklemi elde edilir. Bu denklem ¢ozilirse

dy_,d’y_dpdy_ dp

ds ds’ dyds = dy

L+ yz)pj—s—ypz -0

1+ yZ)‘;—s —yp

do__y
p 1+y?

dp ¢y
J.?_J.ler2 Y

dy

Inp :%In‘1+ y2‘+lncl

1

p=c,(t+y?)

g—z = cl(1+ yz)%

arcsin(y)=c,s+c,

bulunur. Boylece 6nerme ispatlamig olur.
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3.BOLUM

3. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA MANNHEIM EGRIi
CIFTLERI

Bu Dbolimde, 3-Boyutlu Minkowski uzayinda egrinin casual karakterleri farkli
oldugundan iki egrinin Mannheim egri ¢ifti olusturmasi i¢in asagidaki 5 durum s6z
konusudur.

1) o asli normali spacelike olan timelike bir egri, £ asli normali spacelike olan
timelike bir egri olma durumu

i) a asli normali timelike olan spacelike bir egri, £ asli normali spacelike olan
timelike bir egri olma durumu

iii) a asli normali spacelike olan spacelike bir egri, S asli normali timelike olan
spacelike bir egri olma durumu

iIv) a asli normali timelike olan spacelike bir egri, S asli normali spacelike olan
spacelike bir egri olma durumu

V) o asli normali spacelike olan timelike bir egri, S asli normali spacelike olan

spacelike bir egri olma durumu

3.1 a Asli Normali Spacelike Olan Timelike Bir Egri, S Asli Normali Spacelike
Olan Timelike Bir Egri Olma Durumu

Teorem 3.1.1 Minkowski uzayinda bir egrinin Mannheim egrisi olmasi icin gerek ve
yeter sart egrinin, egrilik ve burulmasmin x, = —),(K; —z‘é) denklemini saglamasidir.

Burada A4 sabittir [6].

Ispat

3-Boyutlu Minkowski uzayinda bir Mannheim egrisi ﬁ(s*):a(s)+ AB, (S) olsun.
Buna gére a(s)= ﬁ(s*)Jr /I(S*)N ﬁ(s*) yazilabilir. Bu denklemin her iki tarafinin s

degiskenine gore tiirevini alinirsa
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a'(s)= Bs")+ AN, (s7)+ AN, (")
a'(s)=T, + AN, (s*)+ x,T,(s")+ 27,B,(s")

olur. Bu denklem diizenlenirse

a'(s)= [0+ A, T, + AN, (s)+A7,B, (3.1)
bulunur.
a'(s)L B, ve a'(s) LN,
oldugundan B, ile N, lineer bagimli olur.
<a'(s), Nﬂ(s*)>L =0
bulunur. Boylece
A'=0
A" = sabit (3.2)
elde edilir. (3.1) denkleminde (3.2) esitligi yerine yazilirsa
a'(s)= L+ Ak, )T, + AN, (s°)+ 27,8, (3.3)
esitligi bulunur.
da(s) daf(s)ds’ ds”
T, = = =1+ Ak +At,B, |——
“ ds ds* ds [ oy 45,8 ds
olmak tizere, bu esitligin her iki tarafinin S degiskenine gore kismi tiirevi alinirsa
* 2 %
T, = [T, + @+ Ak, )T, + A7) B, +,17,35,;]Zi+[(1+,1;<ﬁ)rﬁ +A7,B, O:j—s;
S S

T, = [j,;c'ﬂTﬂ +(1+11<ﬂ)1<ﬂNﬂ +At;B, +Arﬂ(—rﬂNﬂ)]%+[(l+ Arcﬂ)Tﬂ +/lrﬂBﬂ]%

T =[xy T, +(, + 2,2 = 20,2 N, +A7,B, ]dd—i+[(1+ A, )T, + 27,8, ]% (3.4)
elde edilir.
T, LB, veT, LN,
oldugundan
<T0£’ Nﬁ>L =0

yazilabilir. Buna gore (3.4) ile verilen denklem N, ile i¢ carpilirsa

<Ta', Nﬁ>L (T, N, A +{ic, + A2 =27, [Ny N, )+ A (B, N, ).
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bulunur. Buradan
Ky = —A(Kﬁz —Tﬁz) (3.5)

yazilabilir.

Teorem 3.1.2 E*’te ﬂ(s*) Mannheim egrisi olsun. Egriligi x, ve burulmasi 7, olan

a(s) egrisinin £ ’nin Mannheim egri ¢ifti olmasi icin gerek ve yeter sart sifirdan farkli

baz1 A sabitleri icin 7/ ddT“ = %‘(1—&21'5) denkleminin saglanmasidir [6].
S

Ispat
)i} (s*) Mannheim egrisi olsun. O zaman 8 (s*): a(s)+AB,(s) esitligi yazilabilir.
Buradan, ﬁ(s*): a(s)+ AB, (S) esitliginin her iki tarafinin s degiskenine gore kismi

tirevi alinirsa

ds” '
T,—=T +B, (s’
B ds a a( )
ds”
T, ; =T, —Ar,N_(s) (3.6)
S
olur.
T,=T,cosh6+N,sinho (3.7)

olmak tzere (3.7) esitliginin her iki tarafi T

a

ile i¢ carpilirsa
(T,.T,) =cosho(T,,T,) +sinh6o(N,.T,)
(T;.T,), =—cosho

elde edilir.

Ayni zamanda (3.7) esitliginin her iki tarafi N, ile i¢ ¢arpilirsa

(T;.N, ), =cosh6(T,,N,) +sinho(N,,N,)

L
(T;,N, ) =sinho
bulunur. Buradan

—cosh@ = At sinh@
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At, = sabit
elde edilir. Boylece A ’nin sifirdan farkli sabit bir say1 oldugu bulunur.

(3.7) esitliginin her iki tarafinin S degiskenine gore kismi tiirevi alinirsa

T, =T, cosh@+T,(coshd) + N, sinh@+ N, (sinh6)

p
k;N, =x,N, cosh@+T,(0'sinh )+ (x,T, +7,B, )sinh & + (6’ coshO)N,,
k,N, = (i, +6')sinh 0T, +(x, +0')coshON, +7, sinh 6B,
olur. Buradan
(, +0')sinh@ =0 ve (k, +0")coshd =0
ve
(x, +60')=0

elde edilir. O halde

0 = —x (3.8)
bulunur.
ds

*

3.6) denklemi T, =T —-At,N,_(s s seklinde yazilirsa ve (3.7) denklemi ile
g a a o ds*
eslenirse

d—i =coshé
ds

olur. Buradan

ds _ 1 (3.9)
ds coshé
elde edilir. Ayn1 zamanda
-At, E =sinh@
ds
yazilabilir. Buradan
ds' _ A7y (3.10)
ds sinh 6
bulunur. (3.9) ve (3.10) esitliklerinden
ds® 1 At

a

ds - cosh @ :_sinhe

yazilabilir. Buradan
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sinh @
r o=
“ cosh @

olur. O halde
At, =—tanh @ (3.11)

elde edilir.

Esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa

!’

Ar, =-0'(L-tan’ho)

bulunur. Burada (3.8) ve (3.11) esitliklerini yerlerine yazilirsa

!

At, = —(— K, )(1— lzraz)

elde edilir. Boylece
r :%(1—/12%2) (3.12)

bulunur.
Ayrica (3.6) esitliginin iki kez tiirevi alinarak Mannheim egrileri ve Mannheim egri

ciftleri bulunabilir.

!

2
'(ds” d’s” ’ '
A L A

ds*) . d%s’ :
KﬁNﬁ(d—ssJ +Tﬁd—82=r<aNa(s)—/lra N, (s)- Az, (x,T, +7,B,)
S

ds* Y’ d’s’ '
ks N (gj +Tﬁ?=—makal+(m—ifq )NQ(S)—MQZBQ (3.13)

elde edilir. (3.6) ve (3.13) ile verilen denklemler vektorel carpilirsa

3
ds* d?s* ds* '
(T, A xﬁNﬁ{ = ] +(T, /\LTﬁ)?EZ—ﬂ‘[aka(—ra /\LTa)+[Ka —ir, j(Ta A N,)

_)“Taz(Ta /\L Ba)+)“2Ta2Ka(Na /\L Ta)
+ (—ﬂ‘[aica +121a‘[a') (Na AL Na)
+(Na /\L Ba)ﬂ’z‘[as

!

—frj;cajsa

\3
K, Bﬁ(dij = 2%0,°T, +21,°N, +(;<a I,

bulunur.
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!

K, —At, —At,’Kk, =0

a a

oldugundan
\3
dS 2 3 2
Kg Bﬁ[E] =-A7, T, +At,°N_ (3.14)

elde edilir. Benzer sekilde (3.6) ve (3.14) esitlikleriyle verilen denklemler vektorel

carpilirsa

ds”

(T, AL KﬁBﬁ)(—

4
dsj :_AZTas(Ta /\LTa)+ﬂ“Ta2(Ta an Na)+j“37a4(Na /\LTO‘)

~27,°(N, A, N,)

a (o4

<\ 4
—KﬂNﬁ[‘Lis] - Jt,’B, - 2°t,'B,

« \ 4
KﬁNﬁ(ddij =—At,’B, +A’r,'B,
S

«\ 4
KﬁNﬁ(d‘%J =22 -2%,2 B,
S

bulunur. Sonug olarak B, ile N lineer bagimli olur. Bundan dolay1 ﬁ(s*) Mannheim

egrisi ve a(s) Mannheim egri gifti olur.

Sonug 3.1.1

olmak Uzere buradan
jr; :%jka(l—lzra)
z, :%j(—e’)(l—tanhz 0)

T, = —%tanhqrcada +c0)

olarak yazilabilir. Bu yiizden herhangi bir Mannheim egrisi i¢in tek bir Mannheim egri

cifti vardir [6].
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Onerme 3.1.1 ﬂ(s*) 3-boyutlu Minkowski uzayinda s* yay parametresi boyunca

Mannheim egrisi ve a(s) egrisi de s yay parametresi boyunca Mannheim egri ¢ifti

olsun. g (S*) genellestirilmis bir helis ise o zaman a(s) bir dogru olur [6].

Ispat

T, N ﬁ(Ba ), B, sirasiyla ﬁ(s*) egrisinin teget, normal ve binormal vektor alanlar

olsun. Genellestirilmis helislerin 6zeliginden ve Mannheim egrilerilerinin tanimindan
(B, .u), =0,(Ny,u) =0

esitlikleri u sabit vektort icin elde edilir. Bu durumda 7, =0 ve x, =0 olur.

<T T U>L = sht esitliginin tiirevi alinirsa

Kﬁ<Nﬁ,U>L =0
olur. Buradan (N ,,u) =0 ve (B,,u) =0 tiirevi almirsa 7, (N,,u), =0 elde edilir.

u oskuilator dizlemdedir. z, =0 olur. (3.12) esitliginde 7, =0 degeri yerine yazilirsa

x, =0 elde edilir. Dolayisiyla c(s) bir dogrudur.

Onerme 3.1.2 Genellestirilmis helis, 3-boyutlu Minkowski uzaymda ﬁ(s*) egrisinin
Mannheim egri ¢ifti ise
C, 1

— ecls - e—cls
K 2 2c,

a

s yay paremetresi olmak Uzere, 6zel olarak ¢, =1 ve ¢, =1 igin

S -S

T _& € _sinhs
2

elde edilir [6].

Ispat

Ts N, (Ba ), B, sirasiyla ﬁ(s*) egrisinin teget, normal ve binormal vektor alanlari
olsun. Genellestirilmis helislerin 6zeliginden ve Mannheim egrilerilerin tanimindan

(N, u) =cosé (3.15)

elde edilir. Onerme 3.1°den cos6 # 0 ve — sabit degildir.
K
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(3.15) esitliginin s degiskenine gore iki kez tiirevi alinirsa
z'a<Ba,u>L +Ka<Ta’u>|_ =0

elde edilir. Buradan

<Ta’u>|_ :_,:._a<Ba’u>|_

a

bulunur.

(3.16) denkleminin tiirevi alinirsa

o), ={ ), E

K K

a a

olur. Bulunan bu denklem diizenlenirse

!

[T_aJ (B,u), ==k, (N, u), +=7,(

K K

a a

elde edilir.

!

K(Z KDC
kullanilarak
: K,
TDC
)

bulunur. Buradan

bulunur.

o U),

N ,u

o U),

(3.16)

2 2
(T—“] (B,.u), :M<Na’u>|_ denkleminde (—Kj +r§) yerine (3.5) esitligi

(3.17)
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olur.

(3.17) denkleminin tiirevini alinirsa

d?| ‘e
K(X

(B~ (N, ) — :I(Ka<Ta,u>L+ra<Ba,u>L) (3.18)

elde edilir.
K, (T,.u)+7,(B,,uy=0

oldugundan (3.18) denklemini diizenlenirse

() %)
K, 1 K,

N, ,u) =7,(N_,u
e }< ), =7, (N, ),
dl S
K
2' o
ds
bulunur. Buradan
d? e
K(Z
d 2
T, =— 0 5
dl fa
A
ds
elde edilir. (3.5) denklemi kullanilarak
9 1
K, ——%=——
K(Z
yazilabilir. Boylece
1 z,
K,=——+—"1,
A K

a

olur. Burada (3.19) esitligi yerine yazilirsa

(3.19)
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Ta 2
K, :-% 1-—Gs° (3.20)
dl Fa
K(Z
K
“l ds

elde edilir.
(3.19) ve (3.20) esitliklerinden

ds? ds?
2 2
o) o]
K K
A{ o a
ds ds
Ta . —_
. o))
2 Ta Ka d2 Ta
e ds o
L e s? T ds?
2{ 2 . 2 Ka . 2
SRS
Ka Ka KlX
Fol s ds ds
42| T«
Ka
T __ ds’
Ka T ? T
ool el
KC( Ta KC(
ds k. ds?
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elde edilir.

T )
Eger —% = y(s) denirse, 0 zaman
K

a

d’y  (dy) _
(1—y2)F+ y(EJ =0

denklemi elde edilir.

dy_,d% _dpdy dp

ds ' 'ds® dyds  dy

ifadeleri, bu denklemde yerlerine yazilirsa

L-y2)p 2Py yp? =0

dy
olur. Bu denklem ¢ozilirse
- yz)g—s ——yp
d?p L
[Py

Inp :%In‘l— y2‘+ Inc,

1

p=c,L-y?)

1
S_Z = cl(l— y2)5

@ c,ds
I(l_yz); Jod

arcsin(y)=c,s +¢c,

olur.
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3.2 a Asli Normali Timelike Olan Spacelike Bir Egri, § Asli Normali Spacelike
Olan Timelike Bir Egri Olma Durumu

Teorem 3.2.1 Minkowski uzayinda bir egrinin Mannheim egrisi olmasi icin gerek ve

yeter sart egrinin, egrilik ve burulmasmin x, = —),(K; —z‘é) denklemini saglamasidir.

Burada 4 sabittir [6].

Ispat

3-Boyutlu Minkowski uzayinda bir Mannheim egrisi (S* ) = a(s) + 1B, (s) olsun. Buna
gore a(s)=p (s* )+ ),(S* )N P (S*) yazilabilir. Bu denklemin her iki tarafinin s

degiskenine gore tiirevini alinirsa
a'(s)=T, + AN, (s*)+ 2, T,(s")+ A7,B,(s")
olur. Bu denklem duizenlenirse
a'(s)= 1+ 2xc, )T, (5" )+ AN, (s7)+ A7,B,(s7)
bulunur.
a'(s)L B, ve a'(s) LN,

lineer bagimli oldugundan
<a'(s), Nﬁ(s*»L =0
bulunur.
A'=0
A" = sabit
elde edilir. (3.1) denkleminde (3.2) esitligi yerine yazilirsa
a’(s*): (1+ Ak, )I'ﬂ +At,B,

T - da(s) _ dafs)ds’

ds”
.= e ds=[(1+,1Kﬁ)rﬁ+mﬁsﬁ]E

T! =[a,T, + L+ 2k, )T + A7)B, +mﬂB;3]%+ L+ 2, )T, +mﬁBﬁ]zzs—s:

T! =[aT, + @+ Ak, JoyN, +A7,B, + Az, (-7, N )]dd—i+[(1+z;<ﬁ)rﬁ+mﬁ5ﬁ]%
elde edilir.
T, LB, veT, LN,

oldugundan
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<T0;,Nﬁ>L=o

yazilabilir. Buna gore (3.4) ile verilen denklem N, ile i¢ carpilirsa

<Ta', Nﬁ>L = (T, N, i)+, + Ak, 2 = 2r, NG N, )+ A (B, N, ).

2 2
Ky +/11<ﬂ —/11'[3 =0

bulunur.
2 2
Kﬁ+),(rcﬁ Ty )=0
elde edilir.
2 2
Kp :_}‘(Kﬂ —Tp )
veya
2 2
Kp :/1(7/3 — Ky )
bulunur.

Teorem 3.2.2 E*’te ﬂ(s*) Mannheim egrisi olsun. Egriligi x, ve burulmasi 7, olan

a(s) egrisinin £ ’nin Mannheim egri ¢ifti olmasi icin gerek ve yeter sart sifirdan farkli

baz1 A sabitleriicin 7 = ddT“ = —%(1—/121';) denkleminin saglanmasidir [6].
S

Ispat

ﬂ(s*) Mannheim egrisi olsun. O zaman ﬂ(s*)= a(s)+ AB, (S) esitligi yazilabilir.
Buradan, [3(5*): a(s)+ AB, (S) esitliginin her iki tarafinin s degiskenine gore kismi
tiirevi alinirsa

ds* '

T, s =T, + B, (s)
ds®
T, i =T, +Ar,N_(s) (3.21)

olur.

(3.7) esitliginde her iki taraf T ile i¢ carpilirsa
(T;.T,), =cosh(T,,T,) +sinhO(N,,T,)

(T;.T,) =cosho
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bulunur. (3.7) esitliginin her iki tarafi N, ile i¢ ¢arpilirsa
(Ts.N, ) =cosh6(T,,N,) +sinh6(N,,N,)
<Tﬁ, Na>L =—sinh@
bulunur.
—cosh@ = Ar, sinh@
AT, = sabit

elde edilir. Buradan A ’nin sifirdan farkli sabit bir say1 oldugu bulunur.

(3.7) esitliginin her iki tarafinin s degiskenine gére kismi tiirevi alinirsa

T, =T, cosh@+T,(cosh@) +N, sinh&+ N, (sinh6)

k,N, =x,N, cosh0+T,(0'sinh @)+ (x,T, +7,B,)sinh & +(6"coshO)N,,

;N = (i, +0')sinh 0T, +(x, +60')coshON, +7,, sinh 6B,

(k, +0')sinh6 = 0
ve
(x, +6")cosh 6 =0
bulunur. Boylece
0'=—-x,

elde edilir.

ds

(3.21) denklemini T, =T, &

eslenirse
d—i =coshé
ds

elde edilir. Buradan

ds* 1
ds cosh@

bulunur. Ayrica
a

AT E =sinh 6
ds

elde edilir. Buradan da

+At, N, (s*);—s* seklinde yazip ve (3.10) denklemi ile
S
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ds’ _ ATy (3.22)
ds sinh@

bulunur. (3.9) ve (3.22) esitliklerinden

ds* 1 A,
ds cosh@ sinh6

elde edilir. Boylece

sinh @
T =
“  cosh@
At, =tanh @ (3.23)

olur. (3.23) Esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa
at, =0'L—tan?ho)
elde edilir. Burada (3.8) ve (3.27) esitlikleri yerlerine yazilirsa
ar, =(x, a2

bulunur. Buradan

!

r, = —’%(1— 2?2 (3.24)

a

elde edilir. (3.21) denkleminin iki kez tiirevi alinarak Mannheim egrileri ve Mannheim
egri ¢iftleri bulunabilir.

N2 " , '
Tﬁ(ddsS] +Tﬁ%=T¢x +At, Na(S*)JFMaNa(S*)

* 2 2 % '
KﬁNﬁ(%J +Tﬁ(::j—SZ=KaNa(S*)+lTa N, (s*)+ 2z, (k,T, +7,8B,)
S

+\ 2 2% ’
KﬁNﬁ[ddi] +Tﬁcjj—82:ﬂ,ra1<aTa +(K’a + AT, jNa(s*)+ At,’B, (3.25)
S S

elde edilir. (3.21) ve (3.25) esitlikleri ile verilen denklemler vektorel ¢arpilirsa
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+\3 2.% * ’
(T, AL x,N {%} +(T, A, Tﬂ)‘%%:maka(y AL Ta)+(;<a vz, j(Ta AUN,)

+ATQZ(T(Z /\L Ba)—"_iz‘razx(x (N(Z /\L Ta)
+ (lTaKa +Z,zrara’) (Na AL Na)

+ (Na /\L Ba )ﬂ’zrzxs

* 3 '
K, Bﬁ(ddiJ =2%c,°T + At °N, + (K’a + AT, — zzrjzcajsa
S
olur. Burada
K, +/11'a’ —/121'“21(& =
oldugundan
L\3
ds 2 3 2
Kﬁsﬁ(gj = A%t,°T, +At,’°N, (3.26)

elde edilir. Benzer sekilde (3.21) ve (3.26) esitlikleri ile verilen denklemler vektorel
carpilirsa

«\ 4
(Tﬁ /\L KﬁBﬁ{%j :/IZTD(S(TQ /\L Ta)+/1’Ta2(Ta /\L Na)+//1"3Ta4(Na /\L Ta)

+l2Ta3(Na /\L Na)

. 4
-KﬁNﬁ[ds ] - 1t,°B, - 2°r,‘B,
ds
«\ 4
KﬁNﬁ(d‘%J —-11,°B, +A°r,"B,
S

N 4
KﬁNﬁ(ddij =2 -2,%,% B,
S

bulunur. Sonug olarak B, ile N, lineer bagimli olur. Bundan dolay: ﬂ(s*) Mannheim

egrisi ve a(s) Mannheim egri ¢ifti olur.
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Sonug 3.2.1
Tl = —%’(1—&275)
ifadesi olmak Uzere buradan
J.T; = —%J.Ka (1— Xz, )

T, = —%j(— 6')L—tanh?0)

T, :%tanh(jrcada +co)

olarak yazilabilir. Bu ylizden herhangi bir Mannheim egrisi i¢in tek bir Mannheim egri

cifti vardir [6].

Onerme 3.2.1 ﬁ(s*) 3-boyutlu Minkowski uzayinda s* yay parametresi boyunca
Mannheim egrisi ve a(s) S yay parametresi boyunca Mannheim egri ¢ifti olsun. (s*)
genellestirilmis bir helis ise 0 zaman a(S) bir dogru olur [6].
Ispat
TN, (Ba ), B, sirasiyla ﬁ(s*) egrisinin teget, normal ve binormal vektor alanlari
olsun. Genellestirilmis helislerin 6zeliginden ve Mannheim egrilerilerinin tanimindan

(B, .u), =0,(Ny,u) =0
esitlikleri u sabit vektor( icin elde edilir. Bu durumda 7z, =0 ve «x, =0olur.
<Tﬁ : U>L = sht esitliginin tiirevi alinirsa

K ﬁ<N T U>L =0

olur. Buradan <Nﬁ,u>L =0 ve <Bm,u>L = 0 turevi alinirsa ra<Na,u>L =0 olur.

u oskulator dizlemdedir. 7, =0 olur. (3.24) esitliginde 7, =0degeri yerine yazilirsa

x, =0 elde edilir. Dolayisiyla c(s) bir dogrudur.
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3.3 a Asli Normali Spacelike Olan Spacelike Bir Egri, f Asli Normali Timelike

Olan Spacelike Bir Egri Olma Durumu

Teorem 3.3.1 Minkowski uzayinda bir egrinin Mannheim egrisi olmasi i¢in gerek ve
yeter sart egrinin, egrilik ve burulmasinin x, = —ﬂ,(K’; + 1';) denklemini saglamasidir.
Burada A sabittir [6].

Ispat

3-Boyutlu Minkowski uzayinda bir Mannheim egrisi (S* ) = a(s)+ AB, (S) olsun. Buna
gore a(s)= ﬂ(s*)+ A(S*)N ﬂ(S*) yazilabilir. Bu denklemin her iki tarafinin s

degiskenine gore tiirevini alimirsa
a'(s)=B'(s")+ AN, (s")+ AN, (s°)
a'(s)=T, + AN, (s*)+ 2, T,(s")+ A7,B,(s")
olur. Bu denklem diizenlenirse
a'(s)= L+ Arc, )T, (s7)+ AN, (s )+ A7,B, (")
bulunur.
a'(s)L B, ve a'(s) LN,

lineer bagimli oldugundan
(a'(s), Nﬂ(s*)>L =0
bulunur.
A'=0
A" = sabit
elde edilir. (3.1) denkleminde (3.2) esitligi yerine yazilirsa
a'(s)=(L+ Ak, )T, +Az,B,

_da(s) _da(s)ds’

45
T == S:[(1+Mﬁ)rﬁ+mﬁ5ﬁ]d—ss

T, =[x, T, + L+ 2k, )T + A7)B, +mﬁB;]dd—i+[(1+ i, )T, +mﬁBﬂ]d;Ts:

*

T, = [/IK;T/} +(1+ AK )Kﬁ N, +17;B, +}“Tﬁ(TﬂN )]%+ [(H’mﬂ )rﬁ +A7,B, ]%

35



T =Ky, + (e, + 2x,% + 4z, 2N, + A7) B, ]di
. ds (3.27)
e+ 2, )T, +,1Tﬁ5ﬂ]°'de2
elde edilir.
T, LB, veT, LN,
oldugundan
<T0£’ Nﬁ>L =0

yazilabilir. Buna gore (3.27) ile verilen denklem N ; ile i¢ carpilirsa
! ' 2 2 '
<Ta ,Nﬁ>L = (T, N, ) i, + 2+ 27,7 NG N+ A (BN, )

2 2
Kﬂ+/11<ﬁ +M'ﬁ =0

bulunur. Boylece

iy = A, +7,7) (3.28)

elde edilir.

Teorem 3.3.2 E*’te ﬂ(s*) Mannheim egrisi olsun. Egriligi x, ve burulmas: 7, olan
a(s) egrisinin  'nin Mannheim egri ¢ifti olmasi igin gerek ve yeter sart sifirdan farkl

bazi A sabitleri igin 7/ = ddT“ = —KT“(l+ /1275) denkleminin saglanmasidir [6].
S

Ispat
ﬂ(s*) Mannheim egrisi olsun. O zaman ﬂ(s*)= a(s)+ AB, (S) esitligi yazilabilir.
Buradan, g (S*)= a(s)+ AB, (S) esitliginin her iki tarafinin s degiskenine goére kismi

tirevi alinirsa

ds* '
T, s =T, + B, (s)
U%:Ta + A, N, (s)

olur. Ayrica
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T,=T,c0s0+N,sin0 (3.29)
yazilabilir. (3.29) esitliginde her iki taraf T ile i¢ ¢arpilirsa
(T;.T,) =cosO(T,,T,) +sin0(N,.T,)

<T/3,Ta>L =Cc0s0

bulunur. (3.29) denklemi N ile i¢ carpilirsa
(T;.N, ) =cosO(T,,N,), +sin6(N,,N,)

(T;,N, ) =sino

bulunur. Buradan
cosh@ = At sinh @
At, = sabit

elde edilir. Boylece A’nmn sifirdan farkli sabit bir sayir oldugu bulunur. (3.29)

esitliginin her iki tarafinin s degiskenine gore kismi tiirevi alinirsa
T, =T, cos0+T,(cosd) +N, sing+N,(sin0)
KN,y =x,N, cos0+T,(-0'sin0)+(-«,T, +7,B,)sin0+(0'cosO)N,,
KN, = (=K, —0')sindT, + (i, +6')coséN,, +17,, sin 6B,

(~x,-0)sin6=0

ve
(x, +6')cos@ =0

elde edilir. Buradan

0'=—x

a

ds

*

bulunur. (3.21) denklemini T, =T, +maNa(s*);—i seklinde yazip ve (3.29)
S

denklemi ile eslenirse

ds* =C0s0

ds
yazilabilir. Buradan

ds* 1

ds cosé
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elde edilir. Ayrica

At, —=sinf
yazilabilir. Buradan da
ds*  Ar,
ds sin@
elde edilir. Bu ifadelerin esitliginden
ds* 1  Ar,
ds cos@ sin@
yazilabilir.
Az, = sin@
cosé
At, =tan@ (3.30)

elde edilir. (3.30) esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa /Iz'a' = 0'(1+tan2 0) elde

edilir. Burada (3.8) ve (3.30) esitlikleri yerlerine yazilirsa M’a' :(— K, )(1+ /121'(12)

seklinde olur. Buradan

r, = —%(1+ 2,7 (3.31)

a

bulunur.
Ayrica (3.21) denkleminin iki kez turevi alimarak Mannheim egrileri ve Mannheim egri

ciftleri bulunabilir.

!

N2 " , '
Tﬁ(ddsS] +Tﬁ%=T¢x +At, Na(S*)JFMaNa(S*)

KﬁNﬁ(%j T, % — kN, (s*)+ Az, N, (s")+ Az, (-x,T, +7,B,)

* 2 2 % ,
KﬁNﬂKddi] +T, —ddsz =-Ar,x,T, +(;<a vz, )Na(s*)mrjsa (3.32)
S S

elde edilir. (3.21) ve (3.32) esitlikleri ile verilen denklemler vektorel ¢arpilirsa
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+\3 2% * !
(T, AL, N {‘Lis} +(T, A Tﬂ)‘%%z—maka (T, A, Ta)+(1<a + AT, j(Ta ACN,)
+)“Ta2(Ta /\L Ba)_ﬂ’z‘[azka(Na /\L Ta)
+ (ﬂwalca +/12‘[ara’) (Na AL Na)

+(Na /\L Ba )2’27‘-&3
3 !
KﬂBﬁ(—] =2t T, - At,°N, —(Ka + AT, +/12Ta21<a)8a
S
olur. Burada

!
2 2 _
K,+At, +At, 'k, =0

oldugundan

\3
KﬂBﬁ(%] =%t T, -2t °N,

\3
Kﬁsﬁ[‘:jisj = 22¢,°T, - A,°N, (3.33)

elde edilir. Benzer sekilde (3.21) ve (3.33) ile verilen denklemler vektorel ¢arpilirsa

<\ 4
(Tﬂ AL KﬂB {%) :lzras(Ta /\LTa)+A’Ta2(Ta AL Na)+A3Ta4(Na /\LTa)
+12Ta3(Na /\L Na)
ds* )’
KﬁNﬁ(iJ = t,°B, +1°1,'B,
ds

. 4
KﬁN,}[%] = t,°B, +X°r,'B,

ds*\*
KﬁN,{%] = a2+ 2%, B,

bulunur. Sonug olarak B, ile N, lineer bagimli olur. Bundan dolay: ﬂ(s*) Mannheim

egrisi ve a(s) Mannheim egri gifti olur.
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Sonug 3.3.1
Tl = —%(14- izraz)

ifadesi olmak Uzere, buradan

[z, =—%j;<a(1+,127a)

z, = —%j(—e')(u tan?0)

T, :%tan([zcada +c0)

olarak yazilabilir. Bu yiizden herhangi bir Mannheim egrisi i¢in tek bir Mannheim egri

cifti vardir [6].

Onerme 3.3.1 ﬂ(s*) 3-boyutlu Minkowski uzayinda s* yay parametresi boyunca
Mannheim egrisi ve a(s) S yay parametresi boyunca Mannheim egri ¢ifti olsun. (s*)
genellestirilmis bir helis ise o zaman a(s) bir dogru olur [6].
Ispat
T, N, (Ba ) B, sirasiyla f8 (S*) egrisinin teget, normal ve binormal vektdr alanlar
olsun. Genellestirilmis helislerin 6zeliginden ve Mannheim egrilerilerinin tanimindan

(B, .u), =0,(Ny,u) =0
esitlikleri u sabit vektort icin elde edilir. Bu durumda 7, =0 ve x, =0 olur.
<Tﬂ , U>L = sbt esitliginin tiirevi alinirsa

K ﬁ<N T U>L =0

olur. Buradan <Nﬁ,u>L =0 ve <Ba,u> =0 esitliklerinin tiirevi alinirsa ra<Na ,u>L =0

olur. u oskilator duzlemdedir. 7, =0 olur. (3.21) esitliginde 7, =0 degeri yerine

yazilirsa k', =0 elde edilir. Dolayisiyla a(s) bir dogrudur.
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3.4 o Asli Normali Timelike Olan Spacelike Bir Egri, § Asli Normali Spacelike

Olan Spacelike Bir Egri Olma Durumu

Teorem 3.4.1 Minkowski uzayinda bir egrinin Mannheim egrisi olmasi i¢in gerek ve
yeter sart egrinin, egrilik ve burulmasinin x, = A(K; —12) denklemini saglamasidir.
Burada A sabittir [6].

Ispat

3-Boyutlu Minkowski uzayinda bir Mannheim egrisi (S* ) = a(s)+ AB, (S) olsun. Buna
gore a(s)= ﬂ(s*)+ A(S*)N ﬂ(S*) yazilabilir. Bu denklemin her iki tarafinin s

degiskenine gore tiirevini alinirsa

a'(s)=B'(s")+ AN, (s")+ AN, (s°)
denklemi diizenlenirse
a'(s)=L— 2, )T, (s")+ 275N, (s7)+ A(s" e, (s°)B, (") (3.34)
bulunur.
a'(s)L B, ve a'(s) LN,

lineer bagimh oldugundan
(a'(s), Nﬂ(s*)>L =0
bulunur.
A'=0
A" = sabit
elde edilir. (3.34) denkleminde (3.2) esitligi yerine yazilirsa
a'(s)=L— 2k, )T, (s")+ A7,B, (")

_da(s) _da(s)ds’

Tll
ds ds* ds

= [2-2x, )T, +mﬁBﬂ(s)]%
T! =[- Ak T, + (= 2k, )T} + A7)B, +mﬁB;]dd—i+[(1—Mﬁ)rﬂ +mﬁBﬂ]d;Ts:

T, = [_ AT, +(1_1’<ﬂ )KﬂNﬂ +At,B, +lTﬂ(TﬂNﬂ)]%+[(l_lKﬂ )rﬂ + 47,8, ]%
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' i 2 2 ' dS*
T =T, <o, -2, 422, N, B, 2

. (3.35)
-2k, ), +ﬂurﬁEaﬁ]O:]|TS2
elde edilir.
T, LB, veT, LN,
oldugundan
(T.N,), =0

yazilabilir. Buna gore (3.35) esitligi ile verilen denklem N, ile i¢ garpilirsa

<Ta', N,3>L =Ky (T, N, + iy —arc,” +27,2N, N, ) Az, (B, N,
Ky —ﬂ,Kﬂz +/11'ﬂ2 =0

bulunur. Buradan

elde edilir. Boylece
Kg :l(Kﬁz—Tﬂz) (3.36)

yazilabilir.

Teorem 3.4.2 E*’te ﬂ(s*) Mannheim egrisi olsun. Egriligi x, ve burulmasi 7, olan
a(s) egrisinin [ 'nin Mannheim egri ¢ifti olmasi i¢in gerek ve yeter sart sifirdan farkl

baz1 A sabitleriicin 7/, ddT“ = —%(1—/121';) denkleminin saglanmasidir [6].
S

Ispat

ﬂ(s*) Mannheim egrisi olsun. O zaman ﬁ(s*): a(s)+AB,(s) esitligi yazilabilir.
Buradan, [3(5*): a(s)+ AB, (S) esitliginin her iki tarafinin s degiskenine gore kismi
tiirevi alinirsa

ds”

TﬁE:Ta +2B,, (s)
U%:Ta + A, N, (s)
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olur.

Ayrica (3.7) esitliginde her iki taraf T ile i¢ ¢arpilirsa
(T,.T,) =cosho(T,,T,) +sinho(N,.T,)
(T,.T,) =cosho
bulunur. Benzer sekilde (3.7) denklemi N ile i¢ ¢arpilirsa
(T;.N, ) =cosh6(T,,N,) +sinh6(N,,N,)

<Tﬁ, Na>L =-sinhé
bulunur. Buradan da

—cosh@ =Ar,sinh@

At, = sabit

elde edilir. Boylece A ’nin sifirdan farkli sabit bir say1 oldugu bulunur.

(3.7) esitliginin her iki tarafinin S degiskenine gore kismi tiirevi alinirsa
T, = T. cosh@ +T, (cosh@) + N, sinh@+ N, (sinh6)
k,N,; =x,N, cosh@+T,(0'sinh @)+ (x,T, +7,B, )sinh & +(0'cosh )N,
kN, = (x, +0')sinh 0T, +(x, +0')coshON, +7, sinh 6B,
(, +6")sinh 6 =0
ve
(x, +6')cosh6 =0

Bulunur. Buradan

0'=—-x,
- - ds .\ ds .
elde edilir. (3.21) denklemini T, :Tad—*+/lraNa(s )d— seklinde yazip ve (3.7)
S S

denklemi ile eslenirse
d—i =coshé
ds

yazilabilir. Buradan

o1
ds cosh@

bulunur. Ayrica
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AT E—sinht9

a P

ds
yazilabilir. Buradan da
ds*  Ar,
ds sinh@

elde edilir. Bulunan ifadelerinin esitliginden

ds” 1 At

a

ds - cosh @ B sinh @

yazilabilir. Boylece

sinh @

T =
“  cosh@
At, =tanh@

elde edilir. (3.23) esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa Az, = 0’(1—tan2 hB) elde

edilir. Burada (3.8) ve (3.23) esitlikleri yerlerine yazilirsa M’a' :(— K, )(1—/121a2)

seklinde olur. Buradan

T - —%’(1—&270(2)

a

elde edilir. (3.21) ile verilen denklemin iki kez tiirevi alinarak Mannheim egrileri ve

Mannheim egri ¢iftleri bulunabilir.

!

* 2 * ’ '
Tﬂ'(%j +Tﬁ%:n w2z, N, (s*)+ Az,N,(s7)

* 2 2 % ’
KﬁNﬁ(Zisj +Tﬁ‘L—i=KaNa(s*)+ma N, (s*)+ A7, (x,T, +7,8B,)
S

* 2 2 % ’
KﬁNﬁ(ddij +Tﬁ‘2—i= Ar kT, +(1<a v AT, )Na(s*)+ At,’B,
S S

elde edilir. (3.21) ve (3.25) esitlikleri ile verilen denklemler vektorel garpilirsa

3
ds* d?s* ds* '
(T, A KﬂNﬂ{EJ +(T, A Tﬂ)FE = Atk (T, A, Ta)+(;<a +AT, )(Ta AUN,)
+/1Ta2(Ta /\L Ba)+/12Ta2Ka(Na /\L Ta)
+ (lralca +),21a1a,j (Na AL Na)

+ (Na /\L Ba )/IZTQS
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* 3 ’
—KﬁBﬁ(O;i] = 2¢,°T, +21,°N, +(Ka + AT, —/lzrj,cajsa
S
bulunur. Burada
K, +/11'a’ —/121'“21(& =
oldugundan
ds* )’
—x, Bﬁ[i] = 2% °T, +21,°N,
ds
«\3
ds 2 3 2
K, Bﬁ(gj = —2%,°T, —At,°N, (3.37)

elde edilir. Benzer sekilde (3.21) ve (3.37) esitlikleri ile verilen denklemler vektorel
carpilirsa

" 4
(Tﬂ AL KﬂB {%) :lzras(Ta /\LTa)+A’Ta2(Ta AL Na)+A3Ta4(Na /\LTa)
+12Ta3(Na /\L Na)
% 4
KﬁNﬁ(diJ - 1t,°B, - 1°r,'B,
ds
ds* )’
KﬁN,}[i] - 1t,°B, - 2’r,'B,
ds
ds )’
KﬁN,{di] =2 -2,%,2 B,
S

bulunur. Sonug olarak B, ile N, lineer bagimli olur. Bundan dolay: ﬂ(s*) Mannheim

egrisi ve a(s) Mannheim egri gifti olur.

Sonug 3.4.1

ifadesi olmak Uzere
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7, = —%j(— 6')L—tanh? 6)

T, :%tanh(jrcada +co)

olarak yazilabilir. Bu ylizden herhangi bir Mannheim egrisi i¢in tek bir Mannheim egri

cifti vardir [6].

Onerme 3.4.1 ﬁ(s*) 3-boyutlu Minkowski uzayinda s* yay parametresi boyunca
Mannheim egrisi ve a(s) S yay parametresi boyunca Mannheim egri ¢ifti olsun. ﬂ(s*)
genellestirilmis bir helis ise 0 zaman a(S) bir dogru olur [6].
Ispat
T, N ﬁ(Ba ), B, sirasiyla ﬁ(s*) egrisinin teget, normal ve binormal vektor alanlar
olsun. Genellestirilmis helislerin 6zeliginden ve Mannheim egrilerilerinin tanimindan

(B, u), = 0,<N,,3,u>L =0
esitlikleri u sabit vektoru icin elde edilir. Bu durumda z, =0 ve x, =0 olur.
<Tﬂ , U>L = sbt esitliginin tiirevi alinirsa

K ﬁ<N T U>L =0

olur. Buradan <Nﬁ,u>L =0 ve (B,,u), =0 tirevi alimrsa —7,(N,,u)_ =0 olur. u

oskulator dizlemdedir. 7, =0 olur. (3.24) esitliginde 7, =0 degeri yerine yazilirsa

k., =0 elde edilir. Dolayisiyla a(s) bir dogrudur.

3.5 a Asli Normali Spacelike Olan Timelike Bir Egri, f Asli Normali Spacelike
Olan Spacelike Bir Egri Olma Durumu

Teorem 3.5.1 Minkowski uzayinda bir egrinin Mannheim egrisi olmasi i¢in gerek ve

yeter sart egrinin, egrilik ve burulmasinin x, = A(K; —12) denklemini saglamasidir.

Burada A sabittir [6].
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Ispat
3-Boyutlu Minkowski uzayinda bir Mannheim egrisi 8 (S* ) = a(s) + 4B, (S) olsun. Buna
gore a(s)=p (S* )+ /1(8* )N p (S*) yazilabilir. Bu denklemin her iki tarafinin s

degiskenine gore tiirevini aliirsa
a'(s)=B'(s")+ AN, (s")+ AN, (s°)
a'(5)=T, + AN, (s7)-2x,T,(s")+ A7,B,(s")
olur. Bu denklem duizenlenirse
a'(s)=(L— 2, )T, (s7)+ AN, (s )+ A7,B(s"),
bulunur.
a'(s)L B, ve a'(s) LN,

lineer bagimli oldugundan
<a'(s), Nﬂ(s*)>L =0
bulunur. Boylece
A'=0
A" = sabit
elde edilir. (3.34) denkleminde (3.2) esitligi yerine yazilirsa

a'(s)=L— 2k, )T, (s")+ A7,B, (")

dals®) dals™)d d
T, = zs(s )= 0;(: )dss* =[(1_}“Kﬁ)-rﬁ +MﬁB/3]d_sS*

T =] AT +(1_/1Kﬂ )Tl;’ +A7,B, +A7,B; ]dd_i+[(1_’1Kﬂ )Tﬁ +A1,B, ]%

T! = Ak, T, + (@2, e, N, + 27,B, + A7, (¢, N )]dd—i+ -2k, )T, + 22,8, ]O:TS:

T = [—M;}Tﬁ +(r<,3 — Ak, +/17/32)Nﬁ +A7,B, ]%Jr Kl_Mﬁ)Tﬁ +ATy Bﬂ]%
elde edilir.
T, LB, veT, LN,
oldugundan

<T0;,Nﬁ>L=o
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yazilabilir. Buna gére (3.35) ile verilen denklem N ile i¢ carpilirsa

<Ta',Nﬂ>=—,1K'ﬁ<Tﬂ,Nﬁ>+(Kﬁ iyt + 27,2 [Ny N, )+ ATh (B, N,
Ky —ﬂ,Kﬂz +/11'ﬂ2 =0

bulunur. Buradan
veya

yazilabilir.

Teorem 3.5.2 E*’te ﬂ(s*) Mannheim egrisi olsun. Egriligi x, ve burulmasi 7, olan

a(s) egrisinin  'nin Mannheim egri ¢ifti olmasi i¢in gerek ve yeter sart sifirdan farkl

e d -
bazi A sabitleri icin 7/, = dT“ :%(1—/1275) denkleminin saglanmasidir [6].
S
Ispat
ﬂ(s*) Mannheim egrisi olsun. O zaman ﬂ(s*)= a(s)+ AB, (S) esitligi yazilabilir.
Buradan, ﬂ(s*)= a(s)+ AB, (S) esitliginin her iki tarafinin s degiskenine goére kismi

tirevi alinirsa

T, %:Ta +1B, (s7)
Tﬁdd—i:Ta—/lraNa(s*)

olur.

(3.7) esitliginde her iki taraf T ile i¢ carpilirsa
(T, T,) =cosho(T, T ) +sinh6(N,,T,)
<Tﬁ ,Ta>L =-—coshéd
bulunur. Benzer sekilde (3.7) esitligi ile verilen denklem N, ile i¢ ¢arpilirsa
(T,.N, ) =cosh6(T,,N,) +sinhO(N,,N, )

(T;,N, ) =sinho
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olur. Ayrica
—cosh@ = At sinh @
At, = sabit
elde edilir. BOylece, A ’nin sifirdan farkli sabit bir say1 oldugu bulunur. (3.7) esitliginin
her iki tarafinin s degiskenine gore kismi tiirevi alinirsa
T, =T, cosh@+T,(cosh6) + N, sinh&+ N, (sinh6)
k;N, =x,N, cosh@+T,(0'sinh @)+ (x,T, +7,B, )sinh & +(60'coshO)N,,
K,N, =(x, +0')sinh 0T, +(x, +0')cosh N, +7, sinh 6B,

(x, +0')sinhg =0
ve

(x, +6')cosh6 =0
oldugundan

0'=-x

a

bulunur. (3.6) ile verilen denklem, T, =T, :—i—/lraNa(s*);—i seklinde yazilip ve
S S

(3.7) denklemi ile eslenirse

d—i =cosh 6

ds
yazilabilir. Buradan

ds* 1

ds coshé
bulunur. Ayrica

-At, S* =sinh@

yazilabilir. Buradan da

ds" At

ds sinh @

elde edilir. Bulunan bu ifadelerinin esitliginden

ds* 1 At

a

ds - cosh@ :_sinhe

yazilabilir. Boylece
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B sinh @
“ cosh @

At, =—tanh@

elde edilir. (3.11) esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa Az, = —0’(1— tan® hQ) elde

edilir. Burada (3.8) ve (3.11) esitlikleri yerlerine yazilirsa ),ra’ =—(-x, )(1_/12%2)

seklinde olur. Buradan

T ’ :%(1—),27a2)

elde edilir. Ayrica (3.6) denkleminin iki kez tiirevi alinarak Mannheim egrileri ve

Mannheim egri ¢iftleri bulunabilir.

* 2 * ' '
Tﬂ'(ddssj +Tﬁ%:n —ar, N, (s")- 22N, (")

’

KﬁNﬁ(EJ L7 45 N, (s*)- 4z, N, (s")- Az, (x,T, +7,8B,)

ds Fds? ¢
ds* ) d’s” ’
KﬁN (EJ “r‘TﬁF:—iTaKaTa'F(Ka—lTa jNa(S*)_iTazBa

elde edilir. (3.6) ve (3.13) ile verilen denklemler vektorel carpilirsa

3
ds* d?s* ds* '
(T, ALk,N {E) +(T, AL Tﬁ)?E=—l‘5al{a(Td A, Ta)+(;<a —At, j(Ta A N,)

_A‘Taz(Ta AL Ba)+2‘27a2Ka(Na AL Ta)
+[—lraka +/127ara,j(Na AN,)

+ (Na /\L Ba )121-“3

* 3 ’
-Kﬁsﬁ(di] =-2%c,°T, +At,°N, +[;<a — AT, —lzrazicajBa

a

£\ 3
di] =2t T, - At,°N, —(Ka ~At,
ds

A
=
W
=
TN

—/lzrj,cajs

bulunur. Burada

!’

2.2 _
K,—At, —At, 'k, =0

a

oldugundan
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\3
Kﬁsﬁ[‘:jisj = 22¢,°T, - A,°N,

elde edilir. Benzer sekilde (3.6) ve (3.33) esitlikleri ile verilen denklemler vektorel

carpilirsa

«\ 4
(Tﬁ /\L KﬁBﬁ {dij :/IZTD(S(TQ /\L Ta)_/lz—az(Ta /\L Na)_/lsz—aﬂr(Na /\L Ta)

ds
(N, A N,)
K, ﬁ[ddss*] ——it,’B, + 2,8,
Ky Nﬁ[ddss* ] l?’ra4Ba
ﬁN,{%] 7,202, B,

bulunur. Sonug olarak B, ile N, lineer bagimli olur. Bundan dolay: ﬂ(s*) Mannheim

egrisi ve a(s)’de Mannheim egri cifti olur.

Sonug 3.5.1

7! = %‘(1—&21'2)

a

ifadesi olmak lzere
J.T; =%J.Ka(1—/lzra)
:—j 1 tanh? 9)

T, = —%tanhqrcada +c0)

olarak yazilabilir. Bu ylizden herhangi bir Mannheim egrisi i¢in tek bir Mannheim egri

cifti vardir [6].
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Onerme 35.1 ﬂ(s*) 3-boyutlu Minkowski uzayinda s* yay parametresi boyunca

Mannheim egrisi ve a(s)’de S yay parametresi boyunca Mannheim egri ¢ifti olsun.

Ji] (S*) genellestirilmis bir helis ise 0 zaman a(s) bir dogru olur [6].

Ispat

T, N ﬁ(Ba ), B, sirasiyla ﬁ(s*) egrisinin teget, normal ve binormal vektor alanlari

olsun. Genellestirilmis helislerin 6zeliginden ve Mannheim egrilerilerinin tanimindan
(B, .u), =0,(Ny,u) =0

esitlikleri u sabit vektort icin elde edilir. Bu durumda 7, =0 ve x, =0 olur.

<T T U>L = sht esitliginin tiirevi alinirsa

Kﬁ<Nﬁ , U>L =0
olur. Buradan <Nﬁ,u>L =0 ve <Bm,u>L =0 esitliklerinin  tiirevi alinirsa

-7,(N,,u), =0 olur. u oskilator dizlemdedir. 7, =0 olur. (3.12) esitliginde 7, =0

degeri yerine yazilirsa x, =0 elde edilir. Dolayisiyla a(S) bir dogrudur.

Onerme 3.5.2 Genellestirilmis helis, 3-boyutlu Minkowski uzayinda ﬁ(s*) egrisinin
mannheim egri ¢ifti ise

1 =&e°15 _ie

K 2 2c,

—c;s

dir. s yay paremetresi olmak tzere, 6zel olarak ¢, =1 ve ¢, =1 alinirsa

e’ —e® .
= 5 =sinhs

r
K
olur [6].
Ispat
Ts N, (Ba ) B, sirasiyla f8 (S*) egrisinin teget, normal ve binormal vektor alanlari
olsun. Genellestirilmis helislerin 6zeliginden ve Mannheim egrilerilerin tanimindan

(N,,u), =cosé

elde edilir. Onerme 3.1°den cos@ = 0 ve = sabit degildir.
K
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(3.15) esitliginin s degiskenine gore iki kez tlirevi alinirsa
z'a<Ba ’U>L +Ka<Ta ,u>L =0

ve

<Ta’u>|_ :_,:._a<Ba’u>|_

bulunur. (3.16) denkleminin turevi alinirsa

Mo, o 5 () o ),

K K

a a

’

(T_a] (B, .u), ==, (N,,u), +—<z (N, ,u),

K(Z K(Z
olur.
T ’ —k 47’ . s . s
—= | (B, u), =%<NQ’U>L denkleminde (~x? +72) yerine (3.36) esitligi
KO{ o
kullanilirsa
' _Ke
Ty A
(=) = 2w,
7, ’ 1
g <Ba'u>|_ =_E<Na'u>|_ (3.38)
bulunur. Buradan
1
<Ba u>|_ - ' <Na u>|_
2 Fa
KlX
elde edilir. Ayrica
o Tll 1
<Ta u>|_ :_K_<Ba’ >|_ :K'_ ’<Na u>|_
()
KlX
(Tou), =———=(N,.u),
T
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olur. (3.38) denkleminin tiirevini alinirsa

d? =
K(Z

157 (B, u), —7,(N,,u), i Z—I(KQ<TQ,U>L+%<BWU>L) (3.39)

bulunur. Burada
Ka<Ta,u>L +Ta<Ba’u>|_ =0

oldugundan, (3.39) denklemi diizenlenirse

e
X -1 N ,u

ds? d[T ]< ) =T (N, ) =2

K
2' a
ds
elde edilir. Buradan
d?| ‘e
KCC
2
T =— ds .
K
A, a
ds
elde edilir. (3.36) denkleminden
e Ta 1
Kk, A
1. 7,
K,=—+—"1,
A oK,
dz[% dz[ra
K(Z K(Z
- 2 Ty 2
Ka :i_'__a ds 5 :i 1-— ds 5
Ke T A T
d| = dl &«
2’ K(Z K(l
K
ds “I' ds

(3.40)
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d?| T«
K(Z
T, 2
K. :% 1-— 4" (3.41)
T
dl -
[Ka ]
K(Z
ds
bulunur.
(3.40) ve (3.41) esitliklerinden
Ka Ka
B ds? ds?
2 2
K K
A, a a
ds ds
Ty _
2 Ta Ka d 2 Ta
e ds x.
1 o gs? _ T ds?
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Ty ds’
K, 2
K, T, K,
ds x, ds?

olur. Eger Ta _ y(s) denirse, o zaman asagidaki denklem
K

a

d2y dyjz
1-y2)8 Y (DY) _g
( y)dsz y(ds

2
elde edilir, & = p 47y _dpdy _

_ dp
ds_ P

= —— ifadeleri yerlerine yazilirsa
S ds*> dy ds P dy Y Y

bulunur. Bu denklem ¢ézulirse

dy c,ds
el

arcsin(y)=c,s+¢c,
olur.
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