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SİMGELERİN LİSTESİ 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

 

Simgeler Açıklama  

 

 

Ù  Vektörel çarpım 

,  İç çarpım 

at  a  eğrisinin burulması  

ak  a  eğrisinin eğriliği  

aT  a  eğrisinin teğet vektörü 

aN  a  eğrisinin asli normal vektörü 

aB  a  eğrisinin binormal vektörü 

bT  b  eğrisinin teğet vektörü 

bN  b  eğrisinin asli normal vektörü 

bB  b  eğrisinin binormal vektörü 

bk  b  eğrisinin eğriliği 

bt                       b  eğrisinin burulması 
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1. BÖLÜM 
 
 
 
  
GİRİŞ 
 
 
 
 
Eğriler teorisi klasik diferensiyel geometrinin temellerinden biridir. Son zamanlarda 

özel eğrilere ilgi giderek artmıştır. Bertrand eğri çiftleri, involüt-evolüt eğriler ve 

Mannheim eğri çiftleri bunlardandır. 

S. Venant 1845 yılında bir eğrinin asli normali ile üretilen yüzey üzerinde bulunup 

bulunmadığını ve bu eğrinin asli normali ile lineer bağımlı olan ikinci bir eğrinin var 

olup olmadığı sorusunu ortaya atmıştır. Bu soru 1850 yılında J. Bertrand tarafınndan 

cevaplandırılmıştır. Buna göre Bertrand, böyle bir ikinci eğrinin var olabilmesi için 

gerek ve yeter şartın verilen bu eğrilerin birinci ve ikinci eğrilikleri arasında sabit 

katsayılı lineer bir bağıntının olması gerektiğini göstermiştir. Bu çeşit eğri çiftleri 

Conjugate Bertrand Eğriler ya da yaygın olarak Bertrand Eğriler olarak adlandırılır [17]. 

İnvolüt ve evolüt eğriler ise her noktasında teğet vektörleri ortogonal olan eğriler olup 

bu konuyla ilgili bugüne kadar birtakım çalışmalar yapılmıştır. 

H. Liu ve F. Wang 2008 yılında 3-boyutlu Öklid ve Minkowski uzaylarında Mannheim 

eğri çiftleri üzerinde çalışmalar yapmıştır [18]. 

Bu çalışmada ise a  ve b , 3-boyutlu Öklid ve Minkowski uzaylarında iki eğri olmak 

üzere, bu eğrilerin Mannheim eğri çifti olma şartları ve aralarındaki karakterizasyonları 

incelenmiştir. 

 

1.TEMEL TANIMLAR 

 

Tanım 1.1 (Öklid Uzayı) R  reel sayılar cismini göstermek üzere 

( ){ }RxxxxR i Î= :,, 321
3  

vektör uzayında, ( )321 ,, xxxx = ve ( )321 ,, yyyy =  olmak üzere 

å
=

=
3

1

,
i

ii yxyx  
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eşitliği ile tanımlanan 

( ) yxyx

RRR

,,

33

®

®´
 

fonksiyonu, 3R  uzayında bir iç çarpımdır. Bu iç çarpıma, 3R  uzayının doğal iç 

çarpımı veya Öklid iç çarpımı denir. 

3RxÎ olmak üzere 

xxx ,=  

olmak üzere, RR ®3 , xx ® fonksiyonu, 3R uzayında bir normdur. Buna göre, 

3R uzayı normlu bir vektör uzayıdır. 

( ) yxyxd -=,  

biçiminde tanımlanan, RRRd ®´ 33:  fonksiyonu, 3R  uzayında bir metriktir. 

Dolayısıyla, 3R  bir metrik uzaydır. Her metrik uzay bir topolojik uzay olduğundan 3R  

topolojik uzaydır. Bu uzaya Öklid Uzayı denir ve kimi zaman 3E  ile gösterilir [10]. 

Tanım 1.2 I , R  nin bir  açık aralığı olmak üzere 

3: ERI ®Ìa  

biçiminde diferensiyellenebilir bir a  dönüşümüne, 3E  uzayı içinde bir eğri denir [12]. 

Tanım 1.3 3E  uzayında 3: ERI ®Ìa  eğrisi için 

IÎ"s  için ( ) 1=¢ sa  

ise a  eğrisine birim hızlı eğri denir [5]. 

Tanım 1.4 3E  üç boyutlu Öklid uzayında birim hızlı 3: ERI ®Ìa  eğrisi için 

( ) ( )ssT a ¢=  

eşitliği ile belirli ( )sT  vektörüne a eğrisinin ( )sa  noktasındaki birim teğet vektörü 

denir. T , a eğrisi üzerinde bir vektör alanıdır. Bu vektör alanına birim teğet vektör 

alanı denir [5]. 

Tanım 1.5 3E  üç boyutlu Öklid uzayında birim hızlı 3: ERI ®Ìa  eğrisi için 

RI ®:k , ( ) ( )sTs ¢=k  
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fonksiyonuna a eğrisinin eğrilik fonksiyonu denir. ( )sk  sayısına eğrinin ( )sa  

noktasındaki eğriliği denir [5]. 

Tanım 1.6 3E  üç boyutlu Öklid uzayında birim hızlı 3: ERI ®Ìa  eğrisi için 

( ) ( ) ( )sT
s

sN ¢=
k

1
 

eşitliği ile belirli ( )sN  vektörüne, eğrinin ( )sa  noktasındaki asli normali denir. N , 

a eğrisi üzerinde bir vektör alanıdır. Bu vektör alanına asli vektör alanı denir [5]. 

Tanım 1.7 3E  üç boyutlu Öklid uzayında birim hızlı 3: ERI ®Ìa  eğrisi için 

( ) ( ) ( )sNsTsB ´=  

eşitliği ile tanımlı ( )sB  vektörüne, a  eğrinin ( )sa  noktasındaki binormal  vektörü 

denir. B  vektör alanına da a  eğrisinin binormal  vektör alanı denir [5]. 

Tanım 1.8 ( ) ( ) ( )sBsNsT ,,  vektörlerine, eğrinin noktasındaki Frenet vektörleri denir. 

( ) ( ) ( ){ }sBsNsT ,,  kümesine ( )sa  noktasındaki Frenet çatısı denir. BNT ,,  vektör  

alanlarına Frenet vektör alanları denir [5]. 

Tanım 1.9 3: ERI ®Ìa  birim hızlı eğrisinin Frenet vektör alanları BNT ,,  olmak 

üzere 

RI ®:t , ( ) ( ) ( )sNsBs ,¢-=t  

fonksiyonuna, a  eğrisinin burulma fonksiyonu denir. ( )st  sayısına eğrinin ( )sa  

noktasındaki burulması denir [5]. 

Tanım 1.10 3: ERI ®Ìa  birim hızlı eğrisinin Frenet vektör alanları BNT ,,  olmak 

üzere 

NT k=¢ , BTN tk +-=¢ , NB t-=¢  

şeklindedir [ ]10 . 
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Tanım 1.11 Tanım 1.10 da elde edilen eşitliklere 3E ‘te birim hızlı bir eğri için Frenet 

formülleri denir [5]. 

Tanım 1.12 RIs ÌÎ  için ( ) ( ){ }sNsT ,  kümesinin gerdiği düzleme, ( )sa  noktasındaki 

oskülatör düzlemi ya da dokunum düzlemi denir. ( ) ( ){ }sBsT ,  kümesinin gerdiği 

düzleme, ( )sa  noktasındaki doğrultman düzlemi ya da rektifiyan düzlemi denir. 

( ) ( ){ }sBsN ,  kümesinin gerdiği düzleme, ( )sa  noktasındaki normal düzlemi denir 

[8,10]. 

Tanım 1.13 ( )321 ,, xxxx =  ve ( ) 3
321 ,, Eyyyy Î=  olmak üzere  

332211, yxyxyxyx
L

++-=  

iç çarpımına Lorentz (Minkowski) iç çarpımı denir ve g metriğine Lorentz 

(Minkowski) metriği denir [5]. 

Tanım 1.14 Lorentz iç çarpımı ile tanımlı Öklid uzayına Lorentz uzayı ya da 

Minkowski uzayı denir ve 3
1E  ile gösterilir. 

Özel olarak 3=n  alınırsa, 3
1E  uzayına 3-boyutlu Minkowski uzayı denir. Bu durumda 

bu uzayın standart metriği, ( )321 ,, xxxx =  ve ( ) 3
321 ,, Eyyyy Î=  olmak üzere  

332211, yxyxyxyx
L

++-=  

şeklindedir [5]. 

Tanım 1.15 3
1ExÎ  olmak üzere 

(i) 0, ñ
L

yx  veya 0=x  ise x  vektörüne uzaysı (spacelike) vektör 

(ii) 0, á
L

yx  ise x  vektörüne zamansı (timelike) vektör 

(iii) 0, =
L

yx  ve 0¹x  ise , bu durmda x  vektörüne ışıksı (lightlike, null veya 

isotropik) vektör denir [9,14].  
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Tanım 1.16 3
1E ’te m sabit bir nokta ve 0ñr  olmak üzere 

( ) { }23
1

2
1 ,:, rmumuEurmS =--Î=  

cümlesine yarı-Rieman küresi 

( ) { }23
1

2
0 ,:, rmumuEurmH -=--Î=  

cümlesine yarı-Rieman hiperbolik uzayı 

( ) { }0,:3
1 =--Î= mumuEumC  

cümlesine yarı-Rieman ışık konisi (quadrik koni) denir [15,16]. 

Tanım 1.17 3
1E ’te 3

1: ERI ®Ìa  diferensiyellenebilir bir eğri olsun. a  eğrisinin 

teğet vektör alanı T  olmak üzere 

(i) 0, ñ
L

TT  ise  a eğrisine uzaysı(spacelike) eğri 

(ii) 0, á
L

TT  ise a eğrisine zamansı (timelike) eğri denir [11,16]. 

Tanım 1.18 RRI ®Ì:l  ve RRI ®Ì:m  diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve 

RIs ÌÎ"  için a  nın yer vektörü 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )sBssNss mla +=  

biçiminde ise a  eğrisine normal eğri denir. Başka bir deyişle a  eğrisi normal 

düzlemde yatıyor ise a  eğrisine normal eğri denir [5]. 

Tanım 1.19 Asli normali uzaysı veya zamansı olan uzaysı eğrilerin Frenet denklemleri 

aşağıdaki gibidir. a  uzaysı bir eğri ve asli normali N , zamansı veya uzaysı olsun. Bu 

durumda 

0,,0,,0,,1,,1,,1, ====-==
LLLLLL

BNBTNTBBNNTT  

olmak üzere 
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ú
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û

ù
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ê
ê

ë

é

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë
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û

ù
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ê
ê

ë

é

¢
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¢

B

N

T

B

N

T

00

0

00

t
tk

k
 

asli normali ışıksı olmayan uzaysı bir eğrinin Frenet denklemleri elde edilmiş olur [5]. 

Tanım 1.20 Zamansı eğrilerin Frenet denklemleri aşağıdaki gibidir.a  zamansı bir eğri 

ve  

0,,0,,0,,1,,1,,1, =====-=
LLLLLL

BNBTNTBBNNTT  

olmak üzere 

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

-
=

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

¢
¢
¢

B

N

T

B

N

T

00

0

00

t
tk

k
 

elde edilir [5]. 

Tanım 1.21 ),,( 321 xxxx =
r

, ),,( 321 yyyy =
r

 gibi iki vektörün Minkowski 3-uzayında 

vektörel çarpımı 

( )122131313232

321

321

321

,,det yxyxyccyyxxy

yyy

xxx

eee

yx L ---=
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é-
=Ù  

biçiminde tanımlanır [13]. 

Tanım 1.22  Zamansı eğrilerin Frenet denklemleri aşağıdaki gibidir.a  zamansı bir eğri 

ve  

0,,0,,0,,1,,1,,1, ===-===
LLLLLL

BNBTNTBBNNTT  

olmak üzere 

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
-=

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

¢
¢
¢

B

N

T

B

N

T

00

0

00

t
tk

k
 

elde edilir [13]. 
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Şekil-1 

2. BÖLÜM 
 
 
 
 
2. 3-BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA MANNHEİM EĞRİ ÇİFTLERİ 
 
 
  
 
Bu bölümde, Mannheim eğri çiftleri ve bazı karakterizasyonları incelendi. 

 

Tanım 2.1 a  ve b , 3-boyutlu Öklid uzayında birim hızlı eğriler olsun. Eğer b  

eğrisinin asli normali ile a  eğrisinin binormali lineer bağımlı ise, b  eğrisine 

Mannheim eğrisi, a  eğrisine de Mannheim eğri çifti denir [6]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil-1’e göre 

( ) ( ) ( )sBss alab +=*                                              (2.1) 

yazılabilir. Burada *s  ve s , sırasıyla b  ve a  eğrilerinin yay parametreleridir. 

 

Teorem 2.1 Öklid uzayında bir eğrinin Mannheim eğrisi olması için gerek ve yeter şart 

eğrinin, eğrilik ve burulmasının ( )22
bbb tklk +=  denklemini sağlamasıdır. Burada l  

sabittir [6]. 

 

aT  

aB  

aN  

bN  
bT  

bB  

( )sa  

( )*sb  

O 
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İspat   

3-Boyutlu Öklid uzayında bir Mannheim eğrisi ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  olsun. Buna göre 

( ) ( ) ( ) ( )*** += sNsss blba  yazılabilir. Bu denklemin her iki tarafının s  değişkenine 

göre türevi alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )***** ¢+¢+¢=¢ sNssNsss bb llba  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )******** +-+¢+=¢ sBssTsssNssTs bbbbbb tklla  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )****** +¢+-=¢ sBsssNssTs bbbbb tlllka 1                 (2.2) 

olur. 

( ) ba Ns ^¢  ve ( ) aa Bs ^¢ . 

Buna göre  

( ) ( ) 0, =¢ *sNs ba  

olur. Buradan 

( ) ( ) 0, =¢ ** sNsN bbl  

( ) ( ) sabitss =Þ=¢ ** ll 0                                          (2.3) 

elde edilir. 

(2.3) eşitliği (2.2) eşitliğinde yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )** +-=¢ sBsTs bbbb ltlka 1                                   (2.4) 

eşitliği bulunur. 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
ds
ds

sBT
ds
ds

ds
sd

ds
sd

T
**

* +-=== bbbba ltlkaa
1  

olmak üzere, eşitliğin her iki tarafının s  değişkenine göre kısmi türevi alınırsa  

( )[ ] ( )[ ]

( ) ( )[ ]
2

2

2

1      

1

ds
sd

sBT

ds
ds

sBNTT

*

*

+-+

¢+--+¢-=¢

bbbb

bbabbbbba

ltlk

tlltklkkl
                 (2.5) 

elde edilir. 

aa BT ^¢  ve ba NT ^¢  

olduğundan  

0, =¢ ba NT  
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yazılabilir. 

(2.5) ile verilen denklem bN  ile iç çarpılırsa 

( ) bbbbbbbbbbbba tlltlkkkl NBNNNTNT ,,,, 22 ¢+--+¢-=¢  

( )[ ] 0,01 2 ¹=--
**

ds
ds

ds
ds

bbb ltklk  

( ) 01 2 =-- bbb ltklk  

( ) bbb ktkl =+ 22  

bbb k
l

tk 122 =+                                                    (2.6) 

bulunur. 

 

Teorem 2.2 3E ’te ( )*sb  Mannheim eğrisi olsun. Eğriliği ak  ve burulması at  olan 

( )sa  eğrisinin b ’nın Mannheim eğri çifti olması için gerek ve yeter şart sıfırdan farklı 

bazı l  sabitleri için ( )221 a
aa

a tl
l
kt

t +==¢
ds

d
 denklemin sağlanmasıdır [6]. 

 

İspat   

( )*sb  Mannheim eğrisi olsun. O zaman ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  eşitliği yazılabilir. 

Buradan, ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  eşitliğinin her iki tarafının s  değişkenine göre kısmi 

türevi alınırsa                                                      

( )sBT
ds
ds

T aab l ¢+=
*

                                             (2.7)      

olur. 

( )sNT
ds
ds

T aaab lt-=
*

                                           (2.8) 

bulunur. Ayrıca                                                     

qq aab sincos NTT +=                                            (2.9) 

eşitliğinde her iki tarafın aT  ile iç çarpılırsa 

qq aaaaab sin,cos,, TNTTTT +=  
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qab cos, =TT  

bulunur. 

(2.9) eşitliğinin her iki tarafının aN  ile iç çarpılırsa 

qq aaaaab sin,cos,, NNNTNT +=  

qab sin, =NT  

bulunur. 

qltq a sincos =  

sabit=alt                                                     (2.10) 

elde edilir. Buradan l ’nın sıfırdan farklı sabit bir sayı olduğu bulunur. Böylece  

( )sNT
ds
ds

T aaab lt-=
*

 

olur. 

(2.9) eşitliğinin her iki tarafının s  değişkenine göre kısmi türevi alınırsa 

qq aab sincos NT
ds
ds

T +=
*

 

( ) ( )¢+¢+¢+¢=¢ qqqq aaaab sinsincoscos NNTTT  

( ) ( ) qqqtkqqqkk aaaaaaaabb cossinsincos NBTTNN ¢++-+¢+=  

( ) ( ) aaaaaabb qtqqkqqkk BNTN sincossin +¢++¢+-=  

olur. Buradan 

( ) 0sin =¢+ qqka  

( ) 0cos =¢+ qqka  

0=¢+qka  

elde edilir. O halde 

 akq -=¢                                                        (2.11)    

eşitliği bulunur. 

(2.8) ve (2.9) eşitliklerinden 

q
q

cos
1

,cos ==
*

* ds
ds

ds
ds

 

ve 
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q
lt

qlt a
a sin

,sin -=-=
*

* ds
ds

ds
ds

 

ifadeleri elde edilir. Elde edilen bu ifadeler eşitlenirse 

q
lt

q
a

sincos
1

-==
*

ds
ds

                                              (2.12) 

bulunur. Buradan 

q
qlta cos

sin
-=  

qlta tan-=                                                   (2.13) 

elde edilir. Bu eşitliğin türevi alınırsa 

( )qqtl a
2tan1+¢-=¢                                             (2.14) 

elde edilir. (2.11) ve (2.13) eşitliklerinden 

( )( )221 aaa tlktl +--=¢  

bulunur. Sıfırdan farklı l  sabiti için 

    ( )221 a
a

a tl
l
k

t +=¢                                               (2.15) 

denklemi elde edilir. 

(2.1) denkleminin iki kez türevi alınarak Mannheim eğrileri ve Mannheim eğri çiftleri 

bulunabilir. 

( ) ( ) ( )sNsNsN
ds

sd
T

ds
ds

T aaaaaabb lttlk ¢-¢-=+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢

**

2

22

 

( ) ( ) ( )aaaaaaaaabbb tklttlkk BTsNsN
ds

sd
T

ds
ds

N +-¢-=+÷÷
ø

ö
çç
è

æ **

2

22

 

( ) aaaaaaaabbb lttlkkltk BNT
ds

sd
T

ds
ds

N 2
2

22

-¢-+=+÷÷
ø

ö
çç
è

æ **

           (2.16) 

elde edilir. 

(2.8) ve (2.16) ile verilen ifadeler vektörel çarpılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 32

222

2

23

aaaaaaaa

aaaaaaa

aaaaaaaabbbbb

tltlklt

ktllt

tlktlkk

BNNN

TNBT

NTTT
ds
ds

ds

sd
TT

ds
ds

NT

Ù+¢-Ù-

Ù-Ù-

¢-Ù+Ù=Ù+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
Ù

***
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( ) ( ) ( ) aaaaaaaaaabb tlktllttlkk TBNB
ds
ds

B 32222

3

+----¢-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

( ) aaaaaaaaabb tkltlklttlk BNT
ds
ds

B 22232

3

+¢-++=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

022 =+¢- aaaa tkltlk  

aaaabb lttlk NT
ds
ds

B 232

3

+=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

                                      (2.17)  

elde edilir. Benzer şekilde (2.8) ve (2.17) ile verilen ifadeler vektörel çarpılırsa 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 3243

232

4

aaaaaa

aaaaaabbb

tltl

lttlk

NNTN

NTTT
ds
ds

BT

Ù-Ù-

Ù+Ù=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
Ù

*

 

aaaabb tlltk BB
ds
ds

N 432

4

+=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

*

 

( ) aaabb tlltk B
ds
ds

N 222

4

1+-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

bulunur. Sonuç olarak aB ile bN  lineer bağımlı olur. Bundan dolayı ( )*sb  Mannheim 

eğrisi ve ( )sa  Mannheim eğri çifti olur. 

 

Sonuç 2.1 

( )221 a
a

a tl
l
kt +=¢  

olmak üzere buradan 

( )òò +=¢ aaa tlk
l

t 21
1

 

( )( )qq
l

ta
2tan1

1
+¢-= ò  

( )ò += 0tan
1

cdaaa k
l

t  

olarak yazılabilir. Bu yüzden herhangi bir Mannheim eğrisi için tek bir Mannheim eğri 

çifti vardır [6]. 
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Önerme 2.1 ( )*sb  3-boyutlu Öklid uzayında *s  yay parametresi boyunca Mannheim 

eğrisi ve ( )sa  s  yay parametresi boyunca Mannheim eğri olsun. ( )*sb  genelleştirilmiş 

bir helis ise o zaman ( )sa  bir doğru olur [6]. 

İspat   

bbb BNT ,,  sırasıyla ( )*sb  eğrisinin teğet, normal ve binormal vektör alanları  olsun. 

Genelleştirilmiş helislerin özeliğinden ve Mannheim eğrilerilerinin tanımından 

0,,0, == uNuB ba  

eşitlikleri u  sabit vektörü için elde edilir. Bu durumda 0== aa kt  olur. sbtuT =,b  

eşitliğinin türevi alınırsa 

0, =uN bbk  

olur. Buradan 0, =uN b  ve 0, =uBa türevi alınırsa 0, =uNaat  olur. 

u  oskülatör düzlemdedir. 0=at  olur. (2.15) eşitliğinde 0=at  değeri yerine yazılırsa 

0=ak  elde edilir. Dolayısıyla ( )sa  bir doğrudur. 

 

Önerme 2.2 Genelleştirilmiş helis, 3-boyutlu Öklid uzayında ( )*sb  eğrisinin mannheim 

eğri çifti ise  

scsc e
c

e
c

11

2

2

2
1

2
--=

a

a

k
t

 

olup, burada 1c , 2c  sıfırdan farklı sabitler ve s  yay paremetresidir. Özel olarak, 11 =c  

ve 12 =c  alınırsa 

s
ee ss

sinh
2

=
-

=
-

a

a

k
t

 

olur [6]. 

İspat   

bbb BNT ,,  sırasıyla ( )*sb  eğrisinin teğet, normal ve binormal vektör alanları olsun. 

Genelleştirilmiş helislerin özeliğinden ve Mannheim eğrilerilerin tanımından 

qa cos, =uN                                                  (2.18) 
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elde edilir. Önerme 1’e göre 0cos ¹q  ve 
k
t

 sabit değildir.  

(2.18) eşitliğinin s  değişkenine göre iki kez türevi alınırsa 

0,, =- uTuB aaaa kt  

ve 

( ) uNuTuB

uNuTuBuN

,,,

0,,,,
22

22

aaaaaaa

aaaaaaaa

ktkt

kktt

+=¢-¢

=-¢-¢+-
 

( ) qktkt aaaaaa cos,, 22 +=¢-¢ uTuB  

elde edilir. Bu denklem düzenlenirse 

uBuT ,, a
a

a
a k

t
=  

uNuBuN ,,, aa
a

a
a

a

a
aa t

k
t

k
tk -

¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=  

uNuNuB ,,,
2

a
a

a
aaa

a

a

k
tk

k
t

+=
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
 

uNuB ,,
22

a
a

aa
a

a

a

k
tk

k
t +

=
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
 

q
k
l
k

k
t

a

a

a
a

a cos, =
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
uB  

q
lk

t
a

a

a cos
1

, =
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
uB  

q

k
tl
a

a

a cos
1

, ¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=uB  

uBuT ,, a
a

a
a k

t
=  

q

k
tl

k
t

a

a
a

a
a cos

1
, ¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=uT  
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q

k
tlk

t

a

a
a

a
a cos, ¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=uT  

uNuB ,
1

, aa
a

a

lk
t

=
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
 

( )uBuT
ds

d

uNuB
ds

d

,,
1

,,2

2

aaaa
a

a

aaa
a

a

tk
l

k
t

t
k
t

+-=
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

 

ds

d

ds

d
ds

d ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

a

a

a

a

a

a

a

k
t

qtq

k
t

l

k
t

coscos
1

2

2

 

2

2

2

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

=

ds

d

ds

d

a

a

a

a

a

k
t

l

k
t

t                                               (2.19) 

bulunur. (2.19) ve ( ) aaa kktl =+ 22  eşitliklerinden 

lk
tk
a

a
a

12

=+  

a
a

a
a t

k
t

l
k -=

1
 

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-=

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-=
2

2

2

2

2

2

1
11

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a
a

k
t

k

k
t

t

l

k
t

l

k
t

k
t

l
k  
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÷÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-= 2

2

2

1
1

ds

d

ds

d

a

a

a

a

a

a

a

k
t

k

k
t

t

l
k                                         (2.20) 

bulunur. (2.19) ve (2.20) eşitliklerinden  

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1
1

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

=

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

=

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

k
t

k
t

k
t

k
t

k
t

k
t

k
t

k
t

k

k
t

t

l

k
t

l

k
t

k
t

2

2

2

2

2

ds

d

ds

d

ds

d

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

=

a

a

a

aa

a

a

a

a

a

k
t

k
tk

t

k
t

k
t

 

elde edilir. 
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( )sy=
a

a

k
t

 olsun. Bu durumda 

( ) 01
2

2

2
2 =÷

ø
ö

ç
è
æ-+

ds
dy

y
ds

yd
y  

denklemi elde edilir. Bu denklem çözülürse 

dy
dp

p
ds
dy

dy
dp

ds
yd

p
ds
dy

===
2

2

,  

( ) 01 22 =-+ yp
dy
dp

py  

( ) yp
dy
dp

y =+ 21  

dy
y

y
p

dp
21+

=  

ò ò +
= dy

y
y

p
dp

21
 

1
2 ln1ln

2
1

ln cyp ++=  

( )2

1
2

1 1 ycp +=  

( )2

1
2

1 1 yc
ds
dy

+=  

( ) 21arcsin cscy +=  

bulunur. Böylece önerme ispatlamış olur. 
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3. BÖLÜM 
 
 
 
 
3. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA MANNHEİM EĞRİ 
ÇİFTLERİ 
 
 
 
 
Bu bölümde, 3-Boyutlu Minkowski uzayında eğrinin casual karakterleri farklı 

olduğundan iki eğrinin Mannheim eğri çifti oluşturması için aşağıdaki 5 durum söz 

konusudur. 

i) a  asli normali spacelike olan timelike bir eğri, b  asli normali spacelike olan 

timelike bir eğri olma durumu 

ii) a  asli normali timelike olan spacelike bir eğri, b  asli normali spacelike olan 

timelike bir eğri olma durumu 

iii) a  asli normali spacelike olan spacelike bir eğri, b  asli normali timelike olan 

spacelike bir eğri olma durumu 

iv) a  asli normali timelike olan spacelike bir eğri, b  asli normali spacelike olan 

spacelike bir eğri olma durumu 

v) a  asli normali spacelike olan timelike bir eğri, b  asli normali spacelike olan 

spacelike bir eğri olma durumu 

 
3.1 a  Asli Normali Spacelike Olan Timelike Bir Eğri, b  Asli Normali Spacelike 
Olan Timelike Bir Eğri Olma Durumu 
 

Teorem 3.1.1 Minkowski uzayında bir eğrinin Mannheim eğrisi olması için gerek ve 

yeter şart eğrinin, eğrilik ve burulmasının ( )22
bbb tklk --=  denklemini sağlamasıdır. 

Burada l  sabittir [6]. 

İspat  

3-Boyutlu Minkowski uzayında bir Mannheim eğrisi ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  olsun.   

Buna göre ( ) ( ) ( ) ( )*** += sNsss blba  yazılabilir. Bu denklemin her iki tarafının s  

değişkenine göre türevini alınırsa 
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( ) ( ) ( ) ( )*** ¢+¢+¢=¢ sNsNss bb llba  

( ) ( ) ( ) ( )*** ++¢+=¢ sBsTsNTs bbbbbb ltlkla  

olur. Bu denklem düzenlenirse 

( ) ( ) ( ) bbbbb ltllka BsNTs +¢++=¢ 1                               (3.1) 

bulunur. 

( ) aa Bs ^¢  ve ( ) ba Ns ^¢  

olduğundan aB  ile bN  lineer bağımlı olur. 

( ) ( ) 0, =¢ *

L
sNs ba  

bulunur. Böylece 

0=¢l  

sabit=¢l                                                        (3.2) 

elde edilir. (3.1) denkleminde (3.2) eşitliği yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) bbbbb ltllka BsNTs +¢++=¢ *1                             (3.3) 

eşitliği bulunur. 

( ) ( ) ( )[ ]
ds
ds

BT
ds
ds

ds
sd

ds
sd

T
**

* ++=== bbbba ltlkaa
1  

olmak üzere, bu eşitliğin her iki tarafının s  değişkenine göre kısmi türevi alınırsa  

( )[ ] ( )[ ]
2

2

11
ds

sd
BT

ds
ds

BBTTT
**

+++¢+¢+¢++¢=¢ bbbbbbbbbbbba ltlklttllkkl  

( ) ( )[ ] ( )[ ]
2

2

11
ds

sd
BT

ds
ds

NBNTT
**

+++-+¢+++¢=¢ bbbbbbbbbbbbbba ltlktlttlklkkl  

( )[ ] ( )[ ]
2

2
22 1

ds
sd

BT
ds
ds

BNTT
**

+++¢+-++¢=¢ bbbbbbbbbbbba ltlktlltlkkkl  (3.4) 

elde edilir. 

aa BT ^¢  ve ba NT ^¢  

olduğundan 

0, =¢
L

NT ba  

yazılabilir. Buna göre (3.4) ile verilen denklem bN  ile iç çarpılırsa 

( )
LLLL

NBNNNTNT bbbbbbbbbbbba tlltlkkkl ,,,, 22 ¢+-++¢=¢  



 20 

022 =-+ bbb ltlkk  

bulunur. Buradan 

( )22
bbb tklk --=                                                (3.5) 

yazılabilir. 

 

Teorem 3.1.2 3E ’te ( )*sb  Mannheim eğrisi olsun. Eğriliği ak  ve burulması at  olan 

( )sa  eğrisinin b ’nın Mannheim eğri çifti olması için gerek ve yeter şart sıfırdan farklı 

bazı l  sabitleri için ( )221 a
aa

a tl
l
kt

t -==¢
ds

d
 denkleminin sağlanmasıdır [6]. 

İspat  

( )*sb  Mannheim eğrisi olsun. O zaman ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  eşitliği yazılabilir. 

Buradan, ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  eşitliğinin her iki tarafının s  değişkenine göre kısmi 

türevi alınırsa                                                      

( )*
* ¢+= sBT

ds
ds

T aab l  

( )sNT
ds
ds

T aaab lt-=
*

                                           (3.6) 

olur.                                                                                              

  qq aab sinhcosh NTT +=                                         (3.7) 

 olmak üzere (3.7) eşitliğinin her iki tarafı aT  ile iç çarpılırsa 

LLL
TNTTTT aaaaab qq ,sinh,cosh, +=  

qab cosh, -=
L

TT  

elde edilir. 

Aynı zamanda (3.7)  eşitliğinin her iki tarafı aN  ile iç çarpılırsa 

LLL
NNNTNT aaaaab qq ,sinh,cosh, +=  

qab sinh, =
L

NT  

 bulunur. Buradan 

qltq a sinhcosh =-  
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sabit=alt  

elde edilir. Böylece l ’nın sıfırdan farklı sabit bir sayı olduğu bulunur. 

(3.7) eşitliğinin her iki tarafının s  değişkenine göre kısmi türevi alınırsa 

( ) ( )¢+¢+¢+¢=¢ qqqq aaaab sinhsinhcoshcosh NNTTT  

( ) ( ) ( ) aaaaaaaabb qqqtkqqqkk NBTTNN coshsinhsinhcosh ¢+++¢+=  

( ) ( ) aaaaaabb qtqqkqqkk BNTN sinhcoshsinh +¢++¢+=  

olur. Buradan 

( ) 0sinh =¢+ qqka  ve ( ) 0cosh =¢+ qqka  

ve 

( ) 0=¢+qka  

elde edilir. O halde 

akq -=¢                                                         (3.8) 

bulunur. 

(3.6) denklemi ( ) ** -=
ds
ds

sN
ds
ds

TT aaab lt   şeklinde yazılırsa ve (3.7) denklemi ile 

eşlenirse  

qcosh=*ds
ds

 

olur. Buradan 

qcosh
1

=
*

ds
ds

                                                    (3.9) 

elde edilir. Aynı zamanda  

qlta sinh=- *ds
ds

 

 yazılabilir. Buradan 

q
lta

sinh
-=

*

ds
ds

                                                 (3.10) 

bulunur. (3.9)  ve (3.10)  eşitliklerinden 

q
lt

q
a

sinhcosh
1

-==
*

ds
ds

 

yazılabilir. Buradan 
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q
qlta cosh

sinh
-=  

olur. O halde 

qlta tanh-=                                                  (3.11) 

elde edilir. 

Eşitliğin her iki tarafının türevi alınırsa 

( )qqlta h2tan1-¢-=¢  

bulunur. Burada (3.8) ve (3.11) eşitliklerini yerlerine yazılırsa  

( )( )221 aaa tlklt ---=¢  

elde edilir. Böylece 

( )221 a
a

a tl
l
k

t -=¢                                              (3.12) 

bulunur. 

Ayrıca (3.6) eşitliğinin iki kez türevi alınarak Mannheim eğrileri ve Mannheim eğri 

çiftleri bulunabilir. 

( ) ( )¢-¢-¢=+÷÷
ø

ö
çç
è

æ¢ **

sNsNT
ds

sd
T

ds
ds

T aaaaabb ltlt
2

22

 

( ) ( ) ( )aaaaaaaaabbb tkltltkk BTsNsN
ds

sd
T

ds
ds

N +-¢-=+÷÷
ø

ö
çç
è

æ **

2

22

 

( ) aaaaaaaabbb ltltkkltk BsNT
ds

sd
T

ds
ds

N 2

2

22

-÷
ø
öç

è
æ ¢-+-=+÷÷

ø

ö
çç
è

æ **

      (3.13) 

elde edilir. (3.6) ve (3.13) ile verilen denklemler vektörel çarpılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) 32

2

222

2

23

aaa

aaaaaa

aaaaaaa

aaaaaaaabbbbb

tl

ttlklt

ktllt

ltkkltk

BN

NN

TNBT

NTTT
ds
ds

ds
sd

TT
ds
ds

NT

L

L

LL

LLLL

Ù+

Ù÷
ø
öç

è
æ ¢+-+

Ù+Ù-

Ù÷
ø
öç

è
æ ¢-+Ù-=Ù+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
Ù

***

 

aaaaaaaaabb ktlltklttlk BNT
ds
ds

B ÷
ø
öç

è
æ -¢-++-=÷÷

ø

ö
çç
è

æ *
22232

3

 

bulunur. 



 23 

022 =-¢- aaaa ktlltk  

olduğundan 

aaaabb lttlk NT
ds
ds

B 232

3

+-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

                                 (3.14) 

elde edilir. Benzer şekilde (3.6) ve (3.14) eşitlikleriyle verilen denklemler vektörel 

çarpılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )

( )aaa

aaaaaaaaabbb

tl

tllttlk

NN

TNNTTT
ds
ds

BT

L

LLLL

Ù-

Ù+Ù+Ù-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
Ù

*

32

43232

4

 

aaaabb tlltk BB
ds
ds

N 432

4

-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

*

 

aaaabb tlltk BB
ds
ds

N 432

4

+-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

( ) aaaabb tlltk B
ds
ds

N 222

4

1--=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

bulunur. Sonuç olarak aB  ile bN  lineer bağımlı olur. Bundan dolayı ( )*sb  Mannheim 

eğrisi ve ( )sa  Mannheim eğri çifti olur. 

 

Sonuç 3.1.1  

( )221 a
a

a tl
l
k

t -=¢  

olmak üzere buradan 

( )òò -=¢ aaa tlk
l

t 21
1

 

( )( )qq
l

ta
2tanh1

1
-¢-= ò  

( )ò +-= 0tanh
1

cdaaa k
l

t  

olarak yazılabilir. Bu yüzden herhangi bir Mannheim eğrisi için tek bir Mannheim eğri 

çifti vardır [6]. 
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Önerme 3.1.1 ( )*sb  3-boyutlu Minkowski uzayında *s  yay parametresi boyunca 

Mannheim eğrisi ve ( )sa  eğrisi de s  yay parametresi boyunca Mannheim eğri çifti 

olsun. ( )*sb  genelleştirilmiş bir helis ise o zaman ( )sa  bir doğru olur [6]. 

İspat   

( ) babb BBNT ,,  sırasıyla ( )*sb  eğrisinin teğet, normal ve binormal vektör alanları  

olsun. Genelleştirilmiş helislerin özeliğinden ve Mannheim eğrilerilerinin tanımından 

0,,0, ==
LL

uNuB ba  

eşitlikleri u  sabit vektörü için elde edilir. Bu durumda 0=at  ve 0=ak  olur. 

sbtuT
L
=,b  eşitliğinin türevi alınırsa 

0, =
L

uN bbk  

olur. Buradan 0, =
L

uN b  ve 0, =
L

uBa  türevi alınırsa 0, =
L

uNaat  elde edilir. 

u  oskülatör düzlemdedir. 0=at  olur. (3.12) eşitliğinde 0=at  değeri yerine yazılırsa 

0=ak  elde edilir. Dolayısıyla ( )sa  bir doğrudur. 

 

Önerme 3.1.2 Genelleştirilmiş helis, 3-boyutlu Minkowski uzayında ( )*sb  eğrisinin 

Mannheim eğri çifti ise  

scsc e
c

e
c

11

2

2

2
1

2
--=

a

a

k
t

 

s  yay paremetresi olmak üzere, özel olarak 11 =c  ve 12 =c için 

s
ee ss

sinh
2

=
-

=
-

a

a

k
t

 

elde edilir [6]. 

İspat   

( ) babb BBNT ,,  sırasıyla ( )*sb  eğrisinin teğet, normal ve binormal vektör alanları 

olsun. Genelleştirilmiş helislerin özeliğinden ve Mannheim eğrilerilerin tanımından 

qa cos, =
L

uN                                                 (3.15) 

elde edilir. Önerme 3.1’den 0cos ¹q  ve 
k
t

 sabit değildir.  
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(3.15) eşitliğinin s  değişkenine göre iki kez türevi alınırsa 

0,, =+
LL

uTuB aaaa kt  

elde edilir. Buradan 

LL
uBuT ,, a

a

a
a k

t
-=                                          (3.16) 

bulunur. 

(3.16) denkleminin türevi alınırsa 

LLL
uNuBuN ,,, aa

a

a
a

a

a
aa t

k
t

k
t

k +
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=  

olur. Bulunan bu denklem düzenlenirse 

LLL
uNuNuB ,,, aa

a

a
aaa

a

a t
k
t

k
k
t

+-=
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
 

elde edilir. 

LL
uNuB ,,

22

a
a

aa
a

a

a

k
tk

k
t +-

=
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
 denkleminde  ( )22

aa tk +-  yerine (3.5) eşitliği 

kullanılarak 

LL
uNuB ,, a

a

a

a
a

a

k
l
k

k
t

=
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
 

LL
uNuB ,

1
, aa

a

a

lk
t

=
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
                                      (3.17) 

bulunur. Buradan 

LL
uNuB ,

1
, a

a

a

a

k
t

l
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=  

bulunur. 

LL
uNuBuT ,

1
,, a

a

a
a

a
a

a

a
a

k
t

l
k
t

k
t

¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=-=  
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LL
uNuT ,, a

a

a
a

a
a

k
t

lk

t
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=  

olur. 

(3.17) denkleminin türevini alınırsa 

( )
LLLL

uBuT
ds

d

uNuB
ds

d

,,
1

,,
2

2

aaaa
a

a

aaa
a

a

tk
l

k
t

t
k
t

+=
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

     (3.18) 

elde edilir. 

0,, =+ uBuT aaaa tk  

olduğundan (3.18) denklemini düzenlenirse 

ds

d

uNuN

ds

d
ds

d

LL

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

a

a

aaa

a

a

a

a

k
t

t

k
t

l

k
t

,,
1

2

2

 

bulunur. Buradan  

2

2

2

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

=

ds

d

ds

d

a

a

a

a

a

k
t

l

k
t

t                                               (3.19) 

elde edilir. (3.5) denklemi kullanılarak 

lk
t

k
a

a
a

12

-=-  

yazılabilir. Böylece 

a
a

a
a t

k
t

l
k +-=

1
 

olur. Burada (3.19) eşitliği yerine yazılırsa 
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÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

--=
2

2

2

1
1

ds

d

ds

d

a

a

a

a

a

a

a

k
t

k

k
t

t

l
k                                       (3.20) 

elde edilir. 

(3.19) ve (3.20) eşitliklerinden 

 

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1
1

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-=

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

--

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

=

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

k
t

k
t

k
t

k
t

k
t

k
t

k
t

k
t

k

k
t

t

l

k
t

l

k
t

k
t

 

2

2

2

2

2

ds

d

ds

d

ds

d

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-=

a

a

a

aa

a

a

a

a

a

k
t

k
tk

t

k
t

k
t
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elde edilir. 

Eğer ( )sy=
a

a

k
t

 denirse, o zaman  

( ) 01
2

2

2
2 =÷

ø
ö

ç
è
æ+-

ds
dy

y
ds

yd
y  

denklemi elde edilir. 

dy
dp

p
ds
dy

dy
dp

ds
yd

p
ds
dy

===
2

2

,  

ifadeleri, bu denklemde yerlerine yazılırsa 

( ) 01 22 =+- yp
dy
dp

py  

olur. Bu denklem çözülürse 

( ) yp
dy
dp

y -=- 21  

dy
y

y
p

dp
21-

-=  

ò ò -
-= dy

y
y

p
dp

21
 

1
2 ln1ln

2
1

ln cyp +-=  

( )2

1
2

1 1 ycp -=  

( )2

1
2

1 1 yc
ds
dy

-=  

( )
òò =

-
dsc

y

dy
1

2

1
21

 

( ) 21arcsin cscy +=  

olur. 
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3.2 a  Asli Normali Timelike Olan Spacelike Bir Eğri, b  Asli Normali Spacelike 
Olan Timelike Bir Eğri Olma Durumu 
 

Teorem 3.2.1 Minkowski uzayında bir eğrinin Mannheim eğrisi olması için gerek ve 

yeter şart eğrinin, eğrilik ve burulmasının ( )22
bbb tklk --=  denklemini sağlamasıdır. 

Burada l  sabittir [6]. 

İspat   

3-Boyutlu Minkowski uzayında bir Mannheim eğrisi ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  olsun. Buna 

göre ( ) ( ) ( ) ( )*** += sNsss blba  yazılabilir. Bu denklemin her iki tarafının s  

değişkenine göre türevini alınırsa 

    ( ) ( ) ( ) ( )*** ++¢+=¢ sBsTsNTs bbbbbb ltlkla  

olur. Bu denklem düzenlenirse 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*** +¢++=¢ sBsNsTs bbbbb ltllka 1  

bulunur. 

( ) aa Bs ^¢  ve ( ) ba Ns ^¢  

lineer bağımlı olduğundan 

( ) ( ) 0, =¢ *

L
sNs ba  

bulunur. 

  0=¢l  

sabit=¢l  

elde edilir. (3.1) denkleminde (3.2) eşitliği yerine yazılırsa 

  ( ) ( ) bbbb ltlka BTs ++=¢ * 1  

  
( ) ( ) ( )[ ]

ds
ds

BT
ds
ds

ds
sd

ds
sd

T
**

* ++=== bbbba ltlkaa
1  

  ( )[ ] ( )[ ]
2

2

11
ds

sd
BT

ds
ds

BBTTT
**

+++¢+¢+¢++¢=¢ bbbbbbbbbbbba ltlklttllkkl  

( ) ( )[ ] ( )[ ]
2

2

11
ds

sd
BT

ds
ds

NBNTT
**

+++-+¢+++¢=¢ bbbbbbbbbbbbbba ltlktlttlklkkl

elde edilir. 

aa BT ^¢  ve ba NT ^¢  

olduğundan 
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0, =¢
L

NT ba  

yazılabilir. Buna göre  (3.4) ile verilen denklem bN  ile iç çarpılırsa 

   ( )
LLLL

NBNNNTNT bbbbbbbbbbbba tlltlkkkl ,,,, 22 ¢+-++¢=¢  

   022 =-+ bbb ltlkk  

bulunur. 

( ) 022 =-+ bbb tklk  

elde edilir. 

( )22
bbb tklk --=  

veya  

( )22
bbb ktlk -=  

bulunur. 

 

Teorem 3.2.2 3E ’te ( )*sb  Mannheim eğrisi olsun. Eğriliği ak  ve burulması at  olan 

( )sa  eğrisinin b ’nın Mannheim eğri çifti olması için gerek ve yeter şart sıfırdan farklı 

bazı l  sabitleri için ( )221 a
aa

a tl
l
kt

t --==¢
ds

d
 denkleminin sağlanmasıdır [6]. 

İspat  

( )*sb  Mannheim eğrisi olsun. O zaman ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  eşitliği yazılabilir. 

Buradan, ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  eşitliğinin her iki tarafının s  değişkenine göre kısmi 

türevi alınırsa                                                   

   ( )sBT
ds
ds

T ¢+=
*

aab l  

( )sNT
ds
ds

T aaab lt+=
*

                                        (3.21) 

olur. 

(3.7) eşitliğinde her iki taraf aT  ile iç çarpılırsa 

  
LLL

TNTTTT aaaaab qq ,sinh,cosh, +=  

  qab cosh, =
L

TT  
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bulunur. (3.7) eşitliğinin her iki tarafı aN  ile iç çarpılırsa 

  
LLL

NNNTNT aaaaab qq ,sinh,cosh, +=  

  qab sinh, -=
L

NT  

bulunur. 

  qltq a sinhcosh =-  

  sabit=alt  

elde edilir. Buradan l ’nın sıfırdan farklı sabit bir sayı olduğu bulunur.  

(3.7) eşitliğinin her iki tarafının s  değişkenine göre kısmi türevi alınırsa 

  ( ) ( )¢+¢+¢+¢= qqqq aaaab sinhsinhcoshcosh NNTTT  

  ( ) ( ) ( ) aaaaaaaabb qqqtkqqqkk NBTTNN coshsinhsinhcosh ¢+++¢+=  

   ( ) ( ) aaaaaabb qtqqkqqkk BNTN sinhcoshsinh +¢++¢+=  

   ( ) 0sinh =¢+ qqka  

ve 

  ( ) 0cosh =¢+ qqka  

bulunur. Böylece 

akq -=¢  

elde edilir. 

(3.21) denklemini ( ) *
*

* +=
ds
ds

sN
ds
ds

TT aaab lt   şeklinde yazıp ve (3.10) denklemi ile 

eşlenirse 

qcosh=*ds
ds

 

elde edilir. Buradan  

  
qcosh

1
=

*

ds
ds

 

bulunur. Ayrıca                  

qlta sinh=*ds
ds

 

elde edilir. Buradan da                              
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q

lta
sinh

=
*

ds
ds

                                               (3.22)                                                               

bulunur. (3.9) ve (3.22) eşitliklerinden 

q
lt

q
a

sinhcosh
1

==
*

ds
ds

 

elde edilir. Böylece 

q
qlta cosh

sinh
=  

qlta tanh=                                                   (3.23) 

olur. (3.23) Eşitliğinin her iki tarafının türevi alınırsa 

( )qqlta h2tan1-¢=¢  

elde edilir. Burada (3.8) ve (3.27) eşitlikleri yerlerine yazılırsa  

( )( )221 aaa tlklt --=¢  

bulunur. Buradan 

( )221 a
a

a tl
l
k

t --=¢                                           (3.24) 

elde edilir. (3.21) denkleminin iki kez türevi alınarak Mannheim eğrileri ve Mannheim 

eğri çiftleri bulunabilir. 

( ) ( )¢+¢+¢=+÷÷
ø

ö
çç
è

æ¢ **
**

sNsNT
ds

sd
T

ds
ds

T aaaaabb ltlt
2

22

 

( ) ( ) ( )aaaaaaaaabbb tkltltkk BTsNsN
ds

sd
T

ds
ds

N ++¢+=+÷÷
ø

ö
çç
è

æ **
**

2

22

 

( ) aaaaaaaabbb ltltkkltk BsNT
ds

sd
T

ds
ds

N 2

2

22

+÷
ø
öç

è
æ ¢++=+÷÷

ø

ö
çç
è

æ *
**

     (3.25) 

elde edilir. (3.21) ve (3.25) eşitlikleri ile verilen denklemler vektörel çarpılırsa 

 

 

 

 

 

 



 33 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) 32

2

222

2

23

aaa

aaaaaa

aaaaaaa

aaaaaaaabbbbb

tl

ttlklt

ktllt

ltkkltk

BN

NN

TNBT

NTTT
ds
ds

ds
sd

TT
ds
ds

NT

L

L

LL

LLLL

Ù+

Ù÷
ø
öç

è
æ ¢++

Ù+Ù+

Ù÷
ø
öç

è
æ ¢++Ù=Ù+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
Ù

***

       

aaaaaaaaabb ktlltklttlk BNT
ds

ds
B ÷

ø
öç

è
æ -¢+++=÷÷

ø

ö
çç
è

æ *
22232

3

 

olur. Burada 

022 =-¢+ aaaa ktlltk  

olduğundan 

aaaabb lttlk NT
ds
ds

B 232

3

+=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

                             (3.26) 

elde edilir. Benzer şekilde (3.21) ve (3.26) eşitlikleri ile verilen denklemler vektörel 

çarpılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )

( )aaa

aaaaaaaaabbb

tl

tllttlk

NN

TNNTTT
ds
ds

BT

L

LLLL

Ù+

Ù+Ù+Ù=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
Ù

*

32

43232

4

 

  aaaabb tlltk BB
ds
ds

N 432

4

-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

*

 

  aaaabb tlltk BB
ds
ds

N 432

4

+-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

  ( ) aaaabb tlltk B
ds
ds

N 222

4

1--=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

bulunur. Sonuç olarak aB ile bN  lineer bağımlı olur. Bundan dolayı ( )*sb  Mannheim 

eğrisi ve ( )sa  Mannheim eğri çifti olur. 
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Sonuç 3.2.1 

( )221 a
a

a tl
l
k

t --=¢  

ifadesi olmak üzere buradan 

( )òò --=¢ aaa tlk
l

t 21
1

 

( )( )qq
l

ta
2tanh1

1
-¢--= ò  

( )ò += 0tanh
1

cdaaa k
l

t  

olarak yazılabilir. Bu yüzden herhangi bir Mannheim eğrisi için tek bir Mannheim eğri 

çifti vardır [6]. 

 

Önerme 3.2.1 ( )*sb  3-boyutlu Minkowski uzayında *s  yay parametresi boyunca 

Mannheim eğrisi ve ( )sa  s  yay parametresi boyunca Mannheim eğri çifti olsun. ( )*sb  

genelleştirilmiş bir helis ise o zaman ( )sa  bir doğru olur [6]. 

İspat   

( ) babb BBNT ,,  sırasıyla ( )*sb  eğrisinin teğet, normal ve binormal vektör alanları 

olsun. Genelleştirilmiş helislerin özeliğinden ve Mannheim eğrilerilerinin tanımından 

0,,0, ==
LL

uNuB ba  

eşitlikleri u  sabit vektörü için elde edilir. Bu durumda 0=at  ve 0=ak olur. 

sbtuT
L
=,b  eşitliğinin türevi alınırsa 

0, =
L

uN bbk  

olur. Buradan 0, =
L

uN b  ve 0, =
L

uBa türevi alınırsa 0, =
L

uNaat  olur. 

u  oskülatör düzlemdedir. 0=at  olur. (3.24) eşitliğinde 0=at değeri yerine yazılırsa 

0=ak  elde edilir. Dolayısıyla ( )sa  bir doğrudur. 
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3.3 a  Asli Normali Spacelike Olan Spacelike Bir Eğri, b  Asli Normali Timelike 

Olan Spacelike Bir Eğri Olma Durumu 

 

Teorem 3.3.1 Minkowski uzayında bir eğrinin Mannheim eğrisi olması için gerek ve 

yeter şart eğrinin, eğrilik ve burulmasının ( )22
bbb tklk +-=  denklemini sağlamasıdır. 

Burada l  sabittir [6]. 

İspat   

3-Boyutlu Minkowski uzayında bir Mannheim eğrisi ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  olsun. Buna 

göre ( ) ( ) ( ) ( )*** += sNsss blba  yazılabilir. Bu denklemin her iki tarafının s  

değişkenine göre türevini alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( )*** ¢+¢+¢=¢ sNsNss bb llba   

( ) ( ) ( ) ( )*** ++¢+=¢ sBsTsNTs bbbbbb ltlkla  

olur. Bu denklem düzenlenirse 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*** +¢++=¢ sBsNsTs bbbbb ltllka 1  

bulunur.  

( ) aa Bs ^¢  ve ( ) ba Ns ^¢  

lineer bağımlı olduğundan 

( ) ( ) 0, =¢ *

L
sNs ba  

bulunur. 

0=¢l  

sabit=¢l  

elde edilir. (3.1) denkleminde (3.2) eşitliği yerine yazılırsa 

( ) ( ) bbbb ltlka BTs ++=¢ 1  

( ) ( ) ( )[ ]
ds
ds

BT
ds
ds

ds
sd

ds
sd

T
**

* ++=== bbbba ltlkaa
1  

( )[ ] ( )[ ]
2

2

11
ds

sd
BT

ds
ds

BBTTT
**

+++¢+¢+¢++¢=¢ bbbbbbbbbbbba ltlklttllkkl  

( ) ( )[ ] ( )[ ]
2

2

11
ds

sd
BT

ds
ds

NBNTT
**

++++¢+++¢=¢ bbbbbbbbbbbbbba ltlktlttlklkkl               
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( )[ ]

( )[ ]
2

2

22

1
ds

sd
BT

ds
ds

BNTT

*

*

+++

¢++++¢=¢

bbbb

bbbbbbbba

ltlk

tlltlkkkl
             (3.27) 

elde edilir.  

aa BT ^¢  ve ba NT ^¢  

olduğundan  

0, =¢
L

NT ba  

yazılabilir. Buna göre (3.27) ile verilen denklem bN  ile iç çarpılırsa 

( )
LLLL

NBNNNTNT bbbbbbbbbbbba tlltlkkkl ,,,, 22 ¢++++¢=¢  

022 =++ bbb ltlkk  

bulunur. Böylece 

 

( )22
bbb tklk +-=                                              (3.28) 

elde edilir. 

 

Teorem 3.3.2 3E ’te ( )*sb  Mannheim eğrisi olsun. Eğriliği ak  ve burulması at  olan 

( )sa  eğrisinin b ’nın Mannheim eğri çifti olması için gerek ve yeter şart sıfırdan farklı 

bazı l  sabitleri için ( )221 a
aa

a tl
l
kt

t +-==¢
ds

d
 denkleminin sağlanmasıdır [6]. 

İspat  

( )*sb  Mannheim eğrisi olsun. O zaman ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  eşitliği yazılabilir. 

Buradan, ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  eşitliğinin her iki tarafının s  değişkenine göre kısmi 

türevi alınırsa                                                   

( )sBT
ds
ds

T ¢+=
*

aab l  

( )sNT
ds
ds

T aaab lt+=
*

           

olur. Ayrıca                                            
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qq aab sincos NTT +=                                           (3.29) 

yazılabilir. (3.29) eşitliğinde her iki taraf aT  ile iç çarpılırsa 

LLL
TNTTTT aaaaab qq ,sin,cos, +=  

qab cos, =
L

TT  

bulunur. (3.29)  denklemi aN  ile iç çarpılırsa 

LLL
NNNTNT aaaaab qq ,sin,cos, +=  

qab sin, =
L

NT  

bulunur. Buradan 

qltq a sinhcosh =  

sabit=alt  

elde edilir. Böylece l ’nın sıfırdan farklı sabit bir sayı olduğu bulunur. (3.29)  

eşitliğinin her iki tarafının s  değişkenine göre kısmi türevi alınırsa 

( ) ( )¢+¢+¢+¢= qqqq aaaab sinsincoscos NNTTT  

( ) ( ) ( ) aaaaaaaabb qqqtkqqqkk NBTTNN cossinsincos ¢++-+¢-+=  

( ) ( ) aaaaaabb qtqqkqqkk BNTN sincossin +¢++¢--=  

( ) 0sin =¢-- qqka  

ve  

( ) 0cos =¢+ qqka   

elde edilir. Buradan 

akq -=¢  

bulunur. (3.21) denklemini ( ) *
*

* +=
ds
ds

sN
ds
ds

TT aaab lt  şeklinde yazıp ve (3.29)   

denklemi ile eşlenirse 

qcos=*ds
ds

 

yazılabilir. Buradan  

qcos
1

=
*

ds
ds
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elde edilir. Ayrıca                

qlta sin=*ds
ds

  

yazılabilir. Buradan da                                 

q
lta
sin

=
*

ds
ds

 

elde edilir. Bu ifadelerin eşitliğinden 

q
lt

q
a

sincos
1

==
*

ds
ds

 

 yazılabilir. 

q
qlta cos

sin
=  

qlta tan=                                                    (3.30)   

elde edilir. (3.30) eşitliğinin her iki tarafının türevi alınırsa ( )qqlta
2tan1+¢=¢  elde 

edilir. Burada (3.8) ve (3.30) eşitlikleri yerlerine yazılırsa ( )( )221 aaa tlklt +-=¢  

şeklinde olur. Buradan 

( )221 a
a

a tl
l
k

t +-=¢                                            (3.31)   

bulunur. 

Ayrıca (3.21)  denkleminin iki kez türevi alınarak Mannheim eğrileri ve Mannheim eğri 

çiftleri bulunabilir.  

( ) ( )¢+¢+¢=+÷÷
ø

ö
çç
è

æ¢ **
**

sNsNT
ds

sd
T

ds
ds

T aaaaabb ltlt
2

22

 

( ) ( ) ( )aaaaaaaaabbb tkltltkk BTsNsN
ds

sd
T

ds
ds

N +-+¢+=+÷÷
ø

ö
çç
è

æ **
**

2

22

 

( ) aaaaaaaabbb ltltkkltk BsNT
ds

sd
T

ds
ds

N 2

2

22

+÷
ø
öç

è
æ ¢++-=+÷÷

ø

ö
çç
è

æ *
**

      (3.32)   

elde edilir. (3.21) ve (3.32) eşitlikleri ile verilen denklemler vektörel çarpılırsa 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) 32

2

222

2

23

aaa

aaaaaa

aaaaaaa

aaaaaaaabbbbb

tl

ttlklt

ktllt

ltkkltk

BN

NN

TNBT

NTTT
ds
ds

ds
sd

TT
ds
ds

NT

L

L

LL

LLLL

Ù+

Ù÷
ø
öç

è
æ ¢++

Ù-Ù+

Ù÷
ø
öç

è
æ ¢++Ù-=Ù+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
Ù

***

 

aaaaaaaaabb ktlltklttlk BNT
ds
ds

B ÷
ø
öç

è
æ +¢+--=÷÷

ø

ö
çç
è

æ *
22232

3

 

olur. Burada 

022 =+¢+ aaaa ktlltk  

olduğundan 

aaaabb lttlk NT
ds
ds

B 232

3

-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

aaaabb lttlk NT
ds
ds

B 232

3

-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

                                 (3.33)   

elde edilir. Benzer şekilde (3.21) ve (3.33) ile verilen denklemler vektörel çarpılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )

( )aaa

aaaaaaaaabbb

tl

tllttlk

NN

TNNTTT
ds
ds

BT

L

LLLL

Ù+

Ù+Ù+Ù=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
Ù

*

32

43232

4

 

aaaabb tlltk BB
ds
ds

N 432

4

+=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

aaaabb tlltk BB
ds
ds

N 432

4

+=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

( ) aaaabb tlltk B
ds
ds

N 222

4

1+=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

bulunur. Sonuç olarak aB ile bN  lineer bağımlı olur. Bundan dolayı ( )*sb  Mannheim 

eğrisi ve ( )sa  Mannheim eğri çifti olur. 
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Sonuç 3.3.1 

( )221 a
a

a tl
l
k

t +-=¢  

ifadesi olmak üzere, buradan 

 

( )òò +-=¢ aaa tlk
l

t 21
1

 

( )( )qq
l

ta
2tan1

1
+¢--= ò  

( )ò += 0tan
1

cdaaa k
l

t  

olarak yazılabilir. Bu yüzden herhangi bir Mannheim eğrisi için tek bir Mannheim eğri 

çifti vardır [6]. 

 

Önerme 3.3.1 ( )*sb  3-boyutlu Minkowski uzayında *s  yay parametresi boyunca 

Mannheim eğrisi ve ( )sa  s  yay parametresi boyunca Mannheim eğri çifti olsun. ( )*sb  

genelleştirilmiş bir helis ise o zaman ( )sa  bir doğru olur [6]. 

İspat   

( ) babb BBNT ,,  sırasıyla ( )*sb  eğrisinin teğet, normal ve binormal vektör alanları 

olsun. Genelleştirilmiş helislerin özeliğinden ve Mannheim eğrilerilerinin tanımından 

0,,0, ==
LL

uNuB ba  

eşitlikleri u  sabit vektörü için elde edilir. Bu durumda 0=at  ve 0=ak  olur. 

sbtuT
L
=,b  eşitliğinin türevi alınırsa 

0, =
L

uN bbk  

olur. Buradan 0, =
L

uN b  ve 0, =uBa  eşitliklerinin türevi alınırsa 0, =
L

uNaat  

olur. u  oskülatör düzlemdedir. 0=at  olur. (3.21) eşitliğinde 0=at  değeri yerine 

yazılırsa 0=ak  elde edilir. Dolayısıyla ( )sa  bir doğrudur. 
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3.4 a  Asli Normali Timelike Olan Spacelike Bir Eğri, b  Asli Normali Spacelike 

Olan Spacelike Bir Eğri Olma Durumu 

 

Teorem 3.4.1 Minkowski uzayında bir eğrinin Mannheim eğrisi olması için gerek ve 

yeter şart eğrinin, eğrilik ve burulmasının ( )22
bbb tklk -=  denklemini sağlamasıdır. 

Burada l  sabittir [6]. 

İspat   

3-Boyutlu Minkowski uzayında bir Mannheim eğrisi ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  olsun. Buna 

göre ( ) ( ) ( ) ( )*** += sNsss blba  yazılabilir. Bu denklemin her iki tarafının s  

değişkenine göre türevini alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( )*** ¢+¢+¢=¢ sNsNss bb llba   

denklemi düzenlenirse 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )****** +¢+-=¢ sBsssNssTs abbbb tlllka 1               (3.34) 

bulunur. 

( ) aa Bs ^¢  ve ( ) ba Ns ^¢  

lineer bağımlı olduğundan 

( ) ( ) 0, =¢ *

L
sNs ba  

bulunur. 

0=¢l  

sabit=¢l  

elde edilir. (3.34) denkleminde (3.2) eşitliği yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )** +-=¢ sBsTs bbbb ltlka 1  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
ds
ds

sBT
ds
ds

ds
sd

ds
sd

T
**

* +-=== bbbba ltlkaa
1  

( )[ ] ( )[ ]
2

2

11
ds

sd
BT

ds
ds

BBTTT
**

+-+¢+¢+¢-+¢-=¢ bbbbbbbbbbbba ltlklttllkkl  

( ) ( )[ ] ( )[ ]
2

2

11
ds

sd
BT

ds
ds

NBNTT
**

+-++¢+-+¢-=¢ bbbbbbbbbbbbbba ltlktlttlklkkl  
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( )[ ]

( )[ ]
2

2

22

1
ds

sd
BT

ds
ds

BNTT

*

*

+-+

¢++-+¢-=¢

bbbb

bbbbbbbba

ltlk

tlltlkkkl
                 (3.35) 

elde edilir.  

aa BT ^¢  ve ba NT ^¢  

olduğundan  

0, =¢
L

NT ba  

 yazılabilir. Buna göre (3.35) eşitliği ile verilen denklem bN  ile iç çarpılırsa 

( )
LLLL

NBNNNTNT bbbbbbbbbbbba tlltlkkkl ,,,, 22 ¢++-+¢-=¢  

022 =+- bbb ltlkk  

bulunur. Buradan 

( ) 022 =-- bbb tklk  

elde edilir. Böylece 

( )22
bbb tklk -=                                               (3.36) 

yazılabilir. 

 

Teorem 3.4.2 3E ’te ( )*sb  Mannheim eğrisi olsun. Eğriliği ak  ve burulması at  olan 

( )sa  eğrisinin b ’nın Mannheim eğri çifti olması için gerek ve yeter şart sıfırdan farklı 

bazı l  sabitleri için ( )221 a
aa

a tl
l
kt

t --==¢
ds

d
 denkleminin sağlanmasıdır [6]. 

İspat  

( )*sb  Mannheim eğrisi olsun. O zaman ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  eşitliği yazılabilir. 

Buradan, ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  eşitliğinin her iki tarafının s  değişkenine göre kısmi 

türevi alınırsa             

( )sBT
ds
ds

T ¢+=
*

aab l  

( )sNT
ds
ds

T aaab lt+=
*
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olur.  

Ayrıca (3.7) eşitliğinde her iki taraf aT  ile iç çarpılırsa  

LLL
TNTTTT aaaaab qq ,sinh,cosh, +=  

qab cosh, =
L

TT  

bulunur. Benzer şekilde (3.7) denklemi aN  ile iç çarpılırsa 

LLL
NNNTNT aaaaab qq ,sinh,cosh, +=  

qab sinh, -=
L

NT  

bulunur. Buradan da 

qltq a sinhcosh =-  

sabit=alt  

elde edilir. Böylece l ’nın sıfırdan farklı sabit bir sayı olduğu bulunur.  

(3.7) eşitliğinin her iki tarafının s  değişkenine göre kısmi türevi alınırsa 

( ) ( )¢+¢+¢+¢= qqqq aaaab sinhsinhcoshcosh NNTTT  

( ) ( ) ( ) aaaaaaaabb qqqtkqqqkk NBTTNN coshsinhsinhcosh ¢+++¢+=  

( ) ( ) aaaaaabb qtqqkqqkk BNTN sinhcoshsinh +¢++¢+=  

( ) 0sinh =¢+ qqka  

ve 

( ) 0cosh =¢+ qqka  

Bulunur. Buradan 

akq -=¢  

elde edilir. (3.21) denklemini ( ) *
*

* +=
ds
ds

sN
ds
ds

TT aaab lt   şeklinde yazıp ve (3.7)   

denklemi ile eşlenirse 

qcosh=*ds
ds

 

yazılabilir. Buradan 

qcosh
1

=
*

ds
ds

 

bulunur.  Ayrıca                        
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qlta sinh=*ds
ds

 

yazılabilir. Buradan da                                  

q
lta

sinh
=

*

ds
ds

 

elde edilir. Bulunan ifadelerinin eşitliğinden 

q
lt

q
a

sinhcosh
1

==
*

ds
ds

 

yazılabilir. Böylece 

q
qlta cosh

sinh
=  

qlta tanh=  

elde edilir. (3.23) eşitliğinin her iki tarafının türevi alınırsa ( )qqlta h2tan1-¢=¢  elde 

edilir. Burada (3.8) ve (3.23) eşitlikleri yerlerine yazılırsa ( )( )221 aaa tlklt --=¢  

şeklinde olur. Buradan 

( )221 a
a

a tl
l
k

t --=¢  

elde edilir. (3.21) ile verilen denklemin iki kez türevi alınarak Mannheim eğrileri ve 

Mannheim eğri çiftleri bulunabilir. 

( ) ( )¢+¢+¢=+÷÷
ø

ö
çç
è

æ¢ **
**

sNsNT
ds

sd
T

ds
ds

T aaaaabb ltlt
2

22

 

( ) ( ) ( )aaaaaaaaabbb tkltltkk BTsNsN
ds

sd
T

ds
ds

N ++¢+=+÷÷
ø

ö
çç
è

æ **
**

2

22

 

( ) aaaaaaaabbb ltltkkltk BsNT
ds

sd
T

ds
ds

N 2

2

22

+÷
ø
öç

è
æ ¢++=+÷÷

ø

ö
çç
è

æ *
**

 

elde edilir. (3.21) ve (3.25) eşitlikleri ile verilen denklemler vektörel çarpılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) 32

2

222

2

23

aaa

aaaaaa

aaaaaaa

aaaaaaaabbbbb

tl

ttlklt

ktllt

ltkkltk

BN

NN

TNBT

NTTT
ds
ds

ds
sd

TT
ds
ds

NT

L

L

LL

LLLL

Ù+

Ù÷
ø
öç

è
æ ¢++

Ù+Ù+

Ù÷
ø
öç

è
æ ¢++Ù=Ù+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
Ù

***
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aaaaaaaaabb ktlltklttlk BNT
ds
ds

B ÷
ø
öç

è
æ -¢+++=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

*
22232

3

 

bulunur. Burada 

022 =-¢+ aaaa ktlltk  

olduğundan 

aaaabb lttlk NT
ds
ds

B 232

3

+=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

*

 

aaaabb lttlk NT
ds
ds

B 232

3

--=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

                              (3.37) 

elde edilir. Benzer şekilde (3.21) ve (3.37) eşitlikleri ile verilen denklemler vektörel 

çarpılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )

( )aaa

aaaaaaaaabbb

tl

tllttlk

NN

TNNTTT
ds
ds

BT

L

LLLL

Ù+

Ù+Ù+Ù=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
Ù

*

32

43232

4

 

aaaabb tlltk BB
ds
ds

N 432

4

-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

aaaabb tlltk BB
ds
ds

N 432

4

-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

( ) aaaabb tlltk B
ds
ds

N 222

4

1-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

bulunur. Sonuç olarak aB ile bN  lineer bağımlı olur. Bundan dolayı ( )*sb  Mannheim 

eğrisi ve ( )sa  Mannheim eğri çifti olur. 

 

Sonuç 3.4.1 

( )221 a
a

a tl
l
k

t --=¢  

ifadesi olmak üzere 

( )òò --=¢ aaa tlk
l

t 21
1
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( )( )qq
l

ta
2tanh1

1
-¢--= ò  

( )ò += 0tanh
1

cdaaa k
l

t  

olarak yazılabilir. Bu yüzden herhangi bir Mannheim eğrisi için tek bir Mannheim eğri 

çifti vardır [6]. 

 

Önerme 3.4.1 ( )*sb  3-boyutlu Minkowski uzayında *s  yay parametresi boyunca 

Mannheim eğrisi ve ( )sa  s  yay parametresi boyunca Mannheim eğri çifti olsun. ( )*sb  

genelleştirilmiş bir helis ise o zaman ( )sa  bir doğru olur [6]. 

İspat  

( ) babb BBNT ,,  sırasıyla ( )*sb  eğrisinin teğet, normal ve binormal vektör alanları 

olsun. Genelleştirilmiş helislerin özeliğinden ve Mannheim eğrilerilerinin tanımından 

0,,0, ==
LL

uNuB ba  

eşitlikleri u  sabit vektörü için elde edilir. Bu durumda 0=at  ve 0=ak  olur. 

sbtuT
L
=,b  eşitliğinin türevi alınırsa 

0, =
L

uN bbk  

olur. Buradan 0, =
L

uN b  ve 0, =
L

uBa  türevi alınırsa 0, =-
L

uNaat  olur. u  

oskülatör düzlemdedir. 0=at  olur. (3.24) eşitliğinde 0=at  değeri yerine yazılırsa 

0=ak  elde edilir. Dolayısıyla ( )sa  bir doğrudur. 

 
3.5 a  Asli Normali Spacelike Olan Timelike Bir Eğri, b  Asli Normali Spacelike 
Olan Spacelike Bir Eğri Olma Durumu 
 

Teorem 3.5.1 Minkowski uzayında bir eğrinin Mannheim eğrisi olması için gerek ve 

yeter şart eğrinin, eğrilik ve burulmasının ( )22
bbb tklk -=  denklemini sağlamasıdır. 

Burada l  sabittir [6]. 
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İspat   

3-Boyutlu Minkowski uzayında bir Mannheim eğrisi ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  olsun. Buna 

göre ( ) ( ) ( ) ( )*** += sNsss blba  yazılabilir. Bu denklemin her iki tarafının s  

değişkenine göre türevini alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( )*** ¢+¢+¢=¢ sNsNss bb llba    

( ) ( ) ( ) ( )*** +-¢+=¢ sBsTsNTs bbbbbb ltlkla  

olur. Bu denklem düzenlenirse 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )bbbbb ltllka *** +¢+-=¢ sBsNsTs 1  

bulunur. 

( ) aa Bs ^¢  ve ( ) ba Ns ^¢  

lineer bağımlı olduğundan 

( ) ( ) 0, =¢ *

L
sNs ba  

bulunur. Böylece 

0=¢l  

sabit=¢l  

elde edilir. (3.34) denkleminde (3.2) eşitliği yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )** +-=¢ sBsTs bbbb ltlka 1  

( ) ( ) ( )[ ] **

*

*

*

+-===
ds
ds

BT
ds
ds

ds
sd

ds
sd

T bbbba ltlkaa
1  

( )[ ] ( )[ ]
2

2

11
ds

sd
BT

ds
ds

BBTTT
**

+-+¢+¢+¢-+¢-=¢ bbbbbbbbbbbba ltlklttllkkl  

( ) ( )[ ] ( )[ ]
2

2

11
ds

sd
BT

ds
ds

NBNTT
**

+-++¢+-+¢-=¢ bbbbbbbbbbbbbba ltlktlttlklkkl  

( )[ ] ( )[ ]
2

2
22 1

ds
sd

BT
ds
ds

BNTT
**

+-+¢++-+¢-=¢ bbbbbbbbbbbba ltlktlltlkkkl  

elde edilir. 

aa BT ^¢  ve ba NT ^¢  

olduğundan 

0, =¢
L

NT ba  



 48 

yazılabilir. Buna göre (3.35) ile verilen denklem bN  ile iç çarpılırsa 

( ) bbbbbbbbbbbba tlltlkkkl NBNNNTNT ,,,, 22 ¢++-+¢-=¢

022 =+- bbb ltlkk  

bulunur. Buradan 

( ) 022 =-- bbb tklk  

veya 

( )22
bbb tklk -=  

yazılabilir. 

 

Teorem 3.5.2 3E ’te ( )*sb  Mannheim eğrisi olsun. Eğriliği ak  ve burulması at  olan 

( )sa  eğrisinin b ’nın Mannheim eğri çifti olması için gerek ve yeter şart sıfırdan farklı 

bazı l  sabitleri için ( )221 a
aa

a tl
l
kt

t -==¢
ds

d
 denkleminin sağlanmasıdır [6]. 

İspat  

( )*sb  Mannheim eğrisi olsun. O zaman ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  eşitliği yazılabilir. 

Buradan, ( ) ( ) ( )sBss alab +=*  eşitliğinin her iki tarafının s  değişkenine göre kısmi 

türevi alınırsa                                                   

( )*
* ¢+= sBT

ds
ds

T aab l  

( )*
*

-= sNT
ds
ds

T aaab lt  

olur. 

(3.7) eşitliğinde her iki taraf aT  ile iç çarpılırsa 

LLL
TNTTTT aaaaab qq ,sinh,cosh, +=  

qab cosh, -=
L

TT  

bulunur. Benzer şekilde (3.7) eşitliği ile verilen denklem aN  ile iç çarpılırsa 

LLL
NNNTNT aaaaab qq ,sinh,cosh, +=  

qab sinh, =
L

NT  
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olur. Ayrıca 

qltq a sinhcosh =-  

sabit=alt  

elde edilir. Böylece, l ’nın sıfırdan farklı sabit bir sayı olduğu bulunur. (3.7) eşitliğinin 

her iki tarafının s  değişkenine göre kısmi türevi alınırsa 

( ) ( )¢+¢+¢+¢= qqqq aaaab sinhsinhcoshcosh NNTTT  

( ) ( ) ( ) aaaaaaaabb qqqtkqqqkk NBTTNN coshsinhsinhcosh ¢+++¢+=  

( ) ( ) aaaaaabb qtqqkqqkk BNTN sinhcoshsinh +¢++¢+=  

( ) 0sinh =¢+ qqka  

ve 

( ) 0cosh =¢+ qqka  

olduğundan 

akq -=¢  

bulunur. (3.6) ile verilen denklem, ( ) *
*

* -=
ds
ds

sN
ds
ds

TT aaab lt   şeklinde yazılıp ve 

(3.7)  denklemi ile eşlenirse 

qcosh=*ds
ds

 

yazılabilir. Buradan  

qcosh
1

=
*

ds
ds

 

bulunur. Ayrıca                                                                  

qlta sinh=- *ds
ds

 

yazılabilir. Buradan da 

q
lta

sinh
-=

*

ds
ds

 

elde edilir. Bulunan bu ifadelerinin eşitliğinden 

q
lt

q
a

sinhcosh
1

-==
*

ds
ds

 

yazılabilir. Böylece 
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q
qlta cosh

sinh
-=  

qlta tanh-=  

elde edilir. (3.11) eşitliğinin her iki tarafının türevi alınırsa ( )qqlta h2tan1-¢-=¢  elde 

edilir. Burada (3.8) ve (3.11) eşitlikleri yerlerine yazılırsa ( )( )221 aaa tlklt ---=¢  

şeklinde olur. Buradan 

( )221 a
a

a tl
l
k

t -=¢  

elde edilir. Ayrıca (3.6) denkleminin iki kez türevi alınarak Mannheim eğrileri ve 

Mannheim eğri çiftleri bulunabilir. 

( ) ( )¢-¢-¢=+÷÷
ø

ö
çç
è

æ¢ **
**

sNsNT
ds

sd
T

ds
ds

T aaaaabb ltlt
2

22

 

( ) ( ) ( )aaaaaaaaabbb tkltltkk BTsNsN
ds

sd
T

ds
ds

N +-¢-=+÷÷
ø

ö
çç
è

æ **
**

2

22

 

( ) aaaaaaaabbb ltltkkltk BsNT
ds

sd
T

ds
ds

N 2

2

22

-÷
ø
öç

è
æ ¢-+-=+÷÷

ø

ö
çç
è

æ *
**

                 

elde edilir. (3.6) ve (3.13) ile verilen denklemler vektörel çarpılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) 32

2

222

2

23

aaa

aaaaaa

aaaaaaa

aaaaaaaabbbbb

tl

ttlklt

ktllt

ltkkltk

BN

NN

TNBT

NTTT
ds
ds

ds
sd

TT
ds
ds

NT

L

L

LL

LLLL

Ù+

Ù÷
ø
öç

è
æ ¢+-+

Ù+Ù-

Ù÷
ø
öç

è
æ ¢-+Ù-=Ù+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
Ù

***

 

aaaaaaaaabb ktlltklttlk BNT
ds
ds

B ÷
ø
öç

è
æ -¢-++-=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

*
22232

3

 

aaaaaaaaabb ktlltklttlk BNT
ds
ds

B ÷
ø
öç

è
æ -¢---=÷÷

ø

ö
çç
è

æ *
22232

3

 

bulunur. Burada 

022 =-¢- aaaa ktlltk  

olduğundan 
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aaaabb lttlk NT
ds
ds

B 232

3

-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

elde edilir. Benzer şekilde (3.6)  ve (3.33) eşitlikleri ile verilen denklemler vektörel 

çarpılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )

( )aaa

aaaaaaaaabbb

tl

tllttlk

NN

TNNTTT
ds
ds

BT

L

LLLL

Ù+

Ù-Ù-Ù=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
Ù

*

32

43232

4

 

aaaabb tlltk BB
ds
ds

N 432

4

+-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

*

 

aaaabb tlltk BB
ds
ds

N 432

4

-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

( ) aaaabb tlltk B
ds
ds

N 222

4

1-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ *

 

bulunur. Sonuç olarak aB ile bN  lineer bağımlı olur. Bundan dolayı ( )*sb  Mannheim 

eğrisi ve ( )sa ’de Mannheim eğri çifti olur. 

 

Sonuç 3.5.1 

( )221 a
a

a tl
l
k

t -=¢  

ifadesi olmak üzere 

( )òò -=¢ aaa tlk
l

t 21
1

 

( )( )qq
l

ta
2tanh1

1
-¢-= ò  

( )ò +-= 0tanh
1

cdaaa k
l

t  

olarak yazılabilir. Bu yüzden herhangi bir Mannheim eğrisi için tek bir Mannheim eğri 

çifti vardır [6]. 

  



 52 

Önerme 3.5.1 ( )*sb  3-boyutlu Minkowski uzayında *s  yay parametresi boyunca 

Mannheim eğrisi ve ( )sa ’de s  yay parametresi boyunca Mannheim eğri çifti olsun. 

( )*sb  genelleştirilmiş bir helis ise o zaman ( )sa  bir doğru olur [6]. 

İspat   

( ) babb BBNT ,,  sırasıyla ( )*sb  eğrisinin teğet, normal ve binormal vektör alanları 

olsun. Genelleştirilmiş helislerin özeliğinden ve Mannheim eğrilerilerinin tanımından 

0,,0, ==
LL

uNuB ba  

eşitlikleri u  sabit vektörü için elde edilir. Bu durumda 0=at  ve 0=ak  olur. 

sbtuT
L
=,b  eşitliğinin türevi alınırsa 

0, =
L

uN bbk  

olur. Buradan 0, =
L

uN b  ve 0, =
L

uBa  eşitliklerinin türevi alınırsa 

0, =-
L

uNaat  olur. u  oskülatör düzlemdedir. 0=at  olur. (3.12) eşitliğinde 0=at  

değeri yerine yazılırsa 0=ak  elde edilir. Dolayısıyla ( )sa  bir doğrudur. 

 

Önerme 3.5.2 Genelleştirilmiş helis, 3-boyutlu Minkowski uzayında ( )*sb  eğrisinin 

mannheim eğri çifti ise  

scsc e
c

e
c

11

2

2

2
1

2
--=

k
t

 

dır. s  yay paremetresi olmak üzere, özel olarak 11 =c  ve 12 =c alınırsa 

s
ee ss

sinh
2

=
-

=
-

k
t

 

olur [6]. 

İspat   

( ) babb BBNT ,,  sırasıyla ( )*sb  eğrisinin teğet, normal ve binormal vektör alanları 

olsun. Genelleştirilmiş helislerin özeliğinden ve Mannheim eğrilerilerin tanımından 

qa cos, =
L

uN  

elde edilir. Önerme 3.1’den 0cos ¹q  ve 
k
t

 sabit değildir.  
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(3.15) eşitliğinin s  değişkenine göre iki kez türevi alınırsa 

0,, =+
LL

uTuB aaaa kt  

ve 

LL
uBuT ,, a

a

a
a k

t
-=  

bulunur. (3.16) denkleminin türevi alınırsa 

LLL
uNuBuN ,,, aa

a

a
a

a

a
aa t

k
t

k
t

k +
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=  

LLL
uNuNuB ,,, aa

a

a
aaa

a

a t
k
t

k
k
t

+-=
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
 

olur. 

LL
uNuB ,,

22

a
a

aa
a

a

a

k
tk

k
t +-

=
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
 denkleminde ( )22

aa tk +-  yerine (3.36) eşitliği 

kullanılırsa 

LL
uNuB ,, a

a

a

a
a

a

k
l
k

k
t -

=
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
 

LL
uNuB ,

1
, aa

a

a

lk
t

-=
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
                                     (3.38) 

bulunur. Buradan 

LL
uNuB ,

1
, a

a

a

a

k
t

l
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=  

elde edilir. Ayrıca 

LLL
uNuBuT ,

1
,, a

a

a
a

a
a

a

a
a

k
t

l
k
t

k
t

¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=-=  

LL
uNuT ,, a

a

a
a

a
a

k
t

lk

t
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=  
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olur. (3.38) denkleminin türevini alınırsa 

( )
LLLL

uBuT
ds

d

uNuB
ds

d

,,
1

,,
2

2

aaaa
a

a

aaa
a

a

tk
l

k
t

t
k
t

+-=
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

    (3.39) 

bulunur. Burada 

0,, =+
LL

uBuT aaaa tk  

olduğundan, (3.39) denklemi düzenlenirse 

ds

d

uNuN

ds

d
ds

d

LL

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-÷÷

ø

ö
çç
è

æ

a

a

aaa

a

a

a

a

k
t

t

k
t

l

k
t

,,
1

2

2

 

elde edilir. Buradan  

2

2

2

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-=

ds

d

ds

d

a

a

a

a

a

k
t

l

k
t

t                                              (3.40) 

elde edilir. (3.36) denkleminden 

lk
t

k
a

a
a

12

=-  

a
a

a
a t

k
t

l
k +=

1
 

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-=

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-
+=

2

2

2

2

2

2

1
11

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a
a

k
t

k

k
t

t

l

k
t

l

k
t

k
t

l
k  
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÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-=
2

2

2

1
1

ds

d

ds

d

a

a

a

a

a

a

a

k
t

k

k
t

t

l
k                                        (3.41) 

bulunur. 

(3.40) ve (3.41) eşitliklerinden 

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1
1

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-=

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-

=

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

ds

d

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

k
t

k
t

k
t

k
t

k
t

k
t

k
t

k
t

k

k
t

t

l

k
t

l

k
t

k
t
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2

2

2

2

2

ds

d

ds

d

ds

d

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-=

a

a

a

aa

a

a

a

a

a

k
t

k
tk

t

k
t

k
t

 

 

olur. Eğer ( )sy=
a

a

k
t

 denirse, o zaman aşağıdaki denklem 

( ) 01
2

2

2
2 =÷

ø
ö

ç
è
æ--

ds
dy

y
ds

yd
y  

elde edilir. 
dy
dp

p
ds
dy

dy
dp

ds
yd

p
ds
dy

===
2

2

,  ifadeleri yerlerine yazılırsa 

( ) 01 22 =+- yp
dy
dp

py  

bulunur. Bu denklem çözülürse 

( ) yp
dy
dp

y -=- 21  

dy
y

y
p

dp
21-

-=  

ò ò -
-= dy

y
y

p
dp

21
 

1
2 ln1ln

2
1

ln cyp +-=  

( )2

1
2

1 1 ycp -=  

( )2

1
2

1 1 yc
ds
dy

-=  

( )
òò =

-
dsc

y

dy
1

2

1
21

 

( ) 21arcsin cscy +=  

olur. 
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                                    Fen Edebiyat Matematik Bölümü   1996 

Lise                             Sivas Atatürk Lisesi             1989 

 

İş Deneyimi 

Yıl                            Yer                                                       Görev 

1996              Uşak Çağdaş Final Dershanesi         Matematik Öğretmeni 

1997 Uşak Bil-Tek Dershanesi Matematik Öğretmeni 

1997- Uşak Anadolu Öğretmen Lisesi Matematik Öğretmeni 

 

Yabancı Dil 

İngilizce 

 

Hobiler 

Doğa yürüyüşü, avcılık, bilgisayar teknolojileri 

  

 


