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1. GĠRĠġ 

Optik çalıĢması içinde kullanıldığı bilinen bir Ġnvolüt eğri düĢüncesi C. Huygens tarafından 

ortaya çıkmıĢtır (1658). C. Huygens daha doğru ölçüm çalıĢmaları yapmaya çalıĢırken 

Ġnvolüt eğrileri keĢfetmiĢtir [14]. 2008 yılı içerisinde dejenere alt manifoldlar teorisi 

araĢtırmacılar tarafından ortaya çıkarılmıĢ ve bazı diferensiyel geometri konuları Lorentz 

manifoldlara geniĢletilmiĢtir. Minkowski uzayında Ġnvolüt-Evolüt eğriler detaylı 

çalıĢılmıĢtır [10]. Ayrıca Ġnvolüt-Evolüt eğri çifti 4-boyutlu Öklid uzayda ve özel olarak 

3G  Galilean uzayında [6,7] incelenmiĢtir. Diferensiyel geometride 3E  Öklid uzayının bir 

düzgün eğrisi için iyi biliniyor ki önemli olan bu eğrinin tanımlanmasıdır. Eğrilik 

fonksiyonu 
1k  (eğrilik ) ve 2k  (torsiyon veya burulma) düzgün eğrinin Ģekil ve 

ölçüsünün belirlenmesinde önemli rol oynar. Örneğin; Eğer  021 kk  ise eğri bir 

doğrudur. Eğer 01k  (sabit) ve 02k  ise eğri 
1

1

k
 yarıçaplı bir çemberdir. Eğer 01k  

(sabit) ve 02k  (sabit) ise eğri uzayda bir helistir. Diğer taraftan eğrinin tanımlanması ve 

sınıflaması eğrinin Frenet vektörleri arasındaki bağıntıya bağlıdır. Saint Venant 1845’de 

bir eğrinin aslî normal tarafından üretilen yüzey üzerinde olup olmadığı ve bu asli normale 

karĢılık gelebilecek baĢka bir asli normal için ikinci bir eğrinin olup olmadığı sorusunu 

ortaya atmıĢtır. Bu soru 1850’de J. Bertrand tarafından yanıtlanmıĢtır ve J. Bertrand ikinci 

bir eğrinin var olması için gerekli ve yeterli koĢulun, bir lineer bağıntı ile verilen orijinal 

eğrinin birinci ve ikinci eğrilikleri arasında sabit katsayı bulunması gerektiğini 

göstermiĢtir. Bu çeĢit bir eğri çifti Conjugate Bertrand eğri çifti olarak tanımlanmıĢtır, 

çoğunlukla Bertrand eğrileri ifadesiyle kullanılır. Bertrand eğrileri Weingarten 

yüzeylerinin bir boyutlu benzeri olarak göz önüne alınabilir. Bertrand çifti bilgisayar 

destekli çizimler içinde kullanılan karĢılıklı eğrilerin özel bir örneğidir [11]. Diğer taraftan 

Bertrand çifti belirli metrik özeliklerle ifade edilen direkt izdüĢümsel bağıntı olarak 

tanımlanabilir. Ayrıca Bertrand eğri çifti özel olarak 3G  Galilean uzayında incelenmiĢtir 

[8]. Yine W. K. Schief tarafından Razzaboni yüzeyleri ve Bertrand eğrilerinin 

integrallenebilirliği üzerine çalıĢmalar yapılmıĢtır [12]. Bir baĢka benzer eğri çifti olarak 

Mannheim eğri çifti tanımlanmıĢtır. Bu eğri çifti  ve  uzay eğrileri arasında bir bağıntı 



2 

 

oluĢturur.  eğrisinin aslî normal doğrusu ile  eğrisinin binormal doğrusu arasındaki 

lineer bağlantıdır. Liu ve Wang tarafından Mannheim eğri çifti üzerine Minkowski-3 ve 

Öklid-3 uzaylarında çalıĢmalar yapılmıĢtır [4,9,13]. Bu çalıĢmada, oluĢturulan  ve 
~

 

eğri çiftlerinin özel birer eğri belirtip belirtmediği araĢtırılmıĢ ve Ġnvolüt-Evolüt, Bertrand, 

Mannheim eğri çiftleriyle olan iliĢkileri incelenmiĢtir.   
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1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

Tanım 1.1.1 V  bir reel vektör uzayı olsun. V  üzerinde bir iç çarpım diye aĢağıdaki 

aksiyomları ile tanımlanan bir 

IRVV:,  

dönüĢüm(reel değerli fonksiyon)üne denir ve değeri, Vvu,  olmak üzere vu,  Ģeklinde 

gösterilir. 

(i) Simetri aksiyomu: 

uvvu ,, , Vvu, . 

(ii) Bilineerlik aksiyomu: 

cvuvucvcu ,,, , IRc , Vvu, , 

vuvuvuu ,,, 2121
, Vv , 

2121 ,,, vuvuvvu , Vu . 

Bu aksiyom kısaca 

vubvuavbuau ,,, 2121
 

2121 ,,, vubvuabvavu  

Ģeklinde de yazılabilir. 

(iii) Pozitif tanımlılık aksiyomu: 

0,uu , Vu , 

00, uuu  [1]. 

Tanım 1.1.2 V  bir kompleks vektör uzayı olsun. V  vektör uzayı üzerinde bir iç çarpım 

diye aĢağıdaki aksiyomları ile tanımlanan bir 

VV:, ₵ 

dönüĢüm(kompleks değerli fonksiyon)üne denir ve değeri, Vvu,  olmak üzere vu,  

Ģeklinde gösterilir. 

(i)’  Hermit aksiyomu: 

uvvu ,, , Vvu, , 

 burada  kompleks eĢleniği göstermektedir. 

(ii)’ Bilineerlik aksiyomu: 
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vucvcu ,, , c ₵; 

vuccvu ,, , 

vuvuvuu ,,, 2121
, 

 
2121 ,,, vuvuvvu . 

(iii)’ Pozitif tanımlılık aksiyomu:  

uu,  reeldir ve 0  

00, uuu  [1]. 

Tanım 1.1.3 nIR  de bir u  vektörünün uzunluğu veya boyu u  ile gösterilir ve u  ya 

karĢılık gelen AB  yönlü doğru parçasının uzunluğu olarak alınır. Eğer CDAB  ise AB  

ve CD  yönlü doğru parçalarının aynı uzunlukta oldukları açıktır. uuu ,  olarak 

tanımlanır ve bu değere u  vektörünün normu da denir [1]. 

Tanım 1.1.4 Normu 1  olan vektöre bir birim vektör denir. Eğer 0x  ve 0y  iken 

0, yx  ise bu iki vektöre birbirlerine ortogonaldirler denir. Sıfırdan farklı vektörlerin 

bir S  cümlesinde herhangi iki vektör birbirine dikse bu S  cümlesine ortogonaldir denir. 

S  ortogonal iken S  deki her bir vektör birer birim vektör ise S  ye ortonormal denir [1]. 

Tanım 1.1.5 V  ve W  aynı bir K  cismi üzerinde tanımlanan iki vektör uzayı olsunlar. Bir  

WVA :  

dönüĢümü için aĢağıdaki iki aksiyom sağlanıyor ise bu dönüĢüme lineerdir denir. 

(i)  AAA , V, ; 

(ii)  cAcA , Kc .   

Bir lineer dönüĢüme bir homeomorfizm de denir [1]. 

Tanım 1.1.6 Eğer  

WVA :  

lineer dönüĢümü birebir ve üzerine (örten) ise bir lineer izomorfizm olarak adlandırılır [1].  

Tanım 1.1.7 K cismi üzerindeki vektör uzaylarından biri V  olsun. V  vektör uzayının 

elemanlarının bir k,...,, 21  cümlesi için  

k

i

iic
1

0 , ki1 0ic  
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ise bu cümleye lineer bağımsız aksi halde lineer bağımlıdır denir [1]. Diğer bir ifadeyle, 

eğer k,...,, 21  lineer bağımlı ise   

k

i

iic
1

0  

olacak Ģekilde hepsi birden sıfır olmayan Kccc k,...,, 21  vardır. V  vektör uzayında sıfır 

olmayan p  tane pxxx ,...,, 21  vektörlerini alalım. 

0...2211 pp xcxcxc  

olacak Ģekilde hepsi birden sıfır olmayan p  tane pccc ,...,, 21  sayısını bulmak imkânsız ise, 

bu vektörlerin p -inci dereceden lineer olarak bağımsız bir sistem meydana getirdikleri 

söylenir. Aksi halde, verilen p  vektörden ibaret olan sisteme lineer olarak bağlı denir. 

Lineer olarak bağlı sistem ile lineer olarak bağımsız sistem ifadelerinin yerine, söyleyiĢi 

kısaltmak maksadıyla bazen bağlı sistem ve serbest sistem ifadeleri kullanılır [1].         

Tanım 1.1.8 Bir vektör uzayının bir S  alt cümlesi aĢağıdaki iki özeliğe sahipse V  vektör 

uzayının bir bazı adını alır [1]. 

B1. S  lineer bağımsızdır. 

B2. SSpV , yani V  elemanı S  deki sonlu sayıda elemanın bir lineer birleĢimidir. 

Bu ikinci aksiyoma baz için Germe aksiyomu denir [1]. 

         Tanım 1.1.9 BoĢ olmayan bir cümle A  ve bir K  cismi üstünde bir vektör uzayı V         

olsun. AĢağıdaki önermeleri doğrulayan bir 

VAAf :  

fonksiyonu varsa A  ya V  ile birleĢtirilmiĢ bir afin uzay denir: 

(A1). ARQP ,,  için RPfRQfQPf ,,,  

(A2). AP  ve V  için QPf ,  olacak biçimde bir tek AQ  noktası vardır 

[2]. 

Tanımdaki (A1) önermesinin anlamı açıktır. (A2) önermesinin biraz daha açıklanması 

gerekirse denilebilir ki “ A  da bir P  noktası ve V  de bir  vektörü verildiğinde, 

QPf ,  olacak biçimde A  cümlesinin en az bir Q  noktası vardır”. Bir baĢka deyiĢle, 

A  da bir nokta tespit edildiğinde V  vektör uzayının vektörleriyle A  cümlesinin geri kalan 

noktaları arasında birebir bir eĢleme gerçekleĢmiĢ olur. AQP ,  için QPf ,  vektörü 
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genellikle PQQPf ,  biçiminde gösterilir ve P  ye başlangıç, Q  ya da uç noktası 

denir [2].            

Tanım 1.1.10 Bir reel afin uzay A  ve A  ile birleĢen vektör uzayı da V  olsun. V  de bir iç 

çarpım iĢlemi olarak  

n

i

ii yxyxyx

IRVV

1

,,

:,

 

Öklid iç çarpımı tanımlanırsa bu iĢlem yardımı ile A  da bir uzaklık ve açı gibi metrik 

kavramlar tanımlanabilir. Burada nxxx ,...,1 , nyyy ,...,1 . Böylece A  afin uzayı da 

yeni bir ad olarak Öklid uzayı adını alır. Örnek 1.1.1’de verildiği gibi nIRA  ve nIRV  

olması hali esas alınır ve ayrıca nIRA  Öklid uzayı, standart Öklid uzayı anlamında 

diğerlerinden fark etmesi için, nE  ile gösterilir [2]. 

Örnek 1.1.1 1-Boyutlu Standart Öklid Uzayı. 

Reel sayılar ekseni olarak Ģimdiye kadar duyulan sayı doğrusu ele alınırsa. Bu doğru, reel 

sayılar cismi (kendi üstünde bir boyutlu reel vektör uzayıdır) ile birleĢtirilmiĢ 1IR  afin 

uzayıdır. Ayrıca bu vektör uzayında  

xyyxyx

IRIRIR

,,

:,
 

Ģeklinde tanımlandığı için 1IR  afin uzayı 1-boyutlu Öklid uzayı olur ve E  ile gösterilen bu 

uzaya Öklid doğrusu da denir. Burada xx , yy  [2]. 

Örnek 1.1.2 2-Boyutlu Standart Öklid Uzayı.  

Reel düzlem olarak Ģimdiye kadar duyulan düzlem ele alınsın. Bu düzlem,  

2-boyutlu reel standart vektör uzayı ile birleĢtirilmiĢ 2IR  afin uzayıdır. Ayrıca bu vektör 

uzayında Öklid iç çarpımı da 

2

1

22

,,

:,

i

ii yxyxyx

IRIRIR

 

Ģeklinde tanımlandığından 2IR  afin uzayı 2-boyutlu Öklid uzayı olur ve 2E  ile gösterilen 

bu uzaya Öklid düzlemi de denir. Burada 21, xxx , 21, yyy  [2]. 
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Örnek 1.1.3 3-Boyutlu Standart Öklid Uzayı. 

 3-boyutlu standart  3IR  ile birleĢtirilmiĢ 3IR  afin uzayı ele alınsın. Bu 3IR  vektör 

uzayında Öklid iç çarpımı 

3

1

33

,,

:,

i

ii yxyxyx

IRIRIR

 

biçiminde tanımlanır. Burada 321 ,, xxxx , 321 ,, yyyy . Böylece 3IR  afin uzayı 3-

boyutlu Öklid uzayı olur ve 3E  ile gösterilir. Bu uzay, Ģimdiye kadar duyduğunuz 3-

boyutlu Öklid uzayının kendisidir [2]. 

Tanım 1.1.11  

n

i

ii

nn

xyxyyxdyx

IREEd

1

2
,,

:

 

olarak tanımlanan d  fonksiyonuna nE  Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu ve yxd ,  reel 

sayısına da  nEyx,  noktaları arasındaki uzaklık denir [2]. 

Tanım 1.1.12  

xyyxdyx

IREEd nn

,,

:
 

biçiminde tanımlanan d  fonksiyonuna nE  de Öklid metriği denir [2]. 

Tanım 1.1.13 nE  de sıralı bir nPPPP ,...,,, 210  nokta 1n - lisine nIR  de karĢılık 

gelen nPPPPPP 02010 ,...,,  vektör n -lisi, nIR  için bir ortonormal baz ise 

nPPPP ,...,,, 210  sistemine nE  uzayının bir dik çatısı veya Öklid çatısı denir [2].             

 Örnek 1.1.4 nE  de  

1,0,...,0,0,...,0,...,0,1,0,...,0 10 nEEE  

 noktaları bir dik çatı oluĢtururlar. Gerçekten,  

ijji EEEE 00 , . 

Dolayısıyla nEEEE 010 ,...,  sistemi nIR  vektör uzayı için bir ortonormal bazdır [2]. 

Tanım 1.1.14 
nE  deki nEEE ,...,, 10  çatısına standart Öklid çatısı denir [2]. 
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Örnek 1.1.5 2E  de  

210 ,aaP , sin,cos 211 aaP , cos,sin 212 aaP  

noktaları, IRaa ,, 21
 için bir dik çatı meydana getirirler. Çünkü, ijji PPPP 00 ,  

ve dolayısıyla 2010 , PPPP , vektör sistemi 2IR  vektör uzayı için bir ortonormal bazdır [2].  

Tanım 1.1.15 nE  de bir X  noktasının nE  deki Standard Öklid Çatısına göre ifadesi; 

n

i

ii EExXE
1

00 . 

Buradaki 

IREx n

i : , ni1 , 

fonksiyonlarına X  noktasının Öklid koordinat fonksiyonları ve nxxx ,...,, 21  sıralı 

ve reel değerli fonksiyonlar n -lisine de nE  uzayının Öklid Koordinat Sistemi denir [2]. 

Tanım 1.1.16 X  bir cümle olsun. X  in alt cümlelerinin bir koleksiyonu  olsun.   

koleksiyonu aĢağıdaki önermeleri doğrularsa X  üzerinde bir topoloji adını alır. 

(T1).  X , , 

(T2).  2121, AAAA , 

(T3).  iA , Ii , i

Ii

A . 

Burada (T1) ve (T2) önermelerinin anlamları açıktır. (T3) önermesinde I  bir indeks 

cümlesidir [2].  

Örnek 1.1.6 niIRxxxxIRIRIRIR in

n 1,,...,... 1   

afin uzayında 
nIRyx,  için 

n

i

ii xyyxd
1

2
,  olarak tanımlanan metrik, bir 

topolojidir. Gerçekten, bu halde nIRX . nIR  uzayının alt cümlelerinin bir koleksiyonu  

ise (T1) ve (T2) aksiyomlarının doğrulandığı açıktır. Gerçekten  koleksiyonu nIR  in 

i

n

i yxdIRyxBA
i

,)(  

biçiminde tanımlanabilen açık alt cümlelerinin bir koleksiyonu olarak alınırsa 

nIR , nn IRIR  ve nIR ,  olur. Ayrıca iki açık alt cümlenin arakesiti de bir açık 

alt cümledir. (T3) aksiyomunun doğru olduğu “sonlu sayıda açık alt cümlelerin birleĢimi 

de bir açık alt cümledir” gerçeğinden görülmektedir. nIR  uzayında d  metriği tanımlandığı 
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zaman dIR n ,  ikilisi nE  ile gösterilir. Demek oluyor ki nE  n -boyutlu Öklid uzayındaki 

metrik ile nE  de bir topoloji tanımlanmıĢ olur [2]. 

Tanım 1.1.17 Bir X  cümlesi ve üzerindeki bir  topolojisinden oluĢan ,X  ikilisine bir 

topolojik uzay denir [2]. 

Örnek 1.1.7 nE  Öklid uzayı bir topolojik uzaydır. Çünkü üzerinde tanımlı olan metrik ile 

daima bir   topolojisine sahiptir [2]. 

Tanım 1.1.18 X  ve Y  birer topolojik uzay olsunlar. Bir 

YXf :  

fonksiyonu sürekli ise ve 1f  tersi var ve 1f  de sürekli ise f   ye X  den Y  ye bir 

homeomorfizm (topolojik dönüşüm) denir. f  bir homeomorfizm olduğu zaman X  ile Y  

uzaylarına da topolojik olarak denktirler veya kısaca homeomorfiktirler denir [2]. 

Tanım 1.1.19 X  bir topolojik uzay olsun. X  in P  ve Q  gibi farklı noktaları için, X  de, 

sırası ile, P  ve Q  noktalarını içine alan 
PA  ve QA  açık alt cümleleri PQ AA  olacak 

biçimde bulunabilirse X  topolojik uzayına bir Haussdorff uzayı denir [2]. 

Örnek 1.1.8 nE , n -boyutlu Öklid uzayı, bir Haussdorff uzayıdır. Gerçekten nE  de farklı 

iki QP,  noktaları için PA  ve QA  gibi biri P  noktasını diğeri de Q  noktasını içinde 

bulunduran iki açık alt cümle bulmak mümkündür, öyle ki PQ AA  olsun. 1n , 

2n  ve 3n  halleri için bu kolayca izlenebilir [2].       

Tanım 1.1.20 M  bir topolojik uzay olmak üzere M  için aĢağıdaki önermeler doğru ise 

M  bir n -boyutlu topolojik manifold(veya kısaca topolojik n -manifold)dur denir; 

(M1). M bir Haussdorff uzayıdır. 

(M2). M uzayının her bir açık alt cümlesi nE  e veya nE  in bir açık alt cümlesine 

homeomorftur. 

(M3). M sayılabilir çoklukta açık cümlelerle örtülebilir [2]. 

Tanım 1.1.21 nE  de bir açık alt cümle U  olmak üzere bir  

IRUf :  

fonksiyonunun k -inci mertebeden bütün kısmi türevleri var ve sürekli iseler 

f fonksiyonuna kC  sınıfından (k. sınıftan) diferensiyellenebilirdir denir. Özel olarak f  

sadece sürekli ise 0C  sınıfındandır denir. U  üstünde tanımlı 1C  sınıfından fonksiyona U  

üstünde bir o-form adı verilir [2]. 
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IRUffRUC k :,  ve f  fonksiyonu kC  sınıfından, 

INkIRUCffRUC k ),,(, . 

Tanım 1.1.22 nE  deki bir açık alt cümle U  olduğuna göre bir 

ufufufu

EU

m

m

,...,,

:

21

 

fonksiyonu verildiğinde bütün if  koordinat fonksiyonları için  

IRECf mk

i , , mi1 , 

veya 

 
 

ġekil 1.1.1 

 

IRUCxf k

ii ,  

ise  

mk EUC ,  

denir. 

INkEUCEUC mkm ,,,  [2]. 

Tanım 1.1.23 U  ve V , sırası ile mE  ve nE  de birer açık alt cümle olsunlar. Bir 

xfxfxx

VU

n,...,

:

1

 

fonksiyonu için bütün 

IRUf i :  

koordinat fonksiyonları kC  sınıfından iseler 

VUC k ,  

denir. 

INkVUCVUC k ,,,  
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if  fonksiyonlarına  fonksiyonunun Öklid koordinat fonksiyonları denir [2]. 

Tanım 1.1.24 M  bir n -boyutlu topolojik Manifold ve U  da nE  in bir açık alt cümlesi 

olsun. O zaman “Tanım 1.1.18” gereğince U  bir  homeomorfizmi ile M  nin bir W  açık 

alt cümlesine eĢlenebilir. 

MWEU n:  

W,  ikilisine M  de bir koordinat komşuluğu veya harita denir. Uu  için Mu  

ve 

uxuxu n,...,1 , IRuxi , ni1 . 

 
 

ġekil 1.1.2 

 

Burada uxi  reel sayısına Mu  noktasının i -inci koordinatı ve  

IRUui :  

fonksiyonuna da u  noktasının i -inci Öklid koordinat fonksiyonu denir. 

IRWux ii :1  

fonksiyonuna W  cümlesinin i -inci Öklid koordinat fonksiyonu denir [2].   

Tanım 1.1.25 V  vektör uzayı ile birleĢen bir afin uzay A  olsun. AP  ve Vv  için 

vP,  sıralı ikilisine A  afin uzayının P  noktasındaki bir tanjant vektörü denir [2]. Afin 

aksiyomlar gereğince her bir vP,  tanjant vektörüne bir tek AQ  noktası karĢılık gelir, 

öyle ki vPQ . Buna göre, A  afin uzayında iki nokta verildiğinde, bu noktaların birisi 

baĢlangıç noktası olmak üzere, bir tanjant vektör tek türlü belli olur. Fiziksel olarak kuvvet, 

tatbik noktası ile birlikte bir tanjant vektördür. Gerçekten, kuvvet olarak yerçekimi kuvveti 

F  seçilirse yeryüzünde bir nokta P  olduğuna göre FP,  ikilisi bir tanjant vektör olur. 

A  afin uzayının AP  noktasındaki tanjant vektörlerin cümlesi PTA  ile gösterilir. O 

halde, 
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VvvPPTA ,  veya VPPTA
. 

Buna göre PTvP A,  tanjant vektörü pv  ile gösterilir. 

A  afin uzayında bir afin çatı nPPPP ,...,,, 21  olduğuna göre PTv Ap  için 

PQv p  ise  

i

n

i

ip PPPQv
1

 

olmak üzere, pv  vektörü n,...,, 21  sıralı n -lisine karĢılık gelir. Bu sıralı n -liye pv  

tanjant vektörünün koordinatları denir ve  

Pnpv ,...,, 21  

Ģeklinde gösterilir [2]. 

 

 

ġekil 1.1.3 

 

Tanım 1.1.26 M  bir manifold ve M  de bir komĢuluk V  olsun. Bir VP  noktasındaki 

tanjant uzay PTV  olsun. V  komĢuluğunun bütün P  noktaları üzerindeki tanjant 

uzayların birleĢimi PTV
VP

  ile gösterilsin. Bir  

VPTV
VP

:  

dönüĢümü PTt VP  tanjant vektörü için PtP  biçiminde tanımlansın. O zaman 

V  komĢuluğu üzerindeki bir vektör alanı tanımlanabilir. MV  üzerindeki bir vektör 

alanı operatörü  

PTVX V
VP

:  

biçiminde bir fonksiyondur, öyle ki 
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VVIX :  

dönüĢümü bir özdeĢlik fonksiyonudur [2]. 

Tanım 1.1.27  

,

: 333 IRIRIRx
 

Ģeklinde tanımlı x  iç iĢlemine vektörel çarpım iĢlemi ve  vektörüne de  ile  

eğrilerinin vektörel çarpımı denir [2].     

Tanım 1.1.28 I , nIR  uzayının bir açık aralığı olmak üzere, 

nIRI:  

biçiminde diferensiyellenebilir bir  dönüĢümüne, nIR  uzayı içinde bir eğri denir [5]. 

Tanım 1.1.29 nE  de bir M  eğrisinin ,I  ve ,J  iki koordinat komĢuluğu verilsin. 

IJh :1   

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M  eğrisinin bir parametre değişimi (daha doğrusu M  

eğrisinin I cümlesindeki parametresinin J  deki parametre ile değişimi) denir [2].  

(ġekil 1.1.4) 

 
 

ġekil 1.1.4 

 

Tanım 1.1.30 
nE  de M  eğrisi ,I  koordinat komĢuluğuyla verilsin. nEI:  

fonksiyonunun Öklidiyen koordinat fonksiyonları n,...,, 21  olmak üzere 

n,...,, 21 , Mt  

ve 

t

n

t dt

d

dt

d
t ,...,1 . 
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tTtt nE
,  tanjant vektörüne, M  eğrisinin It  parametre değerine karĢılık 

gelen t  noktasında ,I  koordinat komĢuluğuna göre hız vektörü denir [2]. 

Tanım 1.1.31 nEM  eğrisi verilsin. M  eğrisinin Mm  noktasındaki tanjant uzayı 

diye, Mm  noktasında M  eğrisinin hız vektörlerini içine alan mVmTM
 vektör 

uzayına denir. Mm  seçilmiĢ bir nokta olmak üzere, nE  uzayının mTM
 ile birleĢen alt 

afin uzayına da, M  eğrisinin Mm  noktasındaki teğet doğrusu denir [2].     

Tanım 1.1.32 nEM  eğrisi ,I  koordinat komĢuluğu ile verilsin. 

ttt

IRI:
 

Ģeklinde tanımlı  fonksiyonuna, M  eğrisinin ,I  koordinat komĢuluğuna göre 

skalar hız fonksiyonu ve t  reel sayısına da M  eğrisinin ,I  koordinat 

komĢuluğuna göre t  noktasındaki skalar hızı denir [2]. 

Tanım 1.1.33 M  eğrisi ,I  koordinat komĢuluğuyla verilmiĢ olsun. Eğer Is  için, 

1s  ise M  eğrisi ,I  ya göre birim hızlı eğridir denir. Bu durumda, eğrinin Is  

parametresine yay-parametresi adı verilir [2].  

Tanım 1.1.34 M  eğrisi ,I  koordinat komĢuluğuyla verilmiĢ olsun. Iba,  olmak 

üzere, a  dan b ye M  eğrisinin yay uzunluğu diye, eğrinin a  ve b  noktaları 

arasındaki uzunluğuna karĢılık gelen 

dtt

b

a

, It  

reel sayısına denir. Kolayca görülebilir ki bu değer koordinat komĢuluğundan bağımsızdır. 

Tanım 1.1.35 Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri denir 

[2]. 

Tanım 1.1.36 
nEM  eğrisi ,I  koordinat komĢuluğuyla verilsin. Bu durumda,  

r,...,,  sistemi lineer bağımsız ve k , rk  için p

k S  

olmak üzere, den elde edilen rVV ,...,1  ortonormal sistemine, M  eğrisinin Serret-

Frenet r-ayaklı alanı ve Mm  için mVmV r,...,1  ye ise Mm  noktasındaki 

Serret-Frenet r-ayaklısı denir. Her bir iV , ri1  ye Serret-Frenet vektörü adı verilir 
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[2]. 3n  özel halinde, 3E  3-boyutlu Öklid uzayında Frenet iki ayaklısı ve Frenet 3-

ayaklısı elde edilir. Bu özel halde Frenet 3-ayaklısının teĢkili, vektörel çarpım (dıĢ çarpım) 

ile basitleĢtirilebilir. Bu özel halde; M  eğrisi ,I  koordinat komĢuluğu ile verilmiĢ ise 

Is  yay parametresi olmak üzere, 

T  

ve 

1
N  

olsun. Bu durumda, sVsT 1
 ve sVsN 2

. Gerçekten, Is  yay parametresi 

olduğu için,  

1s  

1, ss  

0, ss  

sNSsSsV pp2 . 

Bu ise yukarıda sV1
 ve sV2

 için verilen eĢitlikleri doğrular. Buna göre  

NTB  

tanımlanırsa, sVsB 3  olduğu görülür. Böylece, 

sBsNsT ,,  

sistemine, s  noktasında, M  eğrisinin Frenet-3 ayaklısı denir [2]. Burada sVsT 1
 

eğrinin teğet vektörü, sVsN 2  eğrinin asli normal vektörü, sVsB 3  eğrinin 

binormal vektörü adını alır [2]. 

Tanım 1.1.37 Is  için, sNsT ,  kümesinin gerdiği düzleme, s  noktasındaki 

dokunum düzlemi veya oskülatör düzlem denir. sBsT ,  kümesinin gerdiği düzleme, 

s  noktasındaki doğrultma düzlemi veya rektifyen düzlem denir. sBsN ,  

kümesinin gerdiği düzleme, s  noktasındaki dik düzlem veya normal düzlem denir. 

Frenet formüllerindeki katsayılar matrisi olan  

00

0

00
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matrisi ters simetrik bir matristir [5]. 

Tanım 1.1.38 nEM  eğrisi ,I  koordinat komĢuluğuyla verilsin. Is  ya karĢılık 

gelen s  noktasındaki Frenet r-ayaklısı 

sVsV r,...,1
 

olsun. Buna göre, 

sVsVsks

riIRIk

iii

i

1,

,1,:
 

biçiminde tanımlı ik  fonksiyonuna M  eğrisinin i-inci eğrilik fonksiyonu ve Is  için 

sk i  reel sayısına da s  noktasında M  eğrisinin i-inci eğriliği denir [2]. 

Tanım 1.1.39 3n  için 3E  de bir eğrinin iki tane eğriliğinden bahsedilebilir. Bunlar 
1k  

ve 2k  olmak üzere 
1k  eğrinin eğriliği, 2k  de eğrinin burulmasıdır. 

1k  eğriliği eğrinin 

teğetten ne kadar saptığının ölçüsüdür. 2k  eğriliği de eğrinin oskülatör düzlemden 

sapmasının ölçüsüdür [5]. 

Ayrıca sVsVsV r,...,, 21  Frenet-r ayaklısının sVi  Frenet vektörlerinin eğri 

boyunca kovaryant türevleri ile ilgili eĢitlikler  

r

r

r

r

rr

r

r

r

r

V

V

V

V

V

V

k

kk

k

k

kk

k

V

V

V

V

V

V

1

2

3

2

1

1

12

2

2

21

1

1

2

3

2

1

.

.

.

00...0000

0...0000

00...0000

..........

..........

..........

000...000

000...00

000...000

.

.

.  

Ģeklinde yazılabilir. Buna göre 

1) sVsksV 211  

2) ,1,111 risVsksVsksV iiiii  

3) sVsksV rrr 11  

eĢitlikleri elde edilir. Bu eĢitliklere Frenet formülleri denir. 3r  özel halinde 

yukarıdaki matris eĢitliği 
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3

2

1

2

21

1

3

2

1

00

0

00

V

V

V

k

kk

k

V

V

V

 veya 

B

N

T

k

kk

k

B

N

T

00

0

00

2

21

1

 

Ģeklinde olur [2]. 

Teorem 1.1.1 Eğrilik fonksiyonları; 

31

s

ss
sk  

22

,,det

ss

sss
sk  [3]. 

Tanım 1.1.40 3: IRI  ve nIRJ:  eğrileri verilsin. 00 ts  oluyorsa,  

eğrisi,  eğrisine, 0s  noktasında sıfırıncı basamaktan değiyor denir.  

00 ts  ve 00 ts  oluyorsa,  eğrisi,  eğrisine, 0s  noktasında birinci 

basamaktan değiyor denir. 000000 ,, tststs   

oluyorsa,  eğrisi,  eğrisine, 0s  noktasında ikinci basamaktan değiyor denir.  

000000 ,...,, tststs kk  

oluyorsa  eğrisi,  eğrisine, 0s  noktasında k-inci basamaktan değiyor denir [5]. 

Tanım 1.1.41 3: IRI  eğrisinin eğrilik fonksiyonu  olmak üzere, 
1

 fonksiyonuna 

eğrinin eğrilik yarıçapı fonksiyonu denir [5]. 

Tanım 1.1.42 3: IRI  birim hızlı eğrisine 0s  noktasında ikinci basamaktan değen 

 çemberine,  eğrisinin, 0s  noktasındaki eğrilik çemberi denir. Bu çemberin 

merkezine, 0s  noktasına iliĢkin eğrilik merkezi denir. 0s  noktasına iliĢkin eğrilik 

merkezinden geçen ve 0B  vektörüne paralel olan doğruya 0s  noktasına iliĢkin eğrilik 

ekseni denir [5]. 
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ġekil 1.1.5 

 

Teorem 1.1.2 Birim hızlı olmayan bir 

3: IRI  

eğrisinin 0t  noktasındaki eğrilik merkezi 000 tNtpt  noktasıdır [5].  

Tanım 1.1.43 nEM  eğrisi ,I  koordinat komĢuluğu ile verilsin. Is  için s  

hız vektörü, bir U  sabit vektörü ile sabit açı teĢkil ediyorsa, M  ye bir eğilim çizgisi ve 

USp  ya da M  eğilim çizgisinin eğilim ekseni denir. Burada yalnız, 3n  özel hali için 

eğilim çizgisi olma özelliği karakterize edilecektir [2]. 

Tanım 1.1.44 nEM  eğrisi ,I  koordinat komĢuluğu ile verilsin. Is   

parametresine karĢılık gelen Ms  noktasında M eğrisinin 1. ve 2. eğrilikleri sk1  ve 

sk2
 ise 

sk

sk
sHs

IRIH

2

1

:

 

Ģeklinde tanımlı H  fonksiyonuna, M  eğrisinin s  noktasındaki 1-inci harmonik eğriliği 

denir [2]. Eğer  sabit
k

k

2

1  ise s  eğrisi helistir [3].  

Tanım 1.1.45  

httrtrtt

EIRI

,sin,cos

: 3

 

ile verilen bir  eğrisi için 0r .  eğrisinde 0h  ise sağ dairesel helis ve 0h  ise 

sol dairesel helis denir. Dairesel sözü eğrinin yx,  düzlemi üzerindeki dik izdüĢümünün 

bir çember olmasından ileri gelmektedir [3]. 
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Teorem 1.1.3 nEM  eğrisi ,I  koordinat komĢuluğu ile verilsin. Bu durumda,  

M  bir eğilim çizgisidir  Is  için sH  sabittir [2].   

Tanım 1.1.46 
nENM ,  iki eğri olsun. M  ve N  sırasıyla ,I , ,I  koordinat 

komĢuluklarıyla verilsin. s  ve s  noktalarında M  ve N  eğrilerinin Frenet r-

ayaklıları, sırasıyla, 

sVsV r,...,1
 ve sVsV r,...,1  

olmak üzere, 

0, 11 sVsV  

ise N ye M  eğrisinin involütü, M  ye de N  eğrisinin evolütü denir [2]. 

 
 

ġekil 1.1.6 

 

Tanım 1.1.47 
nENM ,  eğrileri sırasıyla ,I , ,I  koordinat komĢulukları ile 

verilsin. Is  ya karĢılık gelen Ms  ve Ns   noktalarında M  ve N  eğrilerinin  

sVsVsVsV rr ,...,,,..., 11  

Frenet r-ayaklıları verildiğinde Is  için 

sVsV 22 ,  

lineer bağımlı ise NM ,  eğri ikilisine bir Bertrand çifti denir [2]. 

Tanım 1.1.48 Bir vektörel çarpım ""  ve bir iç çarpım ,  ile birlikte üç boyutlu Öklid 

uzay 3E  ile ifade edilsin. , 3:
~

EI  en az dördüncü dereceden türeve sahip iki eğri 

olsun. Eğer  ve 
~

 eğrilerinin karĢılıklı noktalarında,  eğrisinin asli normal doğrusu 
~
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eğrisinin binormal doğrusuyla çakıĢık (lineer bağımlı) olacak Ģekilde bir bağlantı 

bulunabiliyorsa  eğrisine bir Mannheim eğri 
~

 eğrisine de  eğrisinin ortak 

Mannheim eğrisi denir. 
~

,  çiftine bir Mannheim çifti denir [4].  

~
,  sırasıyla ,I  ve *,I  koordinat komĢuluklarıyla verilen ve yay parametreleri 

yine sırasıyla s  ve s  olan Mannheim eğri çifti olsun. eğrisi Mannheim eğrisi ve 
~

 

eğrisi de,  eğrisinin ortak Mannheim eğrisidir.  boyunca Frenet çatı alanı 

sVsVsV 321 ,, . s  için sV1
 tanjant vektör alanı, sV2

 normal vektör alanı ve 

sV3  binormal vektör alanıdır.  

 
 

ġekil 1.1.7 
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2. EĞRĠ ÇĠFTLERĠNĠN FRENET VEKTÖRLERĠNĠN LĠNEER  

BAĞIMLILIĞI  

 

Bu bölümde  ve 
~

 iki eğri olsun,  ve 
~

 sırasıyla ,: I  ve ,:
~

J  koordinat 

komĢuluklarıyla verilsin s  ve s  yay parametresi olmak üzere s  ve s  noktalarında 

 ve 
~

 eğrilerinin Frenet-3 ayaklıları sırasıyla 

sVsVsV 321 ,,  ve sVsVsV 321 ,,  

olmak üzere bu eğriler arasında sVsV 11 ,  , sVsV 21 ,  , sVsV 31 ,  , 

sVsV 22 ,  , sVsV 32 ,  , sVsV 33 ,  ikililerinin lineer bağımlı olma 

durumu incelenecektir. 

2.1 sVsV 11 ,  Ġkilisinin Lineer Bağımlı Olma Durumu 

 
 

ġekil 2.1 

 

ġekil 2.1’ den 

sVsOsO 1  

sVss 1                                               (2.1.1) 

olmak üzere sVsV 11 ,  lineer bağımlı olduğundan sVsV 11  yazılabilir. Bu 

eğriler sırasıyla  ve 
~

 ile gösterilmiĢ olsun. Burada  
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1, 11 VV                                                 (2.1.2) 

ve s , s  sırasıyla  ve 
~

 eğrilerinin yay parametreleridir.  

ġekil 2.1’den yararlanılarak 

0,,,, 13311221 sVsVsVsVsVsVsVsV    (2.1.3) 

eĢitlikleri yazılabilir. Dolayısıyla )(s  dönme açısı olmak üzere, 

323

322

cossin

sincos

VVV

VVV
                                        (2.1.4) 

ve buradan da  

232

233

cossin

sincos

VVV

VVV
                                      (2.1.5) 

dönme denklemleri oluĢturulabilir. 

 
 

ġekil 2.2 

 

 ve 
~

 eğrilerinin karĢılıklı noktaları arasındaki uzaklık 

sVssssd 1,                         (2.1.6) 

Ģeklinde elde edilir. Diğer taraftan, “EĢ. 2.1.1” in her iki tarafının s  ye göre türevi alınırsa 

sVsVs
ds

ds
s 11  

sVsksV
ds

ds
sV 2111 1                              (2.1.7) 

bulunur. “EĢ. 2.1.7”  in her iki tarafı sV2  ile iç çarpıma tâbi tutulursa,  

sVsVsksVsV
ds

ds
sVsV 2212121 ,,1,  

“EĢ. 2.1.3” in 2. eĢitliği kullanılarak, 
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01k  

elde edilir. Burada iki durum söz konusudur. 

i) 0 , 01k  durumu: “EĢ. 2.1.6” dan  ve 
~

 eğrilerinin karĢılıklı noktalarda 

çakıĢtığı ve dolayısıyla bu iki eğrinin aynı gösterime sahip olduğu sonucuna varılır. 

01k  olduğundan 
~

 eğrisi de sıfırdan farklı eğriliğe sahiptir. “EĢ. 2.1.7” den, 

sV
ds

ds
sV 11                                               (2.1.8) 

elde edilir ki bu da,   

1
ds

ds
 

olup  ve 
~

 eğrilerinin yay parametreleri arasında  

css , IRc  

Ģeklinde bir bağıntısının olacağı anlamına gelir. KarĢılıklı noktalar arasındaki uzaklık sıfır 

olduğundan )()( * ss , dolayısıyla 0c  bulunur. Bu ise ,I  ile ,J  koordinat 

komĢuluklarının aynı olması anlamına gelir. Diğer taraftan “EĢ. 2.1.4” ün 1. eĢitliğinin 

türevi alınırsa, 

33222 sincoscossin VVVVV  

3222113211 cossincos VkVkVkVkVk        (2.1.9) 

elde edilir “EĢ. 2.1.8”den yararlanılarak, 

322211132 cossincos VkVkVkkVk  

3

2

2
2

2

2
1

2

11
3 cossin

cos
V

k

k
V

k

k
V

k

kk
V  

bulunur. Yine “EĢ. 2.1.4”  ün 2. eĢitliğinden yararlanılarak, 

0
cos

2

11

k

kk
 

coscos,sinsin
2

2

2

2

k

k

k

k
 

bulunur. Dolayısıyla 

2211 ,cos kkkk                                     (2.1.10) 

elde edilir. “EĢ. 2.1.4” ün 2. eĢitliğinin türevi alınırsa, 



 24 

32221122 sincossin VkVkVkVk  

3

2

2
2

2

2
1

2

1
2 sincos

sin
V

k

k
V

k

k
V

k

k
V             (2.1.11) 

“EĢ. 2.1.4” eĢitliklerinin 1. eĢitliğinden yararlanılarak, 

0sin1k  

sinsin,coscos
2

2

2

2

k

k

k

k
 

bulunur. Dolayısıyla da 

0sin1k  

k , Zk , 11 kk , 02k                                 (2.1.12) 

bulunur. Burada 1k , 1k  lineer bağımlı olduğundan 02k  elde edilir. “EĢ. 2.1.4”,  

“EĢ. 2.1.10”  ve “EĢ. 2.1.11” birlikte değerlendirildiğinde;  

3322 , VVVV  

ilk eĢitliğin türevi alınırsa “EĢ. 2.1.9”, 

113211 VkVkVk  

halini alır. Buradan da  022 kk  elde edilir. Bu durumda Ģu teorem verilebilir; 

Teorem 2.1.1 3E  3-boyutlu Öklid uzayında 
~

,  teğetleri lineer bağımlı eğri çifti olan 

 ile 
~

 eğrilerinin karĢılıklı noktaları arasındaki uzaklığın sıfır olması için gerek ve yeter 

Ģart  ile 
~

 eğrilerinin sıfırdan farklı aynı eğriliğe ve aynı koordinat komĢuluğuna sahip 

düzlemsel eğriler olmasıdır. 

ii) ,0  01k  durumu: Bu durumda  bir doğru olup dolayısıyla 02k  yani  bir 

düzlemsel eğridir. “EĢ. 2.1.1” her iki tarafının türevi alınırsa, 

sV
ds

ds
sV 11 1                                       (2.1.13) 

elde edilir. Bu ifadede her iki taraf sV1  ile iç çarpıma tâbi tutulursa 

1, 11 sVsV
ds

ds
 

1
ds

ds
 

   dsds 1  
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IRccss 11 ,                                        (2.1.14) 

“EĢ. 2.1.9” den yararlanılarak 

323211 cossin VVVkVk  

bulunur. “EĢ. 2.1.13” den   

321132 cossin1 VVV
ds

ds
kVk  

elde edilir. Buradan 3V  vektörünün 1V  üzerinde bir bileĢeni olmadığından  

011k  

olacaktır. Bu durumda; 

a) 01k  ve 01  ise: 
~

 eğrisi de bir doğru olur. 0  olduğundan  ile 
~

 eğrileri 

aynı düzlemde paralel iki doğru olur. Dolayısıyla iki eğrinin karĢılıklı noktaları arasındaki 

uzaklık sıfırdan farklı bir sabit olacaktır. 

b) 01k  ve 01  ise: IRccs 22 ,  olacaktır. “EĢ. 2.1.14” den 

sabitccs 12  

elde edilir. Bu ise 
~

eğrisinin tek bir noktadan ibaret olması demektir. Dolayısıyla  

“EĢ. 2.1.1” yazılamaz. Böyle bir durumda  ile 
~

  bir eğri çifti oluĢturmaz. 

Teorem 2.1.2 3E  3-boyutlu Öklid uzayında 
~

,  teğetleri lineer bağımlı eğri çifti 

verilsin.  ile 
~

 eğrilerinin karĢılıklı noktaları arasında sıfırdan farklı bir uzaklığın olması 

için gerek ve yeter Ģart  ile 
~

 eğrilerinin paralel iki doğru olmasıdır.  

Sonuç 2.1.1  ile 
~

 teğetleri, lineer bağımlı olan iki eğri çifti olsun. Bu durumda 

Mannheim teoremi bu eğriler için sağlanmaz. 

Ġspat:
~

,  
3E  de bir Mannheim eğri çifti olmak üzere, s  ve s  noktaları, 

~
,  

çiftinin karĢılıklı iki noktası, M  ve M  bu noktalarda eğrilik merkezleri için olan oran 

Ms

Ms

Ms

Ms
 

sabittir. Buna göre 

sMMs  

                  sOOM  



 26 

                              sV
k

s 2

1

1
 

elde edilir. Norm hesaplanırsa  

1

2

1

2

1

111

k
V

k
V

k
Ms . 

Yine, 

sMMs  

                     sOOM  

                                      sOsV
k

s 2

1

1
 

                     2

1

1
V

k
 

                                2

1

1

1
V

k
V  

                   2

1

1

1
V

k
V  

elde edilir. Norm hesaplanırsa 

2

1

12

1

1

1
,

1
V

k
VV

k
VMs  

                                                 22

2

1

12

1

21

1

2 ,
1

,, VV
k

VV
k

VV
k

 

                                                     

2

1

2 1

k
. 

Benzer Ģekilde, 

sOOMMs  

                           sV
k

s 2

1

1
 

                                    12

1

1
VsV

k
s  

                12

1

1
VV

k
. 
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Norm alınırsa, 

12

1

1
VV

k
Ms  

                                          12

1

12

1

1
,

1
VV

k
VV

k
 

       2

2

1

1

k
 

sOOMMs  

                                           2

1

2

1

11
V

k
sV

k
s . 

Son olarak, 

1

1

k
Ms  

olduğundan, 

22

1

1

2

2

1
1

1

1

k

k

k

Ms

Ms
 

1

1

1

1

2

1

22

1

2

1

k

k

k

Ms

Ms
 

bulunur. Buradan 

11
2

1

222

1 kk
Ms

Ms

Ms

Ms
 

021 kk  olması durumunda oranın sabit olmadığı görülür. 

Sonuç 2.1.2  ile 
~

eğrileri düzlemseldir. 
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2.2 sVsV 21 , Ġkilisinin Lineer Bağımlı Olma Durumu 

 
 

ġekil 2.3 

 

ġekil 2.3 yardımı ile, 

sVss 1                                              (2.2.1) 

eĢitliği yazılabilir. Ayrıca sVsV 21 ,  lineer bağımlı olduğundan 

sVsV 21 ’dir. Bu eğriler sırasıyla  ve 
~

 olarak verilsin. Burada  

1, 21 VV                                                 (2.2.2) 

ve s , s  sırasıyla  ve 
~

 eğrilerinin yay parametreleridir. Ayrıca sVsV 11  

olduğundan  ve  eğrilerinin involüt-evolüt eğri çifti olma durumunu sağladığı 

söylenebilir.  ġekil 2.3’den yararlanılarak, 

0,,,, 31232211 sVsVsVsVsVsVsVsV     (2.2.3)     

eĢitlikleri yazılabilir. Dolayısıyla )(s  dönme açısı olmak üzere 

 
 

ġekil 2.4 
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321

323

cossin

sincos

VVV

VVV
                                        (2.2.4) 

ve buradan da 

133

132

cossin

sincos

VVV

VVV
                                       (2.2.5) 

dönme denklemleri oluĢturulabilir. Diğer taraftan, “EĢ. 2.2.1” in her iki tarafının s  ye göre 

türevi alınırsa 

sVsVs
ds

ds
s 11  

    sVsksV
ds

ds
sV 2111 1                              (2.2.6) 

bulunur. “EĢ. 2.2.6” nın her iki tarafı sV1  ile iç çarpıma tâbi tutulursa, 

sVsVsksVsV
ds

ds
sVsV 1211111 ,,1,  

“EĢ. 2.2.3” in 1. eĢitliği de kullanılarak 

01  

1 

sc  

bulunur. Buna göre  ve 
~

 eğrilerinin karĢılıklı noktaları arasındaki uzaklık 

scsVssssd 1,                     (2.2.7) 

Ģeklinde elde edilir. 

Sonuç 2.2.1  ve  eğrileri arasındaki uzaklık sabit değildir.  

Teorem 2.2.1 sVsV 21 ,  ikilisi lineer bağımlı ise sVsV 12 ,  ve 

sVsV 33 ,  ikilileri de lineer bağımlıdır.    

Ġspat:           

sVscss 1  

21111 1 VkscscVVs
ds

ds

ds

d

ds

d

ds

ds
sVs  

ds

ds
sV

ds

ds

ds

d

ds

d
s 1  
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bulunur. Bu ifadelerden faydalanılarak 

ds

ds
sVsVksc 121                                         (2.2.8) 

elde edilir. Bu eĢitlikten 12 , VV  ikilisinin lineer bağımlı olduğu görülür, dolayısıyla 

33 , VV  ikilisi çatı gereğince lineer bağımlı olur.  

Sonuç 2.2.2 sVsV 21 ,  , sVsV 12 ,  ve sVsV 33 ,  ikilileri lineer bağımlı 

ise 
2

12k
 olur ve , sin , cos  değerleri sabit olur. Böyle bir durumda; 

1sin,0cos                                            (2.2.9) 

ifadesi yazılabilir ve 0 . 

a) 
2

 için 1 olur buna göre;  

 
 

ġekil 2.5 

 

Ģekli çizilebilir. 

b) 
2

3
 için 1 olur buna göre; 

 
 

ġekil 2.6 
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Ģekli elde edilebilir. 

Teorem 2.2.2 22 , VV  ikilisi ortonormal ise  ve  eğrileri düzlemsel iki eğridir. 

Ġspat: Dönme denklemleri; 

21

33

VV

VV
                                                (2.2.10) 

olarak yazılabilir. Bu eĢitliklerin ikincisi “EĢ. 2.2.8” de yerine yazılırsa  

ds

ds
ksc 1  

1ksc

ds

ds
                                               (2.2.11) 

ifadesi bulunur. Buradan dönme denklemleri ve “EĢ. 2.2.9” kullanılarak “EĢ. 2.2.4” in 1. 

sinde s  ye göre türev uygulanırsa 

sincoscossin 33223 VVVVV  

2222 Vk
ds

ds
Vk  

ifadesi bulunur. Bulunan bu ifadenin her iki tarafı 2V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa 

222222 ,, VVk
ds

ds
VVk  

02k  

ifadesi bulunur. Aynı ifadenin iki tarafı 2V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa 

222222 ,, VVk
ds

ds
VVk  

02k  

bulunur. 22 , VV  ortonormal iken 022 kk . Buna göre  ve  eğrileri düzlemsel 

iki eğri olur. Ayrıca 21 VV  ifadesinde türev uygulanırsa 

21 VV  

21 VV  

321121 VkVk
ds

ds
Vk  

02k  olduğundan  
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1121 Vk
ds

ds
Vk  

iken 21 VV  olduğundan 

2121 Vk
ds

ds
Vk  

“EĢ. 2.2.11” ifadesinden faydalanılarak 

21
1

21 Vk
ksc

Vk  

scsc
k

2

1  , sc  

Sonuç 2.2.3  ile 
~

 eğrileri sVsV 21 ,  vektör çifti lineer bağımlı olan iki eğri çifti 

olsun. Bu durumda Mannheim teoremi bu eğriler için sağlanmaz. 

Ġspat: 

sMMs  

                  sOOM  

                              sV
k

s 2

1

1
 

elde edilir. Norm hesaplanırsa 

          
1

2

1

2

1

111

k
V

k
V

k
Ms  

Yine,  

sMMs  

                    sOOM  

                                     sOsV
k

s 2

1

1
 

                   2

1

1
V

k
 

                               2

1

1

1
V

k
V  

                  2

1

1

1
V

k
V  
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elde edilir. Norm hesaplanırsa, 

2

1

12

1

1

1
,

1
V

k
VV

k
VMs  

                                                  22

2

1

12

1

21

1

2 ,
1

,, VV
k

VV
k

VV
k

 

          

2

111

2 1

kkk
 

                                                     

2

11

2 12

kk
. 

Benzer Ģekilde, 

sOOMMs  

                           sV
k

s 2

1

1
 

                                    12

1

1
VsV

k
s  

               12

1

1
VV

k
. 

Yine norm hesaplanırsa, 

12

1

1
VV

k
Ms  

                                          12

1

12

1

1
,

1
VV

k
VV

k
 

        2

2

1

1

k
. 

Son olarak, 

sOOMMs  

2

1

2

1

11
V

k
sV

k
sMs  

1

1

k
Ms  
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bulunur. Buradan 

22

1

1

2

2

1
1

1

1

k

k

k

Ms

Ms
 

12

1

12

1

1

2

1

22

11

2

1

kk

kk

k

Ms

Ms
 

121 1

2

1

222

1 kkk
Ms

Ms

Ms

Ms
 

elde edilir ve bu ifadenin sabit olmadığı görülür. 

Sonuç 2.2.4  ile 
~

eğrileri düzlemseldir. 

Sonuç 2.2.5  ile 
~

düzlemsel eğrileri için Bertrand teoremi geçersizdir.  

Ġspat: 3,
~

E  eğrileri ,I , ,I  koordinat komĢuluklarıyla ile verilsin.  

eğrisinin eğrilikleri 1k , 2k  ise ,
~

 Bertrand çiftidir   IR,  için 

121 kk . Bu durumda 
scds

ds
kk 12 ,0  olduğundan bu tip eğrilerde Bertrand 

teoremi sağlanmaz. 

2.3 sVsV 31 ,  Ġkilisinin Lineer Bağımlı Olma Durumu 

 
 

ġekil 2.7 

 

ġekil 2.7 yardımı ile, 
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sVsOsO 1  

      sVss 1                                               (2.3.1) 

yazılabilir. Ayrıca sVsV 31 ,  lineer bağımlı olduğundan sVsV 13  dir. Bu 

eğriler sırasıyla  ve 
~

 olarak verilsin. Burada  

1, 31 VV                                                  (2.3.2) 

ve s , s  sırasıyla  ve 
~

 eğrilerinin yay parametreleridir. ġekilden yararlanılarak, 

0,,,, 33322111 sVsVsVsVsVsVsVsV    (2.3.3) 

eĢitlikleri yazılabilir. Dolayısıyla )(s  dönme açısı olmak üzere, 

321

322

cossin

sincos

VVV

VVV
                                         (2.3.4) 

ve buradan  

123

122

cossin

sincos

VVV

VVV
                                        (2.3.5) 

dönme denklemleri oluĢturulabilir. 

 
 

ġekil 2.8 

 

 ve 
~

 eğrilerinin karĢılıklı noktaları arasındaki uzaklık 

sVssssd 1,                          (2.3.6) 

Ģeklinde elde edilir. Diğer taraftan, “EĢ. 2.3.1” in her iki tarafının s  ye göre türevi alınırsa 

sVsVs
ds

ds
s 11  

sVsksV
ds

ds
sV 2111 1                              (2.3.7) 
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bulunur. Bu eĢitliğin her iki tarafı sV1  ile iç çarpıma tâbi tutulursa,  

sVsVsksVsV
ds

ds
sVsV 1211111 ,,1,  

“EĢ. 2.3.3” ün 1. eĢitliği kullanılarak, 

01  

1 

cs  

elde edilir.  ve 
~

 eğrilerinin karĢılıklı noktaları arasındaki uzaklık 

scsVssssd 1,                     (2.3.8) 

Ģeklinde elde edilir. 

Sonuç 2.3.1  ve  eğrileri arasındaki uzaklık sabit değildir.  

Teorem 2.3.1 sVsV 31 ,  ikilisi lineer bağımlı ise sVsV 12 ,  ve  

sVsV 23 ,  ikilileri de lineer bağımlıdır.    

Ġspat: 

sVscss 1  

scVVs
ds

ds

ds

d

ds

d

ds

ds
sVs 111 1  

                                  21 Vksc  

bulunur. Bu ifadelerden faydalanılarak 

ds

ds
sVsVksc 121                                        (2.3.9) 

bulunur.  

Sonuç 2.3.2 sVsV 31 ,  , sVsV 12 ,  ve sVsV 23 ,  ikilileri lineer bağımlı 

ise 
2

12k
 olur ve , sin , cos  değerleri sabit olur. Böyle bir durumda                

1sin,0cos                                         (2.3.10) 

bulunur ve 0 . Dönme denklemleri 

21

32

VV

VV
                                                (2.3.11) 

olarak oluĢturulabilir. “EĢ. 2.3.11” in 2. eĢitliği “EĢ. 2.3.9” de yerine yazılırsa 
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ds

ds
VVksc 221  

1ksc

ds

ds
                                              (2.3.12) 

eĢitliği bulunur. Buna bağlı olarak “EĢ. 2.3.11” in 1. eĢitliğinde türev alınırsa s  s ye 

bağlı bir fonksiyon olmak üzere; 

32 VV  

32 V
ds

ds
V  

223211 Vk
ds

ds
VkVk                                    (2.3.13) 

bulunur. sVsV 13  eĢitliği ve “EĢ. 2.3.3” in 1. eĢitliği kullanılarak “EĢ. 2.3.13” 

ifadesinin her iki tarafı 1V  ile çarpılırsa 

0,, 132111
ds

ds
VVkVVk  

02
ds

ds
k                                                   (2.3.14) 

bulunur. Ayrıca “EĢ. 2.3.11” in 2. eĢitliğinde s  ye göre türev alınırsa 

21 VV  

21 V
ds

ds
V  

321121 VkVk
ds

ds
Vk                                  (2.3.15) 

bulunur. “EĢ. 2.3.15” ifadesinin her iki tarafı 1V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa, “EĢ. 2.3.3” 

in 2. eĢitliği kullanılarak 

1121 , k
ds

ds
VVk  

01k                                                      (2.3.16) 
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bulunur. Bu da 02k  olmasını gerektirir. Ayrıca 01k  olduğundan “EĢ. 2.3.13” den 

yararlanılarak 03211 VkVk  olduğu göz önünde bulundurularak, 0
ds

ds
 

yazılabilir. Dolayısıyla s  ve s  birbirinden bağımsız parametrelerdir.  

Sonuç 2.3.2 0
ds

ds
 ifadesini sağlayacak Ģekilde bir sVss 1  ifadesi 

yazılamaz dolayısıyla böyle bir eğri çiftinden söz edilemez.  

2.4 sVsV 22 ,  Ġkilisinin Lineer Bağımlı Olma Durumu 

sVsV 22 ,  ikilisinin lineer bağımlı olması halinde   ve 
~

 eğrileri Bertrand eğri 

çifti oluĢturur (Tanım 1.1.47). Buna göre, ġekil 2.9 yardımı ile, 

 
 

ġekil 2.9 

 

sVss 2  

yazılabilir. Burada  ve 
~

 eğrilerinin sırasıyla s  ve s  noktalarında Frenet r-

ayaklıları 

sVsVsV 321 ,,  ve sVsVsV 321 ,,  

ile gösterilmiĢtir. Buna göre,  eğrisinin yay parametresi s  ve 
~

 eğrisinin yay 

parametresi de s  olmak üzere, 

sVs 1  

sVs 1  

iken 
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sVsVs
ds

ds
s 22  

ssVsksVsksVssV
ds

ds
s 321121  

sVskssVssVskssV
ds

ds
322111 1  

yazılabilir. sVsV 22 ,  lineer bağımlı olduğundan 
~

 eğrisinin teğeti ile  eğrisinin 

asli normali dik olur; 

0, 21 sVsV  

0,1 232211 V
ds

ds
VkVVk  

0,,,1 23222211 VV
ds

ds
kVV

ds

ds
VV

ds

ds
k  

sabits , Is . 

Halbuki, sV2  birim normal iken 

sVssssd 2, , Is  

sabitssd , , Is  

elde edilir. 

Sonuç 2.4.1 
~

,  Bertrand çifti verilsin.  ve 
~

 sırasıyla, ,I , ,I  koordinat 

komĢuluklarıyla verildiğine göre, Is  için sabitssd , . 

Teorem 2.4.1 nE  deki eğrilerin cümlesi nEEğ  olsun.  

nn EEğEEğA , A
~

,  ve 
~

,  Bertrand çiftidir  A  bağıntısı bir denklik 

bağıntısıdır. 

Ġspat: nE,
~

,  eğrileri, sırasıyla, ,I , ,I , ,I  koordinat komĢuluklarıyla 

verilsin. ,
~

,  eğrilerinin ikinci Frenet vektörleri sVsVsV 222 ,,  ile gösterilsin 

buna göre 

 1) A  yansıyandır 

sVsV 22 ,  lineer bağımlı olduğundan A,  

2) A  simetriktir 

sVsVA 22 ,
~

,  lineer bağımlı  sVsV 22 ,  ikilisi lineer bağımlıdır.  
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A,
~

. 

3) A  geçiĢlidir. 

sVsVsVsVA 2222 ,,,,
~

,
~

,   lineer bağımlıdır. 

sVsV 22 ,  lineer bağımlı olur. 

A, .  

Teorem 2.4.2 3~
, E  eğrileri ,I , ,I  koordinat komĢuluklarıyla ile verilsin.  

eğrisinin eğrilikleri 1k , 2k  ise 
~

,  Bertrand çiftidir  IR,  için 

121 kk . 

Ġspat: s:  ve s  noktalarında Frenet 3-ayaklıları, sırasıyla, 

sVsVsVsVsVsV 321321 ,,,,,  

olsun. Buna göre, sV1  ile sV1  arasındaki açı  ve sV2  normal doğrusuyla sV1  

teğeti birbirine dik iken eğilim çizgilerinden; 

sVsVsV 311 sincos  

yazılabilir. Türev almak suretiyle bu eĢitlikten, 

sin
sin

cos
cos

33111 sVsV
ds

d
sVsV

ds

d

ds

ds
sV  

sV
ds

d
sV

ds

d
sVsksVsk

ds

ds
sVsk 31222121

sincos
sincos  

                                sV
ds

d
sV

ds

d
sVsksk 31221

sincos
sincos  

elde edilir. sVsV 22 ,  lineer bağımlı olduğundan sabit  elde edilir. Buna göre, 

sVsVsVs 311 sincos                             (2.4.1) 

ve 

sVss 2  

sVsksVsksV
ds

ds
s 32111 1                  (2.4.2) 

eĢitliklerinden, “EĢ. 2.4.1” ve “EĢ. 2.4.2” arasında oran kurulursa;  

sincos

1 21
ds

ds
sk

ds

ds
sk
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elde edilir. Bu ise  

1cot21 gsksk  

veya  

gcot  

yazılarak 

121 sksk  

bulunur. 

:  Ģartın yeterliği, gerek Ģartın ispatını tersine takip ederek elde edilir.  

Örnek 2.4.1 3E  de üçüncü sınıftan diferensiyellenebilen bir regüler eğri  ve  eğrisinin 

2k  eğriliği için 02k  olsun,  eğrisi bir dairesel helistir   eğrisi birden fazla 

Bertrand çiftine dahildir. 

Çözüm:  dairesel bir helis ise 

ssss ,sin,cos
2

1
 

alınabilir. Buradan 

1,cos,sin
2

1
sss  

1s  

olup  eğrisinin yay parametresi s  ve dolayısıyla  

0,sin,cos
2

1
sss  

0,sin,cos

sincos
2

1

0,sin,cos
2

1

22
2 ss

ss

ss

s

s
sV . 

Buna göre  eğrisinin Bertrand çifti olarak karĢılığı 
2

2
 için  

sVss 2  

0,sin,cos
2

2
,sin,cos

2

1
ssssss  

ssss ,sin,cos
2

1
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Diğer taraftan 

ssss 2,sin,cos
4

2
 

eğrisi için  

sts 5
4

2
 

ve dolayısıyla  

0,sin,cos
4

2
sss  

0,sin,cos2 ss
s

s
sV . 

Buna göre  

0,sin,cos
22

1
2,sin,cos

4

2
ssssss  

                                        sss ,sin,cos
2

1
 

olup  eğrisi hem  hem de  eğrisinin Bertrand çiftine dahildir. 

Örnek 2.4.2. KarĢılıklı noktalardaki teğetleri  açısı yapan ,  Bertrand eğri çifti için 

gösteriniz ki  

a) 02k  ise her eğrinin sonsuz sayıda Bertrand çifti vardır. 

b) 02k  ve 
2

 ise Bertrand eğri çiftlerinin eğrilikleri sabittir ve biri diğerlerinin 

eğrilik merkezlerinin geometrik yeridir. 

c) 1k  ve 2k  eğriliklerinin her ikisi de sabitse hepsi dairesel helisler olan sonsuz sayıda 

Bertrand eğri çifti mevcuttur. 

Çözüm: ,  Bertrand eğri çifti verilsin.  ve  eğrilerinin Frenet elemanları 

sırasıyla 1k , 1k , 2k , 2k , 1V , 2V , 3V , 1V , 2V , 3V  olsun  

stVV 11 ,  

veriliyor.  eğrisinin s  ve  fonksiyonunun s  yay parametresi olsun; 

a) 02k  ise ,  Bertrand eğri çifti olacak Ģekilde sonsuz çoklukta  eğrisinin 

mevcut olduğunu göstereceğiz. Bunun için IR  ye karĢılık; 
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sVss 2  

olmak üzere ,  çiftinin bir eğri çifti olduğunu göstermek yeterli olur; 

2211 VsVsV
ds

ds
sVs  

                       sVsksVsksVsV 321121  

burada  sabit olduğundan 0 . Buna göre; 

sVsksV
ds

ds
111 1  

sVsV 11  

olup 02k  iken  düzlemsel olduğundan,  tanım gereğince,  eğrisinin oskülatör 

düzlemi olarak  eğrisinin yattığı düzlemde kalır ve böylece 02k  dır. O halde  ve  

nın Frenet 2-ayaklıları mevcuttur. Halbuki 11 VV  dir. O halde  ve  eğrilerinin 2-

Frenet vektörleri lineer bağımlı olur. Buna göre ,  bir Bertrand eğri ikilisidir. 

b)  

cos,,
2

,0 112 VVk  

311 90sin90cos VVV  

31 VV  

daha önceki teoremlerden 

sincos

1 21 kk
 

sin

cos
1 21 kk  

1
2

1k  

IRsk ,
1

1  

bulunur.  sabit olduğundan sk1  sabittir.   

311 sincos VVV  

cos, 11 VV  
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iken. 

c) 1k  ve 2k  sabit olsunlar o zaman eğrilikleri sabit olan eğriler dik dairesel silindir 

helisleri olacaklarından, bu kısmın ilk örneği gereğince iddia açıktır. 

Sonuç 2.4.2  ve 
~

 eğrileri Bertrand eğri çifti için Mannheim teoremi geçersizdir. 

Ġspat:  

sMMs  

                  sOOM  

                              sV
k

s 2

1

1
 

elde edilir. Norm hesaplanırsa 

          
1

2

1

2

1

111

k
V

k
V

k
Ms  

Yine,  

sMMs  

                    sOOM  

                                     sOsV
k

s 2

1

1
 

                   2

1

1
V

k
 

                               2

1

2

1
V

k
V  

                  2

1

2

1
V

k
V  

elde edilir. Norm hesaplanırsa, 

2

1

22

1

2

1
,

1
V

k
VV

k
VMs  

                                                  22

2

1

22

1

22

1

2 ,
1

,, VV
k

VV
k

VV
k

 

          

2

111

2 1

kkk
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2

11

2 12

kk
. 

Benzer Ģekilde, 

sOOMMs  

                           sV
k

s 2

1

1
 

                                    22

1

1
VsV

k
s  

               22

1

1
VV

k
 

              2

1

1
V

k
. 

Yine norm hesaplanırsa, 

2

1

1
V

k
Ms  

             2

1

1
V

k
 

      
1

1

k
. 

Son olarak, 

sOOMMs  

2

1

2

1

11
V

k
sV

k
sMs  

1

1

k
Ms  

bulunur. Buradan 

1

1

1

1 1

1

1

k
k

k

k

Ms

Ms
 



 46 

12

1

12

1

1

2

1

22

11

2

1

kk

kk

k

Ms

Ms
 

12
1

1

2

1

2

1

1 kk
k

k
Ms

Ms

Ms

Ms
 

elde edilir ve bu ifadenin sabit olmadığı görülür. 

2.5 sVsV 32 ,  Ġkilisinin Lineer Bağımlı Olma Durumu 

sVsV 32 ,  ikilisinin lineer bağımlı olması halinde   ve 
~

 eğrileri Mannheim eğri 

çifti oluĢturur (Tanım 1.1.48). Buna göre; 

 
 

ġekil 2.10 

 

 
 

ġekil 2.11 
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Teorem 2.5.1 3E  deki Mannheim eğri çiftinin karĢılıklı noktaları arasındaki uzaklık 

sabittir. 

Ġspat: ġekil 2.10’dan herhangi bir s  fonksiyonu için  

sVsss 3                                          (2.5.1) 

yazılabilir. Bu ifadenin türevi alınırsa; 

ssVsVsss 33  

sVksVssV
ds

ds
sV 22311

 

sVsVksV
ds

ds
sV 32211

                           (2.5.2) 

elde edilir. 2V  ve  3V  lineer bağımlı olduğundan diklik oluĢur ve  

0, 31 VV  

0, 33221 V
ds

ds
VVkV  

0,,, 3332231 VVVVkVV  

0  

sabit  

olur. Buradan anlaĢılıyor ki  sıfırdan farklı bir sabittir, diğer taraftan iki nokta arasındaki 

uzaklık 

33, VVssssd  

bulunur. Öyle ki 

sabitssd ,  

Teorem 2.5.2 3E  deki bir  eğrisi için bir 
~

 vardır öyle ki 
~

,  çifti bir Mannheim 

eğri çiftidir. 

Ġspat: 2V ve 3V  lineer bağımlı olduğundan “EĢ. 2.5.1” den 

sVsss 2                                            (2.5.3) 

elde edilir. Madem ki  sıfırdan farklı bir sabit  sayısının bütün değerleri için bir 
~

 

eğrisi vardır. 
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Teorem 2.5.3 
~

,  3E  de bir Mannheim eğri çifti olmak üzere 
~

 eğrisinin dönmesi  

2

1
2

k

k
k . 

Ġspat:  “EĢ. 2.5.2” de sıfırdan farklı sabit  göz önünde tutulmasıyla 

0  

olur. Dolayısıyla 

2211 V
ds

ds
kV

ds

ds
V                                       (2.5.4) 

elde edilir. Biliyoruz ki  ve 
~

 eğrilerinin eĢ noktalarında 1V  ve 1V  arasındaki açı  dır 

(ġekil 2.11). 

213

211

cossin

sincos

VVV

VVV
                                       (2.5.5) 

dır. “EĢ. 2.5.4” ve “EĢ. 2.5.5” eĢitliklerinin birincisi göz önüne alınırsa  

ds

ds
k

ds

ds
2sin,cos                                      (2.5.6) 

bulunur. Bunun dıĢında s  ye göre “EĢ. 2.5.3” ün türevinin alınmasıyla  

22 VssVss
ds

ds
s  

ds

ds
VkVks

ds

ds
VV 321111

 

ds

ds
Vkk

ds

ds
V

ds

ds
VV 321111

 

32111 1 V
ds

ds
kV

ds

ds
kV                                   (2.5.7) 

bulunur. “EĢ. 2.5.5” e bağlı olarak 

312

311

cossin

sincos

VVV

VVV
                           (2.5.8) 

elde edilir. “EĢ. 2.5.7” ve “EĢ. 2.5.8”  kullanılarak 

ds

ds
kVV 111 1,  

cos, 11 VV  
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ds

ds
kVV 213 ,  

sin, 13 VV  

bulunur. Buradan 

ds

ds
k

ds

ds
k 21 sin,1cos                                (2.5.9) 

elde edilir. “EĢ. 2.5.6” ve “EĢ. 2.5.9” kullanılarak karĢılıklı çarpım yapıldığında  

ds

ds

ds

ds
kk

ds

ds

ds

ds
k 22

22

1

2 sin,1cos  

22

22

1

2 sin,1cos kkk  

bulunur. Buradan  

1sincos 22  

temel denkleminden yararlanılarak 

2

1
2

k

k
k  

denklemine ulaĢılır. 

Sonuç 2.5.1 
~

,  çifti 3E  de bir Mannheim çiftidir. EĢit Mannheim eğrilerinin eĢit 

noktalarda 2k  ve 2k  burulmalarının çarpımı sabit değildir. Yani Schell teoremi 

Mannheim eğrileri için geçersizdir. (Schell teoremi gereğince; 
~

,  çifti 3E  de bir 

Mannheim eğri çifti olmak üzere, bu eğrilerin karĢılıklı noktalarında 22 kk  eğrilikler 

çarpımı sabit olmalıdır.) Tekrardan Teorem 2.5.3’ ün ispatında elde edilen  

22

22sin kk  

denklemine bakılırsa kolaylıkla Ģu sonuç yazılabilir; 

Sonuç 2.5.2 Eğer 
~

,  çifti 3E  de bir Mannheim çifti ise 2k  ve 2k  ters iĢaretlidir. 

Teorem 2.5.4 
~

,  çifti 3E  de bir Mannheim çifti olmak üzere  eğrisinin burulması 

ve eğrilik arasında 

112 kk  

bağıntısı vardır. Burada  ve  sıfırdan farklı reel sayılardır. 

Ġspat: “EĢ. 2.5.9” dan 
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21

sin

1

cos

kk
 

denklemi düzenlenirse 

    sinsincos 12 kk  

sinsincos 12 kk  

bulunur. Her iki taraf sin  ile bölünürse 

1
sin

cos
12 kk  

sin

cos
 

denilirse 

112 kk  

bulunur. 

Sonuç 2.5.3 
~

,  çifti 3E  de bir mannheim çifti olmak üzere sabit katsayılı 1k  ve 2k  

arasında bir lineer bağıntı kurulabilir. Yani Bertrand teoremi Mannheim eğrileri için 

geçerlidir. 

Teorem 2.5.5 
~

,  çifti 3E  de bir Mannheim eğri çifti olmak üzere  ve 
~

 eğrilerinin 

dönmeleri ve eğrilikleri için aĢağıdaki denklemler vardır; 

i) 
ds

d
k1  

ii) 
ds

ds
k

ds

ds
kk 212 cossin  

iii) 
ds

ds
kk 21 sin  

iv) 
ds

ds
kk 22 cos  

Ġspat: cos, 11 VV  denkleminin s  a göre türevinin alınmasıyla 

ds

d
VVVV sin,, 1111  

ds

d
V

ds

ds
VkVkV sin,, 121211  
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ds

d

ds

ds
VkVVVk sin,, 211121

 

bulunur. Ayrıca “EĢ. 2.5.8” kullanılarak 2V  ve 3V  lineer bağımlı olması göz önünde 

bulundurulursa 

32 VV  

yazılabilir. 

i) “EĢ. 2.5.8” de 

312 cossin VVV  

iken her iki taraf 1V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa 

131112 ,cos,sin, VVVVVV  

sin, 12 VV  

bulunur. Yukarıdaki denklemden 

ds

d
VV

ds

ds
kVVk sin,, 211121

 

ds

d
VV

ds

ds
kk sin,sin 3111  

ds

d
k1  

bulunur. 0,,0,,0,,0, 22313321 VVVVVVVV   eĢitliklerinin göz önüne 

alınmasıyla i) aksiyomunun ispat yöntemi ile ii), iii), iv) aksiyomlarının ispatı yapılabilir. 

ii) 

312 cossin VVV  

iken 

0, 22 VV  

bulunur, türev alınırsa  

0,, 2222 VVVV  

0,, 3211223211
ds

ds
VkVkVVVkVk  

0,,,, 322121232211 VV
ds

ds
kVV

ds

ds
kVVkVVk  
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0,sin, 3221232 VV
ds

ds
k

ds

ds
kVVk  

bulunur. 32 , VV  ikilisi lineer bağımlı iken 1, 23 VV  yazılabilir. “EĢ. 2.5.8” in ikinci 

bağıntısından yararlanılarak iç çarpım uygulanırsa 

333132 ,cos,sin, VVVVVV  

cos, 32 VV  

iken 

ds

ds
k

ds

ds
kk 212 cossin  

bulunur. 

iii)  

211 sincos VVV  

ifadesinin türevi alınırsa 

ds

ds
VkVkVVkVV sincoscossin 321122111  

ds

ds
kV

ds

ds
kV

ds

ds
kVVk sincossin 23121121  

olur her iki taraf 2V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa 

ds

ds
kVV

ds

ds
kVVVVk cos,sin,, 122121221  

                                  
ds

ds
kVV sin, 223  

23 , VV   lineer bağımlı iken diğer bileĢenler dik olur, buna göre 

ds

ds
kk 21 sin  

bulunur.  

iv) 

213 cossin VVV  

ifadesinde türev alınırsa; 

  
ds

ds
VkVkVVkVV cossinsincos 321122113  
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ds

ds
Vk

ds

ds
kV

ds

ds
kVVk cossincos 32121122   

olur. Her iki taraf 2V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa 

ds

ds
kVV

ds

ds
kVVVVk sin,cos,, 122121222  

                                  
ds

ds
kVV cos, 223  

23 , VV  lineer bağımlı iken diğer bileĢenler dik olur, buna göre 

ds

ds
kk 22 cos  

bulunur. 

Sonuç 2.5.4  ve 
~

 eğrilerinin eğrilik ve burulması 1k  ve 2k   olmak üzere eğrilik ve 

burulma arasında 

2

2

2

2

2

1 k
ds

ds
kk  

bağıntısı vardır. 

Teorem 2.5.6 
~

,  çifti 3E  de bir Mannheim eğri çifti olmak üzere, s  ve s  

noktaları 
~

,  çiftinin iki karĢılıklı noktaları ve M  ve M  bu noktalarda eğrilik 

merkezleri için olan oran 

  

Ms

Ms

Ms

Ms
 

sabittir. 

Ġspat: 

sMMs  

                  sOOM  

                               sV
k

s 2

1

1
 

elde edilir. Bu ifadenin normu alınırsa, 

1

2

1

11

k
V

k
Ms . 
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Ayrıca, 

sMMs  

                    sOOM  

                                     sOsV
k

s 2

1

1
 

                       2

1

1
V

k
 

iken, yine norm alınırsa, 

2

1

22

1

2

1
,

1
V

k
VV

k
VMs  

                                           22

2

1

22

1

22

1

2 ,
1

,, VV
k

VV
k

VV
k

 

                                                  

2

1

2 1

k
. 

Diğer taraftan, 

sOOMMs  

                              ssV
k

s 2

1

1
 

            2

1

2

1
V

k
V  

         2

1

1
V

k
. 

Yine, 

1

1

k
Ms  

sOOMMs  

                              sV
k

s 2

1

1
 

   2

1

1
V

k
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1

1

k
Ms  

iken oran kurulursa, 

1
1

1

1

1

1
k

k

k

Ms

Ms
 

1

1

1

1

2

1

22

1

2

1

k

k

k

Ms

Ms
 

elde edilir, buradan 

Ms

Ms

Ms

Ms
 

ifadesinin sabit olmadığı görülür. 

Sonuç 2.5.5. Mannheim teoremleri Mannheim eğrileri için geçersizdir. 

2.6 sVsV 33 ,  Ġkilisinin Lineer Bağımlı Olma Durumu 

 
 

ġekil 2.12 

 

ġekil 2.12 yardımı ile, 

sVss 3                                              (2.6.1) 

yazılabilir. Ayrıca sVsV 33 ,  lineer bağımlı olduğundan sVsV 33  

yazılabilir. Bu eğriler sırasıyla  ve 
~

 ile gösterilsin. Burada  
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1, 33 VV                                                  (2.6.2) 

ve s , s  sırasıyla  ve 
~

 eğrilerinin yay parametreleridir.   

ġekil 2.12’den yararlanılarak 

0,,,, 13233231 sVsVsVsVsVsVsVsV     (2.6.3)     

eĢitlikleri yazılabilir. Dolayısıyla )(s  dönme açısı olmak üzere 

121

122

cossin

sincos

VVV

VVV
                                         (2.6.4) 

ve buradan  

121

122

cossin

sincos

VVV

VVV
                                        (2.6.5) 

dönme denklemleri oluĢturulabilir. 

 

 

 
 

ġekil 2.13 

 

diğer taraftan, “EĢ. 2.6.1” eĢitliğinin her iki tarafının s  ye göre türevi alınırsa 

sVsVs
ds

ds
s 33  

sVsksVsV
ds

ds
sV 22311                           (2.6.6) 

bulunur. “EĢ. 2.6.6” eĢitliğinin her iki tarafı sV3  ile iç çarpıma tâbi tutulursa, 

“EĢ. 2.6.3” eĢitliklerinin 4. eĢitliği de kullanılarak 

0  

sabitc  

 ve 
~

 eğrilerinin karĢılıklı noktaları arasındaki uzaklık 
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sabitsVssssd 3,                    (2.6.7) 

Ģeklinde elde edilir. Buradan uzaklığın sabit olduğu görülür. Ayrıca “EĢ. 2.6.6” eĢitliğinden 

faydalanılarak 0  ve  1, 11 sVsV  iken    

sVsksVsV
ds

ds
sV 22311  

ds

ds
sVsksVsV 2211

 

ifadesi kendiyle iç çarpıma tâbi tutulursa, 

11,

2
2

2

2

11
ds

ds
ksVsV  

2

2

2

2

1 k
ds

ds
 

2

2

21 k
ds

ds
                                                (2.6.8) 

ifadesi elde edilir. Ayrıca “EĢ. 2.6.4”  ün 2. bağıntısından  

121 cossin VVV  

iken s  ye göre türev alınırsa 

cossinsincos 11221 VVVV
ds

ds
V  

2132112121 cossinsincos VVVkVkVk
ds

ds
Vk  

32211121 sincossin VkVkVk
ds

ds
Vk            (2.6.9) 

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafı 3V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa “EĢ. 2.6.3” 

eĢitliklerinin üçüncü ifadesi kullanılarak 

332321311321 ,sin,cos,sin, VVkVVkVVk
ds

ds
VVk  

0sin2k                                                     (2.6.10) 

ifadesi elde edilir. Ayrıca “EĢ. 2.6.6” dan yararlanılarak 

ds

ds
sVsksVsVsV 22311  
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ifadesi 1V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa, “EĢ. 2.6.3” eĢitliklerinin dördüncüsünden de 

yararlanılarak  0  olmak üzere,  

ds

ds
VVkVVVV 1221111 ,,,  

12211 ,, VVkVV
ds

ds
                                   (2.6.11) 

elde edilir. “EĢ. 2.6.5” in 2. ve 1. eĢitliğinden yararlanılarak  

111211 ,cos,sin, VVVVVV  

cos, 11 VV                                                (2.6.12) 

ifadesi bulunur. 

111212 ,sin,cos, VVVVVV  

sin, 12 VV                                                 (2.6.13) 

ifadesi elde edilir. “EĢ. 2.6.12” ve “EĢ. 2.6.13”, “EĢ. 2.6.11” de yerlerine yazılırsa 

sincos 2k
ds

ds
 

elde edilir. “EĢ. 2.6.10” dan yararlanılarak 

cos
ds

ds
                                                (2.6.14) 

ifadesi bulunur. Ayrıca “EĢ. 2.6.8” ifadesiyle “EĢ. 2.6.14” ifadesi arasında eĢitlik kurulursa  

2

2

21cos k
ds

ds
 

2

2

21cos k  

22

2

2 cos1 k  

2222

2

2 sincos11cosk  

2

2

2
2 sin

k
 

elde edilir. Buradan  değerinin kompleks olduğu görülür. Dolayısıyla 
~

 eğrisi reel 

değildir. 
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3. EĞRĠ ÇĠFTLERĠNĠN FRENET VEKTÖRLERĠNĠN  

ORTOGONALLĠĞĠ  

  

Bu bölümde  ve 
~

 iki eğri olmak üzere,  ve 
~

 sırasıyla ,: I  ve ,:
~

J  

koordinat komĢuluklarıyla verilsin s  ve s  yay parametresi olmak üzere s  ve s  

noktalarında  ve 
~

 eğrilerinin Frenet-3 ayaklıları sırasıyla 

sVsVsV 321 ,,  ve sVsVsV 321 ,,  

iken bu eğriler arasında sVsV 11 ,  , sVsV 21 ,  , sVsV 31 ,  , 

sVsV 22 ,  , sVsV 32 ,  , sVsV 33 ,  ikilileri oluĢturulup bu ikililerin 

birbirine dik olma durumu incelenecektir.    

3.1 sVsV 11 ,  Ġkilisinin Birbirine Dik Olma Durumu 

 
 

ġekil 3.1 

 

sVsV 11 ,  ikilisinin birbirine dik olması durumunda  

sVsVSpsV 321 ,  

olur. Böyle bir durumda  

sVsVsV 32211                                        (3.1.1) 

ifadesi yazılabilir. Buradan  
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sVsVsV 321 sincos                                   (3.1.2) 

elde edilir. Burada ġekil 3.1’den yararlanılarak 

sVss 1                                               (3.1.3) 

bağıntısı yazılabilir. Bu bağıntının her iki tarafının s  ye göre türevi alınırsa 

sVsVs
ds

ds
s 11  

sVksV
ds

ds
sV 2111 1                                 (3.1.4) 

bulunur. Bu eĢitliğin her iki tarafı 1V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa, 

1211111 ,1,, VVkVV
ds

ds
VV  

olur. Burada sVsV 11 ,  ikilisi birbirine dik olduğundan                                     

0, 11 sVsV                                                (3.1.5) 

olur. Buna göre 

01  

1 

sc                                                        (3.1.6) 

ifadesi elde edilir.  

Sonuç 3.1.1  ve 
~

 eğrilerinin karĢılıklı noktaları arasındaki uzaklık sabit değildir. 

Ġspat:  ve 
~

 eğrilerinin karĢılıklı noktaları arasındaki uzaklık 

scsVssssd 1,                     (3.1.7) 

biçiminde elde edilir. Ayrıca “EĢ. 3.1.3” ifadesinde “EĢ. 3.1.6” ifadesi yerine yazılıp türev 

alınırsa 

sVscss 1  

scVVs
ds

ds
s 11  

ds

ds
Vscks 21                                            (3.1.8) 

ds

ds
VsckV 211                                              (3.1.9) 

ifadesi elde edilir. Bu durumda Ģu sonuç elde edilir; 
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Sonuç 3.1.2  ve 
~

 eğrilerinin teğetleri karĢılıklı noktalarda dik ise  eğrisinin asli 

normali ile 
~

 eğrisinin teğeti lineer bağımlıdır. 

Bu durumda 1, 21 VV   olmak üzere s ,  fonksiyonunun yay parametresi  

olduğundan 1s  yazılabilir. Bu ifadeden faydalanılarak “EĢ. 3.1.8” ifadesinin her 

iki tarafının normu alınırsa 

ds

ds
Vscks 21  

2

22

1,
ds

ds
sckss  

1

2

22

1
ds

ds
sck  

ifadesi bulunur. Buradan 1k  pozitif olmak üzere 

sck
ds

ds
1                                                  (3.1.10) 

bulunur. Ayrıca  

sVsVsV 321 sincos  

sincoscossin 33221 VVVV
ds

ds
V  

sincoscossin 2233211221 VkVVkVkV
ds

ds
Vk  

32221121 cossincos VkVkVk
ds

ds
Vk       (3.1.11) 

ifadesi elde edilir. Bu eĢitlikte “EĢ. 3.1.10” ifadesi düzenlenip yerine yazılırsa  

scVkVkVkV 3222112 cossincos      (3.1.12) 

elde edilir. Ayrıca 21 , VV  ikilisi lineer bağımlı olduğundan 1, 21 VV  iken 

Ģekilden de faydalanılarak 2V  vektörünün sV2  ve sV3  vektörleri üzerinde bir 

bileĢeni olmadığı görülür. Buna bağlı olarak 

0,, 2232 VVVV                                        (3.1.13) 

ifadesi yazılabilir. Buradan “EĢ. 3.1.12” ifadesinin her iki tarafı 3V  ile iç çarpıma tâbi 

tutulursa  
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32231132 ,sin,cos, VVsckVVsckVV  

                                332 ,cos VVsck  

0cos2 sck  

02k                                                   (3.1.14) 

0cos sc                                                 (3.1.15) 

elde edilir. “EĢ. 3.1.12” ifadesinin her iki tarafı 2V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa 

22221122 ,sin,cos, VVsckVVsckVV  

                                232 ,cos VVsck  

0sin2 sck  

02k                                                  (3.1.16)     

0sin sc                                                 (3.1.17) 

olmalıdır. Buradan 

02k  

2k  

2k                                                      (3.1.18) 

elde edilir. 

Sonuç 3.1.3  ve 
~

 eğrilerinin teğetleri karĢılıklı noktalarda dik ise  eğrisinin teğeti ile   

~
 eğrisinin asli normali arasındaki açı sabit değildir.    

Ayrıca “EĢ. 3.1.12” ifadesinin her iki tarafı 1V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa 

1, 21 VV  iken 

12211112 ,sin,cos, VVsckVVsckVV  

                                132 ,cos VVsck  

sck cos1  

sc
k

cos
1                                              (3.1.19) 

0cos  olan eğriler için elde edilir. 
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Teorem 3.1.1 eğrisinin bir helis olması için gerek ve yeter Ģart 
~

 eğrisinin düzlemsel 

olmasıdır. 

Ġspat: 21 , VV  ikilisi lineer bağımlı olduğundan 1, 21 VV  iken 21 VV  

yazılabilir. Bu ifadenin her iki tarafının s  ye göre türevi alınırsa; 

21 V
ds

ds
V  

321121 VkVk
ds

ds
Vk  

ifadesi elde edilir. Bu ifadede “EĢ. 3.1.10” ifadesi yerine yazılırsa  

3211211 VkVkVsckk  

sck

VkVk
Vk

1

3211

21  

3

1

2
121 V

sck

k
V

sc
Vk  

3

1

2
121 V

sck

k
V

sc
Vk  

22

1

2

2

2

2

2
2

1

sck

k

sc
k  

22

1

2

2

22

1

2

12

1

sck

k

sck

k
k  

22

1

2

2

2

12

1

sck

kk
k                                               (3.1.20)   

ifadesi elde edilir. “EĢ. 3.1.19” eĢitliğinin karesi alınıp “EĢ. 3.1.20” ifadesiyle eĢitlenirse   

22

1

2

2

2

1

22

2
2

1
cos sck

kk

sc
k  

22

1

2

2

2

1

22cos

1

sck

kk

sc
 

22

1

2

2

cos

1
1

k

k
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2

2

2

2

2

2

1

2

2 tan
cos

sin

cos

cos1

k

k
 

2

2

1

2

2 tan
k

k
 

tan
1

2

k

k
                                                  (3.1.21) 

elde edilir. Kabul edelim ki  eğrisi bir helis olsun; bu durumda  sabit
k

k

1

2  olur. 

Dolayısıyla sabit  olur. 02k   02k  olduğundan 
~

 eğrisi düzlemsel olur. 

Tersine 
~

 eğrisi düzlemsel olsun 02k  ve 02k  olduğundan 0  dolayısıyla 

sabit  olur. tan
1

2

k

k
 olduğundan sabit

k

k

1

2  olur. Yani   eğrisi helistir. 

Sonuç 3.1.4  ve 
~

 sırasıyla ,: I  ve ,:
~

J  koordinat komĢuluklarıyla verilsin s  

ve s  yay parametresi olmak üzere 
~

,  eğrilerinin eğrilikleri sırasıyla 21 , kk  ve 21 , kk  

olsun. Bu durumda sVsV 11 ,  ikilisi birbirine dik ise 

2

2

2

1

2112
2

kk

kkkk
k  . 

Ġspat:                      

tan
1

2

k

k
 

1

2arctan
k

k
 

ifadesi yazılabilir. Bu ifadenin her iki tarafının türevi alınırsa 

1

2arctan
k

k
 

2

1

2

1

2

1
k

k

k

k
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2

2

2

1

2112

kk

kkkk
 

ifadesi elde edilir. Bu ifadede 2k  ifadesi yerine yazılırsa 

2

2

2

1

2112
2

kk

kkkk
k   

                
2

2

2

1

1

22

1

2

kk

k

k
k

k                                                (3.1.22) 

ifadesi bulunur.  

Sonuç 3.1.5 Teğetleri dik olan eğrilerde Schell teoremi sağlanmaz. 

Sonuç 3.1.6 Mannheim teoremi teğetleri dik olan eğriler için geçerli değildir. 

Ġspat: 

sMMs  

                  sOOM  

                               sV
k

s 2

1

1
. 

Norm alınırsa, 

1

2

1

2

1

111

k
V

k
V

k
Ms  

sMMs  

                  sOOM  

                                   sOsV
k

s 2

1

1
 

                   2

1

1
V

k
 

2

1

2

2

2

1

2

1

2112

k

kk

k

kkkk
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                              2

1

1

1
V

k
V  

                  2

1

1

1
V

k
V . 

Yine, 

2

1

12

1

1

1
,

1
V

k
VV

k
VMs  

                                                  22

2

1

12

1

21

1

2 ,
1

,, VV
k

VV
k

VV
k

 

iken, “EĢ. 3.1.2” nin her iki tarafı 2V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa    

232221 ,sin,cos, VVVVVV  

cos, 21 VV  

elde edilir. Bu ifade köklü ifadede yerine yazılırsa 

2

11

2 1cos2

kk
 

elde edilir. 

sOOMMs  

                             sV
k

s 2

1

1
 

                                    12

1

1
VsV

k
s  

               12

1

1
VV

k
 

bulunur. Buradan 

12

1

1
VV

k
Ms  

                                           12

1

12

1

1
,

1
VV

k
VV

k
 

         2

2

1

1

k
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elde edilir. Son olarak 

sOOMMs  

2

1

2

1

11
V

k
sV

k
sMs  

1

1

k
Ms  

ifadeleri elde edilir. Bu ifadeler oranlanırsa 

22

1

1

2

2

1
1

1

1

k

k

k

Ms

Ms
 

1cos2

1

1cos2

1

1

2

1

22

11

2

1

kk

kk

k

Ms

Ms
 

buradan 

1cos21 1

2

1

222

1 kkk
Ms

Ms

Ms

Ms
 

elde edilir. 

Sonuç 3.1.7 Teğetleri dik olan eğrilerde Bertrand teoremi sağlanmaz.  

Ġspat: 
3~

, E  eğrileri sırasıyla ,I , ,J   koordinat komĢuluklarıyla ile verilsin. 

 eğrisinin eğrilikleri 21 , kk  ise bu durumda  

scds

ds
k1  

tan
1

2

k

k
 

scds

ds
k

tan
2  

bulunur. 21 , kk  arasında bir lineer bağıntı olmadığı açıktır dolayısıyla Bertrand teoremi 

sağlanmaz. 

Sonuç 3.1.8 Teğetleri dik olan eğriler involüt-evolüt çifti olma özeliği gösterirler. 
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3.2 sVsV 21 ,  Ġkilisinin Birbirine Dik Olma Durumu 

 
 

ġekil 3.2 

 

sVsV 21 ,  ikilisinin birbirine dik olması durumunda  

sVsVSpsV 311 ,  

olur. Böyle bir durumda  

sVsVsV 32111                                        (3.2.1) 

ifadesi yazılabilir. Buradan  

sVsVsV 311 sincos                                  (3.2.2) 

elde edilir. Burada ġekil 3.2’den yararlanılarak 

sVss 1                                             (3.2.3) 

bağıntısı yazılabilir. Buradan 

sVssssd 1,  

elde edilir. Ayrıca “EĢ. 3.2.3” bağıntısının her iki tarafının s  ye göre türevi alınırsa 

sVsVs
ds

ds
s 11  

sVsksV
ds

ds
sV 2111 1                              (3.2.4) 

bulunur. Bu eĢitliğin her iki tarafı 1V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa, 

1211111 ,1,, VVkVV
ds

ds
VV  
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 1, 11
ds

ds
VV                                             (3.2.5) 

elde edilir. Ayrıca “EĢ. 3.2.2” bağıntısı 1V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa, 

131111 ,sin,cos, VVVVVV  

cos, 11 VV                                                (3.2.6) 

elde edilir. Bu ifade “EĢ. 3.2.5” ifadesinde yerine yazılırsa  

cos

1

ds

ds
 

cos

1

ds

ds
 

1cos
ds

ds
                                               (3.2.7) 

elde edilir. Ayrıca “EĢ. 3.2.4” eĢitliğinin her iki tarafı 2V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa, 

2212121 ,1,, VVkVV
ds

ds
VV  

olur. Burada sVsV 21 ,  ikilisi birbirine dik olduğundan 0, 21 sVsV                                                                             

olur. Buna göre 

0, 221 VVk                                                (3.2.8) 

ifadesi elde edilir. Diğer taraftan “EĢ. 3.2.4” ifadesinden faydalanılarak  

2111 1 V
ds

ds
kV

ds

ds
ssV  

yazılabilir. Bu ifadeden faydalanılarak  

0,, 31211 sVsVsVsVSpsV                        (3.2.9) 

elde edilir. Ayrıca 0, 21 sVsV  olduğundan 332211 ,,,,, VVVVVV  

ikilileri lineer bağımlı olur. Dolayısıyla k , k  olur. “EĢ. 3.2.2” eĢitliğinden 

yararlanılarak 11 VV , 1 yazılır. “EĢ. 3.2.5” ifadesi  

 
1

ds

ds
                                                (3.2.10)  

olur.    

Sonuç 3.2.1  eğrisi bir doğrudur. 

Ġspat: Burada farklı iki eğriden söz edilebilmesi için  0  olmalıdır. Dolayısıyla  
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“EĢ. 3.2.8” ifadesinden yararlanılarak 0, 221 VVk  olur. Ayrıca 0, 21 VV  

ifadesinin yazılabilmesi için 0, 22 VV  olması gerekir. Bu durumda 0, 221 VVk  

iken 0, 22 VV  olduğundan 01k  olur. 00 21 kk .  

 
 

ġekil 3.3 

 

Diğer taraftan “EĢ. 3.2.3” ifadesinde türev alınırsa 
1

ds

ds
 ve 01k  iken  

sVss 1  

1
1

1 Vs  

1Vs  

021 Vk
ds

ds
s  

0s  

00 21 kk .  

Sonuç 3.2.2  eğrisi ve 
~

 eğrisi aynı düzlemde iki doğrudur. Dolayısıyla karĢılıklı 

noktalar arasındaki uzaklık sabittir.  

Sonuç 3.2.3 Mannheim teoremi 
~

,  eğri çifti için geçerlidir. 

sMMs  

                  sOOM  

                               sV
k

s 2

1

1
. 

Norm alınırsa, 
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1

2

1

2

1

111

k
V

k
V

k
Ms  

sMMs  

                    sOOM  

bulunur. 

sOsV
k

sMs 2

1

1
 

                                                          2

1

1
V

k
 

         2

1

1

1
V

k
V  

                                                          2

1

1

1
V

k
V . 

Yine norm alınırsa, 

2

1

12

1

1

1
,

1
V

k
VV

k
VMs  

                                                     22

2

1

12

1

21

1

2 ,
1

,, VV
k

VV
k

VV
k

 

                                                     

2

1

2 1

k
. 

sOOMMs  

sV
k

sMs 2

1

1
 

                       12

1

1
VsV

k
s  

   12

1

1
VV

k
. 

Yine, norm alınırsa,  

12

1

1
VV

k
Ms  
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                                         12

1

12

1

1
,

1
VV

k
VV

k
 

                                                                 2

2

1

1

k
. 

Son olarak, 

sOOMMs  

2

1

2

1

11
V

k
sV

k
sMs  

1

1

k
Ms  

ifadeleri elde edilir. Bu ifadeler oranlanırsa 

22

1

1

2

2

1
1

1

1

k

k

k

Ms

Ms
 

1

1

1

1

2

1

22

1

2

1

k

k

k

Ms

Ms
 

buradan 

11
2

1

222

1 kk
Ms

Ms

Ms

Ms
 

bulunur. 011 kk  olduğundan 

1
Ms

Ms

Ms

Ms
 

elde edilir. Bu da Mannheim teoreminin sağlandığını gösterir. 
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3.3 sVsV 31 ,  Ġkilisinin Birbirine Dik Olması Durumu 

 
 

ġekil 3.4 

 

sVsV 31 ,  ikilisinin birbirine dik olması durumunda  

sVsVSpsV 211 ,  

olur. Böyle bir durumda  

sVsVsV 22111                                        (3.3.1) 

ifadesi yazılabilir. Buradan  

sVsVsV 211 sincos                                   (3.3.2) 

elde edilir. Burada ġekil 3.4’ten yararlanılarak 

sVss 1                                              (3.3.3) 

bağıntısı yazılabilir. Buradan 

sVssssd 1,  

elde edilir. Ayrıca “EĢ. 3.3.3” bağıntısının her iki tarafının s  ye göre türevi alınırsa 

sVsVs
ds

ds
s 11  

sVsksV
ds

ds
sV 2111 1                              (3.3.4) 

bulunur. Bu eĢitliğin her iki tarafı 1V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa, 

1211111 ,,1, VVkVV
ds

ds
VV  



 74 

 1, 11
ds

ds
VV                                             (3.3.5) 

elde edilir. Ayrıca “EĢ. 3.3.2” bağıntısı 1V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa, 

121111 ,sin,cos, VVVVVV  

cos, 11 VV                                                (3.3.6) 

elde edilir. Bu ifade “EĢ. 3.3.5” ifadesinde yerine yazılırsa  

cos

1

ds

ds
 

cos

1

ds

ds
 

1cos
ds

ds
                                               (3.3.7) 

elde edilir. Ayrıca “EĢ. 3.3.4” eĢitliğinin her iki tarafı 3V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa, 

3213131 ,,1, VVkVV
ds

ds
VV  

olur. Burada sVsV 31 ,  ikilisi birbirine dik olduğundan 0, 31 sVsV                                                                             

olur. Buna göre 

0, 321 VVk                                                (3.3.8) 

ifadesi elde edilir. Diğer taraftan “EĢ. 3.3.4” ifadesinden faydalanılarak  

2111 1 V
ds

ds
kV

ds

ds
ssV  

yazılabilir. Bu ifadeden faydalanılarak  

0,, 31211 sVsVsVsVSpsV                        (3.3.9) 

elde edilir. Ayrıca 0, 31 sVsV  olduğundan 332211 ,,,,, VVVVVV  

ikilileri lineer bağımlı olur. Dolayısıyla k , k  olur. “EĢ. 3.3.2” eĢitliğinden 

yararlanılarak 11 VV , 1 yazılır. “EĢ. 3.3.5” ifadesi  

 1
ds

ds
                                               (3.3.10)  

olur. 



 75 

Sonuç 3.3.1 332211 ,,,,, VVVVVV   ikilileri lineer bağımlı ise bu iki eğri için 

aĢağıdaki bağıntılar yazılabilir; 

 
 

ġekil 3.5 

 

0,,,,,, 231332122131 VVVVVVVVVVVV  

olur. Bu eĢitliklerden faydalanılarak 332211 ,,,,, VVVVVV  olmak 

üzere 

0, 21 VV  

0,, 2121
ds

ds
VVVV  

0,, 32111221
ds

ds
VkVkVVVk  

0,,, 312111221
ds

ds
VVk

ds

ds
VVkVVk  

011
ds

ds
kk  

elde edilir. “EĢ. 3.3.10” eĢitliğinden faydalanılarak 

012

11 kk  

11
1

k
k                                                 (3.3.11) 

elde edilir. Diğer taraftan 

0, 32 VV  
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0,, 3232
ds

ds
VVVV  

0,, 22233211
ds

ds
VkVVVkVk  

0,,, 222332311
ds

ds
VVkVVkVVk  

0122 kk  

1

2
2

k
k                                                 (3.3.12) 

bulunur. Diğer taraftan 

0, 23 VV  

0,, 2323
ds

ds
VVVV  

0,, 32113222
ds

ds
VkVkVVVk  

0,,, 332131222
ds

ds
VVk

ds

ds
VVkVVk  

elde edilir. “EĢ. 3.3.10” eĢitliğinden faydalanılarak 

0122 kk  

12
2

k
k                                              (3.3.13) 

elde edilir. 

Sonuç 3.3.2 ve 
~

 eğrileri birbirine benzer iki eğridir. 

Sonuç 3.3.3 Mannheim teoremi 
~

,  eğri çifti için geçersizdir. 

Ġspat: 

sMMs  

                  sOOM  

                               sV
k

s 2

1

1
. 

Norm alınırsa, 
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1

2

1

2

1

111

k
V

k
V

k
Ms  

bulunur. Buradan 

sMMs  

                   sOOM  

                                    sOsV
k

s 2

1

1
 

                    2

1

1
V

k
 

                               2

1

1

1
V

k
V  

                  2

1

1

1
V

k
V  

elde edilir. Yine norm alınırsa, 

2

1

12

1

1

1
,

1
V

k
VV

k
VMs  

                                                 22

2

1

12

1

21

1

2 ,
1

,, VV
k

VV
k

VV
k

 

                                                    

2

1

2 1

k
 

elde edilir. Buradan 

sOOMMs  

                           sV
k

s 2

1

1
 

                                    12

1

1
VsV

k
s  

               12

1

1
VV

k
. 

Yine, 
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12

1

1
VV

k
Ms  

                                           12

1

12

1

1
,

1
VV

k
VV

k
 

        2

2

1

1

k
 

sOOMMs  

2

1

2

1

11
V

k
sV

k
sMs  

1

1

k
Ms  

ifadeleri elde edilir. Bu ifadeler oranlanırsa 

22

1

1

2

2

1
1

1

1

k

k

k

Ms

Ms
 

1

1

1

1

2

1

22

1

2

1

k

k

k

Ms

Ms
 

buradan 

11
2

1

222

1 kk
Ms

Ms

Ms

Ms
 

elde edilir. 

Sonuç 3.3.4 sVsV 31 ,  vektör ikilisi birbirine dik olan  ve 
~

 eğri çifti için 

Bertrand teoremi geçersizdir. 

Sonuç 3.3.5 sVsV 31 ,  vektör ikilisi birbirine dik olan  ve 
~

 eğri çifti için Schell 

teoremi geçersizdir. 
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3.4 sVsV 22 ,  Ġkilisinin Birbirine Dik Olma Durumu 

 
 

ġekil 3.6 

 

sVsV 22 ,  ikilisinin birbirine dik olması durumunda  

sVsVSpsV 312 ,  

olur. Böyle bir durumda  

sVsVsV 32112                                        (3.4.1) 

ifadesi yazılabilir. Buradan  

sVsVsV 312 sincos                                   (3.4.2) 

elde edilir. Burada ġekil 3.6’dan yararlanılarak 

sVss 2                                             (3.4.3) 

bağıntısı yazılabilir. Buradan 

sVssssd 2,  

bulunur. Diğer taraftan “EĢ. 3.4.3” bağıntısının her iki tarafının s  ye göre türevi alınırsa 

sVsVs
ds

ds
s 22  

sVsksVsksVsV
ds

ds
sV 3211211  

sVksVsVk
ds

ds
sV 322111 1                      (3.4.4) 

bulunur. 

sVksVsVk
ds

ds
sV

ds

ds
s 322111 1            (3.4.5) 
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elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafı 2V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa  

2322221121 ,,,1, VVkVVVVk
ds

ds
VV  

ds

ds
VV 21 ,  

ds

ds
VV 21 ,                                                 (3.4.6) 

ifadesi bulunur. Ayrıca “EĢ. 3.4.2” ifadesinin her iki tarafı 1V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa 

131112 ,sin,cos, VVVVVV  

cos, 12 VV                                                  (3.4.7) 

ifadesi bulunur. Bu ifade “EĢ. 3.4.6” ifadesinde yerine yazılırsa 

cosds

ds
                                                    (3.4.8) 

ifadesi elde edilir. Buradan ss ,  olmak üzere  

cosds

ds
 

dsdscos  

cdsss cos                                           (3.4.9) 

elde edilir. Buradan  değerinin sabit olmadığı görülür. 

Sonuç 3.4.1  ve 
~

 eğrilerinin karĢılıklı noktaları arasındaki uzaklık sabit değildir. 

Bu iki eğrinin eğrilikleri için “EĢ. 3.4.5” ten yararlanılarak 

sVksVsVk
ds

ds
s 322111                      

iken, “EĢ. 3.4.8” bu ifadede yerine yazılırsa 

sVksVsVks 322111
cos

 

sV
k

sVsVks 3
2

211

coscoscos
1  

sV
k

sVsVks 3
2

211

cos
cos

cos
1  
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sV
k

sVsV
k

s 3
2

21
1 cos

cos
coscos

       (3.4.10) 

elde edilir. Bu ifadenin s  ye göre türevi alınırsa  

2
1

11
1 cos

coscoscoscos
V

k
VV

k

ds

ds
s  

                             2
33

2
2

coscos
cos

k
VV

k
V  

coscoscossin 1
2112

k
VkV

ds

ds
s  

                                    32

2

22

cos

cossin

V
k

kk

 

                                    12

1

11

cos

sincos

V
k

kk

 

                  cossin
cos

321122
2

2 VkVkVV
k

k  

12

11

2
coscoscossin

V
kk

ds

ds
s  

                                  
coscoscossin 1

2112

11 k
VkV

kk
 

                                  32

222

2

2 coscoscossin
V

kkkk
 

                                  22
2

23211 sin
cos

cos VV
k

kVkVk  

2

2

2

2

11 sin
coscoscos

V
kkk

ds

ds
s  
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12

11

11

2

cossin

coscos

cossin

V

kk

kk

 

                                        32

22

2

2

2

coscos

cossin

V
kk

kk

 

                                        1132 coscos VkVk  

ifadesi elde edilir. Bu ifadede “EĢ. 3.4.8” ifadesi yerine yazılırsa 

13

2

1

22

11 coscos2sin
2

1

V

kkk

s  

                                13

2

1

2

1

2

2

coscos

cos2sin
2

1

V
kk

 

                                22

2

2

2

22

1

2

1

2sin
2

1
cos

coscos

V

k

kk

 

                                33

22

2

2

22

2

2

2

2

2

cos

coscos

cos2sin
2

1

V

k

kk

kk

 

ifadesi elde edilir. Burada 

3

2

1

2

1

22 coscoscos2sin
2

1
kk

P  
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3

2

1

22

11 coscos2sin
2

1
kkk

 

2

2

2

222

1

2

1 2sin
2

1
coscoscos kkk

Q  

3

22

2

2

22

2

2

2

2

2

cos

coscos

cos2sin
2

1

k

kk

kk

R  

değerleri alınırsa 

321 RVQVPVs                                        (3.4.11) 

ifadesi yazılabilir. Bu ifadenin s  ye göre türevi alınırsa “EĢ. 3.4.8” ifadesinden de 

yararlanılarak 

RVVRQVVQPVVP
ds

ds
s 332211  

RVkVRQVkVkVQPVkVP
ds

ds
s 22332112211  

3222111 VRQkVRkQPkVQkP
ds

ds
s  

32

22111

cos

coscos

VRQk

VRkQPkVQkPs

           (3.4.12) 

ifadesi elde edilir. s  yay parametresi olduğundan 1s  olmak üzere 
~

 eğrisinin 

eğrilik ve burulması;  

321 RVQVPVs  

sV
k

sVsV
k

s 3
2

21
1 cos

cos
coscos
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2
1

3
1 coscoscoscos

RV
k

QV
k

 

                                   13 coscos RVPV  

                                   1
2

2
2 coscos

QV
k

PV
k

 

2
12

1
2 coscoscoscos

cos VR
k

P
k

VQ
k

R  

                     3
1 cos

coscos
VPQ

k
 

3
1

2
12

1
2

1
cos

cos

V
PQk

V
RRkPk

V
Qk

R

            (3.4.13) 

2

1

2

12

2

2 1
cos

PQkRRkPkQk
R  

3

2

1
2

2

12
1

2

222 1
cos V

PQk
V

RRkPk
V

Qk
R

bulunur. Diğer taraftan, ,,,det  eĢitliği kullanılırsa; 

32

221

11

3
1

2
12

1
2

cos

cos

cos

,

1

cos,,det

VRQk

VRkQPk

VQkP

V
PQk

V
RRkPk

V
Qk

R

 

                             RkQPkRRkPkQkPQkR 2112122

2cos
 

                             RQkPQk 211  

ifadesi elde edilir. Buna göre 

2

1

2

12

2

2
1

1
cos

PQkRRkPkQk
Rk   (3.4.14) 
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bulunur. Ayrıca 

3

2

12

2

121

2

2

211212
2

1 VPQkVRRkPkVQkR

RkQPkRRkPkQkPQkR
k  

     

3

2

12

2

121

2

2

21

1

1

VPQkVRRkPkVQkR

RQkPQk
 

bulunur.  

Sonuç 3.4.2 sVsV 22 ,  vektör ikilisi birbirine dik olan,  ve 
~

 eğrileri için Schell 

teoremi geçersizdir. 

Sonuç 3.4.3 sVsV 22 ,  vektör ikilisi birbirine dik olan,  ve 
~

 eğrileri için 

Mannheim teoremi geçersizdir. 

Ġspat: 

sMMs  

                  sOOM  

                              sV
k

s 2

1

1
 

elde edilir. Norm hesaplanırsa 

          
1

2

1

2

1

111

k
V

k
V

k
Ms  

Yine,  

sMMs  

                    sOOM  

                                     sOsV
k

s 2

1

1
 

                   2

1

1
V

k
 

                               2

1

2

1
V

k
V  

                  2

1

2

1
V

k
V  

elde edilir. Norm hesaplanırsa, 
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2

1

22

1

2

1
,

1
V

k
VV

k
VMs  

                                                  
22

2

1

22

1

22

1

2 ,
1

,, VV
k

VV
k

VV
k

 

                                                     

2

1

2 1

k
. 

Benzer Ģekilde, 

sOOMMs  

                           sV
k

s 2

1

1
 

                                    22

1

1
VsV

k
s  

               22

1

1
VV

k
 

             2

1

1
V

k
. 

Yine norm hesaplanırsa, 

2

1

1
V

k
Ms  

             2

1

1
V

k
 

      
1

1

k
. 

Son olarak, 

sOOMMs  

2

1

2

1

11
V

k
sV

k
sMs  

1

1

k
Ms  

bulunur. Buradan 
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1

1

1

1 1

1

1

k
k

k

k

Ms

Ms
 

1

1

1

1

2

1

22

1

2

1

k

k

k

Ms

Ms
 

1
1 2

1

2

1

1 k
k

k
Ms

Ms

Ms

Ms
 

elde edilir ve bu ifadenin sabit olmadığı görülür. 

3.5 sVsV 32 ,  Ġkilisinin Birbirine Dik Olma Durumu 

 
 

ġekil 3.7 

 

sVsV 32 ,  ikilisinin birbirine dik olması durumunda  

sVsVSpsV 212 ,  

olur. Böyle bir durumda  

sVsVsV 22112                                        (3.5.1) 

ifadesi yazılabilir. Buradan  

sVsVsV 212 sincos                                   (3.5.2) 

elde edilir. Burada ġekil 3.7’den yararlanılarak 

sVss 2                                             (3.5.3) 

bağıntısı yazılabilir. Buradan 
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sVssssd 2,                            (3.5.4) 

elde edilir. Diğer taraftan “EĢ. 3.5.3” bağıntısının her iki tarafının s  ye göre türevi alınırsa 

sVsVs
ds

ds
s 22  

3211211 VkVkVV
ds

ds
sV  

322111 1 VkVVk
ds

ds
sV                              (3.5.5) 

bulunur. 

322111 1 VkVVk
ds

ds
sV

ds

ds
s                     (3.5.6) 

elde edilir. Ayrıca “EĢ. 3.5.2” eĢitliğinin her iki tarafı sırasıyla 1V  ve 2V  ile iç çarpıma 

tâbi tutulursa   

121112 ,sin,cos, VVVVVV  

cos, 12 VV                                                 (3.5.7) 

222122 ,sin,cos, VVVVVV  

sin, 22 VV                                                  (3.5.8)   

ifadeleri elde edilir. “EĢ. 3.5.6” ifadesinin her iki tarafı 2V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa 

ds

ds
VV 21 ,  

ifadesi bulunur. Bu ifadede “EĢ. 3.5.7” ifadesi yerine yazılırsa 

cosds

ds
                                                    (3.5.9) 

eĢitliği elde edilir. Buradan ss ,  olmak üzere  

cosds

ds
 

dsdscos  

cdsss cos                                          (3.5.10) 

elde edilir. Buradan  değerinin sabit olmadığı görülür. 
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Sonuç 3.5.1  ve 
~

 eğrilerinin karĢılıklı noktaları arasındaki uzaklık sabit değildir. Bu iki 

eğrinin eğrilikleri için “EĢ. 3.5.6” dan faydalanılarak, 

sVksVsVk
ds

ds
s 322111                      (3.5.11) 

iken “EĢ. 3.5.9” ifadesi bu ifadede yerine yazılırsa 

sVksVsVks 322111
cos

 

sV
k

sVsVks 3
2

211

coscoscos
1  

sV
k

sVsVks 3
2

211

cos
cos

cos
1  

sV
k

sVsV
k

s 3
2

21
1 cos

cos
coscos

       (3.5.12) 

elde edilir. Bu ifadenin s  ye göre türevi alınırsa  

coscoscoscos 1
11

1 k
VV

k

ds

ds
s  

                                       2
33

2
22

coscos
coscos

k
VV

k
VV  

32

2

22

cos

cossin

V
k

kk

ds

ds
s  

          12

1

11

cos

sincos

cossin

V
k

kk

 

           2
1

21 sin
coscos

V
k

Vk  

                          2
2

23211

cos
cos V

k
kVkVk  
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2
1

21 sin
coscos

V
k

Vk
ds

ds
s  

         
12

11

11

2

cossin

coscos

cossin

V

kk

kk

 

             32

22

2

2

2

coscos

cossin

V
kk

kk

 

                       cos
cos

32112
2

2 VkVkV
k

k  

2

2

2

2

11

sincos

coscos

V
k

kk

ds

ds
s  

                                                       12

11

11

2

cossin

coscos

cossin

V

kk

kk

 

                                                       32

22

2

2

2

coscos

cossin

V
kk

kk

 

                                                       1132 coscos VkVk  

ifadesi elde edilir. Bu ifadede “EĢ. 3.5.9” ifadesi yerine yazılırsa   

13

2

1

2

2

11

2

1

2

1

2

2

cos

cos2sin
2

1

coscos

cos2sin
2

1

V
k

kk

kk
s  
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                22

2

2

2

22

1

2

1

2sin
2

1
cos

coscos

V

k

kk

33

22

2

2

22

2

2

2

2

2

cos

coscos

cos2sin
2

1

V

k

kk

kk

 

ifadesi elde edilir. Burada 

3

2

1

2

2

11

3

2

1

2

1

2

2

cos

cos2sin
2

1

coscos

cos2sin
2

1

k

kk

kk
P  

2

2

2

222

1

2

1 2sin
2

1
coscoscos kkk

Q  

3

22

22

22

2

2

2

2

2

coscoscos

cos2sin
2

1

kkk

kk

R  

değerleri alınırsa 

321 RVQVPVs                                           (3.5.13) 

ifadesi yazılabilir. Bu ifadenin s  ye göre türevi alınırsa “EĢ. 3.5.8” ifadesinden de 

yararlanılarak, “EĢ. 3.4.12” ile aynı ifade olan, 

32

22111

cos

coscos

VRQk

VRkQPkVQkPs

             (3.5.14) 

ifadesi elde edilir. s  yay parametresi olduğundan 1s  olmak üzere 
~

 eğrisinin 

eğrilik ve burulması;  

321 RVQVPVs  

sV
k

sVsV
k

s 3
2

21
1 cos

cos
coscos
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32
1

3
1 cos

coscoscoscos
PVRV

k
QV

k
 

                          1
2

2
2

1

coscos
cos QV

k
PV

k
RV  

2
12

1
2 coscoscoscos

cos VR
k

P
k

VQ
k

R  

                      3
1 cos

coscos
VPQ

k
 

3
1

2
12

1
2

1

cos

V
PQk

V
RRkPk

V
Qk

R

           (3.5.15) 

2

1

2

12

2

2 1
cos

PQkRRkPkQk
R  

3

2

1
2

2

12
1

2

222 1
cos V

PQk
V

RRkPk
V

Qk
R

 Diğer taraftan, ,,,det  eĢitliği kullanılırsa; 

32

221

11

3
1

2
12

1
2

cos

cos

cos

,

1

cos,,det

VRQk

VRkQPk

VQkP

V
PQk

V
RRkPk

V
Qk

R

 

                            

RQkPQk

RkQPkRRkPkQkPQkR

21

2112122

2

1

cos

 

ifadesi elde edilir. Buna göre, 

2

1

2

12

2

2
1

1
cos

PQkRRkPkQk
Rk   (3.5.16) 

bulunur. Ayrıca 
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3

2

12

2

121

2

2

211212
2

1 VPQkVRRkPkVQkR

RkQPkRRkPkQkPQkR
k  

     

3

2

12

2

121

2

2

21

1

1

VPQkVRRkPkVQkR

RQkPQk
 

bulunur. 

Sonuç 3.5.2 sVsV 32 ,  Frenet vektör çifti birbirine dik olan,  ve 
~

 eğri çifti için 

Mannheim teoremi geçerli değildir. 

Ġspat: Bu ifadenin ispatı Sonuç 3.4.3 ile aynıdır. 

3.6 sVsV 33 ,  Ġkilisinin Birbirine Dik Olma Durumu 

 
 

ġekil 3.8 

 

sVsV 33 ,  ikilisinin birbirine dik olması durumunda  

sVsVSpsV 213 ,  

olur. Böyle bir durumda  

sVsVsV 22113                                         (3.6.1) 

ifadesi yazılabilir. Buradan  

sVsVsV 213 sincos                                    (3.6.2) 

elde edilir. Burada Ģekilden yararlanılarak 

sVss 3                                               (3.6.3) 

bağıntısı yazılabilir. Buradan 

sVssssd 3,                            (3.6.4) 
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elde edilir. Diğer taraftan “EĢ. 3.6.3” bağıntısının her iki tarafının s  ye göre türevi alınırsa 

sVsVs
ds

ds
s 33  

32211 VVkV
ds

ds
sV                                    (3.6.5) 

bulunur. 

32211 VVkV
ds

ds
sV

ds

ds
s                           (3.6.6) 

elde edilir. Ayrıca “EĢ. 3.6.2” eĢitliğinin her iki tarafı sırasıyla 1V  ve 2V  ile iç çarpıma 

tâbi tutulursa   

121113 ,sin,cos, VVVVVV  

cos, 13 VV                                                   (3.6.7) 

222123 ,sin,cos, VVVVVV  

sin, 23 VV                                                   (3.6.8)   

ifadeleri elde edilir. “EĢ. 3.6.6” ifadesinin her iki tarafı 3V  ile iç çarpıma tâbi tutulursa 

ds

ds
VV 31 ,   

ifadesi bulunur. Bu ifadede “EĢ. 3.6.7” ifadesi yerine yazılırsa 

cosds

ds
                                                     (3.6.9) 

eĢitliği elde edilir. Buradan ss ,  olmak üzere  

cosds

ds
 

dsdscos  

cdsss cos                                          (3.6.10) 

elde edilir. Buradan  değerinin sabit olmadığı görülür. 

Sonuç 3.6.1  ve 
~

 eğrilerinin karĢılıklı noktaları arasındaki uzaklık sabit değildir. 

Bu iki eğrinin eğrilikleri için “EĢ. 3.6.3” bağıntısının her iki tarafının s  ye göre türevi 

alınırsa; 
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sVsVs
ds

ds
s 33  

sVsksVsV
ds

ds
s 2231  

sVsksVsV
ds

ds
s 2231                         (3.6.11) 

iken “EĢ. 3.6.9” ifadesi bu ifadede yerine yazılırsa 

sVsksVsVs 2231
cos

 

2231

coscoscos
VkVVs  

sVsV
k

sVs 32
2

1 cos
coscos

                  (3.6.12) 

elde edilir. Bu ifadenin s  ye göre türevi alınırsa  

coscoscoscos 2
22

2
11

k
VV

k
VV

ds

ds
s  

                            coscos 33 VV  

coscossin
2112

VkV
ds

ds
s  

                                     cossin
cos

223
2

3211 VkV
k

VkVk  

22

2

22

cos

sincos

V
k

kk

 

1
21

2

coscossin
V

kk

ds

ds
s  

                            22

2

2

2

221

coscos

sincoscos

V
kk

kkk
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                                              3

2

2 sin
cos

V
k

 

ifadesi elde edilir. Bu ifadede “EĢ. 3.6.9” ifadesi yerine yazılırsa   

12

2

21

3

2 coscoscossin
V

kk
s  

                      23

2

2

22

2

2

2

2

2

1

coscos

cossincoscos

V
kk

kkk

 

                                     32

22

2 cossincos
V

k
 

13

2

21

2 coscos2sin
2

1

V

kk

s  

                                    23

22

2

2

2

2

2

2

2

1

coscos

2sin
2

1
coscos

V
kk

kkk

 

                                    32

22

2 2sin
2

1
cos

V

k

 

ifadesi elde edilir. Burada 

3

2

21

2 coscos2sin
2

1
kk

P  

3

22

2

2

2

2

2

2

2

1

coscos

2sin
2

1
coscos

kk

kkk

Q  
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2

22

2 2sin
2

1
cosk

R  

değerleri alınırsa 

321 RVQVPVs                                      (3.6.13) 

ifadesi yazılabilir. Bu ifadenin s  ye göre türevi alınırsa, “EĢ. 3.6.9” ifadesinden de 

yararlanılarak, “EĢ. 3.5.14” ile aynı ifade olan, 

32

22111

cos

coscos

VRQk

VRkQPkVQkPs

            (3.6.14) 

ifadesi elde edilir. s  yay parametresi olduğundan 1s  olmak üzere 
~

 eğrisinin 

eğrilik ve burulması; 

321 RVQVPVs  

sVsV
k

sVs 32
2

1 cos
coscos

 

3
2

23

coscoscos
PV

k
RVQV  

                                         121
2 coscos

cos
QVPVRV

k
 

21
2 cos

coscos
cos

V
R

PVQ
Rk

 

                                    3
2 coscos

V
PkQ

 

32212

cos
VPkQVRPVQRk       (3.6.15) 

2

2

22

2

cos
PkQRPQRk  

2

2

22

2

2
2 cos

PkQRPQRk . 

Diğer taraftan, ,,,det  eĢitliği kullanılırsa; 
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32

221

11

32

2

12

cos

cos

cos

,
cos

,,det

VRQk

VRkQPk

VQkP

VPkQ

VRP

VQRk

 

                                    

RQkPkQ

RkQPkRP

QkPQRk

22

21

122
cos

 

ifadesi elde edilir. Buna göre 

2

2

22

21

cos
PkQRPQRkk  

bulunur. Ayrıca 

2

2

22

2

22

2

2

22

2

2112
2

PkQRPQRk

RQkPkQ

PkQRPQRk

RkQPkRPQkPQRk
k

 

bulunur. 

Sonuç 3.6.2 sVsV 33 ,  Frenet vektör çifti birbirine dik olan,  ve 
~

 eğri çifti için 

Mannheim teoremi geçerli değildir. 

Ġspat: 

sMMs  

                  sOOM  

                              sV
k

s 2

1

1
 

elde edilir. Norm hesaplanırsa 

          
1

2

1

2

1

111

k
V

k
V

k
Ms  

Yine,  

sMMs  

                    sOOM  
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                                     sOsV
k

s 2

1

1
 

                   2

1

1
V

k
 

                               2

1

3

1
V

k
V  

                  2

1

3

1
V

k
V  

elde edilir. Norm hesaplanırsa, 

2

1

32

1

3

1
,

1
V

k
VV

k
VMs  

                                                22

2

1

32

1

23

1

2 ,
1

,, VV
k

VV
k

VV
k

 

   

2

11

2 1sin2

kk
. 

Benzer Ģekilde, 

sOOMMs  

                           sV
k

s 2

1

1
 

                                    32

1

1
VsV

k
s  

               32

1

1
VV

k
. 

Yine norm hesaplanırsa, 

32

1

1
VV

k
Ms  

                                           32

1

32

1

1
,

1
VV

k
VV

k
 

             2

2

1

1

k
.   
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Son olarak, 

sOOMMs  

2

1

2

1

11
V

k
sV

k
sMs  

1

1

k
Ms  

bulunur. Buradan 

1

2

2

1

1

1

k

k

Ms

Ms
 

1sin2

1

1sin2

1

1

2

1

22

11

2

1

kk

kk

k

Ms

Ms
 

2

2

1

1

2

1

2

1

1
1sin2

k
kkk

Ms

Ms

Ms

Ms
 

elde edilir ve bu ifadenin sabit olmadığı görülür. 
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