T.C.
USAK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA EGRI CIFTLERI

YUKSEK LISANS TEZI

NIMET ERTURK

Temmuz 2010
USAK



T.C.
USAK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA EGRI CIFTLERI

YUKSEK LISANS TEZI

NIMET ERTURK

USAK 2010



Nimet ERTURK tarafindan hazirlanan 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Egri Ciftleri adli bu

tezin Yiiksek Lisans tezi olarak uygun oldugunu onaylarim.

S \
Yrd. Dog. Dr. Yilmaz TUNCER i eeeeneees o e

Tez Danismani, Matematik Anabilim Dali

Bu caligma, jiirimiz tarafindan oy birligi / oy ¢oklugu ile Matematik Anabilim Dalinda
Yiiksek Lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Dog. Dr. Alaattin AKTAS
Miihendislik Anabilim Dali, Usak Universitesi
Yrd. Dog. Dr. Murat Kemal KARACAN

Matematik Anabilim Dali, Usak Universitesi

Yrd. Dog. Dr. Yilmaz TUNCER

Matematik Anabilim Dali, Usak Universitesi

Tarih: 15.07.2010

Bu tez ile U.U. Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu Yiiksek Lisans derecesini

onamuistir.

Yrd. Dog. Dr. Mustafa YALCIN

Fen Bilimleri Enstitiisii Miidiirii



TEZ BiLDiRiMi

Tez igindeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde edilerek
sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu ¢alismada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

Nimet ERTURK



3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA EGRi CiFTLERI
(Yiiksek Lisans Tezi)

Nimet ERTURK

USAK UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
Temmuz 2010

OZET

Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde, temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, egri ciftlerinin Frenet vektdrlerinin karsilikli olarak lineer bagimli olma

durumlar1 incelenmistir.

Ucgiincii béliimde, egri ¢iftlerinin Frenet vektdrlerinin karsilikli olarak ortogonal olma

durumlar1 incelenmistir.

Bilim Kodu : 53A04

Anahtar Kelimeler : Bertrand egri ¢ifti, Involiit-Evoliit egri ¢ifti, Mannheim egri ¢ifti.
Sayfa Adedi : 102

Tez Yoneticisi : Yrd. Dog. Dr. Yilmaz TUNCER



CURVE COUPLES IN THE EUCLIDEAN 3-SPACE
(M. Sc. Thesis)

Nimet ERTURK

USAK UNIVERSITY
INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
July 2010

ABSTRACT

This thesis consists of three chapters.
In first chapter, basic definition and theorems are given.

In second chapter, the case of mutually linear dependence of Frenet vectors of curve pairs
are studied

In third chapter, the case of mutually orthogonal of Frenet vectors of curve pairs are
studied

Science Code : 53A04
Key Words : Bertrand pairs, Involut-Evolut pairs, Mannheim pairs.
Pace Number : 102

Adviser : Asst. Prof. Dr. Yilmaz TUNCER



TESEKKUR

Calismalarim boyunca degerli yardim ve katkilariyla beni yonlendiren Hocam Yrd. Dog. Dr.
Yilmaz TUNCER’e, manevi destekleriyle beni hi¢bir zaman yalniz birakmayan aileme ve her

zaman bana gii¢ veren esime sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.



ICINDEKILER

Sayfa
OZET oottt i
ABSTRACT ..ottt ettt en sttt n et an et ane s ii
TESEKKUR ...t en s iii
ICINDEKILER. ... .ottt n ettt sttt n et iv

SIMGELER ..o e e es e e e s eeseeseeseeseeseesesesssssssnees VI
L G RIS 1
1.1 TEMEL KAVRAMLAR . ....ce oo oo e e e e et e e et aes e e sresseeeeieeteesaeeeresressans 3

2. EGRI CIFTLERININ FRENET VEKTORLERININ LINEER BAGIMLILIGI... 21

2.1. ‘v{"’ VY ikilisinin lineer bagimli olma durumu..................oo 21
2.2. ‘v{“ ,V/ ikilisinin lineer bagimli olma durumu.................oooeeiiiiiinnnnnne, 28
2.3. ‘v{“ V7 ikilisinin lineer bagimli olma durumu..................oo 34
2.4. ‘v’{ VS ikilisinin lineer bagimli olma durumu..................oo 38
25. ¥,V ikilisinin lineer bagimli olma durumu.....................c..cocvennn.n. 46
2.6. \i{f‘ .V ikilisinin lineer bagimli olma durumu................ccoooiiiiiiiennnn, 55

3. EGRI CIFTLERININ FRENET VEKTORLERININ ORTOGONALLIGI.......... 59

3.1. ‘v{“ V7 ikilisinin dik olma durumu..........coceeceecnecsceceeeeeens 59
32 M7, V/ ikilisinin dik 0IMa dUrUumU..........cccoooeeeeeeiisiessisssssssssssssssssssssssssssssssnn 68
3.3. ‘v{“ LV ikilisinin dik 01ma QUIUMU. ..o 73
3.4. \4; LV ikilisinin dik 0lma QUIUMU.......c..ocverice e 79



3.5. \;{2" .V ikilisinin dik olma durumu

3.6. ‘o{f .V ikilisinin dik olma durumu

KAYNAKLAR

OZGECMIS



SIMGELER

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler, agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

E" Oklid uzay

() I¢ carpim doniisiimii

d Uzaklik fonksiyonu

1 Norm

o Diferensiyellenebilir fonksiyonlar sinifi

K Cisim

T=V, E" de teget vektor

N =V, E" de asli normal vektor

B=V, E" de binormal vektor

K, M c E" de egrilik fonksiyonu

k; N < E" de egrilik fonksiyonu

K, M < E" de burulma (torsiyon)

k; N < E" de burulma (torsiyon)

a E" de parametreyi vektore doniistiiren egri
B E" de parametreyi vektore doniistiiren egri
S o egrisi Uizerindeki parametre

s* [ egrisi tizerindeki parametre

r E" de , a: komsuluguyla verilmis egri
r E" de @,5 : komsuluguyla verilmis egri
\A I' egrisinin teget vektori

V) [ egrisinin asli normal vektori

\A I' egrisinin binormal vektorii

Vi



I' egrisinin teget vektori

r egrisinin asli normal vektorii

r egrisinin binormal vektorii

a egrisine bagh egrilik fonksiyonu
[ egrisine bagl egrilik fonksiyonu
a egrisine bagli burulma (torsiyon)

p egrisine bagli burulma (torsiyon)

vii



1. GIRIS

Optik ¢alismasi i¢inde kullanildig1 bilinen bir involiit egri diisiincesi C. Huygens tarafindan
ortaya ¢ikmustir (1658). C. Huygens daha dogru olgiim calismalari yapmaya calisirken
Involiit egrileri kesfetmistir [14]. 2008 yili igerisinde dejenere alt manifoldlar teorisi
arastirmacilar tarafindan ortaya ¢ikarilmis ve bazi diferensiyel geometri konular1 Lorentz
manifoldlara genisletilmistir. Minkowski uzayinda Involiit-Evoliit egriler detayh
caligtimistir [10]. Ayrica Involiit-Evoliit egri ¢ifti 4-boyutlu Oklid uzayda ve 6zel olarak
G, Galilean uzayinda [6,7] incelenmistir. Diferensiyel geometride E* Oklid uzayinmn bir
diizgiin egrisi i¢in 1iyi biliniyor ki onemli olan bu egrinin tanimlanmasidir. Egrilik
fonksiyonu k;, (egrilik x) ve Kk, (torsiyon veya burulma) diizgiin egrinin sekil ve
dlgiisiiniin belirlenmesinde &nemli rol oynar. Ornegin; Eger k =k, =0 ise egri bir
dogrudur. Eger k, =0 (sabit) ve k, =0 ise egri ki yarigapli bir gemberdir. Eger k;, #0
1
(sabit) ve k, =0 (sabit) ise egri uzayda bir helistir. Diger taraftan egrinin tanimlanmasi ve
siiflamasi egrinin Frenet vektorleri arasindaki bagintiya baghdir. Saint Venant 1845°de
bir egrinin asli normal tarafindan {iretilen yiizey tizerinde olup olmadig1 ve bu asli normale
karsilik gelebilecek baska bir asli normal i¢in ikinci bir egrinin olup olmadigi sorusunu
ortaya atmistir. Bu soru 1850°de J. Bertrand tarafindan yanitlanmistir ve J. Bertrand ikinci
bir egrinin var olmasi ic¢in gerekli ve yeterli kosulun, bir lineer bagint1 ile verilen orijinal
egrinin birinci ve ikinci egrilikleri arasinda sabit katsayr bulunmasi gerektigini
gostermistir. Bu ¢esit bir egri ¢ifti Conjugate Bertrand egri ¢ifti olarak tanimlanmuistir,
cogunlukla Bertrand egrileri ifadesiyle kullanilir. Bertrand egrileri Weingarten
yiizeylerinin bir boyutlu benzeri olarak gbéz Oniine alinabilir. Bertrand cifti bilgisayar
destekli ¢izimler i¢inde kullanilan karsilikli egrilerin 6zel bir 6rnegidir [11]. Diger taraftan
Bertrand ¢ifti belirli metrik o6zeliklerle ifade edilen direkt izdiisiimsel baginti1 olarak
tanimlanabilir. Ayrica Bertrand egri ¢ifti 6zel olarak G, Galilean uzayinda incelenmistir
[8]. Yine W. K. Schief tarafindan Razzaboni yiizeyleri ve Bertrand egrilerinin
integrallenebilirligi lizerine ¢alismalar yapilmistir [12]. Bir baska benzer egri ¢ifti olarak

Mannheim egri ¢ifti tanimlanmistir. Bu egri ¢ifti  ve S uzay egrileri arasinda bir baginti



olusturur. o egrisinin asli normal dogrusu ile S egrisinin binormal dogrusu arasindaki

lineer baglantidir. Liu ve Wang tarafindan Mannheim egri ¢ifti izerine Minkowski-3 ve

~

Oklid-3 uzaylarinda ¢alismalar yapilmistir [4,9,13]. Bu ¢alismada, olusturulan T ve T’
edri ciftlerinin 6zel birer egri belirtip belirtmedigi arastirilmis ve Involiit-Evoliit, Bertrand,

Mannheim egri ¢iftleriyle olan iliskileri incelenmistir.



1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanmmm 1.1.1 V bir reel vektor uzayr olsun. V iizerinde bir i¢ ¢arpim diye asagidaki
aksiyomlar1 ile tanimlanan bir
(y:VxV > IR
dontisiim(reel degerli fonksiyon)iine denir ve degeri, u,v eV olmak lizere (u,v) seklinde
gosterilir.
(i) Simetri aksiyomu:
u,vy={v,uy, Yu,veV.
(i1) Bilineerlik aksiyomu:
(cu,v) =c{u,vy={u,cv), VvcelR, Yu,veV,
U, +u,,v) =U,,v)+{U,,v), VveV,
U, v, +V,) =U, v, ) +{U,v, ), YueV.
Bu aksiyom kisaca
(au, +bu,,v) =adu,,vy+bu,,v)
(u,av, +bv,) =adu,v,)+b{u,v,)
seklinde de yazilabilir.
(iii) Pozitif tanimlilik aksiyomu:
u,uy=>0, YueV,
(u,uy=0=u=0 [1]
Tamm 1.1.2 V bir kompleks vektdr uzay: olsun. V vektor uzay: lizerinde bir i¢ carpim
diye asagidaki aksiyomlari ile tanimlanan bir
(Y VxV =11
dontistim(kompleks degerli fonksiyon)iine denir ve degeri, u,veV olmak iizere (u,v)
seklinde gosterilir.
(1)’ Hermit aksiyomu:
u,vy=(v,u),vu,vev,
burada (/ kompleks eslenigi gostermektedir.

(i)’ Bilineerlik aksiyomu:



{cu, vy =c{u,vy, cell;
(U, eV = c{U, VY,
Uy +U,,v) =U,;, V) +U,,V),
U,V +V,) =AU,V ) +U,V,).
(ii1)’ Pozitif tanimlilik aksiyomu:
{u,u) reeldirve >0
uuy=0<=u -0 [1].
Tanmm 1.1.3 IR" de bir u vektoriiniin uzunlugu veya boyu ||u|| ile gosterilir ve U Yya
karsilik gelen AB yonlii dogru pargasinin uzunlugu olarak alinir. Eger AB =CD ise AB
ve CD yonli dogru parcalarinin ayni uzunlukta olduklar1 agiktir. ||u|| = \/m olarak
tanimlanir ve bu degere U vektoriiniin normu da denir [1].
Tamm 1.1.4 Normu 1 olan vektore bir birim vektor denir. Eger x #0 ve y =0 iken
(X,y) =0 ise bu iki vektore birbirlerine ortogonaldirler denir. Sifirdan farkli vektorlerin

bir S ciimlesinde herhangi iki vektor birbirine dikse bu S ciimlesine ortogonaldir denir.
S ortogonal iken S deki her bir vektor birer birim vektor ise S ye ortonormal denir [1].
Tamim 1.1.5V ve W ayn1 bir K cismi iizerinde tanimlanan iki vektor uzay1 olsunlar. Bir

AV 5>W
doniisiimil igin asagidaki iki aksiyom saglaniyor ise bu doniistime lineerdir denir.
() AG+p=ACAG, Va,feV;
(i) A€x =cA€ , VceK.
Bir lineer doniisiime bir homeomorfizm de denir [1].
Tanim 1.1.6 Eger

AV 5>W
lineer doniisiimii birebir ve lizerine (6rten) ise bir lineer izomorfizm olarak adlandirilir [1].
Tammm 1.1.7 Kcismi iizerindeki vektor uzaylarindan biri V olsun. V vektdr uzayinin
elemanlarinin bir dl,az - climlesi i¢in

k -~
D ca =0, {<i<k = V¢, =

i
i=1



ise bu ciimleye lineer bagimsiz aksi halde lineer bagimhidir denir [1]. Diger bir ifadeyle,

eger a,,,,..., &, lineer bagimli ise

olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan c,,C,,...,C, € K vardir. V vektdr uzaymnda sifir
olmayan p tane X,,X,,..., X, vektorlerini alalim.

CiX +CyX, +..+Cp X, =0
olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan p tane c,,c,,..., C, sayisini bulmak imkansiz ise,

bu vektorlerin p -inci dereceden lineer olarak bagimsiz bir sistem meydana getirdikleri
sOylenir. Aksi halde, verilen p vektdrden ibaret olan sisteme lineer olarak bagh denir.
Lineer olarak bagli sistem ile lineer olarak bagimsiz sistem ifadelerinin yerine, sdyleyisi
kisaltmak maksadiyla bazen bagl sistem ve serbest sistem ifadeleri kullanilir [1].
Tamm 1.1.8 Bir vektor uzaymin bir S alt climlesi asagidaki iki 6zelige sahipse V vektor
uzaymin bir bazt adini alir [1].
B1l. S lineer bagimsizdir.
B2. V =5p § :, yani ¢ €V elemant S deki sonlu sayida elemanin bir lineer birlesimidir.
Bu ikinci aksiyoma baz i¢in Germe aksiyomu denir [1].
Tanmm 1.1.9 Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi istiinde bir vektér uzayr V
olsun. Asagidaki onermeleri dogrulayan bir

f:AxXA->V
fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir:
(Al). VP,QReAicin f€,Q+fQR=f@R
(A2). VPe A ve VaeV igin f P,Q:: a olacak bigimde bir tek Q € A noktas1 vardir
[2].
Tanimdaki (Al) Onermesinin anlami aciktir. (A2) Onermesinin biraz daha agiklanmasi
gerekirse denilebilir ki “A da bir P noktast ve V de bir « vektorii verildiginde,
f P,Q:= a olacak bicimde A ciimlesinin en az bir Q noktasi vardir”. Bir bagka deyisle,
A da bir nokta tespit edildiginde V vektor uzayinin vektorleriyle A ciimlesinin geri kalan

noktalar1 arasinda birebir bir esleme ger¢eklesmis olur. P, Q€ A igin f P,Q: vektori



genellikle fP,Q:: % bi¢ciminde gosterilir ve P ye baslangic, Q ya da u¢ noktast
denir [2].
Tamim 1.1.10 Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzay1 da V olsun. V de bir i¢

carpim islemi olarak

(Y:V xV - IR

&y > (x y>=ixi Yi

i=1
Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da bir uzaklik ve ag1 gibi metrik

kavramlar tanimlanabilir. Burada X = €,..., X, :, y=€,,....Y, : Boylece A afin uzay1 da

yeni bir ad olarak Oklid uzayr adin1 alir. Ornek 1.1.1°de verildigi gibi A= IR" ve V = IR"
olmasi hali esas almir ve ayrica A= IR" Oklid uzayi, standart Oklid uzay1 anlaminda
digerlerinden fark etmesi igin, E" ile gosterilir [2].

Ornek 1.1.1 1-Boyutlu Standart Oklid Uzay1.

Reel sayilar ekseni olarak simdiye kadar duyulan say1 dogrusu ele alinirsa. Bu dogru, reel

sayilar cismi (kendi iistiinde bir boyutlu reel vektor uzayidir) ile birlestirilmis IR afin
uzayidir. Ayrica bu vektor uzayinda

(y:IRxIR—>IR
€y > 6=y
seklinde tanimlandig1 icin IR" afin uzay1 1-boyutlu Oklid uzay: olur ve E ile gosterilen bu
uzaya Oklid dogrusu da denir. Burada x = €_, y= ¢ _[2].
Ornek 1.1.2 2-Boyutlu Standart Oklid Uzay1.

Reel diizlem olarak simdiye kadar duyulan diizlem ele alinsin. Bu diizlem,

2-boyutlu reel standart vektdr uzayi ile birlestirilmis IR? afin uzayidir. Ayrica bu vektor

uzayinda Oklid i¢ carpimi da
():IR*xIR? > IR

((! y:_) <X! y> = in yi

seklinde tamimlandigindan IR? afin uzay1 2-boyutlu Oklid uzay1 olur ve E? ile gosterilen

bu uzaya Oklid diizlemi de denir. Burada x = &, x, , y= €.y, [2].



Ornek 1.1.3 3-Boyutlu Standart Oklid Uzay1.

3-boyutlu standart IR? ile birlestirilmis IR® afin uzay1 ele alinsm. Bu IR® vektor

uzayinda Oklid i¢ carpimi
()IR*xIR®* > IR

((! y:_) <X! y> = in yi

bi¢iminde tanimlanir. Burada X = €, X,, X, :, y=€.,,Y,,Y : Boylece IR® afin uzay1 3-

boyutlu Oklid uzayr olur ve E°® ile gdsterilir. Bu uzay, simdiye kadar duydugunuz 3-
boyutlu Oklid uzayinimn kendisidir [2].
Tamm 1.1.11

d:E"xE" > IR

¢y >d&y = M = ,/iZ;] G -x_

olarak tamimlanan d fonksiyonuna E" Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d €, y: reel

sayisinada X,y € E" noktalar1 arasindaki uzaklik denir [2].
Tamm 1.1.12
d:E"xE" > IR
¢roe i

bigiminde tanimlanan d fonksiyonuna E" de Oklid metrigi denir [2].

Tamm 1.1.13 E" de sirah bir B , P, ,P,,..., P, nokta n+1- lisine IR" de karsilik
gelen EBP ,PP,,..., PP, ~ vektdr n-lisi, IR" icin bir ortonormal baz ise
R .,P,P,,..., P, sistemine E" uzaymn bir dik catist veya Oklid catist denir [2].

Ornek 1.1.4 E" de
E,=0,...,0 E,=¢,0,...,0,...,E,=0,0,...,01

noktalari bir dik cat1 olustururlar. Gergekten,

_—

(E,E E.E;)=0;.
Dolayisiyla ao E,,..., E,E, sistemi IR" vektor uzayi i¢in bir ortonormal bazdir [2].
Tamm 1.1.14 E" deki §, , E,,..., E, catisina standart Oklid ¢atist denir [2].



Ornek 1.1.5 E? de

P, = €.a, , P, =€ +cosd,a, +sind , P, = € —sind,a, +coso _
noktalari, V &, , a, , @ € IR i¢in bir dik ¢at1 meydana getirirler. Ciinkii, (ﬁ,ﬁ) =9

ve dolayisiyla aﬁ , PP, , vektor sistemi IR® vektdr uzayu icin bir ortonormal bazdir [2].

Tamm 1.1.15 E" de bir X noktasinin E" deki Standard Oklid Catisina gore ifadesi;
EoX =Y % EE; .
i=1

Buradaki
X, :E" > IR, 1<i<n,

fonksiyonlarina X noktasiin Oklid koordinat fonksiyonlart ve % , X, ,..., X

o, strali

ve reel degerli fonksiyonlar n-lisine de E" uzayinin Oklid Koordinat Sistemi denir [2].
Tammm 1.1.16 X bir ciimle olsun. X in alt ciimlelerinin bir koleksiyonu 7 olsun. 7

koleksiyonu asagidaki onermeleri dogrularsa X {izerinde bir topoloji adini alir.
(T1). X, per,

(T2). VA,LA, et=ANA e,

(T3). Aer,iel, UA' ET.

iel
Burada (T1) ve (T2) onermelerinin anlamlar1 agiktir. (T3) Onermesinde | bir indeks
climlesidir [2].

Ornek 1.16 IR" = IRx IRx..xIR= %= €,...,x, ] x e IR, 1<i<n

afin uzaymda V x,y € IR" i¢in d €y = ’Z ¢, —x, > olarak tammlanan metrik, bir
=

topolojidir. Gergekten, bu halde X = IR". IR" uzayinin alt ciimlelerinin bir koleksiyonu 7

ise (T1) ve (T2) aksiyomlarinin dogrulandig agiktir. Gergekten 7 koleksiyonu IR" in
A=B (= VeIR"|d&yxs

biciminde tanimlanabilen agik alt climlelerinin bir koleksiyonu olarak alinirsa

g IR", IR" < IR" ve IR", ¢ €7 olur. Ayrica iki agik alt climlenin arakesiti de bir agik
alt cimledir. (T3) aksiyomunun dogru oldugu “sonlu sayida agik alt climlelerin birlesimi

de bir agik alt ciimledir” gergeginden goriilmektedir. IR" uzayinda d metrigi tanimlandigi



zaman R" , d: ikilisi E" ile gosterilir. Demek oluyor ki E" n-boyutlu Oklid uzayindaki
metrik ile E" de bir topoloji tanimlanmig olur [2].
Tamim 1.1.17 Bir X ciimlesi ve tizerindeki bir 7 topolojisinden olusan Q(,z': ikilisine bir
topolojik uzay denir [2].
Ornek 1.1.7 E" Oklid uzay1 bir topolojik uzaydir. Ciinkii iizerinde taniml1 olan metrik ile
daima bir 7 topolojisine sahiptir [2].
Tamm 1.1.18 X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir

f:X->Y
fonksiyonu siirekli ise ve f ™ tersi var ve f ™ de siirekli ise f ye X den Y ye bir
homeomorfizm (topolojik doniisiim) denir. f bir homeomorfizm oldugu zaman X ile Y
uzaylarina da topolojik olarak denktirler veya kisaca homeomorfiktirler denir [2].
Tamim 1.1.19 X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farkli noktalar1 i¢in, X de,

sirast ile, P ve Q noktalarmi igine alan A, ve A, agik alt climleleri A, N A, = ¢ olacak

bigimde bulunabilirse X topolojik uzayina bir Haussdorff uzay: denir [2].
Ornek 1.1.8 E", n-boyutlu Oklid uzay1, bir Haussdorff uzayidir. Gergekten E" de farkh
iki P, Q noktalar1 igin A, ve A, gibi biri P noktasini digeri de Q noktasini iginde

bulunduran iki agik alt climle bulmak miimkiindiir, dyle ki A, " A, =¢ olsun. n=1,

n =2 ve n =3 halleri i¢in bu kolayca izlenebilir [2].
Tamm 1.1.20 M bir topolojik uzay olmak lizere M icin asagidaki onermeler dogru ise
M bir n-boyutlu topolojik manifold(veya kisaca topolojik n-manifold)dur denir;
(M1). M bir Haussdorff uzayidir.
(M2). M uzayinin her bir agik alt ciimlesi E" e veya E" in bir agik alt climlesine
homeomorftur.
(M3). M sayilabilir ¢oklukta agik climlelerle ortiilebilir [2].
Tammm 1.1.21 E" de bir a¢ik alt ciimle U olmak tizere bir
f:U—>IR
fonksiyonunun k-inci mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler

f fonksiyonuna C* sinifindan (k. siniftan) diferensiyellenebilirdir denir. Ozel olarak f

sadece siirekli ise C° simifindandir denir. U iistiinde tanimli C* sinifindan fonksiyona U

iisttinde bir o-form adi verilir [2].



Ck (J,R:: ﬂ | f:U—>IR :ve f fonksiyonu C* smifindan,
C*U,R= §|feC‘U,IR), kelIN .

Tanmmm 1.1.22 E" deki bir agik alt ciimle U olduguna gore bir
w:U—>E"
u—>@€ ¢ fLG,. f, ¢

fonksiyonu verildiginde biitin f, koordinat fonksiyonlari i¢in

f,eC*€" IR, 1<i<m,

veya
L"'EEH W Em
f=xir:+ly %
IR
Sekil 1.1.1
f.=xXoweC"U,IR_
ise
weC Q.E"
denir.

C"Q,E" = ¥ |weC*C,E" JkelN [2].
Tanmmm 1.1.23 U ve V ,sirasiile E™ ve E" de birer agik alt climle olsunlar. Bir
U -V
x>y €= €€, €

fonksiyonu i¢in biitiin

f.:U—>IR
koordinat fonksiyonlar1 C* sinifindan iseler
weC @V :
denir.

C*UV = ¥ |weCUV VkelN
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f, fonksiyonlarma y fonksiyonunun Oklid koordinat fonksiyonlart denir [2].
Tamm 1.1.24 M bir n-boyutlu topolojik Manifold ve U da E" in bir agik alt cimlesi
olsun. O zaman “Tanim 1.1.18” geregince U bir v homeomorfizmi ile M nin bir W agik
alt cimlesine eslenebilir.

w:UcE">WcM
¢,W _ikilisine M de bir keordinat komsulugu veya harita denir. ueU icin @ M
ve

vl =€€,..x, €, x,€=IR, 1<i<n.

Uee?l SswWeM
1

Sekil 1.1.2

Burada X, € _reel sayisina € _g M noktasinim i-inci koordinati ve
u,:U > IR
fonksiyonuna da u noktasinn i-inci Oklid koordinat fonksiyonu denir.
X, =U o W > IR
fonksiyonuna W ciimlesinin i-inci Oklid koordinat fonksivonu denir [2].
Tamm 1.1.25 V vektor uzay ile birlesen bir afin uzay A olsun. P e A ve veV icin

(’,\*/1 siralt ikilisine A afin uzaymin P noktasindaki bir tanjant vektori denir [2]. Afin
aksiyomlar geregince her bir (’,\7’ tanjant vektoriine bir tek Q € A noktas1 karsilik gelir,

oyle ki P_(j —V. Buna gore, A afin uzayinda iki nokta verildiginde, bu noktalarin birisi

baslangi¢ noktasi olmak iizere, bir tanjant vektor tek tiirlii belli olur. Fiziksel olarak kuvvet,

tatbik noktasi ile birlikte bir tanjant vektordiir. Gergekten, kuvvet olarak yercekimi kuvveti
[S secilirse yeryiiziinde bir nokta P olduguna gore (’ l_f ikilisi bir tanjant vektor olur.

A afin uzaymm P e A noktasindaki tanjant vektorlerin ctimlesi T, P: ile gosterilir. O

halde,

11



T,€ = "K’\?J veV veyaT, € = R }V.
- - -
Buna gore (3,V T € _tanjant vektorii v, ile gosterilir.
A afin uzayinda bir afin cat1 H§, P,P,..., P olduguna gore \7p eTAP: igin
\7p :FQ ise
\7P = ﬁj = Z}‘i P—Pu
i=1

olmak {iizere, \7p vektori (li,ﬂq,...,ﬂh: sirali n-lisine karsilik gelir. Bu sirali n-liye \7p

tanjant vektoriiniin koordinatlar: denir ve

Vo = €, Ay L

seklinde gosterilir [2].

—

n. eksen /\"p

P

—
v

1. elcsen

Sekil 1.1.3

Tamm 1.1.26 M bir manifold ve M de bir komsuluk V olsun. Bir P €V noktasindaki

tanjant uzay T, € olsun. V komsulugunun biitin P noktalari iizerindeki tanjant

uzaylarin birlesimi U T, (’: ile gosterilsin. Bir
Pev

7:UT, € >V

Pev

doniisimii V t, €T, (’: tanjant vektori i¢in 77 €, :: P bi¢ciminde tanimlansin. O zaman

V' komsulugu {izerindeki bir vektor alan1 tanimlanabilir. V < M {izerindeki bir vektor

alani operatori

X:Vo>UT, €

Pev

bi¢iminde bir fonksiyondur, dyle ki

12



roX=1:V->V
doniistimii bir 6zdeslik fonksiyonudur [2].
Tamm 1.1.27

x:IR*xIR® - IR®

.5 > axp=y s
seklinde tammli X i¢ islemine vektirel ¢arpim islemi ve ax f vektorine de « ile
egrilerinin vektorel ¢arpimi denir [2].
Tanmm 1.1.28 |, IR" uzaymnin bir agik aralig1 olmak fizere,

a:l —>IR"

bigiminde diferensiyellenebilir bir & doniistimiine, IR" uzay iginde bir egri denir [5].
Tamm 1.1.29 E" de bir M egrisinin (,a: ve @, 5 : iki koordinat komsulugu verilsin.

h=a"cpB:J >
diferensiyellenebilir fonksiyonuna M egrisinin bir parametre degisimi (daha dogrusu M

egrisinin | cimlesindeki parametresinin J deki parametre ile degisimi) denir [2].
(Sekil 1.1.4)

Bls)=a(t)

Sekil 1.1.4

Tamm 1.1.30 E" de M egrisi €,o  koordinat komsuluguyla verilsin. a:1 —E"

fonksiyonunun Oklidiyen koordinat fonksiyonlar1 &, c, ..., &, olmak iizere

G .o, : a(:e M

)

ve

da,

dt

yreny

2| 9%
a(;(m

t
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(x(;a’(::e T, (: tanjant vektoriine, M egrisinin t e | parametre degerine karsilik
gelen a(: noktasinda a: koordinat komsuluguna gore hiz vektérii denir [2].
Tamm 1.1.31 M c E" egrisi verilsin. M egrisinin me M noktasindaki tanjant uzay:
diye, meM noktasinda M egrisinin hiz vektorlerini igine alan T,, €0 =V € vektor
uzayina denir. me M secilmis bir nokta olmak tizere, E" uzaymn T,, (n: ile birlesen alt
afin uzayina da, M egrisinin m € M noktasindaki teget dogrusu denir [2].
Tamm 1.1.32 M c E" egrisi (,a: koordinat komsulugu ile verilsin.

le]: 1> IR
o

Gl (]

seklinde tamml |o/| fonksiyonuna, M egrisinin €, o koordinat komsuluguna gore

t—|

skalar hiz fonksiyonu ve ||a’(][ reel sayisina da M egrisinin (,a: koordinat

komsuluguna gore o (: noktasindaki skalar hizi denir [2].

Tanmm 1.1.33 M egrisi (,a: koordinat komsuluguyla verilmis olsun. Eger V s e | igin,
||a’6][: 1lise M egrisi (, a: ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda, egrinin s € |
parametresine yay-parametresi adi verilir [2].

Tanim 1.1.34 M egrisi (,a: koordinat komsuluguyla verilmis olsun. a,b el olmak
iizere, a dan b ye M egrisinin yay wzunlugu diye, egrinin « € ve a @ _ noktalar:

arasindaki uzunluguna karsilik gelen

b

J

a

a'(l[dt, tel

reel sayisina denir. Kolayca goriilebilir ki bu deger koordinat komsulugundan bagimsizdir.

Tamim 1.1.35 Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir
[2].

Tanmm 1.1.36 M c E" egrisi (,a: koordinat komsuluguyla verilsin. Bu durumda,

W= 6',0(”,..., aC: sistemi lineer bagimsiz ve Va“:, k >r i¢in a%e Sp 1

olmak tizere, y den elde edilen \«;{1 s V " ortonormal sistemine, M egrisinin Serret-

r

Frenet r-apakli alani ve meM igin W (n:, YA (n: ye ise meM noktasindaki

Serret-Frenet r-ayaklist denir. Her bir V,, 1<i<r ye Serret-Frenet vektorii ad1 verilir
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[2]. n=3 o6zel halinde, E® 3-boyutlu Oklid uzaymnda Frenet iki ayaklis1 ve Frenet 3-
ayaklis1 elde edilir. Bu 6zel halde Frenet 3-ayaklisinin tegkili, vektorel ¢carpim (dis ¢arpim)

ile basitlestirilebilir. Bu 6zel halde; M egrisi (,a: koordinat komsulugu ile verilmis ise

s € | yay parametresi olmak iizere,

ve

olsun. Bu durumda, T€ =V,€ ve N€ =V,€ . Gergekten, se| yay parametresi
oldugu i¢in,
|a'61[:1
:(a"la’t§:1
:(a"ja”(}zo
=V, € =S, 4"€_5S, §€_.

Bu ise yukarida V, € ve V, € _icin verilen esitlikleri dogrular. Buna gore

B=TxN

tanimlanirsa, B G} V, G: oldugu goriiliir. Boylece,

R¢_N€_BE_
sistemine, o€ _noktasinda, M egrisinin Frenet-3 ayakhs: denir [2]. Burada T € =V, €
egrinin teget vektorii, N€ =V, € egrinin asli normal vektorii, B€ =V, €  egrinin
binormal vektori adin alir [2].
Tamm 1.1.37 sel icin, B G:, N G: kiimesinin gerdigi diizleme, aﬁ: noktasindaki
dokunum diizlemi veya oskiilator diizlem denir. §€ , B€ _ kiimesinin gerdigi diizleme,
€ noktasindaki dogrultma diizlemi veya rektifyen diizlem denir. ¥ € B€
kiimesinin gerdigi diizleme, at: noktasindaki dik diizlem veya normal diizlem denir.

Frenet formiillerindeki katsayilar matrisi olan

0 x 0
-k 0 7
0 -7
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matrisi ters simetrik bir matristir [5].

Tanmm 1.1.38 M c E" egrisi (,a: koordinat komsuluguyla verilsin. se | ya karsilik

gelen « 6: noktasindaki Frenet r-ayaklisi

olsun. Buna gore,

Y€ ...,V €

ki.:1 > IR, 1<i<r,

sk €=V, €V

+1‘E

bi¢iminde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i-inci egrilik fonksiyonu ve s el igin

k; € recl sayisina da o€ noktasinda M egrisinin i-inci egriligi denir [2].

Tamm 1.1.39 n=3 igin E® de bir egrinin iki tane egriliginden bahsedilebilir. Bunlar k,

ve k, olmak tizere k; egrinin egriligi, k, de egrinin burulmasidir. k; egriligi egrinin

tegetten ne kadar saptigmin Olgiisiidir. k, egriligi de egrinin oskiilatér diizlemden

sapmasinin dl¢iisiidir [5].

Ayrica W GIVZ 6:, SAYA 6: Frenet-r ayaklisiin V, €  Frenet vektorlerinin egri

boyunca kovaryant tiirevleri ile ilgili esitlikler

T
Ve
A

Vr’—2
Vr,—l
L Vl’l .

seklinde yazilabilir. Buna gore

1) Vl":: k, ‘E/Z ‘:

2) Vi":= _ki_l ‘S/i—l ‘:"‘ ki ‘ym ‘;1 <i<r,

0
—k,
0

0
0
0

3)V, €=k €V, €

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklere Frenet formiilleri denir. r =3 6zel halinde

yukaridaki matris esitligi

ky
0
—k,

0
k2
0

o . ..
o . ..
o . ..

o
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vV To k 0]V TT 70 k O[T
V/|=|-k, 0 Kk, ||V,|veya|N'|=[-k, 0 Kk ||N
V.| | 0 -k, 0]V, B| |0 -k, 0||B

seklinde olur [2].
Teorem 1.1.1 Egrilik fonksiyonlari,

M}M

o’ €T

~ det€'€ "€ 2" €_

k, € = ——— = [3].
o €2 €]

Tamm 1.1.40 «:1 — IR ve y:J — IR" egrileri verilsin. «€, =y €, _ oluyorsa, y

egrisi, a egrisine, « €, : noktasinda sifirinct basamaktan degiyor denir.

a€, =€ _ve '€ =7 € oluyorsa, y egrisi,  egrisine, €, noktasinda birinci

basamaktan degiyor denir. €, =y € '€, =y’ € "€ =7"¢

oluyorsa, y egrisi, a egrisine, o €, noktasinda ikinci basamaktan degiyor denir.
0“0::7‘03 0‘"0::7’(03 SRR 0‘«:‘0::7((:‘0:

oluyorsa y egrisi, a egrisine, o €, noktasinda k-inci basamaktan degiyor denir [5].

Tanim 1.1.41 o :1 — IR® egrisinin egrilik fonksiyonu x olmak iizere, % fonksiyonuna

egrinin egrilik yaricapt fonksiyonu denir [5].

Tamm 1.1.42 o : | — IR® birim hizli egrisine « €, _ noktasinda ikinci basamaktan degen

y ¢emberine, « egrisinin, « 60: noktasindaki egrilik ¢emberi denir. Bu c¢emberin

merkezine, o ‘o: noktasina iligskin egrilik merkezi denir. a(o: noktasina iligkin egrilik

merkezinden gegen ve B, vektoriine paralel olan dogruya « 60: noktasina iliskin egrilik

ekseni denir [5].
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Sekil 1.1.5

Teorem 1.1.2 Birim hizli olmayan bir
a:l —>IR®

egrisinin €, _ noktasindaki egrilik merkezi o €, F p€ N €, noktasidir [5].
Tanimm 1.1.43 M c E" egrisi (,a: koordinat komsulugu ile verilsin. ¥ se | i¢in a’t:
hiz vektori, bir U sabit vektorii ile sabit ag1 teskil ediyorsa, M ye bir egilim cizgisi ve
Sp Y yada M egilim ¢izgisinin egilim ekseni denir. Burada yalniz, n =3 6zel hali i¢in
egilim ¢izgisi olma 6zelligi karakterize edilecektir [2].
Tanmm 1.1.44 M c E" egrisi (,a: koordinat komsulugu ile verilsin. V s € |
parametresine karsilik gelen o€ =M noktasinda M egrisinin 1. ve 2. egrilikleri k, € ve
k, € ise

H:l1 > IR

~ k€
Tk €

seklinde tanimli H fonksiyonuna, M egrisinin S noktasindaki 1-inci harmonik egriligi

s—>Hé€

. k . ~
denir [2]. Eger k—l = sabit ise o€ _egrisi helistir [3].
2

Tanim 1.1.45

a:'lcIR>E?
t - o = €cost,rsint,ht

ile verilen bir o egrisi i¢in r>0. « egrisinde h>0 ise sag dairesel helis ve h <0 ise
sol dairesel helis denir. Dairesel sozii egrinin €, y: diizlemi iizerindeki dik izdiisiimiiniin

bir cember olmasindan ileri gelmektedir [3].
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Teorem 1.1.3 M c E" egrisi (,a: koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,
M bir egilim gizgisidir < V se | igin H € _ sabittir [2].
Tamm 1.1.46 M,N c E" iki egri olsun. M ve N sirasiyla (,a:, (,,B: koordinat

komsuluklariyla verilsin. o€ ve € noktalarinda M ve N egrilerinin Frenet r-
ayaklilari, sirasiyla,
M€ ..., V. € ve N € ...,V €
olmak iizere,
vV, €.V, €3=0

ise Nye M egrisinin involiitii, M ye de N egrisinin evoliitii denir [2].

a(s) ¥y (s)
Bls)
_—--.______-
}{/1 N nin evoliitii
Vz (s) (Mebsut) )
V(s)
N
M nin involiti
(basiti}

Sekil 1.1.6

Tanim 1.1.47 M,N c E" egrileri sirasiyla (,a':, .z : koordinat komsuluklar1 ile
verilsin. s e | yakarsilik gelen «€ =M ve € =N noktalarmda M ve N egrilerinin
ME .. V€IV E . V€

Frenet r-ayaklilar1 verildiginde V s e | icin
%€V, €
lineer bagiml ise €41, N : egri ikilisine bir Bertrand cifti denir [2].
Tamm 1.1.48 Bir vektdrel carpim "A" ve bir i¢ ¢arpim (,) ile birlikte ii¢ boyutlu Oklid
uzay E? ile ifade edilsin. ', T':1 — E® en az dordiincii dereceden tiireve sahip iki egri

olsun. Eger I" ve r egrilerinin karsilikli noktalarinda, I egrisinin asli normal dogrusu r
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egrisinin binormal dogrusuyla ¢akisik (lineer bagimli) olacak sekilde bir baglanti
bulunabiliyorsa I' egrisine bir Mannheim egri r egrisine de I' egrisinin ortak
Mannheim egrisi denir. 1% T :giftine bir Mannheim cifti denir [4].

l% T sirastyla 05: ve a*: koordinat komsuluklariyla verilen ve yay parametreleri

yine sirasiyla S ve s° olan Mannheim egri ¢ifti olsun. I'egrisi Mannheim egrisi ve r
egrisi de, I' egrisinin ortak Mannheim egrisidir. I boyunca Frenet c¢ati alam

V€ V,€ .V, € . o€ icin V, € tanjant vektor alani, V, € normal vektor alani ve

V, € _binormal vektor alanidr.

Sekil 1.1.7
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2. EGRI CIFTLERININ FRENET VEKTORLERININ LINEER
BAGIMLILIGI

Bu béliimde T" ve T iki egri olsun, I' ve r sirasiyla T': (,a: ve T': (),ﬂ: koordinat
komsuluklariyla verilsin S ve s yay parametresi olmak {izere 0{6: ve s € : noktalarinda
Cvel egrilerinin Frenet-3 ayaklilar1 sirasiyla

WGV €V Cre W E SV €SV €
olmak {izere bu egriler arasinda b{“ ¢ V/ (: , \){“ ¢ V/ ‘: , V{“ ¢ V/ (*: ,
‘v{“ 6: v/ ‘: , \%" 6: v/ (: , V{;‘" 6: v/ ‘: ikililerinin lineer bagimli olma
durumu incelenecektir.

2.1 W  PAVAX § : ikilisinin Lineer Bagimh Olma Durumu

vP it
S

Sekil 2.1

Sekil 2.1 den

0B€ =0a €V €

BE =o€V € 2.1.1)
olmak iizere W* ¢ v/ (: lineer bagiml oldugundan V,” € = &V,” ‘: yazilabilir. Bu

egriler sirastyla I' ve T ile gosterilmis olsun. Burada
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VoV Y=g =11 (2.1.2)

ve s, s" sirastyla I' ve r egrilerinin yay parametreleridir.

Sekil 2.1°den yararlanilarak
V€V € Y=V €V € Y= €V € Y=V €V € y=0 (2.13)

esitlikleri yazilabilir. Dolayisiyla @ = (S) donme agis1 olmak tizere,

V) =cosV, —sineV,*
_ (2.1.4)
VS =sinV,” +cosV,”
ve buradan da
VS =cosV/ +sinV/
_ (2.1.5)
VS =—sineV,/ +coseV/

donme denklemleri olusturulabilir.

Sekil 2.2

I'vel egrilerinin karsilikli noktalar1 arasindaki uzaklik
-~ L W o
d¢ €. s€ _=|s€ - a€]=|v, €]=2 (2.1.6)
seklinde elde edilir. Diger taraftan, “Es. 2.1.1” in her iki tarafinin S ye gore tlirevi alinirsa
B € % =o' € AV € F AV €

*\ds* ,\ o ~ a ~, a ~
v/ € ks G2V, € k] €V, €_ (2.1.7)

bulunur. “Es. 2.1.7” in her iki tarafi V" (: ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa,
* N, g \dS* ' o eV BN a o 2P BN
<V1ﬂ ‘ ’/Vz G)E = ‘+ﬂv 3/1 ‘}/2 ‘)—'_ﬂ’kl 63/2 ‘}/2 ‘)

“Es. 2.1.3” in 2. esitligi kullanilarak,
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Ak =0
elde edilir. Burada iki durum s6z konusudur.
i) =0, k¥ =0 durumu: “Es. 2.1.6” dan T' ve T egrilerinin karsilikli noktalarda
cakistigr ve dolayisiyla bu iki egrinin ayni goOsterime sahip oldugu sonucuna varilir.

k; # 0 oldugundan r egrisi de sifirdan farkli egrilige sahiptir. “Es. 2.1.7” den,

. ds” P
Vlﬂ‘ ,—=V1 ‘/ (2.1.8)
ds
elde edilir ki bu da,

ds”
ds

=1

olup T" ve r egrilerinin yay parametreleri arasinda

s"=s+c,celR
seklinde bir bagintisinin olacagi anlamina gelir. Karsilikli noktalar arasindaki uzaklik sifir
oldugundan A(s”) = a(s), dolayisiyla ¢ =0 bulunur. Bu ise (,0{: ile ﬂ,ﬂ: koordinat
komgsuluklarinin ayni olmasi anlamma gelir. Diger taraftan “Es. 2.1.4” iin 1. esitliginin

tlirevi alinirsa,

!

V) =-0'sinV; + cosH\/Z“’ — ' cosV; —sin6?\/3“,
—K/V/ +KIVS = k7 cosV,” + € —0' SNV + €5 —0' Sosev,”  (2.1.9)
elde edilir “Es. 2.1.8”den yararlanilarak,
k/V/ = € -k cosev + € —49’§|n¢9\/“ + € —0'5039\/“

,3_ a ! a 1\
¢ -k cose)vla + ¢ -0 SinV,” + ¢ -0 —2_—tosN,”

vy =
i ky ky ky

bulunur. Yine “Es. 2.1.4” iin 2. esitliginden yararlanilarak,

B a o
€/ -k coso |

=0
ky
o !\ [21 !\
( 9 —————=8ind =siné , ( 9 —=———=t0s6 = cosd
2 2
bulunur. Dolayisiyla
k/ =k cos@ , ki —kJ =6’ (2.1.10)

elde edilir. “Es. 2.1.4” {in 2. esitliginin tlirevi alinirsa,
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kIS = ke sinov + €@ — k¢ }osw; + €7 -0 sinov,”

<
v/ =_ k_“ks;ne : ¢ kfz “CosOVZ + (é ;;"Sin Ny (2.1.11)
“Es. 2.1.4” esitliklerinin 1. esitli§inden yararlanilarak,
ksin@=0
~ ~
(akﬁ 9 050 = coso | ()'k_fkg -$ing = —sind
bulunur. Dolayisiyla da
k/sin@=0
O=kr,keZ, k! =%k, ki =0 (2.1.12)

bulunur. Burada k;, k lineer bagimli oldugundan ky =0 elde edilir. “Es. 2.1.4”,
“Es. 2.1.10” ve “Es. 2.1.11” birlikte degerlendirildiginde;
V=47 Vv =1y
ilk esitligin tiirevi alinirsa “Es. 2.1.97,
—kV + kIS = kv
halini alir. Buradan da kJ =ky =0 elde edilir. Bu durumda su teorem verilebilir;
Teorem 2.1.1 E® 3-boyutlu Oklid uzayinda (“ : 1:: tegetleri lineer bagimli egri ¢ifti olan

Tilel egrilerinin karsilikli noktalar1 arasindaki uzakligin sifir olmasi igin gerek ve yeter

sart [ ile r egrilerinin sifirdan farkli ayni egrilige ve ayni koordinat komsuluguna sahip

diizlemsel egriler olmasidir.
i) A=0, ki’ =0 durumu: Bu durumda I' bir dogru olup dolayisiyla k, =0 yani I" bir

diizlemsel egridir. “Es. 2.1.1” her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
v/ € ——< VAR 3 (2.1.13)
elde edilir. Bu ifadede her iki taraf V,” ¢ 11e i¢c carpima tabi tutulursa
A A SV

:>di—g(+/1’
ds

=ds" =€+ Js
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s"=c€+1 *c,,c elR (2.1.14)
“Es. 2.1.9” den yararlanilarak
—kV/ + kNS =-0'sineVy —6'cosV,!
bulunur. “Es. 2.1.13” den

k/V/ =k’ €+ z'j%v;’ —0'sinN? —0'cosV*

elde edilir. Buradan V,” vektériiniin V,* iizerinde bir bileseni olmadigindan
k/€+2 =0
olacaktir. Bu durumda;
a) k// =0 ve 1+ A" #0 ise: T egrisi de bir dogru olur. A # 0 oldugundan T ile T egrileri

ayni diizlemde paralel iki dogru olur. Dolayisiyla iki egrinin karsilikli noktalar1 arasindaki

uzaklik sifirdan farkli bir sabit olacaktir.
b) k/ #0 ve1+1'=0 ise: A=-s+¢, , C, € IR olacaktir. “Es. 2.1.14” den
s" =¢c, +¢, = sabit
elde edilir. Bu ise T’ egrisinin tek bir noktadan ibaret olmasi demektir. Dolayistyla
“Es. 2.1.1” yazilamaz. Bdyle bir durumda I ile T bir egri ¢ifti olusturmaz.

Teorem 2.1.2 E® 3-boyutlu Oklid uzayinda ¢, 1:: tegetleri lineer bagimli egri ¢ifti

verilsin. T ile T egrilerinin karsihikli noktalar1 arasinda sifirdan farkli bir uzakligin olmasi
icin gerek ve yeter sart I ile r egrilerinin paralel iki dogru olmasidir.

Sonu¢ 2.1.1 T ile T tegetleri, lineer bagimli olan iki egri ¢ifti olsun. Bu durumda

Mannheim teoremi bu egriler i¢in saglanmaz.
ispat: 1% : r E*® de bir Mannheim egri cifti olmak tizere, 0(6: ve S ‘* : noktalari, 1% , r
ciftinin karsilikli iki noktas;, M ve M bu noktalarda egrilik merkezleri igin olan oran

€ 3| |p€ i

YT

sabittir. Buna gore
aG:M =M —aQ:
=OM -0 €_
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elde edilir. Norm hesaplanirsa

o € 3=

Yine,

elde edilir. Norm hesaplanirsa

for €

Benzer sekilde,

EEVI S
ky’

a€M* = *—aG:

=OM" -0 €_

~ 1 ~ -

1

=J¢aq’+§%vf,m@“+§%vf>
1 1

A A .
:J12+E704,vf>+ifogﬂvl>+(
1 1

= ).2+i2
k/ )

p€ M =0M-0p¢€

~ 1 .
=a€r—Vy-p€
kl

= a"} kiav;‘ —aG:— AV
1

e v
Ky

1
kf

j \Z7
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Norm alinirsa,

€ |- L - v

1 o o 1 o o
:\/<EV2 —/"LVl ,k—aVZ —/IVl >

1

1

2

ky’

ﬂ‘*B/l* =O|\/|*—Oﬂ‘*:

+ )7

D1 D1
k1 kl

Son olarak,
S N - 1
et
oldugundan,
~ Lo
€ | ke
HIIaCfA/IIIH S R L
} ki
1
ey w1
Joc € 30| e J2KE 41
5

bulunur. Buradan

€ M| |5€ 3 z z
— = ki“2* &k +1
€] €| R

k" =k; =0 olmas1 durumunda oranin sabit olmadig1 goriiliir.

Sonuc¢ 2.1.2 T ile I:egrileri diizlemseldir.
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22 W€ Vv/ € :ikilisinin Lineer Bagimh Olma Durumu

Sekil 2.3

Sekil 2.3 yardimu ile,

BE =o€V € (2.2.1)
esitligi  yazilabilir.  Ayrica W ¢ v/ € : lineer  bagimli  oldugundan
V€ =ev/ € :’dir. Bu egriler sirasiyla I ve T olarak verilsin. Burada

VAV y=g=+1 (2.2.2)
ve s, s swrastyla ' ve r egrilerinin yay parametreleridir. Ayrica V,* Q:J_Vlﬁ (*:
oldugundan o ve g egrilerinin involiit-evoliit egri ¢ifti olma durumunu sagladig
sOylenebilir. Sekil 2.3’den yararlanilarak,

V€YV € =V €V € =V €V € =€V € =0 (22.3)

esitlikleri yazilabilir. Dolayisiyla @ = 8(S) donme agis1 olmak iizere

Sekil 2.4
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VS =cosV,” —sinVy
_ (2.2.4)
V/ =sinV, +cosV,*
ve buradan da
V) =cosV,/ +sinV/
_ (2.2.5)
VS =—sineV/ +coseV,”

donme denklemleri olusturulabilir. Diger taraftan, “Es. 2.2.1” in her iki tarafinin S ye gore

tirevi alinirsa
’ *\dS* [ o g a, =
B € Bl € AV, € V" €

4 (*jjd—ss= G2V, € 2k €V € (2.2.6)

bulunur. “Es. 2.2.6” nin her iki tarafi V,* G: ile i¢ ¢carpima tabi tutulursa,

~ds”

V€V €T = G A €V €T Ak €V €V €]

“Es. 2.2.3” in 1. esitligi de kullanilarak

1+4'=0
Al=-1
A=C-5

bulunur. Buna gore [' ve r egrilerinin karsilikli noktalar1 arasindaki uzaklik

d¢€5€ =€ > €=V, €J=2=[c-5 (2.2.7)
seklinde elde edilir.
Sonug¢ 2.2.1 o ve f egrileri arasindaki uzaklik sabit degildir.
Teorem 221 W€ V/€ | ikilisi lincer bagmh ise Vi € V€ ve
V{{’ G: v/ ¢ : ikilileri de lineer bagimlidir.
Ispat:

pE o€ €5V €

s _dp_dpds
“ds ds ds® ds

& Y * 1 NT a’ ™ Ty a
16,‘ /zvlﬂ‘ a‘/+(_1y1 +V, (—S/=(—851V2

g 4B dp ds” s g+ S
:—:——:V —_—
ﬁ‘/ds ds* ds 1"d
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bulunur. Bu ifadelerden faydalanilarak
TS o &> " ~ds”

6_551 Vv, ‘/:Vlﬂ ‘ /E (2.2.8)
elde edilir. Bu esitlikten b{“ ,V,” ikilisinin lineer bagimli oldugu gériiliir, dolayisiyla
‘v{;’ v/ ikilisi gat1 geregince lineer bagimli olur.

Sonug 2.2.2 | € VS €, A € v/ € ve W € V7 € _ ikilileri lincer bagimls
Ck+17
2

ise @ = olurve @, sin@, cos@ degerleri sabit olur. Boyle bir durumda;

cosd=0,sinfd=pu==1 (2.2.9)

ifadesi yazilabilir ve 8'=0.

a) o :% icin g =+1 olur buna gore;

\I_.lﬁ Vzcr.
\,..SB < > v
Sekil 2.5
sekli ¢izilebilir.
37 . . i
b) 6 = > icin & = -1 olur buna gore;
AY:
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sekli elde edilebilir.
Teorem 2.2.2 V{f‘ VY :ikilisi ortonormal ise & ve f egrileri diizlemsel iki egridir.

Ispat: Donme denklemleri;

V=V
3 =AY (2.2.10)
v/ = v
olarak yazilabilir. Bu esitliklerin ikincisi “Es. 2.2.8” de yerine yazilirsa
S ds”
-5 = y—
C-—sk=y ds
ds” _ €-sk (2.2.11)
ds 7

ifadesi bulunur. Buradan dénme denklemleri ve “Es. 2.2.9” kullanilarak “Es. 2.2.4” in 1.

sinde s ye gore tiirev uygulanirsa
VS =-singoV;7 +V; cos@—cosN,” -V, sind
ds”
—kAV) = =kav/
2Y2 "4s 2 Vo H
ifadesi bulunur. Bulunan bu ifadenin her iki tarafi V,” ile i¢ carpima tabi tutulursa
p p o dS* o o a
-k VLV, >E= Ky V5"V, u
ky =0
ifadesi bulunur. Ayni ifadenin iki tarafi V,/ ile i¢ carpima tabi tutulursa
pog s iy _pansa s
_kz <V2 1V2 >E= kz <V2 1V2 YH
kI =0
bulunur. bé“ ,V/ ortonormal iken kZ =k =0. Buna gére a ve f egrileri diizlemsel

iki egri olur. Ayrica V,” = uV,” ifadesinde tiirev uygulanirsa

v/ = v

v/ =y
B ﬁdS* a\y o 173 a\
KV, E=(klv1 +keVS p

ky =0 oldugundan
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kv S v
iken V,” = &V} oldugundan
ds* v
kfv/ s —k{ eV
“Es. 2.2.11” ifadesinden faydalanilarak

€Sk’ _ .
kfv/ —Bl =k eV, u

k/ =- = -, C#S

¢-s_ 6—
Sonu¢ 2.2.3 T ile r egrileri \){ G v/ ( Vektor cifti lineer bagimli olan iki egri cifti

olsun. Bu durumda Mannheim teoremi bu egriler i¢in saglanmaz.

Ispat:
a€M=M-a€
=OM -Oc €
~ 1., ~
=o€ +—V, —a€
ky'
elde edilir. Norm hesaplanirsa
1 1
a( M = “N=—
I e R A B

Yine,

=OM* -0a €_

-p€ vﬂc ~0a €.

l

1
Zﬂ—CK'FFVZﬂ

=a+AV* —a+iﬂvf
1

. 1
=zw_+E7vf

1
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elde edilir. Norm hesaplanirsa,

- \/@vl“ + kiﬂvf LAV, +kiﬂvf>
1 1

Benzer sekilde,
€ M =0M -05¢
~ 1., .
=a ‘ =+ _aVZ - ﬁ ‘
kl
~ l o ™~ o
=o€ +—V, —a€ -1V,
ky'
= iv; -V
Ky
Yine norm hesaplanirsa,
N 1 a a
€ W= GV - v,
ki
(— L V) -V, — L —V, - AV,
ky' ky'
! -+ 27
ka’

Son olarak,

ﬂ‘*Bﬂ*=OM*—Oﬂ‘*:
:ﬁ‘jkﬂ ,3‘/ k—ﬂV'B

ﬂ



bulunur. Buradan

1
o~ 7+/12
S

Y7 -
k;’
< 1
lp€ w| k/ _ 1
o €M 2 Y iz \/ﬂfkf2+215kf+l
ki (k!

o€ | |p€ »°
YIS

V2 QT 22dd 11

elde edilir ve bu ifadenin sabit olmadig: goruliir.
Sonug 2.2.4 T ile T egrileri diizlemseldir.
Sonu¢ 2.2.5 T ile T diizlemsel egrileri icin Bertrand teoremi gecersizdir.
ispat: r , T cE?® egrileri (,0{:, .z : koordinat komsuluklariyla ile wverilsin. I’
egrisinin egrilikleri k7, k¢ ise €, F:Bertrand ciftidir < 3 A, £ € IR icin
ds* i

Ak + ¢k, =1. Bu durumda k; =0, k" = €5 oldugundan bu tip egrilerde Bertrand
—S

teoremi saglanmaz.
~ Y Ry eve o s . -
2.3 %“ < \V/ ¢ _ IKkilisinin Lineer Bagimh Olma Durumu

vy

Sekil 2.7

Sekil 2.7 yardimu ile,
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0p€ =0a€ V" €
BE =o€V € (2.3.1)
yazilabilir. Ayrica W ¢ V/ ‘: lineer bagimli oldugundan V. €’ := &V,” € _ dir. Bu
egriler sirastyla T' ve T olarak verilsin. Burada
VAV =e =41 (2.3.2)
ve s, s" sirastyla ' ve r egrilerinin yay parametreleridir. Sekilden yararlanilarak,
VAV € =V €V € =€V € = v €V € =0 (233)

esitlikleri yazilabilir. Dolayisiyla @ = 8(S) donme acis1 olmak tiizere,

V) =cosV, —sinVy*
_ (2.3.4)
V/ =sinV, +cosV,”
ve buradan
V) =cosV,/ +sinV/
_ (2.3.5)
VS =—sinV) +cosV,”

donme denklemleri olusturulabilir.

Sekil 2.8

I'vel egrilerinin karsilikli noktalar1 arasindaki uzaklik
™~ N * o
d¢€5€ =€ > a€]=|v €]=2 (2.3.6)

seklinde elde edilir. Diger taraftan, “Es. 2.3.1” in her iki tarafinin S ye gore tiirevi alinirsa

' *\dS* ' o g a, -
ﬂ‘ /E=O[ ‘/‘l‘ﬂ,’\/l ‘/-Fﬂfvl "
VA S Y €k €Y € 237
1 /ds =K+ =1 /+ 1 =2 _ ( . )
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bulunur. Bu esitligin her iki tarafi V,* (: ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa,

~ds”

V€V €T = G A €V €0 K €V €V €]

“Es. 2.3.3” iin 1. esitligi kullanilarak,

1+1'=0

A =-1

A=-s+cC

elde edilir. T' ve T egrilerinin karsilikl noktalar1 arasindaki uzaklik
-~ A W o
dG€:8€ _=|p€ > a€]=|v €]=2=[c5 (238)

seklinde elde edilir.

Sonug¢ 2.3.1 o ve p egrileri arasindaki uzaklik sabit degildir.
Teorem 2.3.1 b{ 6 Vﬂ< _ikilisi lineer bagiml1 ise V’b Q Vﬂ(
V{; G v/ ( _ ikilileri de lineer bagimlidur.

Ispat:

ﬂ‘*/za(:+ t_syla‘:

v/ ~s” d_ﬂ dﬂds o "
ﬁ‘ ‘/ds ds ds* ds o' € €137 +V, ( S

=S Elavza
bulunur. Bu ifadelerden faydalanilarak
S . ds”
LG BaZ e (2.3.9)
bulunur.
Sonug 2.3.2 V{“ ¢ . V/ (* b‘jz ¢ . V/ ‘ _ve ‘v{ ¢ V/ ¢ _ ikilileri lineer bagimli
. Ck+17 . o . .
ise 6 = — olurve @, sin@, cos@ degerleri sabit olur. Boyle bir durumda
cosf@=0,sinfd=pu==+1 (2.3.10)
bulunur ve 8" =0. Donme denklemleri
V) =y
H (2.3.11)
VY =y

olarak olusturulabilir. “Es. 2.3.11” in 2. esitligi “Es. 2.3.9” de yerine yazilirsa
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~ ds”
—-s kNS =V —
¢ KV = uV, ds
ds°  €-sR/
ds 7

(2.3.12)

esitligi bulunur. Buna bagl olarak “Es. 2.3.11” in 1. esitliginde tiirev alinirsa € = 96: sye
bagli bir fonksiyon olmak iizere;
Vzﬂ =—Vy

Vds* !
VS == Ve
2 4s HV 4

bt ey
CkVv/ 1k ) P LKSV, (2.3.13)
bulunur. V. (*:: YA G: esitligi ve “Es. 2.3.3” in 1. esitligi kullanilarak “Es. 2.3.13”
ifadesinin her iki tarafi V,* ile garpilirsa

v .
TV ARVAS TR T VARV ) ogs =0

ds”
kfe=—=—=0 2.3.14
ngs ( )

bulunur. Ayrica “Es. 2.3.11” in 2. esitliginde S ye gore tiirev alinirsa
v/ =)

lds* !
VY == vy
1 dS 2

K/ O('jis = ROV KV (2.3.15)

bulunur. “Es. 2.3.15” ifadesinin her iki tarafi V,“ ile i¢ carpima tabi tutulursa, “Es. 2.3.3”

in 2. esitligi kullanilarak
ds”
kKPS VY —— = — 1k
i Vo V) ds HEq

k¥ =0 (2.3.16)
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bulunur. Bu da k, =0 olmasimi gerektirir. Ayrica ki =0 oldugundan “Es. 2.3.13” den

*

yararlanilarak  —k/V,” +k/V/ #0 oldugu gbz oniinde bulundurularak, di =0

yazilabilir. Dolayisiyla S ve s* birbirinden bagimsiz parametrelerdir.

dS* . .. o . . « Y ~ a /> - .
Sonu¢ 2.3.2 ¥=O ifadesini saglayacak sekilde bir S ¢ sa€_rAV," € _ ifadesi

yazilamaz dolayisiyla boyle bir egri ¢iftinden s6z edilemez.
2.4 W  PAVZE § : ikilisinin Lineer Bagimh Olma Durumu
v ¢ V/ ‘: ikilisinin lineer bagimh olmas: halinde T' ve T egrileri Bertrand egri

cifti olusturur (Tanim 1.1.47). Buna gore, Sekil 2.9 yardimu ile,

- - (\)0[.(5] \rs (%)
\C.I ~ OP(s™)
Sekil 2.9

% Y ™~ o =
BE€ =€ vy €
yazilabilir. Burada I' ve r egrilerinin sirastyla 0{6: ve ,B‘*: noktalarinda Frenet r-

ayaklilari
V{a ‘: VS ‘: VA ‘:\/e V{ﬁ ‘* : Vzﬁ ‘*: Vaﬁ ‘*:
ile gosterilmistir. Buna gore, ' egrisinin yay parametresi S Ve r egrisinin  yay
parametresi de s* olmak tiizere,
o' € :: V) Q:
pE€ =V €

iken
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' *\dS* ' o g a,
ﬂ‘ /E:a ‘/+ﬂ”\/2 ‘/_'_VZ ‘Z

e =V € 1€ € € € €k € €€

V268 € €€ €5 1637 € €

yazilabilir. \éﬂ ‘ LV 6: lineer bagimli oldugundan r egrisinin tegeti ile I egrisinin
asli normali dik olur;

(\/1/3 ‘* ;Vza ‘E: 0
q &% +ﬂ,\/“+ﬂ,k“V“__:S V=0

! S (24 a a dS a a
( Ak’ <V1 1V y+A *<V2 ,V2>+/1k2 Ews 7V2>:0

' ’d
:ic} sabit, Vs el .
Halbuki, V,;* € _ birim normal iken
d€ € 5€ =€ > a€=|v; €]=|2, Vsel
= d€¢ €. 5€ —sablt Vsel
elde edilir.
Sonu¢ 2.4.1 €, l:\ Bertrand cifti verilsin. T ve T sirastyla, (,0{:, (,ﬂ: koordinat
komsuluklariyla verildigine gore, V se | igin d ¢¢. B ( = sabit .
Teorem 2.4.1 E" deki egrilerin climlesi Ege Olsun
AcEs€" xEs€", €. T cAve €, f, Bertrand ¢iftidir <> A bagmtisi bir denklik
bagmtisidir.
Ispat: T, L TCE" egrileri, sirasiyla, (,a:, | i :, (,)/: koordinat komsuluklariyla
verilsin. T, T', T egrilerinin ikinci Frenet vektorleri V,* € , v,/ € : \4 (: ile gosterilsin
buna gore

1) A yanstyandir

v €V, G: lineer bagimli oldugundan € ,T £ A

2) A simetriktir

C 1::6 A= W ¢ v/ € : lineer bagimh = W* €' : V) Q: ikilisi lineer bagimhdir.
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= f : F:e A.
3) A gegislidir
¢, F ¢, T/e A= B < Vﬂ( %’3( Vy‘ lineer bagimlidir.
= W€V, ¢ _ lineer bagimli olur.
=€, T A
Teorem 242 T, T c E? egrileri (,a':, .z : koordinat komsuluklariyla ile verilsin. T’
egrisinin egrilikleri k”, k2 ise €, 1:: Bertrand ¢iftidir < 3 4, € IR igin
Ak + ks =1.

ispat: & o€ ve g€ noktalarmda Frenet 3-ayaklilari, sirastyla,

LAY SAVAY BHA U WAV VAL 3
olsun. Buna gore, V,” € IIe V,* € _ arasindaki ag1 6 ve V,” € _normal dogrusuyla V,” (
tegeti birbirine dik iken egilim ¢izgilerinden;

V€ =cosoV,” € Fsinov, €

yazilabilir. Tiirev almak suretiyle bu esitlikten,

&
% (;dds dcdosevac YV, € BosO+ d‘:r'ev ¢V Gino

d coséd ~ dsiné@
V" € + i —V/ ¢

—

€7 €SS =k €U €G0s0—k €Y €3in0+

~ d coséd ~ dsing

V)" € + & Vo€

= I € CosO — k¢ 6§|n9V“¢
elde edilir. Vbﬁ V g G hneer bagimli oldugundan @ = sabit elde edilir. Buna gore,
€ =V/ € =coseN € sinovy € (2.4.1)

ve

BE =o€ VS €

g Y ds - g & e &N
pr€ =V € = K € €k € € (2.4.2)
esitliklerinden, “Es. 2.4.1” ve “Es. 2.4.2” arasinda oran kurulursa;
~ds ~ds
1-2k” € -~ Ak, € -
cosé sin@

40



elde edilir. Bu ise

Ak € > Aks € Sotgd =1

veya
Acotgld = u
yazilarak
K € 3 pk; € =1
bulunur.

(:: sartin yeterligi, gerek sartin ispatini tersine takip ederek elde edilir.

Ornek 2.4.1 E? de iiciincii smiftan diferensiyellenebilen bir regiiler egri & ve a egrisinin
ky egriligi i¢in k; =0 olsun, o egrisi bir dairesel helistir < o egrisi birden fazla
Bertrand ¢iftine dahildir.

Coziim: « dairesel bir helis ise

o€ =——€coss, —sins,s_

\/_

alinabilir. Buradan

€ins, —coss, 1

’\/_

olup « egrisinin yay parametresi S ve dolaylslyla

o"€ =—€oss ,sins, 0

’\/_

1 . ~
—— €oss , sins, 0 _

=V, G\— a'€__ \/E

‘:u: (COS s +sin? S

= €oss , sins, 0.

Buna gore « egrisinin Bertrand ¢ifti olarak karsiligi 4 = 2 i¢in

V2
L€ =o€ vy €
ﬁ( \/_(coss sins,s}%(oss,sins,o:
ﬂ( Coss ,sins, s

\/_

41



Diger taraftan

~ V2

7€ =T¢oss sins, 2s

egrisi i¢in

ve dolayisiyla

~ V2

7" € —Técoss —sins, 0

Va‘\ }/6

“ el

= ¢coss , —sins, 0 .
Buna gore

. 1 . -
€oss , sins, 2s +—— €oss, sins, 0_

\_\/_
p€ 4 22
1

€oss , sins s

"2

olup B egrisi hem « hem de y egrisinin Bertrand ¢iftine dahildir.
Ornek 2.4.2. Karsilikli noktalardaki tegetleri ¢ acis1 yapan € , S : Bertrand egri cifti igin
gosteriniz ki

a) k; =0 ise her egrinin sonsuz sayida Bertrand ¢ifti vardir.
b) ky #0 ve ¢ :% ise Bertrand egri giftlerinin egrilikleri sabittir ve biri digerlerinin

egrilik merkezlerinin geometrik yeridir.
c) ki ve k; egriliklerinin her ikisi de sabitse hepsi dairesel helisler olan sonsuz sayida
Bertrand egri ¢ifti mevcuttur.

Cozim: €, p : Bertrand egri cifti verilsin. f ve « egrilerinin Frenet elemanlar:
sirasiyla k., k', ks, kZ, V2, v/, Vv Ve V), VE olsun
4(1/* WV, := @ =5t
veriliyor. « egrisinin S ve g fonksiyonunun s* yay parametresi olsun;
a) ky =0 ise €, ,b’: Bertrand egri ¢ifti olacak sekilde sonsuz c¢oklukta /S egrisinin

mevcut oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in V A € IR ye karsilik;
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L€ =a€ NS €

olmak iizere € , S : ciftinin bir egri ¢ifti oldugunu gostermek yeterli olur;

B € _vﬂ( =V, € F AV, € - +va

~

:Vla ‘:"' lrvza ‘:"‘ (' k1 ‘yla ‘:"‘ kz ‘E/sa ‘)
burada 4 sabit oldugundan A" =0. Buna gore;

L€ €3 €
=V € =+, €
olup k; =0 iken o diizlemsel oldugundan, S tanim geregince, & egrisinin oskiilator
diizlemi olarak « egrisinin yattig1 diizlemde kalir ve boylece kZ =0 dir. O halde « ve S
nin Frenet 2-ayaklilar1 mevcuttur. Halbuki V,” = +V,* dir. O halde « ve g egrilerinin 2-
Frenet vektorleri lineer bagimli olur. Buna gore €, ,8: bir Bertrand egri ikilisidir.
b)
ky =0, gpz% , v/ V%) =cosgp

=V,” =cos90V,” +sin90V,;”

=V/ =V
daha Onceki teoremlerden
1- kS 3 Ak
cosp  sing
—1- kg = ke 282
sing

(o:%:ﬂ,kf‘ =1

~ 1
k“ ,AelR
¢ = T Ae

bulunur. 4 sabit oldugundan k;” € _ sabittir.
V/ =cosN,* +sin NS,

V) =cos@
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iken.
c) k; ve k, sabit olsunlar o zaman egrilikleri sabit olan egriler dik dairesel silindir
helisleri olacaklarindan, bu kismin ilk 6rnegi geregince iddia agiktir.

Sonu¢ 2.4.2 T" ve r egrileri Bertrand egri ¢ifti i¢in Mannheim teoremi gecersizdir.

ispat:
a€M=M-aé
=OM -Ou €
~ 1., ~
=o€ +—V, —a€
ky'
elde edilir. Norm hesaplanirsa
- 1 1 1
a€ M| =]V, |=—"V)|=—
” ~ ” kla 2 kla ’\/2 k&

Yine,

=OM* -O0ca €_

elde edilir. Norm hesaplanirsa,

1

Vi
7

o € 17| = \/<,1v;' +kiﬁvf AV, +
1

L
kf

=\/f+ A <v:,v2ﬂ>+ki,jwf,v:>+( j VL NS

K

2

A A 1

= P +e+ 4| —
\/ AT [kfj
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2
P
k' (k{

€ M =0M-05€

Benzer sekilde,

~ 1 =
=a€r—Vy-p€
k;
~ 1., ~ ”
=o€ +—V, —a€ -1V,
ky*
=iV2“—/1V2“
k;*

Yine norm hesaplanirsa,

Son olarak,

ﬂ‘*Bﬂ*:OM*_Oﬂ‘*‘
[6€ W*|=5€ > ;kﬂ /-8€ ;k—ﬂVﬂ

o€ |-
1
bulunur. Buradan
el
pE M| ke 71l
€y - T ‘klﬁ‘ﬂ‘
ky’
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ls€ 2] k' _ 1

H“‘IV'* \//12 Rz {1}2 \/ﬂfkfz +2Ak! +1
SO

s B Jp€ 3] 1 z

IR — k! @—z‘\/zzkf £ 2267 +1

elde edilir ve bu ifadenin sabit olmadig1 goriiliir.
- M I
25 W €_ v/ € _ ikilisinin Lineer Bagim Olma Durumu
V%“ 6: \VAe (*: ikilisinin lineer bagimli olmasi halinde I' ve r egrileri Mannheim egri

cifti olusturur (Tanim 1.1.48). Buna gore;

Sekil 2.10
V; . B
V2 avP
r a
s
-~
B‘ ra
L-.f -
v
e & !
rd
- B
~ Yi
L
A
Sekil 2.11
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Teorem 2.5.1 E® deki Mannheim egri ciftinin karsilikli noktalar1 arasindaki uzaklik

sabittir.
ispat: Sekil 2.10°dan herhangi bir 21€*_ fonksiyonu igin

€ =p€ 1€V € (2.5.1)
yazilabilir. Bu ifadenin tlirevi alinirsa;

™~ ' d + ’ *\ *\ ! *\ *\
a'€=p€ 32 €N €3V € 1€

\ds # ’ * * *\
v;‘c/ds* v/ € F2€ V€ ki€

PRVEY STV SR LYY S (2.5.2)

V,* € =
1 /ds*

elde edilir. V,* ve V. lineer bagimli oldugundan diklik olusur ve
VL =0

<(1ﬁ - ikzﬁvzﬁ + Z’VS'B ;ddi ’V3ﬁ> =0
S

=NV VY- KNV VY + AV VS Y=0
=1"=0
= A = sabit
olur. Buradan anlasiliyor ki A sifirdan farkli bir sabittir, diger taraftan iki nokta arasindaki

uzaklik
A6 € o€ o€ p€ [=|avs]= 2| = 1A
bulunur. Oyle ki
dG€ € = sabit

Teorem 2.5.2 E® deki bir T egrisi i¢in bir T vardir dyle ki B, T ¢ifti bir Mannheim
egri ¢iftidir.
Ispat: V., ve V./ lineer bagimli oldugundan “Es. 2.5.1” den

p€ €16V € (2.5.3)
elde edilir. Madem ki A sifirdan farkli bir sabit A sayisinin biitiin degerleri i¢gin bir r

egrisi vardir.
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Teorem 2.5.3 1% T E?® de bir Mannheim egri ¢ifti olmak {izere r egrisinin donmesi

)k
2 kS
Ispat: “Es. 2.5.2” de sifirdan farkli sabit A goz éniinde tutulmasiyla
A'=0
olur. Dolayisiyla
VLRV RV (2.5.4)
ds ds

elde edilir. Biliyoruz ki T" ve r egrilerinin es noktalarinda V,” ve V,” arasindaki ag1 6 dir

(Sekil 2.11).

V,* =cosV,” +sinV/
_ (2.5.5)
VS =—sineV,/” +cosV,/
dir. “Es. 2.5.4” ve “Es. 2.5.5” esitliklerinin birincisi goz oniine alinirsa
cosé = as , Sin@ =-2kf — ds’ (2.5.6)
ds ds
bulunur. Bunun disinda s ye gore “Es. 2.5.3” iin tiirevinin alinmasiyla
, & ~s” TS e o e ~ a’
/B ‘ /E=a ‘/_ﬂ’ ‘yZ ‘/_ﬂ"yZ
v,/ va — 1€ L kv, +koVS ~ds
d Us*
v v By B e gpeye 88
ds” ds ds
~ds vy 2 ds .
V/ = €+ 2k Pl — Jk¢ Vs (2.5.7)
bulunur. “Es. 2.5.5” e bagl olarak
V,” =cosV,” —sineV*
) (2.5.8)
V/ =sinV,* +cosV,”

elde edilir. “Es. 2.5.7” ve “Es. 2.5.8” kullanilarak

~ds
“as”
VAR v

VANV = 4+ 2K/
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<V3 1V1ﬂ> = _lkz d_

*

VINVSYy=—sing
bulunur. Buradan

cosf = (+/1kl“:(;j—i , sin@ = Ak¢ ds
s

*

elde edilir. “Es. 2.5.6” ve “Es. 2.5.9” kullanilarak karsilikli carpim yapildiginda

cos2 60 = €+ 2k{ EE) 951 sin2g = ko 9598
ds ds ds ds

cos’ @ =1+ Kk , sin® @ =-A*kJkJ
bulunur. Buradan
cos’ O +sin* 0 =1
temel denkleminden yararlanilarak

p_ K
2 kS

Il

denklemine ulasilir.

(2.5.9)

Sonu¢ 2.5.1 E‘ : 1: cifti E® de bir Mannheim ciftidir. Esit Mannheim egrilerinin esit

noktalarda k¢ ve k7 burulmalarmin carpimi sabit degildir. Yani Schell teoremi

Mannheim egrileri i¢in gegersizdir. (Schell teoremi geregince; 1% , 1: cifti E® de bir

Mannheim egri cifti olmak iizere, bu egrilerin karsilikli noktalarinda kyky egrilikler

carpimi sabit olmalidir.) Tekrardan Teorem 2.5.3 {in ispatinda elde edilen
sin® @ = —A*kgkf

denklemine bakilirsa kolaylikla su sonug yazilabilir;

Sonug¢ 2.5.2 Eger R, T igifti E® de bir Mannheim cifti ise ky ve k/ ters isaretlidir.

Teorem 2.5.4 F“ T cifti E® de bir Mannheim gifti olmak iizere I" egrisinin burulmasi

ve egrilik arasinda
pks 2k =1
bagintisi vardir. Burada A ve u sifirdan farkli reel sayilardir.

Ispat: “Es. 2.5.9” dan
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cos¢  sind
1+ 2k kY

denklemi diizenlenirse
Acosék, = Ak sin@ +sin @
Acosék, — Ak sin@ =sin @

bulunur. Her iki taraf sin @ ile boliiniirse

AC0S0 e ke =1
sin@
AcC0SO
sin@
denilirse
uky — Ak =1
bulunur.

Sonu¢ 2.5.3 F“ T ¢ifti E* de bir mannheim ¢ifti olmak iizere sabit katsayili k;” ve ky
arasinda bir lineer baginti kurulabilir. Yani Bertrand teoremi Mannheim egrileri i¢in
gecerlidir.

Teorem 2.5.5 l% T :(;ifti E® de bir Mannheim egri ¢ifti olmak iizere T' ve T egrilerinin

donmeleri ve egrilikleri i¢in asagidaki denklemler vardir;

déo
ds”

i) k=

ds
ds*

.. ., ds u
ii) k7 =sinék, E—cos&k2

HDkf:ﬂn%f%L
S

iWk§=—am%f%%

Ispat: (V,*,V,”) =cos@ denkleminin s* a gore tiirevinin alinmasiyla

dé

#*

<V1aavlﬂ >+<V1a avlﬂ> =-sing

V7 KAV + kv 5 vy = —sing 92
ds ds
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(kfvf M)+ <\/1ﬁ KV d—i} =-sin ed—e*
ds ds

bulunur. Ayrica “Es. 2.5.8” kullanilarak V,” ve V. lineer bagimli olmasi gdz oniinde
bulundurulursa
V) =V/
yazilabilir.
i) “Es. 2.5.8” de
V) =sinV, +cos NS
iken her iki taraf V. ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa
S VY =sin OV, V") +cos OV V)
VS V) =sin@

bulunur. Yukaridaki denklemden

o , ds " . da
KIS V4K — (W, VS = —sing—
ds d
) ds . do
k”sin@+k* —N.? V/Y=—singd—
1 1 dS* <Vl 3> dS*
=22
ds

bulunur. v/, V,7y =0, V5" VY =0,V V) =0, V7 V/Y=0 esitliklerinin gbz oniine
alinmasiyla 1) aksiyomunun ispat yontemi ile i1), ii1), iv) aksiyomlarinin ispat1 yapilabilir.
i)
VS =sinV,” +cos N,
iken
VSVEY=0

bulunur, tiirev alinirsa

<V2ﬂ ’V2a> + <V2ﬂ ’Vza > =0

RV +KIV )+ ke +kevs S5 =0
S
BarBsas LAt B xsasn v 9 A sy ve U5 A s
_kl <V1 'Vz >+k2 <V3 7V2 >_k1 ds” <V2 'Vl >+k2 ds” <V2 7V3 >:0

o1



o o dS H o ds o
kzﬂNSﬁ,Vz >_kl E5|n0+k2 E zﬂ,VS >:O

bulunur. \i{f , V4" ikilisi lineer bagimli iken (V{”,V,") =1 yazilabilir. “Es. 2.5.8” in ikinci
bagintisindan yararlanilarak i¢ ¢arpim uygulanirsa
VS VY =sin OV, V) +cos OV, VS

J VY =cosd

iken
k? :sin%fd—i—cosgxz”‘ di
ds ds
bulunur.
iii)

V,” =cosN,/ +sinav/

ifadesinin tiirevi alinirsa

V2 = €sin0oV/ +kPV/ cos6 +cosdOV) + € kNS + kIS :sin glddi
s

keVe =V €k’ -0’ Si ds’ P 4F +0 ¢ ds” /s ging 95
1V =V 1T /SInGE+V2 T +0 gos@EJrV3 2smé’E

olur her iki taraf V., ile i¢ carpima tabi tutulursa

Ky V) = V2 Ve ) € kf - 6 Sin 9%+<\/2ﬂ,v5>({3 + 9'}039%

*

+(V/ VS Ok sin Qo(ljis
V/,V, lineer bagimli iken diger bilesenler dik olur, buna gore
K =sink? ddis
bulunur.
Iv)
VS =—sinV,” +cosV/

ifadesinde tiirev alinirsa;

*

Ve = €cos00V,” —k/V/ sin0—sin 00V + €KV +kEVS cos iji
S
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—k,V, =V €0 -k/ }os@o(lji +V/ k! -0 sin eddi+k2ﬂv3ﬁ coseddi
s s s

olur. Her iki taraf V,* ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa

- k; <V2aiv2a> = <V1ﬁav2a>(9, - klﬂ }Ose%+<v2ﬁfv2a>‘ klﬁ _elsin eddi
S S

+(VZ VK cos 6’%

V./, VS lineer bagimli iken diger bilesenler dik olur, buna gore

ky =—cosék) %

bulunur.
Sonu¢ 2.5.4 T ve I egrilerinin egrilik ve burulmasi k ve k; olmak iizere egrilik ve

burulma arasinda

22 g2 dsT g2
kl +k2 ngzﬁ

bagintis1 vardir.
Teorem 2.5.6 1% , r cifti E® de bir Mannheim egri ¢ifti olmak iizere, a(: ve ,B‘:

noktalari 1% , l: ¢iftinin iki kargilikli noktalar1 ve M ve M"™ bu noktalarda egrilik

merkezleri i¢in olan oran

ALINITN

el e

sabittir.
Ispat:
a€ :M =M-a€
=OM -O«x €
— o€ VS —a€
ky'
elde edilir. Bu ifadenin normu alinirsa,
<X 1,1 1
Jor €3] =i | = 1=
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Ayrica,

iken, yine norm alinirsa,

o€ 2

Diger taraftan,

Yine,

~

a€M” = *—aG:

=OM* -Oa €

~ 1 ~ ~
= ﬂ‘/+k_ﬁv2ﬂ ‘/_Oa‘,

1

. 1 . 1
= \/(—sz ARG A
1

1

A nra A «
= \//12 _k_ﬁ<vz ’V2ﬂ>_k_ﬂ<v2ﬂ1v2 >+(
1 1

2
o R
k/

€ M =0m-05€

1
kf

2

54



N
iken oran kurulursa,
1
A+—
Hﬂ‘*EﬂH_‘ k| .
ey 1 e
ky’
M| W 1
]

e 1) V2K 41
k{’

o€ | |p€ B
o €M €W

elde edilir, buradan

ifadesinin sabit olmadig1 goriiliir.

Sonug 2.5.5. Mannheim teoremleri Mannheim egrileri igin gecersizdir.

2.6 V%,“ ¢ v/ € : ikilisinin Lineer Bagimh Olma Durumu

X-}B E5* _]

Sekil 2.12

Sekil 2.12 yardimu ile,
x Y ™~ a =
BE =€ V€ (2.6.1)
yazilabilir. Ayrica W* € V/ € : lineer bagmmh oldugundan V)" € =&V, € :

yazilabilir. Bu egriler sirasiyla ' ve T ile gosterilsin. Burada
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NVEVSYy=e=11

ve s, s sirastyla [ ve T egrilerinin yay parametreleridir.

Sekil 2.12°den yararlanilarak

<V1a ‘)/:f ‘*S: <V2a ‘}/3[), ‘*E=<V3a ‘) 2/3 ‘*S: <V3a ‘}/1'3 ‘*E:O

esitlikleri yazilabilir. Dolayisiyla @ = 8(s) donme agis1 olmak {izere
V/ =cosV,” —sineV,”
V/ =sinV,” +cosV,”

ve buradan

V) =cosV,/ +sinV/
V,* =—sinV/ +coseV,”

donme denklemleri olusturulabilir.

Sekil 2.13

diger taraftan, “Es. 2.6.1” esitliginin her iki tarafinin S ye gore tiirevi alinirsa

=o' € ¥ AV € VS €

, 4+ 6"
ﬁ(,ds

*\ds* % 3 o g o g\ g4
Vlﬂ‘ /Ezvl 6/*_/1’,\/3 ‘/_ﬂ’kZ ‘L/Z ‘/

bulunur. “Es. 2.6.6” esitliginin her iki tarafi V, 6: ile i¢ carpima tabi tutulursa,
“Es. 2.6.3” esitliklerinin 4. esitligi de kullanilarak
A'=0
A = C = sabit

Ivel egrilerinin karsilikli noktalar1 arasindaki uzaklik

(2.6.2)

(2.6.3)

(2.6.4)

(2.6.5)

(2.6.6)
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~ e N e ) o .
d¢€. € _=|p€ - a€]=|iv, €] =1 =sabit (2.6.7)
seklinde elde edilir. Buradan uzakligin sabit oldugu goriiliir. Ayrica “Es. 2.6.6” esitliginden
faydalamlarak 2'=0 ve (v € :Vlﬂ € =1 iken

*\ds* v > v > A
Vf</%:ﬂﬂ‘jﬁvs‘;ﬂh‘yz‘,

<ds

V¥3‘*:}:‘hﬁ":}'ikgftjggl‘,;agi

ifadesi kendiyle i¢ ¢arpima tabi tutulursa,
~N N 2T ds
s ¢ P/s ¢ 2= (+ 2k Eds* j =1
2
ds” e
= {+ Ak

(&) - e
dds = 1+ 2%k (2.6.8)

S

ifadesi elde edilir. Ayrica “Es. 2.6.4” {in 2. bagmtisindan
V,/ =sinV; +cosV,*
iken s ye gore tiirev alinirsa

" ds”

v/ o cos 9OV, +V,* sin@ —sin GOV +V,* cosb
s

ds”

k/ v/ e kiVS cos@ + kv, + KoV, }in 0 —sin 0OV,* + cos 90N,

KV ddss = €O Kk SOV, + Q' + k7 CosOVS +KS sineVy (2.6.9)

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafi V,* ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa “Es. 2.6.3”

esitliklerinin ti¢linci ifadesi kullanilarak

kE VS V) dds = €O K SN0V V) + €@ +kE SosON V) +kg sin OV,
S
ky sin@ =0 (2.6.10)
ifadesi elde edilir. Ayrica “Es. 2.6.6” dan yararlanilarak
e Y a > a > o &Y o \\dS
Vf3( P (& ‘,j'ﬂ“Js ‘,:'ikz ‘1!2“4%ET
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ifadesi V,” ile i¢ garpima tabi tutulursa, “Es. 2.6.3” esitliklerinin dérdiinciisiinden de

yararlanilarak A’ =0 olmak iizere,
<Vlﬂ’vlﬂ> =W 'V1ﬂ>_ﬂk2 Vv, ’Vlﬁ>/d8*

ds” a a a -
E = W]_ aV1ﬂ>_/1k2 <V2 ,V1ﬂ>‘ (2611)

elde edilir. “Es. 2.6.5” in 2. ve 1. esitliginden yararlanilarak
VAV Y ==sinOv) VY +cosov,” VY
VSV Y =cos 6 (2.6.12)
ifadesi bulunur.
V2NV Y =cosONS VLY +sin O VY
VNS Y =sind (2.6.13)
ifadesi elde edilir. “Es. 2.6.12” ve “Es. 2.6.13”, “Es. 2.6.11” de yerlerine yazilirsa

95" _ Qoso— ke sing
ds -

elde edilir. “Es. 2.6.10” dan yararlanilarak

% =cosd (2.6.14)

S

ifadesi bulunur. Ayrica “Es. 2.6.8” ifadesiyle “Es. 2.6.14” ifadesi arasinda esitlik kurulursa

9 _ coso- J1+ A2k

=
cos@ = y1+ A2k<”
1+ 2%ke” =cos’ @

22k* =cos?0—1=—{-cos’ @ =—sin’ 0

sin? @

2
a
K

32 =

elde edilir. Buradan A degerinin kompleks oldugu goriiliir. Dolayisiyla r egrisi reel

degildir.
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3. EGRI CIFTLERININ FRENET VEKTORLERININ
ORTOGONALLIGI

Bu bolimde T ve T iki egri olmak iizere, I' ve r sirasiyla T': (,a: ve T': (l,ﬂ:
koordinat komsuluklariyla verilsin s ve s yay parametresi olmak iizere 0{6: ve p (:
noktalarmda T ve T egrilerinin Frenet-3 ayaklilari sirasiyla

V{a ‘: v, ‘: v/ G:ve V{ﬁ ‘* : v/ ‘*:\/3/3 ‘*:
iken bu egriler arasinda ‘v{”’ 6: v/ (*: , V{“ (:, v/ ‘*: , V{“ G: v/ (*: ,
%" ()/f ‘: , b{f G: v/ ‘*: , V{f (D/f (*: ikilileri olusturulup bu ikililerin
birbirine dik olma durumu incelenecektir.
31 B ¢_Vv/ € : ikilisinin Birbirine Dik Olma Durumu

1“..' o

Sekil 3.1

W ¢ v/ € : ikilisinin birbirine dik olmast durumunda
Vi€ ESp W € VS €
olur. Boyle bir durumda
VAX BPAVZY SRAVY 3 (3.1.1)

ifadesi yazilabilir. Buradan
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V,* € =cosgV, € Fsingv) € (3.1.2)
elde edilir. Burada Sekil 3.1°den yararlanilarak
L€ =€V € (3.1.3)
bagintis1 yazilabilir. Bu bagintinin her iki tarafinin S ye gore tiirevi alinirsa
A ~s” VR PR o a-
B € Bl € AV, € rAV,” €

Bl € L+ kv, € (3.1.4)

Vl
bulunur. Bu esitligin her iki tarafi V,“ ile i¢ carpima tabi tutulursa,
B o dS* a a Y a o o
<V1 1V1 >¥=<V1 ’V1 >‘+i /+ﬁ“k1 <V2 ’Vl )

olur. Burada W“ € v/ € : ikilisi birbirine dik oldugundan

v, €V € 3=0 (3.15)
olur. Buna gore
1+1'=0
A'=-1
A=C-5 (3.1.6)

ifadesi elde edilir.
Sonug¢ 3.1.1 " ve r egrilerinin karsilikli noktalar1 arasindaki uzaklik sabit degildir.
ispat: ' ve r egrilerinin karsilikli noktalar1 arasindaki uzaklik
d¢ € 5€ =[p€ - a€]=|v, €]=1=[c9 (3.1.7)
biciminde elde edilir. Ayrica “Es. 3.1.3” ifadesinde “Es. 3.1.6” ifadesi yerine yazilip tiirev

alinirsa

€ =€ €¢-sV €

' *\dS* % 3 a af’ -
,3‘ ,Eza € -V, +V," €-s_

. u ~ o ds
€ =k €5V — (3.1.8)

ds

Vﬁ ka INT dS
=k €-sV, s (3.1.9)

ifadesi elde edilir. Bu durumda su sonug elde edilir;
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Sonuc¢ 3.1.2 ' ve r egrilerinin tegetleri karsilikli noktalarda dik ise I" egrisinin asli
normali ile T egrisinin tegeti lineer bagimlidir.

Bu durumda (V,”,V,") = ¢ = +1 olmak iizere s*, B fonksiyonunun yay parametresi
oldugundan H B € :ﬂ =1 yazilabilir. Bu ifadeden faydalanilarak “Es. 3.1.8” ifadesinin her

iki tarafinin normu alinirsa

15°€ ]
<ﬁ'<*;ﬁ'<*§=k52¢—sf( ds}

ds®
2
kaZc_SE( dS J 1

kla t_SE/za d_i
ds

ds’
ifadesi bulunur. Buradan k;* pozitif olmak iizere

ds* .
E = kl |C - S| (3110)

bulunur. Ayrica
V,” € =cosgV/ € Fsingvy €

A dd_s =-sinppV/ +V/ cosp+cosppVy +V sing
S

KoV, ;—S = —sinppV/ + €KV, + kIS Cosp+cosppVy —kfVS sing
s

ki'Vy % = €K/ COS(z)S/lﬂ +Co k! :Sin NS + € +¢)’EOS(pV3ﬂ (3.1.11)

ifadesi elde edilir. Bu esitlikte “Es. 3.1.10” ifadesi diizenlenip yerine yazilirsa
Vs = €KL cospV + € —kf singV/ + € + ¢ cospVS [c—5  (3.1.12)
elde edilir. Ayrica ‘v{ﬂ ,V,© ikilisi lineer bagimli oldugundan VSV y=g=+1 iken
sekilden de faydalanilarak V,” vektdriiniin V., ‘: ve V/ ‘*: vektorleri iizerinde bir
bileseni olmadig1 goriiliir. Buna bagli olarak
VIS Y=V VS Yy=0 (3.1.13)
ifadesi yazilabilir. Buradan “Es. 3.1.12” ifadesinin her iki tarafi Vf ile i¢ carpima tabi

tutulursa
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V5NV = €k cosp o — sV VY + € —kZ single— sV V)
+ €/ + ¢ cosglc—s|(VL V)
€/ + ¢ cosglc—s|=0
€ +p =0 (3.1.14)
cosglc—s[=0 (3.1.15)
elde edilir. “Es. 3.1.12” ifadesinin her iki tarafi V.’ ile i¢ carpima tabi tutulursa
VE VLY = €k cosp o sV VY + € —KL single—sj(vy V)
+ €/ + ¢ cosglc—s|(VL V)

€ +kf singlc—s/=0

¢ -+k! =0 (3.1.16)
singlc—s|=0 (3.1.17)
olmalidir. Buradan
¢ +ki 10
k =—¢'
o' = k! (3.1.18)

elde edilir.
Sonu¢ 3.1.3 " ve r egrilerinin tegetleri karsilikli noktalarda dik ise I" egrisinin tegeti ile
r egrisinin asli normali arasindaki ag1 sabit degildir.
Ayrica “Es. 3.1.12” ifadesinin her iki tarafi V,” ile i¢c c¢arpima tabi tutulursa
V) =g =41 iken
V5 VLY = €k cosp o — sV VY + €' —kZ single — sV V)
+ €7 + ¢ cosglc—s|(VL V)
€K/ cosplc—3|=¢

>

Koo &
' cosglc—

(3.1.19)

cos¢ # 0 olan egriler i¢in elde edilir.
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Teorem 3.1.1 T egrisinin bir helis olmast i¢in gerek ve yeter sart r egrisinin diizlemsel
olmasidir.
ispat: V¥,V ikilisi lineer bagimh oldugundan (V,”\V,)=¢=T1 iken V,/ =&V
yazilabilir. Bu ifadenin her iki tarafinin S ye gore tiirevi alinirsa;
’ dS* !
VvV, —— =gV

K/ O('ji = e KOV, + KAV
5 ,

ifadesi elde edilir. Bu ifadede “Es. 3.1.10” ifadesi yerine yazilirsa
kZKZ o — sV = e €V, +kEVE

— KAV +KEVE
A
fle—s|
N RIS RV
oo e
vy = |- —Ev s Ky
L c-s *  kfle-s|
W g’ g2k’
C€-sD kE-st
o K kg’
1 - kazc -5 +ka2 ~5
1 _S/ 1 t_S/
az (ZZ
WL L (3.1.20)
1 a2 -
k" €—s°

ifadesi elde edilir. “Es. 3.1.19” esitliginin karesi alinip “Es. 3.1.20” ifadesiyle esitlenirse

2 a? a?
kﬂz _ E _ kl +k2

- > 2
cos” p€—s ki €-s>

1 kT kg

- 2
cos’p€—s_ Kk -5’

S

2

1+ = >
K/ cos” ¢
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ke’ _1-cos’p _sin‘e

= = = tan?
k**  cos’p  cos’g 4
a2
iz =tan’ ¢
kl
—2 —+tang (3.1.21)
ky'

o

elde edilir. Kabul edelim ki " egrisi bir helis olsun; bu durumda k—zazsabit olur.
1

Dolayisiyla ¢ = sabit olur. k/ +¢'=0 = k/ =0 oldugundan r egrisi diizlemsel olur.

Tersine I egrisi diizlemsel olsun k! =0 ve k/ +¢' =0 oldugundan ¢’ =0 dolayistyla

. ky ky . . C ey e
@ = sabit olur. k—za = +tang oldugundan k_i' = sabit olur. Yani T egrisi helistir.
1 1

Sonu¢ 3.1.4 T ve T sirasiyla I': (,a: ve I': qQ.p : koordinat komsuluklariyla verilsin S
ve s" yay parametresi olmak iizere I', I egrilerinin egrilikleri sirasiyla k7, k& ve k7, k/
olsun. Bu durumda 4 ¢ V/ (: ikilisi birbirine dik ise

Kk oKk

kﬂ
i ke? 4 ke’
ispat:
—2 =+tang
ka

1

1

k a
arctan (J_r —Zj =@
k a
ifadesi yazilabilir. Bu ifadenin her iki tarafinin tiirevi alinirsa

arctan (i E—ij =@

1
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LKk -k kg

¢H:+k§kf—kfk§
- a2 0{2
K +k,
ifadesi elde edilir. Bu ifadede k/ = —¢' ifadesi yerine yazilirsa

_ ke ki kg

kﬂ

? ke? ke
o ()
ke® 4 ko

ifadesi bulunur.

Sonug 3.1.5 Tegetleri dik olan egrilerde Schell teoremi saglanmaz.

Sonug 3.1.6 Mannheim teoremi tegetleri dik olan egriler i¢in gegerli degildir.

Ispat:
a€M=M-a€
=OM -0 €_
~ 1. .-
=o€ +—V, -a€.
Ky -

Norm alinirsa,

L
ky’

1

K

Vi =

o € ] =

Lye
ky’

=OM" -0 €_

~ 1 ~ T g
= ﬂ‘/+k_ﬁv2ﬁ ‘/_Oa‘,
1

(3.1.22)
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=a+AVS* —a+iv2ﬂ
k’

L
k{

= AV, +—V/.

Yine,

= \/@vl“ oL VS, AV, +iv2ﬁ )

€3 K K/

2
A e A o 1
=\//12+F<V1 ’V2ﬁ>+ﬁ<\/2ﬁvvl >+(Fj 2/31V2ﬂ>
iken, “Es. 3.1.2” nin her iki tarafi Vzﬂ ile i¢ carpima tabi tutulursa

% ’Vzﬂ> = C0s ¢<Vzﬂ ’Vzﬁ ) +sin §0<V3ﬂ ’Vzﬂ>

V," V) = cosg

elde edilir. Bu ifade koklii ifadede yerine yazilirsa

elde edilir.

<1 .
=a€ 3 —V, - p¢

k;

~ 1., ~ iy

=o€ +—V, —a€ - AV,

ky*
:iav;—zv;’
K,

bulunur. Buradan

1
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elde edilir. Son olarak

,B‘*B/l*=0|\/|*—0ﬁ‘*:

:,B‘jkﬂ ﬂ ,B‘ /:@Vﬁ

1
- _ﬂ
ifadeleri elde edilir. Bu ifadeler oranlanirsa
B
€ ¥ Vi .
pew] T WK
Ky’
- 1
pE ™| kf 1
e €31 \/12 2/1003go+( j \/izkﬁ +27k” cosp +1
k/ k?
buradan
Hﬁgi f/l/l”H H \/( ke A2 izk”' +27k cosp+1
elde edilir.

Sonug 3.1.7 Tegetleri dik olan egrilerde Bertrand teoremi saglanmaz.
ispat: I, [ cE? egrileri sirasiyla (,a:, Q.5 : koordinat komsuluklariyla ile verilsin.

I egrisinin egrilikleri k; , k; ise bu durumda

. as

' dslc—|

%:itan(p
(o _ ds” €tan 3
2 dslc - |

bulunur. k; , k; arasinda bir lineer bagint1 olmadigi agiktir dolayisiyla Bertrand teoremi

saglanmaz.

Sonug¢ 3.1.8 Tegetleri dik olan egriler involiit-evoliit ¢ifti olma 6zeligi gosterirler.

67



32 ¢ v/ € : Ikilisinin Birbirine Dik Olma Durumu

.+ OP(s%)
0

Sekil 3.2

W ¢ v/ € : ikilisinin birbirine dik olmast durumunda
~ LY W
V,* (/eSpV{ﬁ‘ )V3ﬁ‘ _
olur. Boyle bir durumda
~ Y w
Vo€ =V €y € (3.2.1)
ifadesi yazilabilir. Buradan
V" € =cosgV,” € Fsingv/ € (3.2.2)
elde edilir. Burada Sekil 3.2°den yararlanilarak
L€ =a €3V € (3.2.3)
bagintis1 yazilabilir. Buradan
~ N * Y a
A€ s€ _=|p€ - a€]=|v €]-2
elde edilir. Ayrica “Es. 3.2.3” bagmtisinin her iki tarafinin s ye gore tiirevi alinirsa
P = €AV € €

s

v/ € Cqs € L+ 2 3k €V € (3.2.4)

bulunur. Bu esitligin her iki tarafi V,“ ile i¢ carpima tabi tutulursa,

o dS* a a Y a a o
<V1131V1 >E:<V1 aV1 >(+/’i /+21k1 <V2 ,Vl >
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ds”
PV —— =1+ 3.25
V) & (3.2.5)
elde edilir. Ayrica “Es. 3.2.2” bagintis1 V,” ile i¢ garpima tabi tutulursa,
% 'V1ﬂ> = C0s ¢<V1ﬂ ’Vlﬁ ) +sin @(Vsﬁ ’Vlﬂ>

V%V = cosg (3.2.6)
elde edilir. Bu ifade “Es. 3.2.5” ifadesinde yerine yazilirsa

ds” 1+
ds cose
ds” 1+ 4
ds cose
2 =9 cosp-1 (3.2.7)
ds

elde edilir. Ayrica “Es. 3.2.4” esitliginin her iki tarafi V. ile i¢ carpima tabi tutulursa,
dS* a A a a
<V1ﬁ 'V2ﬁ>¥ = <V1 'V2ﬁ> (+4 _F ﬂ“kl <V2 'V2ﬁ>
olur. Burada W“ € V)€ : ikilisi birbirine dik oldugundan (V" €.V, € E: 0
olur. Buna gore
AKENVINSY=0 (3.2.8)
ifadesi elde edilir. Diger taraftan “Es. 3.2.4” ifadesinden faydalanilarak

ds
Vd
ds* 2

V€ =€ =+ z'j;%vla + Ak
yazilabilir. Bu ifadeden faydalanilarak
VA€ =sp €S V€ v € LV €3=0 (3.2.9)
elde edilir. Ayrica (V,” €.V, (*E:O oldugundan W* ,V,” }%“ v/ }b{f NV
ikilileri lineer bagimh olur. Dolayisiyla ¢ =kz, € eZ: olur. “Es. 3.2.2” esitliginden
yararlanilarak V,“ = &V,” , & = 1 yazilir. “Es. 3.2.5” ifadesi

&G
ds £

(3.2.10)

olur.
Sonug¢ 3.2.1 T" egrisi bir dogrudur.

Ispat: Burada farkl: iki egriden sz edilebilmesi icin A # 0 olmalidir. Dolayisiyla
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“Es. 3.2.8” ifadesinden yararlamlarak KkJ(V,”,V,/Y=0 olur. Ayrica (,",V./)=0
ifadesinin yazilabilmesi igin (V,*,V,) # 0 olmasi gerekir. Bu durumda k" (V,",V,/)=0

iken (V,”,V,/) # 0 oldugundan k; =0 olur. k =0=ky =0.

\." o

B
_______ \.1
I
PR
T OBG®)
O.
Sekil 3.3
. o ’ A :
Diger taraftan “Es. 3.2.3” ifadesinde tilirev alinirsa Zi = LS ve k[ =0 iken
S g

BE =o€V €

~ & o

“€+ /I’fll

IB, ‘* :: 8V1a
~“ds
g€ =0

=k =0=kJ =0.

p€ =€

ﬁ”‘ — gklavza =0

Sonu¢ 3.2.2 ' egrisi ve r egrisi ayni diizlemde iki dogrudur. Dolayisiyla karsilikli

noktalar arasindaki uzaklik sabittir.
Sonuc 3.2.3 Mannheim teoremi (,f: eri ¢ifti icin gecerlidir.
aGI\/I =M —aG:
=OM -0 €_

—a€ ¥ iVZ” ~a€ .
kY -

Norm alinirsa,
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- 1 1 1
a€ M — V[ =—I|V,|=—
|| —~ || kla 2 kla ’\/2 ka
a‘]/l*zM*—aQ
=OM " -0« €
bulunur.
N, ~ 1 ~
a€M’ = f €3 V! €30k
1
1
= _OHFVZﬂ
=a+ AV, Lys
=+ 1 —Q+F 2
o 1 B
=2,Vl +FV2
Yine norm alinirsa,
Haﬂw* = </1V“+ivﬂ ,1v0’+ivﬁ>
B - 1 klﬂ 2 1 klﬂ 2

2
A A (1
=\//12+k—ﬁ<V1 'Vzﬂ>+k—ﬂ Y >+[k—ﬂ) 7NV
1 1

1

Yine, norm alinirsa,




1 o o 1 o o
:\/<k—avz _;{’Vl ,k—aVZ —/I{,Vl >

1 1

1
ka

S+ A7

Son olarak,

pE M =oM -0p¢€
€ 3°|=5€ 3 ;kﬂ S -B€ ,=k—ﬂv’5

o€ |-
1
ifadeleri elde edilir. Bu ifadeler oranlanirsa
< Lr
€ ke
ma<§w= Sk
k&
< 1
pEM| w1

FT T[] e
k{

buradan

RN SN ey e

€l ]
bulunur. k; =k =0 oldugundan

€ 3| |p€ 3]
lo € M|~ €M H

elde edilir. Bu da Mannheim teoreminin saglandigini gosterir.
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33 Y ¢ v/ ¢ : ikilisinin Birbirine Dik Olmasi Durumu

\.-' o

Sekil 3.4

W ¢ v/ € : ikilisinin birbirine dik olmasi durumunda
V€= € v €
olur. Boyle bir durumda
Ve €= AV € F v € (3.3.1)
ifadesi yazilabilir. Buradan
V, € =cospV,” € Fsingv/ € (3.3.2)
elde edilir. Burada Sekil 3.4’ten yararlanilarak
BE =a€ iV € (3.3.3)
bagintis1 yazilabilir. Buradan
d¢ € 5€ =€ > a€]=|v, €]=2

elde edilir. Ayrica “Es. 3.3.3” bagintisinin her iki tarafinin S ye gore tiirevi alinirsa
’ *\dS* ' g 2 3 a, -
B € Bl [ PYVAAY BYVAN 3
VI G €k €Y € 3.3.4
1 /E__i_/l /+ 16/2‘, ()

bulunur. Bu esitligin her iki tarafi V,” ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa,

o ds” ’ a a o a a
<V1ﬁvV1 >E= (+1 3/1 M)+ ARV V)
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/ N;’W% 1+ (3.3.5)
elde edilir. Ayrica “Es. 3.3.2” bagintis1 V,” ile i¢ garpima tabi tutulursa,
VAV Y =cos VP VY +sinpvS VP
VSV Y =cos g (3.3.6)
elde edilir. Bu ifade “Es. 3.3.5” ifadesinde yerine yazilirsa

ds” 1+ 4
ds cose

ds” 1+
ds cose

2 =9 cosp-1 (33.7)
ds

elde edilir. Ayrica “Es. 3.3.4” esitliginin her iki tarafi V. ile i¢ carpima tabi tutulursa,
ds* ’ o o a
VP VL)~ = € 2 VY + 2K VSV
olur. Burada W* ¢ v/ € : ikilisi birbirine dik oldugundan (V," € .V, € ;= 0
olur. Buna gore
AKENVZNSY=0 (3.3.8)
ifadesi elde edilir. Diger taraftan “Es. 3.3.4” ifadesinden faydalanilarak

ds
Va
ds* 2

v/ € =p€ =+ A'j;%vl“ + 2k
yazilabilir. Bu ifadeden faydalanilarak
VA€ =SpH €S Ve € B v € LV €3=0 (3.3.9)
elde edilir. Ayrica (V. €V, € E: 0 oldugundan W ,V/ ] v, v/ ] AV
ikilileri lineer bagimli olur. Dolayisiyla o =kz, € Z: olur. “Es. 3.3.2” esitliginden
yararlanilarak V,“ = &V,” , & = 1 yazilir. “Es. 3.3.5” ifadesi

9 e (3.3.10)
ds

olur.
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Sonug 3.3.1 W ,V/ JW* v/ W, VS ikilileri lincer bagimli ise bu iki egri igin

asagidaki bagintilar yazilabilir;

Sekil 3.5

VENSY = VENSY = (VE VP = VAV Y = VE NS = (VE VS =0
olur. Bu esitliklerden faydalamilarak (V,*,\V,”)=¢, V)" V.Y = u, V7 V/)=0c olmak
uzere

VONVSY =0

'ods”

= -0
>ds

ARV AR

(04 o o \ds*
KkVIENSY+ N €k + kIS ;Ezo

e " ds* " ds”
k' (V, ’V2ﬂ>_k1ﬁ<vl ’V1ﬁ> +k2ﬁ<V1 ’V3ﬁ>_=0
ds ds
ds”
k*u—-k’e =0
1 K 187 s

elde edilir. “Es. 3.3.10” esitliginden faydalanilarak
kfu—kfe*€+1 =0

K/ €+ 4"
ki = L’t (3.3.11)
u
elde edilir. Diger taraftan
<V2a 1V3ﬁ >’ =0
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o v, s ds’
<V2 1V3ﬁ>+<vz ;V3ﬁ> =

0
ds
a\ya aya X a ~ds”
(EKV + RV VY + (VS ,(kfvf;ds =0
a [24 o a a dS*
_kl <Vl 7V3ﬁ>+k2 <V3 ’V3ﬁ>_ké0<v2 ’V2ﬂ> dS :O
kfo—kfus €+ 2 =0
Ko Ko
Y S i
bulunur. Diger taraftan
<V3a’V2ﬁ>r=O
o \y B w g g ds
<V3 7V2 >+<V3 1V2 > :0
ds
aga “ ~ds”
(€CksVy VY + v CkVS + kIS ) < =0
aaﬂﬂaﬂdS*ﬂaﬂd*
_kz <V2 ’Vz >_k1 <V3 ’V1 >E+kz <V3 1V3 >

elde edilir. “Es. 3.3.10” esitliginden faydalanilarak
~kfu+kfos€+ A =0

_ kfosq+ A

7

ky

elde edilir.
Sonu¢ 3.3.2 I've r egrileri birbirine benzer iki egridir.

Sonug¢ 3.3.3 Mannheim teoremi l% T “egri ¢ifti igin gegersizdir.

Ispat:
aGI\/I =M-a€
=OM -Oca €
<~ 1. .
=a€ +—V, -a€
Ky’

Norm alinirsa,

S 0
ds

(3.3.12)

(3.3.13)
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bulunur. Buradan

elde edilir. Yine norm alinirsa,

e

elde edilir. Buradan

Yine,

- \/@vl“ + kiﬂvf AV + kiﬂvf )
1 1

A e A «
:\//12+k—ﬂ<\/l ’V2ﬁ>+k_ﬂ Z'B,Vl >+(
1 1

l 2
= |+ —
)

€ M=0M-05€

~ 1 o
za‘/+—aV2a—ﬂ‘ B
ki

=acj+kiav; ~a€ -V,
1

K

2
1
J £V
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s € M- Hkiv vy

= e —ave, Lve v
kY kY

= 12+/12
k)’
€ M =oM* -0p¢€
ﬂ‘ M =,B‘ /+@V2ﬁ—ﬂ‘ /=@V2ﬁ

ifadeleri elde edilir. Bu ifadeler oranlanirsa

€ B Vet
ey 1 Ve

1

1
N
S N EVIRE
k{’
buradan
€ | |p€ 7 :
R LR
elde edilir.

Sonug 3.3.4 b{“ G: v/ ¢ : vektor ikilisi birbirine dik olan T' ve T egri ¢ifti icin
Bertrand teoremi gecersizdir.
Sonug 3.3.5 V{“ 6: v/ ¢ : vektor ikilisi birbirine dik olan T ve T egri ¢ifti icin Schell

teoremi gegersizdir.
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34 € VS € : Ikilisinin Birbirine Dik Olma Durumu

\." o

Sekil 3.6

A DAV § : ikilisinin birbirine dik olmasi durumunda
Vi €= spW € v/ €
olur. Boyle bir durumda
Vi€ =4V € 3V € (3.4.1)
ifadesi yazilabilir. Buradan
VS € =cosgV, € Fsingv) € (3.4.2)
elde edilir. Burada Sekil 3.6’dan yararlanilarak
BE =o€ VS € (3.4.3)
bagintisi yazilabilir. Buradan
de€s€ =|p€ > a€]=|v; €¢]=2

bulunur. Diger taraftan “Es. 3.4.3” bagintisinin her iki tarafinin S ye gore tiirevi alinirsa

’ *\ds* ' g o g 0(’ -
B € Pl € AV, € r AV €

. 4s” o > v ™ A a™ Lo e e
Vlﬁ‘ /E:Vl ‘/+/1,\/2 ‘/+Z’(_kl ‘yl ‘/+k2 ‘yl’: ‘/,
yis *\ds* a\ya &> o g oj o g
v/ € P | CFISIAR BVLA BWISAY 3 (3.4.4)
bulunur.
' *\dS* *\dS* a\y o g o g a\jo g
5 € E:vﬁ( P (- 7Kk V," € >+ AV, € 3 AkgVy € (3.4.5)
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elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafi V,” ile i¢ carpima tabi tutulursa
B o dS* o 2 a o ' o o o o o
VIV = (2K V) + AV VY + Ak (VL V)

ds”
ﬁlva =/1!
22 >_ds

ds

1ﬂ 1V2a> =4 =

(3.4.6)

ifadesi bulunur. Ayrica “Es. 3.4.2” ifadesinin her iki tarafi V,” ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa
VNS Yy =cospV VY +sinpvS VY
V7 VY =cosg (3.4.7)
ifadesi bulunur. Bu ifade “Es. 3.4.6” ifadesinde yerine yazilirsa

&' A
ds cose

(3.4.8)

ifadesi elde edilir. Buradan ¢ = ga( A = 2€_olmak iizere

ds® A
ds cose

cosgds™ = A'ds
1€ = _[COS(p(* Bs* +C (3.4.9)
elde edilir. Buradan A degerinin sabit olmadig1 goriiliir.

Sonu¢ 3.4.1 T" ve r egrilerinin karsilikli noktalar1 arasindaki uzaklik sabit degildir.
Bu iki egrinin egrilikleri i¢in “Es. 3.4.5” ten yararlanilarak
! * \d a o [24 o
ﬂ(/d—_( A\, € 3 AV € AV €
iken, “Es. 3.4.8” bu ifadede yerine yazilirsa

s € ——( PISAR BLAR BYILVAY 3
€os ¢

‘ ( ﬂka\e(;lsgﬂva‘ /f{/!coﬂlswva ‘\ Cosjrﬂ’kZ Va‘

~ COS gz)/lk

( = (- /lk"\eojfov € > cosoV,” € VA 3
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ke - k
p€ = (Cojfp 4 COS(”}/ € cospV, € Cos;tﬂvac (3.4.10)

elde edilir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa

(cow Ak cowjva v (cosw Ak cow] + €osp Ve

. ds”
¢ “ds

d A A A A

!/

+V,72 C08(p+[ iﬂk ]V“ V“(M]

ﬁ,,‘*‘ds _ Asingg'A'— " cosp V" avza[cos,go_/ikl COS(D]

“ds @’f A

<
(—sin oo’ €k } €k /cow)/i'

- A"cospikZ
N PAK, vy

2
¢

(Qk _cosg —sin g’k )/1

—A1"kZ cos
_ 1 2,? v,
Ak .
—k¢ ("(’Sﬁ#jv; —sinppVy + €KV + KV Sosg

‘*\ds* | —sinpp'A’ — A"cosp — €' 2k; cosp —k{ A'Acose | .,
- 1

ﬂ” /ds Q’\z

N sin pp' ALK, + A" Ak cos ¢ Pk cos ¢ — Ak, cos @
¢ z
—sinpe' A ke + €' 2kZ cosp + kg A'Acosp — A"cospAkS | .,

+ 3

2
¢

+ €KV KV Sosp -k [%)Vf —sinpp'V,*

2 2
, g S k cosg — Ak” cos @ —cos piky . o
B ¢ b =( 1 P 1 = ? PAK, —sinpp }/2
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—sinpp'A’— A" cosp
— @' Kk cosp -k A'Acosp
+sinpp' ALK + A"k cose

+ < A

—sinpp' Al ke + €' k¢ cow}
Va

!

+k; A'Acosp—A"cospk,
¢’ 3

+ k5 cospV,” —k;* cospV,”

+

ifadesi elde edilir. Bu ifadede “Es. 3.4.8” ifadesi yerine yazilirsa

- ;sin 200 ALK + A7IKE cos? o — €' 2K cos?
ﬁ”‘*/z ¢r3 la

- ;sin 200’1 — 1" cos’ @

-I 2 a’ ' 2
— @' “k7cos”p—k* A'Acos
+ K 0 —K @ v

3
¢

k cos® ¢ — Ak¢” cos? @

—cos® pik&” - Lsin 200’2
+ 2 \

2
¢’

—;sin 200'AAKS + €' 2kg cos? ¢

+kg A'Acos® p— A" cos’ pikY
+k¢ cos’ €'

o
+ V,

¢’
ifadesi elde edilir. Burada
—;sin 200'A"' — A"cos® p— €' 2K cos? o —kZ A'Acos? ¢

P= <«




;sin 200 ANKE + A"k cos® o — €' >k cos? ¢
¢’

+

k cos® ¢ — Ak¢” cos? @ —cos? pAkS” —;sin 200'A'
¢’

—;sin 200 AAKE + €' 2k cos? ¢
+kg A'Acos” o — A" cos® pKS
+kfcos’p@'

¢’
degerleri alinirsa
B"€ =PV, +QVS +RVS (3.4.11)

ifadesi yazilabilir. Bu ifadenin s ye gore tirevi alinirsa “Es. 3.4.8” ifadesinden de

yararlanilarak
m *\ds* ’ o a’ A o al ’ o a’
B" € /E=PV1 +V S P+QVS +V, Q+RVS +V,S R
m *\ds* r o (24 o A (74 [24 (74 o (x\ r (24 [24 o
B" € /E=Pvl +kVSP+QV + €KV +ki VY Q+RVY —kiV, R

m *\ds* ! o \0{ o ! o \0! o !\Ol
B" € /Ezé —kfQV,” + € P+Q —kyRV, + €Q+R'V,

m * ™ ! o \eos o o ! o \COS o
B € =€ —kiQ 2oV + € P+Q —kiR 2V
A A (3.4.12)
~<0S¢@

+ (;’Q + R'/ Y

s

ifadesi elde edilir. s* yay parametresi oldugundan H ,B’(*:U=1 olmak iizere T egrisinin

egrilik ve burulmasi;

\
"€ =PV +QVy +RV/

, 4+ | COS Ak cos .~ o &~ COSQAKS -~
'B‘ /={ /1V¢_ 111 ¢)vl ‘/+COS(0V2 ‘/+%V3 "
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ka [24
ﬂ'Aﬂ"—(CT,(p A cosq)JQVa_(cc;s(o AK; ;osijvza

—Cos pPV," +cos pRV,”

+cos<o,;tk2 PV _COS(0/1k2 QV,”
A
,B’A,B”z(cosm—cowﬂk Q}/ (cosi},ﬁk o (chq)_ﬂkl/Ic'OS(pJR)vza

cosp  AK/ COS(D
+ —cos¢P

o keQ) ., [AKkIP+AK‘R-RY),,
B A B =COS(0|:(R—; A +[ 2 1 )Vz}

A A

‘_/Ik]flb_ﬂ“lp)va
3

(3.4.13)

ﬂ/!

keQY (kP +ik‘R-RY (€= 0O-iPY
o B (R (€

[24 2 o [24 _ 2 _ (Z\_ 14 2
KR—ZKZQ]V1“+(M(2P+}“E(1R RJVZ"’{( K Q APJV;]

+C0s go(

"

A A A
bulunur. Diger taraftan, det’, 8", " =(B' A B", B") esitligi kullanilirsa;
' keQ 1- -
R-—"2= N7 0S¢, ,,
( ﬂ" )Vl é k Q/ Argovl
o ™ AP+ AkR-R} o , Lag €0SQ. .,
detq’, 8", p" ={cos¢ +( 2 /1,1 }/2 ,+(1P+Q—k2R/Tf0V2 )
a / a ,€0S o
+[(—/1k1 Q—ZP)\/,, +(2Q+R/T,¢V3
A ot -
_cos’p

< ki - ikiQ €' -kQ 3 €kiP+ k/R-R &P+Q —kiR_

+ -k Q- AP &:Q+R'
ifadesi elde edilir. Buna gore

a 2 a a _ 2 _ (X\_ 1) 2
¢ 5259 B (CaBot]

A A A
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bulunur. Ayrica

K =

€1 - k:Q € —KkQ + €kiP+ KR-R & P+Q —kiR

~ ~
€k Q-2P §:Q+R'

€1 - 2kEQ 7V, + €k P + kIR -R V) + €= k7 Q- AP V¢

+
€1 - KEQ 2V, + QP + AKIR—R 2V, + €= 2kF Q- AP Vs

bulunur.

Sonuc 3.4.2 \7%“ G: v/ ¢ : vektor ikilisi birbirine dik olan, T ve T egrileri i¢in Schell

teoremi gegersizdir.

Sonu¢ 3.4.3 b{f‘: v/ ‘*: vektor ikilisi birbirine dik olan, T ve T egrileri i¢in

Mannheim teoremi gegersizdir.

Ispat:
a€M=M-a€
=OM -0a€_
~ 1., ~
=a€ +—V,-aé€
ky’
elde edilir. Norm hesaplanirsa
- 1 1 1
a€ M| =]V, |=—"V)|=—
” ~ ” kla 2 kla ’\/2 k&

Yine,
aGI\/I* =M" —aG:

=OM"* -0 €_

elde edilir. Norm hesaplanirsa,
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= [cavy + iﬂv;’ AV +iﬂvf>
ki k{

l

=\/f+ki,,<v2 ,vﬂ>+—<v2’f,V> [ jwzﬂ,vﬁ>

1 2
= |2+ =] .
o

B€ M =0oM-0s€

Benzer sekilde,

~ 1 o .
:a‘/+_av2 _IB‘ _
Ky

=a€ r—V, —a€ V)

Yine norm hesaplanirsa,

Son olarak,

ﬂ‘*B/I* =O|V|*—Oﬂ‘*‘

=€ ;kﬂ S -p€ ;k—ﬂVﬂ

1
€ 0=

bulunur. Buradan



1

€ | _

ke 1
em] L k_*‘
Ky
- 1
N
o € 1° PR VAL 41
Tk

ATINARY =kfi_ﬂ‘ [k 11

o€ M| " B ki

elde edilir ve bu ifadenin sabit olmadig1 goriliir.

3.5 ‘vi“ 6:, Vsﬂ ‘ : ikilisinin Birbirine Dik Olma Durumu

Sekil 3.7

‘vé“ ¢ V/ ¢ : ikilisinin birbirine dik olmasi durumunda

Vi € sp W € v/ €
olur. Boyle bir durumda

vy ‘:Z ﬂ’lvlﬂ ‘* } ﬂzvzﬂ ‘* :
ifadesi yazilabilir. Buradan

V€ =cospV,” € Fsingv/ €
elde edilir. Burada Sekil 3.7°den yararlanilarak
pE€ =o€V €

bagintis1 yazilabilir. Buradan

(3.5.1)

(3.5.2)

(3.5.3)
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A€ s€ = |p€ > a€]=|iv; €]=-2 (35.4)

elde edilir. Diger taraftan “Es. 3.5.3” bagintisinin her iki tarafinin s ye gore tiirevi alinirsa
) &+ ~s” W PR a, -
p'€ Bl € - AV € AV €

~

AKX § % =V, + AV + ARV, +ksVy

v/ € % = (= AKE N+ AVS + ARGV (3.5.5)
bulunur.
' A * \ds* * \dS* o N o o o\ o
5 € E:vﬁ( Pl (- 2KV, + AV, + K5V, (3.5.6)

elde edilir. Ayrica “Es. 3.5.2” esitliginin her iki tarafi sirasiyla V,” ve V/ ile i¢ carpima

tabi tutulursa

<V2a 1Vlﬂ> = COs §0<V1ﬂ 1Vlﬂ> + Sin ¢<V2ﬁ 1Vlﬂ>

VE VY = cosp (35.7)
V7 V) =cospv V) +sin v V)
ViV Y =sing (3.5.8)

ifadeleri elde edilir. “Es. 3.5.6” ifadesinin her iki tarafi V,” ile i¢ ¢carpima tabi tutulursa
ds”
B ,V a — i’
Ve ds

ifadesi bulunur. Bu ifadede “Es. 3.5.7” ifadesi yerine yazilirsa

g’ _ 4 (3.5.9)
ds cose
esitligi elde edilir. Buradan ¢ = ¢ €’ : A = 1 €_olmak iizere
ds® A
ds cose
cosgds™ = A'ds
1€ = ICOS@‘* Es* +C (3.5.10)

elde edilir. Buradan A4 degerinin sabit olmadigi goriliir.
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Sonu¢3.51 T ve I egrilerinin karsilikli noktalar1 arasindaki uzaklik sabit degildir. Bu iki
egrinin egrilikleri i¢in “Es. 3.5.6” dan faydalanilarak,

ﬂ’(*;dd——( Ak ac TFAVS € IkIVS € (3.5.11)
iken “Es. 3.5.9” ifadesi bu ifadede yerine yazilirsa

i § ——( PISAR BLAR BYILVAY 3
€os ¢

€ = (- ﬂk“mj‘”vac z'“’j(”vat\ “’Siﬂvac

~ COS go/lk

€ = (- zkﬂojf”v € cos oV, € 2y g

P COSAL,M‘ZVQ ¢ (3512

~ (COS(p Ak COS(p

g€ = 7 }/ € - cosoV,” € -

elde edilir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa

ﬂ"

‘*\ds* cosp  Ak/ COS(D ViV '(cosp k(" cosg
~ds A Al A A

+ COS(pj/z‘” +V,° c05¢+(%ﬁkj V) +V (%j

( sin g Qk“; €k cow)/i’

* - A"cospAk?
‘*‘ds — . P/AK,

P “ds ¢’

\A

—sinpp'A’— A" cosp
((Lkl C0S@ —Sin ' Ak );t’

+ A" k7 cos
+ ! L VA

2
¢

LKAV [Cff” Ay ;"S(”] sin pp'V/,?

+ kv +koVS ;,03 —k? (%}/2
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” *\ds* [24 (4
/B ‘ —=k1V2(

~ds

cos¢ — Ak cos ¢
/1!

J —sin pp'V,”

—sinpp'A’— A" cosp
— @' k7 cosp -k A'Acosg
+sinpp' ALK + A"k cosg

+ A

2
¢

{—sin PP AAKS + € 2kE cosyo}
Ve

!

+k; A'Acosp — A" cospiky
+

¢’
a COS ﬂ'ka o 24 a 24 0(\
—k¢ (%)vz + €KV, +kgVy cosg
{kf’ CoS@ — Akf’2 cos¢g
2 .

g 9" [—Cospiky —A'sinpg’|

p€ ——= 2 _ v,
ds A

—sinpp'l"— 1" cosg
— @' k7 cosp -k A'Acosg
+sinpp' ALK + A"k cosg

+ A

2
¢

{sin PP ANKE + €@ K COSQ)}
V)

!

+ky A'Acosp — A" cospiky
+ <
+k; cospV,” -k coseV,”
ifadesi elde edilir. Bu ifadede “Es. 3.5.9” ifadesi yerine yazilirsa

1. rar " -
—sin 209’2 — 1" cos’ ¢ ;sln 200" 2K + A"k cos® ¢
+
o~ |- @Kk cos? ok AAcos’ | |- € ki cos® g .
ﬂ ‘ /: Q,ﬁ Vl
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—;sin 200'AA'KS + €' 2k cos? ¢

+Kkg A'Acos’ p— A" cos” pAkY

k? cos? ¢ — Ak’ cos? ¢
+kZcos’p €' >

—cos® pikZ” - ;sin 20¢0'2

+ < V) + < A
ifadesi elde edilir. Burada
1. 2 ’ﬂ’ 2’" 2 1 . 2
—,SINepp A = A7COS 9 L sin 200' 20K + A"IK cos® ¢
oo € k7 cos? o -k A'Acos’p| |- € K cos® g
- qr‘ﬁ + qr‘s‘
k cos® ¢ — Ak¢” cos? @ —cos? pAkS” —;sin 200’4
Q= <
1. 1N, o 12, 2
—Esm 200'22k; + €' “k; cos® @
+kZ A'Acos® p— A"cos® pAkg +kg cos’ p€'
- <«
degerleri alinirsa
B € =PV, +QVS +RV/ (3.5.13)

ifadesi yazilabilir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alimirsa “Es. 3.5.8” ifadesinden de

yararlanilarak, “Es. 3.4.12” ile ayn1 ifade olan,

k™ £ an€OSP . g W E0SQ.
’8 ‘ /_ é kl Q/ 2,’ Vl (l P Q k2 R/ 2/[ V2

P €089, 4
+ (2 Q+R' ,¢V3
A
ifadesi elde edilir. s* yay parametresi oldugundan H ﬂ’(*:[]:l olmak iizere T egrisinin

egrilik ve burulmasi;

B € =PV +QVS +RVS

, ¢+ [ COS Ak cos "~ w &~ COSQAKS -~
'B‘ /={ (D_ 12/1 ¢)vl ‘/+COS(0V2 ‘ +LV3 ‘,

A - A
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ka ka
ﬁ,Aﬂ,,_[CO/;w A COS(p]QVa_(C();(p A ;OS¢]RV2“—COS(/)PV;’

_ cos go;tk

cos Ky L Qe

+CoOS@RV,” +

B'AB"= COSgoR—COSQﬂk Q o] osoKs [ cosp  AKTCose =
ﬂ/' 2” ﬂ/’
+([Cis,(p Ak{ COSgo B OS({)PJV

, y AkZ " AKSP+AkR-R |
B'APB =COS¢)([R—#Q}/1 +( 2 /1,1 }/2

P !
+((—ikl Q- AP v;’]

2/!

o 2 [24 o _ 2 _ a\_ I 2
=|COS¢|\/(R—;Lk2Q +(/1k2P+/1klR RJ +(( X Q /”LPJ

A A A

, keQY v o [ZKEP+ 2kR-R zva (- ik Q-AP zva
? 2 Py 2 T ?

Diger taraftan, det@’, 8" ,B”'\ (B'AB", B esitligi kullanilirsa;

PV,

(3.5.15)

”

([ akeQ |
R-——2= N~ 0S¢, ,,
( A )\/1 (’ k Q/ PL \'A
"o AKSP+AkR-R ) v . 1 um€0S o
det@’, B", B =(cosg| + ( 2 /1,1 )\/2 ,+(1P+Q—k2R/T,(pV2 )

a D 4 Y ,€0SQ.

{(—zkl Q—AP}/: +(2Q+R/l,¢v3>
ﬂ/!

_cos’ @
-
+ Q- Q- AP &iQ+R

ifadesi elde edilir. Buna gore,

a 2 [24 o _ 2 _ (X\ _ ! 2
kf:|cosyp|\/(R—/lk2QJ +(’1k2p+’1k1R Rj +[( 4 Q ’”’j (3.5.16)

ki - akiQ €' -k7Q 3 €keP+ Ak‘R-R & P+Q - kiR

A A A

bulunur. Ayrica
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e G - k:Q ' —kQ F €kiP+ kR—R §P+Q —KkIR

€1 - KEQ 2V, + QkIP + Ak R—R VS + €= k7 Q- AP VS

~ ~
€k Q- 2P &Q+R'_

€1 - 2k:Q 7V, + €kIP+ kIR -R VS + €= k7 Q- APV

bulunur.

Sonug 3.5.2 V{”’ ¢ V/ (*: Frenet vektor ¢ifti birbirine dik olan, ' ve T egri ¢ifti icin

Mannheim teoremi gecerli degildir.
Ispat: Bu ifadenin ispat1 Sonug 3.4.3 ile aymdir.
~ M I
3.6 W € V7 € _ ikilisinin Birbirine Dik Olma Durumu

1?.' o

-
Fa

Sekil 3.8

V{f ¢ V/ ¢ : ikilisinin birbirine dik olmas1 durumunda

Vi €Esp € v/ €
olur. Boyle bir durumda

Vi €= 2V € 3 v €
ifadesi yazilabilir. Buradan

Vs € =cospV € Fsingv/ €
elde edilir. Burada sekilden yararlanilarak
L€ =a€ VS €

bagintis1 yazilabilir. Buradan

A€ p€¢ = |p€ = a€]=|v €)=

(3.6.1)

(3.6.2)

(3.6.3)

(3.6.4)
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elde edilir. Diger taraftan “Es. 3.6.3” bagitisinin her iki tarafinin S ye gore tiirevi alinirsa
P =0 Gy € €
v/ € f('ji; =V," = 2KV, + AV (3.6.5)
bulunur.
s € jji; =v/ € jji; =V, — AKIVS + AV (3.6.6)

elde edilir. Ayrica “Es. 3.6.2” esitliginin her iki tarafi sirasiyla V,” ve V/ ile i¢ carpima

tabi tutulursa

% !V1ﬂ> = C0s (D<V1ﬂ ’Vlﬂ )+sin §0<V2ﬁ ’V1ﬂ>

VSV =cosg (3.6.7)
2 'V2ﬂ> = COs (0<V1ﬂ vV2ﬂ> +sin ¢)<V2ﬂ ’V2ﬂ>
VINVSy=sing (3.6.8)

ifadeleri elde edilir. “Es. 3.6.6” ifadesinin her iki tarafi V,* ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa
ds”
B ,V ay =2 ﬂ,,
ViVs ds

ifadesi bulunur. Bu ifadede “Es. 3.6.7” ifadesi yerine yazilirsa

o’ A (3.6.9)
ds cose
esitligi elde edilir. Buradan ¢ = ¢ €’ : A = 1€_olmak iizere
gt _ A
ds cose
cosgds™ = A'ds
1€ = ICOS(/)‘* Bs* +C (3.6.10)

elde edilir. Buradan A degerinin sabit olmadig1 goriiliir.

Sonu¢ 3.6.1 I" ve r egrilerinin karsilikli noktalar1 arasindaki uzaklik sabit degildir.
Bu iki egrinin egrilikleri i¢in “Es. 3.6.3” bagintisinin her iki tarafinin s ye gore tiirevi

alinirsa;
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*\d ’ o g a,
ﬂ,‘ /S :a‘/—i—/’i"\/S ‘/+V3 ‘2’

ﬂ(*jds —V," € AV € ke €Y,
' *\dS* o o ™~ o ENE =
B € as SV €AV €Ak €Y € (3.6.11)

iken “Es. 3.6.9” ifadesi bu ifadede yerine yazilirsa

pE€ — b =V, € F AV € kS €V €

0S¢

ﬁ'(*: cowva l,coswva ke cowva

A A A
~ COSQ,,, g~ AK; COsSop .
g€ = 7 AN 3 TV € > cosoV, € (3.6.12)

elde edilir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa

!

:(cowJ Ve v [cowj_(ﬂkz coswj Ve v (;tkz COSQ)]

,ds”
‘ ﬂl i’ ﬂl ZI

ﬁﬂ /ds

+ COSgoj/S“ +V,” cosg

,ds” [ —sinpp'A’— A" cos (cow]
" — kaV
pé ~“ds ( ¢’ A’

~ KOV KIS ]é@j sin gV —KIV,S cosg

<
( €k; cosp —sinpp'iky )/1’

— A"k cos
_ 2 2!‘2 Ve
,q-9S" [ —singp'A’ — 1"003(0 Ak[ky cos g
ﬂ ‘ / = ) ' 1
ds Q¢ A
X .
A’k cosgp— ( €k cosp—sinpp iks )/1’
+A"7kZ cosp + €' 2k cos
" 2 p+ € "k; 2 Ve

2
¢’
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«?
+ [— 2k;_Cosp /1(’:05 ? _sin W']v;’

ifadesi elde edilir. Bu ifadede “Es. 3.6.9” ifadesi yerine yazilirsa

T —sinpcospp’A’ —A"cos’ ¢ AkIkS cos’ o |,
ﬂ /= Q(‘& + @(\2 1

<
A’k cos? ¢_(¢k§¢ _cos® p—sinpcospp' Ak )/1'

+ A"2kZ cos® o — €' 2kS cos? ¢

+ @’j \'%
Jkg¥cos’ g singcosee’ |,
+| - (t’f - pr 3
1 H rqr ” 2 ", ol o 2
- —Esmzwpﬂ, —A"cos” @ + ALK kS cos” @
ﬁﬂ‘ = @,3 10:
n,o 2 a-g 2 1 H ' o ’
Ak{ cos® p—| €k5 cos ¢—55In2g0¢/1k2 A
+A"2kZ cos? o —kZ @' cos?
. 2 C0s” 9 —K; @&‘3 4 vy
a? 2 11 H '
Ak cos® p— A" =sin 2¢pp
4 2 e

¢’
ifadesi elde edilir. Burada

—;sin 200’2 — 2" ¢c0s” ¢ + AAKIKE cos® ¢

P= o

<
A’k cos? ¢ — [ €k; cos’p- ;sin 200' K j/i’

+ A"k cos? g~k €' 2 cos® ¢
@rﬁ

Q=

96



Ak cos® g — i’;sin 200’

R=|- o

degerleri alinirsa
B"€ =PV, +QVS +RVS (3.6.13)
ifadesi yazilabilir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa, “Es. 3.6.9” ifadesinden de

yararlanilarak, “Es. 3.5.14” ile ayni ifade olan,

€ =€ -k Q\COS¢V“+(“P+Q kiR 2Py
A (3.6.14)
0S¢

/er Va

+€:Q+R’

ifadesi elde edilir. s* yay parametresi oldugundan Hﬂ"*:uzl olmak tizere T egrisinin

egrilik ve burulmasi;

-
"€ =PV +QVy +RV/

€ ; P COS(”V“G\—MV“G FcospV,” €
A A
ﬂl/\ﬂn_ COSvaa _COS(pRVa _ _ﬂ«k; COS¢ pV.“
ﬂ,' 3 ﬂ,, 2 i’ 3
Ak
+( %)RV +cos pPV,” —cospQV*
ka
,B'/\ﬂ”:(_% S(DQ)V COS(DP—COS(DR 2
+(co;(’pQ+ik2 C?S¢P)v3a

B'AB" = Ciﬂ K keR- QY + @4 -RYS + Q+AKSPVS  (3.6.15)

cosqo

”_

JEKIR+2Q 7+ @2 R+ Q+ AkIP

(C‘ff”) kR0 €1 R4 @ kP?

Diger taraftan, det€3’, 5”, ﬂ’ =(B'AB", B") esitligi kullanilirsa;

18~ BT
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, e E0SP. .
< ¢ —k; Q/—,(le
¢ KR-2QV,” A
det@, 5", p" = (221 @ -RYY L1+ €P+Q —k! Rf‘ff"vw
\
+Q+ﬁk§‘Py3“ <08
+ (ZaQ R’/ l’(DV;z

[€KER-2Q ¥ - kQ
:(COS,¢) + €4 -R&P+Q —kIR
A ~

+Q+/1k2“P}§‘Q+R’/

ifadesi elde edilir. Buna gore

COS(/)

| —

\/(Lk“R+;LQ + @1 -R +Q+/1k“

bulunur. Ayrica
- -
o CR-2Q ¥ -k'QF €4 -R¥/P+Q' ~k{R_
’ € R+1Q°+ €1V -R2+Q+ kP
2 _ - 2 _
a o I\
O+ kP &Q+R'
€R+1Q -+ €1 -R2+Q+kP’
2 WV - 25

_|_

bulunur.
Sonug 3.6.2 ‘v{a G v/ ( , Frenet vektor ¢ifti birbirine dik olan, I ve r egri ¢ifti igin

Mannheim teoremi gegerli degildir.

Ispat:
a(jM =M -aé€
=OM -Oc €
~ 1., ~
=o€ +—V, —aé
ky'
elde edilir. Norm hesaplanirsa
1 1
0(( M — V==
e e e

Yine,
aGI\/I* =M" —aQ:

=OM* -0ca €_
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elde edilir. Norm hesaplanirsa,

Benzer sekilde,

Yine norm hesaplanirsa,

=p€ +—Vﬂ< el 3

= \/MV;’ + kiﬂvf AV +kiﬂV2ﬂ )
1 1

\/ﬁk% LV —<v2,3> (1j<v2,2>

. 2
_ ey 2As8ing N 1 .
kP k!

BE€ M =0oM-0s€

~ 1 o .
:a‘/+_av2 _IB‘ _
ki

=o€ + kiav; ~a€ - VS
1

— AV

|p€ MH—

1 o o 1 o o
= \/<k—avz AV SV AV

1 1
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Son olarak,

ﬂ‘*B/I* =O|V|*—Oﬂ‘*\
€3] = 5 S v 1€ S

I |
€=

pew) i)

bulunur. Buradan

o € B4 1
ki
o€ | K 1
Ha@]\/l*” 2, 2Asing \/izkﬂ +2k/ sinp +1
T kﬂ]

HM*\BAHJ\N*BA H
€] et ]

2
=k/ \/ﬂzkﬂ +22k/ sinp +1 [li + 22
1

elde edilir ve bu ifadenin sabit olmadig goriiliir.
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