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SIMGELERIN LiSTESIi
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1. BOLUM

GIRIS

Oteleme yiizeyleriyle ilgili bugiine kadar birtakim ¢alismalar yapilmistir. 1992 yilinda
L. Verstraelen, J. Walrave ve S. Yaprak n-boyutlu Oklid uzaylarinda minimal &teleme
yiizeylerini inceledi. 1999 yilinda H. Liu 3-boyutlu uzaylarda 6teleme yiizeylerinin
Gauss egriligini ve ortalama egriligini inceledi. 2002 yilinda D. W. Yoon “3-boyutlu
Minkowski Uzayinda Oteleme Yiizeylerinin Gauss Doniisiimii Uzerine” adh
calismasinda, Gauss donilisiimiine Laplasiyen operatoriinii uygulayarak Oteleme
yuzeylerinin diferensiyel geometrik 6zeliklerini inceledi. 2008 yilinda M. 1. Munteanu
ve A. |. Nistor 3-boyutlu Oklid uzayinda 6teleme yiizeylerinin ikinci temel formunu,
ikinci Gauss egriligini ve ikinci ortalama egriligini inceledi. Bugiine kadar yapilan bu
caligmalar gozden gecirildiginde, oteleme ylizeylerinin diizlemsel egrilerin toplami
seklinde ifade edildigi gortliir.

Bu calismada ise, uzaysal iki egrinin toplami seklinde elde edilen 3-boyutlu Oklid
uzayimnda dteleme yiizeyleri ele alindi. Buna gore, E*’te 6teleme yiizeylerinin i¢ ve dis
geometri Ozelikleri incelendi. Bu dogrultuda, yiizeyin iirete¢ egrileri boyunca sekil
Operatorii matrisi, Gauss egriligi, ortalama egriligi, yiizeyin iirete¢ egrileri boyunca
yiizey egrilikleri, temel formlari, asli dogrultulari ve asli egrilik ¢izgileri, asli egrilikleri,
umbilik noktalari, asimptotik cizgileri ve geodezikleri bulundu. Ayrica, minimal
oteleme yuizeyleri ve E*’te iiretec egrileri boyunca teget vektorleri arasinda sabit agi
bulunan, sabit egrilik ve burulmaya sahip iirete¢ egrilerinin olusturdugu oteleme
yuzeylerine paralel olan yizeylerin diferensiyel geometrik Ozelikleri incelendi. Buna
gore, Oteleme ylizeylerine paralel olan yiizeylerin temel formlari, sekil operatori

matrisi, Gauss egriligi, ortalama egriligi ve asli egrilikleri hesaplandi.



1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tamim 1.1.1 Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi iistinde bir vektor uzayr V

olsun. Asagidaki onermeleri dogrulayan bir f : Ax A—V fonksiyonu varsa, A’ya V

ile birlestirilmis bir afin uzay denir.

(Al): VP,Q,Re A igin f(P,Q)+ f(Q,R)= f(P,R).

(A2) : VPe A ve VaeV igin f(P,Q)=a olacak bigimde bir tek Q € A noktasi
vardir [1].

Tanim 1.1.2
d:E"xE" > IR

n

= Z(Yi _Xi)2

i=1

Xy

(xy) —dxy)=

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E" Oklid uzayinda uzakhik fonksiyonu ve d(X, y)

reel sayisina da X,y € E" noktalar1 arasindaki uzakhk denir [1].

Tanim 1.1.3
d:E"xE" > IR

(xy) —d(xy)=|x

bigiminde tanimlanan d fonksiyonuna E"’de Oklid metrigi denir [1].

Tamim 1.1.4 Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayi da V olsun. V ‘de

(,):VxV > IR ({x=(xl,x2,... Xn)J
(xy) = (xy) =%y, Ly =y Y V)
i=1
seklinde bir i¢c carpim tamimlanirsa, A afin uzayma Oklid uzayr denir ve E" ile

gosterilir [1].



Tanim 1.1.5
x:IR*xIR® - IR®
(a,ﬂ) —)axﬂzl//(a/\ﬂ)
seklinde tanimli “x” i¢ islemine vektorel carpim islemi denir ve o x § vektorine de

o ile f nimn vektorel ¢carpimi denir [1].

3
Teorem 1.1.1 a, B € IR® olmak lizere o A B = det(e;,r, B, seklindedir [1].

i=1

Tammm 1.1.6 V bir reel vektoér uzayr olsun. V iizerinde asagidaki aksiyomlar: ile

tanimlanan doniisiime i¢ ¢arpim denir [3].

(,):VxV = IR olmak tizere
(i) Simetri aksiyomu
(uv)=(v,u) vuveV
(i1) Bilineerlik aksiyomu
(cu,v)=c(u,v)=(u,cv) VcelR, Yu,veV
(uy +u,,v) =(u, V) +{u,,v)  Vu,u,veV
UV +V, ) =(Uv)+{U+v,)  Yuv,v, eV
(i) Pozitif tanimlilik aksiyomu

(uu)>0 VueV

(uu)=0 u=0

Teorem 1.1.2 IR? reel vektdr uzayr olmak iizere, (,): IR’ xIR? - IR doniisiimi,

Yu,v e IR? icin <u,v> = ||u||||v||c050 , 0< 0 < 7 seklinde tanimlanirsa bu déniisiime IR?

de bir i¢c ¢arpim denir [3].



Tamm 1.1.7 V bir i¢ ¢arpim uzay ve x eV olsun. x vektoriinin normu ||x| olmak

uzere x vektorinin — skalar ile ¢arpilmisina X ’in normlanmsi denir ve X, =

I

x
I

ile gosterilir [3].

Lemma 1.1.1 v,welR® olmak (zere vaw, v ve w’ya ortogonal olup

v A W||2 = (v,v)(w, W) — (v, W>2 seklindedir [5].

Tanim 1.1.8 M c E" egrisi (I ,a) koordinat komsulugu ile verilsin.

1 IR
t = fort) = o (0}

fonksiyonuna, M egrisinin (I,a) koordinat komsuluguna gore

a!

seklinde taniml | o'

skalar hiz fonksiyonu ve ||a'(t)|| reel sayisina da M ’nin (I ,a) koordinat komguluguna

gore a(t) noktasindaki skalar hizi denir [1].

Tamm 1.1.9 M egrisi (I ,a) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger, Vs e | igin
||a’(s)| =1 ise M egrisi (I ,a)’ya gore birim hizhi egridir denir. Bu durumda, egrinin

s e | parametresine yay parametresi ad: verilir [1].

Tammm 1.1.10 Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri
denir [1].

Teorem 1.1.3 E"’de regiiler her egrinin, birim hizli olacak sekilde bir koordinat

komsulugu vardir [1].

Tamm 1.1.11 M c E" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,
v = {a’,a”,...,a(r)} sistemi lineer bagimsiz ve Va™, k>r icin o™ e Sp{y} olmak
lizere, w den elde edilen {V,,V,,....V,} ortonormal sistemine, M egrisinin Serret-

Frenet r-ayakh alam ve meM igin {V,(m)..V.(m)} ifadesine de meM



noktasindaki Serret-Frenet r-ayakhsi denir. Her bir V,, 1<i<r ye Serret-Frenet

vektoru adi verilir [1].

Teorem 1.1.4 M € IR® egrisi, (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. te | keyfi
parametre olmak (zere a(t) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi, {T (t), N(t), B(t)} ise,
(t) a'(t)Aa(t)
()= 80 = A N =BT
{ o' (®) o' )"

seklindedir [1].

Teorem 1.15 M e IR® egrisi, (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. te | yay

parametresi olmak Uzere a(t) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi, {T (t), N(t), B(t)} ise,

14

{T(t) =a'(t)N(t)= |“— B(t)=T(t)A N(t)}

a

seklindedir [1].

Tamim 1.1.12 «,B:1 — E® tanimhi egrileri arasinda S = F(a) seklinde bir izometri

varsa, bu iki egri birbirine kongriienttir [5].

Tamm 1.1.13 M bir topolojik n-manifold olsun. M iizerinde C* sinifindan bir

diferensiyellenebilir yap1 tanimlanabilirse M ye C* simifindan diferensiyellenebilir

manifold denir [1].

Tamm 1.1.14 M bir diferensiyellenebilir manifold ve bir P € M noktasindaki tanjant
vektorlerin uzay: T,, (P) olsun. T, (P) vektor uzayina, M 'nin P noktasindaki tanjant

uzayi denir [2].

Tamm 1.1.15 E", n-boyutlu Oklid uzayinda (n-1) boyutlu yiizeye hiperyiizey adi

verilir [2].



Tamm 1.1.16 E", n-boyutlu Oklid uzayinda bir M hiperylizeyi (zerinde
diferensiyellenebilir bir birim normal vektdr alanina M (zerinde bir yonlendirme
denir [2].

Tanmm 1.1.17 o, f: (a,b)—> IR® e tamiml1 iki uzay egrisi olmak iizere a egrisinin, S
egrisi boyunca hareket ettirilmesi ile elde edilen M (u,v) = a(u)+ )i (V) ylzeyine

Oteleme ylzeyi adi verilir. Burada a ve f egrileri, M yiizeyinin iireteg egrileridir [4].

Tanimm 1.1.18 Ortalama egriligi sifir (H = 0) olan reguler ylzeylere minimal yuzey

adi verilir [4].

Tamim 1.1.19 x c IR® regiler bir yiizey ve x’e t (pozitif ya da negatif olabilir)
uzakliktaki paralel yiizeyi x olmak tizere  x(u,v)=x(u,v)+tU(u,v) seklindedir.

Burada U LTEALE [4].
o A %]

Tanim 1.1.20 E"’in bir hiperylzeyi M ve M ’nin birim normal vektor alam1 N
verilsin. E"’de Riemann konneksiyonu D olmak iizere VX € x(M) igin S(X)=D, N

seklinde tanimli, S doniisimine M Uzerinde sekil operatorii veya M ’nin

Weingarten doniisiimii denir [2].

Tamm 1.1.21 IR? te regiler bir yiizey M olsun. M yiizeyinin Gauss egriligi K,
ortalama egriligi H ve K,H:M — IR olmak {izere sirasiyla K(P)= det(S(P)) ve

H (P) = %iZ(S(P)) seklinde tanimlanir [4].



Tanmm 1.1.22 E"’in bir M hiperyizeyi lzerinde g. temel formu 1<qg<n olmak
Uzere
19: (M )x x(M)— C*(M, IR)
(X.Y) > 19X, Y)=(s"(X),Y)

seklinde tanimli 1% fonksiyonuna denir [2].

Tamim 1.1.23 E"*’de bir M hiperyiizeyi iizerindeki bir egrinin her noktasindaki ivme

vektori M ’ye ortogonal ise bu egriye geodezik adi verilir. Baska bir ifadeyle
M c IR® bir yiizey ve a: (a, b)—) M bir egri olsun. a” ivme vektOriiniin tegetsel

bileseni yoksa « egrisine geodezik denir [2,4].

Lemma 1.1.2 M {zerindeki bir o egrisinin geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

o ‘nin sabit hizli ve geodezik egriliginin Kga =0 olmasidir [5].

Tanim 1.1.24 E"’de bir hiperylizey M ve M iizerinde bir egri a olsun. « 'nin teget
vektor alant T ve M ’nin sekil operatorii S olsun. Eger T vektor alam o egrisi
boyunca S ’nin karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa o egrisine M izerinde bir
egrilik cizgisidir denir [2]. Buna tanima gbre M {izerindeki egrilik cizgilerinin

diferensiyel denklemi 4 =0 bir skalar olmak tizere, S(T )= AT seklindedir.

Tanim 1.1.25 E"’de bir hiperylizey M ve M ’nin sekil operatorii S olsun. M ’nin bir
P noktasma karsilik gelen S(P) nin karakteristik (eigen) degerlerine M “nin bu

noktadaki asli egrilikleri denir. Asli egriliklere karsilik gelen ve karakteristik (eigen)
vektor denen vektorlerin belirttigi dogrultulara da M ’nin bu P noktasindaki asli

egrilik dogrultular: denir [2].

Lemma 1.1.3 x < IR® regiiler bir yiizey olsun. v, =v,x, +V,X, tanjant vektorinin asli

dogrultu olmas: i¢in gerek ve yeter sart



v, —ViV, Vv,
det| E F G |=0
| m n

olmasidir [4].

Tanmm 1.1.26 E"’in bir hiperylizeyi M olsun. PeM noktasinda M ’nin sekil
operatori S olmak lzere;
1) 3A € IR igin S =1l , ise P noktasina M ’nin bir umbilik noktas: denir.

2) S=0 seklinde bir sifir doniisiimii ise P noktasina M ’nin bir duzlemsel (flat)
noktasidir denir [2].

Tanmm 1.1.27 E"’in bir hiperylizeyi M ve P e M noktasindaki sekil operatorii S
olsun. Eger, X,,Y,eT,(P) icin (S(X,)Y,)=0 ise bu iki tanjant vektore
esleniktirler denir. Bir X, =0 tanjant vektdrii igin, (S(X,)X,)=0 ise X,

dogrultusuna, M ’nin P noktasindaki bir asimptotik dogrultusu ve X,’yi, VP ea

noktasinda teget vektorii kabul eden o egrisine M Uzerinde bir asimptotik ¢izgidir

denir (Su halde M Uzerindeki asimptotik cizgilerin diferensiyel denklemi,

<S(T ),T> =0 seklindedir. Burada T aranan asimptotik ¢izginin teget vektor alanidir)
[2]

Lemma 1.1.4 Bir yuzeyin asimptotik gizgilerinin diferensiyel denklemi

Idu? + 2mdudv + ndv? =0

seklindedir [4].

Lemma 1.1.5 M c IR® regiiler yiizeyi iizerinde bir egri a olsun. o 'min asimptotik
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her noktasindaki ivmesinin M ’ye daima teget olmasidir.

Buna gore, a", U’ya (yuzeyin birim normaline) dik olur [4].



Teorem 1.1.6 a, M c IR® regiiler yiizeyi {izerinde bir egri, {T, N, B} Frenet catisi,
k(ct) o min egriligi ve U, M yiizeyinin birim normali olsun. « nin asimptotik gizgi

olmasi i¢in gerek ve yeter sart k¥ =0 yada <N U > =0 olmasidir [4].

Tamim 1.1.28 IR te regiiler bir yiizey M ve M ’nin herhangi bir P noktasindaki asli
egrilikleri k,(P) ve k,(P) olmak tizere k,(P)=k,(P) ise, P’ye M yiizeyinin bir
umbilik noktasidir denir [4].

Tamim 1.1.29 M < IR® regler yiizeyi iizerindeki herhangi bir P noktasi igin;

K(P

( )< 0 ise P noktast hiperboliktir. (Bu durumda k; ve k, ters isaretlidir.)
sifirdir.)

* K(P)=0 ve S(P)=0 ise P noktas: diizlemseldir. (Bu durumda k, =0 ve k, =0
dir.) [4].

>0 ise P noktas1 eliptiktir. (Bu durumda k; ve k, ayni isaretlidir.)

=0 ama S(P)= 0 ise P noktast paraboliktir. (Bu durumda k, ve k,den biri

Lemma 1.1.6 M c IR® regiler bir yiizey olsun. O zaman M ’nin birinci, ikinci ve
ticlincii temel formlar arasinda 11 —2HIIl + KI = 0 seklinde bir iligki vardir. Burada H

ve K sirasiyla ylizeyin ortalama egriligi ve Gauss egriligidir [4].

Tanim 1.1.30 ﬂ:(c,d)—> IR" ile tammli S egrisi birim hizli bir egri olsun.

K(s)= ||[3 ”(s)|| esitligi ile verilen x:(c,d)— IR degerine 8 ’mn egriligi ad1 verilir [4].

Tamm 1.1.31 x:U — IR"’e bir yizey ve E,F,G:U — IR’e tanmimli olmak iizere,

E=|x[", F={(x,x,) ve G=|x,[ dir. ds? = Edu? +2Fdudv +Gdv?’e x yiizeyinin

Riemann metrigi ya da birinci temel formu denir. Buradaki E,F,G birinci temel

formun katsayilaridir [4].



Lemma 1.1.7 x, E*’te bir yiizey, U vyizeyin birim normali olsun. Bu durumda,

=(S(x, ) x,)=(U,x,,), m=(S(x,)x)=(U,x,) ve n=(S(x,)x)=(U,x,)
seklindedir [5].

Teorem 1.1.7 ,B:(C,d)—>M birim hizli bir egri ve M ’nin B egrisinine gore

Darboux catisi {T, JT .U } olmak Uzere

T 0 Kg Ko || T
(T) |=|-x, 0 7, }{JT
u’ -k, -7, 0| U

seklindedir [4].

Teorem 1.1.8 M < IR?® regiiler yiizeyinin, K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi ile

C e k, +k : e
asli egrilikleri k; ve k, arasinda K =k;k, ve H L seklinde bir iliski vardir.

Sonug olarak, k?-2Hk+K =0 olur. Buradan da k, =H++H*-K ve

k,=H -+ H?-K elde edilir [4].

Lemma 1.1.8 M < IR? regiiler bir yiizey ve M yiizeyine A birim uzakliktaki paralel
yuzeyi M olsun. M yiizeyinin sekil operatérii matrisi S ve M yiizeyinin sekil
operatori matrisi S, asli egrilikleri k_l ve E, Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H

olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir [4].

i) S=5(1-45)"
n)R]——Jﬁ—-
1- 7k
iii) K = K .
1-2AH + 22K
: H - 2K
iv) H = 5
1-2AH + 2*K

10



Lemma 1.1.9 (u , V) — (u,v, M (u,v)) seklinde verilen bir Monge ylizeyinin minimal
yiizey olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
(+M,2 M, —2M M M, +[+M 2 M, =0

olmasidir [4].
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2. BOLUM

Bu boliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda 6teleme yiizeylerinin iireteg egrileri boyunca
sekil operatorii matrisi bulundu. Gauss egriligi ve ortalama egriligi hesaplandi. Ayrica,
Oteleme yuzeylerinin iirete¢ egrileri boyunca yiizey egrilikleri, ylzeyin temel formlari,
asli dogrultular1 ve asli egrilik cizgileri, asli egrilikleri, umbilik noktalari, asimptotik

cizgileri ve geodezikleri incelendi.

2. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA OTELEME YUZEYLERI

2.1 Oteleme Yuzeylerinin Uretec Egrileri Boyunca Sekil Operatorii Matrisi

a:l, > IR ve B : Tﬁ — IR keyfi parametreli regiiler egriler olsun. Teorem 1.1.3’e
gore a ve B egrilerinin birim hizli oldugu birer koordinat komsuluklar1 vardir. Bu
koordinat komsuluklar1 sirasiyla (Ia*,a*) ve (I ﬁ*, ﬁ*) olsun. o ve B egrilerinin yay
parametrelerini sirastyla U ve v alalim. Bu iki egriyi, kendilerine kongriient olan ve
orjinden gecen « ve [ egrilerine donistiiren izomorfizmler bulunabilir. Bu tez
calismasinda oteleme yuzeylerini incelemek igin orjinden gecen ve birim hizli olan
a(u) ve /3(v) egrileri kullanilacaktir. Buradaki, &(t) ve E(S) egrilerine M(u,v)
Oteleme yuzeyinin iireteg egrileri ad1 verilir.

a egrisinin Frenet vektorleri T,,N_,B, ve egrilikleri k,*,k,”, B egrisinin Frenet
B , kzﬁ

vektorleri T,,N,, B, ve egrilikleri de k, ile gosterilsin.

a egrisinin [ egrisi boyunca hareket ettirilmesi ile elde edilen 6teleme ylizeyi
M (u,v)=a(u)+ B(v) (2.1)

olur. Burada, a = (a,,@,,0;) ve B =(B,,,,B,) olmak izere

12



M (U'V): (al + 10, + Bra +ﬁ3)
seklinde olur. M 6teleme yiizeyinin birim normali z(u,v) alinrsa
M, AM,

L= W (22)
seklinde olacaktir.

Sekil 2.1

Burada, 6, ve 0, sirasiyla z ile a ve f egrilerinin asli normal vektorleri arasindaki

acidir. Ayrica, T, ve T, vektorleri arasindaki ag1 da ¢ ile gosterilsin.

M oteleme ylizeyinin sekil operatdrii matrisi bulunabilir. (2.1) esitligi ile verilen

Oteleme yiuzeyinin u ve v degiskenlerine gore kismi tiirevleri alinirsa

M. aM(u,v):a,:Ta
ou
M, =T, (2.3)
M (u,v)
M, = =p'=T
Y ov Fr=Ty
M, =T, (2.4)
2 '
Muu a I\gu(g’\/) Ta :klaNa
Ivluu :klaNa (25)
2 2
L0 M(uv) _, szmz 2.6)
ouov ovou
2 '
MW:6 I\;\,(g’v)”ﬂ =k/N,
M, =k/N, (2.7)

elde edilir. (2.2) esitliginde (2.3) ve (2.4) esitlikleri yerlerine yazilirsa

13



T, /\Tﬁ

Z:—
TaATﬂu

(2.8)

bulunur. M Oteleme yizeyinin 1. temel formunun katsayilari olan E,F,G degerleri

asagidaki gibidir.

E=1 (2.9)
F=(M,,M,)=(T,.T,)=cos(p)
F = cos(p) (2.10)
6= (M, M) {7, T, -1
G=1 (2.11)

elde edilir. Benzer sekilde, M Oteleme ylzeyinin Il. temel formunun katsayilari olan

I,m,n degerleri asagidaki gibidir.
I=(z,M,,)= <z, klaNa> =k “(z,N,)=k," cos(6,)
| =k,* cos(6, ) (2.12)

m=(z,M,,)=(z,0)=0

m=0 (2.13)
n :<z,MW>:<z,k1ﬂNﬁ>: k1ﬂ<z, Nﬁ>
n=k" cos(6,) (2.14)
bulunur. Ayrica, lemma 1.1.1’e gére
IT, AT,|" = EG - F2 =1-cos?(p) =sin?(p) (2.15)

olur. Bir ylizeyin sekil operatoriiniin matrisi
3 1 Gl-Fm Em-FI
 EG-F2?|Gm-Fn En-Fm
olmak Uzere, E*’te dteleme yiizeyleri icin sekil operatdrii matrisi, yukarida bulunan

esitlikler yerlerine yazilirsa asagidaki gibi olur.

§o_ 1 {' _F'} (2.16)

T1-FZ|-Fn n

Gl-Fm=1=k“cos(9,)

14



Gl - Fm =k, cos(6, ) (2.17)
Em—Fl = —Fl = —cos(¢p)k,“ cos(8, ) = —k,” cos(e)cos(6,, )
Em— FI = —k,“ cos(¢)cos(6, ) (2.18)
Gm - Fn = —Fn = —cos(p)k,” cos(6, ) = —k,” cos(p)cos(6, )
Gm - Fn = —k,” cos(p)cos(6, ) (2.19)
En-Fm=En=n=k cos(6,)
En—Fm=k,” cos(9, ) (2.20)

elde edilir. Bulunan bu esitlikler yiizeyin sekil operatorii matrisinde yerlerine yazilirsa

k,” cos(6, ) —k,” cos(p)cos(6,,)
_ sin’(p) sin’(p)
| =k, cos()cos(6, ) k,” cos(6,) (2.21)
sin?(p) sin®(p)

elde edilir.
2.2 Oteleme Yiizeylerinin Gauss Egriligi ve Ortalama Egriligi
2.2.1 Gauss egriligi

M oteleme yuzeyinin Gauss egriligi, tanim 1.1.21 ve (2.21) esitligi kullanilarak

k,“k,” cos(@, )cos(@
K=—7 m2$ ©,) (2.22)

seklinde elde edilir. O halde M 6teleme yiizeyi i¢in su teorem verilebilir.

Teorem 2.1 E®’te, iiretec egrileri dogru olmayan bir &teleme yiizeyinin, Gauss
egriliginin sifir olmas1 i¢in gerek ve yeter sart bu egrilerden en az birinin, yiizeyin

asimptotik ¢izgisi olmasidir.
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Ispat 2.1

(:>) E®te, iireteg egrileri dogru olmayan bir dteleme yiizeyinin Gauss egriligi sifir
olsun. Bu durumda, (2.22) esitligine gore k,” klﬁ Cos(9a )COS(Qﬁ): 0 olmalidir. Oteleme
yiizeyinin iirete¢ egrileri dogru olmadigindan, k,* =0 ve klﬁ #0 dir. Buna gore,
k,“k,” cos(6, )Cos(Bﬁ): 0 ise cos(d,) veya COS(Qﬁ) degerlerinden en az biri sifirdir.
cos(9,)=0 ise 6, = (2k +1)% (k € Z) olur. Bu durumda, yiizeyin birim normali ile
o egrisinin binormali lineer bagimli olur ki bu durumda o asimptotik ¢izgidir. Benzer
sekilde, cos(@,)=0 ise 6, =(2k +1)% (k €Z) olur. Bu durumda, yizeyin birim

normali ile S egrisinin binormali lineer bagimli olur ki bu durumda £ asimptotik
cizgidir. Sonug olarak o ve S egrilerinden en az biri yiizeyin asimptotik ¢izgisidir.
(<:) o veya [ egrilerinden en az biri 6teleme yiizeyinin asimptotik ¢izgisi olsun. Eger

o, yuzeyin asimptotik cizgisi ise, a egrisinin binormali ile yiizeyin birim normali
lineer bagiml olacagindan, 6, = (2k +1)% (k € Z) ve dolayisiyla K =0 olur. Eger
yuzeyin asimptotik cizgisi ise, B egrisinin binormali ile yiizeyin birim normali lineer

bagimli olacagindan, 6, = (2k +1)% (k € Z) ve dolayisiyla K =0 olur.

Sonug 2.1 Bir 6teleme ylizeyinde K =0 ise ylzey ya bir regle yuzeydir ya da ylzeyin

irete¢ egrilerinden en az biri ylizeyin asimptotik ¢izgisidir.
2.2.2 Ortalama egrilik
M o6teleme yuzeyinin ortalama egriligi, tanim 1.1.21 ve (2.21) esitligi kullanilarak

k" cos(6, )+k,” cos(6, )
- 28in2(q>)

(2.23)

seklinde elde edilir.
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2.3 Oteleme Yiizeylerinin Urete¢ Egrileri Boyunca Yiizey Egrilikleri

2.3.1 M oteleme ylzeyinin o egrisi boyunca yuzey egrilikleri

Sekil 2.2

<Z,Ta> =0. Dolaysiyla ze Sp{N_,B,} ve aym zamanda (zAT,)e Sp{N,,B,}.

Sekil 2.1°e gore
z=cos(d, )N, +sin(6, )B, (2.24)

yazilabilir.

(2.24) esitliginin u degiskenine gore kismi tiirevi alinirsa
7' = —Oa’ sin(@, )N, +cos(6, )(— k,“T, +k,”B, )+ Oa’ cos(@, )B,, +sin(6, )(— k,”N, )
7' =—k,“ cos(8,, )T, —(Ha' sin(, )+ k,” sin(8, )jNa
+ (kza cos(6,)+6, cos(6, )) B,
elde edilir. (2.24) esitliginin her iki tarafi T ile vektorel carpilirsa
ZAT, =(cos(9,)N,, +sin(6,)B, )AT,
ZAT, =cos(0, N, AT, )+sin(@, (B, AT,)
ZAT, =—-cos(6,)B, +sin(6, )N,
ZAT, =sin(6, )N, —cos(6, )B, (2.25)
bulunur. Benzer sekilde (2.25) esitliginin U degiskenine gore kismi tiirevi alinirsa
(zAT,) =0, cos(0, N, +sin(9, )-k.“T, +k,"B, |
10, sin(0,)B, —cos(0, )(— k,” Na)
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a

(zAT,) = k" sin(6, )T, + (kza cos(9, )+ 8, cos(6, )jN

n (k;‘ sin(6, )+, sin(6, ))Ba

bulunur. Dolayisiyla M 0Oteleme yilzeyinin a egrisi boyunca Darboux catisi

{T..(zAT,),z} olmak iizere

T, 0 k' kT,
(ZAT,) |=|-x," 0 7,7 |zAT, (2.26)
74 -k, -t," 0 z
esitligi yazilabilir. Burada, x,“, 7,“ ve x,” M yiizeyinin a egrisi boyunca sirasiyla

geodezik egriligi, geodezik burulmasi ve normal egriligidir.

(2.26) esitliginden

!

T, =x,"(2AT,)+x,"2

a

yazilabilir. Esitligin her iki tarafi z AT ile i¢ ¢arpilirsa

K, =<Ta',z /\Ta>
olup, buradan
K" =k"sin(6,) (2.27)

elde edilir. Yine

!

T, =x,"(2AT,)+x,"2

a

esitliginin her iki tarafi z ile i¢ ¢arpilirsa
K,“ = <Ta ,Z>

K, " =k,“ cos(6,) (2.28)

olup, buradan

elde edilir. Son olarak, (2.26) esitliginden

(ZAT,) =—x,“T, +7,°2
yazilabilir. Esitligin her iki yan1 z ile i¢ ¢arpilirsa

=k, +0, (2.29)
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elde edilir.

2.3.2 M oOteleme ylzeyinin S egrisi boyunca yuzey egrilikleri

Sekil 2.3

<Z,Tﬁ> =0. Dolayisiyla z € Sp{Nﬁ, Bﬁ} ve ayni zamanda (Z /\Tﬁ)e Sp{Nﬂ, Bﬁ}.

Sekil 2.1°e gore
z= cos(eﬁ )Nﬁ + sin(eﬁ )Bﬁ (2.30)

yazilabilir.

(2.30) esitliginin v degiskenine gore kismi tirevi alinirsa
2'=-0, sin(0, N, +cos(0, -k, ’T, +K,”B, )+, cos(s, )B, +sin(6, \-k,”N, )
2' =k, cos(0, T, —(0,3’ sin(9, )+ k,” sin(6, )jNﬁ
+ (kzﬁ cos(6, )+ Hﬂ’ cos(6, ))Bﬁ
elde edilir. (2.30) esitliginin her iki tarafi T, ile vektorel garpilirsa
2T, =(cos(@, N, +sin(6, B, )AT,
InT, = cos(eﬁ )(Nﬁ /\Tﬁ)+sin(0ﬁ )(Bﬁ /\Tﬁ)
InT, = —cos(eﬂ )Bﬁ + sin(Hﬁ )Nﬁ
ZAT, :sin(eﬂ )Nﬁ —cos(eﬁ )Bﬁ (2.31)
bulunur. Benzer sekilde (2.31) esitliginin v degiskenine gore kismi tiirevi alinirsa
(2AT,) =6, cos(0,N, +sin(o, - kT, +k,’B, )
+ (9,3' sin(0, )B,, - cos(9, )(— k,” Nﬁ)
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(zAT,) =—k"sin(0, )T, +(k2ﬁ cos(9, )+ 6, cos(o, )jNﬁ
+(k2ﬁ sin(9,)+6, sin(o, )jBﬁ
bulunur. Dolayisiyla M Oteleme ylzeyinin S egrisi boyunca Darboux catisi

{Fﬁ,(z AT, ) z} olmak Uzere

Ty ’ 0 K'gﬂ x,” T,
(zAT,) [=|-x," 0 7| zAT, (2.32)
z' —x,’ —Tgﬂ 0 z
esitligi yazilabilir. Burada, K‘gﬁ , rgﬁ ve K‘nﬂ M vyizeyinin S egrisi boyunca sirasiyla

geodezik egriligi, geodezik burulmasi ve normal egriligidir.
(2.32) esitliginden
T, = Kgﬂ(Z /\Tﬁ)+ k2
yazilabilir. Esitligin her iki tarafi z AT ile i¢ carpilirsa
K, = <T,3',z ATﬁ>
olup, buradan
K, =k sin(o,) (2.33)

elde edilir. Yine

T

= Kgﬂ(Z /\Tﬁ)+ k2

esitliginin her iki tarafi z ile i¢ ¢carpilirsa
g '
K,” = <Tﬁ ,Z>

k,” =k cos(6,) (2.34)

olup, buradan

elde edilir. Son olarak, (2.32) esitliginden

(Z /\Tﬂ) = —K'gﬁTﬂ +TgﬂZ
yazilabilir. Esitligin her iki yan1 z ile i¢ carpilirsa
./ =k,” +6, (2.35)
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elde edilir.

2.4 Oteleme Yiizeylerinin Temel Formlari, Asli Dogrultular1 ve Asli Egrilik

Cizgileri, Asli Egrilikleri, Umbilik Noktalari, Asimptotik Cizgileri ve Geodezikleri

2.4.1 Oteleme yiizeylerinin temel formlari

I. temel formun diferensiyel denklemi | = Edu® + 2Fdudv + Gdv®olmak izere, 6teleme

yiizeyleri igin, (2.9), (2.10) ve (2.11) esitlikleriyle verilen E,F,G degerleri yerlerine

yazilirsa

I = du? + 2cos(¢p)dudv + dv? (2.36)
elde edilir.
II. temel formun diferensiyel denklemi Il =Idu® +2mdudv +ndv® olmak (Uzere,

Oteleme yuzeyleri icin, (2.12), (2.13) ve (2.14) esitlikleriyle verilen |, m,n degerleri
yerlerine yazilirsa
Il = k" cos(8, Jdu? +k,” cos(0, )dv? (2.37)

elde edilir.
(2.12) ve (2.28) esitliklerinden

l=x“ (2.38)
ve (2.14) ve (2.34) esitliklerinden

n=rx,’ (2.39)

yazilabilir. (2.21) esitliginde, (2.28) ve (2.34) esitlikleri yerlerine yazilirsa

Q. ‘Cos(ﬁ)’fn (2.40)
sin ((0) - COS((D)Kn Ky
bulunur. (2.22), (2.28) ve (2.34) esitliklerinden
a . B
K, K
K=-—" 2.41
sin’(p) (2.41)
ve (2.23), (2.28) ve (2.34) esitliklerinden
a B
K, +K
H=—"—__"- 2.42
2sin*(¢) (242)
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elde edilir. (2.37) esitliginde (2.28) ve (2.34) esitlikleri yerlerine yazilirsa
Il =x,“du’ +«,” dv? (2.43)

olur. Boylece su sonucu verebiliriz.

Sonug 2.2 M oteleme ylizeyinin sekil operatdtii S, Gauss egriligi K, ortalama egriligi
H , ikinci temel formu 11, iireteg egrileri boyunca normal egrilikleri x.“ ve «,” olmak

tizere bunlar arasinda asagidaki bagintilar vardir.

1)s- 1 K, —COS((p)Kna
Sinz((D) —COS((D)Knﬁ Knﬁ
a B
K.“K
2) K =2nfr
)K= in()
K%+l
3) H =S K _
) 2sin’(p)
4 N =k, “du? +x,” dv?

2.4.2 Oteleme ylzeylerinin asli dogrultular: ve asli egrilik cizgileri

Bir yiizeyin asli dogrultularinin diferensiyel denklemi

dv? —dudv du?
df E F G |=0 (2.44)
I m n

esitligiyle elde edilir. Buna gore

(Em—Fl)du? + (En— Gl )dudv + (Fn —Gm)dv? = 0 (2.45)
olur. (2.45) esitliginde, oteleme yiizeyleri i¢in bulunan E,F,G,I,m,n degerleri
yerlerine yazilirsa, asli dogrultularinin diferensiyel denklemi

—cos( )k,* cos(6,, )du® +(k ? cos(0, )—k,” cos(, )dudv

(2.46)
+cos(p)k, cos( )dv =
bulunur. (2.46) esitliginde, (2.28) ve (2.34) esitlikleri yerlerine yazilirsa
cos(¢ ), “du? + (Kn"‘ —x,’ )dudv —cos(p)e,”dv? =0 (2.47)

elde edilir.
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Sonug 2.3 Ureteg egrileri boyunca normal egrilikleri x,“ ve x,” olan bir Gteleme
yiizeyinin asli dogrultularinin diferensiyel denklemi
cos(p )k, du? +(z<n"‘ —zcnﬁ)dudv—cos(go)zcnﬁdv2 =0

seklindedir.
2.4.3 Oteleme yuzeylerinin asli egrilikleri

M &teleme yiizeyinin asli egrilikleri k, ve k, olsun. Teorem 1.1.8’e gore, bir yiizeyin

K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi ile asli egrilikleri k;, ve k, arasinda K = kK,
k, +K, ) e ) et e
ve H :T seklinde bir iliski vardir. Buna gore, asli egrilikleri veren ikinci

dereceden denklem
k?—2Hk+K =0 (2.48)
olur. Bu denklem ¢ozilirse
k,=H+VH?-K vek, =H -VH2-K (2.49)
elde edilir. (2.49) esitliginde (2.22) ve (2.23) esitlikleriyle verilen H ve K degerleri

yerlerine yazilirsa, 6teleme ylizeyinin asli egrilikleri

- k,“ cos(6, )+k,” cos(@l,)+ k,“ cos(6, )+k,” cos(6, ) ’ kK cos(6, )cos(6, ) (2.50)
b 2sin?(p) 2sin?(p) sin?(p)

k. = k,“ cos(8, )+k,” cos(6, ) [k cos(6, ) +k,” cos(d,) 2 _ kK" cos(, Jeos(6, ) (2.51)
2= 2sin?(p) 2sin’ () sin’ (p)

olur. (2.50) ve (2.51) esitliklerinde (2.28) ile (2.34) esitlikleri yerlerine yazilirsa

K = K+’ N K"+, 2 _ Ky Ky (2.52)
Y 2sin?(p) 2sin(p) | sin?(p) '
ki LI I
PR, TN (G B! 253
2 2sin®(p) \/ 2sin(p) | sin’(p) (2:53)

elde edilir.
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Sonug 2.4 Ureteg egrileri boyunca normal egrilikleri x,“ ve x,” olan bir oteleme

yiizeyinin asli egrilikleri asagidaki gibidir.

1) k = k" +x N Y i _ kK’
L 25in2(qo) 25in2((p) sinz((p)
2k, = ki S +x’ ’ B kK’
27 2sin?(p) 2sin(p) | sin’(p)

2.4.4 Oteleme ylzeylerinin umbilik noktalar:

Umbilik noktalarda, yiizeyin sekil operatorii matrisi, birim matrisin bir kati seklinde
olmalidir. Bunun i¢in de esas kdsegen lizerindeki elemanlar birbirine esit, digerleri sifir
olmalidir. O halde
k“cos(@,) K’ cos(6,)
sin’(p)  sin®(p)
k,“ cos(6, ) = k,” cos(6,) (2.54)

ve
—k,” cos(e)cos(6,,)

sin®(p)
cos(p)k,” cos(8, ) =0 (2.55)

=0

ve
—k,” cos(p)cos(g,)
sin’(p)
cos(p)k,” cos(@, )= 0 (2.56)

olmalidir.

(2.54), (2.55) ve (2.56) esitliklerinde, (2.28) ve (2.34) esitlikleri yerlerine yazilirsa,

6teleme  yiizeylerinin  umbilik noktalarnda, x,“ =x,”, cos(p)k,* =0 ve

n n

cos(p),” =0 esitlikleri saglanr.
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Sonug 2.5 Bir 6teleme yiizeyinin tiim umbilik noktalarinda asagidaki esitlikler saglanir.
B

n

2) cos(p)r,”

3) cos(p)k,” =0

1) x,% =«

0

2.4.5 Oteleme ylizeylerinin asimptotik cizgileri

Bir ylizeyin asimptotik ¢izgilerinin diferensiyel denklemi
IN1=0 (2.57)
acik olarak
Idu® + 2mdudv + ndv® =0 (2.58)
seklindedir. (2.12), (2.13) ve (2.14) esitlikleriyle verilen |,m,n degerleri (2.58)
esitliginde yerlerine yazilirsa, Oteleme ylizeyleri i¢in asimptotik ¢izgileri veren
diferensiyel denklem elde edilir. Buna gore
k,“ cos(6, )du? +k,” cos(6, Jdv? = 0 (2.59)
olur. Buradan elde edilen egriler, Gteleme ylizeyinin asimptotik ¢izgileridir. Ayrica
lemma 1.1.5’e gore, Gteleme yuzeyi Uzerindeki « egrisinin yiizeyin asimptotik ¢izgisi
olmasi i¢in z’nin sirasiyla a ve S egrilerinin yiizeyin B, ve B, dogrultularinda
olmalar1 gerektigi sOylenebilir. Dolayisiyla (2.28) ve (2.34) esitlikleri, (2.59) esitliginde
yerlerine yazilirsa, Oteleme ylizeylerinin asimptotik ¢izgilerini veren diferensiyel
denklem, egrilerin egrilikleri cinsinden
k “du? +x Pdv? =0 (2.60)
esitligi ile verilebilir.

B

n

Sonug 2.6 Ureteg egrileri boyunca normal egrilikleri x,“ ve x,” olan bir oteleme

yiizeyinin asimptotik cizgilerini veren diferensiyel denklem x, “du® + Knﬁdv2 =0.
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2.4.6 Oteleme yuzeylerinin geodezikleri

Lemma 1.1.2°e g0re, o egrisinin geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart a egrisinin
sabit hizl1 bir egri ve geodezik egriliginin sifir (Kga =0) olmasidir. Buna gore, (2.27)
esitliginden x,” =k, sin(6,)=0 yazilir. Burada, k,“sin(6,)=0 ise k," =0 ya da
sin(0,)=0=06, =0+kzr =(z,B,)=0 olur. Sonu¢ olarak, M iizerindeki «
egrisinin geodezik olmasi i¢in

k,“ =0 veya (z,B,)=0 (2.61)

olmalidir.

Benzer sekilde B egrisinin geodezik olmasi igin gerek ve yeter sart f egrisinin sabit
hizli bir egri ve geodezik egriliginin sifir (K‘gﬁ =0) olmasidir. Buna gore, (2.33)
esitliginden K'gﬁ =k’ sin(eﬂ):o yazilir. Burada, k,” sin(Qﬁ)zo ise k” =0 ya da
sin(eﬁ): 0=0,=0+kr = <z, Bﬂ> =0 olur. Sonu¢ olarak, M Gzerindeki g
egrisinin geodezik olmasi i¢in
k,” =0 veya <z, Bﬁ> =0 (2.62)
olmalidir. O halde, o ve B egrilerinin geodesic olmalari i¢in
z=g,N, (g, =7F1) ve Z=¢g,N, (gﬁ 211) (2.63)

olmalidir.
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Ornek 2.1

Ureteg egrileri
alt)= (sm( t),cos(t),/3 \/_t)

Ve

ﬁ(s):(cos( )sin(s )2\/_5)

~'(SX‘ # loldugundan, a(t) ve B (s)

olan dteleme yiizeyini inceleyelim. |a'(t)] =1 ve

egrileri birim hizli olmayan egrilerdir. &'(t) egrisinin birim hizli olan bir koordinat
komsulugu bulunabilir. Bu egriye o’ (u) egrisi denirse, &'(t)z(cos(t),—sin(t),\/g)
olmak uzere

') = (e \/ cos —sin(t )(cos(t),—sin(t),\/§)>
—\/cos t)+sin?(t)+3 = \/_ 2

(e =

elde edilir.

t t
u= I||&’(t)||dt olmak iizere, u = I2dt = 2t|; =2t olur. Buradan
0 0

u
Uu=2t yadat=—
y 2

@'l )‘[S'”(zjms(z) Iuj

birim hizli egrisi elde edilir. a(u) egrisine asagida verilen Steleme doniisiimii

yazilabilir. Buna gore

uygulanarak orjinden gegmesi saglanabilir. Elde edilen yeni egri a(u) egrisi olsun.

al(u):a:(u)
a,(u)=a, (u)-1

a3(u): 0‘3*(“)

o[ S)en(3)-25

olmak Uizere
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elde edilir. a(u) egrisi, a (t) egrisine kongruent bir egri olup, birim hizlidir ve orjinden

gecer. Buradan

ve

14

olur. Benzer sekilde; [} (S) egrisinin birim hizli bir koordinat komsulugu bulunabilir. Bu
egriye B (v) egrisi denirse, B'(s)= (—sin(s), cos(s),2\/§) olmak iizere
‘ﬁ'(sj‘ = \/<E'(s) E’(s)> = \/<(— sin(s), cos(s),2\/§), (— sin(s), cos(s),2\/§)>
= /sin?(s)+cos?(s)+8 =~/9 =3
20 R

elde edilir.

V= i”ﬁ’(s)ﬂds olmak tizere, v = iSds = 33|Z =3s olur. Buradan
0 0
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v
v=3s yada s=—
y 3

ol

birim hizli egrisi elde edilir. ﬂ*(v) egrisine asagida verilen oteleme doniislimii

yazilabilir. Buna gore

uygulanarak orjinden ge¢mesi saglanabilir. Elde edilen yeni egri S (V) egrisi olsun.

B (V) = ﬂl* (V) -1
B, (V) = ﬁz* (V)
Bs (V) = ﬂa* (V)

p0-((5)- (35

elde edilir. g (V) egrisi, E (S) egrisine kongruent bir egri olup, birim hizlidir ve orjinden

- -Sm(2) (3} 2)

olmak Uizere

gecer. Buradan

ve

5"

A I S

bulunur. Buna gore
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B, = &cos[g,¥sin[!}0}

o 9 3 3

olur. O halde, M(u,v)=a(u)+ S(v) dteleme yiizeyinin denklemi yazilabilir.

=) 22 ) a5 5

M (u,v) = [sin(%j + cosg) -1, cos(%) + Sin(%) _1,@ N Z\va

elde edilir. o egrisinin egriligi ve burulmasi agsagidaki gibi bulunur. T, =k,“N_ olmak

uzere, k,* = <Ta : Na> =(a",N,) yazilabilir. Buna gre

(il et

olur. B, =-k,”N_ olmak tzere, k,” = —<Ba ,Na> yazilabilir. Buna gore

ol P o)) o))

(g fo

4

olur. Benzer sekilde, S egrisinin egriligi ve burulmasi asagidaki gibi bulunur.

T, =K/ N, olmak iizere, k,” = <Tﬂ', Nﬁ> = <,8”, Nﬁ> yazilabilir. Buna gére

(bl

B
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k,” _1

olur. B, =—k2ﬁNﬁ olmak izere, k,” =—<Bﬁ ,Nﬁ> yazilabilir. Buna goére

o ~{(E e o)l o(3 )

=&COSZ ! +&sin2 ! =&
9 3 9 3 9
5 22
k' ==5=

olur. M(u,v):(sin(%)+cos(%j—l,cos(%)min(%)—1,@+va] ile verilen

2

Oteleme yUzeyinin grafiginin farkli a¢ilardan goriiniisleri asagidaki gibidir.

B(v)

Sekil 2.4 M Oteleme ylzeyinin a ve S ireteg egrileri
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Sekil 2.5 M oteleme ylizeyinin x >0 boyunca grafigi

N‘:‘tﬁ%
N

WS

Sekil 2.6 M Gteleme yiizeyinin x <0 boyunca grafigi
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Sekil 2.7 M 0teleme yiizeyinin y >0 boyunca grafigi

Sekil 2.8 M 0teleme yiizeyinin y <0 boyunca grafigi
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3.BOLUM

Bu bolimde 3-boyutlu Oklid uzaymda minimal &teleme yiizeyleri ve diferensiyel
geometrik Ozelikleri verilmistir. Buna gore, minimal oteleme yiizeylerinin {ireteg
egrileri boyunca sekil operatorii matrisi bulundu. Gauss egriligi hesaplandi. Ayrica,
Oteleme yuzeylerinin iireteg egrileri boyunca yiizey egrilikleri, temel formlari, asli
dogrultular1 ve asli egrilik ¢izgileri, asli egrilikleri, umbilik noktalar1 ve asimptotik

cizgileri incelendi.

3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA MINIMAL OTELEME
YUZEYLERI

Sifir ortalama egrilikli yiizeylere minimal yiizey ad1 verilir [4]. O halde (2.23) esitligine
gore, bir 6teleme ylizeyinin minimal ylzey olabilmesi igin
k,“ cos(6, )+k,” cos(0, )=0 (3.1)
saglanmalidir. Bu ise
k,“ cos(8, ) = —k,” cos(0, ) ya da k,” cos(6, )= -k, cos(8, ) (3.2)
olmasini gerektirir. (3.1) esitliginde (2.28) ve (2.34) esitlikleri yerlerine yazilirsa
k. +Kk,” =0 (3.3)

elde edilir. Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.1 E*’te bir dteleme yiizeyinin minimal yiizey olmasi igin gerek ve yeter sart

ylizeyin lrete¢ egrileri boyunca normal egriliklerinin toplaminin sifir olmasidir.
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3.1 Minimal Oteleme Yuzeylerinin Uretec Egrileri Boyunca Sekil Operatorii
Matrisi

Oteleme yiizeyleri icin sekil operatdrii matrisi (2.21) esitligi ile verilmisti. (2.21)
esitliginde (3.2) ile verilen esitlikler kullanilirsa, minimal 6teleme yiizeyleri i¢in sekil

operatOrii matrisi, iirete¢ egrilerinin egrilikleri cinsinden ifade edilebilir. Buna gore

k,” cos(6,) —k,” cos(¢p)cos(8,)
S sin? ((0) sin? ((p) _ k,” COS(@a ) 1 - COS((D)
k,” cos(e)cos(6,) —k,” cos(8,) sin?(p) |cos(p) -1
sin® (o) sin?(p)
sk _cos(@a) 1 —cos(p) (3.4
sin?(p) |cos(p) -1
olur. Burada, (2.28) esitligi yerine yazilirsa
K ° 1 —cos(p)
S=—21=__ 3.5
Sin2(¢)|:cos((0) -1 } (39
elde edilir. Benzer sekilde
—k”cos(0,) K,/ cos(p)cos(e,)
S sin’(¢) sin?(p) _ k”cos(@,)[ -1  cos(p)
—k,” cos(p)cos(6, ) k" cos(0, ) sin’(p) |-cos(p) 1
sinz((p) sinz((p)
k,” cos(¢ -1
sk _cgs( ) cos(p) 36)
sin?(p) |-cos(p) 1
olur. Burada, (2.34) esitligi yerine yazilirsa
B _
K 1 cos(p) 3.7)
sin?(p)| —cos(p) 1
elde edilir.
p

Sonug 3.1 Oteleme yiizeyinin iireteg egrileri boyunca normal egrilikleri x,* ve «,

olmak {izere minimal 6teleme ylizeyinin sekil operatorii matrisi

TR B

“sin?(p)|cos(p) -1 sin®(p)| —cos(p) 1

seklindedir.
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3.2 Minimal Oteleme Yiizeylerinin Gauss Egriligi

Oteleme vyiizeyleri icin Gauss Egriligi, (2.22) esitligi ile verilmisti. (2.22) esitliginde,
(3.2) ile verilen esitlikler kullanilirsa, minimal 6teleme yiizeyleri i¢in Gauss egriligi elde

edilir. Buna gore

kK" cos(6, )cos(6, ) ~ —k,"k,” cos(@, )cos(6,)
) (

sin®(p) sin®(p)
_ —(kf‘ )2 cos’(6,) _ (k cos(6, )J
sin?(p) S'n(co)
A

olur. Burada, (2.28) esitligi yerine yazilirsa
a 2
K = -("—] (3.9)
sin(p)

kK, cos(@a)cos(eﬁ) —k, 'k’ cos(eﬁ )cos(Hﬁ)

elde edilir. Ya da

sin’(¢) sin(p)
~ —(klﬁ)2 cosz(eﬁ)_ k,” cos(6,) i
o sinf(p) sin(o)
k" i
K = {LS(H/})J (3.10)
sin(p)
bulunur. Burada, (2.34) esitligi yerine yazilirsa
B 2
K :-( Ko ] (3.11)
sin(p)

elde edilir. (3.9) ve (3.11) esitlikleri incelendiginde minimal 6teleme yiizeylerinin iireteg

egrileri boyunca K <0 oldugu agiktir. Buna gore, asagidaki teorem ispatlanmais olur.

Teorem 3.2 E*’te bir minimal dteleme yiizeyinin, iiretec egrileri boyunca Gauss

egriligi K <0.
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Sonug 3.2 Oteleme yiizeyinin iireteg egrileri boyunca normal egrilikleri x,* ve «,

olmak iizere minimal 6teleme yiizeyinin Gauss egriligi

seklindedir.
3.3 Minimal Oteleme Yzeylerinin Ureteg Egrileri Boyunca Yuzey Egrilikleri

Herhangi bir 6teleme yiizeyinin iirete¢ egrileri boyunca ylizey egrilikleri 2. bdliimde
bulunmustu. (2.28) ve (2.34) ile verilen esitlikler taraf tarafa toplanirsa
K"+, =k cos(d, )+ k,” cos(0,) (3.12)

n

bulunur. (3.1) ve (3.12) esitliklerinden
k“+x/ =0 (3.13)

n n

elde edilir.

3.4 Minimal Oteleme Yiizeylerinin Temel Formlari, Asli Dogrultular1 ve Asli

Egrilik Cizgileri, Asli Egrilikleri, Asimptotik Cizgileri
3.4.1 Minimal 6teleme yiizeylerinin temel formlari
Oteleme yiizeylerinin temel formlarinin diferensiyel denklemleri (2.36) ve (2.37)

esitlikleriyle verilmisti. (2.37) esitliginde, (3.2) ile verilen esitlikler kullanilirsa minimal

Oteleme yuzeyleri icin 11. temel formun diferensiyel denklemi

Il =k,* cos(@,, )du? —k,” cos(6, )dv? (3.14)
veya
Il = —k,” cos(9, Jdu? +k,” cos(0, Jdv’ (3.15)
olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
Il = k,* cos(6, Ydu? —dv?) (3.16)
veya
Il =k,” cos(0, dv? —du?) (3.17)
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elde edilir. (3.16) esitliginde (2.28) esitligi ve (3.17) esitliginde (2.34) esitligi yerine

yazilirsa

Il =, (du? —dv?) (3.18)
ve

Il =x,” (dv? —du?) (3.19)
bulunur.

B

n

Sonug 3.3 Oteleme yiizeyinin iireteg egrileri boyunca normal egrilikleri x “ ve
olmak uUzere, minimal Oteleme yizeyinin 1l. temel formu o egrisi boyunca

In=x" (du2 - dvz) ve B egrisi boyunca Il =« ” (dv2 - duz) seklindedir.
3.4.2 Minimal 6teleme yUzeylerinin asli dogrultular: ve asli egrilik cizgileri

Oteleme yiizeylerinin asli dogrultularmin diferensiyel denklemi (2.46) esitligi ile
verilmisti. (2.46) esitliginde, (3.2) ile verilen esitlikler kullanilirsa minimal Gteleme

yiizeyleri igin asli dogrultularin diferensiyel denklemi elde edilir. Buna gore

cos(¢)k,” cos(@,, )du? + 2k,* cos(8,, )dudv + cos(g k,” cos(@,, )dv? =0

k,“ cos(6, )(cos(¢)du? + 2dudv + cos(p)dv? )= 0 (3.20)
ya da
k,” cos(6, Jcos(p)du? + 2dudv + cos(p)dv? )= 0 (3.21)

elde edilir. Bu denklemin ¢0ziimii, yiizeyin asli egrilik ¢izgilerini verir. (3.20)
esitliginde (2.28) esitligi ve (3.21) esitliginde (2.34) esitligi yerine yazilirsa

i, (cos(p)du? + 2dudv + cos(p)dv? )= 0 (3.22)
ve

x,” (cos(p)du? + 2dudv + cos()dv? )= 0 (3.23)
elde edilir.

B

Sonug 3.4 Oteleme yiizeyinin iireteg egrileri boyunca normal egrilikleri x,* ve «,

olmak iizere, minimal 6teleme ylizeyinin asli dogrultularinin diferensiyel denklemi, o
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egrisi  boyunca Kna(COS(qD)dUZ+2dUdV+COS(§0)dV2)=O veya S egrisi boyunca

x,” (cos(p)du? + 2dudv + cos(p)dv? )= 0 seklindedir.

3.4.3 Minimal 6teleme ylzeylerinin asli egrilikleri

(2.49) esitliginde H =0 alinirsa

k, =v—K ve k, =—/—K (3.24)

elde edilir. (3.24) esitliginde (3.9) veya (3.11) esitlikleri yerlerine yazilirsa

n

k, = Ko 3.25
sm((p) smgo veya Sln((o) (3.25)

Ko eya k,
[sm ] ‘sm V y [sm ]

Teorem 3.2 ve tanim 1.1.29°a gore, minimal Gteleme yiizeylerinin iirete¢ egrileri

(3.26)

bulunur.

boyunca her noktasi ya flat ya da hiperboliktir. Eliptik noktalarda K >0 ve umbilik
noktalarda sekil operatdrii matrisi birim matrisin bir kat1 olmalidir. Oysaki (3.5) esitligi

ya da (3.7) esitligi incelendiginde bu miimkiin degildir.

Sonug 3.5

1) Minimal o6teleme yiizeylerinin asli egriliklerinin iirete¢ egrileri boyunca toplami
sifirdir.

2) Minimal Oteleme yiizeylerinin iirete¢ egrileri boyunca her noktas: ya flat ya da
hiperboliktir.

3) Minimal 6teleme yiizeylerinin iirete¢ egrileri boyunca higbir noktas1 umbilik degildir.

Sonug 3.6

Minimal 6teleme ylizeyleri su sekilde siniflandirilabilir:

1) k“ #0, k” #0, cos(d, )=cos(9, )=0

2) k," =0, k,” =0
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0

3) k" =0, k” =0, cos(6,)
4) kS #0, k,” =0, cos(6,)=0
5) k" =k,” =0, cos(6, )= —cos(9,)=0

6) k“ =0, k/ =0 (kl“ ;tklﬁ) ve cos(6, ) = 0, cos((?ﬁ);é 0 (cos((?a);tcos(eﬁ ))

3.4.4 Minimal 6teleme ylzeylerinin asimptotik gizgileri

Oteleme yiizeylerinin asimptotik ¢izgilerinin diferensiyel denklemi (2.59) esitligiyle
verilmisti. (2.59) esitliginde (3.2) ile verilen esitlikler kullanilirsa minimal &teleme
yuzeylerinin o egrisi boyunca ya da [ egrisi boyunca asimptotik ¢izgilerini veren
diferensiyel denklem bulunur. Buna gore
k,“ cos(0, Ydu? —dv?)=0 (3.27)
veya
k” cos(6, Jdu? —av?)=0 (3.28)
elde edilir. (3.27) esitliginde (2.28) yerine yazilirsa
K% (du® —dv?)=0 (3.29)
bulunur. Benzer sekilde (3.28) esitliginde (2.34) esitligi yerine yazilirsa
x,” (du? —dv?)=0 (3.30)
elde edilir.

B

Sonug 3.7 Oteleme yiizeyinin iireteg egrileri boyunca normal egrilikleri x,* ve «,

olmak (zere, minimal Gteleme yiizeyinin asimptotik cizgilerinin diferensiyel denlemi

x,“(du® —dv?)=0 veya «,” (du? —dv?)=0 seklindedir.
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Ornek 3.1 (Scherk Yizeyi)

M(u,v):[u,v,ilog(cos(av)n denklemiyle verilen Scherk yiizeyinin minimal bir
a \ cos(au)

yiizey oldugunu (k,” COS(Qa)Jr klﬂ cos(Hﬁ): 0 bagintisin1 gergekledigini) gosterelim.
Bunun i¢in irete¢ egrilerinin egriliklerinin ve Cos(Qa), COS(Qﬁ) degerlerinin

hesaplanmasi gerekir. Scherk yiizeyi

M (u,v) = [u,v% |OQ(MJ] = [u,o,—i log(cos(au ))j + [O, v, % Iog(cos(av))}

cos(au)

seklinde yazilirsa yiizeyin lreteg egrileri

au)= (u,o,—é Iog(cos(au))j

Bv)= (O, v,é Iog(cos(av)))
olur.
a(u)= [u,o,—é Iog(cos(au))j
olmak uzere

a'(u)= (1,0,M)

In10

o10)-[o0 )

In10

olur. Buradan

. tan’(au) _/In?10+ tan?(au)
In210 In10

o'l =

ve
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i k

o o) | (o -eearia) )

o Na = =
Inlg In10
0 0 a(L+ tan®(au))
In10
2
o’ '] = a(l+tan®(au)
In10
elde edilir. O halde o egrisinin egriligi
a(l+tan?(au))
« In10 ~ a(1+tan2(au))ln210
R B 3
'] (In10+tan?(au)lr  (In210+tan?(au))
In®10
olur. a egrisinin asli normal vektoriinii bulalim.
T - a: _ In10 [10, tan(au)J
| \In?10 + tan?(au) In10

T { In10 0 tan(au) J

JIn?10+tan’(au)  /In?10+ tan?(au)

g _ @' ra’ _ Inl0 0 —a(1+tan2(au))0
la’~na|  alt+tan?(au)) In10 '
B, =(0,-1,0)

i i k
N, =B, AT, = 0 1 0

In10 0 tan(au)

JIn?10 + tan?(au) JIn?10 + tan?(au)
N, —tan(au) 0 In10 L (~tan(au),0,In10)

\/In 10+tan’(au)  +/In10+tan>(au) \/In 10+ tan”(au

bulunur. Benzer sekilde

Bv)= (0, v% Iog(cos(av))j

olmak Uizere
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pv)= (0,1, M}

In10

57) = (0’ 0. a(l+ tan’ (av))J

In10

olur. Buradan

181 :\/1+ tan?(av) _ JIn?10 + tan?(av)

In*10 In10
ve
i k
2
BAp=l0 1 —tan(av) _ —a(1+tan (av))’o’O
InlO2 In10
0 —afl+tan?(av))
In10
, o all+tan®(av)
P Pl=" 10
elde edilir. O halde S egrisinin egriligi
a(l+ tan(av))
K = 18"~ B’ _ In10 _ a(L+ tan?(av))in?10
13 3 3
P (In210+tan?(av)fe  (In?10+tan?(av))
In®10

olur. S egrisinin asli normal vektoriini bulalim.

i In10 (0,1, - tan(av)}

T, = =
o JIn?10 + tan?(av) In10

T :{0 In10 —tan(av) J

" /In?10+ tan?(av) "4/In?10 + tan’(av)

_ BB 10 (—all+tan’@@v) o
"B A B all+tan?(av)) In10 T
B, =(-10,0)
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i i K
N,=B, AT, =|-1 0 0
pere 0 In10 —tan(av)
JIn?10+tan?(av) +/In?10+tan?(av)
N, -0 —tan(av) ~In10 1

(0,—tan(av),~In10)

\/In 10+ tan’(av) \/In 10+ tan®(av) \/In 10+ tan®(av

bulunur. Yizeyin birim normali

B al/\ﬁl
olmak Uzere
i K
aAf =l 0 tan(au) :(_ tan(au)’tan(av)’ll
In10 In10 ~ In10
—tan(av)
In10
2 2 2 2 2
a,Aﬁ,Mz\/tanz(au)Jrtanz(av)+1=\/tan (au)+tar21 (av)+1In?10
In“10 In“10 In“10
L In10 (_ tan(au) tan(av) 1)
Jtan?(au)+ tan®(av)+In10\ In10 " In10
z= L (- tan(au), tan(av), In10)

Jtan?(au)+ tan?(av)+In?10
bulunur. Buna gére cos(é,, ), cos(eﬁ) degerleri hesaplanirsa

1
cos(@,)=(z,N,_ )= tan®(au)+In?10
(6)=(zN.) \/tanz(au)+tan2(av)+Inzlo\/ln210+tan2(au( (au) )

1
05)=(z,N,)= —tan?(av)-In?10
cos(6y) (2:Ny) \/tanz(au)+tan2(av)+Inzlo\/ln210+tan2(av( on*(av)~n*10)

elde edilir. Buradan da

k" cos(0, )+k,” cos(6, )= aft+ tan*(au))n’ 10 ! (tan?(au)+In10)
“(au)

(In 10+ tan au)g \/tanz(au)+tan2(av)+Inzlo\/ln210+tan2(au)
, A+ tan*(av))in®10 1
*(av)

(In 10+ tan avfz Jtan?(au)+ tan(av)+ In?10+/In? 10 + tan(av)

(~tan?(av)-In?10)

yazilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

44



a B =
k,“ cos(6, )+ k, Cos(eﬂ)_ \/tanZ(au)+tan2(aV)+ln210

aln®10 (L+ tan?(au))tan?(au)+ In?10) L+ tan?(av))tan?(av)+In*10)
(In210 + tan?(au)f (In210 + tan?(av)

elde edilir. Lemma 1.1.97a gére minimal ytizeyler igin

(+M,2 M, —2M M M, +[+M,2 M, =0

esitligi saglanir. Buna gore

M (u,v)= i Iog( 23288] = i log(cos(av)) - i log(cos(au))

yuzeyinin u ve v degiskenlerine gore kismi tiirevleri alinirsa

_ tan(au)
" In10

_all+tan*(au))

w In10

_ —tan(av)

Y In10

M a(L+ tan?(av))
v In10

M,=M,=0

uv vu

olur. M, degeri
(+M,2 M, —2M M M, +[+M,2 M, =0
esitliginde yerine yazilirsa

1+M,"  1+M/

MUU MW
elde edilir. Buradan
2 2
1, tan (au) L, fan (av)
In10 _ In®10
all+tan’(au))  —all+tan’(av))
In10 In10

In*10+tan*(au) _ In®10+ tan’(av)
1+tan*(au)  1+tan’(av)

(In?10+ tan?(au))(1 + tan?(av)) = (In210 + tan? (av)(L + tan? (au )))

In?10+In?10tan?(av)+ tan®(au)+ tan?(au)tan®(av) = In? 10+ In? 10tan?(au ) + tan?(av) + tan?(av)tan*(au)
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In?10tan?(av)+ tan?(au) = In? 10tan?(au )+ tan® (av)
tan?(av)(In?10-1) = tan®(au)(In210-1)
tan?(av) = tan®(au)
bulunur. u ve v lineer bagimsiz degiskenler oldugundan tan?(av) = tan®(au) almabilir.

Bulunan bu esitlik

k. cos(0,)+k,” cos(9,)

B aln?10 [(1+ tan’ (au))tan*(au) + |n210)_ (L+ tan?(av))tan®(av) + |n210)]
~ Jtan?(au)+ tan?(av)+ In210 (In210 + tan?(au)f (In210 + tan?(av)

ifadesinde yerine yazilirsa k,“ COS(@a)+ klﬁ COS(Gﬂ): 0 edilir. O halde, Scherk yuzeyi

bir minimal yiizeydir. Buna gore agagidaki su sonuca ulasilabilir.

Sonu¢ 3.8 Ureteg egrileri o ve B olan bir Scherk yizeyinde kl":klﬂ ve

cos(6, )= - COS(@ 5 ) esitlikleri saglanir.

Sekil 3.1 Scherk yuzeyi
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Ornek 3.2

Ureteg egrileri

-{e(g ol

plv)= (‘ Sin(%),—cos(xj + 1,@

ve

2 2

N—

olan dteleme ylizeyinin minimal ylizey oldugunu gosterelim.

()}

olmak Uizere

(il o it 2

olur. ||oc'|| =1 oldugundan a egrisi yay parametreli bir egridir. Ayn1 zamanda « egrisi

orjinden geger.

o1 o) e A
e
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olmak Uizere

(et

bulunur. Benzer sekilde
. (v Vv NEY
vV)=|-sin| — |,—cos| — |+1,——
g5l )17

olmak Uizere

bulunur. Buradan

- o (s 7 il )

olur. || ,B'” =1 oldugundan [ egrisi yay parametreli bir egridir. Ayni zamanda [ egrisi

orjinden geger.

1= [l ) e )
olup
o Lals a5 )0

e BT e

bulunur.
k/ =<Tﬁ', Nﬂ>:<ﬂ”, N,)

olmak Gzere

ol ()
bulunur.
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Sonug olarak k,“ =k,” elde edilir.

bulunur.
o
alalim.
a'A B’
B |a'/\ﬁ’||
olmak tizere

olur.
cos(@,)=(z,N,)
olmak Uizere
o ) eyl )
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olmak Uzere

bulunur. O halde

G cos(0, )+ coslo, ) [i A g j] 4,{£ e ]jo

4 4 4 4

olur. Sonu¢ olarak yiizeyin minimal oldugu gosterilmis olur. Minimal G&teleme

yiizeyinin grafiginin farkli a¢ilardan goriiniisleri asagidaki gibidir.

Sekil 3.2 Minimal yizeyinin x >0 boyunca grafigi
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Sekil 3.3 Minimal yizeyinin x <0 boyunca grafigi

Sekil 3.4 Minimal yuzeyinin y > 0 boyunca grafigi

o1



Sekil 3.5 Minimal yuzeyinin y <0 boyunca grafigi

Sekil 3.6 Minimal yizeyinin z >0 boyunca grafigi
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4. BOLUM

Bu bélumde, 3-boyutlu Oklid uzayinda iireteg egrileri boyunca teget vektorleri arasinda
sabit a¢1 bulunan, sabit egrilik ve burulmaya sahip iirete¢ egrilerinin olusturdugu
Oteleme ylzeylerine paralel olan yuzeylerin diferensiyel geometrik 6zelikleri incelendi.
Buna gore, dteleme yiizeylerine paralel olan yilizeylerin temel formlari, sekil operatorii

matrisi, Gauss egriligi, ortalama egriligi ve asli egrilikleri hesaplandi.

3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA OTELEME YUZEYLERINE
PARALEL OLAN YUZEYLER

4.1 Oteleme Yzeylerine Paralel Olan Yiizeylerin Temel Formlar:

Sekil 4.1

Y /\Tﬁ
sin(p)

yuzeyine paralel olan M yuzeyinin denklemi

ve A e IR olmak lzere M Oteleme

M oOteleme yiizeyinin birim normali z =
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M (u,v)=M(u,v)+ Az(u,v) (4.1)

seklindedir. M ylzeyinin z birim normalinin u degiskenine gore kismi tiirevleri

aliirsa
1 i
7, = Sin(@)(Ta AT,)
1 a
7, = sin(go)((Ta n0)+ (N, )AT,))
k o
z, :W(Na AT,) (4.2)
elde edilir. Buradan da
k“* d
Zuu = Sinl(([))(Na /\Tﬁ)
k,“ P a
7, = sinl(qo)((N“ n0)+ (KT, +k,%B, )AT, )
B _ (k o )2 k DCkZDC
7, = Sinl((p) (T, ATﬁ)+Sjn—@(Ba AT,) (4.3)
bulunur. z birim normalinin v degiskenine gore kismi tiirevleri alinirsa
1 i
Zv :W(Ta /\Tﬁ)
1
Z, = sm(go)((T“ A(klﬂNﬁ))+(O/\Tﬂ ))
k B
7, = m(y AN,) (4.4)
elde edilir. Buradan da
k,” ,
7, = sinl(go)(T“ AN,)
1y = o1 AT, 8, ) 0N, )
%
kS k"k,”
z, = sml(q)) (T, AT, )+ slin(q)) (T, ~B,) (4.5)
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bulunur. Ayrica z, (N AT ) olmak Uizere

Sln(co)
t = g0, A lN )+ 04T, )
2, = ';:((;) (N, AN,) (4.6)
bulunur. Benzer sekilde z, S:;(;)(T AN, ) olmak iizere
S ORI
"= tinl((;ﬁ) (N, AN,) 4.7)

elde edilir. M(u,v): M(u,v)+ ﬂ,z(u,v) ylzeyinin u ve v degiskenlerine gore kismi

tiirevleri alinirsa, M, = M, + Az, olmak Uzere

Ak*
M, =T L (N, AT 4.8
u a + Sln((D)( a A ﬁ) ( )
olur. M, =M, + 4z, olmak tizere
N —k.“
M, =k N, +21 L B, AT
uu 1 a + S n (0) Sln(ql)) ( A )
i kl(X 2(1
T T B, AT 4.
Mu Ne sin(p) " Sln(q)) (B, AT,) 49
olur. M, =M, + Az, olmak tizere
ak,”
M, =T L (T, AN 4.10
v ﬁ+sin(g0)(“/\ ﬁ) ( )

olur. M, =M, + Az, olmak lzere

2
— k"N —M(T AT, )+ A (T, ~B,) (4.11)
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olur. M, =M, + 4z, olmak uzere

olur. M, =M, + Az, olmak Uzere

vu

elde edilir.

olsun. Ayrica, Sekil 2.1°e gore
z=cos(9, )N, +sin(9, )B,
Z= cos(eﬁ )Nﬁ +sin(9ﬁ )Bﬁ
esitlikleri yazilabilir. (4.16) esitliginin her iki tarafi T, ile i¢ ¢arpilirsa
(T,.z) =cos(0, (T, .N, ) +sin(6, (T,.B,) =0
cos(eﬁ )A, +sin(0p JA, =0
bulunur. Benzer sekilde, (4.15) esitliginin her iki tarafi T, ile i¢ ¢arpilirsa
(2,7,)=cos(9, kN, T,)+sin(6, B,.T,) =0
cos(6, )A, +sin(@, )A, =0
elde edilir. (4.16) esitliginin her iki tarafi T, ile vektorel carpilirsa
2 AT, =cos(@, N, AT, )+sin(0, kB, AT,)
IAT, = —cos(eﬁ )Bﬁ + sin(eﬁ )Nﬁ
IAT, = sin(eﬁ )Nﬁ - cos(eﬁ )Bﬁ
olur. (4.15) ve (4.19) esitlikleri ile verilen vektdrler i¢ carpilirsa
(z.2AT,) =(cos(6,)N, +sin(8, )B,.sin(0, N, cos( B,)
= cos(9, )sin(6, KN, N, )~ cos(g, )cos(6, KN, B, )
+sin(6, )sin(6, )<Ba N, )=sin(6,) cos(6), )<Ba B,)

:O

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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olur. Burada (4.14) ile verilen esitlikler kullanilirsa

cos(0, )sin(6,, )A, — cos(8, )cos(0, )A,
+sm(9a)sm(0ﬁ)A8—sm( 0,)cos(0, )A, =0

bulunur. (4.15) esitliginin her iki tarafi T  ile vektorel carpilirsa

zAT, =cos(@, N, AT, )+sin(6, (B, AT,)
ZAT, =—cos(@,)B, +sin(@, N

zAT, =sin(@, )N, —cos(6, )B,
olur. (4.16) ve (4.21) esitlikleri ile verilen vektorler i¢ carpilirsa
(zAT,.2)=(sin(6,)N, —cos(d, )B, cos(6, N, +sin(6, )B,)
=sin(9, )cos(9, KN, N, ) +sin(8, )sin(6, kN, B, )
~cos(@, )eos(@, (B, N , ) —cos(@, )sin(6, B, B, ) =0
elde edilir. (4.14) ile verilen esitlikler kullanilirsa

sin(6, )cos(0, )A; +sin(6, )sin(6,, )A,
—cos(@ )cos( )A, —cos(6, )sin(9, )A, =0

olur. z birimnormali z ile i¢ ¢arpilirsa
(z,2) =(cos(6, )N, +sin(6, )B, .cos(0, )N, +sin(6, )Bﬁ>
= cos(6, )cos(6, )<Na /N )+cos(6, )sin(6, )<Na B,)
+sin(0a)cos(0ﬁ)<Ba, Nﬁ>+sin(9a)sin(0ﬁ)<8a, B,)=1
cos(6, )cos(0, )A; +cos(8, )sin(6, )A,
+sin(0 )cos( A, +sin(6, )sin(6, )A, =1
olur. (4.19) esitliginin her iki tarafi T, ile i¢ carpilirsa

<Ta,2/\Tﬁ,>:sin(9ﬁ)<Ta,N —cos(0 )< ) =—sin(p)
sin(6, )A, —cos(@, )A, = —sin((p)
bulunur. (4.21) esitliginin her iki tarafi T ile i¢ garpilirsa
<z AT, ,Tﬁ> = sin(@aXNa ,Tﬁ>—cos((9a)<Ba ,Tﬁ> =sing
sin(6,, )A, —cos(6, )A, =sin(p)

olur. (4.19) ve (4.21) esitlikleri ile verilen vektorler i¢ ¢carpilirsa

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)
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(zAT,.2AT,)=(sin(0,)N, —cos(6,)B, sin(0, N, —cos(6, )Bﬁ>
=sin(6, )sin(HﬁXNa, Nﬂ>—sin(9a)cos(9ﬂ)<Na,Bﬁ>
— —cos(0, )sin(6, )<Ba N, )+cos(6, )cos(6, )<Ba, B, ) = cos(¢)

sin(6, )sin(0, )A; —sin(8, )cos(6,, )A,
—cos(6, )sin(6, )A, +cos(6, )cos(6, )A, = cos(p)

olur. Ayrica, <Ta ,Tﬁ> = COS((p) ve dolayisiyla

A = cos(p) (4.27)
olur. (4.17), (4.18), (4.20), (4.22), (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) ve (4.27) esitlikleriyle

verilen denklem sistemi ¢oziliirse

A, = cos(p)
A, = —sin(6, )sin(p)
A, = cos(9, Jsin(p)
A, =sin(@ )sm()
A, = cos(@ a)cos( )+S|n 6, )sin(6, )cos(p) (4.28)
A, = c0s(6, )sin(6,, )-sin(6, )cos(0, )cos(p)
A =—cos(0a sin(gp)
0, )cos(6,, ) cos(8, )sin(6, )cos(p)

.)
A, =sin(6, )sin(6 )+cos(0a)cos(0ﬁ)cos(go)

(4.26)

—sm

elde edilir. M yuzeyinin birinci temel formu I ve birinci temel formunun katsayilar

E,F,G olsun.
= Ak, k. “
E :<MU,MU>=<Ta + sin(l(p)(N“ AT,)T, +sin—E¢ﬂ(N"‘ /\Tﬁ)>
olmak Uzere
= 22Kk * 22k 2( 2)
E=1 Sin(;)<Ba’Tﬂ>+ sinzl((p) 1-(N,.T,) (4.29)
olur. Buradan
o \2
E-14 20, ) L-(AY) (4.30)

sinfp) " sin”(p)

elde edilir. Buradaki, 1— (A, )? degeri hesaplanirsa
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1-(A, ) =sin?(p)+cos®(p)—sin?(6, )sin?(p)
1-(A, ) =sin®(p)L—sin?(0, ))+ cos?(p)
1-(A,)* =sin*(p)cos®(8, )+ cos*(p) (4.31)

bulunur. 1—(A4 )2 ve A, degerleri (4.30) esitliginde yerlerine yazilirsa

E=1+ &kla)( cos(9, )sin(¢))+ M(Sin ?(p)cos? (0, )+ cos? ()

sin(e sin’(p)
E =1-27k“cos(0, )+ A2 (k"  cos?(6, )+ 22(k,* J cot?(p) (4.32)
elde edilir. Burada, (2.28) ve (2.34) ile verilen esitlikler yerlerine yazilirsa
E=1-24x," + 22(," | + 22(k,“ f cot?(p) (4.33)
bulunur.
- Ak,” Ak,”
F=(M,M,)=(T L (N, AT,)T L (T AN
< u V> < “+sin((p)( @ ﬁ) ﬁ+sin((0)(a/\ ﬁ)>
olmak tizere
— 22k, “k,”
F=(T,.T,)- Sinlz((;) (T, T, (NN, (4.34)
olur. Buradan
= 2%k “k,”
F=A -1 4.35
AT A (4.35)

elde edilir. Burada A, ve A, degerleri yerlerine yazilirsa
— 27k, k,” _ _
F = cos(p)-—% ) cos(p)(cos(6, )cos(6, )+sin(8, )sin(6, )cos(p))  (4.36)
sin?(p
elde edilir. Burada (2.27), (2.28), (2.33) ve (2.34) ile verilen esitlikler yerlerine yazilirsa

= i “x,” cot(p)

F = cos(p) - Sinle) -k, "x,” cot’(p) (4.37)
bulunur.
G=(M,M,) =<Tﬁ +’_Ik—lﬁ(Ta AN )T, +’_u<—1ﬁ(Ta A Nﬁ)>
sin(¢) sin(p)
olmak uzere
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% 2" f :
G =1—sin(¢)<Ta,Bﬁ>+ ) (1—<Ta,Nﬁ> ) (4.38)
olur. Buradan
g1 KN 2 k) f-(a,)) (4.39)

sin(p) sin(p)
elde edilir. Buradaki, 1— (A, )* degeri hesaplanirsa
1- (A2 Y = sin2(¢)+ cos?(p)-sin?(6, )sin?(p)
—sin?(p)L—sin?(6, ))+ cos?(p)
1- (A2 )’ =sin?(p)cos?(9, )+ cos?(p) (4.40)
bulunur. 1—(A, )’ ve A, degerleri (4.39) esitliginde yerlerine yazilirsa
2
G=1- szlilzgj)cos(e Jsin(p)+ %(sinz((p)cosz(eﬂﬁ cos’(p))
G =1-22k,” cos(6, )+ 22 (klﬁ )2 cos?(6, )+ A2 (klﬂ )2 cot’(p) (4.41)
elde edilir. Burada (2.27), (2.28), (2.33) ve (2.34) ile verilen esitlikler yerlerine yazilirsa
G =1-2ix," + 22(x,” | + 22(k” f cot?() (4.42)
bulunur. O halde M yuzeyinin birinci temel formu
I = (1— 201, + A2 (Kn“ )2 + A2 (kla )2 cotz((p)}ju2

i “x,” cot(p) o
+ Z[COS((p)— (o) — Xk, "x," cot’(p) [dudv (4.43)

i ) e Pt

olur. M yiizeyinin birim normali z olsun. Buna gére

- M, AM,
7=—4 VvV
M, A M,

olur.

<
>

] [T LY (NaATﬁ)JA(TﬂﬁLﬂ_‘k—lﬁ)(TaANﬁ)J

sin(p)

60



Ak,”
sin(e)
Ak, 22k.“k.P

N AT AT L
“inp) N AT )

olup, buradaki T, A(T,AN,), (N, AT,)AT, ve (N, AT, )A(T, AN,) degerleri

M, AM, = (T, AT,)+

u

(Ta /\(Ta A Nﬂ))

(N, ATy )AL AN,))

hesaplanirsa

T, AT, AN, )=—(T, AN, AT (NS T T, =—N, +AT,

(N, AT, )AT, _< >T —<T TN, =AT, N,

(N, AT AT, AN )=(N,. T, ANIT, =(T,.T, AN,)N,

=—(B,, N )T, +(T,.B,)N, =—AT, + AN,

elde edilir. Buna gore bulunan bu degerler yerlerine yazilirsa

M. A :(TaATﬁ)+£nk—&;(—N,3+AzTa)
+;nk_(l;(A4Tﬂ—Na)+§E (k;( AT, +AN,)

it =S L )
[i‘:;?g;_f;i zk(lqo)Aﬂ ] S’II:(;)N +(T, AT,)

olur. (4.28) esitligi ile verilen degerler yerlerine yazilirsa

21, a B a
M, AM, = —ix,"T, +(ﬂ‘ SHLL )]Na

Sin((p) Sin((p
/12 a B /12 a B t
+| Ak, - f(gz N cotfy) T, (4.44)
P sin’(p) sin(p)
Ak

Nﬁ +(Ta /\Tﬂ)

sin(e)

=M AN, M AMV>=1 kabul edilirse

bulunur. ‘ u
i
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20k, =22k,” = 2 (Kg”‘ )2 — X (K'gﬂ )2 —22%k,"x," cos(p)

—22,31<na(1<gﬁ)2 cot2(¢)+213(1<g“)21<n/3+2/12Kn“1<nﬁ+sin2(go)

= |+

elde edilir. O halde

2/,LZKann /14(’(“ )(Kgﬂ) COtZ(Q)) j’2(klﬂ)
sin?(p) sin® (o) sin®(p)
. 22°k,“x,” cot(p)
sin(p)

21, @ B a
PO S LRSS N Y
P sin(p) sinfe))

Are Ky Cot(qo)JT
B

sin(p)

- M, AM, . xSk’
Z= =p | Ay ——— +
M, AM, sin’(p)

k,”
S N (T AT
sin() ﬂ+(a/\ ﬂ)

(4.45)

(4.46)

yazilir. M yuzeyinin ikinci temel formu 11 ve ikinci temel formunun katsayilar iﬁﬁ

sin(e)

Xre,wey” Cot(qo)JT
ﬁ 1

olsun.
21, « p a
PO S GRS Y
9 e sin(p)  sin(p)) ¢
I lzxgaxnﬂ
+ - +
o 0 " sin(p)
|=<Z,Muu>=/l ﬂ,kﬂ
T ; Nﬂ+(Ta /\Tﬁ)
sin(p)
Ak, f 2K,k
KN, -2 L (T AT 152 (B AT
1 N, sin(go)<“/\ ﬂ)+ Sin(go) ( a N ﬂ)}
olmak Uzere
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B 2K,k Ky ik, (/12 (kl“ )2 + 2k,” cot(qo)+1)

sin®(p) sin(p)
ke f (MT“ sk, 1) 22k iy _cot(<p)(z;<nﬁ ~1) .
| = u sin(p) sin(p) (4.47)
2 af B
_M+ /1(1( “)2 sin(p) + Ak, “x ﬁ(/llcna cot(p) + Ak, —Cot(go))
sin(p) g g %g
+x,” sin(p)— A(kl“ )2 sin(p) + 2k, “x,* cos(e)
bulunur.
21, o B a
P S G LS Y
¢ e sin(lp)  sin(p) ) ©
_ 2k k) Ak, k" cot(p) Ak, “k,”
_ M — a 9 n n 9 1 ™ N N
m <Z’ “V> H J{M{g sin(p) " sin(p) 71 sin(p) ( a ! 'B)
2k,”
S N (T AT
sin(p) ” +( a N /5)
olmak uzere
YA I e ~ 2 CO'[((p)((KgD‘)2 (Knﬂ)z +(Kna)2 (Kgﬂ)z)
sin’(¢p) sin®(p)
me ingaKgﬂ(Kna +Knﬂ)+i3lcn K, Knﬂrcgﬁcotz(go) (4.48)

sin(g
+ A%k, (Kgﬁ )2 cot(p)+ A? (Kga )2 x,” cot(p)+ Ax,“x,” sin(p)

bulunur. Son olarak

olmak Uizere

21, @ B a
PP S L LS N
’ sin(p)  sin(p)
+| Ak - AZFQQK“/} + /IZK”a’_(gﬁ cotlp) T,
¢ sin?(p) sin(p)

" ak.?
_sin—@Nﬁ_'_(Ta /\Tﬂ)
o Ak kK,
k"N, sinl(qa) (T, AT, )+ siln(@) (T, ~B,)
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B

A(Kgﬂ)z sin(go)+(ﬂ,1<nﬁ —1{1K_r‘QK“

sinfo) +2,Kgarcgﬁcot((o)]

+<1—ﬂ,1< 8 lzkzl’xg“,(g/’ +12k2ﬁKnaKnﬁ cot(qo)+ lana(klﬁ)z
sin(p) sin(p) sin(p)
7 cot(p) aj
K,

sin(p)

a
Ak, UK,

Ak “x P
N i
sin’ (o)

|

(4.49)

(—1+K +k,” cot(ep ))

)/ sin(p)

sin(p)— Ak,” " cos(p)

bulunur. O halde M yiizeyinin ikinci temel formu

B 2k, Kk, k)" B /'tKnaKnﬂ( 2(klm)z + 2Ak,” Cot((p)+1)
sin(p) sin(p)
LAk F ey + 22w, 1) 20 Fie eotlp)an,” ~1)
sin(p) sin(p)

( )Zsm + 2k, i, cos(p)

(( Pl + e Pl )

sin’(p)
*(p)

l3rcalca1<ﬁrcﬂ

sin’(p)

ﬂ,ZK‘gaKgﬂ(Kna +K‘nﬂ) XKy K, ﬁxgﬂ cot
— - +
sin(p) sin(p)

+2,” (K‘gﬂ)z cot(p)+ 4> (Kga )Zlcnﬁ cot(p)+ Ak, “x,” sin(p)

ijkﬂ a B

+ l(lc “ )2 sin(p)+ Ax,“x,” (llcna cot(p)+ Ak,” — Cot(go))

du?

dudv
(4.50)

sin(¢) sin(p)

lKnaKgﬂ cot(p)

sin(p)

+J|I£X( 1+K +k, COt((p))-FKnﬁSin(ﬁD)
e Foint)

+ o + 2%k« ﬁ[ ¢ 0

— 2k’ cos(p)

K, x,” cot(p) N 2, (klﬂ)zJ
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elde edilir.

4.2 Oteleme Yzeylerine Paralel Olan Yiizeylerin Sekil Operatorii Matrisi

M  ylzeyinin sekil operatorii matrisi, lemma 1.1.8 ve sonu¢ 2.2 kullanilarak

bulunabilir. Buna gore

K, —cos(p)x,
s_gl|1 0, sin’(e) sin®(p)
01 —cos(p)x,” x,”
sin?(p) sin?(p)
Ak,” — 2cos(p),” | N
S—g 10 sin®(p) sin®(p)
- - B B
01 —Acos(p)k, Ak,
sin®(p) sin’(¢)
1 Ak, * Acos(p)k,” N
S5 sinz((pl sinz(gog
Acos(p)x, 1- Ak,
sin®(p) sin(p)

olup

(1 Ak, ” 1 A’ _icos((p)lcna Acos(o)k,”
p= sin2(¢) Sinz((p) sinz((p) sin® go)
A(Kna +Knﬂ)+ ik’

sin’(p)  sin®(p)

B Sinz((p)—),(rcna +Knﬂ)+ i k.

=1-

sin’ ()
olmak lzere, buradan
1- Ak, _Acos qo)lcn
s_golt sin?(p) sin?(p)
p| _Acos o)’ 1 Ak,”
sinz(qo) sin2(¢)
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1 Ak’ B A.cos(o )k,
S=5 sin’(p) sin®(p) sin?(p)
sin?(p)— Al +x,” )+ Ak, “x,” | Acos(p),” 1
sin’(¢) sin’(¢)
S_s 1 sin?(p)-Ax,”  —2cos(p)k,” |
sin2(¢)—/1(xn“ +1<nﬂ)+ Mkl | = Acos(p)k,”  sin(p)-Ax,” |
= 1 k" — Ak “k,”  —K, *cos(p) |
S = 0 T4k “ 451
Sinz(go)—),(rcna +Knﬂ)+ ﬂ,zlcnarcnﬂ{ —x,”cos(p) «,” —),Knalcnﬁ_( )

bulunur.

4.3 Oteleme Yuzeylerine Paralel Olan Yiizeylerin Gauss Egriligi ve Ortalama

Egriligi
4.3.1 Gauss egriligi

M yiizeyinin Gauss egriligi, lemma 1.1.8 ve sonug 2.2 kullanilarak

a. . B
— K, K
K= " (4.52)
sin?(¢p)— A(Kna +x” )+ ik’
seklinde elde edilir.
4.3.2 Ortalama egrilik
M yiizeyinin ortalama egriligi, lemma 1.1.8 ve sonug 2.2 kullanilarak
a g a B
— -2
H = Ko THn — 22Ky K, (4.53)

2sin?(p) - 2),(1(““ +x” )+ 227k “x.”

seklinde elde edilir.
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4.4 Oteleme Yuzeylerine Paralel Olan Yiizeylerin Asli Egrilikleri

M yiizeyinin asli egrilikleri, lemma 1.1.8 ve sonug 2.4 kullanilarak

Y . k" +x i B kK’
2sin?(p) 2sin?(p) | sin?(p)

k, = (4.54)

1
k. +x” DCID R
1-2 n . n_ 4 n . n _ -n n
2sin’(p) 2sin’(p) | sin?(p)

ve
k. +x,” NS +x” i ~ kK.’
o 2sin(p) 2sin’(p) sin?(p)
k, = - (4.55)
1-4 k" +x S +x,” _ kK
2sin*(¢p) 2sin*(p) sin(p)
seklinde elde edilir.
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