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ÖZET 

 

Bu tez çalışması dört bölümden oluşmaktadır.  

Tezin birinci bölümünde konuyla ilgili temel tanım ve teoremler verildi.  

İkinci bölümde 3-boyutlu Öklid uzayında öteleme yüzeylerinin diferensiyel 

geometrik özelikleri incelendi. Bu doğrultuda, yüzeyin üreteç eğrileri boyunca 

şekil operatörü matrisi, Gauss eğriliği, ortalama eğriliği, yüzeyin üreteç eğrileri 

boyunca yüzey eğrilikleri, yüzeyin temel formları, asli doğrultuları ve asli eğrilik 

çizgileri, asli eğrilikleri, umbilik noktaları, asimptotik çizgileri ve geodezikleri 

bulundu.  

Üçüncü bölümde minimal öteleme yüzeyleri ve diferensiyel geometrik özelikleri 

incelendi. 

Dördüncü bölümde ise sabit eğrilik ve burulmaya sahip üreteç eğrilerinin 

oluşturduğu öteleme yüzeylerine paralel olan yüzeylerin diferensiyel geometrik 

özelikleri incelendi. 
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This thesis consists of four chapters. 

In the first chapter, the basic definitions and theorems are given related to this 

subject. 

In the second chapter, differential geometric properties of translation surfaces in 

3-dimensional Euclidean space are given. Hence, shape operator matrix along 

generator curves of surface, Gaussian curvature, mean curvature, curvatures 

along generator curves of surface, fundemantel forms of surface, principal lines 

and lines of principal curvature, umbilic points, asimptotic lines and geodesics are 
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In the fourth chapter, differential geometric properties of surfaces that are parallel 

to translation surfaces in 3-dimensional Euclidean space which are constructed by 

generator curves with constant curvatures and torsions are given. 
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SİMGELERİN LİSTESİ 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

 

Simgeler Açıklama  

 

,  Norm 

Ù  Vektörel çarpım 

,  İç çarpım 

M  Öteleme yüzeyi 

z  Öteleme yüzeyinin birim normali 

I  Öteleme yüzeyinin birinci temel formu 

II  Öteleme yüzeyinin ikinci temel formu 

GFE ,,  Öteleme yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları 

nml ,,  Öteleme yüzeyinin ikinci temel formunun katsayıları 

S  Öteleme yüzeyinin şekil operatörü matrisi 

K  Öteleme yüzeyinin Gauss eğriliği 

H  Öteleme yüzeyinin ortalama eğriliği 

ba ,  Öteleme yüzeyinin üreteç eğrileri 

21 ,kk  Öteleme yüzeyinin asli eğrilikleri 

aT  a  eğrisinin teğet vektörü 

aN  a  eğrisinin asli normal vektörü 

aB  a  eğrisinin binormal vektörü 

bT  b  eğrisinin teğet vektörü 

bN  b  eğrisinin asli normal vektörü 

bB  b  eğrisinin binormal vektörü 

aq  a  eğrisinin asli normali ile öteleme yüzeyinin birim normali 
                            arasındaki açı 
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bq  b  eğrisinin asli normali ile öteleme yüzeyinin birim normali 

                            arasındaki açı 

j  a  ve b  eğrilerinin teğet vektörleri arasındaki açı 

a
1k  a  eğrisinin eğriliği 

a
2k  a  eğrisinin burulması 

b
1k  b  eğrisinin eğriliği 

b
2k  b  eğrisinin burulması 

ak g  Öteleme yüzeyinin a  eğrisi boyunca geodesic eğriliği 

at g  Öteleme yüzeyinin a  eğrisi boyunca geodesic burulması 

ak n  Öteleme yüzeyinin a  eğrisi boyunca normal eğriliği 

bk g  Öteleme yüzeyinin b  eğrisi boyunca geodesic eğriliği 

bt g  Öteleme yüzeyinin b  eğrisi boyunca geodesic burulması 

bk n  Öteleme yüzeyinin b  eğrisi boyunca normal eğriliği 

M  Öteleme yüzeyine paralel olan yüzey 

z  Öteleme yüzeyine olan paralel yüzeyin birim normali 

I  Öteleme yüzeyine paralel olan yüzeyin birinci temel formu 

II  Öteleme yüzeyine paralel olan yüzeyin ikinci temel formu 

GFE ,,  Öteleme yüzeyine paralel olan yüzeyin birinci temel  
                           formunun katsayıları 

nml ,,  Öteleme yüzeyine paralel olan yüzeyin ikinci temel 
                           formunun katsayıları 

S  Öteleme yüzeyine paralel olan yüzeyin şekil operatörü matrisi 

K  Öteleme yüzeyine paralel olan yüzeyin Gauss eğriliği 

H  Öteleme yüzeyine paralel olan yüzeyin ortalama eğriliği 

21 , kk  Öteleme yüzeyine paralel olan yüzeyin asli eğrilikleri 
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1. BÖLÜM 
 
 
 
  
GİRİŞ 
 
 
 
 
Öteleme yüzeyleriyle ilgili bugüne kadar birtakım çalışmalar yapılmıştır. 1992 yılında 

L. Verstraelen, J. Walrave ve S. Yaprak n-boyutlu Öklid uzaylarında minimal öteleme 

yüzeylerini inceledi. 1999 yılında H. Liu 3-boyutlu uzaylarda öteleme yüzeylerinin 

Gauss eğriliğini ve ortalama eğriliğini inceledi. 2002 yılında D. W. Yoon “3-boyutlu 

Minkowski Uzayında Öteleme Yüzeylerinin Gauss Dönüşümü Üzerine” adlı 

çalışmasında, Gauss dönüşümüne Laplasiyen operatörünü uygulayarak öteleme 

yüzeylerinin diferensiyel geometrik özeliklerini inceledi. 2008 yılında M. I. Munteanu 

ve A. I. Nistor 3-boyutlu Öklid uzayında öteleme yüzeylerinin ikinci temel formunu, 

ikinci Gauss eğriliğini ve ikinci ortalama eğriliğini inceledi. Bugüne kadar yapılan bu 

çalışmalar gözden geçirildiğinde, öteleme yüzeylerinin düzlemsel eğrilerin toplamı 

şeklinde ifade edildiği görülür.  

Bu çalışmada ise, uzaysal iki eğrinin toplamı şeklinde elde edilen 3-boyutlu Öklid 

uzayında öteleme yüzeyleri ele alındı. Buna göre, 3E ’te öteleme yüzeylerinin iç ve dış 

geometri özelikleri incelendi. Bu doğrultuda, yüzeyin üreteç eğrileri boyunca şekil 

operatörü matrisi, Gauss eğriliği, ortalama eğriliği, yüzeyin üreteç eğrileri boyunca 

yüzey eğrilikleri, temel formları, asli doğrultuları ve asli eğrilik çizgileri, asli eğrilikleri, 

umbilik noktaları, asimptotik çizgileri ve geodezikleri bulundu. Ayrıca, minimal 

öteleme yüzeyleri ve 3E ’te üreteç eğrileri boyunca teğet vektörleri arasında sabit açı 

bulunan, sabit eğrilik ve burulmaya sahip üreteç eğrilerinin oluşturduğu öteleme 

yüzeylerine paralel olan yüzeylerin diferensiyel geometrik özelikleri incelendi. Buna 

göre, öteleme yüzeylerine paralel olan yüzeylerin temel formları, şekil operatörü 

matrisi, Gauss eğriliği, ortalama eğriliği ve asli eğrilikleri hesaplandı. 
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1.1 Temel Tanım ve Teoremler 

 

Tanım 1.1.1 Boş olmayan bir cümle A  ve bir K  cismi üstünde bir vektör uzayı V  

olsun. Aşağıdaki önermeleri doğrulayan bir VAAf ®´:  fonksiyonu varsa, A ’ya V  

ile birleştirilmiş bir afin uzay denir. 

(A1) : ARQP Î" ,,  için ( ) ( ) ( )RPfRQfQPf ,,, =+ . 

(A2) : APÎ"  ve VÎ"a  için ( ) a=QPf ,  olacak biçimde bir tek AQÎ  noktası 

vardır [1]. 

 

Tanım 1.1.2 

( ) ( ) ( )å
=

®

-==®

®´
n

i
ii

nn

xyxyyxdyx

IREEd

1

2,,    

:

 

olarak tanımlanan d  fonksiyonuna nE  Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu ve ( )yxd ,  

reel sayısına da nEyx Î,  noktaları arasındaki uzaklık denir [1]. 

 

Tanım 1.1.3 

( ) ( )
®

=®

®´

xyyxdyx

IREEd nn

,,

:
 

biçiminde tanımlanan d  fonksiyonuna nE ’de Öklid metriği denir [1]. 

 

Tanım 1.1.4 Bir reel afin uzay A  ve A  ile birleşen vektör uzayı da V  olsun. V ‘de 

( )  ,,       

: , 

1
å
=

=®

®´
n

i
ii yxyxyx

IRVV ( )
( )÷

÷
ø

ö
çç
è

æ

î
í
ì

=
=

n

n

yyyy

xx

,...,,

,...,,xx

21

21  

şeklinde bir iç çarpım tanımlanırsa, A  afin uzayına Öklid uzayı denir ve nE  ile 

gösterilir [1]. 
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Tanım 1.1.5 

( ) ( )baybaba Ù=´®
®´´

,   

: 333 IRIRIR
 

şeklinde tanımlı “´” iç işlemine vektörel çarpım işlemi denir ve ba ´  vektörüne de 

a  ile b  nın vektörel çarpımı denir [1]. 

 

Teorem 1.1.1 3, IRÎba  olmak üzere ( ) i
i

i eeå
=

=Ù
3

1

,,det baba  şeklindedir [1]. 

 

Tanım 1.1.6 V bir reel vektör uzayı olsun. V üzerinde aşağıdaki aksiyomları ile 

tanımlanan dönüşüme iç çarpım denir [3]. 

IRVV ®´: ,  olmak üzere 

(i) Simetri aksiyomu 

Vvuuvvu Î"= ,     ,,  

(ii) Bilineerlik aksiyomu 

VvuIRccvuvucvcu Î"Î"== ,  ,      ,,,  

Vvuuvuvuvuu Î"+=+ ,,       ,,, 212121  

Vvvuvuvuvvu Î"++=+ 212121 ,,     ,,  

(iii) Pozitif tanımlılık aksiyomu 

Vuuu Î"³     0 ,  

®

== 0    0, uuu  

 

Teorem 1.1.2 2IR  reel vektör uzayı olmak üzere, IRIRIR ®´ 22: ,  dönüşümü, 

2, IRvu Î"  için qcos, vuvu = , pq ££0  şeklinde tanımlanırsa bu dönüşüme 2IR  

de bir iç çarpım denir [3]. 
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Tanım 1.1.7 V  bir iç çarpım uzayı ve VxÎ  olsun. x  vektörünün normu x  olmak 

üzere x  vektörünün 
x
1

 skaları ile çarpılmışına x ’in normlanmışı denir ve 
x
x

x =0  

ile gösterilir [3]. 

 

Lemma 1.1.1 3, IRwv Î  olmak üzere wv Ù , v  ve w ’ya ortogonal olup 

22
,,, wvwwvvwv -=Ù  şeklindedir [5]. 

 

Tanım 1.1.8 nEM Ì  eğrisi ( )a,I  koordinat komşuluğu ile verilsin. 

( ) ( )ttt

IRI

aa

a

¢=¢®

®¢

        

:
  

şeklinde tanımlı a¢  fonksiyonuna, M  eğrisinin ( )a,I  koordinat komşuluğuna göre 

skalar hız fonksiyonu ve ( )ta¢  reel sayısına da M ’nin ( )a,I  koordinat komşuluğuna 

göre ( )ta  noktasındaki skalar hızı denir [1]. 

 

Tanım 1.1.9 M  eğrisi ( )a,I  koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. Eğer, IsÎ"  için 

( ) 1=¢ sa  ise M  eğrisi ( )a,I ’ya göre birim hızlı eğridir denir. Bu durumda, eğrinin 

IsÎ  parametresine yay parametresi adı verilir [1]. 

 

Tanım 1.1.10 Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri 

denir [1]. 

 

Teorem 1.1.3 nE ’de regüler her eğrinin, birim hızlı olacak şekilde bir koordinat 

komşuluğu vardır [1].  

 

Tanım 1.1.11 nEM Ì  eğrisi ( )a,I  koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumda, 

( ){ }raaay ,...,, ¢¢¢=  sistemi lineer bağımsız ve ( ) rk  , >" ka  için ( ) { }ya Spk Î  olmak 

üzere, y  den elde edilen { }rVVV ,...,, 21  ortonormal sistemine, M  eğrisinin Serret-

Frenet r-ayaklı alanı ve MmÎ  için ( ) ( ){ }mVmV r,...,1  ifadesine de MmÎ  
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noktasındaki Serret-Frenet r-ayaklısı denir. Her bir iV , ri ££1  ye Serret-Frenet 

vektörü adı verilir [1]. 

 

Teorem 1.1.4 3IRM Î  eğrisi, ( )a,I  koordinat komşuluğu ile verilsin. ItÎ  keyfi 

parametre olmak üzere ( )ta  noktasındaki Frenet 3-ayaklısı, ( ) ( ) ( ){ }tBtNtT ,,  ise,  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

Ù=
¢¢Ù¢
¢¢Ù¢

=
¢
¢

= tTtBtN
tt
tt

tB
t
t

tT ,,
aa
aa

a
a

  

şeklindedir [1]. 

 

Teorem 1.1.5 3IRM Î  eğrisi, ( )a,I  koordinat komşuluğu ile verilsin. ItÎ  yay 

parametresi olmak üzere ( )ta  noktasındaki Frenet 3-ayaklısı, ( ) ( ) ( ){ }tBtNtT ,,  ise,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

Ù=
¢¢
¢¢

=¢= tNtTtBtNttT ,,
a
aa  

şeklindedir [1]. 

 

Tanım 1.1.12 3:, EI ®ba  tanımlı eğrileri arasında ( )ab F=  şeklinde bir izometri 

varsa, bu iki eğri birbirine kongrüenttir [5]. 

 

Tanım 1.1.13 M  bir topolojik n-manifold olsun. M  üzerinde kC  sınıfından bir 

diferensiyellenebilir yapı tanımlanabilirse M  ye kC  sınıfından diferensiyellenebilir 

manifold denir [1]. 

 

Tanım 1.1.14 M  bir diferensiyellenebilir manifold ve bir MPÎ  noktasındaki tanjant 

vektörlerin uzayı ( )PTM  olsun. ( )PTM  vektör uzayına, M ’nin P  noktasındaki tanjant 

uzayı denir [2]. 

 

Tanım 1.1.15 nE , n-boyutlu Öklid uzayında ( )1-n  boyutlu yüzeye hiperyüzey adı 

verilir [2]. 
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Tanım 1.1.16 nE , n-boyutlu Öklid uzayında bir M  hiperyüzeyi üzerinde 

diferensiyellenebilir bir birim normal vektör alanına M  üzerinde bir yönlendirme 

denir [2]. 

 

Tanım 1.1.17 ( ) 3,:, IRba ®ba ’e tanımlı iki uzay eğrisi olmak üzere a  eğrisinin, b  

eğrisi boyunca hareket ettirilmesi ile elde edilen ( ) ( ) ( )vuvuM ba +=,  yüzeyine 

öteleme yüzeyi adı verilir. Burada a  ve b  eğrileri, M  yüzeyinin üreteç eğrileridir [4]. 

 

Tanım 1.1.18  Ortalama eğriliği sıfır ( )0=H  olan regüler yüzeylere minimal yüzey 

adı verilir [4]. 

 

Tanım 1.1.19 3IRx Ì  regüler bir yüzey ve x ’e t  (pozitif ya da negatif olabilir) 

uzaklıktaki paralel yüzeyi x  olmak üzere  ( ) ( ) ( )vutUvuxvux ,,, +=  şeklindedir. 

Burada 
vu

vu

xx

xx
U

Ù
Ù

=  [4]. 

 

Tanım 1.1.20 nE ’in bir hiperyüzeyi M  ve M ’nin birim normal vektör alanı N  

verilsin. nE ’de Riemann konneksiyonu D  olmak üzere ( )MX cÎ"  için ( ) NDXS X=  

şeklinde tanımlı, S  dönüşümüne M  üzerinde şekil operatörü veya M ’nin 

Weingarten dönüşümü denir [2]. 

 

Tanım 1.1.21 3IR  te regüler bir yüzey M  olsun. M  yüzeyinin Gauss eğriliği K , 

ortalama eğriliği H  ve IRMHK ®:,  olmak üzere sırasıyla ( ) ( )( )PSPK det=  ve 

( ) ( )( )PSizPH
2
1

=  şeklinde tanımlanır [4]. 
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Tanım 1.1.22 nE ’in bir M  hiperyüzeyi üzerinde .q  temel formu nq ££1  olmak 

üzere 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) YXSYXIYX

IRMCMMI
qq

q

,,,

,:
1-

¥

=®

®´ cc
 

şeklinde tanımlı qI  fonksiyonuna denir [2]. 

 

Tanım 1.1.23 1+nE ’de bir M  hiperyüzeyi üzerindeki bir eğrinin her noktasındaki ivme 

vektörü M ’ye ortogonal ise bu eğriye geodezik adı verilir. Başka bir ifadeyle 

3IRM Ì  bir yüzey ve ( ) Mba ®,:a  bir eğri olsun. a ¢¢  ivme vektörünün teğetsel 

bileşeni yoksa a  eğrisine geodezik denir [2,4]. 

 

Lemma 1.1.2 M  üzerindeki bir a  eğrisinin geodezik olması için gerek ve yeter şart 

a ’nın sabit hızlı ve geodezik eğriliğinin 0=ak g  olmasıdır [5]. 

 

Tanım 1.1.24 nE ’de bir hiperyüzey M  ve M  üzerinde bir eğri a  olsun. a ’nın teğet 

vektör alanı T  ve M ’nin şekil operatörü S  olsun. Eğer T  vektör alanı a  eğrisi 

boyunca S ’nin karakteristik vektörlerine karşılık geliyorsa a  eğrisine M  üzerinde bir 

eğrilik çizgisidir denir [2]. Buna tanıma göre M  üzerindeki eğrilik çizgilerinin 

diferensiyel denklemi 0¹l  bir skalar olmak üzere, ( ) TTS l=  şeklindedir. 

 

Tanım 1.1.25 nE ’de bir hiperyüzey M  ve M ’nin şekil operatörü S  olsun. M ’nin bir 

P  noktasına karşılık gelen ( )PS  nin karakteristik (eigen) değerlerine M ’nin bu 

noktadaki asli eğrilikleri denir. Asli eğriliklere karşılık gelen ve karakteristik (eigen) 

vektör denen vektörlerin belirttiği doğrultulara da M ’nin bu P  noktasındaki asli 

eğrilik doğrultuları denir [2]. 

 

Lemma 1.1.3 3IRx Ì  regüler bir yüzey olsun. vup xvxvv 21 +=  tanjant vektörünün asli 

doğrultu olması için gerek ve yeter şart  
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0det

2
121

2
2

=
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ -

nml

GFE

vvvv

 

olmasıdır [4]. 

 

Tanım 1.1.26 nE ’in bir hiperyüzeyi M olsun. MPÎ  noktasında M ’nin şekil 

operatörü S  olmak üzere; 

1) IRÎ$l  için 1-= nIS l  ise P  noktasına M ’nin bir umbilik noktası denir. 

2) 0=S  şeklinde bir sıfır dönüşümü ise P  noktasına M ’nin bir düzlemsel (flat) 

noktasıdır denir [2]. 

 

Tanım 1.1.27 nE ’in bir hiperyüzeyi M  ve MPÎ  noktasındaki şekil operatörü S  

olsun. Eğer, ( )PTYX MPP Î,  için ( ) 0, =PP YXS  ise bu iki tanjant vektöre 

eşleniktirler denir. Bir 0¹PX  tanjant vektörü için, ( ) 0, =PP XXS  ise PX  

doğrultusuna, M ’nin P  noktasındaki bir asimptotik doğrultusu ve PX ’yi,  aÎ"P  

noktasında teğet vektörü kabul eden a  eğrisine M  üzerinde bir asimptotik çizgidir 

denir (Şu halde M  üzerindeki asimptotik çizgilerin diferensiyel denklemi, 

( ) 0, =TTS  şeklindedir. Burada T  aranan asimptotik çizginin teğet vektör alanıdır) 

[2]. 

 

Lemma 1.1.4 Bir yüzeyin asimptotik çizgilerinin diferensiyel denklemi  

02 22 =++ ndvmdudvldu  

şeklindedir [4]. 

 

Lemma 1.1.5 3IRM Ì  regüler yüzeyi üzerinde bir eğri a  olsun. a ’nın asimptotik 

olması için gerek ve yeter şart her noktasındaki ivmesinin M ’ye daima teğet olmasıdır. 

Buna göre, a ¢¢ , U’ya (yüzeyin birim normaline) dik olur [4]. 
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Teorem 1.1.6 a , 3IRM Ì  regüler yüzeyi üzerinde bir eğri, { }BNT ,,  Frenet çatısı, 

( )ak  a ’nın eğriliği ve U , M  yüzeyinin birim normali olsun. a ’nın asimptotik çizgi 

olması için gerek ve yeter şart 0=k  yada 0, =UN  olmasıdır [4]. 

 

Tanım 1.1.28 3IR ’te regüler bir yüzey M  ve M ’nin herhangi bir P  noktasındaki asli 

eğrilikleri ( )Pk1  ve ( )Pk2  olmak üzere ( ) ( )PkPk 21 =  ise, P ’ye M  yüzeyinin bir 

umbilik noktasıdır denir [4]. 

 

Tanım 1.1.29 3IRM Ì  regüler yüzeyi üzerindeki herhangi bir P  noktası için; 

* ( ) 0>PK  ise P  noktası eliptiktir. (Bu durumda 1k  ve 2k  aynı işaretlidir.) 

* ( ) 0<PK  ise P  noktası hiperboliktir. (Bu durumda 1k  ve 2k  ters işaretlidir.) 

* ( ) 0=PK  ama ( ) 0¹PS  ise P  noktası paraboliktir. (Bu durumda 1k  ve 2k den biri 

sıfırdır.) 

* ( ) 0=PK  ve ( ) 0=PS  ise P  noktası düzlemseldir. (Bu durumda 01 =k  ve 02 =k  

dır.) [4]. 

 

Lemma 1.1.6 3IRM Ì  regüler bir yüzey olsun. O zaman M ’nin birinci, ikinci ve 

üçüncü temel formları arasında 02 =+- KIHIIIII  şeklinde bir ilişki vardır. Burada H  

ve K  sırasıyla yüzeyin ortalama eğriliği ve Gauss eğriliğidir [4]. 

 

Tanım 1.1.30 ( ) nIRdc ®,:b  ile tanımlı b  eğrisi birim hızlı bir eğri olsun. 

( ) ( )ss bk ¢¢=  eşitliği ile verilen ( ) IRdc ®,:k  değerine b ’nın eğriliği adı verilir [4]. 

 

Tanım 1.1.31 nIRUx ®: ’e bir yüzey ve IRUGFE ®:,, ’e tanımlı olmak üzere, 

2

uxE = , vu xxF ,=  ve 
2

vxG =  dir. 222 2 GdvFdudvEduds ++= ’e x  yüzeyinin 

Riemann metriği ya da birinci temel formu denir. Buradaki GFE ,,  birinci temel 

formun katsayılarıdır [4]. 
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Lemma 1.1.7 x , 3E ’te bir yüzey, U  yüzeyin birim normali olsun. Bu durumda, 

( ) uuuu xUxxSl ,, == , ( ) uvvu xUxxSm ,, ==  ve ( ) vvvv xUxxSn ,, ==  

şeklindedir [5]. 

 

Teorem 1.1.7 ( ) Mdc ®,:b  birim hızlı bir eğri ve M ’nin b  eğrisinine göre 

Darboux çatısı { }UJTT ,,  olmak üzere 

( )
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

--
-=

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

¢

¢
¢

U

JT

T

U

JT

T

gn

gg

ng

.

0

0

0

tk
tk
kk

 

şeklindedir [4]. 

 

Teorem 1.1.8 3IRM Ì  regüler yüzeyinin, K  Gauss eğriliği ve H  ortalama eğriliği ile 

asli eğrilikleri 1k  ve 2k  arasında 21kkK =  ve 
2

21 kk
H

+
=  şeklinde bir ilişki vardır. 

Sonuç olarak, 022 =+- KHkk  olur. Buradan da KHHk -+= 2
1  ve 

KHHk --= 2
2  elde edilir [4]. 

 

Lemma 1.1.8 3IRM Ì  regüler bir yüzey ve M  yüzeyine l  birim uzaklıktaki paralel 

yüzeyi M  olsun. M  yüzeyinin şekil operatörü matrisi S  ve  M  yüzeyinin şekil 

operatörü matrisi S , asli eğrilikleri 1k  ve 2k , Gauss eğriliği K  ve ortalama eğriliği H  

olmak üzere aşağıdaki eşitlikler sağlanır [4]. 

i) ( ) 1--= SISS l  

ii) 
i

i
i k

k
k

l-
=

1
 

iii) 
KH

K
K

221 ll +-
=  

iv) 
KH

KH
H

221 ll
l
+-

-
=  

 

 



 11 

Lemma 1.1.9 ( ) ( )( )vuMvuvu ,,,, ®  şeklinde verilen bir Monge yüzeyinin minimal 

yüzey olabilmesi için gerek ve yeter şart 

( ) ( ) 0121 22 =++-+ uuvuvvuvvu MMMMMMM  

olmasıdır [4]. 
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2. BÖLÜM 
 
 
 
 
Bu bölümde 3-boyutlu Öklid uzayında öteleme yüzeylerinin üreteç eğrileri boyunca 

şekil operatörü matrisi bulundu. Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği hesaplandı. Ayrıca, 

öteleme yüzeylerinin üreteç eğrileri boyunca yüzey eğrilikleri, yüzeyin temel formları, 

asli doğrultuları ve asli eğrilik çizgileri, asli eğrilikleri, umbilik noktaları, asimptotik 

çizgileri ve geodezikleri incelendi.                            

 
 
 
 
2. 3-BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA ÖTELEME YÜZEYLERİ 
 
 
 
 
2.1 Öteleme Yüzeylerinin Üreteç Eğrileri Boyunca Şekil Operatörü Matrisi 

 
IRI ®aa ~

:~  ve IRI ®bb ~
:

~
 keyfi parametreli regüler eğriler olsun. Teorem 1.1.3’e 

göre a~  ve b~  eğrilerinin birim hızlı olduğu birer koordinat komşulukları vardır. Bu 

koordinat komşulukları sırasıyla ( )** ,aaI  ve ( )** ,bbI  olsun. *a  ve *b  eğrilerinin yay 

parametrelerini sırasıyla u  ve v  alalım. Bu iki eğriyi, kendilerine kongrüent olan ve 

orjinden geçen a  ve b  eğrilerine dönüştüren izomorfizmler bulunabilir. Bu tez 

çalışmasında öteleme yüzeylerini incelemek için orjinden geçen ve birim hızlı olan 

( )ua  ve ( )vb  eğrileri kullanılacaktır. Buradaki, ( )ta~  ve ( )sb~  eğrilerine ( )vuM ,  

öteleme yüzeyinin üreteç eğrileri adı verilir. 

a  eğrisinin Frenet vektörleri aaa BNT ,,  ve eğrilikleri aa
21 ,kk , b  eğrisinin Frenet 

vektörleri bbb BNT ,,  ve eğrilikleri de bb
21 ,kk  ile gösterilsin. 

a  eğrisinin b  eğrisi boyunca hareket ettirilmesi ile elde edilen öteleme yüzeyi 

( ) ( ) ( )vuvuM ba +=,                                               (2.1) 

olur. Burada, ( )321 ,, aaaa =  ve ( )321 ,, bbbb =  olmak üzere 
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( ) ( )332211 ,,, bababa +++=vuM  

şeklinde olur. M  öteleme yüzeyinin birim normali ( )vuz ,  alınırsa 

vu

vu

MM
MM

z
Ù
Ù

=                                                    (2.2) 

şeklinde olacaktır. 

 

 

 

 

 

 

Burada, aq  ve bq  sırasıyla z  ile a  ve b  eğrilerinin asli normal vektörleri arasındaki 

açıdır. Ayrıca, aT  ve bT  vektörleri arasındaki açı da j  ile gösterilsin. 

M  öteleme yüzeyinin şekil operatörü matrisi bulunabilir. (2.1) eşitliği ile verilen 

öteleme yüzeyinin u  ve v  değişkenlerine göre kısmi türevleri alınırsa 

( )
aa T

u
vuM

Mu =¢=
¶

¶
=

,
 

aTMu =                                                         (2.3) 

( )
bb T

v
vuM

Mv =¢=
¶

¶
=

,
   

bTMv =                                                         (2.4) 

( )
a

a
a NkT

u
vuM

Muu 12

2 ,
=¢=

¶
¶

=  

a
a NkMuu 1=                                                     (2.5) 

( )
0

,2

=
¶¶

¶
=

vu
vuM

Muv  ve 
( )

0
,2

=
¶¶

¶
=

uv
vuM

Mvu                           (2.6) 

( )
b

b
b NkT

v
vuM

Mvv 12

2 ,
=¢=

¶
¶

=  

b
b NkMvv 1=                                                     (2.7) 

elde edilir. (2.2) eşitliğinde (2.3) ve (2.4) eşitlikleri yerlerine yazılırsa 

Şekil 2.1 

( )vbq  

z  

bN  

bB  

( )uaq  

z  

aN  

aB  
z  

aT  bT  

aTz Ù  
bTz Ù  

( )uj  

j  
j-90  
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ba

ba

TT

TT
z

Ù

Ù
=                                                     (2.8) 

bulunur. M  öteleme yüzeyinin .I  temel formunun katsayıları olan GFE ,,  değerleri 

aşağıdaki gibidir. 

1,, === aa TTMME uu  

1=E                                                            (2.9) 

( )jba cos,, === TTMMF vu  

( )jcos=F                                                     (2.10) 

1,, === bb TTMMG vv  

1=G                                                          (2.11) 

elde edilir. Benzer şekilde, M  öteleme yüzeyinin .II  temel formunun katsayıları olan 

nml ,,  değerleri aşağıdaki gibidir. 

( )a
a

a
a

a
a qcos,,, 111 kNzkNkzMzl uu ====  

( )a
a qcos1kl =                                                  (2.12) 

00,, === zMzm uv  

0=m                                                          (2.13)  

b
b

b
b NzkNkzMzn vv ,,, 11 ===  

( )bb qcos1kn =                                                  (2.14) 

bulunur. Ayrıca, lemma 1.1.1’e göre 

( ) ( )jjba
2222

sincos1 =-=-=Ù FEGTT                          (2.15) 

olur. Bir yüzeyin şekil operatörünün matrisi  

ú
û

ù
ê
ë

é
--
--

-
=

FmEnFnGm

FlEmFmGl

FEG
S

2

1
 

olmak üzere, 3E ’te öteleme yüzeyleri için şekil operatörü matrisi, yukarıda bulunan 

eşitlikler yerlerine yazılırsa aşağıdaki gibi olur. 

ú
û

ù
ê
ë

é
-

-
-

=
nFn

Fll

F
S

21
1

                                        (2.16) 

( )a
a qcos1klFmGl ==-  
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( )a
a qcos1kFmGl =-                                            (2.17) 

( ) ( ) ( ) ( )a
a

a
a qjqj coscoscoscos 11 kkFlFlEm -=-=-=-  

( ) ( )a
a qj coscos1kFlEm -=-                                      (2.18) 

( ) ( ) ( ) ( )bb
b

b qjqj coscoscoscos 11 kkFnFnGm -=-=-=-  

( ) ( )bb qj coscos1kFnGm -=-                                     (2.19) 

( )bb qcos1knEnFmEn ===-  

( )bb qcos1kFmEn =-                                             (2.20) 

elde edilir. Bulunan bu eşitlikler yüzeyin şekil operatörü matrisinde yerlerine yazılırsa 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ú

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

-

-

=

j
q

j
qj

j
qj

j
q

b
b

b
b

a
a

a
a

2

1

2

1

2
1

2
1

sin

cos

sin

coscos
sin

coscos

sin

cos

kk

kk

S                       (2.21) 

elde edilir. 

 

2.2 Öteleme Yüzeylerinin Gauss Eğriliği ve Ortalama Eğriliği 

 

2.2.1 Gauss eğriliği 

 

M  öteleme yüzeyinin Gauss eğriliği, tanım 1.1.21 ve (2.21) eşitliği kullanılarak 

( ) ( )
( )j

qq ba
ba

2

11

sin

coscoskk
K =                                        (2.22) 

şeklinde elde edilir. O halde M  öteleme yüzeyi için şu teorem verilebilir. 

 

Teorem 2.1 3E ’te, üreteç eğrileri doğru olmayan bir öteleme yüzeyinin, Gauss 

eğriliğinin sıfır olması için gerek ve yeter şart bu eğrilerden en az birinin, yüzeyin 

asimptotik çizgisi olmasıdır. 
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İspat 2.1  

( )Þ  3E ’te, üreteç eğrileri doğru olmayan bir öteleme yüzeyinin Gauss eğriliği sıfır 

olsun. Bu durumda,  (2.22) eşitliğine göre ( ) ( ) 0coscos11 =ba
ba qqkk  olmalıdır. Öteleme 

yüzeyinin üreteç eğrileri doğru olmadığından, 01 ¹ak  ve 01 ¹bk  dır. Buna göre,  

( ) ( ) 0coscos11 =ba
ba qqkk  ise ( )aqcos  veya ( )bqcos  değerlerinden en az biri sıfırdır. 

( ) 0cos =aq  ise ( ) ( )Zkk Î+=
2

12
pqa  olur. Bu durumda, yüzeyin birim normali ile 

a  eğrisinin binormali lineer bağımlı olur ki bu durumda a  asimptotik çizgidir. Benzer 

şekilde, ( ) 0cos =bq  ise ( ) ( )Zkk Î+=
2

12
pqb  olur. Bu durumda, yüzeyin birim 

normali ile b  eğrisinin binormali lineer bağımlı olur ki bu durumda b  asimptotik 

çizgidir. Sonuç olarak a  ve b  eğrilerinden en az biri yüzeyin asimptotik çizgisidir. 

( )Ü  a  veya b  eğrilerinden en az biri öteleme yüzeyinin asimptotik çizgisi olsun. Eğer 

a , yüzeyin asimptotik çizgisi ise, a  eğrisinin binormali ile yüzeyin birim normali 

lineer bağımlı olacağından, ( ) ( )Zkk Î+=
2

12
pqa  ve dolayısıyla 0=K  olur. Eğer b  

yüzeyin asimptotik çizgisi ise, b  eğrisinin binormali ile yüzeyin birim normali lineer 

bağımlı olacağından, ( ) ( )Zkk Î+=
2

12
pqb  ve dolayısıyla 0=K  olur. 

 

Sonuç 2.1 Bir öteleme yüzeyinde 0=K  ise yüzey ya bir regle yüzeydir ya da yüzeyin 

üreteç eğrilerinden en az biri yüzeyin asimptotik çizgisidir. 

 

2.2.2 Ortalama eğrilik 

 

M  öteleme yüzeyinin ortalama eğriliği, tanım 1.1.21 ve (2.21) eşitliği kullanılarak 

( ) ( )
( )j

qq b
b

a
a

2

11

sin2

coscos kk
H

+
=                                      (2.23) 

şeklinde elde edilir. 
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2.3 Öteleme Yüzeylerinin Üreteç Eğrileri Boyunca Yüzey Eğrilikleri 

 

2.3.1 M  öteleme yüzeyinin a  eğrisi boyunca yüzey eğrilikleri 

 

 

 

 

 

 

 

 

0, =aTz . Dolayısıyla { }aa BNSpz ,Î  ve aynı zamanda ( ) { }aaa BNSpTz ,ÎÙ . 

Şekil 2.1’e göre 

( ) ( ) aaaa qq BNz sincos +=                                         (2.24) 

yazılabilir. 

(2.24) eşitliğinin u  değişkenine göre kısmi türevi alınırsa 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )a
a

aaaaa
a

a
a

aaaa qqqqqq NkBBkTkNz 221 sincoscossin -+¢++-+¢-=¢  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) aaaa
a

aa
a

aaaa
a

qqq

qqqq

Bk

NkTkz

÷
ø
öç

è
æ ¢++

÷
ø
öç

è
æ +¢--=¢

coscos     

sinsincos

2

21

 

elde edilir. (2.24) eşitliğinin her iki tarafı aT  ile vektörel çarpılırsa 

( ) ( )( ) aaaaaa qq TBNTz Ù+=Ù sincos  

( )( ) ( )( )aaaaaaa qq TBTNTz Ù+Ù=Ù sincos  

( ) ( ) aaaaa qq NBTz sincos +-=Ù  

( ) ( ) aaaaa qq BNTz cossin -=Ù                                    (2.25) 

bulunur. Benzer şekilde (2.25) eşitliğinin u  değişkenine göre kısmi türevi alınırsa 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )a

a
aaaa

a
a

a
a

aaaaa

qqq

qqq

NkB

BkTkNTz

2

21

cossin               

sincos

--¢+

+-+¢=¢Ù
 

( )vuM ,  

( )ua  
aT  

aN  

aB  

( )vuz ,  

z  
aTz Ù  

Şekil 2.2 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) aaaa
a

aaaa
a

aa
a

a

qqq

qqqq

Bk

NkTkTz

÷
ø
öç

è
æ ¢++

÷
ø
öç

è
æ ¢++-=¢Ù

sinsin               

coscossin

2

21

 

bulunur. Dolayısıyla M  öteleme yüzeyinin a  eğrisi boyunca Darboux çatısı 

( ){ }zTzT ,, aa Ù  olmak üzere 

( )
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
Ù

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

--
-=

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

¢

¢Ù

¢

z

Tz

T

z

Tz

T

gn

gg

ng

a

a

aa

aa

aa

a

a

tk
tk
kk

0

0

0

                         (2.26) 

eşitliği yazılabilir. Burada, ak g , at g  ve ak n  M  yüzeyinin a  eğrisi boyunca sırasıyla 

geodezik eğriliği, geodezik burulması ve normal eğriliğidir. 

(2.26) eşitliğinden  

( ) zTzT ng
a

a
a

a kk +Ù=¢  

yazılabilir. Eşitliğin her iki tarafı aTz Ù  ile iç çarpılırsa 

aa
ak TzTg Ù¢= ,  

olup, buradan 

( )a
aa qk sin1kg =                                                (2.27) 

elde edilir. Yine 

( ) zTzT ng
a

a
a

a kk +Ù=¢  

eşitliğinin her iki tarafı z  ile iç çarpılırsa 

zTn ,¢= a
ak  

olup, buradan 

 ( )a
aa qk cos1kn =                                                (2.28) 

elde edilir. Son olarak, (2.26) eşitliğinden  

( ) zTTz gg
a

a
a

a tk +-=¢Ù  

yazılabilir. Eşitliğin her iki yanı z  ile iç çarpılırsa 

¢+= a
aa qt 2kg                                                  (2.29) 
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elde edilir. 

 

2.3.2 M  öteleme yüzeyinin b  eğrisi boyunca yüzey eğrilikleri 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0, =bTz . Dolayısıyla { }bb BNSpz ,Î  ve aynı zamanda ( ) { }bbb BNSpTz ,ÎÙ . 

Şekil 2.1’e göre 

( ) ( ) bbbb qq BNz sincos +=                                         (2.30) 

yazılabilir. 

(2.30) eşitliğinin v  değişkenine göre kısmi türevi alınırsa 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )bb
bbbbb

b
b

b
bbbb qqqqqq NkBBkTkNz 221 sincoscossin -+¢++-+¢-=¢  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) bbbb
b

bb
b

bbbb
b

qqq

qqqq

Bk

NkTkz

÷
ø
öç

è
æ ¢++

÷
ø
öç

è
æ +¢--=¢

coscos     

sinsincos

2

21

 

elde edilir. (2.30) eşitliğinin her iki tarafı bT  ile vektörel çarpılırsa 

( ) ( )( ) bbbbbb qq TBNTz Ù+=Ù sincos  

( )( ) ( )( )bbbbbbb qq TBTNTz Ù+Ù=Ù sincos  

( ) ( ) bbbbb qq NBTz sincos +-=Ù  

( ) ( ) bbbbb qq BNTz cossin -=Ù                                    (2.31) 

bulunur. Benzer şekilde (2.31) eşitliğinin v  değişkenine göre kısmi türevi alınırsa 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )bb

bbbb

b
b

b
b

bbbbb

qqq

qqq

NkB

BkTkNTz

2

21

cossin               

sincos

--¢+

+-+¢=¢Ù
 

( )vuM ,  

( )vb  
bT  

bN  

bB  

( )vuz ,  

z  
bTz Ù  

Şekil 2.3 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) bbbb
b

bbbb
b

bb
b

b

qqq

qqqq

Bk

NkTkTz

÷
ø
öç

è
æ ¢++

÷
ø
öç

è
æ ¢++-=¢Ù

sinsin               

coscossin

2

21

 

bulunur. Dolayısıyla M  öteleme yüzeyinin b  eğrisi boyunca Darboux çatısı 

( ){ }zTzT ,, bb Ù  olmak üzere 

( )
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
Ù

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

--
-=

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

¢

¢Ù

¢

z

Tz

T

z

Tz

T

gn

gg

ng

b

b

bb

bb

bb

b

b

tk
tk
kk

0

0

0

                         (2.32) 

eşitliği yazılabilir. Burada, bk g , bt g  ve bk n  M  yüzeyinin b  eğrisi boyunca sırasıyla 

geodezik eğriliği, geodezik burulması ve normal eğriliğidir. 

(2.32) eşitliğinden  

( ) zTzT ng
b

b
b

b kk +Ù=¢  

yazılabilir. Eşitliğin her iki tarafı bTz Ù  ile iç çarpılırsa 

bb
bk TzTg Ù¢= ,  

olup, buradan 

( )bbb qk sin1kg =                                                (2.33) 

elde edilir. Yine 

( ) zTzT ng
b

b
b

b kk +Ù=¢  

eşitliğinin her iki tarafı z  ile iç çarpılırsa 

zTn ,¢= b
bk  

olup, buradan 

 ( )bbb qk cos1kn =                                                (2.34) 

elde edilir. Son olarak, (2.32) eşitliğinden  

( ) zTTz gg
b

b
b

b tk +-=¢Ù  

yazılabilir. Eşitliğin her iki yanı z  ile iç çarpılırsa 

¢+= b
bb qt 2kg                                                  (2.35) 
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elde edilir. 

 

2.4 Öteleme Yüzeylerinin Temel Formları, Asli Doğrultuları ve Asli Eğrilik 

Çizgileri, Asli Eğrilikleri, Umbilik Noktaları, Asimptotik Çizgileri  ve Geodezikleri 

 

2.4.1 Öteleme yüzeylerinin temel formları 

 

.I  temel formun diferensiyel denklemi 22 2 GdvFdudvEduI ++= olmak üzere, öteleme 

yüzeyleri için, (2.9), (2.10) ve (2.11) eşitlikleriyle verilen GFE ,,  değerleri yerlerine 

yazılırsa 

( ) 22 cos2 dvdudvduI ++= j                                      (2.36) 

elde edilir. 

.II  temel formun diferensiyel denklemi 22 2 ndvmdudvlduII ++=  olmak üzere, 

öteleme yüzeyleri için, (2.12), (2.13) ve (2.14) eşitlikleriyle verilen nml ,,  değerleri 

yerlerine yazılırsa 

( ) ( ) 2
1

2
1 coscos dvkdukII b

b
a

a qq +=                                (2.37) 

elde edilir. 

(2.12) ve (2.28) eşitliklerinden 

ak nl =                                                         (2.38) 

ve (2.14) ve (2.34) eşitliklerinden 

bk nn =                                                        (2.39) 

yazılabilir. (2.21) eşitliğinde, (2.28) ve (2.34) eşitlikleri yerlerine yazılırsa 

( )
( )

( ) ú
û

ù
ê
ë

é

-
-

= bb

aa

kkj
kjk

j nn

nnS
cos

cos

sin
1
2

                            (2.40) 

bulunur. (2.22), (2.28) ve (2.34) eşitliklerinden 

( )j
kk ba

2sin
nnK =                                                    (2.41) 

ve (2.23), (2.28) ve (2.34) eşitliklerinden 

( )j
kk ba

2sin2
nnH

+
=                                                 (2.42) 
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elde edilir. (2.37) eşitliğinde (2.28) ve (2.34) eşitlikleri yerlerine yazılırsa 

22 dvduII nn
ba kk +=                                            (2.43) 

olur. Böylece şu sonucu verebiliriz. 

 

Sonuç 2.2 M  öteleme yüzeyinin şekil operatötü S , Gauss eğriliği K , ortalama eğriliği 

H , ikinci temel formu II , üreteç eğrileri boyunca normal eğrilikleri ak n  ve bk n  olmak 

üzere bunlar arasında aşağıdaki bağıntılar vardır. 

1) ( )
( )

( ) ú
û

ù
ê
ë

é

-
-

= bb

aa

kkj
kjk

j nn

nnS
cos

cos

sin
1
2

 

2) ( )j
kk ba

2sin
nnK =  

3) ( )j
kk ba

2sin2
nnH

+
=  

4) 22 dvduII nn
ba kk +=  

 

2.4.2 Öteleme yüzeylerinin asli doğrultuları ve asli eğrilik çizgileri 

 

Bir yüzeyin asli doğrultularının diferensiyel denklemi 

0det

22

=
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -

nml

GFE

dududvdv

                                      (2.44) 

eşitliğiyle elde edilir. Buna göre 

( ) ( ) ( ) 022 =-+-+- dvGmFndudvGlEnduFlEm                     (2.45) 

olur. (2.45) eşitliğinde, öteleme yüzeyleri için bulunan nmlGFE ,,,,,  değerleri 

yerlerine yazılırsa, asli doğrultularının diferensiyel denklemi 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) 0coscos

coscoscoscos
2

1

11
2

1

=+

-+-

dvk

dudvkkduk

b
b

a
a

b
b

a
a

qj

qqqj
                (2.46) 

bulunur. (2.46) eşitliğinde, (2.28) ve (2.34) eşitlikleri yerlerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) 0coscos 22 =--+ dvdudvdu nnnn
bbaa kjkkkj                    (2.47) 

elde edilir. 
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Sonuç 2.3  Üreteç eğrileri boyunca normal eğrilikleri ak n  ve bk n  olan bir öteleme 

yüzeyinin asli doğrultularının diferensiyel denklemi  

( ) ( ) ( ) 0coscos 22 =--+ dvdudvdu nnnn
bbaa kjkkkj  

şeklindedir. 

 

2.4.3 Öteleme yüzeylerinin asli eğrilikleri 

  

M  öteleme yüzeyinin asli eğrilikleri 1k  ve 2k  olsun. Teorem 1.1.8’e göre, bir yüzeyin 

K  Gauss eğriliği ve H  ortalama eğriliği ile asli eğrilikleri 1k  ve 2k  arasında 21kkK =  

ve 
2

21 kk
H

+
=  şeklinde bir ilişki vardır. Buna göre, asli eğrilikleri veren ikinci 

dereceden denklem  

022 =+- KHkk                                               (2.48) 

olur. Bu denklem çözülürse 

KHHk -+= 2
1  ve KHHk --= 2

2                          (2.49) 

elde edilir. (2.49) eşitliğinde (2.22) ve (2.23) eşitlikleriyle verilen H  ve K  değerleri 

yerlerine yazılırsa, öteleme yüzeyinin asli eğrilikleri 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )j

qq
j

qq
j

qq ba
ba

b
b

a
a

b
b

a
a

2

11

2

2

11

2

11
1 sin

coscos

sin2

coscos

sin2

coscos kkkkkk
k -÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +
+

+
=    (2.50) 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )j

qq

j

qq

j

qq ba
ba

b
b

a
a

b
b

a
a

2

11

2

2

11

2

11
2 sin

coscos

sin2

coscos

sin2

coscos kkkkkk
k -÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +
-

+
=    (2.51) 

olur. (2.50) ve (2.51) eşitliklerinde (2.28) ile (2.34) eşitlikleri yerlerine yazılırsa 

( ) ( ) ( )j
kk

j
kk

j
kk bababa

2

2

221 sinsin2sin2
nnnnnnk -÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +
+

+
=                           (2.52) 

( ) ( ) ( )j
kk

j
kk

j
kk bababa

2

2

222 sinsin2sin2
nnnnnnk -÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +
-

+
=                           (2.53) 

elde edilir. 
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Sonuç 2.4 Üreteç eğrileri boyunca normal eğrilikleri ak n  ve bk n  olan bir öteleme 

yüzeyinin asli eğrilikleri aşağıdaki gibidir. 

1) ( ) ( ) ( )j
kk

j
kk

j
kk bababa

2

2

221 sinsin2sin2
nnnnnnk -÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +
+

+
=  

2) ( ) ( ) ( )j
kk

j
kk

j
kk bababa

2

2

222 sinsin2sin2
nnnnnnk -÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +
-

+
=  

 

2.4.4 Öteleme yüzeylerinin umbilik noktaları 

 

Umbilik noktalarda, yüzeyin şekil operatörü matrisi, birim matrisin bir katı şeklinde 

olmalıdır. Bunun için de esas köşegen üzerindeki elemanlar birbirine eşit, diğerleri sıfır 

olmalıdır. O halde 

( )
( )

( )
( )j
q

j
q b

b
a

a

2

1

2
1

sin

cos

sin

cos kk
=  

( ) ( )bb
a

a qq coscos 11 kk =                                          (2.54) 

ve 

( ) ( )
( ) 0

sin

coscos
2

1 =
-

j
qj a

ak
 

( ) ( ) 0coscos 1 =a
a qj k                                             (2.55) 

ve 

( ) ( )
( ) 0

sin

coscos
2

1 =
-

j
qj b

bk
 

( ) ( ) 0coscos 1 =b
b qj k                                             (2.56) 

olmalıdır. 

(2.54), (2.55) ve (2.56) eşitliklerinde, (2.28) ve (2.34) eşitlikleri yerlerine yazılırsa, 

öteleme yüzeylerinin umbilik noktalarında, ba kk nn = , ( ) 0cos =akj n  ve 

( ) 0cos =bkj n  eşitlikleri sağlanır. 
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Sonuç 2.5 Bir öteleme yüzeyinin tüm umbilik noktalarında aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 

1) ba kk nn =  

2) ( ) 0cos =akj n  

3) ( ) 0cos =bkj n  

 

2.4.5 Öteleme yüzeylerinin asimptotik çizgileri 

 

Bir yüzeyin asimptotik çizgilerinin diferensiyel denklemi 

0=II                                                         (2.57) 

açık olarak 

02 22 =++ ndvmdudvldu                                        (2.58) 

şeklindedir. (2.12), (2.13) ve (2.14) eşitlikleriyle verilen nml ,,  değerleri (2.58) 

eşitliğinde yerlerine yazılırsa, öteleme yüzeyleri için asimptotik çizgileri veren 

diferensiyel denklem elde edilir. Buna göre 

( ) ( ) 0coscos 2
1

2
1 =+ dvkduk b

b
a

a qq                                 (2.59) 

olur. Buradan elde edilen eğriler, öteleme yüzeyinin asimptotik çizgileridir. Ayrıca 

lemma 1.1.5’e göre, öteleme yüzeyi üzerindeki a  eğrisinin yüzeyin asimptotik çizgisi 

olması için z ’nin sırasıyla a  ve b  eğrilerinin yüzeyin aB  ve bB  doğrultularında 

olmaları gerektiği söylenebilir. Dolayısıyla (2.28) ve (2.34) eşitlikleri, (2.59) eşitliğinde 

yerlerine yazılırsa, öteleme yüzeylerinin asimptotik çizgilerini veren diferensiyel 

denklem, eğrilerin eğrilikleri cinsinden  

022 =+ dvdu nn
ba kk                                             (2.60) 

eşitliği ile verilebilir. 

 

Sonuç 2.6 Üreteç eğrileri boyunca normal eğrilikleri ak n  ve bk n  olan bir öteleme 

yüzeyinin asimptotik çizgilerini veren diferensiyel denklem 022 =+ dvdu nn
ba kk . 
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2.4.6 Öteleme yüzeylerinin geodezikleri 

 

Lemma 1.1.2’e göre, a  eğrisinin geodezik olması için gerek ve yeter şart a  eğrisinin 

sabit hızlı bir eğri ve geodezik eğriliğinin sıfır ( 0=ak g ) olmasıdır. Buna göre, (2.27) 

eşitliğinden ( ) 0sin1 == a
aa qk kg  yazılır. Burada, ( ) 0sin1 =a

a qk  ise 01 =ak  ya da 

( ) 0,00sin =Þ+=Þ= aaa pqq Bzk  olur. Sonuç olarak, M  üzerindeki a  

eğrisinin geodezik olması için 

01 =ak  veya 0, =aBz                                          (2.61) 

olmalıdır. 

Benzer şekilde b  eğrisinin geodezik olması için gerek ve yeter şart b  eğrisinin sabit 

hızlı bir eğri ve geodezik eğriliğinin sıfır ( 0=bk g ) olmasıdır. Buna göre, (2.33) 

eşitliğinden ( ) 0sin1 == b
bb qk kg  yazılır. Burada, ( ) 0sin1 =b

b qk  ise 01 =bk  ya da 

( ) 0,00sin =Þ+=Þ= bbb pqq Bzk  olur. Sonuç olarak, M  üzerindeki b  

eğrisinin geodezik olması için 

01 =bk  veya 0, =bBz                                          (2.62) 

olmalıdır. O halde, a  ve b  eğrilerinin geodesic olmaları için 

( )1m== aaa ee Nz  ve ( )1m== bbb ee Nz                          (2.63) 

olmalıdır. 
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Örnek 2.1 

 

Üreteç eğrileri 

( ) ( ) ( )( )tttt 3,cos,sin~ =a  

ve  

( ) ( ) ( )( )ssss 22,sin,cos
~

=b  

olan öteleme yüzeyini inceleyelim. ( ) 1~ ¹¢ ta  ve ( ) 1
~

¹¢ sb olduğundan, ( )ta~  ve ( )sb~  

eğrileri birim hızlı olmayan eğrilerdir. ( )ta~  eğrisinin birim hızlı olan bir koordinat 

komşuluğu bulunabilir. Bu eğriye ( )u*a  eğrisi denirse, ( ) ( ) ( )( )3,sin,cos~ ttt -=¢a  

olmak üzere 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) 243sincos           

3,sin,cos,3,sin,cos~,~~

22 ==++=

--=¢¢=¢

tt

ttttttt aaa
 

( ) 2~ =¢ ta  

elde edilir. 

( )ò ¢=
t

dttu
0

~a   olmak üzere, ttdtu
t

t

222 |
0

0

=== ò  olur. Buradan 

tu 2=  ya da 
2
u

t =  

yazılabilir. Buna göre 

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ=

2
3

,
2

cos,
2

sin* uuu
ua  

birim hızlı eğrisi elde edilir. ( )u*a  eğrisine aşağıda verilen öteleme dönüşümü 

uygulanarak orjinden geçmesi sağlanabilir. Elde edilen yeni eğri ( )ua  eğrisi olsun. 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )uu

uu

uu

*
33

*
22

*
11

1

aa

aa

aa

=

-=

=

 

olmak üzere 

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-÷

ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ=

2
3

,1
2

cos,
2

sin
uuu

ua  
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elde edilir. ( )ua  eğrisi, ( )ta~  eğrisine kongruent bir eğri olup, birim hızlıdır ve orjinden 

geçer. Buradan 

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ=¢

2
3

,
2

sin
2
1

,
2

cos
2
1 uu

ua  

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-=¢¢ 0,

2
cos

4
1

,
2

sin
4
1 uu

ua  

ve 

4
1

0,
2

cos
4
1

,
2

sin
4
1

,0,
2

cos
4
1

,
2

sin
4
1

, =÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-=¢¢¢¢=¢¢

uuuuaaa  

bulunur. Buna göre 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ=¢=

2
3

,
2

sin
2
1

,
2

cos
2
1 uu

T aa  

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-

=
¢¢
¢¢

= 0,
2

cos,
2

sin

4
1

0,
2

cos
4
1

,
2

sin
4
1

uu

uu

N
a
a

a  

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-÷

ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ=Ù=

2
1

,
2

sin
2
3

,
2

cos
2
3 uu

NTB aaa  

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-=¢ 0,

2
cos

4
3

,
2

sin
4
3 uu

Ba  

olur. Benzer şekilde; ( )sb~  eğrisinin birim hızlı bir koordinat komşuluğu bulunabilir. Bu 

eğriye ( )v*b  eğrisi denirse, ( ) ( ) ( )( )22,cos,sin
~

sss -=¢b  olmak üzere 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) 398cossin           

22,cos,sin,22,cos,sin
~

,
~~

22 ==++=

--=¢¢=¢

ss

sssssss bbb
 

( ) 3
~

=¢ sb  

elde edilir. 

( )ò ¢=
s

dssv
0

~b  olmak üzere, ssdsv
s

s

333 |
0

0

=== ò  olur. Buradan 
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sv 3=  ya da 
3
v

s =  

yazılabilir. Buna göre 

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ=

3
22

,
3

sin,
3

cos* vvv
vb  

birim hızlı eğrisi elde edilir. ( )v*b  eğrisine aşağıda verilen öteleme dönüşümü 

uygulanarak orjinden geçmesi sağlanabilir. Elde edilen yeni eğri ( )vb  eğrisi olsun.  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )vv

vv

vv

*
33

*
22

*
11 1

bb

bb

bb

=

=

-=

 

olmak üzere 

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ=

3
22

,
3

sin,1
3

cos
vvv

vb  

elde edilir. ( )vb  eğrisi, ( )sb~  eğrisine kongruent bir eğri olup, birim hızlıdır ve orjinden 

geçer. Buradan 

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ-=¢

3
22

,
3

cos
3
1

,
3

sin
3
1 vv

vb  

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-=¢¢ 0,

3
sin

9
1

,
3

cos
9
1 vv

vb  

ve 

9
1

0,
3

sin
9
1

,
3

cos
9
1

,0,
3

sin
9
1

,
3

cos
9
1

, =÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-=¢¢¢¢=¢¢

vvvvbbb  

bulunur. Buna göre 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ-=¢=

3
22

,
3

cos
3
1

,
3

sin
3
1 vv

T bb  

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-

=
¢¢
¢¢

= 0,
3

sin,
3

cos

9
1

0,
3

sin
9
1

,
3

cos
9
1

vv

vv

N
b
b

b  

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ=Ù=

3
1

,
3

cos
3

22
,

3
sin

3
22 vv

NTB bbb  
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÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ=¢ 0,

3
sin

9
22

,
3

cos
9

22 vv
Bb  

olur. O halde, ( ) ( ) ( )vuvuM ba +=,  öteleme yüzeyinin denklemi yazılabilir. 

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ=

3
22

,
3

sin,1
3

cos
2
3

,1
2

cos,
2

sin,
vvvuuu

vuM  

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-÷

ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ=

3
22

2
3

,1
3

sin
2

cos,1
3

cos
2

sin,
vuvuvu

vuM  

elde edilir.a  eğrisinin eğriliği ve burulması aşağıdaki gibi bulunur. a
a

a NkT 1=¢  olmak 

üzere, aaa
a a NNTk ,,1 ¢¢=¢=  yazılabilir. Buna göre 

4
1

2
cos

4
1

2
sin

4
1

      

0,
2

cos,
2

sin,0,
2

cos
4
1

,
2

sin
4
1

22

1

=÷
ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-=

uu

uuuu
k a

 

4
1

1 =ak  

olur. a
a

a NkB 2-=¢  olmak üzere, aa
a NBk ,2

¢-=  yazılabilir. Buna göre 

4
3

2
cos

4
3

2
sin

4
3

       

0,
2

cos,
2

sin,0,
2

cos
4
3

,
2

sin
4
3

22

2

-=÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ--=

uu

uuuu
k a

 

4
3

2 -=ak  

olur. Benzer şekilde, b  eğrisinin eğriliği ve burulması aşağıdaki gibi bulunur. 

b
b

b NkT 1=¢  olmak üzere, bbb
b b NNTk ,,1 ¢¢=¢=  yazılabilir. Buna göre 

9
1

3
sin

9
1

3
cos

9
1

       

0,
3

sin,
3

cos,0,
3

sin
9
1

,
3

cos
9
1

22

1

=÷
ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-=

vv

vvvv
k b
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9
1

1 =bk  

olur. b
b

b NkB 2-=¢  olmak üzere, bb
b NBk ,2

¢-=  yazılabilir. Buna göre 

9
22

3
sin

9
22

3
cos

9
22

       

0,
3

sin,
3

cos,0,
3

sin
9

22
,

3
cos

9
22

22

2

=÷
ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ-=

vv

vvvv
k b

 

9
22

2 =bk  

olur. ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-÷

ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ=

3
22

2
3

,1
3

sin
2

cos,1
3

cos
2

sin,
vuvuvu

vuM  ile verilen 

öteleme yüzeyinin grafiğinin farklı açılardan görünüşleri aşağıdaki gibidir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

Şekil 2.4  M  öteleme yüzeyinin a  ve b  üreteç eğrileri 

( )ua  
( )vb  
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Şekil 2.5 M  öteleme yüzeyinin 0>x   boyunca grafiği 

Şekil 2.6 M  öteleme yüzeyinin 0<x   boyunca grafiği 
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Şekil 2.7 M  öteleme yüzeyinin 0>y   boyunca grafiği 
 

Şekil 2.8 M  öteleme yüzeyinin 0<y   boyunca grafiği 
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3. BÖLÜM 

 
 
 
 
Bu bölümde 3-boyutlu Öklid uzayında minimal öteleme yüzeyleri ve diferensiyel 

geometrik özelikleri verilmiştir. Buna göre, minimal öteleme yüzeylerinin üreteç 

eğrileri boyunca şekil operatörü matrisi bulundu. Gauss eğriliği hesaplandı. Ayrıca, 

öteleme yüzeylerinin üreteç eğrileri boyunca yüzey eğrilikleri, temel formları, asli 

doğrultuları ve asli eğrilik çizgileri, asli eğrilikleri, umbilik noktaları ve asimptotik 

çizgileri incelendi. 

 
 
 
 
3-BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA MİNİMAL ÖTELEME 

YÜZEYLERİ 

 
 
 
 
Sıfır ortalama eğrilikli yüzeylere minimal yüzey adı verilir [4]. O halde (2.23) eşitliğine 

göre, bir öteleme yüzeyinin minimal yüzey olabilmesi için 

( ) ( ) 0coscos 11 =+ b
b

a
a qq kk                                        (3.1) 

sağlanmalıdır. Bu ise 

( ) ( )bb
a

a qq coscos 11 kk -=  ya da ( ) ( )a
a

b
b qq coscos 11 kk -=                (3.2) 

olmasını gerektirir. (3.1) eşitliğinde (2.28) ve (2.34) eşitlikleri yerlerine yazılırsa 

0=+ ba kk nn                                                    (3.3) 

elde edilir. Böylece aşağıdaki teorem ispatlanmış olur. 

 

Teorem 3.1 3E ’te bir öteleme yüzeyinin minimal yüzey olması için gerek ve yeter şart 

yüzeyin üreteç eğrileri boyunca normal eğriliklerinin toplamının sıfır olmasıdır. 
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3.1 Minimal Öteleme Yüzeylerinin Üreteç Eğrileri Boyunca Şekil Operatörü 

Matrisi 

 

Öteleme yüzeyleri için şekil operatörü matrisi (2.21) eşitliği ile verilmişti. (2.21) 

eşitliğinde (3.2) ile verilen eşitlikler kullanılırsa, minimal öteleme yüzeyleri için şekil 

operatörü matrisi, üreteç eğrilerinin eğrilikleri cinsinden ifade edilebilir. Buna göre 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ú

û

ù
ê
ë

é
-

-
=

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

-

-

=
1cos

cos1

sin

cos

sin

cos

sin

coscos
sin

coscos

sin

cos

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

j
j

j
q

j
q

j
qj

j
qj

j
q

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

k

kk

kk

S  

( )
( )

( )
( ) ú

û

ù
ê
ë

é
-

-
=

1cos

cos1

sin

cos
2

1

j
j

j
qa

ak
S                                     (3.4) 

olur. Burada, (2.28) eşitliği yerine yazılırsa 

( )
( )

( ) ú
û

ù
ê
ë

é
-

-
=

1cos

cos1

sin 2 j
j

j
k a

nS                                        (3.5) 

elde edilir. Benzer şekilde 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ú

û

ù
ê
ë

é
-
-

=

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

-

-

=
1cos

cos1

sin

cos

sin

cos

sin

coscos
sin

coscos

sin

cos

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

j
j

j
q

j
q

j
qj

j
qj

j
q

b
b

b
b

b
b

b
b

b
b

k

kk

kk

S  

( )
( )

( )
( ) ú

û

ù
ê
ë

é
-
-

=
1cos

cos1

sin

cos
2

1

j
j

j
qb

bk
S                                     (3.6) 

olur. Burada, (2.34) eşitliği yerine yazılırsa 

( )
( )

( ) ú
û

ù
ê
ë

é
-
-

=
1cos

cos1

sin 2 j
j

j
k b

nS                                        (3.7) 

elde edilir. 

 

Sonuç 3.1 Öteleme yüzeyinin üreteç eğrileri boyunca normal eğrilikleri ak n  ve bk n  

olmak üzere minimal öteleme yüzeyinin şekil operatörü matrisi  

( )
( )

( ) ú
û

ù
ê
ë

é
-

-
=

1cos

cos1

sin 2 j
j

j
k a

nS  veya ( )
( )

( ) ú
û

ù
ê
ë

é
-
-

=
1cos

cos1

sin 2 j
j

j
k b

nS  

şeklindedir. 
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3.2 Minimal Öteleme Yüzeylerinin Gauss Eğriliği 

 

Öteleme yüzeyleri için Gauss Eğriliği, (2.22) eşitliği ile verilmişti. (2.22) eşitliğinde, 

(3.2) ile verilen eşitlikler kullanılırsa, minimal öteleme yüzeyleri için Gauss eğriliği elde 

edilir. Buna göre 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

2

1
2

22

1

2
11

2

11

sin

cos

sin

cos
    

sin

coscos

sin

coscos

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=

-
=

-
==

j
q

j
q

j
qq

j
qq

a
a

a
a

aa
aa

ba
ba

kk

kkkk
K

 

( )
( )

2

1

sin

cos
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=

j
qa

ak
K                                                (3.8) 

olur. Burada, (2.28) eşitliği yerine yazılırsa 

( )

2

sin ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=

j
k a

nK                                                    (3.9) 

elde edilir. Ya da 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )
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( )
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11
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sin
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æ
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j
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( )
( )

2

1

sin

cos
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=

j
qb

bk
K                                              (3.10) 

bulunur. Burada, (2.34) eşitliği yerine yazılırsa 

 ( )

2

sin ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=

j
k b

nK                                                  (3.11) 

elde edilir. (3.9) ve (3.11) eşitlikleri incelendiğinde minimal öteleme yüzeylerinin üreteç 

eğrileri boyunca 0£K  olduğu açıktır. Buna göre, aşağıdaki teorem ispatlanmış olur. 

 

Teorem 3.2 3E ’te bir minimal öteleme yüzeyinin, üreteç eğrileri boyunca Gauss 

eğriliği 0£K . 
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Sonuç 3.2 Öteleme yüzeyinin üreteç eğrileri boyunca normal eğrilikleri ak n  ve bk n  

olmak üzere minimal öteleme yüzeyinin Gauss eğriliği  

( )

2

sin ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=

j
k a

nK veya ( )

2

sin ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=

j
k b

nK  

şeklindedir. 

 

3.3 Minimal Öteleme Yüzeylerinin Üreteç Eğrileri Boyunca Yüzey Eğrilikleri 

 

Herhangi bir öteleme yüzeyinin üreteç eğrileri boyunca yüzey eğrilikleri 2. bölümde 

bulunmuştu. (2.28) ve (2.34) ile verilen eşitlikler taraf tarafa toplanırsa  

( ) ( )bb
a

aba qqkk coscos 11 kknn +=+                                 (3.12) 

bulunur. (3.1) ve (3.12) eşitliklerinden 

0=+ ba kk nn                                                    (3.13) 

elde edilir. 

 

3.4 Minimal Öteleme Yüzeylerinin Temel Formları, Asli Doğrultuları ve Asli 

Eğrilik Çizgileri, Asli Eğrilikleri, Asimptotik Çizgileri 

 

3.4.1 Minimal öteleme yüzeylerinin temel formları 

 

Öteleme yüzeylerinin temel formlarının diferensiyel denklemleri (2.36) ve (2.37) 

eşitlikleriyle verilmişti. (2.37) eşitliğinde, (3.2) ile verilen eşitlikler kullanılırsa minimal 

öteleme yüzeyleri için .II  temel formun diferensiyel denklemi  

( ) ( ) 2
1

2
1 coscos dvkdukII a

a
a

a qq -=                                  (3.14) 

veya 

( ) ( ) 2
1

2
1 coscos dvkdukII b

b
b

b qq +-=                                 (3.15) 

olur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

( )( )22
1 cos dvdukII -= a
a q                                           (3.16) 

veya 

( )( )22
1 cos dudvkII -= b
b q                                           (3.17) 
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elde edilir. (3.16) eşitliğinde (2.28) eşitliği ve (3.17) eşitliğinde (2.34) eşitliği yerine 

yazılırsa 

( )22 dvduII n -= ak                                               (3.18) 

ve 

( )22 dudvII n -= bk                                               (3.19) 

bulunur. 

 

Sonuç 3.3  Öteleme yüzeyinin üreteç eğrileri boyunca normal eğrilikleri ak n  ve bk n  

olmak üzere, minimal öteleme yüzeyinin .II  temel formu a  eğrisi boyunca 

( )22 dvduII n -= ak  ve b  eğrisi boyunca ( )22 dudvII n -= bk  şeklindedir. 

 

3.4.2 Minimal öteleme yüzeylerinin asli doğrultuları ve asli eğrilik çizgileri 

 

Öteleme yüzeylerinin asli doğrultularının diferensiyel denklemi (2.46) eşitliği ile 

verilmişti. (2.46) eşitliğinde, (3.2) ile verilen eşitlikler kullanılırsa minimal öteleme 

yüzeyleri için asli doğrultuların diferensiyel denklemi elde edilir. Buna göre 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0coscoscos2coscos 2
11

2
1 =++ dvkdudvkduk a

a
a

a
a

a qjqqj  

( ) ( ) ( )( ) 0cos2coscos 22
1 =++ dvdudvduk jjqa
a                         (3.20) 

ya da 

( ) ( ) ( )( ) 0cos2coscos 22
1 =++ dvdudvduk jjqb
b                         (3.21) 

elde edilir. Bu denklemin çözümü, yüzeyin asli eğrilik çizgilerini verir. (3.20) 

eşitliğinde (2.28) eşitliği ve (3.21) eşitliğinde (2.34) eşitliği yerine yazılırsa 

( ) ( )( ) 0cos2cos 22 =++ dvdudvdun jjk a                               (3.22) 

ve 

( ) ( )( ) 0cos2cos 22 =++ dvdudvdun jjk b                               (3.23) 

elde edilir. 

 

Sonuç 3.4 Öteleme yüzeyinin üreteç eğrileri boyunca normal eğrilikleri ak n  ve bk n  

olmak üzere, minimal öteleme yüzeyinin asli doğrultularının diferensiyel denklemi, a  
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eğrisi boyunca ( ) ( )( ) 0cos2cos 22 =++ dvdudvdun jjk a  veya b  eğrisi boyunca 

( ) ( )( ) 0cos2cos 22 =++ dvdudvdun jjk b  şeklindedir. 

 

3.4.3 Minimal öteleme yüzeylerinin asli eğrilikleri 

 

(2.49) eşitliğinde 0=H  alınırsa 

Kk -=1  ve Kk --=2                                        (3.24) 

elde edilir. (3.24) eşitliğinde (3.9) veya (3.11) eşitlikleri yerlerine yazılırsa 

( ) ( )j
k

j
k aa

sinsin

2

1
nnk =÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=  veya ( ) ( )j

k
j

k bb

sinsin

2

1
nnk =÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=               (3.25) 

( ) ( )j
k

j
k aa

sinsin

2

2
nnk -=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=  veya ( ) ( )j

k
j

k bb

sinsin

2

2
nnk -=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=           (3.26) 

bulunur. 

Teorem 3.2 ve tanım 1.1.29’a göre, minimal öteleme yüzeylerinin üreteç eğrileri 

boyunca her noktası ya flat ya da hiperboliktir. Eliptik noktalarda 0>K  ve umbilik 

noktalarda şekil operatörü matrisi birim matrisin bir katı olmalıdır. Oysaki (3.5) eşitliği 

ya da (3.7) eşitliği incelendiğinde bu mümkün değildir. 

 

Sonuç 3.5 

1) Minimal öteleme yüzeylerinin asli eğriliklerinin üreteç eğrileri boyunca toplamı 

sıfırdır. 

2) Minimal öteleme yüzeylerinin üreteç eğrileri boyunca her noktası ya flat ya da 

hiperboliktir. 

3) Minimal öteleme yüzeylerinin üreteç eğrileri boyunca hiçbir noktası umbilik değildir.  

 

Sonuç 3.6 

Minimal öteleme yüzeyleri şu şekilde sınıflandırılabilir: 

1) ( ) ( ) 0coscos,0,0 11 ==¹¹ ba
ba qqkk  

2) 0,0 11 == ba kk  
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3) ( ) 0cos,0,0 11 =¹= b
ba qkk  

4) ( ) 0cos,0,0 11 ==¹ a
ba qkk  

5) ( ) ( ) 0coscos,011 ¹-=¹= ba
ba qqkk  

6) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )baba
baba qqqq coscos0cos,0cosve0,0 1111 ¹¹¹¹¹¹ kkkk  

 

3.4.4 Minimal öteleme yüzeylerinin asimptotik çizgileri 

 

Öteleme yüzeylerinin asimptotik çizgilerinin diferensiyel denklemi (2.59) eşitliğiyle 

verilmişti. (2.59) eşitliğinde (3.2) ile verilen eşitlikler kullanılırsa minimal öteleme 

yüzeylerinin a  eğrisi boyunca ya da b  eğrisi boyunca asimptotik çizgilerini veren 

diferensiyel denklem bulunur. Buna göre 

( )( ) 0cos 22
1 =- dvduk a
a q                                           (3.27) 

veya 

( )( ) 0cos 22
1 =- dvduk b
b q                                          (3.28) 

elde edilir. (3.27) eşitliğinde (2.28) yerine yazılırsa 

( ) 022 =- dvdun
ak                                                (3.29) 

bulunur. Benzer şekilde (3.28) eşitliğinde (2.34) eşitliği yerine yazılırsa 

( ) 022 =- dvdun
bk                                                (3.30) 

elde edilir. 

 

Sonuç 3.7 Öteleme yüzeyinin üreteç eğrileri boyunca normal eğrilikleri ak n  ve bk n  

olmak üzere, minimal öteleme yüzeyinin asimptotik çizgilerinin diferensiyel denlemi 

( ) 022 =- dvdun
ak  veya ( ) 022 =- dvdun

bk  şeklindedir. 
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Örnek 3.1 (Scherk Yüzeyi) 

 

( ) ( )
( ) ÷

÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

au
av

a
vuvuM

cos
cos

log
1

,,,  denklemiyle verilen Scherk yüzeyinin minimal bir 

yüzey olduğunu ( ( ) ( ) 0coscos 11 =+ b
b

a
a qq kk  bağıntısını gerçeklediğini) gösterelim. 

Bunun için üreteç eğrilerinin eğriliklerinin ve ( )aqcos , ( )bqcos  değerlerinin 

hesaplanması gerekir. Scherk yüzeyi 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )÷

ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ -=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø
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çç
è

æ
= av

a
vau

a
u

au
av

a
vuvuM coslog

1
,,0coslog

1
,0,

cos
cos

log
1

,,,  

şeklinde yazılırsa yüzeyin üreteç eğrileri 

( ) ( )( )÷
ø
ö

ç
è
æ -= au

a
uu coslog

1
,0,a  

ve 

( ) ( )( )÷
ø
ö

ç
è
æ= av

a
vv coslog

1
,,0b  

olur. 

( ) ( )( )÷
ø
ö

ç
è
æ -= au

a
uu coslog

1
,0,a  

olmak üzere 

( ) ( )
÷
ø
ö

ç
è
æ=¢

10ln
tan

,0,1
au

ua  

( ) ( )( )
÷÷
ø

ö
çç
è

æ +
=¢¢

10ln
tan1

,0,0
2 aua

ua  

olur. Buradan 

( ) ( )
10ln

tan10ln

10ln
tan

1
22

2

2 auau +
=+=¢a  

ve 
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( )

( )( )

( )( )
÷÷
ø

ö
çç
è

æ +-
=

+

=¢¢Ù¢ 0,
10ln

tan1
,0

10ln
tan1

00

10ln
tan

01
2

2

aua

aua

au
kji

aa  

( )( )
10ln

tan1 2 aua +
=¢¢Ù¢ aa  

elde edilir. O halde a  eğrisinin eğriliği 

( )( )

( )( )
( )( )

( )( )2

3
22

22

3

2

3
22

2

31
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k
+
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=

+

+

=
¢

¢¢Ù¢
=

a

aaa  

olur. a  eğrisinin asli normal vektörünü bulalım. 
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÷
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ç
è
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+
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10ln
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÷
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T
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( )
( )
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TBN
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0
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010

++

-=Ù= aaa  
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222222
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ç
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è
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++
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bulunur. Benzer şekilde 

( ) ( )( )÷
ø
ö

ç
è
æ= av

a
vv coslog

1
,,0b  

olmak üzere 
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( ) ( )
÷
ø
ö

ç
è
æ -
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( ) ( )( )
÷÷
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olur. Buradan 
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elde edilir. O halde b  eğrisinin eğriliği 
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olur. b  eğrisinin asli normal vektörünü bulalım. 
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( )
( )

( )av

av

av

kji

TBN

2222 tan10ln

tan

tan10ln

10ln
0

001

+

-

+

-=Ù= bbb  

( )
( ) ( ) ( )

( )( )10ln,tan,0
tan10ln

1

tan10ln

10ln
,
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,0

222222
--

+
=

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

+

-

+

-
= av

avavav

av
N b  

bulunur. Yüzeyin birim normali  

ba
ba
¢Ù¢
¢Ù¢

=z  

olmak üzere 

( )

( )

( ) ( )
÷
ø
ö

ç
è
æ-=

-

=¢Ù¢ 1,
10ln

tan
,

10ln
tan

10ln
tan

10

10ln
tan

01
avau

av

au
kji

ba  

( ) ( ) ( ) ( )
10ln

10lntantan
1

10ln
tan

10ln
tan

2

222

2

2

2

2 ++
=++=¢Ù¢

avauavauba  

( ) ( )
( ) ( )

÷
ø
ö

ç
è
æ-

++
= 1,

10ln
tan

,
10ln

tan

10lntantan

10ln
222

avau

avau
z  

( ) ( )
( ) ( )( )10ln,tan,tan

10lntantan

1
222

avau
avau

z -
++

=  

bulunur. Buna göre ( )aqcos , ( )bqcos  değerleri hesaplanırsa 

( )
( ) ( ) ( )

( )( )10lntan
tan10ln10lntantan

1
,cos 22

22222
+

+++
== au

auavau
Nz aaq  

( )
( ) ( ) ( )

( )( )10lntan
tan10ln10lntantan

1
,cos 22

22222
--

+++
== av

avavau
Nz bbq  

elde edilir. Buradan da 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( )10lntan
tan10ln10lntantan

1

tan10ln

10lntan1

10lntan
tan10ln10lntantan

1

tan10ln

10lntan1
coscos

22

22222
2

3
22

22

22

22222
2

3
22

22

11

--
++++

+
+

+
++++

+
=+

av
avavauav

ava

au
auavauau

aua
kk b

b
a

a qq
 

yazılır. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 
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( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

+

++
-

+

++

++
=+ 222

222

222

222

222

2

11
tan10ln

10lntantan1

tan10ln

10lntantan1

10lntantan

10ln
coscos

av

avav

au

auau

avau

a
kk b

b
a

a qq
 

elde edilir. Lemma 1.1.9’a göre minimal yüzeyler için 

( ) ( ) 0121 22 =++-+ uuvuvvuvvu MMMMMMM  

eşitliği sağlanır. Buna göre 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )au

a
av

aau
av

a
vuM coslog

1
coslog

1
cos
cos

log
1

, -=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=  

yüzeyinin u  ve v  değişkenlerine göre kısmi türevleri alınırsa 

( )
10ln

tan au
Mu =  

( )( )
10ln

tan1 2 aua
Muu

+
=  

( )
10ln

tan av
M v

-
=  

( )( )
10ln

tan1 2 ava
Mvv

+-
=  

0== vuuv MM  

olur. uvM  değeri 

( ) ( ) 0121 22 =++-+ uuvuvvuvvu MMMMMMM  

eşitliğinde yerine yazılırsa 

vv

v

uu

u

M

M

M

M 22 11 +
-=

+
 

elde edilir. Buradan 

( )

( )( )

( )

( )( )
10ln

tan1
10ln

tan
1

10ln
tan1

10ln
tan

1

2

2

2

2

2

2

ava

av

aua

au

+-

+
-=

+

+
 

( )
( )

( )
( )av

av
au

au
2

22

2

22

tan1
tan10ln

tan1
tan10ln

+
+

=
+
+

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )auavavau 222222 tan1tan10lntan1tan10ln ++=++  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )auavavauavauauav 222222222222 tantantantan10ln10lntantantantan10ln10ln +++=+++
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( ) ( ) ( ) ( )avauauav 222222 tantan10lntantan10ln +=+  

( )( ) ( )( )110lntan110lntan 2222 -=- auav  

( ) ( )auav 22 tantan =  

bulunur. u  ve v  lineer bağımsız değişkenler olduğundan ( ) ( )auav 22 tantan =  alınabilir. 

Bulunan bu eşitlik 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

+

++
-

+

++

++
=+ 222

222

222

222

222

2

11
tan10ln

10lntantan1

tan10ln

10lntantan1

10lntantan

10ln
coscos

av

avav

au

auau

avau

a
kk b

b
a

a qq
 

ifadesinde yerine yazılırsa ( ) ( ) 0coscos 11 =+ b
b

a
a qq kk  edilir. O halde, Scherk yüzeyi 

bir minimal yüzeydir. Buna göre aşağıdaki şu sonuca ulaşılabilir. 

 

Sonuç 3.8 Üreteç eğrileri a  ve b  olan bir Scherk yüzeyinde ba
11 kk =  ve 

( ) ( )ba qq coscos -=  eşitlikleri sağlanır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.1 Scherk yüzeyi 
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Örnek 3.2 

 

Üreteç eğrileri 
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÷
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olmak üzere 
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Sonuç olarak ba
11 kk =  elde edilir. 
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4
3

2
sin

4
3 uvvuvu

z r  

olur. 

( ) aaq Nz,cos =  

olmak üzere 

 

( )

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ -

÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-

=

0,
2

cos,
2

sin

,
2

sin
4
1

,
2

cos
4
3

2
cos

4
3

,
2

sin
4
3

2
sin

4
3

cos
uu

uvvuvu

rqa  

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ -

+=
2

cos
4
3

4
3

cos
vurqa  

bulunur. Benzer şekilde 

( ) bbq Nz,cos =  
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olmak üzere 

( )
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ -

÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ-

=

0,
2

cos,
2

sin

,
2

sin
4
1

,
2

cos
4
3

2
cos

4
3

,
2

sin
4
3

2
sin

4
3

cos
vv

uvvuvu

rqb  

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ -

+-=
2

cos
4
3

4
3

cos
vurqb  

bulunur. O halde 

( ) ( ) 0
2

cos
4
3

4
3

4
1

2
cos

4
3

4
3

4
1

coscos 11 =÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ -

+-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ -

+=+
vuvu

kk rrqq b
b

a
a  

olur. Sonuç olarak yüzeyin minimal olduğu gösterilmiş olur. Minimal öteleme 

yüzeyinin grafiğinin farklı açılardan görünüşleri aşağıdaki gibidir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.2 Minimal yüzeyinin 0>x  boyunca grafiği 



 51 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Şekil 3.4 Minimal yüzeyinin 0>y  boyunca grafiği 

Şekil 3.3 Minimal yüzeyinin 0<x  boyunca grafiği 
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Şekil 3.5 Minimal yüzeyinin 0<y  boyunca grafiği 
 

Şekil 3.6 Minimal yüzeyinin 0>z  boyunca grafiği 
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4. BÖLÜM 

 
 
 
 
Bu bölümde, 3-boyutlu Öklid uzayında üreteç eğrileri boyunca teğet vektörleri arasında 

sabit açı bulunan, sabit eğrilik ve burulmaya sahip üreteç eğrilerinin oluşturduğu 

öteleme yüzeylerine paralel olan yüzeylerin diferensiyel geometrik özelikleri incelendi. 

Buna göre, öteleme yüzeylerine paralel olan yüzeylerin temel formları, şekil operatörü 

matrisi, Gauss eğriliği, ortalama eğriliği ve asli eğrilikleri hesaplandı. 

 
 
 
 
3-BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA ÖTELEME YÜZEYLERİNE 

PARALEL OLAN YÜZEYLER 

 
 
 
 
4.1 Öteleme Yüzeylerine Paralel Olan Yüzeylerin Temel Formları 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

M  öteleme yüzeyinin birim normali ( )j
ba

sin

TT
z

Ù
=  ve IRÎl  olmak üzere M  öteleme 

yüzeyine paralel olan M  yüzeyinin denklemi 

),( vuM  

),( vuM  

( )vuz ,  

P  

O  

P¢  

zl  

Şekil 4.1 
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( ) ( ) ( )vuzvuMvuM ,,, l+=                                          (4.1) 

şeklindedir. M yüzeyinin z  birim normalinin u  değişkenine göre kısmi türevleri 

alınırsa 

( ) ( )¢Ù= baj
TTzu sin

1
 

( ) ( ) ( )( )( )ba
a

aj
TNkTzu Ù+Ù= 10

sin
1

 

( ) ( )ba

a

j
TN

k
zu Ù=

sin
1                                               (4.2) 

elde edilir. Buradan da 

( ) ( )¢Ù= ba

a

j
TN

k
zuu sin

1  

( ) ( ) ( )( )( )ba
a

a
a

a

a

j
TBkTkN

k
zuu Ù+-+Ù= 21

1 0
sin

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )ba

aa

ba

a

jj
TB

kk
TT

k
zuu Ù+Ù

-
=

sinsin
21

2

1                              (4.3) 

bulunur. z  birim normalinin v  değişkenine göre kısmi türevleri alınırsa 

( ) ( )¢Ù= baj
TTzv sin

1
 

( ) ( )( ) ( )( )bb
b

aj
TNkTzv Ù+Ù= 0

sin
1

1  

( ) ( )ba

b

j
NT

k
zv Ù=

sin
1                                              (4.4) 

elde edilir. Buradan da 

( ) ( )¢Ù= ba

b

j
NT

k
zvv sin

1  

( ) ( )( ) ( )( )bb
b

b
b

a

b

j
NBkTkT

k
zvv Ù++-Ù= 0

sin 21
1  

( )
( ) ( ) ( ) ( )ba

bb

ba

b

jj
BT

kk
TT

k
zvv Ù+Ù

-
=

sinsin
21

2

1                              (4.5) 
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bulunur. Ayrıca ( ) ( )ba

a

j
TN

k
zu Ù=

sin
1   olmak üzere 

( ) ( )( ) ( )( )bb
b

a

a

j
TNkN

k
zuv Ù+Ù= 0

sin 1
1  

( ) ( )ba

ba

j
NN

kk
zuv Ù=

sin
11                                             (4.6) 

bulunur. Benzer şekilde ( ) ( )ba

b

j
NT

k
zv Ù=

sin
1  olmak üzere 

( ) ( ) ( )( )( )ba
a

a

b

j
NNkT

k
zvu Ù+Ù= 1

1 0
sin

 

( ) ( )ba

ba

j
NN

kk
zvu Ù=

sin
11                                              (4.7) 

elde edilir. ( ) ( ) ( )vuzvuMvuM ,,, l+=  yüzeyinin u  ve v  değişkenlerine göre kısmi 

türevleri alınırsa, uuu zMM l+=  olmak üzere 

( ) ( )ba

a

a j
l

TN
k

TMu Ù+=
sin

1                                          (4.8) 

olur. uuuuuu zMM l+=  olmak üzere 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
Ù+Ù

-
+= ba

aa

ba

a

a
a

jj
l TB

kk
TT

k
NkMuu sinsin

21

2

1
1  

( )
( ) ( ) ( ) ( )ba

aa

ba

a

a
a

j
l

j
l

TB
kk

TT
k

NkMuu Ù+Ù-=
sinsin

21

2

1
1                      (4.9) 

olur. vvv zMM l+=  olmak üzere 

( ) ( )ba

b

b j
l

NT
k

TMv Ù+=
sin

1                                         (4.10) 

olur. vvvvvv zMM l+=  olmak üzere 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
Ù+Ù

-
+= ba

bb

ba

b

b
b

jj
l BT

kk
TT

k
NkMvv sinsin

21

2

1
1  

( )
( ) ( ) ( ) ( )ba

bb

ba

b

b
b

j
l

j
l

BT
kk

TT
k

NkMvv Ù+Ù-=
sinsin

21

2

1
1                   (4.11) 
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olur. uvuvuv zMM l+=  olmak üzere 

( ) ( )ba

ba

j
l

NN
kk

Muv Ù=
sin

11                                         (4.12) 

olur. vuvuvu zMM l+=  olmak üzere 

( ) ( )ba

ba

j
l

NN
kk

Mvu Ù=
sin

11                                         (4.13) 

elde edilir. 

987

654

321

,   ,,   ,,

,   ,,   ,,

,   ,,   ,,

ABBANBATB

ABNANNATN

ABTANTATT

===

===

===

bababa

bababa

bababa

                       (4.14) 

olsun. Ayrıca, Şekil 2.1’e göre 

 ( ) ( ) aaaa qq BNz sincos +=                                         (4.15) 

( ) ( ) bbbb qq BNz sincos +=                                         (4.16) 

eşitlikleri yazılabilir. (4.16) eşitliğinin her iki tarafı aT  ile iç çarpılırsa 

( ) ( ) 0,sin,cos, =+= babbaba qq BTNTzT  

( ) ( ) 0sincos 32 =+ AA bb qq                                         (4.17) 

bulunur. Benzer şekilde, (4.15) eşitliğinin her iki tarafı bT  ile iç çarpılırsa 

( ) ( ) 0,sin,cos, =+= baabaab qq TBTNTz  

( ) ( ) 0sincos 74 =+ AA aa qq                                         (4.18) 

elde edilir. (4.16) eşitliğinin her iki tarafı bT  ile vektörel çarpılırsa 

( )( ) ( )( )bbbbbbb qq TBTNTz Ù+Ù=Ù sincos  

( ) ( ) bbbbb qq NBTz sincos +-=Ù  

( ) ( ) bbbbb qq BNTz cossin -=Ù                                     (4.19) 

olur. (4.15) ve (4.19) eşitlikleri ile verilen vektörler iç çarpılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0,cossin,sinsin                   

,coscos,sincos                   

cossin,sincos,

=-+

-=

-+=Ù

babababa

babababa

bbbbaaaab

qqqq

qqqq

qqqq

BBNB

BNNN

BNBNTzz
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olur. Burada (4.14) ile verilen eşitlikler kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0cossinsinsin

 coscossincos

98

65

=-+

-

AA

AA

baba

baba

qqqq

qqqq
                           (4.20) 

bulunur. (4.15) eşitliğinin her iki tarafı aT  ile vektörel çarpılırsa 

( )( ) ( )( )aaaaaaa qq TBTNTz Ù+Ù=Ù sincos  

( ) ( ) aaaaa qq NBTz sincos +-=Ù  

( ) ( ) aaaaa qq BNTz cossin -=Ù                                    (4.21) 

olur. (4.16) ve (4.21) eşitlikleri ile verilen vektörler iç çarpılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0,sincos,coscos                 

,sinsin,cossin                 

sincos,cossin,

=--

+=

+-=Ù

babababa

babababa

bbbbaaaaa

qqqq

qqqq

qqqq

BBNB

BNNN

BNBNzTz

 

elde edilir. (4.14) ile verilen eşitlikler kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0sincoscoscos

sinsincossin

98

65

=--

+

AA

AA

baba

baba

qqqq

qqqq
                           (4.22) 

olur. z  birim normali z  ile iç çarpılırsa  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 1,sinsin,cossin         

,sincos,coscos         

sincos,sincos,

=++

+=

++=

babababa

babababa

bbbbaaaa

qqqq

qqqq

qqqq

BBNB

BNNN

BNBNzz

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 1sinsincossin

sincoscoscos

98

65

=++

+

AA

AA

baba

baba

qqqq

qqqq
                            (4.23) 

olur. (4.19) eşitliğinin her iki tarafı aT  ile iç çarpılırsa 

( ) ( ) ( )jqq babbabba sin,cos,sin,, -=-=Ù BTNTTzT  

( ) ( ) ( )jqq bb sincossin 32 -=- AA                                    (4.24) 

bulunur. (4.21) eşitliğinin her iki tarafı bT  ile iç çarpılırsa 

( ) ( ) jqq baabaaba sin,cos,sin, =-=Ù TBTNTTz  

( ) ( ) ( )jqq aa sincossin 74 =- AA                                     (4.25) 

olur. (4.19) ve (4.21) eşitlikleri ile verilen vektörler iç çarpılırsa 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )jqqqq

qqqq

qqqq

babababa

babababa

bbbbaaaaba

cos,coscos,sincos                         

,cossin,sinsin                         

cossin,cossin,

=+-=

-=

--=ÙÙ

BBNB

BNNN

BNBNTzTz

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )jqqqq

qqqq

baba

baba

coscoscossincos

cossinsinsin

98

65

=+-

-

AA

AA
                      (4.26) 

olur. Ayrıca, ( )jba cos, =TT  ve dolayısıyla 

( )jcos1 =A                                                      (4.27) 

olur. (4.17), (4.18), (4.20), (4.22), (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) ve (4.27) eşitlikleriyle 

verilen denklem sistemi çözülürse 

( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ï

ï
ï
ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ý

ü

+=

-=
-=

-=

+=
=

=

-=
=

jqqqq

jqqqq
jq

jqqqq

jqqqq
jq

jq

jq
j

baba

baba

a

baba

baba

a

b

b

coscoscossinsin

cossincoscossin

sincos

coscossinsincos

cossinsincoscos

sinsin

sincos

sinsin

cos

9

8

7

6

5

4

3

2

1

A

A

A

A

A

A

A

A

A

                        (4.28) 

elde edilir. M  yüzeyinin birinci temel formu I  ve birinci temel formunun katsayıları 

GFE ,,  olsun. 

( ) ( ) ( ) ( )ba

a

aba

a

a j
l

j
l

TN
k

TTN
k

TMME uu Ù+Ù+==
sin

,
sin

, 11  

olmak üzere 

( )
( )
( ) ( )2

2

2

1
2

1 ,1
sin

,
sin

2
1 ba

a

ba

a

j
l

j
l

TN
k

TB
k

E -++=                       (4.29) 

olur. Buradan 

( )
( )
( ) ( )( )2

42

2

1
2

7
1 1

sin
A

sin

2
1 A

kk
E -++=

j
l

j
l aa

                             (4.30) 

elde edilir. Buradaki, ( )2
41 A-  değeri hesaplanırsa 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )jqjj a
22222

4 sinsincossin1 -+=- A  

( ) ( ) ( )( ) ( )jqj a
2222

4 cossin1sin1 +-=- A  

( ) ( ) ( ) ( )jqj a
2222

4 coscossin1 +=- A                                 (4.31) 

bulunur. ( )2
41 A-  ve 7A  değerleri (4.30) eşitliğinde  yerlerine yazılırsa 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )jqj
j

l
jq

j
l

a

a

a

a
222

2

2

1
2

1 coscossin
sin

sincos-
sin

2
1 +++=

kk
E  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )jlqlql a
a

a
a

a 22

1
222

1
2

1 cotcoscos21 kkkE ++-=              (4.32) 

elde edilir. Burada, (2.28) ve (2.34) ile verilen eşitlikler yerlerine yazılırsa  

( ) ( ) ( )jlkllk aaa 22

1
222 cot21 kE nn ++-=                         (4.33) 

bulunur. 

( ) ( ) ( ) ( )ba

b

bba

a

a j
l

j
l

NT
k

TTN
k

TMMF vu Ù+Ù+==
sin

,
sin

, 11  

olmak üzere 

( ) baba

ba

ba j
l

NNTT
kk

TTF ,,
sin

,
2

11
2

-=                             (4.34) 

olur. Buradan 

( ) 512
11

2

1 sin
AA

kk
AF

j
l ba

-=                                            (4.35) 

elde edilir. Burada 1A  ve 5A  değerleri yerlerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )jqqqqj
j

l
j baba

ba

cossinsincoscoscos
sin

cos
2

11
2

+-=
kk

F        (4.36) 

elde edilir. Burada (2.27), (2.28), (2.33) ve (2.34) ile verilen eşitlikler yerlerine yazılırsa  

( ) ( )
( ) ( )jkkl
j

jkkl
j ba

ba
22

2

cot
sin

cot
cos gg

nnF --=                      (4.37) 

bulunur. 

( ) ( ) ( ) ( )ba

b

bba

b

b j
l

j
l

NT
k

TNT
k

TMMG vv Ù+Ù+==
sin

,
sin

, 11  

olmak üzere 
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( )
( )
( ) ( )2

2

2

1
2

1 ,1
sin

,
sin

2
1 ba

b

ba

b

j
l

j
l

NT
k

BT
k

G -+-=                        (4.38) 

olur. Buradan 

( )
( )
( ) ( )( )2

22

2

1
2

3
1 1

sinsin

2
1 A

k
A

k
G -+-=

j
l

j
l bb

                               (4.39) 

elde edilir. Buradaki, ( )2
21 A-  değeri hesaplanırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )jqjj b
22222

2 sinsincossin1 -+=- A  

( ) ( ) ( )( ) ( )jqj b
2222

2 cossin1sin1 +-=- A  

( ) ( ) ( ) ( )jqj b
2222

2 coscossin1 +=- A                               (4.40) 

bulunur. ( )2
21 A-  ve 3A  değerleri (4.39) eşitliğinde yerlerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )jqj
j

l
jq

j
l

b

b

b

b
222

2

2

1
2

1 coscossin
sin

sincos
sin

2
1 ++-=

kk
G  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )jlqlql b
b

b
b

b 22

1
222

1
2

1 cotcoscos21 kkkG ++-=             (4.41) 

elde edilir. Burada (2.27), (2.28), (2.33) ve (2.34) ile verilen eşitlikler yerlerine yazılırsa 

 ( ) ( ) ( )jlkllk bbb 22

1
222 cot21 kG nn ++-=                         (4.42) 

bulunur. O halde M  yüzeyinin birinci temel formu 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) 222

1
222

22
2

222

1
222

cot21

cot
sin

cot
cos2

cot21

dvk

dudv

dukI

nn

gg
nn

nn

jlkllk

jkkl
j

jkkl
j

jlkllk

bbb

ba
ba

aaa

++-+

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
--+

++-=

              (4.43) 

olur. M  yüzeyinin birim normali z  olsun. Buna göre 

vu

vu

MM

MM
z

Ù

Ù
=  

olur. 

( ) ( ) ( ) ( )÷÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
Ù+Ù÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
Ù+=Ù ba

b

bba

a

a j
l

j
l

NT
k

TTN
k

TMM vu sinsin
11  
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )baba

ba

bba

a

baa

b

ba

j
l

j
l

j
l

NTTN
kk

TTN
k

NTT
k

TTMM vu

ÙÙÙ+ÙÙ+

ÙÙ+Ù=Ù

2
11

2
1

1

sinsin
                

sin
 

olup, buradaki ( )baa NTT ÙÙ , ( ) bba TTN ÙÙ  ve ( ) ( )baba NTTN ÙÙÙ  değerleri 

hesaplanırsa 

( ) ( ) abaabbaaababaa TANTTNNTTTNTNTT 2,, +-=+-=ÙÙ-=ÙÙ  

( ) ababbbbabba NTANTTTTNTTN -=-=ÙÙ 4,,  

( ) ( )
abababba

ababbbaababa

NATANBTTNB

NNTTTNTNNTTN

38,,                                     

,,

+-=+-=

Ù-Ù=ÙÙÙ
 

elde edilir. Buna göre bulunan bu değerler yerlerine yazılırsa 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )ab

ba

ab

a

ab

b

ba

j
l

j
l

j
l

NATA
kk

NTA
k

TAN
k

TTMM vu

382
11

2

4
1

2
1

sinsin
                

sin

+-+-+

+-+Ù=Ù
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )bab

b

b

baa

a

aba

a

b

j
l

j
l

j
l

j
l

j
l

j
l

TTN
k

T
AkkAk

N
kAkk

T
Ak

MM vu

Ù+-÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-+

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-+=Ù

sinsinsin
                

sinsinsin

1
2

811
2

41

1
2

311
2

21

 

olur. (4.28) eşitliği ile verilen değerler yerlerine yazılırsa 

( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )bab

b

b

baba
a

a

aba

a
b

j
l

j
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yazılır. M  yüzeyinin ikinci temel formu II  ve ikinci temel formunun katsayıları nml ,,  

olsun. 
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(4.50) 
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bulunur. O halde M  yüzeyinin ikinci temel formu 
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elde edilir. 

 

4.2 Öteleme Yüzeylerine Paralel Olan Yüzeylerin Şekil Operatörü Matrisi 

 

M  yüzeyinin şekil operatörü matrisi, lemma 1.1.8 ve sonuç 2.2 kullanılarak 
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bulunur. 

 

4.3 Öteleme Yüzeylerine Paralel Olan Yüzeylerin Gauss Eğriliği ve Ortalama 

Eğriliği 

 

4.3.1 Gauss eğriliği 

 

M  yüzeyinin Gauss eğriliği, lemma 1.1.8 ve sonuç 2.2 kullanılarak  
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şeklinde elde edilir. 

 

4.3.2 Ortalama eğrilik 

 

M  yüzeyinin ortalama eğriliği, lemma 1.1.8 ve sonuç 2.2 kullanılarak 
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4.4 Öteleme Yüzeylerine Paralel  Olan Yüzeylerin Asli Eğrilikleri 

 

M  yüzeyinin asli eğrilikleri, lemma 1.1.8 ve sonuç 2.4 kullanılarak 
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