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OZET

Bu tez calismasi bes boliimden olusmaktadir.

Tezin birinci boliimiinde zaman skalasi iizerinde Riemann integrali ile ilgili temel
tamim ve teoremler verildi.
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This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, the basic definitions and theorems are given related to
Riemann integration.

In the second chapter, mean value theorem for Riemann integration on time scales
are investigated. Hence first mean value theorem, second mean value theorem I
and second mean value theorem II are given.

in the third chapter, improper integrals of first kind on time scales are
investigated and definitions and theorems related to them are given.
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SIMGELERIN LISTESI

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler agiklamalart ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

T Zaman skalasi

R Reel sayilar kiimesi

YA Tam sayilar kiimesi

Z, Pozitif tamsayilar kiimesi
N Dogal sayilar kiimesi
[a,b] Kapali aralik

P Bir araligin pargalanmasi
P=P(a,b) [a,b] araliginin tiim P parg¢alanmalarinin kiimesi
o [leri sigrama operatorii

Yo Geri sigrama operatorii

Y7, Sigrama operatorii

M, Mi=sup{f(t):te[ti_l,ti)}
m, m, =inf { f (t):te[t_.t)}
U(f,P) Ust Darboux A -toplami
L(f,P) Alt Darboux A -toplami
U(f) inf{U(f,P):PeP(a,b)}
L(f) sup{L(f,P):PeP(a,b)}
S Riemann toplami

b

j f(t)At Darboux A -integrali

b
.[ f(t)Vt Darboux V -integrali



1.GIRiS

Zaman skalas1 analizi diskret analiz ile siirekli analizi bir ¢at1 altinda birlestirmek amaciyla
Hilger ve Aulbach tarafindan ortaya atilmistir[7,8]. [7,8] ve [2]’de zaman skalas1 {izerinde
integral kavrami bir fonksiyonun antitlirevi olarak tarif edilmis ve Cauchy integrali adi
verilmistir. [8]’de zaman skalas1 iizerinde Darboux- A integralinin tanimi ve [3,5,9]’da da
Riemann- A integralinin tanimi ile birlikte zaman skalasinda tanimlanan integraller i¢in
integral hesab1 temel teoremi verilmistir. Bu tezde, [3,5,8,9] calismalarina ek olarak zaman
skalasinda tarif edilen integraller i¢in ortalama deger teoremlerinin bazi versiyonlar ifade
edilir. Son olarak sonsuz araliklarda tanimlanan, dinamik sistemlerdeki ¢alismalarda 6nemli
bir yeri olan genellestirilmis integraller incelenmistir.

Bu tez su sekilde devam eder: ikinci béliimde, ana hatlaryla zaman skalasinda Riemann
integral kavrami verilir. Bu boliimiin son kisminda ise zaman skalasinin bazi 6zellikleri
ispatsiz olarak yer alir. Ugiincii béliimde, zaman skalasinda ortalama deger teoremleri ispati
ile birlikte ifade edilir. Bu teoremler, dordiincii boliimde verilen birinci ¢esit genellestirilmis
integrallerin ozelliklerini ispatlamak i¢in kullanilacaktir. Birinci ¢esit genellestirilmis
integrallerin baz1 6rneklerine besinci bolimde yer verilir. Besinci boliimde yer alan 6rnekler
Ozellikle reel sayilar kiimesinde tamimlanan birinci g¢esit genellestirilmis integraller ile
zaman skalasi lizerinde tanimlanan birinci ¢esit genellestirilmis integraller arasindaki farki
gérme agisindan onemlidir. Son boliim olan altinci boliimde ise zaman skalasi tlizerinde
ikinci gesit genellestirilmis integrallere deginilir.

Bu tez biiyiik oranda delta integralini dikkate alir. Nabla integrali benzer yollarla ele

alinabilir.



2.RIEMANN INTEGRALI UZERINE TEMEL KAVRAMLAR

Bir T zaman skalasi, reel sayilarin bos olmayan keyfi bir kapal alt kiimesidir. Siiphesiz ki
T,d(t,s)= |t - S| metrigine gore bir tam metrik uzaydir. t €T icin ileri sigrama operatorii
o:T->T
o(t)=inf {seT:s>t}
ile geri sigrama operatorii ise
p:T—o>T
pt)=sup{seT:s<t}
ile tanimlanir. Eger o(t) >t ise t noktasina sag sagilmis, p(t)<t ise t noktasima sol
sacilmis nokta adi verilir. Bir t €T noktasi i¢in o(t) =t oluyorsa t noktasina sag yogun

nokta, p(t) =t oluyorsa t noktasina sol yogun nokta denir.
T zaman skalasindaki a veb noktalari igin a<b olsun. [a,b] aralig:
[a,b]={teT:a<t<b}

seklinde tanimlanir. Benzer sekilde agik araliklar ve yari agik araliklar tanimlanir. Bu tez

boyunca ele alinan tiim araliklar T zaman skalasindaki araliklar olacaktir.
T bir zaman skalasi, [a,b]cT olsun.t e[a,b] (i=12.n) ve a=t <t <..<t =b
olmak tizere, P :{to,tl,...,tn} kiimesine [a,b] araliginin bir parcalanmasi denir. [a,b]
araliginin tim parcalanmalarinin kiimesi P =P(a,b) ile gosterilir. f fonksiyonu [a,b]
tizerinde taniml1 reel degerli sinirl bir fonksiyon olsun. M, m, M,, m. reel sayilarini;
M =sup{f(t):te[ab)}, m=inf{f(t):te[a,b))

ve

M, =sup{f(t):tet_.t)}, m=inf{f(t):tet_.t)}
seklinde tarif edelim. f fonksiyonunun P pargalanmasina karsilik gelen U(f,P) iist

Darboux toplami ile L(f,P) alt Darboux toplam sirasiyla



UCF.P)= 3 M, (t —t, ). L(F.P)= Y mi(t —t,)

seklinde tanimlanir.
Acik bir sekilde [a,b] araliginin her P pargalanmasi i¢in
mb-a)<L(f,P)<U(f,P)<M(b-a)
olur. f fonksiyonunun a’dan b’ye tist Darboux integrali U (f) ve alt Darboux integrali
L(f):
U(f)=inf{U(f,P): PeP(a,b)} ve L(f)=sup{L(f,P): P eP(a,b)}
olarak tanimlanir.
f sinirli oldugundan L(f) ve U(f) sonludur ve L(f)<U(f) esitsizligi mevcuttur.
Tanmm 2.1. L(f)=U(f) sartin1 saglayan f fonksiyonuna a’dan b ’ye integrallenebilirdir
ya da A —integrallenebilirdir denir ve j. f (DAt ile gosterilir. Bu integrale ayn1 zamanda

a

Darboux A —integrali denir[3].

Tanim 2.5’te de goriilecegi gibi Riemann A — integralin tanimi biraz farklidir. Fakat Teorem

2.6 da bu iki tanimin denk oldugunu gorecegiz.

Lemma 2.2. Her 6 >0 i¢in bir P :{to,tl,...,tn} e P(a,b) pargalanmasi vardir dyle ki her

ie{l,2,.n} i¢inya t,—t_ <5 yadat—t_ >3 ve p(t)=t_, dir[3].

Tamm 2.3. Lemma 2.2’de belirtilen 6zellige sahip [a,b] araliginin tiim parg¢alanmalarinin

kiimesi P; = P;(a,b) ile gosterilir[1].

Asagidaki teorem integrallenebilme i¢in Cauchy kriterini verir.



Teorem 2.4. f:[a,b]—> R smurh bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun [a,b] araliginda
A -integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart her & >0 sayisi i¢in [a, b] araliginin
U(f,P)-L(f,P)<e

esitsizligini saglayacak sekilde bir P parcalanmasinin var olmasidir [3].

Simdi Riemann integrallenebilme tanimini verelim.

Tanmm 2.5. f :[a,b] > R smirh bir fonksiyon ve P = {to,tl,...,tn} e P(a,b) olsun. Her bir

[t._,,t.) araligindan keyfi bir & noktas: secelim. (1<i<n)

5 =z FEN ~t )

toplammna f fonksiyonunun P parcalanmasina karsilik gelen Riemann toplami denir.
Asagidaki Ozelligi saglayan bir | sayist varsa f fonksiyonuna a’dan b’ye Riemann
integrallenebilir denir:

Her &>0 sayisma karsilik bir 6 >0 sayisi vardir dyle ki her P e P; pargalanmasina

karsilik gelen S Riemann toplami igin |S—I|<5 olur. Burada ¢ e[t t) noktalarinin

i-1°5

nasil se¢ildiginin bir nemi yoktur[3].

Teorem 2.6. [a,b] lizerinde sinirli bir f fonksiyonun Riemann integrallenebilmesi igin

gerek ve yeter sart f fonksiyonunun Darboux integrallenebilir olmasidir[3].

a<b oldugu durumda j: f)At==] f (DAt ve [ f(t)At=0 olarak tanimlanir. Simdi, bu

tez icerisinde ileride kullanilacak olan Riemann integralinin baz1 6zellikleri verilecektir.

Teorem 2.7. Her sabit f(t)=c fonksiyonu a’dan b’ye integrallenebilirdir ve

[ f (H)At =c(b—a) olur[3].



Teorem 2.8. [a,b] lizerinde her monoton fonksiyon integrallenebilirdir[3].
Teorem 2.9. [a,b] iizerinde her siirekli fonksiyon integrallenebilirdir[3].

Teorem 2.10. f fonksiyonu, [a,b] {lizerinde integrallenebilen sinirli bir fonksiyon olsun. O

zaman, f fonksiyonu [a,b] araliginin her [c,d] alt araliginda integrallenebilirdir[3].

Teorem 2.11. f ve g fonksiyonlar1 [a,b] iizerinde integrallenebilen fonksiyonlar ve o € R
olsun. O zaman,

(i) af integrallenebilirdir ve [0 f (at)At =af. f(t)At

(i) f+g integrallenebilirdir ve [°(f +g)(t)At = [* f ()AL +[. g(t)At [3].

Teorem 2.12. Eger f ve g fonksiyonlar1 [a,b] lizerinde integrallenebilir ise onlarin

carpimi olan f.g fonksiyonu da integrallenebilirdir[3].

Teorem 2.13. f fonksiyonu [a,b] {izerinde tanimlanan bir fonksiyon ve ceT, a<c<Db

sartin1 saglasin. Eger f fonksiyonu a’dan c’ye ve C’den b’ye integrallenebilir ise f
fonksiyonu a’dan b’ye integrallenebilir ve j: f(t)At =] f(t)At+fcb f(HAt  esitligi

saglanir[3].

Teorem 2.14. Eger f ve g fonsiyonlari, [a,b] lizerinde integrallenebilir ve her te[a,b]

igin f(t) < g(t) ise o zaman, j: f ()AL < j: g(t)At esitsizligi vardir[3].

Teorem 2.15. f fonksiyonu [a,b] {izerinde integrallenebilir olsun. Bu takdirde |f| de

integrallenebilir olup

i f (t)At

< [[f®]at



esitsizligi mevcuttur|[3].

Teorem 2.16. T zaman skalasinda a ve b noktalar1 a<b esitsizliklerini saglasin ve aile

b arasinda T zaman skalasinin baska hicbir noktasi olmasin. Bu takdirde, f:T — R

seklinde tanimlanan her fonksiyon a’dan b ’ye delta ve nabla integrallenebilir ve
b b
j f(t)at= f(a)b-a) ve j f(t)Vt= f(b)(b—a)

esitlikleri vardir[1].



3. INTEGRALLER iCiN ORTALAMA DEGER TEOREMLERI

Teorem 3.1(Birinci Ortalama Deger Teoremi). f ve g fonksiyonlar1 [a,b] araliginda
siirlt ve integrallenebilir fonksiyonlar ve g fonksiyonu ,[a,b] iizerinde negatif olmayan
(veya pozitif olmayan) bir fonksiyon olmak iizere,

m=inf{f(t):te[a,b)} ve M =sup{f(t):te[ah)]

olsun. Bu takdirde,

b

b
j f (t)g(t)At :Ajg(t)At (3.1

a

olacak sekilde mM<A<M esitsizligini saglayan bir A reel sayist mevcuttur|1].

Ispat: Her t €[a,b) igin
m<f(t)<M (3.2)
oldugunu biliyoruz.

Kabul edelim ki g(t) >0 olsun. (3.2) esitsizligi g(t) ile carpilirsa her t e[a,b) ig¢in

mg(t) < f(t)g(t) <Mg(t)
elde edilir. Bununla birlikte Teorem 2.11 ve Teorem 2.12 ye gore her mg, fg, Mg

fonksiyonlart integrallenebilirdir. Boylece Teorem 2.14 kullanilarak asagidaki esitsizlikler

elde edilir.
m[gmAt< [ fB)g®At<M [g(at (3.3)

Eger J: g(t)At =0 ise (3.3) esitsizliginden J: f(t)g(t)At =0 oldugu ve boylece (3.1) esitligi
agiktir.

Eger f: g(t)At > 0 ise o zaman, (3.3) esitsizligi



b
[ fmgmat

m<2 <M
[amat

esitsizligini gerektirir. Bu esitsizligin ortadaki terimi, M< A<M esitsizligini saglayan bir
A sayisima esittir. Bu ise gdstermek istedigimizdir. Ozel olarak g(t)=1 oldugu durumda,

Teorem 3.1 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.2. f fonksiyonu, [a,b] iizerinde integrallenebilen bir fonksiyon ve m ile M

sirastyla [a,b] tizerinde f fonksiyonunun infimum ve supremum degeri olsun.
b
j f (H)At = A(b—a)

esitligini saglayacak sekilde mile M arasinda bir A sayist mevcuttur[1].

Buradan hareketle Abel lemmasi olarak bilinen lemma verilebilir.

Lemma 3.3. p; sayilari i¢in p,>p,>..2p, >0 olsun. 1<k<n igin S, =¥ g, olmak
tizere, K nin tim degerleri igin M<S, <M esitsizligi saglansin. Burada M ,m ve q,

herhangi reel sayilardir. Bu takdirde, mp, <>, p,g, < Mp, esitsizligi mevcuttur[1].

Teorem 3.4 ( Ikinci Ortalama Deger Teoremi I). f fonksiyonu , [a,b] iizerinde

integrallenebilen sinirli bir fonksiyon olsun. Ayrica m. veM_ sirasiyla [a,b] iizerinde

Fit)=] ; f (s)As fonksiyonunun infimumu ve supremumu olsun. Bu takdirde,

(i) g fonksiyonu [a,b] iizerinde g(t) >0 sartini saglayan artmayan bir fonksiyon ise,
b
[ fgmAt=g(@a (3.4)

olacak sekilde bir A e[m_,M_] vardir.

(i) g fonksiyonu [a,b] araliginda monoton, herhangi bir fonksiyon ise



[ fgmAt=[g(@) -gd)IA+gb)] f ()AL (3.5)

esitligi saglanacak sekilde bir A e[m_,M_] vardur[1].

Ispat: (i) kismin ispatlamak i¢in g fonksiyonunun artmayan bir fonksiyon ve her t [a,b]
icin g(t)>0 oldugu kabul edilsin. Keyfi bir ¢ >0 ele alalim. f ve f.g fonksiyonlar

[a,b] tlizerinde integrallenebilir fonksiyonlar oldugundan Teorem 2.4 ve Teorem 2.5’ten bir

P={t,.t,,...t,} €P(a,b) parcalanmas

Zn:(Mi -m)(t -t )<e (3.6)

veE
n b
2 F ()9 )6 —t ) - [ FHgmAt <e (3.7)

esitsizliklerini saglayacak sekilde secilebilir.
Burada m, ve M, swrasiyla f fonksiyonunun [t ,t) araligi iizerinde infimumu ve

supremumudur. g(t,_ ) > 0 oldugu i¢in m, < f(t, ) <M, esitsizliginden

Zn: mig(ti—l)(ti _ti—l) < Zn: f (ti—l)g(ti—l)(ti _ti—l) < Zn: Mig(ti—l)(ti _ti—l) (3'8)

esitsizligi elde edilir. Sonug 3.2 sayesinde, 1<i<n i¢in

t.

.I[ fOAt=A (4 -t)

tiy

esitligini saglayan A, sayilari, m, <A, <M, olacak sekilde vardir.1<k <n igin

S = iAi(ti —t)= j f(t)At

say1s1 goz Oniine alindiginda, agik sekilde m. <§, <M_ olur. Burada m. ve M. sirasiyla

[a,b] tizerinde F fonksiyonunun infimumu ve supremumudur. 1<i<n i¢in

pi=0(,) ve g =A;(t—t)



olarak alalim. g fonksiyonu artmayan ve g(t) >0 oldugundan
p=p,=...2p, =20

esitsizlikleri vardir. p;, S; ve ¢, sayilart Lemma 3.3’{in sartlarini saglar. Boylece,

mFg(a)S zg(ti—l)Ai(ti _ti—l)s MFg(a) (3.9)
i=1
esitsizlikleri mevcut olup diger taraftan,
2 MO —t) < 2 g DA —t,) < X Mgt ) -t ) (3.10)
i=1 i=1 i=1

esitsizligi mevcuttur. (3.8),(3.10),(3.6) esitsizlikleri ve g foksiyonunun monotonlugunu

kullanarak

>0 )0~ A TGt )< (M~ ) -t )

<@ (M, ~m)(t, )

<g(a)e

esitsizligi elde edilir. Buradan ve (3.7) esitsizliginden

<e+g(@)e

[ toama DXLRINIES
boylece (3.9) esitsizligini kullanarak

-¢—-g(@e+m.g(a)< T f(tgMAt<m.g(a)+e+g(a)e
elde edilir. £ > 0 keyfi oldugundan

M-g(a) < [ F(HgMAt <M g(a) (3.11)

esitsizligi elde edilir. Eger g(a)=0 ise (3.11) esitsizliginden j: f(t)g(t)At=0 olur ve

boylece (3.4) esitligi aciktir. Eger g(a) > 0 ise bu takdirde, (3.11) esitsizliginden

10



jf(t)g(t)At
m <& ——<M,.
g(a)

esitsizligine ulasilir. BOylece bu esitsizligin ortanca terimi m;. <A <M_ esitsizligini
saglayan bir A sayisina esittir, bu da istenen sonugtur.

Simdi, g fonksiyonu keyfi artmayan bir fonksiyon olsun. O zaman, h(t) = g(t)—g(b) ile
tanimlanan h fonksiyonu [a,b] tizerinde artmayan fonksiyondur ve h(t) >0 dir. Boylece h

fonksiyonuna (3.4) formiilii uygulanirsa

b

I f(Og(t) - g(b)lat=[g(a)-g(b)]A

a

yazilabilir. Bu esitlik artmayan g fonksiyonu i¢in (ii) kismin formiiliinii verir. Eger g
azalmayan fonksiyon ise g, =—g fonksiyonu artmayandir. Bir dnce elde edilen sonuglart g,

fonksiyonuna uygulayarak, azalmayan g fonksiyonu i¢in benzer sonuclar elde edilir.

Asagidaki teorem Teorem 3.4 i¢in yapilan ispata benzer bir yolla ispatlanabilir.

Teorem 3.5 (ikinci Ortalama Teoremi II). f fonksiyonu, [a,b] iizerinde

integrallenebilen sinirh bir fonksiyon olsun. Ayrica, m, ve M, sirasiyla ®(t) = jtb f(s)As
fonksiyonunun [a,b] tlizerinde infimumumu ve supremumu olsun. Bu takdirde,

(i) g fonksiyonu [a,b] iizerinde g(t) >0 sartini saglayan artmayan bir fonksiyon ise

b

[ fgmAt=g(b)A

a

olacak sekilde bir A e[m,, M, ] vardir.

(i) g fonksiyonu [a,b] aralifinda monoton, herhangi bir fonksiyon ise

b

[ fgmAt=[g(b)-g(@)]A+g(@)] fn)At

a

esitligini saglayacak sekilde bir A e[m,,M ] vardir[1].
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4. BIRINCI CESIT GENELLESTIRILMIS INTEGRALLER

T bir zaman skalasi ve a €T olsun. Bu b6liim boyunca

a=t, <t <..ve limt =oo olacak sekilde bir {t :ke N} =T 4.1

k—0
alt kiimenin varligin1 kabul edelim. Diger bir deyisle, T zaman skalasi yukaridan sinirsiz

olsun. Reel degerli bir f fonksiyonu [a,0)={teT:t>a}araliginda tanimli ve

A>aolacak sekilde a’dan herhangi bir AeT noktasina Riemann integrallenebilir olsun.

Eger
F(A) = f f(t)At (4.2)

integrali A — oo icin sonlu bir limite yakinsiyorsa bu limite A’dan «’ a f fonksiyonunun

birinci ¢esit genellestirilmis integrali denir ve

) A
j f (At =lim { j f (t)At} (4.3)
seklinde yazilir. Bu durumda
[ fmat (4.4)

genellestirilmis integrali vardir ve yakinsaktir denir. Eger (4.3) limiti yoksa, (4.4)

genellestirilmis integrali yoktur ya da iraksaktir denir.

Ornek 4.1. T zaman skalasi (4.1) sartin1 saglasi ve a >0 olsun. O halde

Jto(t) a

= At —lveTHU(tz: 12
(to(®)” a

a

esitlikleri mevcuttur. Bu iki formiil asagidaki denklemlerden elde edilir.

(1JA 1 ( 1 jA —t—o(t)
oL e L] 2229
t to(t) t? (to(t))’
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/{im F(A) limitinin varligi, bir fonksiyonun limitinin varlig1 i¢in ifade edilen Cauchy kriteri

sartina denktir. Bu kriter soyle ifade edilir: Her ¢ > O sayisina karsilik bir A, > a vardir 6yle
ki, A>A ve A >A sartin1 saglayan her A,A, €T noktalar i¢in |F(A1)— F(A2)| <&

esitsizligi saglanir. Boylece birinci cesit genellestirilmis integral i¢in asagidaki Cauchy

kriteri verilebilir.

Teorem 4.2. (4.4) integralinin varlig1 i¢in gerek ve yeter sart her & >0 sayisina karsilik
A > A ve A > A esitsizligini saglayan her A, A €T noktalari i¢in ‘ j:z f(t)At‘ < ¢ olacak

sekilde bir A, > a noktasinin var olmasidir[1].

f fonksiyonunun mutlak degerinin integrali [ |f(t)|At yakinsak ise, (4.4) integraline

mutlak yakinsak denir. Eger integral yakinsak fakat mutlak yakinsak degilse (4.4)

integraline sarth yakinsak ad1 verilir.
Teorem 4.3. Eger (4.4) integrali mutlak yakinsak ise yakinsaktir[1].

Ispat: Bu sonug, Teorem 2.15 gbz 6niine alinarak asagidaki esitsizlik ve Teorem 4.2 ile elde

edilir.
A A
j f (t)At| < j| f(t)|At
A A

Yakinsak bir birinci gesit genellestirilmis integral mutlak yakinsak olmayabilir. Fakat tabi
ki, negatif olmayan bir fonksiyonun yakinsak genellestirilmis integrali, her zaman mutlak
yakinsaktir.

Simdi, negatif olmayan f fonksiyonun (4.4) yakinsak genellestirilmis integralini g6z oniine

alalim. Bu durumda (4.2) ile tanimlanan F fonksiyonu agik¢a azalmayandir. O halde, F

13



fonksiyonu simirlt ise yani, her A>a icin F(A)<M  olacak sekilde bir M >0 sayisi

varsa, o0 zaman (4.4) integrali yakinsaktir ve
T f(t)At = Lig;jﬁ f()At<M

esitsizligi mevcuttur. Eger F fonksiyonu sinirsiz ise (4.4) integrali iraksaktir ve
T f(t)At = ki_r)gj f(HAt =0

esitligi mevcuttur. Boylece agsagidaki sonuca ulagilabilir:

Teorem 4.4. Her t>aigin f(t)>0 sartin1 saglayan f fonksiyonunun (4.4) integralinin

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her A>a igin
A
j f (At <M
a

olacak sekilde sabit bir M >0 mevcut olmasidir. Bu durumda genellestirilmis integralin

degeri M den biiyiik degildir[1].
Simdi asagidaki karsilagtirma testi verilebilir.

Teorem 4.5. Her t e[a,x) i¢in,0< f(t) < g(t) esitsizlikleri saglansin. O zaman
[amat (4.5)

genellestirilmis integralinin yakinsakligi,

0

[ fmat (4.6)

a

genellestirilmis integralinin yakinsakligini gerektirir ve

0

J' f (t)At < T g(t)At

esitsizligi mevcuttur. Diger taraftan (4.6) integralinin 1raksakligi, (4.5) integralinin

raksakligini gerektirir[1].
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Ispat: Bu teoremin ispat: Teorem 4.4 kullanilarak, her A>a igin

A

J' f (t)At < jA g(t)At

a

esitsizliginden elde edilir.

Uygulamalarda esitsizliklerle ¢alismanin neden olacagi zorluklardan kaginmak icin ¢ogu
zaman asagidaki teoremi kullanmak, direkt olarak karsilastirma testini kullanmaktan daha

uygundur.

Teorem 4.6. [ f(t)At ve [ g(t)At genellestirilmis integralleri pozitif integrantli, birinci

cesit genellestirilmis integraller olsun.

. f(t)
Iim——==L 4.7
52 g(D) (1)

limiti var (sonlu) ve sifir olmasin. Bu takdirde, birinci ¢esit genellestirilmis integrallerin

yakinsaklik karakterleri aynidir[1].

Ispat: Bu sonug (4.7) esitliginden elde edilir. Her £ € (0,L) sayisina karsilik A, >a olacak

sekilde A, €T vardir dyle ki her t > A, icin
f®

L-e<—=<L+¢
g(t)

esitsizligi vardir. g(t) >0 oldugundan her t > A i¢in
(L=&)gt)< f(t)<(L+e&)g(t) (4.8)

esitsizligi elde edilir. [ g(t)At integralinin yakimsakligi, j:) g(t)At integralinin
yakinsakligint ve dolayisiyla j:;( L+ ¢)g(t)At integralinin yakinsakligini gerektirir. Sonug
olarak, Teorem 4.5 e gore IZ f (t)At integrali ayrica yakinsaktir ve bununla beraber

[ f(H)At integrali yakinsaktir. Tersine, eger [ f(t)At yakinsak ise [, g(t)At de
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yakinsaktir. Bu oOzellik de (4.8) esitsizliginin sol kismi kullanilarak benzer sekilde

ispatlanabilir.

Uyar1 4.7. Teorem 4.6’da tarif edilen integraller i¢in L=0 oldugu durumda, [ g(t)At
yakinsak ise [ f(t)At de yakinsaktir. L =oo0oldugu durumda, eger |, g(t)At iraksak ise

[ f(H)At de wraksaktir[1].
Teorem 4.3 ve Teorem 4.5 den asagidaki sonug agiktir.

Sonu¢ 4.8. t>a olacak sekildeki tim teT noktalar1 igin |f(t)| <g(t) olsun. O halde,

[ g(t)At birinci gesit genellestirilmis integralinin yakinsakligi, [° f(t)At birinci cesit

genellestirilmis integralinin yakinsakligini gerektirir[1].

Eger birinci gesit genellestirilmis bir integral sartli yakinsak ise onun yakinsakliginin
gosterimi oldukca karmasik bir durumdur. Pratik olmasi bakimindan, 6nemli uygulamalarin
cogunda asagidaki teorem ele alinir. Bu teorem, reel sayilar kiimesinde tanimlanan birinci

cesit genellestirilmis integraller icin iyi bilinen Dirichlet Abel testine benzer.

Teorem 4.9. Asagidaki sartlar saglansin:

(i) f fonksiyonu A>aolmak ilizere a noktasindan herhangi bir AeT noktasina
integrallenebilir ve F(A) = jaA f (t)At integrali her A>a i¢in sinirl,

(i) g fonksiyonu [a,) araliginda monoton ve 1im g(t) =0 olsun.

Bu takdirde,
[amfmat (4.9)

formundaki birinci ¢esit genellestirilmis integral yakinsaktir[1].
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Ispat: Ortalama deger teoremini uygulayarak A > A >a sartim saglayan her A,A eT
igin,
A A
[amfmAt=[g(A)-g(A)]A+g(A) ] f DAL (4.10)
A A
yazilabilir. Burada A degeri, F(A) fonksiyonunun infimumu ile supremumu arasindadir.
Kabul edelim ki K, [a,o0) araliginda |F(A)| icin bir sinir yani |F(A)| <K olsun. O halde,

(4.10) esitliginin sag tarafindaki integralin F(A,)—F(A) degerine esit oldugunu dikkate

alarak

<K[]g(A)]+3]a(A)[] (4.11)

A
j g(t) f (DAL
A

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligi kullanarak ispati tamamlamak zor degildir. € > 0 keyfi
olsun t — oo i¢in g(t) > 0 olacagindan, t > A, sayilar i¢in |g(t)| < ﬁ olacak sekilde bir
A, > a sayisi segilebilir. Boylece (4.11) esitsizliginden A > A, ve A > A, sartin1 saglayan

tim A ve A lerigin

<é&

A
[ofmat
A

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak, Teorem 4.2 (Cauchy kriteri)’ye gore (4.9) integrali
yakinsaktir.

Uyar 4.10. Integrasyon araliginin bir sinir1 —oo olan birinci cesit genellestirilmis integraller

yukarida verilenlere paralel bir sekilde ele alinir[1].
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5.O0RNEKLER

Bu bolumiin ilk kisminda

0<t, <t <...ve limtk = oo olacak sekilde bir T ={t, :ke N} (5.1)

zaman skalasini1 dikkate alalim. (5.1) formundaki her zaman skalas1 (4.1) genel kabuliimiizii

saglar. Asagidaki yardimct sonuglar kullanigh olacaktir.

Lemma 5.1. T zaman skalas1 (5.1) sartin1 saglasin. Eger f :[to,oo) — R ile tanimlanan bir

fonksiyon ise
I f(HAt = z ft)t,, —t) ve J f(Hvt= z f (o) —t)
t, k=0 t, k=0

esitlikleri mevcuttur. Ayrica, f fonksiyonu [to,oo) araliginda artmayan bir fonksiyon ise o

zaman,
j f )Vt < j f(t)dt < j f(t)At
) f t

esitsizligi vardir. Burada ortadaki integral R ’nin [t),0) araliginda almirken ilk ve son

integraller T zaman skalasindan alinmistir[1].

Ispat: Lemmanin ilk kisnn Teorem 2.13 ve Teorem 2.16 yardimiyla elde edilir. Ikinci

kisim

tk+l

f(t )t —t) < [ FOdt< fE)E,—t)

t

esitsizliklerini k =0 ’dan oo ’a toplayarak elde edilir.

Lemma 5.1 kullanilarak asagidaki yakinsaklik kriteri dogrudan bulunur.
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Teorem 5.2. T, (5.1) sartin1 saglayan bir zaman skalas1 ve f :[to,oo) — R, artmayan bir

fonksiyon olsun. Burada R, negatif olmayan reel sayilarin kiimesini temsil eder.

(i) Eger T f(t)dt =0 ise T f(t)At=00;
t

)

(i) Eger T f(t)dt < oo ise T f(H)Vt <o[1].

t, t,
Ornek 5.3. T, (5.1) sartin1 saglayan bir zaman skalasi olsun. Bu takdirde,
. TAt
0<p<l1ise Jt—p:w ve
)

olur.

Ornek 5.4. q>1 olmak iizere, T ={q* :k € N,} seklinde tanimlanan bir zaman skalasi ele

alalim. Bu durumda, J‘f% = olur. Gergekten,

q' n-1 k n—
=S AD -5 @-n=(@-Dn
| k=0 0 0

=~
I

esitligi mevcuttur. Boylece t e T noktasi igin

t
27 _(g-Dlog,t>w , (t—>)
T

1

Teorem 5.5 T, (5.1) sartin1 saglayan bir zaman skalas1 olsun. O zaman,

Y
0<p<lise, '[t—p=00[1].
f
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Ispat: Diger durumlar karsilastirma yaparak elde edilebileceginden sadece p =1 durumunu

gostermek yeterlidir. Bu sonucu elde etmek icin Teorem 5.2 kullanilamaz. Lemma 5.1

yardimiyla

0

J‘E:itm —t (5.2)

t, t k=0 tk-H
esitligi elde edilir. Lemma 5.1 ve Ornek 5.3 (ve ayrica direkt olarak)’ten

TAt &t —t
_:Z k+1 k -0 (53)

t t k=0 tk

oldugu biliniyor. Bir ¢eliski elde etmek i¢in

Sl o (5.4)

k=0 tk+1

oldugunu kabul edelim. Fakat o zaman, k — o0 igin Lo — 1 olur. O halde her k> N i¢in
k

t';—“ <2 olacak sekilde bir N € N, indisi vardir. Buradan asagidaki esitsizlik elde edilir.
k
itkn —t NZ: k+l i k+l k+l
t, e tk

k=0

Bu durum (5.3) esitligi ile celisir. Boylece (5.4) kabulii yanlistir ve sonug (5.2) esitliginden
elde edilir.

Asagidaki Ornek, reel sayilar kiimesi lizerinde ifade edilen toplam ve integral analizinde

bulunmasi beklenmeyecek tiirden bir drnektir.

Ornek 5.6 p>1 veher ke N, igin t_noktalari

tk — Z(Pk)
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sekilde tanimlansin. Simdi, genel (5.1) kabuliinii saglayan T ={t, :k € N,} zaman skalasin
g6z Online alalim. Bu zaman skalasi i¢in
o(t)=t" ve ut)=t"-t

fonksiyonlart mevcuttur.

(AL &t
Jt—p:ztk—pk

olur. Bu esitligi hesaplamak i¢in Lemma 5.1 kullanildi. Cilinkii son terimin genel terimi

k —> o igin 1’e yakinsamaktadir.

Ornek 5.6°da da goriildiigii gibi, p >1 icin

TA
—t<oo (5.5)

genelde saglanmaz. Burada aragtirilmasi gereken zaman skalasinin (5.5) esitsizligini hangi

durumda sagladigidir. Simdi bu problemin iizerinde duralim.

Teorem 5.7. T, (5.1) sartin1 saglayan bir zaman skalast ve f :[t;,c0) - R, fonksiyonu,
jt:o f(t)dt <oo olacak sekilde artmayan bir fonksiyon olsun. ¢:T — R, fonksiyonu her

k e N ve keyfi bir K >0 sabiti i¢in
g(t) < Kf (t,,) (5.6)

esitsizligini saglasmn. Bu takdirde, [ g(t)At <oo olur[1].

Ispat: Lemma 5.1 yardimiyla asagidaki ifadeler elde edilir.

21



Ja®at=3 a9t

< Kiﬂ(tk) f(t..)

< K_[ f (t)dt

<00

Bdylece [ g(t)At yakimsakur.

Teorem 5.7 ile agsagidaki sonuca ulagilir.

Teorem 5.8. T, (5.1) sartin1 saglayan bir zaman skalasi ve p >1 olsun. Eger,
oct)=0(t"), t >

olacak sekilde « €[l, p) varsa (5.5) saglanir. Yani J'tth—pt <o olur[1].

Ispat: p>1ve t > o icin o(t) = O(t*) olacak sekilde 1 <& < p olsun. O zaman,

t., = o) <Kt

sartin1 saglayan sabit bir K >0 sayis1 vardir. q= P alinirsa q>1 olur. O halde her ke N,
(24

i¢in
te, <K°tf
ve bdylece her k € N, i¢in
i <K@ L
tkp tI?+1

olur. O halde f(t)=1/t* ve g(t)=1/t" fonksiyonlar1 (5.6) esitsizligini saglar. Ayrica, f

fonksiyonunun [t;,0) araliginda artmayan bir fonksiyon ve j: f(t)dt <o oldugunu

biliyoruz. Teorem 5.7 sayesinde j: g(t)At < oo yani, Lth—pt <o sonucuna ulasilir.
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Ornek 5.9. Her ke N, igin
t =2
noktalarini ve (5.1) sartin1 saglayan T ={t :ke N,} zaman skalasim dikkate alalim. Bu
zaman skalast i¢in
oct)=t*=0(t*) , t >»
esitligi mevcuttur. Teorem 5.8 kullanilarak

At
]:r < 0

2

sonucuna ulagilir.

Bu béliimiin ikinci kismi i¢in yukardan sinirsiz olan keyfi bir zaman skalasini dikkate

alalim. Yani (4.1) sartin1 zaman skalasini g6z oniine alalim.

Lemma 5.10. T zaman skalas1 (4.1) sartin1 saglasm. Eger f :[t;.c0) >R fonksiyonu

artmayan bir fonksiyon ise
Z f (tk+1)(tk+1 _tk) < _[ f (DAt < Z f (tk )(tk+1 _tk)
k=0 to k=0

esitsizlikleri mevcuttur[1].

0 tk+l

ispat: Tf(t)At=Z j f ()AL

k=0 ¢,

t

[ ft.At
1,

k

o0
>
k=0

Il
s

f (tk+1 )(tk+1 - tk)

k

Il
f=}

ifadesi ilk esitsizligi gosterir. Ikinci esitsizlik benzer sekilde gosterilebilir.
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Teorem 5.11. T zaman skalasi (4.1) sartin1 saglasin. 0 < p <1 olsun. O zaman,
OOE B
t t?

olur[1].

Ispat: p=1 disindaki durumlar karsilastirma yapilarak elde edilebileceginden sadece p =1
durumunu gostermek yeterli olacaktir. Lemma 5.10’un ilk esitligi ile

TAt &t -t
J‘_Z k+l — k (5.7)
ty t

k=0 tk+1

esitsizligi yazilabilir.
i b, L
P

toplami , '[:% raksak integralin bir iist toplami oldugundan bu deger sonsuzdur. Agik bir

sekilde Teorem 5.5’in ispatinda oldugu gibi (5.7) esitsizliginin sag tarafindaki toplam da

sonsuza esittir.

TA
Simdi, tekrar p >1 icin Jt—pt genellestirilmis integralin yakinsaklik problemine donelim.

t
Teorem 5.12. T, (4.1) sartin1 saglayan bir zaman skalasi, f :[t,.0) > R, fonksiyonu,
j;: f(t)dt <o olacak sekilde artmayan bir fonksiyon olsun. ¢ :[t,.0)NT — R, fonksiyonu

artmayan bir fonksiyon ve her k € N, i¢in

g(t) < Kf(t,.,) (5.8)

esitsizligini saglyorsa [;” g(t)At <oo olur. Burada K >0 keyfi bir sabittir[1].

Ispat: (5.8) esitsizligi ve Lemma 5.10’un ikinci esitsizliginden yararlanarak
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JoAt= Y gt -t

< Kz f (e ) — 1)
k=0

< KT f (t)dt
)

<o
sonucuna ulasilir. Burada bir integralin alt toplaminin bu integralden ya az ya da esit olma

gercegi kullanildi.
Simdi Terem 5.12 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 5.13. T zaman skalasi (4.1) 1 saglasin ve p >1 olsun. Eger

t, =0t) , k>

olacak sekilde o €[l, p) varsa jtth—:< » esitsizligi mevcuttur[1].

Ispat: p>1ve ae€ll,p) olmak iizere, t_, =O(t?) , k—>o0 olsun. O zaman, Vk e N,
i¢in

t.,, <Kt

k+1 —

p

olacak sekilde bir k >0 sabiti vardir. q=— alimrsa ¢ >1 olur. O halde teoremin ispati,
a

Teorem 5.8’in ispatina benzer sekilde sonlandirilabilir.

Sonu¢ 5.14. T yukaridan smirsiz bir zaman skalast ve p>1 olsun. Eger, t -> o i¢in
o(t) =0(t”) olacak sekilde a €1, p) mevcut ise

T At
— <0

tp

t

olur[1].
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Ispat: Teorem 5.13’iin sartlarii saglayacak sekilde (4.1) sartim1 saglayan bir {t :k e N,}
dizisi insa edelim. Boylece teorem Teorem 5.13 ile saglanacaktir. p>1 veher teT igin
o(t) < Kt” (5.9)
olacak sekilde « €[1, p) var olsun. Burada K >1 dir. Her teT ve t>1 igin
Alt)={seT :t<s<Kt"}
kiimesi goz Oniine alinirsa (5.9) esitsizliginden her teT igin A(t)#< dir. Burada T
kapalidir ve max A(t) mevcut olup her teT igin T zaman skalasinin bir elemanidir. Simdi

t, >1 olmak iizere, t, €T olsun ve her ke N, icin t ,, =max A(t,) ile tanimlanan bir

{t. :k e N,} dizisi tanimlansin. Boylece her k e N, i¢in t, <t,,, < Kt/ esitsizlikleri vardir.

O halde {t _:k e N,} dizisi artandir ve Teorem 5.13 kosullarini saglar. Ispati tamamlamak
icin sadece

limt, = oo (5.10)

k—o0

oldugunu gostermek yeterlidir.(5.10) esitliginin tersi dogru olsun. Bu durumda {t, :k € N}

kiimesi smirlidir. O zaman, lim t, limitinin var ve bu limitin M ’ye denk oldugu
—®

sOylenebilir. T kapali oldugundan M €T dir. A(t) araliginin I(t) uzunlugu
() =Kt* -t>Kt-t>(K-Dt, =6>0
esitsizliklerini saglar. M -t <& olacak sekilde bir N € N, indisi segilsin. Fakat o zaman

ty,, tammma gore t,,, >M olmaldir ve (5.9) esitsizliginden dolayr t,,,>M bir

celiskidir. O halde ispat biter.

Ornek 5.15. T yukanidan sinirsiz bir zaman skalast ve T zaman skalasmin sigrama

fonksiyonu sinirli olsun. O zaman,

T At

g
tot

(5.11)

birinci ¢esit genellestirilmis integrali p <1 ise wraksak, p>1 ise yakinsaktir. Bu sonug

Teorem 5.11 ve Sonug 5.14 yardimiyla (a =1 ) elde edilir.
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6.IKINCI CESIT GENELLESTIRILMIiS INTEGRALLER

T bir zaman skalasi, a <b esitsizligini saglayan a ve b noktalar1 T zaman skalasinin sabit
noktalart ve b sol yogun nokta olsun. f fonksiyonu [a,b) iizerinde tanimli olsun. f
fonksiyonunun C€<b olmak iizere her [a,c] araliginda integrallenebilir ve [a,b) araliginda
siirsiz oldugunu kabul edelim. O zaman Riemann integrallenebilir bir fonksiyon [a,b)
araliginda a’dan b’ye smirhi olmasi gerektiginden f fonksiyonunun [a,b] araliginda

siradan Riemann integrali mevcut olamaz.
b
[ fmat 6.1)

ifadesi ikinci ¢esit genellestirilmis integral olarak isimlendirilir. (6.1) integralinin t=Db
noktasinda smirsiz oldugu sdylenebilir. Bu durumda f fonksiyonu t=b noktasinda bir

singiilerlige sahiptir. Eger

lim j f ()AL (6.2)

c—b”

sol limiti bir sonlu say1 olarak varsa, (6.1) genellestirilmis integrali vardir ya da yakinsaktir

denir. Bu durumda bu limit (6.1) genellestirilmis integralinin degeri olarak isimlendirilir ve
b c
j f (t)At = lim j f (t)At
c—b”

seklinde yazilir. Eger (6.2) limiti mevcut degil ise (6.1) integraline yoktur ya da 1raksaktir
denir.

Doérdiincii boliimde verilen tiim teoremler c¢ok az bir ifade farklihigi ile ikinci cesit
genellestirilmis integraller icin gecerli olan teoremlere benzer.

(6.1) integralinin varlig1 i¢in gerek ve yeter sart Cauchy kriterini saglamasidir: Her & >0

sayisina karsilik bir by <b sayis1 vardir 6yle ki b, <c, <b ve b, <c, <b esitsizliklerini

saglayan her c,,C, €T i¢in
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Cy

j f (t)At

C

<&

olur.

(6.1) integralinde f (t) > 0 oldugu kabul edilsin. Bu takdirde , C € [a, b) icin

F(c)= j f ()AL

fonksiyonunda C artarken F(c) azalmaz. (6.1) integralinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve

yeter sart F fonksiyonunun sinirli olmasidir. Bu durumda integralin degeri lim F(c) olur.
c—b™

Bu sonug, Teorem 4.5 ile benzer bir karsilastirma testinin ispatina olanak saglar. Buradan

ayni ¢esit iki integralin 1raksakligin1 ya da yakinsakligini veren limit testi elde edilir. Yani
[2f(t)At ve |2 g(t)At integralleri igin lirgl% limiti incelenmelidir.
t— g

Birinci gesit genellestirilmis integraller i¢in ifade edilen benzer tanimlar yapilir ve benzer

sonuglar ikinci ¢esit genellestirilmis integraller i¢in elde edilir.

Uyar 6.1. Uygulamalarda yer alan birgok genellestirilmis integral karisik tiptendir. Eger
integrasyon araliginin arasinda singiiler noktalar varsa ya da integrasyon araliginin her iki
ucunda ise, integral birka¢ pargaya ayrilmalidir. Bu parcalarin her biri ya birinci ¢esit ya da
ikinci ¢esit genellestirilmis integrallerin saf halleridir. Eger saf tiplerin bir tanesi iraksak ise

integrale 1raksaktir denir[1].

Simdi

b

j(b ftt)p (6.3)

a

genellestirilmis integralini goz 6niine alalim:

Teorem 6.2. T keyfi bir zaman skalasi, a,b €T noktalar1 a <b esitsizigini saglasm. b sol

yogun nokta ve p >1 olsun. O zaman, (6.3) integrali rraksaktir[1].
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Ispat: p>1 durumu i¢in sonug¢ karsilastirmadan elde edileceginden, sadece p =1 durumu

icin ispat1 yapmak yeterlidir.
t, € T noktalar

a=t, <t <t,<..<bve limt =b

n—oo

olarak segilsin. Her ne N, i¢in

1
T =—-
n
b-t,
1 . -
olarak alinsin. 7, = P >0,7,<7,<7,<..ve limr, =00 veayrica her ne N, i¢in
—a n—o
Ty — T,
— _n+l n
tl’H—l_t - T

esitlikleri mevcuttur. O halde,

olur. Burada son esitsizlik Teorem 5.5 yardimiyla elde edilir.

Teorem 6.3. T, Teorem 6.2’nin sartlarim1 saglayan bir zaman

skalast olsun.

a=t, <t <t,<..<bve limt =b olacak sekilde ne N, i¢in t €T noktalar1 mevcut ve

n—oo

p <1 olmak lizere bir « € [l,l) icin
P
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1 1
=0( 7))
b_tk+1 (b_tk)

olsun. Bu takdirde, (6.3) genellestirilmis integrali yakinsaktir[1].

Ispat: ne N, i¢in Teorem 6.2’nin ispatindaki gibiz, noktalarmi tanimlayarak
T =0(7) , koo
[fadesi elde edilir. Yani her ke N, i¢in 7,,, <Kt olacak sekilde sabit bir K >0 sayist

vardir. Boylece

1:k+1
Z (t, —t)

1 (b-t.,)"

olur. Ciinkii « € [l,l) oldugundan l+l— p >1 olmaktadir.
p o
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