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OZET

Bu calismada Adomian Ayrisim Metodu ve Homotopi Pertiirbasyon
Metodu’ndan yola cikilarak lineer Laplace denklemi ve lineer olmayan
denklemlerin degisik baslangic sartlar1 altinda ¢oziimleri bulunacaktir.

Ik béliimde ¢alismanin kapsamindan soz edilmistir.

ikinci béliimde bu konu ile ilgili temel tammlara yer verilmistir.

Uciincii boliimde Adomian Ayrisim Metodu ve Homotopi Pertiirbasyon
Metodu aciklanmstir.

Dordiincii bolimde Adomian Ayrisim Metodu ve Homotopi
Pertiirbasyon Metodu farkli baslangic sartlar1 altinda verilen Laplace
denklemine ve lineer olmayan eliplik denkleme uygulanmistir.

Besinci  boliimde ise dordiincii boliimde elde edilen sonuclar
karsilastirilmstir.
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ABSTRACT
In this study, the Adomian Decomposition Method and Homotopy

Perturbation Method for solving the linear Laplace Equation and nonlinear
elliptic equation are implemented with appropriate initial conditions.

In the first chapter, the content of study is mentioned.

In the second chapter, some basic definitions have been given.

In the third chapter, the Adomian Decomposition Method and Homotopy
Perturbation Method are explained.

In the fourth chapter, applying of Adomian Decomposition Method and
Homotopy Perturbation Method to Laplace Equations and nonlinear elliptic
equation with different initial conditions were performed.

In the fifth chapter, results which are obtained from the fourth chapter
are compared.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINi

L : Diferansiyel operatorii
L1t : Integral operatorii
Nu : Lineer olmayan terim
Lu : Lineer terim

A, : Adomian polinomu
u(x,t) : Coziim fonksiyonu

B (u, Z—Z) : Baslangic kosulu

f(r) : Analitik fonksiyon



1. GIRIS

1.1 Calismanin kapsami:

Kismi tirevli diferansiyel denklemler uygulamali matematikte, fizikte ve
mithendisligin bir¢ok alaninda 6nemli rol oynamaktadir.

Geligsen bilgisayar teknolojisi ile lineer ve lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin analitik ¢6ziim metodlar ile birlikte sayisal metotlar i¢in gecen birkag
yil i¢inde bircok genel amagla metotlar gelistirilmistir. Bu ¢alismada ele alinan
metotlardan biri olan Adomian ayrisim metodu, G. Adomian tarafindan 1980 li
yillarda literatiire kazandirilmistir. Lineer- lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
analittk ¢ozimlerini elde etmek ic¢in kullanilan ayrigim yoéntemi, uygulamada
baglangi¢ ve sinir deger problemlerinin matematiksel modelleri olan uzay ve zamana
gore bir veya ¢ok boyutlu denklemlerin sayisal ¢ozimlerini  bulmada
kullanilmaktadir. Sayisal metotlarin ¢ogunda kismi diferansiyel denklemleri
indisleyerek ya da ginimiizde gecerli olan sonlu elemanlar yontemleri kullanilarak,
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oztimleri olusturulmustur. Diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢oziimlerini elde etmek igin Onerilen ayrigtirma metodu
kullanilarak indislemeye ihtiyag duyulmaz. Sayisal ¢oziimlerin elde edilmesi igin
indisleme yapma yerine, ayrigtirma serisinin terimleri bulunarak sayisal ¢ozimler
olusturulmustur( Adomian, 1988). Bu metot lineer ve lineer olmayan diferansiyel
denklemleri sadelestirmeden ¢ozerek gercekei ¢oziimler saglar. Bulunan ¢ozimler
seri formundadir. Sinirli sayida ayrisim serisinin terimleri hesaplanarak gercek
¢oziime yakin numerik sonuglar bulunabilir. Ayrnisim metodu, diger klasik
yontemlere gore daha basit daha karmagik denklemlere uygulanabilen bir yontemdir(
Adomian, 1988). Literatiirde bu metot kullanilarak lineer ve lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin (Kaya 1999; 2000; 2001; 2002, Wazwaz 1995; 1997,
1999; 2001) ve kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde
hesaplanabildigi ve bilinen klasik metotlar kullanilarak bu sayisal sonuglarin
karsilagtirilmasi yapilmistir (Bellomo ve Sarafyan, 1987; Bellomo ve Monaco, 1985;

Wazwaz, 1998; Van Tonningen, 1995; Kaya ve Catalbag,2000).



Calisilan diger metot homotopi pertiirbasyon metodu lineer ve lineer olmayan
adi ve kismi diferansiyel denklemlerin, integral denklemlerin ¢6ziimi ig¢in
uygulanabilmektedir. Ilk olarak Ji. Huan, He tarafindan literatiire kazandirilmistir.
Bu yontemde homotopi teknigine gore p € [0,1] parametresi ile bir homotopi
kurulur ve bu parametre kugiik bir parametre olarak diiginilir. Bilinen pertiirbasyon
metotlarinin ve topolojideki homotopinin avantajlarini kapsayan bu metot, kolaylikla
cozilebilecek basit problemlere donustirilerek ¢oziim elde edilebilmektedir. Bu
yontem ayrica lineer olmayan dalga denklemlerine, baglangi¢ deger problemlerine,
lineer olmayan salinim denklemlerine de uygulanabilmektedir.

Bu c¢alismada Adomian Ayristirma Metodu ve Homotopi Pertiirbasyon
Metodu’ nun kargilastirilmasina da yer verilmistir. Laplace Denklemi’ ne ve diger
eliptk kismi tirevli denkleme wuygulanan metodlarda bulunan sonuglar
karsilagtirilmig ve ayni oldugu gorilmustiir. Fakat lineer olan denklemlerin ¢oziimu
icin iki metodunda uygulamast kisa ve basit olup, lineer olmayan denklemlerin
¢oziminde Adomian Ayrigtm Metodu kullanildiginda Adomian polinomlarinin
bulunmast zor ve zaman aldigindan Homotopi Pertiirbasyon Metodu’nun daha kisa,

daha kolay ve daha hizli sonuca ulastig gorilecektir.[7]



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Temel Tanimlar

Tamm 2.1.1. (Diferansiyel Denklem): Bir veya daha fazla bagiml
degiskenin, bir veya daha fazla bagimsiz degiskene gore birinci veya daha fazla
mertebeden tiirevlerini i¢eren denklemlere diferansiyel denklem denir. Genel olarak
ikiye ayrilir.

Tamm 2.1.2. (Adi Diferansiyel Denklem): Bir bagimli ve bir bagimsiz
degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz degiskene gore birinci veya daha fazla
mertebeden tirevlerini igeren denkleme denir ve genel olarak adi diferansiyel

denklem,
ny n-1y, 2y dy
a,(x) e + an_l(x)m + -4 al(x)ﬁ + ay(x) Tx +y=0
seklindedir. n. basamaktan bir diferansiyel denklemin genel formu F keyfi bir
fonksiyon olmak tizere;
Flx,y,y,y" ..y™)=0 (2.1.1)

seklinde ifade edilir.

Tamm 2.1.3. (Kismi Diferansiyel Denklem): iginde en az iki bagimsiz ve en
az bir bagimli degisken ile bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlere gore birinci
veya daha fazla mertebeden tirevlerini i¢eren denkleme denir.

z bagimli; x ve y bagimsiz degiskenler olmak iizere bir kismi tiirevli denklem
genel olarak

F (x, Vs Zy Zgs Zps Zogxes Zaeys Zyrys ) =0 (2.1.2)
seklindedir. Burada

dz dz d?z d?z d?z

TG Ty T 2 T dady Y Ty

dir. n bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip kismi tirevli denklemlerin genel sekli



X = (X1, ..., %Xpn), Z = z(x) olmak tzere
F(xl, Xy wons Xy Zy Zyg s won s Zey Zoey x0y0 Zy 2 ) =0 (2.1.3)

formundadir.[12]

Kismi tirevli diferansiyel denklemleri hiperbolik, parabolik, eliptik olarak
siniflandirmak i¢in

A(x,V)Zyy + B(x, y)zxy + C(x, y)zyy +D(x,Y,2, 7y, Zy) =0
denklemini diisiinelim. Burada A4, B, C € C?[D] dir. Diger yandan
A(x,y) = [B(x, y)]* — 4A(x, y)C (%, ¥)

fonksiyonunu tanimlayalim.

a) A(x,y) > 0 esitsizliginin saglandigl noktalarda hiperbolik,

b) A(x,y) = 0 esitliginin saglandigi noktalarda parabolik,

¢) A(x,y) < 0 esitsizliginin saglandigl noktalarda eliptik
tiptendir denir. Simdi fiziksel olaylarin bu tip kismi diferansiyel denklemler seklinde
ifade edilmesine ait bilinen bazi 6rnekleri verelim.

Hiperbolik Tip:

En iyi bilinen o6rnegi dalga denklemleridir. ¢ pozitif bir reel sabit ve
genellikle, aksi soylenmedikge, t zaman degiskeni ve u = u(x, y) olmak tizere

%u %u

2 =

oz~ < ox2
I-boyutlu dalga denklemidir.

Bir boyutlu dalga denkleminin ¢6ziimu bize £ uzunlugunda titresim halinde
olan bir telden ¢ saniye sonra bir ucundan x kadar uzakliktaki enine yer degisimini
verir. Bu tip denklemlerde baglangi¢ ve sinir degerleri bilinir.

Bu tip denklemler elektromanyetik, hidrodinamik, ses yayilmasi, elastisite ve
kuantum teorisi gibi konularda ¢ok kullanilmaktadir. Ayrica hiperbolik denklemler
genellikle titresim problemlerinde veya yogunluk, basing ve hizdaki siireksizlik

durumlari ile ilgili problemlerde kullanilir.

Parabolik Tip:
Zamana bagli 1s1 veya madde yayilmasi problemlerinde karsilagilir. En basit
parabolik denklem;
ou  0%u
ot 0x?
seklindedir.



Bu denklem 1s1 iletim teorisinden elde edilmis olup ¢6zimu bize termal
olarak izole edilmis bir ¢ubugun bir ucundan x kadar uzakliktaki noktasinda ¢
anindaki veya ¢ saniye sonraki sicakligini verir. Bu tip denklemlerde baslangi¢ ve
stnir degerleri bilinir.

Eliptik Tip:

Eliptik kismi diferansiyel denklemler genellikle denge veya kararli hal
problemleri ve bunlarin ¢éztimuyle kargimiza ¢ikar.

En 1yt bilinen eliptik denklemler Laplace ve Poisson Denklemleridir.
Matematikte Laplace denklemi ve ozellikleri ilk defa Pierre-Simon Laplace
tarafindan calisilmig bir kismi tirevli denklemdir. Laplace denklemi asagidaki

sekilde yazilir.

92 92
?¢ 0%
0x?  0y?

Cogunlukla bu denklem V2 = 0 denklemi olarak veya div’in divergensi ve
grad’in ise gradyani temsil ettigi

div grade =0
denklemi olarak veya A © nin Laplace operatorii oldugu
Ap =0

denklemi olarak yazilir.

Laplace denkleminin ¢oéztimlerine ayni zamanda harmonik fonksiyonlarda
denmektedir.

Denklemin sag tarafi eger belli bir f(x,y) fonksiyonu seklinde verilirse, yani

denklem

Ap = f(x,y)

olarak ifade edilirse, o zaman denkleme Poisson denklemi adi verilir. Poisson

denklemi ayn1 zamanda asagidaki gibi yazilir.



02<p 0%
Fi ay2 =f(xy)

Laplace denklemi potansiyel teorinin temel denklemlerinden birisi
oldugundan fiziksel uygulamalari goktur. Ornegin yiizeyleri izole edilmis bir
ortamda zamandan bagimsiz bir 1s1 dagilimi1 varsa (ki buna kararli 1s1 denir) herhangi
bir (x,y) noktasindaki 1s1 miktarin1 veren u(x,y) fonksiyonu Laplace denklemini
saglar. Ayrica 1s1 kaynagi olmayan bir bolgede kararli sicaklik dagilimi, iletkenlerle
cevrili yuksiiz bir bolgede elektrostatik potansiyel, kaynak veya kuyu olmayan bir
akigkanda hiz dagilim1 vs. problemlerinde de karsimiza ¢ikar.

D1s kuvvetlerin etkisi altindaki bir telin zamana bagli olarak denge konumuna
gelmesi ise Poisson denklemi ile gosterilir. Ayrica bundan bagka skaler potansiyelde
Poisson denklemini saglar. Poisson denklemi ile gosterilen fiziksel iki olguyu érnek
olarak verecek olursak; birincisi, p yik yogunlugunun varlig, negatif bir ¥
elektriksel potansiyelin olugmasina sebep olur. Bu fiziksel olgu € sabit olmak tzere
vy = P / ¢ ile gosterilir. Ikincisi ise akiskan iginde 6 1s1 kaynagindan bir
yaytlimin varlig, T sicakliginin olugmasina sebep olur. Boylece k sabiti igin
V2T = k6 seklinde yazilir. Kismi diferansiyel operatorii olan ve herhangi bir boyutta
tanimlanabilen V2 ye Laplace operatorii veya kisaca Laplasyen denir.

Tamm 2.1.4: m. dereceden bir

fxX)=apx™ +ax™ 1+ +a,_1x+a,=0
polinomunu ele alalim. f(x) fonksiyonunun x4 = ¢ de her mertebeden tirevi varsa

ﬂ@=ﬂd+f@@_@+ﬂ2( )M_+f()

ifadesine, yani kisaca

(x — ) + -

(m)
ﬂ@—zf()@—W

n=0
toplamina xy, = ¢ noktasinda f(x) fonksiyonunun Taylor serisi adi verilir. Eger

¢ = 0 alinirsa

£
oo = 3100,

n!
n=0

toplamina Maclaurin serisi denir.



2.2. Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin Lineer, Yar1 lineer ve Hemen
Hemen Lineer olmasina gore Genel Bir Siniflandirmasi

2.2.1. Lineer Olmasina Gore

Bir kismi tirevli denklemdeki bagimli degisken (veya degiskenler ) ve
bunlarin denklemdeki butiin kismi turevleri birinci dereceden ve denklemi, bagimli
degisken ile onun tirevleri parantezinde yazdigimizda katsayilar yalnizca bagimsiz
degiskenlerin fonksiyonlart oluyorsa bu denkleme /ineerdir denir. Aksi halde /ineer
olmayan denklem adin1 alir.

Iki bagimsiz bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci mertebeden lineer
kismi turevli denklemlerin genel formlar sirasiyla asagidaki gibidir.

P(x,y)zx + Q(x,y)zy + R(x,¥)z = S(x, )
A Y)Zx + B(X,Y) 2y + C(%,¥)Zyy + D(x,¥)2x + E(x,¥)Zy, + F(x,y)z =
G(x,y)

2.2.2. Yan1 Lineer (Kuasi-Lineer ) Olmasina Gore

Bir kismi tirevli denklem, denklemde bulunan en yiiksek basamaktan kismi
tirevlere gore (denklemdeki dusik basamakli tirevlerin ve bagimli degiskenin
bulunus seklinden bagimsiz olarak) lineer ise bu denklem yar: lineer (Kuasi-Lineer)
adin alir.

Iki bagimsiz bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci mertebeden yan

lineer denklemlerin genel sekilleri sirasiyla asagidaki gibidir.
P(x,y,z)z, + Q(x,v, Z)Zy =R(x,y,72)
A(x, Y, Z, Zy, Zy)Zxx + B(x, Y, Z, Zy, Zy)ny +C (x, Y, Z, Zy, Zy)Zyy + D(x, Y, Z, Zy, Zy)
=0

2.2.3. Hemen-Hemen Lineer Olmasina Gore

Bir kismi tirevli denklem vyari-lineer ve denklemde gorilen en yiksek
basamaktan turevlerin katsayilari yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlart ise
bu denkleme hemen-hemen lineerdir denir.

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip ikinci basamaktan hemen-hemen
lineer bir denklemin genel sekli;

A(x,V)Zyy + B(x, y)zxy + C(x, y)zyy +D(x,Y,2, 7y, Zy) =0
dir.[12]



3. ELIPTIK DENKLEMLERIN COZUM METODLARI

3.1. Adomian Ayristirma Metodu(ADM):

Ayristm metodu bir seri ¢oziim yontemidir. Bir¢ok lineer veya lineer
olmayan, cebirsel diferansiyel denkleme basariyla uygulanabilmektedir. Adomian
ayrisim metodu diferansiyel denklemlerin ¢ozimt ve denklemleri 1.dereceden
diferansiyel denkleme donistirmek i¢in kullanilir. Bu metot genel hatlar ile
incelenecek olursa, F hem lineer hem de lineer olmayan terimleri iceren genel bir

lineer olmayan adi diferansiyel operator olmak tizere,

Fu(x) = g(x) (3.1.1)

denklemi ele alinsin. (3.1.1) denkleminde, N ; diferansiyel denkleminde lineer
olmayan terimi R ; lineer operatérden kalan kismi ve L ; verilen diferansiyel

denklemin en yuksek mertebeden tirevini gostermek tizere,
Lu+Ru+Nu=g (3.1.2)

seklinde ayrigtirarak yazilsin. L lineer bir operatordiir ve terside mevcuttur.

9]
Lyx = 9x2
olarak ifade edilir. (3.1.2) esitligi
Lu=g—Ru—Nu (3.1.3)

seklinde yazilabilir. Esitligin her iki tarafina  L™!  operatorii sol taraftan

uygulanirsa,
L'u=L"1g— L Ru—L"'Nu (3.1.4)
esitligi elde edilir.

Baslangic deger problemleri igin L™, t; dan tye tamimlanan integral

operatori olarak tanimlanabilir.



Eger L, 2.derece operator ise L™ gift integral operatoridiir.

L u() = f f(.)dtdt

to to
olarak tanimlanir.
Buradan

L™ Lu = u —u(ty) — (t — to)u'(to) (3.1.5)
elde edilir. (3.1.4) esitliginde , L™ Lu yerine yazilirsa;

u=u(ty) + tu'(ty) — L"'Ru — L™*Nu (3.1.6)

¢ozim fonksiyonu bulunur. (3.1.6) esitligindeki Nu lineer olmayan terim ve
Nu = Y;_,A, biciminde ifade edilebilir. Buradaki A, polinomlarn 6zel
polinomlardir. Bu polinomlar uzerinde konusulacaktir. (3.1.6) esitligindeki u
ayristirilmig bir seri ¢6ziim fonksiyonudur. Bu seri ¢6zim fonksiyonunun birinci
terimi olan uy, verilen baglangi¢ degeri ve denkleminin sag taraf fonksiyonunun

integrali alinmak tzere,

uy=a+bt—1L1g (3.1.7)

seklinde bulunur.
Daha sonra seri ¢ozimiinin birinci terimi olan u, terimini kullanarak
Uy, Uy, Us, ... terimleri elde edilir. Ayristirilmig seri ¢6ziim fonksiyonu,

oo

u(x,t) = Z uy(x,t) (3.1.8)

n=0

bi¢iminde yazilabilir ve serinin yakinsak oldugu distintlecektir. Bu seri ¢oziimiini

kullanarak (3.1.7) esitligi tekrar yazilirsa;

Zun = u, —L‘lRZun —L‘len (3.1.9)
n=0 n=0

n=0

bi¢imindeki genel seri formu elde edilir. Bununla beraber, (3.1.6) belirgin bigimde



u; = =L 'Rugy — L4,
u, = —L7'Ru; — L7114,

(3.1.10)
Upey = —L7Ru, — L714,,n>0

seklinde de yazilabilir. Buradaki A, polinomlar lineer olmayan her bir terim igin
genellestirilebilir. Bu genellestirmede A, sadece uy ‘a, A; sadece ugveu; ‘e, A,
ise, Ug, Up, Uy ye bagli ve benzer sekilde (3.1.9) esitligindeki bitin 4,, Adomian
polinomlari elde edilebilir[18]. A4,, Adomian polinomunun ayristirilmis hali ise

kaynaklarda,
Ay = f(uo)

A =w (diuo) f(uo),
Ay = 1 (1) f o) + () (7) f o), (3.111)

Az =us (diuo) fuo) + ugu, (:_:(2)) fug) + (1;_?) (%) f (o),

seklinde verilmektedir (Adomian, 1994). Ayristirilmig polinomlarin genel durumu,

1 [dn (<
A= | (Zﬂkuk>] >0 (3.1.12)
k=1 A=1

Bi¢iminde formulize edilerek ( Adomian, 1994; Seng ve arkadaglari, 1996)
tarafindan kaynaklara kazandirilmistir. Bu Adomian polinomlarini elde etmek igin
bir alternatif metot ise (Wazwaz, 1999) tarafindan gelistirilmistir. Baz1 problemlerin
sayisal ¢oziimlerinin daha hassas olmasi istenildigi durumlarda ayrigim serisi igin
cok sayida terimin hesaplanmast gerekebilir. Bu gibi durumlarda (3.1.12) genel
formulunin kullanilmasi, istenildigi kadar ¢ok sayida (3.1.8) ayrigtirma serisinin

terimlerinin hesaplanmasinda kolayliklar saglamaktadir.
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Aynisgim metodu kullanmilarak  u(x,t) kapali ¢oziim fonksiyonu ve bu

fonksiyona ait sayisal ¢oziimlerin elde edilmesi i¢in,

n—1
dnlx,t) = z U (x, t); n>0 (3.1.13)
k=1
olmak tizere,
Lim,_00 Op (3.1.14)

Ifadesinin (3.1.10) indirgeme bagintis1 incelenerek kolayca hesaplanabilir. Buna ek
olarak (3.1.14) seklindeki ayrisim seri ¢oziimi, genellikle fiziksel problemlerde
cok hizli olarak yakinsak ortaya c¢ikarmaktadir.  Ayrisim serisinin yakinsaklig
literatiirde birgok yazar tarafindan arastirilmistir. Ayrigim serisinin yakinsakligini
teorik olarak (Cherrualt ve Adomian, 1993; Abbaoui ve Cherrualt, 1994; Abbaoui ve
Cherrualt, 1995) incelemislerdir.

3.1.1. Adomian Polinomlarinin Hesaplanmasi

Wazwaz [18] lineer olmayan terimlerin Adomian polinomlarint hesaplamak
icin son derece kullaniglt bir algoritma gelistirdi. Bu algoritmanin kullanilmasiyla
baz1 A,, Adomian polinomlarinin hesaplanmas asagidaki yontemle yapilir.

3.1.1.1. Lineer Olmayan Polinomlar
1.Durum

Eger F(u) = u? ise;

u= i Uy (3.1.15)

n=0

olmak iizere F(u) = u? lineer olmayan terimi (3.1.15) de yerine yazilirsa
F(u) = (ug +uq +uy +uz+...)2 (3.1.16)
bulunur. Esitligin sag tarafi agilirsa
F(u) = ud + 2uquy + 2ugu, + u? + 2ugug + 2u u, + - (3.1.17)
elde edilir. (3.1.17) ’deki acilimda indis toplamlart ayni olan terimler bir araya

getirilirse
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F(u) = ud + 2uguy + 2uguy + u? + 2uguz + 2ugu, + 2uguy + 2uus +
ud + 2ugus + 2uyuy + 2uyuz+. . (3.1.18)
olur. (3.1.18)’ dan

F(u) = u? igin Adomian polinomlari

A, = ud,
Al = ZuOul,
Ay = u? + 2ugu,, (3.1.19)

Az = 2uqu, + 2ugug,

Ay = V7 + 2ujuz + 2uquy,
formunda bulunur.
II. Durum
Eger lineer olmayan terim

F(u) = uu, ise

[ve)
=
n=0
[ve)
=)t
n=0
olmak tzere
Fu) = (ug+uy +uy +us + ...)(uox +uy, +u; +us + )
= uOqu + quul + uOulx + quuZ + ulxul (3120)
Fuy, Ug + U Uz + Uy Uy + Uy Uy + Uz U
tUg, Uy + Ugly, + U U3 ...
ve indis toplamlar1 ayn1 olan ifadeler gruplandirilirsa
Ay = Uplg,,
Al = quul + uOulx,
AZ - quuZ +u1xu1 + uquO,
(3.1.21)

bulunur.
3.1.1.2 Trigonometrik Lineer Olmayanhk

1.Durum
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F(u) = sinu ise o zaman ilk olarak Ay = F(u,) ifadesini diger terimlerden
ayirmaliyiz, ¢iinkt diger terimler yy’a bagli olarak hesaplanmaktadir.
F(u) =sinu
Lineer olmayan terimi (3.1.16) da yerine yazilirsa
F(u) =sin [ug + (uy +up +uz...) (3.1.22)
Vebu ifadede 0 = uy,0 = uy + u, + Uz ... alinirsa,
sin(6 + @) = sin 0 cos @ + cosOsind (3.1.23)
ifadesinden
F(u) = sinugcos(uy +uy +usz...) +cos ugsin (ug +uy, +usz...) (3.1.24)
Bulunur. Burada cos(u; +u, +us...) ve sin(u; +u, +uy...) ifadeleri Taylor

serisine agilirsa

. 1 1
F(u) = sinu, [1—5(141 + Uy + Uz .. )? +o(w +up + ---)4—...]

+ cos u, [(ul + Uy + Uz .. —;(ul +uy + )3+, ] (3.1.25)
ve boylece

F(u) = sinug (1 — —(uF + 2ugup ..t + u‘2‘+...)—...) +
oS U, [(ul +u, +uz..) —;(uf +ud+...) + ] (3.1.26)

Bulunur. (3.1.26) ifadesi duzenlenirse

A, = sinu,,
A1 = uqcos ug,

A, = Uy COSUG — %u%sinuo, (3.1.27)

. 1
Az = uz cosug —uqU,Ssinuy — zufcosuo

elde edilir.
II.Durum
Eger F(u) = cosu ise yukaridaki yapilan iglemlerin benzerleri verilen lineer
olmayan terim i¢in uygulanirsa;
Ag = cosuy,
A1 = —uq sinuy,

A, = —u,sinug — %ufcosuo, (3.1.28)
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Az = —u3sinugy — U U, €OS Uy —guf sinug,

. 1 1 . 1
Ay = —uysinug — (Z u%uluz) oS Uy +Zufuzsmuo + Zufcosuo

bulunur.

HIL.Durum
Eger F(u) =sinhu ve F(u)=coshu seklinde hiperbolik lineer
olmayanliga sahip ise aynt algoritma kullanilarak Adomian polinomlar sirastyla,
Ao = sinhuy,
A, = uqcoshuy,
A, = uycoshug + %u% sinhu,,

. 1
Az = uz coshug +uqu, sinhugy + auf coshuy,

1 . 1 1 .
A, = uycoshuy + (Z u%ulug) smhuoxzufuz cos uy + zu‘f sinyo

ve
Ay = coshuy
Ay = uq sinhu,
— ; 1.2
A, = u, sinhug + W coshuy,

. 1 .
Az = usz sinhug + uqu, coshuy + auf sinh ug,

. 1 1 . 1
Ay = uysinhug, + (Z u%ulug) coshu, x;ufuz sinug + zuf cos Yo,

formiilleriyle elde edilir.

3.1.1.3 Ustel Lineer Olmayanhk

LDurum
Eger F(u) = e ise bu takdirde F(u,) = e%o teriminin diger terimlerden ayrilmasi

gerekir.
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F(u) =e*
ifadesi yerine yazilirsa
F(u) — eu0+u1+u2+u3...
ve ya
F(u) — euoeul+u2+U3...
elde edilir.

Bu son ifadede;

et1+U2+Us- terimi Taylor serisine agilirsa

1
F(u) :euox[1+(u1 +u, +uz + ...)+§(u1+u2+u3+ )2t ]

=¥ + u et + <u2 + %u%) eto + <u3 +ugu, + %uf)
1,1, 14\ u
+ <u4 + U U3 +Zu2 +§u1u2 +Zu1> e+ ..
bulunur. Buradan da
Ay = elo,

— U,
A =u e,

1 2 u
A, = <u2 +Zu1>e °,

1
Ay = <u3 + ugu, + guf> elo,

1, 1, LAY
Ay = u4+u1u3+2!u2+2!u1u2+4!u1 e'o,
elde edilir.

II. Durum

Eger F(u) = e "0, ise bu takdirde Adomian polinomlari

3!
1 2 1 2 1 U
Ay = | —uy + uquz +Eu2—zu1u2 +au1 e~ Yo,
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seklinde olur.
3.2. Homotopi Pertiirbasyon Metodu

Yakin zamana kadar lineer olmayan problemlerin ¢6ziimi i¢in pek ¢ok
teknik, Pertirbasyon metotlar ile yaygin bigimde verildi. Hemen hemen tim
Pertiirbasyon metotlar1, bir kiigiik parametrenin mevcut olmasi varsayimina dayanir.
Bilindigi gibi lineer olmayan problemlerin biyilkk ¢ogunlugu kugik parametreler
icermez. Kiigik parametreleri belirflemek 6zel teknikler igerir. Uygun olmayan
kiigik parametre segimleri koti sonuglar verebilir. Uygun parametre wvarsa,
Pertirbasyon metotlart ile elde edilen ¢6ziim dogrudur. Bir¢ok durumda sadece
parametrelerin kigiik degerlerinde saglanir. Tim bu kisitlamalar kiigiik parametre

kabultiinden kaynaklanmaktadir.

Homotopi pertiirbasyon metodu lineer ve lineer olmayan adi ve kismi
diferansiyel denklemlerin, integral denklemlerin, ayrica lineer olmayan dalga
denklemlerine, baglangi¢ deger problemlerine, lineer olmayan salinim denklemlerine
de uygulanabilmektedir. Bu yontemde homotopi teknigine gore p € [0, 1]
parametresi ile bir homotopi kurulur ve bu parametre kigiik bir parametre olarak
diginalir. Pek ¢ok durumda bu metot c¢abuk bir sekilde seri ¢ozimu

vermektedir.[10]

Bu bolumde, gelistirilen pertiirbasyon metotlarindan homotopi pertiirbasyon

metodunu inceleyecegiz.
Alw)—f(r)y=0,re Q (3.2.1)
lineer olmayan ve
B(u,0u/on) =0,ue T (32.2)

baslangi¢ kosulu ile verilen diferansiyel denklemi dusiinelim. Burada, A genel
diferansiyel operator, B simir operatorid, f(r) bilinen fonksiyon, I' ise ) 6rnek
uzayin bir bolgesi olsun A genel diferansiyel operatorii L ve N seklinde iki kisma
ayrilir. L lineer kismi, N ise lineer olmayan kismi temsil eder. Boylelikle (3.2.1)

denklemi

Lw)+Nw) —f(r)=0 (3.2.3)
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sekline donigir.

H,p) = A =p)IL®) = L(ug)] +p[Aw) — f(N] =0, p€[0,1], r €A (3.2.4)

Olacak sekilde v(r, p): Q x [0,1] = R homotopisi kurulur.
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4. UYGULAMALAR

Ornek 4. 1:
Uy + Uy, =0 , x>0, y<m
u(0,y) =0 u(m,y) = sinhxcosy
u(x,0) = sinhx u(x,m) = —sinhx

baslangi¢ kosullari ile verilen denklemi iki metodla da ¢ozelim.
Coziim:

Ik olarak ADM metodu ile ¢oziim yapilirsa;

62
Ly :W
62
Ly, = a_yz

lineer operator olmak tizere tersleri de mevcut ve
t t
L u() = f f(. )dtdt
to to
seklinde tanimlansin.

Ugy +Uyy = 0 denklemini operator formda yazarsak;

2

Lyyu = —Lyyu
(4.1.1) elde edilir. Coziim,;
w5 y) = ) U (1,7
n=0
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seklinde olacaktir.
(4.1.1) esitliginin her iki tarafina L, uygulanirsa;
Le” (L (6,9)) = =L~ (Lyyu(x,3) )
elde edilir. Buradan
(%) + xhy () + ho () = ~Law ™ (Lyy(x,))
bulunur. u(x,y)’ yi diizenlersek;
u(x,y) = =xhy(y) = hp(¥) = L (Lyyu(x,3) )

elde edilir. Cozim seri formunda bir ¢ézim olacagindan u, ilk yaklagimi baglangig

sartlart yerine yazilirsa;
uy(x,y) = sinhxcosy

bulunur. uy(x, y) yaklasimi sinhx ~ x oldugu yerde saglanir.

wy (x,y) = _Lxx_1 (Lyyuo(x: y))
olduguna gore
ul(x: y) = _Lxx_l(Lyy(xCOSy))

= _Lxx_l(_xcosy)

X X
= f f xcosydxdx
00

X
_fxz d
= | 5 cosydx
0

_1
=X cosy

1 1,
uz(x: y) = —Lyy <Lyy(§x COS}]))
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_ 1
xx 1(—§x3cosy)

X xl
= ff3— 3cosydxdx
00

f—cosy dx
1 s
=gXx-cosy

ug(x,y) = Ly < yy(S,x COS}]))

1, 1
= =Ly (= 5|x COS}/)
X X
1
:ff5— Scosydxdx
00

= f—cosy dx

= —x’cosy

1
up(x,y) = mxznﬂwsy

oo

u(x,y) :Zun(x,y) =uUy+u; +u, +--

n=0

_ 1 1 1
—cosy<x+§x +§x +7

20



elde edilir ve esitligin sag tarafinda parantez i¢indeki serinin sinhx in ag¢ilimi oldugu

kolayca goriliir. Denklemin ¢6zimiinin kapali formunun u(x,y) = cosysinhx

fonksiyonu oldugu gorilebilir [10]

Homotopi pertiirbasyon metodunu kullanarak ¢éziim yapilirsa;

HW,p) = (1 —plvge + p(vxx + vyy) =0, p €[0,1],

olacak sekilde 1 X [0,1] — R homotopisini kuralim.

Uxx = PVxx T PUxx T PVyy = 0

Vyxx +PVyy =0 (4.1.2)
v, p’ nin kuvvetlerine gore agilirsa:
v = v+ pvy + p%v, + p3vg +... (4.1.3)
(4.1.3) denklemini (4.1.2) denkleminde yerine yazarsak;
0(vo + pvy +p*vy +pPvs + ) | pd(vo +pvy + PPy + )
+ =0
0x? 0y?
avo 6171 P 6172 avo P 6171 3 6172
9x2 +pax2 +p 5x2 + +pa—yz+p a—yz-l-p a—yz-l-...— 0
avo 6171 avo 6172 6171
St p(5mt o)+ (5 ) + =0
ax2 ' P <6x2 * 6y2> * 0x? * 0y? *
elde edilir. p’ nin kuvvetlerine gore paranteze alinirsa
62170
0. = 4.1.4
P o3 (4.1.4)
62171 02170
L. =0 d.
P + 377 (4.1.5)
62171 62170
2=+ —=0
P gxz * 0y?
62173 62172
3. =0
Pt Gx2 * 0y?
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bulunur.

62170
dx?

denklemi ¢oziiltrse;

ffvxxdxdx =0

| vedx = m)

v(x,y) = xhy(y) + hy(y)

elde edilir. Baglangi¢ sartlar1 yerine yazildiginda sinhx = x oldugu yerde vq ilk

yaklagimt v,(x,y) = xcosy saglanir. vo yaklasgimi (4.1.5) denkleminde yerine

yazilirsa;
1
v1(x,y) = §x3cosy
1
v, (x,y) = §x5cosy
v3(x,y) = ﬁx7cosy
p—1

1 3 1 5
u(x,y) = cosy<x+§x +§x c05y+...>

Esitligin sag tarafindaki parantezdeki ifadenin sinhx’ nin seriye acilimidir. Bu

durumda

u(x,y) = sinhxcosy
¢Ozimu bulunur.
Ornek 4.2:

Uy + Uy, =0 , x>0, y<m
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ux(O,y) =0 ux(n:y) =0
uy(x,0) = cosx uy, (x, ) = coshmcosx

Neuman baglangi¢ kosullan ile verilen denklemin ¢ézimu ilk olarak ADM metodu

ile yapilirsa;
Uy + Uy, =0
Denklemini operator formda yazarsak;
Lyyu = —Lyu (4.2.1)
elde edilir.

(4.2.1) esitliginin her iki tarafina Lyy_1 uygulanirsa,;

Lyy™ (Lyyu(x' 3’)) = —Lyy " (Laxtt(x, )

elde edilir. Burada uy,, (x,y)’ nin y ye gore integrali alinirsa;

f (uy (6. 9) + e ())dy = = Ly, ™ (Lixtt(x,))
bulunur.
u,, (x, ) baslangi¢ kosulu yerine yazlirsa,
uy, (x,m) = coshmcosx = —hy(x)
uy(x,y) = coshycosx (422)
bulunur. u, (x,y) nin tekrar integrali alinirsa
u(x,y) = =yhy(x) — ha(x)

elde edilir. Baglangi¢ kosullar1 yerine yazildiginda

Uuy(x, m) = ycosx

—sinhy =y oldugu yerde saglanir.
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u1(6,9) = —Lyy " (Lxtho (%, 7))

oldugundan;

uq(x, y) = _Lyy_l(Lxx(ycosx))

= —Lyy_l(—ycosx)

3

= ECOSX

3
- Y
uy(x,y) = —Lyy ! (Lxx(y COSX))

3
= —Lyy_1 (— };—' cosx)

5

= ECOSX

5
- Y
us(x,y) = —Lyy ! (Lxx(ﬁ COSX))

5
= —Lyy_1 (— };—!cosx>

7

= WCOSX

2n+1

Up(x,y) = COSX

2n+ D!

oo

u(x,y) :Zun(x,y) =uUy+u; +u, + -

n=0

1

1 1
= cosx <y +=y +=y +=y' + )

3! 5! 7!
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elde edilir ve esitligin sag tarafinda parantez i¢indeki serinin sinhy in ag¢ilimi oldugu
kolayca gorulir. Neuman baglangi¢ kosullart ile ¢ozildugi icin € sabiti olacaktir.
Denklemin ¢6zimiinin kapali formunun u(x,y) = C + cosxsinhy fonksiyonu

oldugu gorulebilir.
Denklemin Homotopi pertiirbasyon metodu ile ¢6ziimii yapilirsa;
H@p) = (1= pIvex +P(vi +v5y) =0, p€[01],
olacak sekilde 1 X [0,1] — R homotopisini kuralim.
Uxx = PVxx T PVxx T PVyy =0

Vyxx +PVyy =0 (4.2.3)
v = v+ pvy + 020, + P33 + . (4.2.4)

(4.2.4) denklemini (4.2.3) denkleminde yerine yazarsak;

0(vo + pvy + p2v, + pPvz + ) + po(ve + pvy + p?vy + )

dx? 0y? =0
Zzg pgz;+ngz§+ +pg—;g+p22—;; p3g—;i+.. =0
%+p(;’%+g—;§) + p? <%+g—;;> + ..=0
elde edilir. p’ nin kuvvetlerine gore paranteze alinirsa
PO %1”2" ~0 (4.2.5)
pl: % + %2—;2" =0 (4.2.6)
p?: % + %2—;21 =0 (4.2.7)
p3: % +?:—;22 =0 (4.2.8)
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bulunur.

02170
dx?

denklemi ¢oziiltrse;

ffvxxdxdx =0

| vedx = m)

v(x,y) = xhy(y) + hy(y)

elde edilir. Baslangi¢ sartlan yerine yazildiginda sinhy ~ y oldugu yerde vq ilk

yaklagimt v,(x,y) = ycosx saglanir. v, yaklasimi (4.2.6) denkleminde yerine

yazilirsa
1
v1(x,y) = §y3cosx
1
vy(x,y) = EySCosx
v3(x,y) = ﬁy7cosx
p—1

1 1
u(x,y) = cosx <1 +§y3 +§y5 + )

Esitligin sag tarafindaki parantezdeki ifadenin sinhy’ nin seriye agilimidir. Bu

durumda
u(x,y) = sinhycosx
Coziumi bulunur.

Ornek 4.3:

Uyy + Uy = U2
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ur(0,) = 0,u(0,y) = y?
uy(x,0) =0,u(x,0) =0
ile verilen baglangi¢ kosullar1 ile ¢6zimi yapilsin;
Ik olarak Adomian Ayrisim Metodu kullanilirsa;
Uyy + Uy = U2
Denklemini operator formda yazarsak;
Lyyu = —Lyyu+ Nu
elde edilir.

(4.3.1) esitliginin her iki tarafina Ly, ' uygulamirsa;

L™ (Laet(@0,)) = =L ™ (Lyyti(6,3) ) + L™ (N0

elde edilir. Burada u,, (x,y)’ nin x ye gore integrali alinirsa

u(,y) + 2 (0.5)+2(0,) = =L~ (Lyyu(,3)) + L™ (N)

Nu lineer olmayan terim,;

u’ da

n=0
e ayristirilirsa,
[o0] [o0] [o0]
_ -1 -1
z Ups1 = _Lxx z Up — Lxx z An
n=0 n=0 n=0

elde edilir.

(4.3.1)

(43.2)

(4.3.3)
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uy elde etmek i¢in baglangi¢ kosullar yerine yazilirsa;

() = =y = L (Lyyuly)) + L™ (VW)

bulunur. Buradan uy(x, y) = —y? elde edilir. Lineer olmayan terimler;
A, = ud,
Al = ZuOul,

AZ - u% + ZuOuZ,
A3 - 2u1u2 + ZuOU3,
A4_ - u% + ZU1U3 + ZuOU4,

formunda hesaplanip yerine yazildiginda u,, u,, us ... elde edilir.

uy(x,y) = _Lxx_1 (Lyy(uo)) + Lxx_l(Ao)
ul(x:y) = _Lxx_1 (Lyy(_yz)) + Lxx_l(u%)

= _Lxx_l(_z) + Lxx_l(y4)

bulunur.

uy(x,y) = _Lxx_1 (Lyy(ul)) + Lxx_l(Al)

2

4
xX°y _
2 )) + Lxx 1(2u0u1)

uy(x,y) = _Lxx_1 (Lyy (xz +

_ x2 4
= _Lxx_1(6x2y2) + Lxx ' (2(_}72) (xz + Zy ))

(4.3.4)
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2x4y2 x4y6

3 12

usz(x,y) = _Lxx_1 (Lyy(uz)) + Lxx_l(AZ)

) 2xty?  xtyb )
Uz(x, V) = —Lyy 1 (Lyy (—T 1 ) + Lyx 1(”% + 2ugu;)
4x*  S5xtyt 7x*y* 5x*y®
S (a0 A YA P A 4
3 2 3 12

_2x®  xPy*  x®  Tx®y*  5x°y®

=25 712 T30 90 T 360

uy(x,y) = _Lxx_1 (Lyy(u3)) + Lxx_l(AS)

[00]
Zun:ul +u; +uz +--
n=0

olarak bulunacagindan ¢oziim;

x2 4 2x4 2 x4 6 2x6 x6 4 x6 7x6 4 5x6 8
P P N A A 20 A S S A
2 3 12 45 12 30 90 360

elde edilir.

(Coziim Homotopi Pertiirbasyon Metodu kullanilarak yapilirsa;
H@,p) = (1 =P +p(vx + 1y —v?) =0,  pe[01],
olacak sekilde 1 X [0,1] — R homotopisini kuralim.
Vix — PUxx + PVxx + PVyy — PV =0

Ve + PUyy —pV> =0 (4.3.5)
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v = Vg + pvy + p2vy + p3vg + - (4.3.6)
(4.3.6) denklemini (4.3.5) denkleminde yerine yazarsak;

d0(vo +pvy +p2vy + ) + po(vg + pvy + 1)

—p(vo + pvy + pPvy + )2

0x? dy?
dv, 0v, , 0V dv, , 01
062+p6x2+p62+ +pﬁ pa—yz
ov
+p3a—yi+ o —p(Wo +pvy + )2 4=10
dv, dv;  0vg 5 dv, O0vy
5x2 p(axz+ay2—v0>+p2<ﬁ+a—yz—2vov1>+ =0
elde edilir. p’ nin kuvvetlerine gore paranteze alinirsa
02170
p°: 2 (4.3.7)
62171 02170
pl: W+a—y2—v§ =0 (4.3.8)
62172 62171
pZ: axz + a—:yz - Zvovl =0 (4‘39)
62173 62172
p3: W-l_a—yz_ 2170172 —U% =0 (4310)
bulunur.
v _
0x?

denklemi ¢oziiltrse;

ffvoxxdxdx =0

vo(x,y) = —xv,(0,y) —v(0,y)
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bulunur. Baglangi¢ kosullari yerine yazilirsa;
vo(x,y) = —y?
elde edilir. v1(x, y) 1 elde etmek i¢in

%y, 0%v
1, 9
ox? = 0y?

—v2=0

denklemi ¢oziiliirse;

elde edilir.
v,(x,y) yi elde etmek igin;

d%v, 0%v
2 001
ox? = 0y?

— 2170171 =0

denklemi ¢oziiliirse;

62172 2.,2 2 2 x2y4
FP% = —6x“y° + 2(—y*) | x“ + >

= —6x2y? — 2x2y? — x2yb

baCey) — — 2x*y? ~ xty6
2V 3 12
elde edilir.
v,(x,y) yi elde etmek igin;
62173 62172
W+a—yz—2vovz _v12 =0
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denklemi ¢oziiliirse;

0%v;  4x* Sxty?

2x4y2 x4y6 x2y4 2
3 _ AN _ 2
oxz 3 2 +2(y)< 3 12>+<x+2>

_2x6 N x6y* N 6 N 7x6y* N 5x6y®
nEY) =25t Y30 o0 360

elde edilir.

x2y4__2x4y2__x4y6 2x6 x6y4 fi 7x6y4

,Y) = —y? +x% + + +
wxy) =yt +xt+— 3 12 7745 TT12 T30 90

5x6y8
360

¢Ozimu bulunur.
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5.S0ONUC

Bu caligmada uygulamali matematik dallarinda sikg¢a karsilagilan kismi
turevli denklemlerden olan degisik baslangi¢c kosullart ile verilen eliptik Laplace
Denklemi ve baska bir eliptik denkleme Adomian Ayristm Metodu ve Homotopi
Pertirbasyon metodu uygulanmistir. Daha 6nce bir¢gok lineer olmayan hiperbolik,
parabolik denklemlere Adomian Ayrisim Metodu ve Homotopi Pertiirbasyon metodu
uygulanmig olup, lineer olmayan eliptik denklemlere uygulamasi tlzerinde ¢ok
durulmamigtir. Bu caligmada farkli metodlarla ¢6ziilmis olan lineer olmayan bir

eliptik denklem ele alinarak ¢oztimu incelenen iki metodla bulunmustur.

Laplace Denklemi’ ne ve diger eliptik kismi tirevli denkleme uygulanan
metodlarda bulunan sonuglar karsilastirilmig ve aynt oldugu gorilmistiir.[7] Fakat
lineer olan denklemlerin ¢6ziimu i¢in iki metodunda uygulamasi kisa ve basit olup,
lineer olmayan denklemlerin ¢oziimiinde Adomian Ayrigim Metodu kullanildiginda
Adomian polinomlarinin bulunmasi zor ve zaman aldigindan Homotopi Pertiirbasyon

Metodu’nun daha kisa, daha kolay ve daha hizli sonuca ulastigi géralmustur.
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