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,   Norm 

   Vektörel çarpım 

,   İç çarpım 

M   Bir yüzey 
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I   Bir yüzeyin birinci temel formu 

II   Bir yüzeyin ikinci temel formu 

GFE ,,  Bir yüzeyin birinci temel formunun katsayıları 

gfe ,,   Bir yüzeyin ikinci temel formunun katsayıları 

S   Bir yüzeyin şekil operatörü 

K   Bir yüzeyin Gauss eğriliği 

H   Bir yüzeyin ortalama eğriliği 

21,kk   Bir yüzeyin asli eğrilikleri 

T   Bir yüzeyin teğet vektörü 

N   Bir yüzeyin asli normal vektörü 

B   Bir yüzeyin binormal vektörü 
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   Bir yüzeyin eğriliği 

   Bir yüzeyin burulması 

g   Bir yüzeyin geodezic eğriliği 

g   Bir yüzeyin geodezik burulması 

n   Bir yüzeyin normal eğriliği 

*
iM   Bir yüzeyin focal yüzeyleri 

M   Bir yüzeye paralel yüzey 

U   Bir yüzeye paralel yüzeyin birim normali 

I   Bir yüzeye paralel yüzeyin birinci temel formu 

II   Bir yüzeye paralel yüzeyin ikinci temel formu 

S   Bir yüzeye paralel yüzeyin şekil operatörü 

K   Bir yüzeye paralel yüzeyin Gauss eğriliği 

H   Bir yüzeye paralel yüzeyin ortalama eğriliği 

21 , kk   Bir yüzeye paralel yüzeyin asli eğrilikleri 
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1. BÖLÜM 

 

GİRİŞ 

 

Kanal yüzeyleriyle ilgili bugüne kadar bir takım çalışmalar yapılmıştır. 2006 yılında Z. Xu, 

R. Feng ve J. Sun kanal yüzeylerinin analitik ve geometrik özelliklerini inceledi. 2000 

yılında M. K. Karacan ve Y. Yaylı Kanal yüzeyinin özel bir hali olan hortum yüzeyinin 

singüler noktalarını inceledi. Y. Tunçer, D. W. Yoon, M. K. Karacan 2011 yılında 

Weingarten ve Lineer Weingarten kanal yüzeylerini inceledi. 2012 yılında Y. Yaylı ve F. 

Doğan kanal yüzeyinin özel bir hali olan hortum yüzeylerinin Darbox çatısını inceledi. 

Bugüne kadar yapılan bu çalışmalarda kanal yüzeyleri ve kanal yüzeylerinin özel hali olan 

hortum yüzeyleri incelendiği görülür. 

Bu çalışmada ise, 3R  te kanal yüzey tanımlandı. Kanal yüzeyinin I. temel formunun 

katsayıları, II. temel formunun katsayıları, Gauss eğriliği, ortalama eğriliği ve asli 

eğrilikleri bulundu. Kanal yüzeyinin şekil operatörü, umbilik noktaları, asli eğrilik çizgileri 

ve asimptotik çizgileri bulundu. Kanal yüzeyinin Weingarten ve lineer Weingarten olması 

durumları incelendi. Kanal yüzeyinin focal yüzeyleri, paralel yüzeyleri, singüler noktaları 

ve geodezikleri bulundu. Ayrıca kanal yüzeyinin paralel yüzeylerinin şekil operatörü, 

Gauss eğrilikleri, ortalama eğrilikleri, asli eğrilikleri, Weingarten ve lineer Weingarten 

durumları incelendi. Kanal yüzeyinin diferensiyel özellikleri incelendi. Kanal yüzeyinin 

özel bir hali olan hortum yüzeyleri tanımlandı. Hortum yüzeyinin I. temel formu, II. temel 

formu, Gauss eğriliği, ortalama eğriliği ve asli eğrilikleri bulundu. Kanal yüzeyinin özel bir 

hali olan dönel yüzeyler tanımlandı. Dönel yüzeyin asli eğrilikleri, focal yörüngesi ve 

evolütü verildi.  
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1.1 Temel Tanım ve Teoremler 

 

Tanım 1.1.1 Bir reel afin uzay A  ve A  ile birleşen vektör uzayı da V  olsun. V ’de 

),...,,( 21 nxxxx   ve  ),...,,( 21 nyyyy   olmak üzere 

  





n

i
ii yxyxyx

IRVV

1

,,

:,
 

şeklinde bir iç çarpım tanımlanırsa, A  afin uzayına Öklid uzayı denir ve nE  ile gösterilir 

[1]. 

 

Tanım 1.1.2  3 boyutlu reel sayılar cümlesinde  

   


,
: 333 RRR

 

şeklinde tanımlı “” iç işlemine vektörel çarpım işlemi denir ve    vektörüne de   

ile   nın vektörel çarpımı denir [1]. 

 

Teorem 1.1.1  3, R  olmak üzere  

i

n

i
i ee




!

),,det(   

şeklindedir [1]. 

 

Tanım 1.1.3  V bir reel vektör uzayı olsun. V üzerinde aşağıdaki aksiyomlar ile 

tanımlanan dönüşüme iç çarpım denir [3]. 

RVV :,  
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olmak üzere 

(i) Simetri aksiyomu 

Vvuuvvu  ,,,  

(ii) Bilineerlik aksiyomu 

Vvvuvuvuvvu

Vvuuvuvuvuu

VvuIRccvuvucvcu







212121

212121

,,,,,

,,,,,

,,,,,

 

(iii) Pozitif tanımlılık aksiyomu 







00,

0,

uuu

Vuuu
 

 

Tanım 1.1.4 V bir iç çarpım uzayı ve Vx  olsun. x  vektörünün normu x  olmak üzere 

x vektörünün 
x
1  skaları ile çarpılmışına x ’in normlanmışı denir ve 

x
xx 0  ile 

gösterilir [3]. 

 

Tanım 1.1.5 RI  bir açık aralık olmak üzere ),( I  koordinat komşuluğu ile tanımlanan 

)(
:

tt
EI n







 

şeklindeki  ’ya eğri denir. RI   aralığına   eğrisinin parametre aralığı ve It   

değişkenine de   eğrisinin parametresi denir [1]. 
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Tanım 1.1.6 RM   eğrisi ),( I  koordinat komşuluğu ile verilsin.  

   ttt

RI







 :
 

şeklinde tanımlı    fonksiyonuna M eğrisinin  ,I  koordinat komşuluğuna göre skalar 

hız fonksiyonu ve  t   reel sayısına da M ’nin  ,I  koordinat komşuluğuna göre 

)(t  noktasındaki skalar hızı denir [1]. 

 

Tanım 1.1.7 M eğrisi ),( I  koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. Eğer, Is  için 

1)(  s  ise M eğrisi  ’ya göre birim hızlı eğri denir. Bu durumda, eğrinin Is  

parametresine yay parametresi adı verilir [1]. 

 

Tanım 1.1.8 Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri denir 

[1]. 

 

Tanım 1.1.9 3RX   regüler bir yüzey için birim normalini U  ile gösterirsek 

),(),( vu
XX
XXvuU

vu

vu




  

şeklindedir ve   3, Rvu   noktalarında vu XX   sıfırdan farklıdır [2]. 

 

Tanım 1.1.10 nEM   eğrisi ),( I  koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumda,       
  r ,...,,   sistemi lineer bağımsız ve   rkk  ,  için     Spk   olmak üzere, 

  den elde edilen  rVVV ,...,, 21  ortonormal sistemine, M  eğrisinin Serret-

Frenet r-ayaklı alanı ve Mm  için  )(),...,(),( 21 mVmVmV r  ifadesine de Mm  
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noktasındaki Serret-Frenet r-ayaklısı denir. Her bir riVi 1,  ye Serret-Frenet 

vektörü adı verilir [1]. 

 

Tanım 1.1.11  3RM   eğrisi ),( I  koordinat komşuluğu ile verilsin. It   keyfi 

parametre olmak üzere  t  noktasındaki Frenet 3-ayaklısı,  )(),(),( tBtNtT  ise  

















 )()()(,
)()(
)()()(,

)(
)()( tTtBtN

tt
tttB

t
ttT





  

şeklindedir [1]. 

 

Tanım 1.1.12 3RM   eğrisi ),( I  koordinat komşuluğu ile verilsin. Is  yay 

parametresi olmak üzere  s  noktasındaki Frenet 3-ayaklısı,  )(),(),( sBsNsT  ise  













 )()()(,
)(
)()(,)()( sNsTsB

s
ssNssT


  

şeklindedir [1]. 

 

Teorem 1.1.2 3),(: Rdc  ;  0)(için  sdsc  ile birim hızlı bir eğri olsun. O 

halde Frenet Formülleri:  

NT   

BTN    

NB   

dir.   eğrinin torsiyonu,   eğrinin eğriliğidir [1]. 
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Tanım 1.1.13 3, ENM   iki eğri olsun. M ve N sırası ile ),(),,(  II  koordinat 

komşulukları ile verilsin. )(s  ve )(s  noktalarında M ve N ’in Frenet r-ayaklıları 

sırasıyla  

 )(),...,(1 sVsV r   

ve 

 )(),...,(1 sVsV r
  

olmak üzere 

0)(),( 11  sVsV  

ise N ye M nin involütü, M ye de N nin evolütü denir [1]. 

 

Tanım 1.1.14 M bir topolojik n-manifold olsun. M  üzerinde kC  sınıfından bir 

diferensiyellenebilir yapı tanımlanabilirse M ye kC  sınıfından diferensiyellenebilir 

manifold denir [1]. 

 

Tanım 1.1.15 3, RA  ün açık bir alt cümlesi olmak üzere 3: RAM   bir yüzey ve 

RUGFE :,, ’e tanımlı olmak üzere, 

vv

vu

uu

xxF

xxF

xxE

,

,

,







  

dir. 

222 2 GdvFdudvEduds   

M  yüzeyinin Riemann metriği ya da birinci temel formu denir. Buradaki GFE ,, ; M  in 

birinci temel formunun katsayılarıdır [2]. 
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Tanım 1.1.16 3, RA  ün açık bir alt cümlesi olmak üzere 3: RAM   bir yüzey, U  

yüzeyin birim normali ve RAgfe :,,  fonksiyonlarını tanımlarsak 

vv

uv

uu

MUg

MUf

MUe

,

,

,







 

dir.  

22 2 gdvfdudveduII   

M  yüzeyinin ikinci temel formu denir. Buradaki gfe ,, ; M  nin ikinci temel formunun 

katsayılarıdır [2]. 

 

Tanım 1.1.17 nE ’in bir hiperyüzeyi M ve M ’nin birim normal vektör alanı U  verilsin. 
nE ’de Riemann konneksiyonu D  olmak üzere )(MX   için UDXS X)(  şeklinde 

tanımlı, S  dönüşümüne M  üzerinde şekil operatörü veya M ’nin Weingarten 

dönüşümü denir [2]. 

 

Tanım 1.1.18 M yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları GFE ,,  ve ikinci temel 

formunun katsayıları gfe ,,  olmak üzere yüzeyin şekil operatörü matrisi S   

FfEgFgGf
FeEfFfGe

FEG
S





 2

1  

şeklindedir [2]. 

 

Tanım 1.1.19 3R  te regüler bir yüzey M olsun. M yüzeyinin Gauss eğriliği K , 

Ortalama eğriliği H  ve RMHK :,  olmak üzere sırasıyla  

))(det()( PSPK   
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 ve 

))((
2
1)( PSizPH   

 şeklinde tanımlanır [4].  

 

Teorem 1.1.3 3: RAM   bir regüler yüzey olsun. M  in Gauss eğrilik ve ortalama 

eğrilik formülleri; 

                                  2

2

FEG
fegK




                                   (1.1)

    

 ve  

                                  
)(2

2
2FEG
gEfFeGH




                                       (1.2) 

dir. gfe ,, ; M ’in ikinci temel formunun katsayıları ve GFE ,, ; M ’in birinci temel 

formunun katsayılarıdır [2]. 

 

Teorem 1.1.4 3RM   regüler yüzeyinin, K  Gauss eğriliği ve H  ortalama eğriliği ile asli 

eğrilikleri 1k  ve 2k  arasında  

21kkK   

 ve  

2
21 kkH 

  

 şeklinde bir ilişki vardır. Sonuç olarak  

022  KHkk  
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olur. Buradan da  

KHHk  2
1    

ve 

   KHHk  2
2  

dır [2]. 

 

Tanım 1.1.20 nE ’de hiperdüzlem M  ve M üzerinde bir eğri  olsun.  ’nın teğet vektör 

alanı T  ve M ’nin şekil operatörü S  olsun. Eğer T  vektör alanı   eğrisi boyunca S ’nin 

karakteristik vektörlerine karşılık geliyorsa   eğrisine M  üzerinde bir eğrilik çizgisi 

denir. Bu tanıma göre M  üzerindeki eğrilik çizgilerinin diferensiyel denklemi 0  bir 

skalar olmak üzere, TTS )(  şeklindedir [2]. 

 

Tanım 1.1.21 Bir ),( tsM  yüzeyinin eğrilik çizgisinin diferensiyel denklemi 

0

22




gfe
GFE
dtdsdtds

 

şeklindedir [2]. 

 

Tanım 1.1.22 nE ’de bir hiperyüzey M  ve M ’nin şekil operatörü S  olsun. M ’nin bir P  

noktasına karşılık gelen )(PS  nin karakteristik (eigen) değerlerine M ’nin bu noktadaki 

asli eğrilikleri denir. Asli eğriliklere karşılık gelen ve karakteristik (eigen) vektör denen 

vektörlerin belirttiği doğrultulara da M ’nin bu P  noktasındaki asli eğrilik doğrultuları 

denir [2]. 
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Tanım 1.1.23 nE ’de bir hiperyüzeyi M olsun. MP  noktasında M ’nin şekil operatörü 

S  olmak üzere; 

1) IR  için 1 nIS   ise P  noktasına M ’nin bir umbilik noktası denir. 

2) 0S  şeklinde bir sıfır dönüşümü ise P  noktasına M ’nin bir düzlemsel(flat) 

noktası denir [2]. 

 

Tanım 1.1.24 M  yüzeyinin şekil operatörünün matrisi birim matrisin bir katı şeklinde 

yazıldığı noktalara umbilik noktalar denir. Bunun için esas köşegen üzerindeki elemanlar 

birbirine eşit, diğerleri sıfır olmalıdır [2]. 

 

Tanım 1.1.25 nE ’de bir hiperyüzeyi M ve MP  noktasındaki şekil operatörü S  olsun. 

Eğer, )(, PTYX MpP   için 0),( pP YXS  ise bu iki tanjant vektöre eşlenik denir. Bir 

0PX  tanjant vektörü için, 0),( PP XXS  ise PX  doğrultusuna, M ’nin P  

noktasındaki bir asimptotik doğrultusu ve PX ’yi P  noktasında teğet vektörü kabul 

eden  eğrisine M üzerinde bir asimptotik çizgi denir [2]. 

 

Lemma 1.1.1 Bir yüzeyin asimptotik çizgilerinin diferensiyel denklemi 

02 22  gdvfdudvedu  

şeklindedir [4]. 

 

Lemma 1.1.2 3RM   regüler yüzeyi üzerinde bir eğri  olsun.  ’nın asimptotik olması 

için gerek ve yeter şart her noktasındaki ivmesinin M ’ye daima teğet olmasıdır. Buna göre 

U,  ’ya (yüzeyin birim normaline) dik olur [4]. 
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Teorem 1.1.5 3, RM   regüler yüzeyi üzerinde bir eğri,  BNT ,,  Frenet çatısı, 

 , ’nın eğriliği ve MU , yüzeyinin birim normali olsun.  ’nın asimptotik çizgi olması 

için gerek ve yeter şart 0  ya da 0, UN  olmasıdır [4]. 

 

Tanım 1.1.26 3R te regüler bir yüzey M ve M ’nin herhangi bir P  noktasındaki asli 

eğrilikleri )(1 Pk  ve )(2 Pk  olmak üzere )()( 21 PkPk   ise, P ’ye M yüzeyinin bir umbilik 

noktası denir [4]. 

 

Tanım 1.1.28 nRdc ),(:  ile tanımlı  eğrisi birim hızlı bir eğri olsun. )()( ss    

eşitliği ile verilen IRdc ),(:  değerine  ’nın eğriliği adı verilir [4]. 

 

Teorem 1.1.6 Mdc ),(:  birim hızlı bir eğri ve M 'nin   eğrisine göre Darboux 

çatısı  32,, VVT  olmak üzere  

 
  
























































3

2

3

2

0
0

0

V
V
T

V
V
T

gn

gg

ng





 

şeklindedir [4]. 

 

Tanım 1.1.28 1nE  de bir M  hiperyüzeyi üzerindeki bir eğrinin her noktasındaki ivme 

vektörü M 'ye ortogonal ise bu eğriye geodezik adı verilir. Başka bir ifadeyle 3RM   bir 

yüzey ve Mba ),(:  bir eğri olsun.    ivme vektörünün teğetsel bileşeni yoksa   

eğrisine geodezik denir [2,4]. 
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Lemma 1.1.3 M  üzerindeki bir   eğrisinin geodezik olması için gerek ve yeter şart 

 'nın sabit hızlı ve geodezik eğriliğinin 0g  olmasıdır [5]. 

 

Teorem 1.1.7 (Joachimsthal Teoremi) RMM 21,;  regüler düzlemlerin kesişiminde 

uzanan bir eğri olsun. 2,1, iM i  de iU  de birim düzlem normali göstersin. 21, MM  

yüzeyleri   boyunca a sabit açıda kesiştiğini farzedersek; bu da 21,UU  iç çarpımı 

 eğrisi boyunca sabittir. O halde   eğrisinin 1M  de düzlemsel bir eğri olması için gerek 

ve yeter şart  eğrisinin 2M  de düzlemsel bir eğri olmasıdır [4]. 

 

Lemma 1.1.4 122  gf  olmak üzere Rbagf ),(:,  diferensiyellenebilir fonksiyonlar 

olsunlar. bta  0  için 0t  farzedelim ki 00 cos)( ttf   ve 00 sin)( ttg   dır. O halde 

Rba ),(:  bir tek fonksiyon vardır öyle ki bta   aralığında 

00 )( tt    

için  

)(cos)( ttf   

ve 

 )(sin)( ttg   

dır [4]. 

 

Tanım 1.1.29 3),(: Rba   eğriliği sıfır olmayan bir eğri için hortum yüzeyi 

       20,)sincos()(,  tbsatsBtsNrststube  

şeklinde tanımlanır [4]. 

 



 13 

Tanım 1.1.30 3),(]2,0[: RbaSR   yüzeyi 

))(,sin)(,cos)((),( vuvuvvuSR   

şeklinde tanımlansın. SR  ye M  dönel yüzeyinin standart parametrizasyonu denir. Burada  

 s,0,0 ,    0,0,1,1.0.0  NT  ve  0,1,0B  alındığında 

ut    ,  vs   ,       21 vrvrv    ve       vrvrvv   

 şeklinde dönüşüm yapılmıştır [4]. 

 

Lemma 1.1.5 ),(, M  kesit eğrisi ile tanımlanan bir dönel yüzey 3: RASR  ; M  nin 

standart parametrizasyonudur. O halde  

22

2

0









G
F
E

                  

dır. Böylece SR ;   ve 22    regüler olduğu yerde sıfırdan farklıdır. Bu durumda 

22

22

))((
0





















signg

f

e

 

ve birim normal vektörü ise  

 
22

,sin,cos)(),(








uuvsignvuU  

dir [4]. 
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Sonuç 1.1.1 SR ; 3R  de ),(   birim hızlı kesit eğrisi ile tanımlanan dönel yüzeyin 

standart parametrelendirilişi olsun. Yüzeyin I. temel formunun katsayıları 

1
0

2





G
F
E 

 

şeklindedir. Yüzeyin II. temel formunun katsayıları ise 

))((
0










signg
f

e
 

şeklindedir. k  ve k  dönel yüzeyin asli eğrilikleri 















k

signk ))((
 

şeklindedir. Gauss ve ortalama eğrilikleri 













K

signH ,)))(((
2
1

 

şeklindedir [4]. 

 

Tanım 1.1.31  tsM ,  bir yüzey, K  ve H  da sırası ile M  nin Gauss ve ortalama eğriliği 

olmak üzere, yüzeyin eğrilikleri 

0det),( 









ts

ts

HH
KK

HK  

Jacobi denklemini sağlıyorsa bu yüzeye Weingarten yüzeyi denir. Yüzeyin, Weingarten 

yüzeyi olması için   
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0 stts HKHK  

 denklemini sağlaması gerekir [9]. 

 

Tanım 1.1.32  tsM ,  bir yüzey, K  ve H  da sırası ile M  nin Gauss ve ortalama eğriliği 

olmak üzere, yüzeyin eğrilikleri 

0 cbHaK  

denklemini sağlıyorsa bu yüzeye Lineer Weingarten yüzeyi denir [9]. 

 

Tanım 1.1.33 3RM   regüler bir yüzey ve M 'ye   (pozitif ya da  negatif olabilir) 

uzaklıktaki paralel yüzeyi M  olmak üzere  

     vuUvuMvuM ,,,   

şeklindedir. Burada U , M  yüzeyinin birim normalidir [4]. 

 

Lemma 1.1.6 3RM   regüler bir yüzey ve M yüzeyine   birim uzaklıktaki paralel 

yüzeyi M  olsun. M yüzeyinin şekil operatörü matrisi S , asli eğrilikleri 21 , kk , Gauss 

eğriliği K , ortalama eğriliği H  ve M yüzeyinin şekil operatörü matrisi S , asli eğrilikleri 

21 , kk , Gauss eğriliği K , ortalama eğriliği H  olmak üzere aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 

i. 1)(  SISS   

ii. 
i

i
i k

kk



1

 

iii. 
KH

KK 221  
  

iv. 
KH

KHH 221 




  
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şeklindedir [4]. 

 

Tanım 1.1.34 nE , n -boyutlu Öklid uzayında  1n  boyutlu yüzeye hiperyüzey adı verilir 

[2]. 

 

Tanım 1.1.35 3RM   regüler bir yüzey ve M 'nin focal yüzeyi *
iM olmak üzere  

2,1),(),(),(*  ivuUkvuMvuM ii  

şeklindedir. Burada 2,1, iki , M  yüzeyinin asli eğriliğidir [4]. 

 

Tanım 1.1.36  3RM  regüler bir yüzey olmak üzere 

    0,, 0000  vuMvuM ts  

sağlayan  00 ,vu  noktalarına yüzeyin singüler noktaları denir [8]. 

 

Tanım 1.1.37 22: RRJ   kompleks yapılı fonksiyonu 

   xyyxJ ,,   

şeklinde tanımlıdır [4]. 

 

Tanım 1.1.38 22: RR   bir eğri ve   nın evolütü   eğrisi olsun.   eğrisi 

   



 




 J
J,

2

 

şeklindedir. 
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Tanım 1.1.39 3RM   regüler bir yüzey olmak üzere M  nin dejenere olmayan focal 

yörünge formülü 

     vuUvuMvuz ii ,,,   

şeklindedir. Burada  

i
i k

1
  

M nin asli eğriliğinin çarpmaya göre tersi ve U  M nin birim normalidir. 
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2. BÖLÜM 

 

2.1 Kanal Yüzeyleri 

 

Yüzeylerin bir parametreli ailesinin bir zarfı 0),,,( zyxF  diferensiyellenebilir 

fonksiyonu ile tanımlanabilir. Burada   bir parametredir. Bu denklemde   yok 

edildiğinde 

  
0),,,(

0),,,(










zyxF

zyxF
  

şeklinde zarf elde edilir. Bu zarfı 0),,( zyxG  olarak tanımlayabiliriz [4]. 

Tanım 2.1.1 3R  de  sSs 2  kürelerinin 1-parametreli ailesinin zarfına bir kanal yüzeyi 

denir. Kürelerin merkezleri olan eğriye kanal yüzeyinin merkez eğrisi denir. Kanal 

yüzeyinin yarıçapı olan  sr  fonksiyonu  sS 2  kürelerinin yarıçapıdır [4]. 

Lemma 2.1.1  sSs 2  kürelerinin 1-parametreli aileleri, M kanal yüzeyi olarak 

tanımlansın. O halde s  için   MsS 2  cümlesi M  de bir çember ve bir eğrilik 

çizgisidir [4]. 

İspat:  sS 2  ve M ,   MsS 2  boyunca birbirine teğet olduğundan bu yüzeylerin 

normalleri arasındaki açı sıfırdır. Ayrıca  sS 2  de herhangi bir eğri, bir eğrilik çizgisidir. 

Teorem 1.1.7  (Joachimsthal Teoremi) den   MsS 2 ,  M  de bir eğrilik çizgisidir. 

Teorem 2.1.1 Focal cümlesi  MFocal  olan bir 3RM   bir regüler yüzeyi bir 

diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu taktirde aşağıdakiler denktir.  

i. M  bir kanal yüzeyidir; 

ii. M  nin asli eğrilerinin sistemlerinin biri çemberlerden oluşmaktadır; 

iii.  MFocal  nin bileşenlerinden biri eğridir.  
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İspat: (i)  (ii) Lemma 2.1.1’in bir sonucudur. Normal doğrular, bir noktada bir çemberle 

karşılaşan herhangi asli eğrinin üzerindeki noktalardan geçer. Dairesel asli eğrilikler M  

üzerinde hareket ettiği için onların merkezleri bir eğri üretir ki, bu eğri  MFocal  nin 

bileşenlerinden biri olmak zorundadır. Böylece (ii)  (iii) olur. Son olarak eğer (iii) ü 

kabul edersek, bir kanal yüzey üretmek için; kanal yüzeyinin yarıçapını )(MFocal  ve 

M arasındaki mesafeyi kullanarak, )(MFocal  nin bileşeni olan bir eğriyi kullanabiliriz. 

Sonuç olarak bu kanal yüzey M ile çakışır. Böylece (iii) (i) dir. 

Teorem 2.1.2 Bir kanal yüzeyinin merkez eğrisi, eğriliği sıfırdan farklı olan birim hızlı 

  3,: Rba   eğrisi olsun. Bu taktirde, kanal yüzeyini aşağıdaki formül ile 

tanımlayabiliriz. 

                  tsBtsNrsTrrstscanalsurftsM sin)(cos)(1,),( 2    .        (2.1) 

Burada BNT ,, ,   eğrisinin teğet, normal, binormalini gösterir. 

İspat:   nın eğriliği sıfırdan farklı olduğundan,   eğrisinin Frenet çatısından kanal 

yüzeyinin kürelerinin zarfını aşağıdaki gibi gösterebiliriz.  

                                             sBtscsNtsbsTtsastsM ,,,,   .                         (2.2) 

Burada ba,  ve c ,  nın tanımlı olduğu aralıkta diferensiyellenebilirdir. Buradan 

                                                        22),( srstsM                                                 (2.3) 

şeklinde yazılabilir. 

Denklem (2.3),  tsM ,  nin  merkezli,  sr  yarıçaplı,  sS 2  küresi üzerinde bulunduğunu 

gösterir. Ayrıca  stsM ),(  kanal yüzeyi normal bir vektördür. Böylece  

                                             
  
   0,),(

0,),(





t

s

MstsM

MstsM




                                                    (2.4) 

yazabiliriz. Denklem (2.4) göre sM  ve tM  vektörleri  sS 2  ye teğettir. (2.2) ve (2.3) den 
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





rrccbbaa

rcba

sss

2222

                                                    (2.5) 

yazılabilir. (2.2) denkleminin s  ye göre türevini alırsak ve Teorem 1.1.2 teki Frenet 

formüllerini kullanırsak   

                                  BbcNbcaTbaM ssss   1                             (2.6) 

elde ederiz. O halde (2.2),(2.4),(2.5),(2.6) den                                                                    

                                                             0 rra                                                             (2.7) 

elde edilir ve (2.5) ve (2.7) den 

                                                       2222 1 rrcb                                                       (2.8) 

elde edilir. Lemma 1.1.3 den  

trrb cos1 2       

ve 

   trrc sin1 2  

 yazılabilir. Bulunan bu değerler (2.2) de yerine yazılırsa   

                          tsBrrtsNrrsTrrstsM sin)(1cos)(1, 22              (2.9) 

elde edilir. O halde (2.9) denklemi, (2.1) şeklinde yazılabilir. 

Şimdi ),( tsM  kanal yüzeyinin I. ve II. temel formlarını bulalım. 

      tsBtsNrsTrrstsM sin)(cos)(1),( 2   

),( tsM  kanal yüzeyinin s  ve t  ye göre türevlerini alalım. Buradan 
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   

Btrrt
r
rrrtrr

Ntrrt
r
rrrtrrrr

TtrrrrrtsM s

































cos1sin
1

sin1

sin1cos
1

cos1

cos11,

2

2

2

2

2

2

22









  

ve 

   BtrrNtrrtsM t cos1sin1),( 22    

bulunur.  tsM s ,  ve ),( tsM t  yi vektörel çarparsak 

     tBtNrrTrrrrrtrrtsMtsM ts sincos11cos1),(),( 222     

elde edilir. Buradan 

  
  rrrrtrrMM

rrrrtrrMM

ts

ts




2222

2
22222

1cos1

1cos1








 

bulunur. Bulunan bu değerler Tanım 1.1.9 da yerine yazılırsa, kanal yüzeyin birim normal 

vektörü 

 tBtNrTr
MM
MMU

ts

ts sincos1 2 



  

elde edilir . Tanım 1.1.15 den, kanal yüzeyinin I. temel formunun katsayıları 

 

  
 22

222

2
2

2

2

2

2

2

2

222

1,

1sin1,

cos1

cos1
1

sin

sin1
1

cos

cos1221,

rrMMG

rtrrrMMF

trr

tr
r

trr

tr
r

trrr

rtrrrrrMME

tt

ts

ss




















































































(2.10) 
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olarak bulunur. Tanım 1.1.16 dan kanal yüzeyinin II. temel formunun katsayıları 

 

 
 2

22

2

2

2

2

2

2

2
2

2

1,,

1sin1,,

cos1
1

sin

sin1
1

cos

cos1

cos1,,

rrUMUMg

rrtrrrUMUMf

tr
r

trr

tr
r

trrr

trr

rtrrUMUMe

tttt

tsst

ssss
















































































   (2.11) 

olarak elde edilir. 

Sonuç 2.1.1 I. ve II. temel formun katsayıları arasında rfF   ve rgG   olacak şekilde 

bir bağıntı vardır. 

),( tsM  kanal yüzeyin Gauss ve ortalama eğriliğini Teorem 1.1.3 yardımıyla sırasıyla 

    trrrrrr
trrrrK

FEG
fegK

cos11
cos1

222

2

2

2

















 

ve 

   
    trrrrrr

trrrrrH

FEG
eGFfEgH

cos112
cos121

)(2
2

22

22

2

















 

şeklinde elde edilir. Buradan ),( tsM  kanal yüzeyinin asli eğriliklerini  

r

KHHk
1

2
1




 

ve 
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)1()()(cos)(1)(
)(cos)(1

22

2

2
2

rsrsrtsrsr
srtsr

KHHk










  

olarak bulunur. 
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2.2 Kanal Yüzeyinin Geometrik Özellikleri 

Bu bölümde kanal yüzeyinin şekil operatörü, umbilik noktaları, asli doğrultuları, 

asimptotik çizgilerini bulacağız.  

 

2.2.1 Kanal Yüzeyinin Şekil Operatörü ve Umbilik Noktaları 

Bir ),( tsM  kanal yüzey şekil operatörü matrisi Tanım 1.1.18 da Sonuç 2.1.1 deki 

bağıntılar yerine yazılırsa 

  


















 2

0

2

2

1
rfEgrfgrgf
rfeEfrfrge

FEG
S


                                (2.12) 

şeklinde bulunur. ),( tsM  kanal yüzeyinin umbilik noktaları bulmak için Tanım 1.1.24 den 

yüzeyin şekil operatörünü birim matrisinin   katına eşitlenirse 

IR
rfEg
rfeEfrfrge

FEG
S 






















  ,

10
01

0
1

2

2

2  

olur. Buradan  

  0
0



reEf

rfeEf
 

şeklindedir. Buradan ya 

0)(0  erEf  

dır ya da 

00  reEf  

dır. Diğer taraftan  



 25 

0

22







reE
reE

Egrge
rfEgrfrge

 

şeklinde bulunur. O halde  

00  reEf  

dır. Burada  

sr
r
r

trrrrr







1
1

0cos11
2

22 

 

 noktasında 0f  olur. Bu yüzden yüzeyin umbilik noktası yoktur.  

Şimdi de kanal yüzeyinin flat (düzlemsel) noktalarına bakalım. Tanım 1.1.24 e göre (2.12) 

deki kanal yüzeyinin şekil operatörünü sıfır matrisine eşitleyelim. 































00
001

2

0

2

2 rfEgrfgrgf
rfeEfrfrge

FEG
S


 

Buradan  

0
0

0
2

2






rfeEf
rfEg

rfrge
 

elde edilir. Bu denklemleri birlikte çözersek  

sr   

olarak bulunur. Bu nokta kanal yüzeyinin düzlemsel noktasıdır. 
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2.2.2 Kanal Yüzeyinin Asli Eğrilik Çizgileri 

Asli eğrilik çizgilerinin diferensiyel denklemi; 

                                      022  dtGfFgdsdtEgGedsFeEf                           (2.13) 

şeklindedir. Burada ),( tsM  kanal yüzeyinin asli eğrilikleri, (2.13) denkleminde Sonuç 

2.1.1 deki bağıntı yazılırsa 

   

   
   

   0
0

0

0

2

2

2

0

2






















dsgdtfdsreE
dsdtEergdsreEf

dsdtEgrgedsrfeEf

dtGfFgdsdtEgGedsFeEf


 

şeklinde bulunur. Buradan üç durum oluşur. Bunlar; 

Birincisi   

                                                          0 reE                                                  (2.14) 

olur. Burada (2.14) denkleminde  (2.10) ve (2.11) denklemleri yerine yazılırsa 

sr
trrrrr


 0cos11 22   

olur. İkincisi  

0 gdtfds  

şeklindedir. Üçüncüsü 

sabits
ds


 0

 

şeklindedir. 
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2.2.3 Kanal Yüzeyinin Asimptotik Çizgileri 

),( tsM  kanal yüzeyinin asimptotik çizgilerinin diferensiyel denklemi, 

0II  

açık olarak 

                           02 22  gdtfdsdteds          (2.15) 

şeklindedir. (2.11) eşitliklerinde verilen gfe ,,  değerlerini (2.15) eşitliğinde yerine 

yazılırsa 

 

      011sin12

cos1
1

sin

sin1
1

cos

cos1

cos1

22222

2
2

2

2
2

2

2
2

2




























































































dtrrdsdtrrtrrr

ds

tr
r

trr

tr
r

trrr

trr

rtrr














 

şeklinde asimptotik çizgileri veren diferensiyel denklemi elde edilir. Buradan elde edilen 

eğriler asimptotik eğrilerdir. 
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2.3 Kanal Yüzeyinin Weingarten Yüzey Olması 

 

Tanım 1.1.31 e göre bir ),( tsM  kanal yüzeyinin Weingarten yüzey olması için, K  ve H  

Gauss ve ortalama eğrilikleri olmak üzere 

    0..  tsts KHHK                       (2.16) 

denklemini sağlamasıdır. Kanal yüzeyinin Ortalama eğriliğini Gauss eğriliği şeklinde  

yazarsak 

              )(2)(22
2

222 FEG
FfeG

FEG
fFEg

FEG
eGFfEgH












                       (2.17) 

olur. Burada Sonuç 2.1.1 bağıntısını (2.17) denkleminde yazarsak 

              
)(2
)(

)(2)(2)(2 2

2

2

2

2

2

22

2

FEG
fegr

rfEgr
rfEg

FEG
rferg

frErg
rfEgH

















            (2.18) 

elde edilir. Burada 

2

2

FEG
fegK




  

 Gauss formülünü (2.18) de yerine yazarsak  

                   
22

1 rK
r

H                                  (2.19) 

elde ederiz. Burada (2.19) eşitliğinin her  iki tarafını s  değişkenine göre kısmi türevini 

alırsak 

                         
222 2
KrrK

r
rH s

s





                                           (2.20) 

elde ederiz. (2.19) eşitliğinin her iki tarafını t  değişkenine göre kısmi türevini alırsak 

                  
2

t
t

rKH                          (2.21) 
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elde ederiz. (2.20) ve (2.21) eşitliklerini (2.16) denkleminde yerine yazalım. O zaman 

  01
2

0
22

0
2222

0
222

.
2

.

0..

2

2

2

2


























 














KrKr

KKr
r
Kr

KKrKrK
r
KrKrK

KrrK
r
rKrKK

HKHK

t

tt

tsttts

s
t

t
s

stts

 

elde ederiz. Burada üç durum ortaya çıkar; 

(i) sabitrr  0   

    




kt

tK
K

t

t






2

sin
0

 

(ii) 10)1( 22  KrKr  

),( tsM  kanal yüzeyinin Gauss eğriliği 

    trrrrrr
trrrrK

cos11

cos1
222

2













 

şeklindedir. Gauss eğriliğini 2r  ile çarparsak 

             trrrrr
trrrrKr

cos11
cos1

22

2
2












             (2.22) 

elde ederiz. (2.22) denklemini 1 e eşitlersek 
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    
   

 

sr
r

r
trrrrrtrrrr

trrrrr
trrrr













1
01

cos11cos1

1
cos11

cos1

2

2

222

22

2













 

olur. 

(iii) 0sin1)1(0 22  trrK t   

                              ,...1,0,  kkt   

olduğunda 

srr  1  

olmalıdır.  

Sonuç 2.3.1 Bir  tsM ,  kanal yüzeyinin Weingarten yüzeyi olması için gerek ve yeter şart 

aşağıdaki özelliklerin sağlanmasıdır. 

(i) 0r  

(ii) 12 Kr  

(iii) 0tK  

Burada  tsMK ,,  kanal yüzeyinin Gauss eğriliğidir. 
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2.4 Kanal Yüzeyinin Lineer Weingarten Yüzey Olması 

 

Tanım 1.1.32 ye göre yüzeyin Lineer Weingarten yüzeyi olması için K  ve H  yüzeyin 

Gauss ve ortalama eğriliği olmak üzere 

                0 cbHaK           (2.23) 

 denklemini sağlamalıdır. O halde ),( tsM  kanal yüzeyinin Gauss ve ortalama eğriliği 

    trrrrrr
trrrrK

cos11
cos1

222

2











  

ve 

   
    trrrrrr

trrrrrH
cos112
cos121

22

22











  

şeklindedir. Burada (2.23) eşitliğinde Gauss ve Ortalama eğriliği yerine yazalım ve gerekli 

işlemleri yaparsak 

    
   
    

      
    

    
    

     012cos1)(2

0
cos11

cos1212

cos11
cos121cos12

0
cos112
cos121

cos11
cos1

0

2222

222

222

222

222

22

22

222

2












































rcrbrtrrrrcrbra

trrrrrr
trrrrrcr

trrrrrr
trrrrrbrtrrrra

c
trrrrrr
trrrrrb

trrrrrr
trrrra

cbHaK





































 

elde ederiz. O halde 0K  ve 0H  olduğundan 
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  01 2  r  

dır. Buradan 

  0cos1 2  trrrr   

 olur. O halde 

 

crb
crbra

crbr

2
0)(

02
2

2






 

eşitliklerini birlikte çözersek  

crbcra 22   

buluruz.Buradan 1c  alırsak  

rbra 22    

elde ederiz. 

Sonuç 2.4.1 Bir  tsM ,  kanal yüzeyinin lineer Weingarten olması için Tanım 1.1.32 deki 

lineer W1eingarten denkleminin cba ,,  katsayıları arasında 

2cra          crb 2  

şeklinde bir ilişki olması gerekir. 
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2.5 Kanal Yüzeyinin Focal Yüzeyleri  

 

Tanım 1.1.35 ten bir ),( tsM  kanal yüzeyinin focal yüzeyleri *
iM  olmak üzere 

                                             2,1),(1),(),(*  itsU
k

tsMtsM
i

i                             (2.24) 

şeklindedir. Burada ),( tsU  yüzeyin birim normali ve ik 'ler de yüzeyin birinci ve ikinci 

asli eğrilikleridir. ),( tsM  kanal yüzeyinin birim normali 

)sin)(cos)((1)( 2 tsBtsNrsTrU   

şeklindedir. ),( tsM  kanal yüzeyinin birinci asli eğriliği 

)(
1

1 sr
k   

şeklindedir. Yüzeyin birinci asli eğriliğinin çarpmaya göre tersini alırsak 

)(1

1

sr
k

  

elde ederiz. Kanal yüzeyinin birim normalini ve birinci asli eğriliğini çarpmaya göre tersini 

(2.24) eşitliğinde yerine yazarsak 

)(),(

))sin)(cos)(()(1)()()((

))sin)(cos)(()(1)()()(()(),(

),(1),(),(

*
1

2

2*
1

1

*
1

stsM

tsBtsNsrsTsrsr

tsBtsNsrsTsrsrstsM

tsU
k

tsMtsM













 

elde ederiz. ),( tsM  kanal yüzeyinin ikinci asli eğriliği 

)1()()(cos)(1)(

)(cos)(1
22

2

2
rsrsrtsrsr

srtsr
k









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şeklindedir. Yüzeyin ikinci asli eğriliğinin çarpmaya göre tersini alırsak 

rtr
rsr

k 




cos1
)1()(1

2

2

2 
 

elde ederiz. Buradan kanal yüzeyinin birim normali ve ikinci asli eğriliğinin çarpmaya göre 

tersini (2.24) eşitliğinde yerine yazarsak 

rtsr
tsBtsNsrsTsrsr

stsM

tsBtsNsrsTsr
rtsr

srsr

tsBtsNsrsTsrsrstsM

tsU
k

tsMtsM
















cos)(1

))sin)(cos)(()(1)()())((1(
)(),(

))sin)(cos)(()(1)()()(
cos)(1
))(1()((

))sin)(cos)(()(1)()()(()(),(

),(1),(),(

2

22
*
2

2

2

2

2*
2

2

*
2












 

O halde kanal yüzeyinin *
2

*
1 , MM  focal yüzeylerini elde ederiz 
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2.6 Kanal Yüzeyinin Paralel Yüzeyleri 

 

Tanım 1.1.33 den bir ),( tsM  yüzeyinin paralel yüzeyi ),( tsM  olmak üzere 

                                                 ),(),(),( tsUtsMtsM                                             (2.25) 

şeklindedir. Burada ),( tsU  yüzeyin birim normali ve 0  bir tamsayı olmak üzere 

),( tsM ve ),( tsU denklemleri, (2.25) de yerine yazılırsa  

),())(()(),(
))sin)(cos)((1)()()(()(),(

))sin)(cos)((1)((

))sin)(cos)((1)()(()(),(

*

2*

2

2*

tsUsrstsM
tsBtsNrsTrsrstsM

tsBtsNrsTr

tsBtsNrsTrsrstsM

















 

olarak kanal yüzeyinin paralel yüzeyini elde ederiz. Bu paralel yüzeyin şekil operatörü 

matrisi, asli eğriliklerini, Gauss eğriliğini ve ortalama eğriliğini bulalım. ),( tsM  kanal 

yüzeyinin şekil operatörü matrisi (2.12) denkleminde 














 2

2

2 0
1

rfEg
rfeEfrfrge

FEG
S  

şeklindedir. ),( tsM  yüzeyine   birim uzaktaki paralel yüzeyinin şekil operatörü matrisi 

Lemma 1.1.6 dan 

 
   

 
      

  
























































































r

rfeEgr
reEf

rfeEg
feg

rfEg
rfeEfrfrge

FEGrfEg
rfeEfrfrge

FEG

SISS

10

010
01

0
1

)(

22

2

1

2

2

22

2

2

1

 

şeklindedir. ),( tsM  yüzeyinin asli eğrilikleri  
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)(
1

1 sr
k   

)1()()(cos)(1)(
)(cos)(1

22

2

2
rsrsrtsrsr

srtsrk







  

dir. ),( tsM  yüzeyine   birim uzaklıktaki paralel yüzeyinin asli eğrilikleri Lemma 1.1.6 

dan 

i

i
i k

kk



1

 

dir. 1i  için paralel yüzeyin birinci asli eğriliği 

)(
1

1

1
1 1

1
1


















r

r

r

k
kk

 

olarak bulunur. 2i  için paralel yüzeyin ikinci asli eğriliği 

 )(cos)(1)1()()(cos)(1)(

)(cos)(1

)1()()(cos)(1)(

)(cos)(1
1

)1()()(cos)(1)(

)(cos)(1

1

222

2

22

2

22

2

2

2
2

srtsrrsrsrtsrsr

srtsr

rsrsrtsrsr

srtsr

rsrsrtsrsr

srtsr

k
kk

























































 

şeklinde bulunur. ),( tsM  yüzeyinin Gauss eğriliği 
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    trrrrrr
trrrrK

cos11

cos1
222

2












  

ve ortalama eğriliği 

   
    trrrrrr

trrrrrH
cos112
cos121

22

22











  

dir. ),( tsM  yüzeyine   birim uzaklıktaki paralel yüzeyin Gauss eğriliği Lemma 1.1.6 dan 

    
   
         

 
       trrrrrrrr

trrrr

trrrrrr
trrrr

trrrrrr
trrrrr

trrrrrr
trrrr

KH
KK

cos11
cos1

cos11
cos1

cos112
cos12121

cos11
cos1

21

22

2

222

2
2

22

22

222

2

2















































































 

şeklindedir. ),( tsM  yüzeyine   birim uzaklıktaki paralel yüzeyin ortalama eğriliği 

Lemma 1.1.6 dan 

   
         
   
         

    
       trrrrrrrr

trrrrrrr

trrrrrr

trrrr

trrrrrr

trrrrr

trrrrrr

trrrr

trrrrrr

trrrrr

KH
KHH

cos112

cos121

cos11

cos1

cos112

cos121
21

cos11

cos1

cos112

cos121

21

22

22

222

2
2

22

22

222

2

22

22

2























































































































 

şeklinde bulunur. 
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Sonuç 2.6.1 Bir  tsM ,  kanal yüzeyinin   birim uzaklıktaki paralel yüzeyin şekil 

operatörü S , asli eğrilikleri 21 , kk , Gauss eğriliği K , ortalama eğriliği H olmak üzere 

aşağıdaki şekildedir. 

(i) 

 
   

 
      

  
































r

rfeEgr
reEf

rfeEg
feg

S
10

22

2

 

(ii) 
)(

1
1 


r

k  

 )(cos)(1)1()()(cos)(1)(

)(cos)(1
222

2

2
srtsrrsrsrtsrsr

srtsr
k













 

(iii)  
       trrrrrrrr

trrrrK
cos11

cos1
22

2












  

(iv)     
       trrrrrrrr

trrrrrrrH
cos112

cos121
22

22












 . 

 

Bir  tsM ,  kanal yüzeyinin   birim uzaklıktaki paralel yüzeyin Weingarten ve lineer 

Weingarten olmasına bakalım. Bir  tsM ,  kanal yüzeyinin   birim uzaklıktaki paralel 

yüzeyinin Weingarten olması için K  ve H  yüzeyin sırasıyla Gauss ve ortalama eğriliği 

olmak üzere  

                 0 stts HKHK           (2.26) 

denklemi sağlanmalıdır.  Bu paralel yüzeyin ortalama eğriliğini Gauss eğriliği şeklinde 

yazarsak 

          
 

22
1 Kr

r
H 








          (2.27) 
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elde ederiz. (4.10) denkleminin her iki tarafını s  değişkenine göre kısmi türevini alırsak 

    
 

 
222 2

s
s

KrKr
r

rH 











          (2.28) 

elde ederiz. (4.10) denkleminin her iki tarafını t  değişkenine göre kısmi türevini alırsak 

      
2

t
t

KrH 
           (2.29) 

elde ederiz. (4.12) ve (4.13) denklemlerini (4.10) denkleminde yerine yazarsak 

 
 

 

 
 

 

 
  
 
   01

0
2

1

0
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0
2222

0
2222

2

2

2

2

2

2




































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

 
















 


rKKr
r
rKKr

KKr
r

Kr

KKrKKr
r

KrKKr

KrKr
r

rKKrK

t

t

tt

tsttst

s
t

t
s


















 

olur. Burada üç durum oluşur. Bunlar; 

(i) sabitrr  0  




kt

tK t





2

0sin
 

(ii)       101  rKrK   

Bir  tsM ,  kanal yüzeyinin   birim uzaklıktaki paralel yüzeyinin Gauss eğriliği 

  
 

       trrrrrrrr

trrrrK
cos11

cos1
22

2













          (2.30) 

şeklindedir. (4.14) denklemini  2r  ile çarparsak 
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      
     trrrrrrr

trrrrrKr
cos11

cos1
22

2
2













                    (2.31)

  

elde ederiz. (4.15) denklemini 1'e eşitlersek 
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     
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




11
01

cos11cos1

1
cos11

cos1

2

2

222

22

2













 

(iii)   0sin110 22  trrK t   

...2,1,0,  kkt   

olduğunda 

srr  1  

olmalıdır.  

Bir  tsM ,  kanal yüzeyinin   birim uzaklıktaki paralel yüzeyinin lineer Weingarten 

olması için K  ve H  yüzeyin sırasıyla Gauss ve ortalama eğriliği olmak üzere 

              0 cHbKa       (2.32) 

denklemini sağlamalıdır. O halde  tsM ,  kanal yüzeyinin   birim uzaklıktaki paralel 

yüzeyinin sırasıyla Gauss ve ortalama eğriliği 

 
       trrrrrrrr

trrrrK
cos11

cos1
22

2












  

ve 

    
       trrrrrrrr

trrrrrrrH
cos112

cos121
22

22













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şeklindedir. Burada (4.15) denkleminde Gauss ve ortalama eğriliklerini yerine yazalım ve 

gerekli işlemleri yaparsak 

 
       

    
       

       
        

       

            021222cos1

0
cos112

cos112

cos121cos12

0
cos112

cos121

cos11
cos1

222

22

22

222

22

22

22

2









































rcrbrrrcrbatrrrr

trrrrrrrr
trrrrrrrrc

trrrrrrrbtrrrra

c
trrrrrrrr

trrrrrrrb

trrrrrrrr
trrrra

































 

elde ederiz. O halde 0K  ve 0H  olduğundan 

  0cos1 2  trrrr   

ve  

  01 2  r  

dır. O halde  

 
    0222

02
2 



rcrba

rcrbr




 

eşitliklerini birlikte çözersek 

 
 2

2

rca

rcb








 

elde edilir.  
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 2.7 Kanal Yüzeyinin Singüler Noktası 

 

Bir ),( tsM  kanal yüzeyinin  singüler noktaları Tanım 1.1.36 e göre 

0 ts MM  

olduğu noktalardır. Buradan 




















tsrsr

srsrsr
tsBtsNsrsrsTsrsrMM ts

cos)(1)(

)()())(1(
))sin)(cos)(()(1)()()()((

2

2
2

 

şeklindedir. Bu ifadeyi sıfıra eşitlersek  

                  0cos)(1)()()())(1( 22  tsrsrsrsrsr            (2.33) 

elde edilir. Bu eşitliği sağlayan ),( 00 ts  noktaları ),( tsM  yüzeyinin singüler noktalarıdır. 

Buradan (2.33) eşitliği çözülürse ),( tsM  kanal yüzeyinin singüler noktaları  

,...)1,0(,)(  kktssr   

olarak bulunur. 
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 2.8 Kanal Yüzeyinin Geodezikleri 

 

Bir ),( tsM  kanal yüzeyinin birim normali 

                   )sin)(cos)(()(1)()( 2 tsBtsNsrsTsrU                        (2.34) 

şeklindedir. (2.34) denkleminin s değişkenine göre kısmi türevi alınırsa 

 

(2.35) 

 

elde edilir. (2.34) denklemini )(sT  ile vektörel çarpılırsa 

                    tsrsNtsrsBTU sin)(1)(cos)(1)( 22                        (2.36) 

bulunur. Benzer şekilde (2.36) eşitliğinin s değişkenine göre kısmi türevi alınırsa 

   

      

 







































tsrt
sr
srsrsB

t
sr
srsrtsrsNtsrsTTU

sin)(1cos
)(1
)()(

sin
)(1
)()(cos)(1sin)(1

2

2

2

22









   (2.37) 

bulunur. Dolayısıyla kanal yüzeyinin Darboux çatısı   UTUT ,,   olmak üzere 

                          

























































U
TU

T

U
TU

T

gn

gg

ng

)(
0

0
0

)(





                         (2.38) 

şeklinde yazılabilir. Burada g  geodezik eğriliği, n  geodezik burulması ve g  normal 

eğriliğidir. Buradan 

 













































tsrt
sr
srsrsB

tsrt
sr
srsrsrsNtsrsrsTU

cos)(1sin
)(1
)()()(

sin)(1cos
)(1
)()()()(cos)(1)()(

2

2

2

2

2




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)(

)(
)(

TUTU
UTTU

UTUT

gn

gg

ng













                               (2.39) 

eşitlikleri yazılabilir. (2.39) denkleminde (2.34), (2.35), (2.36), (2.37) denklemlerini yerine 

yazarsak 

  





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


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
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

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







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elde ederiz. Bu eşitlikler sabitsr )(  ve ...2,1,0,2  kkt   olduğu noktalarda 

çözümlenir ve bu noktalarda çözümü yapılırsa 











g

n

g 0
 

 elde edilir. Diğer noktalarda (2.39) denklemleri çözülemez. 
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Sonuç 2.8.1  tsM ,   kanal yüzeyinin geodezik eğriliği, geodezik burulması ve normal 

eğriliği ancak ve ancak sabitsr )(  ve ...2,1,0,2  kkt   noktalarında bulunabilir. 

Bu noktalarda  











g

n

g 0
 

şeklindedir. Burada  tsM ,   kanal yüzeyi sabitsr )(  ve ...2,1,0,2  kkt   

noktalarında birim hızlı ve 0g  olduğundan bu noktalarda geodeziktir. Diğer noktalarda 

geodeziklikten bahsedemeyiz. 
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3. BÖLÜM 

 

3.1 Kanal Yüzeyinin Diferensiyel Özellikleri 

  

Bu bölümde kabul edelim ki  s  regüler bir eğri olsun. Yarıçap vektörü de s nin bir 

fonksiyonu olsun.   eğrisi ile yarıçap fonksiyonu arasında      122  ssr   şeklinde bir 

bağıntı olduğunu kabul edelim. Frenet formüllerini kullanarak kanal yüzeyini (2.1) 

denklemindeki gibi yazabiliriz. 

               




  tsBtsNsrsTsrsrstscanalsurftsM sin)(cos)(1)(,, 2     (3.1) 

   2,0,,0  tls . 

Burada l  eksen eğrisinin toplam uzunluğudur.     0,, 0000  tsMtsM ts  olduğu zaman 

 00 ,ts  M nin bir tekil noktasıdır. Bu durum yüzeyin yerel olarak kendi kendini 

kesmesidir. Yerel olarak kendini kesmeyen kanal yüzey bir regüler kanal yüzeyidir. Bu 

bölümde birinci temel formu kullanarak yerel olarak kendisini kesmeyen kanal yüzeyi için 

gerekli şartlar verilecektir. 

Bir uzay eğrisi için Teorem 1.1.2 teki Frenet denklemlerini yazarsak 

N
ds
dBBT

ds
dNN

ds
dT   ,,  

şeklindedir. T  tanjant vektör, N  normal vektör, B  binormal vektör,   torsiyon   

eğriliktir. 

(3.1)  kanal yüzey denkleminde rrhrrg  ,1 2 alarak denklemi tekrar yazarsak 

                         tsBtsNghTstsM sin)(cos)()(),(                                  (3.2) 

elde ederiz. 2. Bölümde (2.10) denklemiyle I. temel formun katsayılarını bulmuştuk. (3.2) 

denklemine göre kanal yüzeyinin I. temel formunu tekrar yazarsak 
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     

2

2

222

,

sin,

cossincos1,

gMMG

tghgMMF

thgthghtgMME

tt

ts

ss











 

 şeklindedir. Buradan 

    22222 coscos1 gthhtggFEGMM ts    

elde edilir. 

Lemma 3.1.1       0cos1 0000  shtsgs  olduğu zaman       0cos 0000  sgtssh   

   2,0,,0 00  tls  olur. 

İspat: 122  r  olduğunda  lsrrg ,0,01 2   olur. 

      0cos1 0000  shtsgs  dan    
 0

0
00

1
cos

sg
shts


  elde edilir. Buradan 

222 rgh   denkleminin s  değişkenine göre türevini aldığımızda  

           lssgsgshshsh ,0,0   

olduğu ispatlanabilir. Buradan        0cos1 0000  shtsgs  olduğu zaman  

         
             

  01cos
0

00000
0

0

0
00000 







sg
sgsgshshshsg

sg
shshsgtssh 

 

olur. Buradan teorem ispatlanmış olur. 

Teorem 3.1.1     
2

2 2 



srsr  olduğu zaman kanal yüzeyi yerel olarak kendini kesmez. 

İspat: I. temel formdan kanal yüzeyinin yerel olarak kendini kesmesi için gerek ve yeter 

şart    0
2
1cos11 22 


 rtrr  olmasıdır. Lemma 3.1.1 den 0cos1  hvg  göz 

önüne almamız gerekmektedir. Çünkü tcos ; -1 ve 1 aralığında değişmektedir. Eğer 

  1
2
11 22 


 rrr  ise yerel olarak kendini kesme söz konusu değildir.  11 2  r  
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olduğunu göz önüne alırsak    


 222

2
1

2
11 rrrrr   olur. Buradan 

  1
2
1 2 


 rr  olduğunda   1

2
11 22 


 rrr  olmak üzere     

2
2 2 



srsr  dır. 

Böylece teorem ispatlanmış olur. 

Sonuç 3.1.1   bassr   olduğunda 


21 ar 
  ise kanal yüzey kendisini kesmez. 

Sonuç 3.1.2   bassr   olduğunda 

1

r  ise kanal yüzey kendisini kesmez. 

Teorem 3.11 den Sonuç 3.1.1 ve Sonuç 3.1.2 yi kolayca ispatlayabiliriz. 

Açılabilir yüzeyler bilgisayar uygulamalarında önemli bir rol oynar. Bizim için önemli 

olan kanal yüzey ne zaman açılabilirdir. İyi bilinir ki bir noktada açılabilir yüzeyin Gauss 

eğriliği sıfırdır. O halde kanal yüzeyinin Gauss eğriliğini bulursak kanal yüzeyinin 

açılabilirliği hakkında fikir sahibi olabiliriz.  

Şimdi de (3.2) denklemindeki kanal yüzeyinin birim normali U  olmak üzere 

        
   22 1coscos

sincos1coscos










htgthg

tsBtsNhtgTthg
MM
MMU

ts

ts



  

şeklinde yazılabilir. Buradan (3.2) denklemindeki kanal yüzeyinin ikinci temel formu 

katsayılarını nml ,,  olmak üzere 

   

   
   
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şeklinde bulunur. Bulunan bu değerler Teorem 1.1.6 daki Gauss eğriliği 2

2.
fEG

mnlK



  

denkleminde yerine yazılırsa 

 
  

    2222

222

2

1coscos

)1cos/(sin)cos(
)1cos()1cos())(cos(

sincos1coscos)cos(2
cos)12cos)(1cos((1cos































htgthgg

htgtgthg
hhtghtgghhthg

tgthghtgtgthg
thtghtghtg

K









 

elde edilir.  

Teorem 3.1.2 Bir regüler kanal yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve yeter şart kanal 

yüzeyinin silindir veya koni olmasıdır. 

İspat: Açıkça bir silindir yada koni olduğu zaman kanal yüzeyi açılabilirdir. Regüler kanal 

yüzeyi ancak Gauss eğriliği 0K  olduğunda açılabilir. Yani 02  nlm  olduğu zaman                    

    

))1cos/(sin)cos()1cos()1cos(
))(cos(cos)cos(2cos)12cos)(1cos((

1cossincos1cos

222

2







htgtgthghhtghtgg
hhthgtgthgthtghtg

htgtgthghtg







   (3.1) 

olur. (3.1) ifadenin her iki tarafının karesi alınırsa ve tt 22 cos1sin   kullanılırsa (3.1) 

denkleminin sağ ve sol tarafının her tarafı derece 6 ve 8 ile tcos  polinomlarıdır.  

Polinomların özelliklerinden (3.1) denkleminin sağ tarafının en yüksek derecesinin 

katsayısı  0’a eşittir. Böylece 

  02224  hgg , 0g , 0  

dır. 0,0  g  (3.1) denkleminde yerine koyarsak 

                                                  011  hghgh                                                 (3.2) 

elde ederiz. 0   olduğu zaman ispatlamak kolaydır. Eğer  1,0,01 0  sh  o zaman 

 vs ,0  ve  2,0  noktasında 0. 2  mnl  dır. Böylece 01h  olduğunda kanal yüzey 

regüler değildir. Kanal yüzeyin regüler olması kabulüne göre  
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 

 
rrrrh

g
rr

r
h

rrrg

hghg























3
11

3

01

2                       (3.3)  

olduğunu göstermek kolaydır. Bu sonuç kullanılırsa (3.3) denklemi (3.4) denklemi şeklini 

alır.  

                                                    0
1

1 2 



 g

rr
rh  .                                                (3.4) 

Yukarıdaki hesaplamalardan 01h dır.  
21

1
r
hrg



  olduğundan eğer 0g  ise 

0r  dır. Böylece 0g  olduğunda r nin sabit olduğu görülür. Eğer 0r  ise sr,, ye 

bağlı lineer bir doğru veya sabittir. Böylece (3.4) denkleminden r  sabit veya  s  ye bağlı 

lineer fonksiyondur. 0  olduğunda merkez eğri bir doğrudur. r  sabit ve s nin bir lineer 

fonksiyonu olduğunda sırasıyla kanal yüzeyi bir silindir veya bir konidir. Böylece teoremin 

ispatı elde edilmiş olur. 

Teorem 3.1.3  tsM ,  kanal yüzeyi  1,0s  ve  2,0t  aralığında regüler ise kanal 

yüzeyinin toplam alanı A olmak üzere  

                                                    



l

rdsrrA
0

2 2                                                      (3.5) 

denklemiyle verilir. 

İspat: İyi bilinir ki   

      
l

dsdtFEGA
0

2

0

2


 

dir. (3.1) denkleminde    

    2222 coscos1 gthhtggFEG    

dir. 21 rrg   , rrh   yerine yazılırsa 
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 22222 1cos1  rrrtrrFEG   

şeklinde elde edilir. Buradan 

                                        dtdsrrrtrrA
l

  
0

2

0

222 1cos1


                                (3.6) 

Kanal yüzeyinin regüler olduğu kabulünden dolayı  ls ,0 ,  2,0t  aralığında 
2FEG   sabit işaretli olmalıdır. (3.6) denkleminin sağ tarafı tekrar düzenlenirse   

 

  
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
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
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 

 
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dsrrr

dtdsrrr
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2

0

222

2

12

1cos1

1cos1




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
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

 

elde edilir. 
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4.BÖLÜM 

 

4.1 Hortum Yüzeyi Olarak Kanal Yüzeyleri  

 

Denklem (2.1) deki kanal yüzeyinin  sr  yarıçap fonksiyonu sabit alınırsa Tanım 1.1.29 

deki hortum yüzeyi elde edilir. Yani hortum yüzeyi 

                           tsBtsNrstsM sin)(cos)(),(                                      (4.1) 

şeklinde yazılabilir. 

Teorem 4.1.1 Bir M  kanal yüzeyi için aşağıdakiler denktir.  

i. M , (2.1) den elde edilen bir hortum yüzeyidir. 

ii. M  nin yarıçapı sabittir. 

iii. M  kanal yüzeyinin tanımlandığı ailedeki her bir kürenin yarıçap vektörü merkez 

eğrisiyle dik olarak kesişir. 

Şimdi de hortum yüzeyinin I. ve II. temel formunun katsayılarını bulalım. (4.1) 

denkleminin s  ve t  ye göre türevlerini alıp Frenet formüllerini kullanırsak 

    tsBtsNrM t cos)(sin)(   

ve 

 
      
  t

s

MsTtr
tsBtsNrsTtr

sNtrsBsTtrsTM











)(cos1
cos)(sin)()(cos1

))((sin)()(cos)(
 

ve 

      
      .sin)(cos)(cos1

cos)(sin)()(cos1
tsBtsNtrr

tsBtsNrsTtrMM ts







        

elde edilir. Sonuç olarak 
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 222 cos1 trrMM ts   

ve 

   tsBtsN
MM
MMU

ts

ts sin)(cos)( 



  

bulunur. I. temel formun katsayıları 

   

2
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şeklinde elde edilir. II. temel formun katsayıları da, 
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eşitlikleri kullanılarak 
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.),(,

),(,

coscos),(, 222
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rtrttsUMe
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ss
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elde edilir. Hortum yüzeyinin Gauss ve ortalama eğriliği ise 
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şeklindedir. Hortum yüzeyinin asli eğrilikleri ise 
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şeklinde bulunur.  
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4.2 Dönel Yüzey Olarak Kanal Yüzeyleri 

 

Teorem 4.2.1  Bir M  kanal yüzeyinin merkez eğrisinin düz bir doğru olması için gerek ve 

yeter şart M nin dönme eksenine paralel olan yüzeye normal doğrusu olmayan bir dönel 

yüzey olmasıdır. Ayrıca (2.1) denklemi Tanım 1.1.30 e indirgenebilir. 

İspat: M  dönel yüzey ve Mp  olsun. pL  normal doğrusu, M nin meridyenlerinden 

geçen düzlemlerde bulunan p  noktasında M ye diktir. Bu düzlem M  nin A  dönme 

eksenini içerir. Böylece pL  ya A  ile kesişir ya da ona paraleldir. 

pL , q  noktasında A 'yı kessin.   pqqr   yarıçaplı  qS 2  küresi ve q  merkezi 

p noktasında pL  ile çakışır. Böylece küre, p noktasında M ye teğettir. Bu taktirde M , 

 qrq   değişken yarıçaplı ve merkez eğrili bir kanal yüzeyidir. 

Tersine kabul edelim, M , merkez eğrisi bir doğru olan bir kanal yüzey olsun.   eğrisi 

boyunca Frenet çatısı yerine bir paralel bir {T,N,B} çatısı seçebiliriz. Teorem 2.1.2 ispatı 

benzer şekilde uygulanabilir. Tek fark merkez eğrisi için 0   olmasıdır. Buradan 

(2.1) elde edilir. 

 M nin bir dönel yüzey olduğunu göstermek için merkez eğrisi z-ekseni olan M yi hareket 

ettirmek için Öklid hareketini kullanalım ve burada 

  1,0,0T             0,0,1N          ve         0,1,0B  

alalım. Ayrıca    ss ,0,0    kabul edersek, o zaman (2.1) denklemi 

                               




  srsrstsrsrtsrsrtsM ,sin1,cos1),( 22
             (4.2) 

şeklinde bulunur. Burada 

ut    ,  vs   ,       21 vrvrv    ve       vrvrvv   

aldığımız zaman Tanım 1.1.30 teki denklem ile (4.2) denklemi çakışır. Böylece M  bir 

dönel yüzeydir. 
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Dönel yüzeylerin focal cümleleri ve düzlem eğrilerinin evolütleri arasında yakın bir ilişki 

vardır. 

Teorem 4.2.2 C  düzlem eğrisi tarafından üretilen M  dönel yüzeyinin focal cümlesinin 

bileşenlerinden biri C  eğrisinin evolütü tarafından üretilen bir dönel yüzeydir. 

İspat: C  birim hızlı   eğrisi ile parametrelendirilmiş olsun ve   ,  şeklinde 

yazalım. M nin standart parametrizasyonu 

        vuvuvvuM  ,sin,cos,   

şeklindedir. Basitlik için 0  seçelim, Sonuç1.1.1 e göre M  nin asli eğrilikleri 

  k   ve  






k  

ile verilir. Ayrıca Lemma 1.1.5 den M nin birim normali 

   ,sin,cos uuU  

şeklindedir. Böylece M  nin dejenere olmayan focal yörüngeleri 
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şeklindedir. Burada  vuMii ,,2,1,   nin asli eğriliklerinin çarpmaya göre tersidir. 

Diğer taraftan ),(    nın evolütü   ise              

                
   

   
     


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
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


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











,
,,,

,

.

2

J
J

          (4.3) 

şeklindedir. Burada   birim hızlı olduğundan   

          1               (4.4) 

 ve  

               ,J             (4.5) 

şeklindedir. (4.4) ve (4.5)  değerlerini (4.3) denkleminde yerine yazarsak ve gerekli 

işlemleri yaparsak   nın evolütü  

    
           

       















vvvv

vv
vvvv

vv








 ,                  (4.6) 

ile verilir. (4.6) denkleminden basit bir hesaplama gösterir ki dönel yüzey,   tarafından 

üretilir. 
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4.3 Merkez Eğrisi Bir Düzlemsel Eğri Olan Kanal Yüzeyleri 

 

Herhangi bir kanal yüzeyin asli eğrileri, bir çemberler sistemine sahiptir. Direkt 

hesaplamayla bunu ispatlayalım. 

Lemma 4.3.1 M , (2.1) ile verilmiş bir kanal yüzey olsun. Sabit s  için  tscanalsurft ,  

eğrisi, asli eğriliği  sr
1

  olan bir asli eğridir. 

İspat:    tscanalsurftsM ,,   olsun. M kanal yüzeyinin birim normal vektör alanı 

                                                     







 M
rM

MU 1                                              (4.7) 

şeklindedir. Buradan 

                                                           rUM                                                             (4.8) 

elde edilir. (4.8) denkleminin t  ye göre türevini alırsak 

                                                    
tMtt rSUM                                                          (4.9) 

elde edilir. Burada S  kanal yüzeyinin şekil operatörüdür.  

Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 4.3.1 M , (2.1) ile verilen bir kanal yüzey olsun. Bu taktirde aşağıdaki eşitlikler 

birbirine denktir. 

(i) Her s  için  tscanalsurfs ,  yüzeyi, asli eğridir. 

(ii) Ya r  fonksiyonu sabittir ve   merkez eğrisinin torsiyonu sıfırdır ya da   nın hem 

eğriliği hem de torsiyonu sıfırdır. 

(iii)   merkez eğrisi bir düzlemsel eğridir ve ya r  fonksiyonu sabittir ya da  nın 

eğriliği sıfırdır. 

İspat: (i) yi kabul edelim. Önce kanal yüzeyinin U birim normal vektör alanını yazmak 

için (4.2) ve (4.7) denklemlerini kullanalım. Böylece 
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                                 tsBtsNrrsTU sin)(cos)(1 2                                     (4.10) 

elde edilir. Buradan U  nun t  ve s  ye göre türevini alırsak, 

                                    tsBtsNrU t cos)(sin)(1 2                                         (4.11) 

ve 

              

       
        

            
    stBstNrr

stBstNrsNrsTrtr

sNtsBsTtr

tsBtsNrsNrsTrU s

cossin1

sincos11cos

sincos1

sin)(cos)(1

2

22

2

2





















      (4.12) 

elde ederiz. (4.11) ve (4.12) den 

                                    22 11sin, rrrtrUU st                                         (4.13) 

bulunur. Diğer taraftan (4.8) denkleminin s  ye göre türevi alınırsa  

                                                    ss rUUrsTM                                                    (4.14) 

elde edilir. O halde (4.9), (4.10), (4.11), (4.13) ve (4.14) kullanılırsa 

                         
     

   222

2

11sin

.,

rrrtrr

UUrrUrUUrsTMM tststs




                               (4.15) 

elde edilir. Eğer sM  asli ise, tM ye dik olmalıdır. Eğer bu olursa (4.15) in sağ tarafındaki 

her iki terim sıfırdır. Böylece 0  ve ya 0r  ya da 0  dır. Böylece (ii) elde edilir. 

Eğer (ii) yi kabul edersek, o zaman (4.15) denkleminden sM  nin asli eğri olduğunu 

gösterir. Son olarak açık bir şekilde (iii) e denktir. 
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