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1. BOLUM

GIRiS

Kanal yiizeyleriyle ilgili bugiine kadar bir takim ¢alismalar yapilmistir. 2006 yilinda Z. Xu,
R. Feng ve J. Sun kanal yiizeylerinin analitik ve geometrik 6zelliklerini inceledi. 2000
yilinda M. K. Karacan ve Y. Yayl Kanal ylizeyinin 6zel bir hali olan hortum yiizeyinin
singiiler noktalarin1 inceledi. Y. Tunger, D. W. Yoon, M. K. Karacan 2011 yilinda
Weingarten ve Lineer Weingarten kanal ylizeylerini inceledi. 2012 yilinda Y. Yayh ve F.
Dogan kanal ylizeyinin 6zel bir hali olan hortum ylizeylerinin Darbox ¢atisin1 inceledi.
Bugiine kadar yapilan bu ¢alismalarda kanal yiizeyleri ve kanal ytlizeylerinin 6zel hali olan

hortum yiizeyleri incelendigi goriiliir.

Bu calismada ise, R’ te kanal yiizey tanimlandi. Kanal yiizeyinin I. temel formunun
katsayilari, II. temel formunun katsayilari, Gauss egriligi, ortalama egriligi ve asli
egrilikleri bulundu. Kanal yiizeyinin sekil operatorii, umbilik noktalari, asli egrilik ¢izgileri
ve asimptotik ¢izgileri bulundu. Kanal ylizeyinin Weingarten ve lineer Weingarten olmasi
durumlar1 incelendi. Kanal yilizeyinin focal yiizeyleri, paralel yiizeyleri, singiiler noktalar1
ve geodezikleri bulundu. Ayrica kanal yiizeyinin paralel yiizeylerinin sekil operatorii,
Gauss egrilikleri, ortalama egrilikleri, asli egrilikleri, Weingarten ve lineer Weingarten
durumlar1 incelendi. Kanal yiizeyinin diferensiyel 6zellikleri incelendi. Kanal yiizeyinin
ozel bir hali olan hortum yiizeyleri tanimlandi. Hortum yiizeyinin I. temel formu, II. temel
formu, Gauss egriligi, ortalama egriligi ve asli egrilikleri bulundu. Kanal yiizeyinin 6zel bir
hali olan donel yiizeyler tanimlandi. Donel yiizeyin asli egrilikleri, focal yoriingesi ve

evolitu verildi.



1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 1.1.1 Bir reel afin uzay 4 ve A ile birlesen vektor uzayr da V' olsun. V' ’de

x=(x,%,,....x,) ve y=(,,¥,,...,¥,) olmak tizere
(,): V=V —>IR

(x,¥) > (x,y) = IZ:‘,xiyi

seklinde bir i¢ carpim tamimlanirsa, 4 afin uzayma Oklid uzay: denir ve E” ile gosterilir

[].

Tanim 1.1.2 3 boyutlu reel sayilar cimlesinde

< R°xR > R®
(@.8)>axp

seklinde tanimli “x” i¢ islemine vektorel ¢arpim islemi denir ve a x 8 vektoriine de

ile S nin vektorel carpim denir [1].

Teorem 1.1.1 «, 3 € R’ olmak iizere

ax f= detle,a. Be,
seklindedir [1].

Tamm 1.1.3 V' bir reel vektor uzayr olsun. V iizerinde asagidaki aksiyomlar ile

tanimlanan doniisiime i¢c carpim denir [3].

():VxV >R



olmak tizere
(i)  Simetri aksiyomu

<u,v> = <v,u> Yu,velV

(ii)  Bilineerlik aksiyomu
<cu,v> = c<u,v> = <u,cv> YecelR, Yu,veV
<u] +u2,v> = <u,,v>+<u2,v> Yu,,u,,velV

<u,v] +v2>:<u,vl>+<u,v2> Yu,v,,v, eV

(iii)  Pozitif tanimhilik aksiyomu

Tanim 1.1.4 V bir i¢ carpim uzay1 ve x € V' olsun. x vektdriiniin normu ||x|| olmak {izere

x vektoriiniin skalar1 ile c¢arpilmisma x’in normlanmusi denir ve x, :H ile
X

1
<

gosterilir [3].

Tanim 1.1.5 7 < R bir acik aralik olmak tizere (/, ) koordinat komsulugu ile tanimlanan

a:l > FE"
t—>a(t)

seklindeki « ’ya e@ri denir. / < R aralifma o egrisinin parametre araligi ve te/

degiskenine de o egrisinin parametresi denir [1].



Tanmm 1.1.6 M < R egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilsin.

||oc’|| :I >R
t = [l'|(e) = ()
seklinde tanimli |a'| fonksiyonuna M egrisinin (7, o) koordinat komsuluguna gére skalar

hiz fonksiyonu ve |o'(t) reel sayisma da M ’nin (7,a) koordinat komsuluguna gbre

a(t) noktasindaki skalar hizi denir [1].

Tamm 1.1.7 M egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger, Vs e I i¢in
||a’(s)||:1 ise M egrisi a’ya gore birim hizh egri denir. Bu durumda, egrinin s e/

parametresine yay parametresi adi verilir [1].

Tanim 1.1.8 Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir

[].

Tamm 1.1.9 X < R’ regiiler bir yiizey i¢in birim normalini U ile gosterirsek

Ulu,v) :L?(W

||XM X

seklindedir ve (u,v)e R® noktalarmda X, x X, sifirdan farkhdir [2].

Tanmm 1.1.10 M c E” egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,
v = {a’,a”,...,a(’)} sistemi lineer bagimsiz ve Vo k>r icin a® e Sp{y/} olmak tizere,
v den elde edilen {Vl Vs V. } ortonormal sistemine, M egrisinin Serret-

Frenet r-ayakh alam ve meM igin {V](m),Vz(m),...,Vr(m)} ifadesine de me M



noktasindaki Serret-Frenet r-ayakhsi denir. Her bir V,1<i<r ye Serret-Frenet

vektorii ad1 verilir [1].

Tamm 1.1.11 M e R’ egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. te/ keyfi

parametre olmak iizere oc(t) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi, {T (6, N (t),B(t)} ise

a'(t)xa'(t)
lor’(£) < " (2)

_a'() _
{T(t)—”a,(t) . B

, N(t) = B(t)x T(t)}
seklindedir [1].

Tamm 1.1.12 M e R’ egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. se/ yay

parametresi olmak tizere oc(s) noktasidaki Frenet 3-ayaklisi, {T (s),N (s),B(s)} ise

{T(s) —a'(s), N(s)= ”“ (s)

a”(s)

, B(s)=T(s)x N(s)}

seklindedir [1].

Teorem 1.1.2 a:(c,d) > R’; c<s<d igin x(s)>0 ile birim hizli bir egri olsun. O

halde Frenet Formulleri:

T =N
N'=—«T +1B
B'=—N

dir. 7 egrinin torsiyonu, x egrinin egriligidir [1].



Tammm 1.1.13 M,N c E’ iki egri olsun. M ve Nsrrast ile (I,a),(I,8) koordinat
komsuluklar1 ile verilsin. a(s) ve P(s) noktalarinda M ve N ’in Frenet r-ayaklilari

strasiyla

AONRAO)

ve

V)V, ()]
olmak uzere

(n(.7 () =0

ise N ye M nin involiitii, M ye de N nin evoliitii denir [1].

Tamm 1.1.14 M bir topolojik n-manifold olsun.M iizerinde C* smifindan bir

diferensiyellenebilir yap1 tanimlanabilirse M ye C* smifindan diferensiyellenebilir

manifold denir [1].

Tamm 1.1.15 A,R® iin acik bir alt ciimlesi olmak iizere M : 4 — R® bir yiizey ve

E,F,G:U — R ’e tamimli olmak iizere,

Il
—~
=

=
=
=
~

SIS I '
I
=
=

Il
—~
=

<
=
<
~

dir.
ds* = Edu® + 2Fdudv + Gdv*

M ylizeyinin Riemann metrigi ya da birinci temel formu denir. Buradaki E,F,G; M in

birinci temel formunun katsayilaridir [2].



Tanmm 1.1.16 4,R’ iin acik bir alt ciimlesi olmak iizere M : 4 — R® bir yiizey, U

yiizeyin birim normali ve e, f,g: A — R fonksiyonlarini tanimlarsak

e:<U,MW>
f={U.m,)
g :<U’Mvv>

dir.
II = edu® + 2 fdudv + gdv*

M yiizeyinin ikinci temel formu denir. Buradaki e, f,g; M nin ikinci temel formunun

katsayilaridir [2].

Tamm 1.1.17 E"’in bir hiperylizeyi M ve M ’nin birim normal vektor alant U verilsin.
E"’de Riemann konneksiyonu D olmak iizere VX € y(M) i¢in S(X)=D,U seklinde

tanimli, S dOniisiimiine M lzerinde sekil operatorii veya M ’nin Weingarten

doniisiimii denir [2].

Tanimm 1.1.18 M yiizeyinin birinci temel formunun katsayilar1 E,F,G ve ikinci temel

formunun katsayilar1 e, f,g olmak iizere yiizeyin sekil operatorii matrisi S

1
- EG-F*?

Ge—-Ff Ef—Fe
Gf -Fg Eg-Ff

seklindedir [2].

Tamm 1.1.19 R’ te regiller bir yiizey M olsun. M yiizeyinin Gauss egriligi K,

Ortalama egriligi H ve K,H : M — R olmak {izere sirasiyla

K(P) = det(S(P))



Ve
H(P)= %iz(S(P))

seklinde tanimlanir [4].

Teorem 1.1.3 M : A — R’ bir regiiler yiizey olsun. M in Gauss egrilik ve ortalama

egrilik formiilleri;

P (1)

\(

eG—-2fF +gE
H:
2EG-F?)

(1.2)
dir. e, f,g; M ’in ikinci temel formunun katsayilar1 ve E,F,G; M ’in birinci temel

formunun katsayilaridir [2].

Teorem 1.1.4 M c R’ regiiler yiizeyinin, K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi ile asli

egrilikleri k, ve k, arasinda

K =kk,
Ve
H:h+@
2

seklinde bir iligki vardir. Sonug olarak

k*-2Hk+K =0



olur. Buradan da
k,=H+VH*-K

\

k,=H-JH*-K

dir [2].

Tanim 1.1.20 E£" ’de hiperdiizlem M ve M iizerinde bir egri o olsun. a ’nin teget vektor
alan1 7 ve M ’nin sekil operatorii S olsun. Eger T vektor alan1 o egrisi boyunca S ’nin
karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa a egrisine M iizerinde bir egrilik c¢izgisi
denir. Bu tanima gore M Tlzerindeki egrilik ¢izgilerinin diferensiyel denklemi A # 0 bir

skalar olmak tizere, S(T) = AT seklindedir [2].

Tanim 1.1.21 Bir M (s,¢) ylizeyinin egrilik ¢izgisinin diferensiyel denklemi

ds* —dsdt dt’
E F G|=0
e f g

seklindedir [2].

Tamim 1.1.22 E" ’de bir hiperylizey M ve M ’nin sekil operatorii S olsun. M ’nin bir P
noktasina karsilik gelen S(P) nin karakteristik (eigen) degerlerine M ’nin bu noktadaki
asli egrilikleri denir. Asli egriliklere karsilik gelen ve karakteristik (eigen) vektor denen

vektorlerin belirttigi dogrultulara da M ’nin bu P noktasindaki asli egrilik dogrultular

denir [2].



Tanmim 1.1.23 E"’de bir hiperylizeyi M olsun. P € M noktasinda M ’nin sekil operatorii

S olmak iizere;

1) 31 €IR i¢in § = Al _, ise P noktasima M ’nin bir umbilik noktasi denir.

n—1
2) S =0 seklinde bir sifir doniisiimii ise P noktasina M ’nin bir diizlemsel(flat)

noktasi denir [2].

Tanim 1.1.24 M yiizeyinin sekil operatoriiniin matrisi birim matrisin bir kati seklinde
yazildig1 noktalara umbilik noktalar denir. Bunun i¢in esas kdsegen iizerindeki elemanlar

birbirine esit, digerleri sifir olmalidir [2].

Tamm 1.1.25 E"’de bir hiperylizeyi M ve P € M noktasindaki sekil operatorii S olsun.
Eger, X,.Y, €T, (P) igin (S(X,),Y,)=0 ise bu iki tanjant vektore eslenik denir. Bir
X, #0 tanjant vektorii i¢in, <S(X )X P>:0 ise X, dogrultusuna, M ’'nin P

noktasindaki bir asimptotik dogrultusu ve X, ’yi VP € a noktasinda teget vektorii kabul

eden o egrisine M iizerinde bir asimptotik ¢izgi denir [2].

Lemma 1.1.1 Bir yiizeyin asimptotik cizgilerinin diferensiyel denklemi
edu’ + 2 fdudv + gdv* =0

seklindedir [4].

Lemma 1.1.2 M c R’ regiiler yiizeyi iizerinde bir egri « olsun. « *nmn asimptotik olmasi
icin gerek ve yeter sart her noktasindaki ivmesinin M ’ye daima teget olmasidir. Buna gore

a",U ’ya (yiizeyin birim normaline) dik olur [4].

10



Teorem 1.1.5 o, M c R’ regiiler yiizeyi iizerinde bir egri, {T ,N ,B} Frenet catisi,
K, a’nm egriligi ve U, M yiizeyinin birim normali olsun. « 'nin asimptotik ¢izgi olmasi

icin gerek ve yeter sart k =0 ya da <N,U> =0 olmasidir [4].

Tamm 1.1.26 R’te regiiler bir yiizey M ve M ’nin herhangi bir P noktasmndaki asli
egrilikleri k,(P) ve k,(P) olmak iizere k,(P)=k,(P) ise, P’ye M yiizeyinin bir umbilik

noktasi denir [4].

Tanim 1.1.28 S :(c,d) > R" ile tanimh [ egrisi birim hizli bir egri olsun. x(s) = ||ﬂ”(s)||

esitligi ile verilen x : (c,d) — IR degerine S ’nin egriligi ad1 verilir [4].

Teorem 1.1.6 fB:(c,d) —> M birim hizli bir egri ve M 'nin f egrisine gére Darboux

catis1 {7.V,,V,} olmak iizere

T’ 0 K, K, [T
) |=|-x, 0 7|V
v,) -k, -1, 0|V,

seklindedir [4].

Tamim 1.1.28 E™' de bir M hiperyiizeyi iizerindeki bir egrinin her noktasindaki ivme
vektorii M 'ye ortogonal ise bu egriye geodezik ad1 verilir. Baska bir ifadeyle M — R’ bir
yiizey ve o :(a,b) —> M bir egri olsun. " ivme vektoriiniin tegetsel bileseni yoksa «

egrisine geodezik denir [2,4].
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Lemma 1.1.3 M {zerindeki bir « egrisinin geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a 'min sabit hizli ve geodezik egriliginin x, =0 olmasidir [S].

Teorem 1.1.7 (Joachimsthal Teoremi) a; M |,M, c R regiiler diizlemlerin kesisiminde
uzanan bir egri olsun. M,,i=12 de U, de birim diizlem normali gostersin. M, M,
ylizeyleri o boyunca a sabit agida kesistigini farzedersek; bu da <U,,U2> i¢c ¢arpimi
o egrisi boyunca sabittir. O halde o egrisinin M, de diizlemsel bir egri olmasi igin gerek

ve yeter sart o egrisinin M, de diizlemsel bir egri olmasidir [4].

Lemma 1.1.4 f?+g” =1 olmak iizere f,g:(a,b) — R diferensiyellenebilir fonksiyonlar
olsunlar.a <t;, <b i¢in ¢, farzedelim ki f(#)) =cost, ve g(t,)=sint, dir. O halde

9 :(a,b) = R bir tek fonksiyon vardir 6yle ki a <t < b araliginda

Ht,) =1,
igin
S () =cos (1)
ve
g(t) =sin 9(r)
dir [4].

Tamm 1.1.29 « :(a,b) — R’ egriligi sifir olmayan bir egri i¢in hortum yiizeyi
tube(s,t) = a(s) + r(~N(s)cost + B(s)sint) a<s<b, 0<t<2rx

seklinde tanimlanir [4].
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Tamm 1.1.30 SR :[0,27]x (a,b) = R’ yiizeyi

SR(u,v) = (p(v)cosu,p(v)sin u,yy(v))

seklinde tanimlansin. SR ye M donel yiizeyinin standart parametrizasyonu denir. Burada

a=(0,0,5), T =(0.0.1), N =(1,0,0) ve B=(0,1,0) alindiginda

t=—u , s=v, qo(v) = -T—r(v h/1— r’(v)2 ve l//(v) =v- r(v)r’(v)

seklinde doniisiim yapilmistir [4].

Lemma 1.1.5 M ,a(p,y) kesit egrisi ile tanimlanan bir donel yiizey SR: 4 — R’; M nin

standart parametrizasyonudur. O halde

E=¢’
F=0
G:Q)’2+l//’2

dir. Boylece SR ; ¢ ve ¢'> +y'* regiiler oldugu yerde sifirdan farklidir. Bu durumda

|l
f=0
= sign(p)(@"y' - ¢'y")

e =

ve birim normal vektoru ise

"cosu,y’ sinu, ')

U(u,v) = sign(v) (W

dir [4].
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Sonu¢ 1.1.1 SR; R’ de a(p,y) birim hizli kesit egrisi ile tanimlanan dénel yiizeyin

standart parametrelendirilisi olsun. Yiizeyin I. temel formunun katsayilari

2

= ¢
0

Q m &
I

= 1
seklindedir. Yiizeyin II. temel formunun katsayilar1 ise

e=—lpy’
f=0
g =sign (p)o"yv' —o'y")

seklindedir. k, ve k, donel ylizeyin asli egrilikleri

k, = sign(e)(o"v' - o'y")

k=-L
o]

seklindedir. Gauss ve ortalama egrilikleri

!

1 . n ! ! 14
H =—(sign(p)(@"v' —o'w )—l),
2 |q)
k=-2
@

seklindedir [4].

Tamm 1.1.31 M (s,¢) bir yiizey, K ve H da siras1ile M nin Gauss ve ortalama egriligi

olmak iizere, yiizeyin egrilikleri

I
e

K. K,
O(K,H) = det( ‘ ]
H H

N t

Jacobi denklemini sagliyorsa bu yiizeye Weingarten yiizeyi denir. Yiizeyin, Weingarten

ylizeyi olmas1 i¢in
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K.H -KH =0

denklemini saglamas1 gerekir [9].

Tamm 1.1.32 M (s,¢) bir yiizey, K ve H da sirastile M nin Gauss ve ortalama egriligi

olmak iizere, yiizeyin egrilikleri
aK +bH —c=0

denklemini sagliyorsa bu yiizeye Lineer Weingarten yilizeyi denir [9].

Tamm 1.1.33 M c R’ regiiler bir yiizey ve M 'ye A (pozitif ya da negatif olabilir)

uzakliktaki paralel yiizeyi M olmak iizere

M(u,v): M(u,v)+ iU(u,v)

seklindedir. Burada U, M ylizeyinin birim normalidir [4].

Lemma 1.1.6 M c R’ regiiler bir yiizey ve M yiizeyine A birim uzakliktaki paralel
yiizeyi M olsun. M yiizeyinin sekil operatorii matrisi S, asli egrilikleri k,,k,, Gauss
egriligi K, ortalama egriligi H ve M yiizeyinin sekil operatorii matrisi S , asli egrilikleri

l?l ,1;2 , Gauss egriligi K , ortalama egriligi H olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir.

i. S=SU-A8)"

i, & __ K
1- Ak,

jii. [?:#2
1-2AH + K

iv. ﬁ:H_—AKZ
1-2AH + K

15



seklindedir [4].

Tamm 1.1.34 E", n-boyutlu Oklid uzayinda (n - 1) boyutlu yiizeye hiperylizey adi1 verilir
[2].

Tanim 1.1.35 M c R® regililer bir ylizey ve M 'nin focal yiizeyi M l.*olmak lizere
M, (u,v)=M@u,v)+kU(@u,v) i=12

seklindedir. Burada k;,i =1,2, M ylizeyinin asli egriligidir [4].

Tamim 1.1.36 M c R’ regiiler bir yiizey olmak iizere
Ms(“o’vo)XMt(“o’Vo): 0

saglayan (uo, vo) noktalarina yiizeyin singiiler noktalar1 denir [8].

Tamm 1.1.37 J: R*> - R* kompleks yapil1 fonksiyonu

J(x,y)=(=y.x)

seklinde tanimlhidir [4].

Tanm 1.1.38 o : R* — R* bir egri ve a nin evoliitii y egrisi olsun. y egrisi

o
y=a+—— —J(a')

<0¢”,J(oc’)>

seklindedir.
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Tamm 1.1.39 M c R’ regiiler bir yiizey olmak iizere M nin dejenere olmayan focal

yoriinge formiilii
z, (u,v) = M(u,v)+ piU(u,v)

seklindedir. Burada

_1
P 3

1

M nin asli egriliginin ¢carpmaya gore tersi ve U M nin birim normalidir.

17



2. BOLUM

2.1 Kanal Yiizeyleri

Yiizeylerin bir parametreli ailesinin bir zarfi F(x,y,z,A)=0 diferensiyellenebilir
fonksiyonu ile tanimlanabilir. Burada A bir parametredir. Bu denklemde A yok
edildiginde

F(x,y,z,1)=0

oF(x,y,z,A)
oA

0

seklinde zarf elde edilir. Bu zarfi G(x, y,z) =0 olarak tanimlayabiliriz [4].

Tamm 2.1.1 R’ de s > S 2(s) kiirelerinin 1-parametreli ailesinin zarfina bir kanal yiizeyi
denir. Kiirelerin merkezleri olan egriye kanal ylizeyinin merkez egrisi denir. Kanal

yiizeyinin yarigapi olan r(s) fonksiyonu § 2(s) kiirelerinin yarigapidir [4].

Lemma 2.1.1 s —> § 2(s) kiirelerinin 1-parametreli aileleri, M kanal yiizeyi olarak

tammlansm. O halde Vs igin S?(s)~ M cimlesi M de bir gember ve bir egrilik

cizgisidir [4].
ispat: S’(s) ve M,S?(s)n M boyunca birbirine teget oldugundan bu yiizeylerin

normalleri arasindaki ac1 sifirdir. Ayrica S * (s) de herhangi bir egri, bir egrilik cizgisidir.

Teorem 1.1.7 (Joachimsthal Teoremi) den S2(s)~ M , M de bir egrilik cizgisidir.

Teorem 2.1.1 Focal ciimlesi Focal(M) olan bir M c R® bir regiiler yiizeyi bir

diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu taktirde asagidakiler denktir.

i. M bir kanal yiizeyidir;
il. M nin asli egrilerinin sistemlerinin biri gemberlerden olugmaktadir;

iii.  Focal(M ) nin bilesenlerinden biri egridir.
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Ispat: (i) = (ii) Lemma 2.1.1’in bir sonucudur. Normal dogrular, bir noktada bir gemberle

karsilagan herhangi asli egrinin lizerindeki noktalardan gecer. Dairesel asli egrilikler M

iizerinde hareket ettigi i¢in onlarin merkezleri bir egri lretir ki, bu egri Focal(M ) nin
bilesenlerinden biri olmak zorundadwr. Boylece (i1) = (iii) olur. Son olarak eger (iii) U
kabul edersek, bir kanal ylizey liretmek i¢in; kanal yiizeyinin yarigapmi Focal(M) ve
M arasindaki mesafeyi kullanarak, Focal(M) nin bileseni olan bir egriyi kullanabiliriz.

Sonug olarak bu kanal ylizey M ile ¢akisir. Boylece (ii1) =(1) dir.

Teorem 2.1.2 Bir kanal ylizeyinin merkez egrisi, egriligi sifirdan farkli olan birim hizli
oc:(a,b)—>R3 egrisi olsun. Bu taktirde, kanal ylizeyini asagidaki formiil ile

tanimlayabiliriz.
M(s,t) = canalsurf(s,t) = a(s)+ r(— #'T(s)£~1-7? (= N(s)cost + B(s)sin t)) .20
Burada 7,N,B, a egrisinin teget, normal, binormalini gosterir.

Ispat: o nm egriligi sifirdan farkli oldugundan, « egrisinin Frenet gatisindan kanal

yiizeyinin kiirelerinin zarfin1 agagidaki gibi gosterebiliriz.
M(s,t)—as) = als,t)T(s)+ b(s,t)N(s)+ c(s,¢)B(s) . (2.2)

Burada a,b ve ¢, nin tanimli oldugu aralikta diferensiyellenebilirdir. Buradan

[M(s,0)—als) =r(s) (2.3)
seklinde yazilabilir.

Denklem (2.3), M (s,t) nin o merkezli, r(s) yarigcapli, S 2(s) kiiresi lizerinde bulundugunu

gosterir. Ayrica M (s,t) - oc(s) kanal yilizeyi normal bir vektordiir. Boylece

)
)

yazabiliriz. Denklem (2.4) gore M, ve M, vektorleri S?(s) ye tegettir. (2.2) ve (2.3) den

(M (s,0)-als). M,
Mt

0
(M5, - als))M,) =0 @4)
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a’+b*+c=r?
aa, +bb +cc, =rr

(2.5)

yazilabilir. (2.2) denkleminin s ye gore tiirevini alirsak ve Teorem 1.1.2 teki Frenet

formiillerini kullanirsak
M, = (l+as —bK‘)T+ (alc -cT +bS)N+(cS +br)B
elde ederiz. O halde (2.2),(2.4),(2.5),(2.6) den
a+rr'=0
elde edilir ve (2.5) ve (2.7) den
b*+c* = r2(1 —r’z)

elde edilir. Lemma 1.1.3 den

b= $rm cost
ve

c= irm sin ¢
yazilabilir. Bulunan bu degerler (2.2) de yerine yazilirsa
M(s,t)—als)=—rr'T(s)F rmN(s) cost £ rmB(s) sin ¢

elde edilir. O halde (2.9) denklemi, (2.1) seklinde yazilabilir.

Simdi M (s,¢) kanal ylizeyinin 1. ve II. temel formlarmi bulalim.

M(s,t) = als)+ r(— #'T(s)£~1-77 (= N(s)cost + B(s)sin t))

M (s,t) kanal ylizeyinin s ve ¢ ye gore tlirevlerini alalim. Buradan

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)
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M, (s,t) = (l—r’2 —rr"+rl —r’zlccost)T
r.n

_ rr'r
+(— 'k FriNl-r"? cost + ———

l_r!2

cost Fril—r"*rsin t]N

n

. rr'r .
+(ir’\/1—r’2 sint ¥ ———sintFril—r"*rcost |B

1_,/.!2

\

M, (s,t)= (i rV1—r" sin t)N+ (1 N1-r" cost)B

bulunur. M (s,¢) ve M, (s,t) yi vektorel carparsak

M (s,t)x M ,(s,t) = (1 r1—r"? Kk cost — (1 — r’2)+ rr”er’Ti rA1=7r"* (= N cost + Bsin t))

elde edilir. Buradan

||MS ><Mt||2 = (1 r? l—r’zxcost—r(l—r’2)+ rzr”)z
|

||MS xMt| = (1 rlel—r’zxcost—r(l—r’2)+r2r”)

bulunur. Bulunan bu degerler Tanim 1.1.9 da yerine yazilirsa, kanal yiizeyin birim normal

vektori

M xM,

U= """
[, x|

#'T+~N1-7?(~ Ncost + Bsint)

elde edilir . Tanim 1.1.15 den, kanal ylizeyinin I. temel formunun katsayilari

2

rn

rrocost _ .

L—r’xi\/_+\/1—r’2rsmt +
l_r!2

2
_r'r"sint _
E=(M, M )=1-r" =2r"£2rJ1-r" kcost +r’ £+ FVl-r"zcost | +

/1_1/,72
2

(—r” +4/1— r’zxcost)

F=(M_,M,) =r2(¢ ricd1— 12 sint —(1—r'2)z) (2.10)

G=(M,,M,)=r*(1-+?)

21



olarak bulunur. Tanim 1.1.16 dan kanal ylizeyinin II. temel formunun katsayilari

2
(—r” i\/I—r’zxcost) +

2
e=(M_U)=—M U )=r"FV1-r"kcost—r (—r’xi i cost ix/l—r’zrsint] +

f=(M,U)=<M_U,)=2r" l—r’zlcsint+r(1—r’2)1
g=(M,.U)=~{M,.U,)=—1-r?)

olarak elde edilir.

2
L
_rrsmf¢ _
(+ +\/1—r’2rcost]

(2.11)

Sonug 2.1.1 I. ve II. temel formun katsayilar1 arasinda F =—rf ve G =-rg olacak sekilde

bir bagint1 vardir.

M (s,t) kanal ylizeyin Gauss ve ortalama egriligini Teorem 1.1.3 yardimiyla sirasiyla

P A
EG-F*?
" Fral—r'*k cost
—rz((l —r’z)—(rr"-_i- r«/l —r’zlccost»

K=

\

 Eg-2Ff +eG
AEG-F?)
o —(1 —r’2)+ 2(rr"-T— rv1 —r’zlccost)

- 2r((1 - r’z)— (rr" ¥ r\/l -k cost»

seklinde elde edilir. Buradan M (s,7) kanal yiizeyinin asli egriliklerini

\
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olarak bulunur.

k,=H+~NH>-K

Fl-r"7(s)xcost +7"(s)

s (1= 2 (s)ic cost — r(s)r(s) + (1 — %)
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2.2 Kanal Yiizeyinin Geometrik Ozellikleri

Bu boliimde kanal yiizeyinin sekil operatorii, umbilik noktalari, asli dogrultulari,

asimptotik ¢izgilerini bulacagiz.

2.2.1 Kanal Yiizeyinin Sekil Operatorii ve Umbilik Noktalarn

Bir M(s,t) kanal yilizey sekil operatérii matrisi Tanim 1.1.18 da Sonug¢ 2.1.1 deki

bagntilar yerine yazilirsa

1 —rge+rf’  Ef +rfe
T 2| —rgf Eg+rf?
EG-F*? gf +1/g Eg+if

0

S (2.12)

seklinde bulunur. M (s,?) kanal ylizeyinin umbilik noktalar1 bulmak i¢in Tanim 1.1.24 den

ylizeyin sekil operatoriinii birim matrisinin A katma esitlenirse

- g 10
P N s A | R
EG-F 0 Eg+if2| |0 1

olur. Buradan

Ef +rfe=0
fE+re)=0

seklindedir. Buradan ya
f=0 (E+er)#0
dir ya da

f#0 E+re=0

dir. Diger taraftan
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—rge+1f> =Eg+rf’

-rge=Eg
E=-re
E+re=0

seklinde bulunur. O halde

f#0 E+re=0

dir. Burada

-2 =" +rJ1—=1r"*kcost =0

rr2:1
=41
r==g

noktasinda f =0 olur. Bu yiizden ylizeyin umbilik noktas1 yoktur.

Simdi de kanal yiizeyinin flat (diizlemsel) noktalarina bakalim. Tanim 1.1.24 e gore (2.12)

deki kanal ylizeyinin sekil operatoriinii sifir matrisine esitleyelim.

1 —rge+rf’ Ef +rfe 0 0
SSEG_pT| g Egrif? {0 0}
0

Buradan

—rge+rf’ =0
Eg+rf* =0
Ef +rfe=0

elde edilir. Bu denklemleri birlikte ¢ozersek
r=xts

olarak bulunur. Bu nokta kanal ylizeyinin diizlemsel noktasidir.
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2.2.2 Kanal Yiizeyinin Asli Egrilik Cizgileri
Asli egrilik ¢izgilerinin diferensiyel denklemi;

(Ef — Fe)ds® —(Ge — Eg)dsdt +(Fg — Gf )dt* =0

(2.13)

seklindedir. Burada M (s,7) kanal yiizeyinin asli egrilikleri, (2.13) denkleminde Sonug

2.1.1 deki bagmt1 yazilirsa

(Ef — Fe)ds® —(Ge — Eg)dsdt + (Fg - Gf]dﬂ =0
(Ef + rfe)ds2 - (— rge — Eg)dsdt =0

f(E +re)ds® + gler + E)dsdt =0

(E + re)( fds + gdt)ds = 0

seklinde bulunur. Buradan {i¢ durum olusur. Bunlar;
Birincisi
E+re=0

olur. Burada (2.14) denkleminde (2.10) ve (2.11) denklemleri yerine yazilirsa

1—r? ="+ rd1=r"*Kkcost =0

r=xts
olur. Ikincisi
fds+gdt=0
seklindedir. Uciinciisii
ds=0
s = sabit

seklindedir.

(2.14)
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2.2.3 Kanal Yiizeyinin Asimptotik Cizgileri
M (s,t) kanal ylizeyinin asimptotik ¢izgilerinin diferensiyel denklemi,
11=0
acik olarak
eds’ +2 fdsdt + gdt* =0 (2.15)

seklindedir. (2.11) esitliklerinde verilen e, f,g degerlerini (2.15) esitliginde yerine

yazilirsa

(—r”ixll—r’zlccost)Z +

2
"
_ rr Ccost _ .
F"FAll—rKcost—r (—r’xiﬁ+\/l—r’zrsmt + | |ds
1-7

2

rno_ e

_rrsmt¢_

(+\/_2+\/1—r’2rcost]
1-7

2+2(v_L rN1—r?Kksint + r(l —p'? )r)dsdt + (— r(l - r’z))dt2 =0

seklinde asimptotik ¢izgileri veren diferensiyel denklemi elde edilir. Buradan elde edilen

egriler asimptotik egrilerdir.
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2.3 Kanal Yiizeyinin Weingarten Yiizey Olmasi

Tanim 1.1.31 e gore bir M (s,¢) kanal ylizeyinin Weingarten ylizey olmasi i¢in, K ve H

Gauss ve ortalama egrilikleri olmak {izere
K .H -H K, =0 (2.16)

denklemini saglamasidir. Kanal ylizeyinin Ortalama egriligini Gauss egriligi seklinde

yazarsak

H:Eg—2Ff+eG_ Eg— fF N eG - Ff

= 2.17
2A0EG-F*) ~ 2EG-F?* 2EG-F?) @17
olur. Burada Sonug 2.1.1 bagintisini (2.17) denkleminde yazarsak
_ EBg+rt  —ergwrft _ Eg+ift  r(eg— /) 2.18)
2(-Erg—-r’f?) 2AEG-F?) -2r(Eg+rf?) 2EG-F?) '
elde edilir. Burada
P
EG-F’
Gauss formiiliinii (2.18) de yerine yazarsak
PRSI 219
2r 2

elde ederiz. Burada (2.19) esitliginin her iki tarafin1 s degiskenine gore kismi tiirevini

alirsak

H=—r-2s_ (2.20)

H =-"t (2.21)

28



elde ederiz. (2.20) ve (2.21) esitliklerini (2.16) denkleminde yerine yazalim. O zaman

K.H -K,H =0

rK r' rK, r'K
K)-——|-K|—5- - =0
2 2r 2 2

K K, rK, +’”Kth +r’KtK _0
2 2r? 2 2
'K, +r’K,K _0
2r? 2
'K
TR 1+ kr2)=0

elde ederiz. Burada {i¢ durum ortaya ¢ikar;
i) r'=0 = r=sabit

K, #0
K, # ksint

t¢£+kﬂ'
2
(i) (-1+Kr’)=0 = r’K =1

M (s,t) kanal ylizeyinin Gauss egriligi

K- " Frl—r'* Kk cost
- rz((l —r"? )— (rr" Fral —r’zlccost»

seklindedir. Gauss egriligini 7 ile garparsak

g " Fral—r'* K cost
_ ((1 - r’z)— (rr" Frl-r"k cost»

elde ederiz. (2.22) denklemini 1 e esitlersek

(2.22)
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" Frall—r'*kcost 1
—r’z)—(rr"$r\/1—r’21<cost))
rAll—r'? Kk cost = —(1 —r'"? )+ (rr” Fryl —r’zxcost)

’2):0

-
_(1_

2
rr

—

+l

I
—_ N

I+

r=xs§

olur.
(i) K, =0 =F(A-r?Wi-rxsint=0
t=kr,k=0,1,..
oldugunda
r'#l =>r#ts
olmalidir.

Sonug¢ 2.3.1 Bir M (s,t) kanal ylizeyinin Weingarten ylizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

asagidaki 6zelliklerin saglanmasidir.
i =0
(i) r°K=1
(i) K, =0

Burada K, M(s,t) kanal yiizeyinin Gauss egriligidir.
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2.4 Kanal Yiizeyinin Lineer Weingarten Yiizey Olmasi

Tanim 1.1.32 ye gore yiizeyin Lineer Weingarten ylizeyi olmasi i¢in K ve H ylizeyin

Gauss ve ortalama egriligi olmak iizere
aK +bH —c=0 (2.23)

denklemini saglamalidir. O halde M (s,¢) kanal ylizeyinin Gauss ve ortalama egriligi

" Frdl—r'*Kkcost

k= —rz((l—r'z)—(rr"ir\/l—rrzKCOSt»
ve
o _(1 _r,2)+ 2(}”1”"1 FWKCOSZ‘)

Zr((l - r’z)— (rr" ¥ r\/l - r’zlccost»

seklindedir. Burada (2.23) esitliginde Gauss ve Ortalama egriligi yerine yazalim ve gerekli

islemleri yaparsak

aK+bH—-c=0

= recost . _(1_r’2)+2(rr”$rmkcost) et
_rz((l_rrz)_(rrﬂ;rmxcost)) 2r((1—r’2)—(rr”$r\/ﬁkcost)) B

a

—2a(rr" irm Kcost)—br((l —'? )—2(rr” F r\/ﬁ Kcost))
P ((1 —'? )—(rr” ir\/ﬁ Kcost))

B 2rzc((1 —'? )—2(rr” F r\/ﬁ Kcost))
P ((l—r'2 )—( ! ir\/ﬁkcost))

=0

2(—a +br+cr2)(rr” Fril-r"? Kcost)+ (—br—2cr2 Xl —r'z): 0

elde ederiz. O halde K #0 ve H # 0 oldugundan
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(1 —p'? ) #0
dir. Buradan
(rr” Fril- I"ZK‘COSZ‘)?& 0

olur. O halde

(—br - 2cr2): 0
(—a+br+cr’)=0
b=-2cr
esitliklerini birlikte ¢ozersek
a=—cr’ b=-2cr
buluruz.Buradan ¢ =1 alirsak
a=—r’ b=-2r

elde ederiz.

Sonug¢ 2.4.1 Bir M (s,t) kanal ylizeyinin lineer Weingarten olmasi i¢in Tanim 1.1.32 deki

lineer Wleingarten denkleminin a,b,c katsayilar1 arasinda

2
a=-—cr b=-2cr

seklinde bir iligki olmasi1 gerekir.
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2.5 Kanal Yiizeyinin Focal Yiizeyleri

Tanim 1.1.35 ten bir M (s,¢) kanal yiizeyinin focal yiizeyleri M, olmak iizere

M (s,t) = M(s,t)+ kiU(s, H i=12 (2.24)

1

seklindedir. Burada U(s,¢) yiizeyin birim normali ve £, 'ler de yiizeyin birinci ve ikinci

asli egrilikleridir. M (s,?) kanal ylizeyinin birim normali
U=—r'T(s)£V1—r"* (~N(s)cost + B(s)sin f)
seklindedir. M (s,t) kanal ylizeyinin birinci asli egriligi

b
r(s)

seklindedir. Yiizeyin birinci asli egriliginin ¢arpmaya gore tersini alirsak

1
—=—r(s
k (5)
elde ederiz. Kanal yiizeyinin birim normalini ve birinci asli egriligini carpmaya gore tersini

(2.24) esitliginde yerine yazarsak

M (s,t) :M(s,t)+kLU(s,t)

1

M| (s5,t) = a(s)+r(s)(=r'(s)T(s) £/l - "> (s)(=N(s) cost + B(s)sin t))

—r($)(=7"($)T(s) £+/1—=r"*(s)(N(s)cost+ B(s)sin t))
M (s,0) = a(s)

elde ederiz. M (s,t) kanal ylizeyinin ikinci asli egriligi

: F1=-r"(s)xcost+r"(s)

s =2 (s)x cost — r(s)r(s) + (- ')
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seklindedir. Yiizeyin ikinci asli egriliginin ¢arpmaya gore tersini alirsak

1 1_ 12
—=-r(s)+ a-r)
2 1\/1—r’21<cost+r”

elde ederiz. Buradan kanal ylizeyinin birim normali ve ikinci asli egriliginin ¢arpmaya gore

tersini (2.24) esitliginde yerine yazarsak

M (s,1) :M(s,t)+kLU(s,t)
M (s,t) = a(s) +r(s)(=r'(s)T(s) £ 4/1—r">(s)(=N(s) cost + B(s)sin t))

+(—r(s)+ . \/%’:i)jst N r”)(—r’(s)T(s) + /1 -7 (s)(=N(s)cost + B(s)sin t))

M (5.6) = a(s) + (1= r"())(=r"(s)T(s) £ /1= " (s)(=N(s) cost + B(s)sin 1))

Fl1-r"*(s)kccost+r"

O halde kanal yiizeyinin M, M focal yiizeylerini elde ederiz
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2.6 Kanal Yiizeyinin Paralel Yiizeyleri

Tanim 1.1.33 den bir M (s,¢) yiizeyinin paralel yiizeyi M(s,t) olmak tizere
M (s,0) = M(s,t) + AU (s,1) (2.25)

seklindedir. Burada U(s,?) ylizeyin birim normali ve A #0 bir tamsay1 olmak lizere

M (s,t) ve U(s,t)denklemleri, (2.25) de yerine yazilirsa

M (s,8) = o(s) + () (T (s) £ 1— > (=N(s) cost + B(s)sint))
+ U—"T(s) £N1—7" (=N(s) cost + B(s)sint))

M (s,8) = o(s) + ((s) + A)(—'T(s) £ 1= (=N(s) cost + B(s)sint))
M (s,t) = a(s) +(r(s)+ )U(s, 1)

olarak kanal yiizeyinin paralel ylizeyini elde ederiz. Bu paralel ylizeyin sekil operatorii
matrisi, asli egriliklerini, Gauss egriligini ve ortalama egriligini bulalim. M (s,¢) kanal

ylizeyinin sekil operatorii matrisi (2.12) denkleminde

g 1 —rge+rf’ Ef +rfe
EG-F’ 0 Eg+rf?

seklindedir. M (s,t) yilizeyine A birim uzaktaki paralel ylizeyinin sekil operatorii matrisi

Lemma 1.1.6 dan

S=8SUI-15)"
1 —rge+rf*> Ef +rfe {1 0}_ A —rge+rf? Ef +1fe )
 EG-F? 0 Eg+rf2|\|0 1| EG-F? 0 Eg+rf>
(eg—fz) f(E+re)
_ —g(—E+le)+f2(r+l) (r+2,)(g(—E+le)—f2(r+l))
1
0 _(r+l)

seklindedir. M (s,¢) ylizeyinin asli egrilikleri
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L
r(s)

- Fl1=r"(s)xcost +r"(s)

T (1= () cost — r(s)r(s) + (1— )

dir. M(s,t) yiizeyine A birim uzakliktaki paralel yilizeyinin asli egrilikleri Lemma 1.1.6

dan

C(r+A)

olarak bulunur. i =2 i¢in paralel yiizeyin ikinci asli egriligi

Fl1-r"*(s)xcost+r"(s)
+ 1(s)y 1= 7 (s)c cost — r(s)r'(s) + (1= ')
F1-r"?(s)kcost +r"(s)
+r(s)y/1—7r" (s)x cost —r(s)r'(s) +(1—r'"?)
B im;c cost +r"(s)
e r(s)A1—=r"(s)k cost —r(s)r'(s) +(1—r"?) — 1(1 J1=7"(s)K cost + r"(s))

seklinde bulunur. M (s,?) ylizeyinin Gauss egriligi
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" Frall—r'* K cost

K =
—r? ((1 —r'? )— (rr" Fril—r" Kcost»
ve ortalama egriligi
o —(1—r’2)+2(rr" I”\/l—r’ZKCOSl‘)

o+

2r((1—r’2

S

rl—r" Kcost»

_ (rrﬂ

dir. M(s,t) ylizeyine A birim uzakliktaki paralel ylizeyin Gauss egriligi Lemma 1.1.6 dan

" Frall—r'? kcost
B —rz((l—r’z)—(rr”$r\/1—r’21<cost»

) 1_21[—(1—r’2)+ 2(rr"$rx/1—r’zlccost)}_lz[ " Fral—r'? K cost
2r (l—r’z)—(rr”¢r l—r'zlccost» —rz((l—r’z)—(rr”$rmxcost))

KCOSI)

(l + r)(r(l —r’z)— A +r) rr

—

"Fr l—r’zlccost»

seklindedir. M(s,t) ylizeyine A birim uzakliktaki paralel yiizeyin ortalama egriligi

Lemma 1.1.6 dan

H-AK
1-2AH+A*K
—(l—r’2)+2(W"$r\/1—r’21<cost)_l " Frl—r'"? kcost
_ 2r((1—r’2)—(rr”ier—r’ZKcost)) —rz((l—r’z)—(rr"ier—r’zlccost))
! 2j{—(l—r’z)+2(rr"$r\/1—r’2Kcost)} 5 " Frdl—r"? k cost
_ +A
2r((1—r’2)—(rr”irxll—r’zxcost» —rz((l—r’z)—(rr"irxll—r’zlccost))
_ —r(l—r’2)—2(r+l)(rr”$r\/1—r’21<cost)
2(l+r)(r(l—r’2)—(l+r)(rr”$r\/1—r’2Kcost))

H =

seklinde bulunur.
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Sonu¢ 2.6.1 Bir M(s,t) kanal yiizeyinin A birim uzaklhiktaki paralel yiizeyin sekil
operatori S, asli egrilikleri EE, Gauss egriligi K, ortalama egriligi H olmak iizere

asagidaki sekildedir.

(eg—fz) f(E +re)
(i) S-= —g(-E+2e)+ f3(r+2) (r+1)(g(—E+)ie)—f2(r+i))
0 _(r+l)
.o ___ 1
@ &=
X F m:c cost +r"(s)

T +r(s)y1—=7"(s)x cost —r(s)r'(s) +(1—r"") — l(—T— J1=r"(s)Kx cost + r”(s))
rr" Frall— r’zlccost)

G K = -
) (A + r)(r(l —r"? )— (l + r)(rr" Frl—r" Kcost»
(i) 7 —r(l—r’z)—Z(r+2,)(rr”-T-r l—r’zlccost)

22+ r)(r(l —r" )— (A + r)(rr" Fril- I”’ZK‘COSZ‘».

Bir M (s,t) kanal yiizeyinin A birim uzakliktaki paralel yiizeyin Weingarten ve lineer

Weingarten olmasma bakalim. Bir M (s,t) kanal ylizeyinin A birim uzakliktaki paralel

yilizeyinin Weingarten olmasi i¢in K ve H yiizeyin sirastyla Gauss ve ortalama egriligi

olmak tlizere
K.Hi —-KHs=0 (2.26)

denklemi saglanmalidir. Bu paralel ylizeyin ortalama egriligini Gauss egriligi seklinde

yazarsak
1 (l + r)E

== 200+7) 2 (227)

38



elde ederiz. (4.10) denkleminin her iki tarafin1 s degiskenine gore kismi tiirevini alirsak

Ho—_ T 2_rK_(r+l)Ks (2.28)
2(A+7) 2 2

elde ederiz. (4.10) denkleminin her iki tarafin1 ¢ degiskenine gore kismi tiirevini alirsak

H, = —% (2.29)

elde ederiz. (4.12) ve (4.13) denklemlerini (4.10) denkleminde yerine yazarsak

E{—@]—E{ r _r’E_(rm)Es]:O

2 2(& +r)2 2 2
_(r+ KK, FK L IKK (r+A)K K. _ 0
2 2(& +r)2 2 2
B r'K N r'KK. _0
2047y 2
r’z(f(l +r) - 1) _0
2(& +r)2

0

r’ft(f(l + r)2 - 1)
olur. Burada ii¢ durum olusur. Bunlar;
(i) 7'=0= r=sabit
K. =ksint#0
t+ 5 v kn
2
(i) K(A+r)-1=0=K(A+r)=1
Bir M (s,t) kanal yiizeyinin A birim uzakliktaki paralel ylizeyinin Gauss egriligi

—(rr"-_l-rxll—r’zlccost)
(2,+r)(r(1—r’2 )—(A +r)(rr"-_|-r\/1—r’21<cost»

K =

(2.30)

seklindedir. (4.14) denklemini (A +r)’ ile garparsak

39



(2.31)

- —(l+r)(rr”-_|-r\/1—r’21<cost)
(A )K (r(l—r’z)—(ﬂ,+r)(rr"-_|-er—r’ZKcost»

elde ederiz. (4.15) denklemini 1'e esitlersek

- (l + r)(rr" Fril- r’zlccost)
(r(l —r’z)—(i + r)(rr” Fral —r’zlccost))
—(A+ r)(rr” Frl —r’zlccost): r(l —r’z)—(ﬂ, + r)(rr” Frl —r’zlccost)
r(l —r’z): 0

Pl =+l r=1ts

(i) K. =0= (1-r?N1-r"ksint=0

t=kr,k=0,12..

=1

oldugunda
r'#+l = r#+s
olmalidir.

Bir M (s,t) kanal yiizeyinin A birim uzakliktaki paralel ylizeyinin lineer Weingarten

olmasi i¢in K ve H yiizeyin sirastyla Gauss ve ortalama egriligi olmak iizere
aK+bH —c=0 (2.32)

denklemini saglamalidir. O halde M (s,t) kanal yiizeyinin A birim uzakliktaki paralel

ylizeyinin sirasiyla Gauss ve ortalama egriligi

— (rr Fril—r' Kcost)

K:(A-Hn)(l r’2 2,+r)(r Fril—r' Kcost»
ve
7 —r(l—r’z)—Z(r+l)(rr”-_|-r\/l—r’21<cost)

2(& + r)(r(l —r"? )— (l + r)(rr" Frl-rk cost»
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seklindedir. Burada (4.15) denkleminde Gauss ve ortalama egriliklerini yerine yazalim ve

gerekli islemleri yaparsak

(rr Fral—r' Kcost) }

a[(i+r)( 1 r’2 l+r(r Fral-r' K‘COSZ‘))
)

+b[ —r(l r' ) (r+l(rr Fril—r' Kcost) } =0
2(ﬂ,+r)( (l—r’z) (ﬂ,+r)(rr Fral—r' Kcost)

—2a(rr"-T—r«/l—r’zxcost)+b( 1 r’2)+2r+ﬁ,)%’r Fral—r' Kcost))

—2c((l+r)(r(l—r’2) (ﬂ,+r)(rr Frl—r?, Kcost)

=0
2(l+r)(r(l—r’2) (l+r) " F -, Kcost

(rr" Fril- r’zlccostX— 2a+2b(r + )+ 2c(A + r)2)+ (1 —r" X— br—2cr(A+7r))=0

elde ederiz. O halde K =0 ve H #0 oldugundan
(rr” F rmlc Cost);t 0
ve
(1 —r'? ) #0
dir. O halde

—br—2cr(l+r):0
~2a+2b(r+1)+2c(A+7) =0

esitliklerini birlikte ¢ozersek

b=-2c(A+r)
a= —c(l + r)2

elde edilir.
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2.7 Kanal Yiizeyinin Singiiler Noktasi

Bir M (s,t) kanal ylizeyinin singiiler noktalar1 Tanim 1.1.36 e gore
M xM,=0

oldugu noktalardir. Buradan

M M, = (P ()T ($) £ (1= ()N (s)cost + B(s)sin t)){il —(r) (1S & _r(( S>)r (Sr) }
Tr(s)1—r"(s)costk

seklindedir. Bu ifadeyi sifira esitlersek

(1=r"(s)) = r(s)r"(s) £ r(s)y1 - (s)k cost =0 (2.33)

elde edilir. Bu esitligi saglayan (s,.f,) noktalar1 M(s,t) ylizeyinin singiiler noktalaridir.

Buradan (2.33) esitligi ¢oziiliirse M (s,t) kanal yilizeyinin singiiler noktalar1
r(s)y==xs, t#kn (k=0,1,..)

olarak bulunur.
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2.8 Kanal Yiizeyinin Geodezikleri

Bir M (s,t) kanal ylizeyinin birim normali

U =—r"(s)T(s) £/1=r"*(s)(=N(s) cost + B(s)sin ¢) (2.34)

seklindedir. (2.34) denkleminin s degiskenine gore kismi tiirevi alinirsa

U= T(s)(— F'(s) £/1=77(s) COSl‘K‘)+ N(s)(— F(s)K J_rr’(Lrl(s)cost Fy1-7"7(s)sintr

VI=77() (2.35)

A )L C) I e v

+B(s){+r—s1nt+ 1-7r"(s)costt
J1=77(5) ]

elde edilir. (2.34) denklemini 7'(s) ile vektorel ¢arpilirsa

(UXT)=%B(s)\J1—r"*(s) cost £ N(s)y/1 - r'* (s) sin ¢ (2.36)

bulunur. Benzer sekilde (2.36) esitliginin s degiskenine gore kismi tlirevi alinirsa

(U x T)’ = T(s)($ J1=7"(s)Kksin t)+ N(s{-_i- \1=7"%(s)T cost i%smt

(2.37)
+ B(s -T—Mcost +4/1-7r"(s)rsint
V1=7"%(5)
bulunur. Dolayisiyla kanal ylizeyinin Darboux c¢atisi {T , (U xT ),U } olmak tizere
T' 0 K, K, T
UxT) |=|-x, 0 7,|(UxT) (2.38)
U’ -5, -7, O U

seklinde yazilabilir. Burada «, geodezik egriligi, x, geodezik burulmasi ve 7, normal

egriligidir. Buradan
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T'=x,UxT)+x,U
UxT) =-x,T+7,U (2.39)
U'=-«x,T-7,(UxT)

esitlikleri yazilabilir. (2.39) denkleminde (2.34), (2.35), (2.36), (2.37) denklemlerini yerine

yazarsak

—r'($)T(s)
o .\ g [ N 1— "2 .
i, BOWT=r(5) cost £ N T=r () sine [k, [i JT=r2(5)(-N(s)cost + B(s)sin 1)

T i=rGoxsing) ~ ()T (s)

+N(s{iﬁl—r’z(s)rcost-T-Lr’Z(S)sint] =k, T+7,| £41-r"(s)(=N(s)cost
VI=r7(s) + B(s)sin 1)

+B(s{-T—Mcost+\/l—r’z(s)rsint
J1=7"(s)

T(s)(— r'(s) 2 A[1=7"%(s) COSl‘K‘)

+N(s){—r'(s)x+er(s)cost-_i-mmntr} —KnT—Tg{+B(S) -7 (s)cost]

1—7r""(s) £ N(s)y/1-r"*(s)sin ¢

_rsr's) . _ 2
+B(s){+r—s1nt+\/l—r (s)costt
J1=7"(s) }

elde ederiz. Bu esitlikler r(s)=sabit ve t:%+kr,k:0,1,2... oldugu noktalarda

¢Ozlimlenir ve bu noktalarda ¢ozliimii yapilirsa

A A
Il Il
A O

Ql
I
|

D

elde edilir. Diger noktalarda (2.39) denklemleri ¢oziilemez.
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Sonu¢ 2.8.1 M (s,t) kanal yilizeyinin geodezik egriligi, geodezik burulmasi ve normal
egriligi ancak ve ancak r(s) = sabit ve t = % + km,k =0,1,2... noktalarmda bulunabilir.

Bu noktalarda

seklindedir. Burada M(s,t) kanal yiizeyi r(s)=sabit ve (= % +km,k=0,12...
noktalarinda birim hizli ve x, =0 oldugundan bu noktalarda geodeziktir. Diger noktalarda

geodeziklikten bahsedemeyiz.
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3. BOLUM

3.1 Kanal Yiizeyinin Diferensiyel Ozellikleri

Bu boliimde kabul edelim ki a(s) regiiler bir egri olsun. Yarigap vektorii de s nin bir
fonksiyonu olsun. a egrisi ile yarigap fonksiyonu arasinda r’(s)2 < |oc’(sl2 =1 seklinde bir

bagint1 oldugunu kabul edelim. Frenet formiillerini kullanarak kanal yilizeyini (2.1)

denklemindeki gibi yazabiliriz.

M(s,t) = canalsurf(s,t) = a(s)+ r(s{— (s)T(s) +1-7'(s)’ (N(s) cost + B(s)sin t)) (3.1)

sel0,/]ze0,27].

Burada / eksen egrisinin toplam uzunlugudur. M (s,,t,)xM,(s,,t,)=0 oldugu zaman
(so,to) M nin bir tekil noktasidir. Bu durum ylizeyin yerel olarak kendi kendini

kesmesidir. Yerel olarak kendini kesmeyen kanal yiizey bir regiiler kanal yiizeyidir. Bu
boliimde birinci temel formu kullanarak yerel olarak kendisini kesmeyen kanal ylizeyi i¢in

gerekli sartlar verilecektir.
Bir uzay egrisi i¢in Teorem 1.1.2 teki Frenet denklemlerini yazarsak

£:KN, d—N:—K‘T+TB, d—B—

=—N
ds ds ds

seklindedir. 7' tanjant vektér, N normal vektor, B binormal vektér, 7 torsiyon x

egriliktir.
(3.1) kanal yiizey denkleminde g =r~+/1—#'* ,h = rr'alarak denklemi tekrar yazarsak
M(s,t) = a(s) —hT + g(N(s)cost + B(s)sin t) (3.2)

elde ederiz. 2. Boliimde (2.10) denklemiyle I. temel formun katsayilarini bulmustuk. (3.2)

denklemine gore kanal ylizeyinin I. temel formunu tekrar yazarsak
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E=(M_ M )=(1-xgcost—1') +(gr +hxsint)’ +(g' —hx cost)
F :<M_Y,M,>:g27+gh1<sint
G=(M,M,)=g’

seklindedir. Buradan
|M, %M, = EG - F* = g*((1 - xg cost — ') +(hic cost — ' )
elde edilir.
Lemma 3.1.1 1—-x(s,)g(s, )cost, —#'(s,)=0 oldugu zaman A(s, )x(s,)cost, —g'(s,)=0

s, €[0,1}¢, €[0,27) olur.

ispat: 72 <|o|" =1 oldugunda g=rv1-r" %0,s €[0,/] olur.

1- h’(so)

g(so)

l—K(SO )g(so)costo —h’(s0)=0 dan K(so)costo = elde edilir. Buradan
h* +g* =r* denkleminin s degiskenine gore tiirevini aldigimizda
h(s)=his)n'(s) - g(s)g'(s) = 0,vs €[0.1]

oldugu ispatlanabilir. Buradan 1-«(s,)g(s,)cost, —'(s,)=0 oldugu zaman

bl s, Jeost, — (s, = hls, K100 ) s ) - o)l sy )=l Jg() g

olur. Buradan teorem ispatlanmis olur.

"

2
Teorem 3.1.1 r(s) < % oldugu zaman kanal yiizeyi yerel olarak kendini kesmez.
K

Ispat: I. temel formdan kanal yiizeyinin yerel olarak kendini kesmesi i¢in gerek ve yeter

1 "
sart 1—xry1—r" cost—E(rz) =0 olmasidir. Lemma 3.1.1 den 1—xgcosv—h'=0 goz

oniine almamiz gerekmektedir. Ciinkii cosz; -1 ve 1 araliginda degismektedir. Eger

|1<|r\/ 1-r + %(rz)

<1 ise yerel olarak kendini kesme séz konusu degildir. +1—7"> <1
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"

oldugunu goéz Oniine alirsak  |kfrv1—r" + %(rz)” <l + %(rz) olur. Buradan

il + %(rz)” <1 oldugunda |krv1-r" + %(rz)” <1 olmak iizere r(s)< % dir.
K

Boylece teorem ispatlanmis olur.
2

Sonug 3.1.1 7(s)=as + b oldugunda r < ——

| | ise kanal ylizey kendisini kesmez.
K

1. .
Sonug 3.1.2 7(s)=+/as + b oldugunda r < — ise kanal yiizey kendisini kesmez.

<
Teorem 3.11 den Sonug 3.1.1 ve Sonug 3.1.2 yi kolayca ispatlayabiliriz.

Acilabilir ylizeyler bilgisayar uygulamalarinda 6nemli bir rol oynar. Bizim i¢in 6nemli
olan kanal yiizey ne zaman agilabilirdir. yi bilinir ki bir noktada agilabilir yiizeyin Gauss
egriligi sifirdir. O halde kanal yiizeyinin Gauss egriligini bulursak kanal yiizeyinin

acilabilirligi hakkinda fikir sahibi olabiliriz.
Simdi de (3.2) denklemindeki kanal yiizeyinin birim normali U olmak {izere

_ M xM, _ (g'—whcost)T +(xgcost+h'—1)\N(s)cost + B(s)sin¢)
”Ms XMt” \/(g’—lchcost)2 +(kgcost+h' —1)

U

seklinde yazilabilir. Buradan (3.2) denklemindeki kanal yiizeyinin ikinci temel formu

katsayilarmi /,m,n olmak lizere

KCh=h" K cost—2h' Kk cost
(g'—xhcost) —2xg cost |+ (kg cost+h' —1) —g"—Kk*g cos’ ¢
I=1,.0) S o
SS’ \/(g’—mhcost)z+(1<gcost+h’—1)2
(g' - Kh cost kg sin t —1g(kg cost+h' —1)
\/(g'—lchcost)z+(1<gcost+h’—1)2
n:<M U>:— g(kg cost+h' 1)
" \/(g'—lchcost)z+(1<gcost+h’—1)2

m=(M,U)=

st
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2
seklinde bulunur. Bulunan bu degerler Teorem 1.1.6 daki Gauss egriligi K = Ln = m

EG- f?

denkleminde yerine yazilirsa

(kg cost+h —1)x (kg cost +h —1)(kg cost + 2k —1) cost

+2(g' —xh cost)kg' cost + i (kg cost + ' —1)g' — wh cost)g sin t

—(g' —Khcost)(k*h—h")—g"(kg cost+h' —1)+ (kg cost + h' —1)th
_\—(g'—xhcost)’k’gsin’ 1 (kg cost+ h' —1)

K
gz((g’ —xhcost) + (kg cost+h' - 1)2)2

elde edilir.

Teorem 3.1.2 Bir regiiler kanal yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart kanal

ylizeyinin silindir veya koni olmasidir.

Ispat: Agikca bir silindir yada koni oldugu zaman kanal yiizeyi agilabilirdir. Regiiler kanal
yiizeyi ancak Gauss egriligi K =0 oldugunda agilabilir. Yani /m —n* = 0 oldugu zaman
(kg cost +1' —1)(g' —rhcost)gsint = (kg cost+h' 1)
(k(kg cost+h' —1)(xg cost +2h' 1) cost +2(g' —rh cost)wg’ cost —(g' —hcost)(k*h—h") (3.1)
—g"(kgcost+h' —1)+ (kg cost + ' —)yruh—(g' —hcost)’ k*gsin® t /(xg cost +h' —1))

olur. (3.1) ifadenin her iki tarafinin karesi alnirsa ve sin’z=1-cos’¢ kullanilirsa (3.1)
denkleminin sag ve sol tarafinin her tarafi derece 6 ve 8 ile cost polinomlaridir.
Polinomlarin 6zelliklerinden (3.1) denkleminin sag tarafinin en yiiksek derecesinin

katsayis1 0’a esittir. Boylece
4 2 2 2\ _ —
K'g (g +h )—0, g#0, k=0
dir. g#0, k=0 (3.1) denkleminde yerine koyarsak
(h'=1)gh" - g" (K =1))=0 (3.2)

elde ederiz. k¥ =0 oldugu zaman ispatlamak kolaydir. Eger 4'—1=0,s, €[0,1] o zaman

(s,,v) ve (0,27) noktasinda In—m* =0 dir. Boylece #'—1=0 oldugunda kanal yiizey

regiiler degildir. Kanal yiizeyin regiiler olmasi kabuliine gére
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grhrr _ grr(hr _ 1) =0
3rrrrr+rw 7"
"_ ' 3.3
& ( h -1 +r’(1—r’2)]g (3-3)

h” — 3”"”'” + rr”!

oldugunu gostermek kolaydir. Bu sonug¢ kullanilirsa (3.3) denklemi (3.4) denklemi seklini

alir.

—(h'—l)ﬂlr_T)g’ =0 . (3.4)
r’(l—h’)
2

1-7

Yukaridaki hesaplamalardan A'—1=0dir. g'= oldugundan eger g'=0 ise

r'=0 dir. Boylece g’'=0 oldugunda 7 nin sabit oldugu goriiliir. Eger " =0 ise ,r,sye
bagl lineer bir dogru veya sabittir. Boylece (3.4) denkleminden » sabit veya s ye bagh
lineer fonksiyondur. k¥ =0 oldugunda merkez egri bir dogrudur. » sabit ve s nin bir lineer
fonksiyonu oldugunda sirasiyla kanal ylizeyi bir silindir veya bir konidir. Bdylece teoremin

ispat1 elde edilmis olur.

Teorem 3.1.3 M(s,7) kanal yiizeyi s €[0,1] ve ¢€[0,2z] araliginda regiiler ise kanal

ylizeyinin toplam alan1 4 olmak iizere

(3.5)

denklemiyle verilir.
Ispat: Iyi bilinir ki

127

A :II\/EG—detds
00

dir. (3.1) denkleminde

EG-F* = g*((1- kgcost~ ') +(hxcost — g} )

dit. g =rV1—-r"* , h=rr' yerine yazilirsa
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EG-F*= (rlel —r"?kcost +rr" + 1’ —1)Z

seklinde elde edilir. Buradan

1
<]
0

27

!

r*Al=r"?Kkcost+rr" + 1" —1dtds (3.6)

Kanal yiizeyinin regiiler oldugu kabuliinden dolay1 s €[0,/], £ €[0,27) arahiginda

EG — F* sabit isaretli olmalidir. (3.6) denkleminin sag tarafi tekrar diizenlenirse

27,

J

0

A riA1=r?kcost + 1" + 1" — 1dtds

1S

T

jrlel —rKkcost+m"+r” =1

0

dtds

|
|

2ﬂj(rr" +7r% - l)dtds
0

_ U(() _2r)ds]

elde edilir.
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4.BOLUM

4.1 Hortum Yiizeyi Olarak Kanal Yiizeyleri

Denklem (2.1) deki kanal yiizeyinin r(s) yarigap fonksiyonu sabit alinirsa Tanim 1.1.29

deki hortum ylizeyi elde edilir. Yani hortum ylizeyi

M(s,t) = as)+r(— N(s)cost + B(s)sint) (4.1)
seklinde yazilabilir.
Teorem 4.1.1 Bir M kanal yiizeyi i¢in asagidakiler denktir.

i. M, (2.1)den elde edilen bir hortum yiizeyidir.
ii. M nin yaricap: sabittir.
ili. M kanal yiizeyinin tanimlandig1 ailedeki her bir kiirenin yaricap vektorii merkez

egrisiyle dik olarak kesigir.

Simdi de hortum yiizeyinin I. ve II. temel formunun katsayilarint bulalim. (4.1)

denkleminin s ve ¢ ye gore tlirevlerini alip Frenet formiillerini kullanirsak

M, = r(= N(s)(sin )+ B(s)(cost))

t

ve
M, =T(s)+r cost(— xkT'(s)+ TB(S)) + rsint(—tN(s))
= (1-rxcost)T(s) + rr(— N(s)(sin )+ B(s)(cost))
= (1 —rK cost)T(s) +M,
ve

M x M, =(1—ricost)T(s)x r(— N(s)(sin )+ B(s)(cost))
=—r(1—rrcostN(s)(cost)+ B(s)(sin ¢)).

elde edilir. Sonug olarak

52



||MS ><Mt||2 = r2(1 —rlccost)2
ve

M xM,
U=—2""t =_N(s)(cost)— B(s)(sin ?)
o]~

bulunur. I. temel formun katsayilar1

E= <MS,MS> =(1-rxcosO) +(rc)
F=(M,M,)=rt
G=(M,M,)=r

seklinde elde edilir. I1. temel formun katsayilar1 da,

M, =—r(N(s)(cost)+ B(s)(sin ¢))
M = r(xT(s)(sin t)— N (s)(cost)—zB(s)(sin ¢))

!

M, = [s’ —~ (SFK‘)’ cost)T +5(1-rx cost) kN )+ (sr7) (- N'sin ¢+ Bcost)+
(szrz'x- sin ¢(— T + 7B )+ cost(— 7N))

= (s’ —(srxc)

[(srr) cost —s’rr’ sin t]B

!

cost + 57t sin t]T + (sz (1-ri cost )k —(srz)

!
(s SPK) ' cost + 57T sin t]T + (SZK‘ — SZF(K‘Z + rz)cost —(sr7) sin t]N +

[(srr) cost —s’rt’ sin t]B

esitlikleri kullanilarak

e=(M,U(s, t)>:(—1<cost+r1<2 cos2t+rr2)
f= < LU, t)>—rz'
g= < tt’U(S t)>:

elde edilir. Hortum yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligi ise

sinz —s’rt? cost]N +



K- eg—f FSZ(—K‘COSZ‘+I”K‘2 cos2t+rr2)—(rsr)2

— K COost

EG-F* r’s*(1-riccost)

\

H:eG—ﬂ7+gE_l(l+m}

2AeG-F?) 2

r

seklindedir. Hortum yiizeyinin asli egrilikleri ise

4 r
den
k, :H+mzﬂ
1 —-rkcost
ve
1

k,=H-JH?>-K =~

~

seklinde bulunur.

r(l -rK cost)
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4.2 Donel Yiizey Olarak Kanal Yiizeyleri

Teorem 4.2.1 Bir M kanal ylizeyinin merkez egrisinin diiz bir dogru olmas: igin gerek ve
yeter sart M nin donme eksenine paralel olan ylizeye normal dogrusu olmayan bir donel

ylizey olmasidir. Ayrica (2.1) denklemi Tanim 1.1.30 e indirgenebilir.

Ispat: M donel yiizey ve peM olsun. L, normal dogrusu, M nin meridyenlerinden
gecen diizlemlerde bulunan p noktasinda M ye diktir. Bu diizlem M nin 4 donme

eksenini igerir. Boylece L, ya A ile kesisir ya da ona paraleldir.

L , g noktasinda A'y1 kessin. r(q):”q—p” yarigapli Sz(q) kiiresi ve ¢ merkezi

p’

pnoktasinda L, ile ¢akisir. Boylece kiire, pnoktasinda M ye tegettir. Bu taktirde M,

q— r(q) degisken yarigapli ve merkez egrili bir kanal ylizeyidir.

Tersine kabul edelim, M , merkez egrisi bir dogru olan bir kanal yiizey olsun. a egrisi
boyunca Frenet ¢atis1 yerine bir paralel bir {T,N,B} catis1 secebiliriz. Teorem 2.1.2 ispat1
benzer sekilde uygulanabilir. Tek fark merkez egrisi i¢in k¥ =7 =0 olmasidir. Buradan

(2.1) elde edilir.

M nin bir donel yiizey oldugunu gostermek i¢in merkez egrisi z-ekseni olan M yi hareket

ettirmek icin Oklid hareketini kullanalim ve burada
7 =(0,0,1) N =(1,0,0) ve  B=(0,1,0)

alalim. Ayrica a(s)=(0,0,s) kabul edersek, o zaman (2.1) denklemi

M(s,t)= (-T— r(s h/1— r’(s)2 cost,ir(s h/1-— r’(s)2 sint,s — r(s)r’(s)) 4.2)

seklinde bulunur. Burada

t=—u , s=v, ov)=FrOGN1-r () ve y)=v-r)'(v)

aldigimiz zaman Tanim 1.1.30 teki denklem ile (4.2) denklemi c¢akisir. Boylece M bir
donel yiizeydir.
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Donel yiizeylerin focal ciimleleri ve diizlem egrilerinin evoliitleri arasinda yakin bir iligki

vardir.

Teorem 4.2.2 C diizlem egrisi tarafindan iiretilen M donel ylizeyinin focal climlesinin

bilesenlerinden biri C egrisinin evoliitii tarafindan tiretilen bir donel yilizeydir.

Ispat: C birim hizli o egrisi ile parametrelendirilmis olsun ve oc:(q),t//) seklinde

yazalim. M nin standart parametrizasyonu

M (u,v)=(p(v)cosu, p(v)sin u,y (v))

seklindedir. Basitlik icin ¢ >0 se¢elim, Sonugl.1.1 e gére M nin asli egrilikleri

!

kﬂ — (q)”l//’—q)’l//") ve k” — _%

ile verilir. Ayrica Lemma 1.1.5 den M nin birim normali
U =(y'cosu,y'sinu,o’)
seklindedir. Boylece M nin dejenere olmayan focal yoriingeleri
z, (u,v) = (M + p]U)(u,v)
:(M+kLU(u,v)]

i

(w'(v)cosu,y'sinu,@'(v))

= (p(v)cosu, p(v)sinu,y(u))+ " (V' ()= (V"(v)

<cosu>(¢<v>+ )

0 <v>y'<v>—¢'<v>w<v>]’ (Si““{q"(v” PO

t//’(V)’ ]

V)=l (v)
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= (¢(v)cosu,p(v)sin u,v/(u))—%(W’(V)Cosu,v/’(V)sin u,¢'(v))

- (O,O,W(V)_CD(V_'(V)]

v'(v)

seklindedir. Burada p,,i =1,2, M (u,v) nin asli egriliklerinin ¢arpmaya gore tersidir.

Diger taraftan a = (¢, ) nin evoliitii ¥ ise

o
y=a+—————J(a')

<a”.J(a’)> 43)
e -
o AL )
seklindedir. Burada @ birim hizli oldugundan
9 +y'=1 (4.4)
Ve
J(a)=(-y"9') 4.5)

seklindedir. (4.4) ve (4.5) degerlerini (4.3) denkleminde yerine yazarsak ve gerekli

islemleri yaparsak a nin evoliitii

(o) v'(v) v)— o)
7—(?0( ) W) qo,(v»,n(v)"/’( ) go"(v)y’(v)—qo’(vh/"(V)] o

ile verilir. (4.6) denkleminden basit bir hesaplama gosterir ki donel yiizey, y tarafindan

uretilir.
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4.3 Merkez Egrisi Bir Diizlemsel Egri Olan Kanal Yiizeyleri

Herhangi bir kanal yiizeyin asli egrileri, bir cemberler sistemine sahiptir. Direkt

hesaplamayla bunu ispatlayalim.
Lemma 4.3.1 M , (2.1) ile verilmisg bir kanal yiizey olsun. Sabit s i¢in ¢ — canalsurf (s,t)

1
egrisi, asli egriligi ——— olan bir asli egridir.

)

ispat: M(s,t)= canalsurf(s,t) olsun. M kanal yiizeyinin birim normal vektor alani

M-a 1
)

U:M:;(M—a 4.7
seklindedir. Buradan
M=a+rU (4.8)
elde edilir. (4.8) denkleminin ¢ ye gore tiirevini alirsak
M, =aU, =-rS,, (4.9

t

elde edilir. Burada § kanal ylizeyinin sekil operatoriidiir.
Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.3.1 M , (2.1) ile verilen bir kanal yiizey olsun. Bu taktirde asagidaki esitlikler
birbirine denktir.

(i) Her s icin s > canalsurf (s,t) yiizeyi, asli egridir.
(ii) Ya r fonksiyonu sabittir ve a merkez egrisinin torsiyonu sifirdir ya da @ nin hem
egriligi hem de torsiyonu sifirdir.
(iii) o merkez egrisi bir diizlemsel egridir ve ya r fonksiyonu sabittir ya da o nin

egriligi sifirdir.

Ispat: (i) yi kabul edelim. Once kanal yiizeyinin U birim normal vektor alanmi yazmak

icin (4.2) ve (4.7) denklemlerini kullanalim. Bdylece
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( ) 11— (N(s)cost+B(s)s1n t) (4.10)
elde edilir. Buradan U nun ¢ ve s ye gore tlirevini alirsak,
V1 - ( N(s)smt+B(s)cost) (4.11)

\

U, =—r"T(s)—r'&N(s)* (\/1 —r'? )’(N(s) cost + B(s)sin¢)
+~/1— 7" (cost(— kT (s)+B(s))+ sin t(— 2N (s)))

= ( "+ Kk costvl— r’z)T («/1 ¥ )(costN(s)+ sin £B(s))
+ 71— 7% (= sin tN(s) + costB(s))

(4.12)

elde ederiz. (4.11) ve (4.12) den
(U,U) =4rksini 1= + (1= (4.13)
bulunur. Diger taraftan (4.8) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa
M, =T(s)+7U+rU, (4.14)
elde edilir. O halde (4.9), (4.10), (4.11), (4.13) ve (4.14) kullanilirsa

< > (()+r’U+rUs)(rU): 2( xU,)

2(+r K sin 1 — ( )) &1

elde edilir. Eger M asli ise, M, ye dik olmaldir. Eger bu olursa (4.15) in sag tarafindaki

her iki terim sifirdir. Boylece 7 =0 ve ya »'=0 ya da xk =0 dir. Boylece (ii) elde edilir.

Eger (i1) yi kabul edersek, o zaman (4.15) denkleminden M nin asli egri oldugunu

gosterir. Son olarak agik bir sekilde (ii1) e denktir.
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