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SIMGELER

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler aciklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler

N

R

Q

x = (xx)
K|

§(K)
h.h.k

st — lim x,
A = (ank)

(Ax), = (4,(0))
C, yada (C, 1)

Sp = L(A)
Ya, =1(4)
0(1)

o(1)

Ax;,

Aciklama

Dogal sayilar ciimlesi

Reel sayilar climlesi

Rasyonel sayilar ciimlesi
Genel terimi x, olan reel sayilarin bir dizisi
K kiimesinin eleman sayisi

K kiimesinin yogunlugu (Dogal Yogunluk)
Hemen her k

x = (x,,) dizisinin istatistiksel limiti
Sonsuz matris

x dizisinin A matrisi ile elde edilen doniisiim dizisi
Cesaro ortalamasi

(sy) dizisi | ye Abel limitlenebilir

Y. a; | ye Abel toplanabilir

Sinirh ifade

Sifira yakinsak ifade

x = (x;) dizisinin x, —x;, terimleri farki



1. GIRIS

Klasik yakinsaklik kavraminin yani sira dl¢lim, kiime ve benzeri araglar kullanilarak bu
kavrama yakin bircok yakinsaklik kavramlar1 tanimlanmistir. Yeni yakinsaklik
kavramlarinin en Onemlilerinden biri H. Fast (1951) ve Schoenberg (1959) tarafindan
birbirlerinden bagimsiz olarak tanimlanan istatistiksel yakinsaklik metodudur. Ik olarak
1951 yilinda Steinhaus tarafindan Polonya’da yapilan bir konferansta tanitilan ve yine ayni
yil H.Fast tarafindan gelistirilen “Istatistiksel Yakinsaklik” kavrami, Toplanabilme Teorisi
(Schoenberg ve Fridy), Fourier Serileri (Zygmund), Fonksiyonel Analiz (Connor, Demirci
ve Orhan, Kline), Sayilar Teorisi (Erdos ve Tenenbaum), Istatistik (Fridy ve Khan),
Optimizasyon Teorisi (Pehlivan ve Mamedov), Yaklasim Teorisi (Gadjiev ve Orhan) ve
son zamanlarda ise Olgii Teorisi (Miller ve Orhan) gibi matematigin temel alanlariyla
iligkisi nedeniyle giiniimiize kadar ¢ok sayida matematik¢inin ilgilendigi 6nemli bir konu

haline gelmistir.

Bu yiiksek lisans tezinde, istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel Cauchy dizisi tanimlarini
kullanarak Analizde iyi bilinen bazi1 klasik sonuglarin istatistiksel benzerlerini elde
edecegiz. Bu sayede bilinen bazi sonucglarin daha zayif kosullar altinda da
gerceklenebilecegini gosterecegiz. Matrislerde toplanabilme metodunu tammlayip bu
metodun istatistiksel yakinsaklik metodunu icermedigini gosterecegiz. Son olarak da
Tauberian teoremleri ele alinarak istatistiksel yakinsaklik icin Tauberian teoremlerindeki

durumu inceleyecegiz.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde tez i¢in gerekli bazi tanim, teorem ve ornekler verilecektir.

Tanmm 2.1 Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyonlara dizi denir. Diziler
deger kiimelerine gore cesitli adlar alirlar. Eger dizinin deger kiimesi R reel sayilar kiimesi
ise reel terimli dizi, Q rasyonel sayilar kiimesi ise diziye rasyonel terimli dizi denir. Biz bu

yiiksek lisans tezinde reel terimli dizileri, yani

x:N->R

seklindeki fonksiyonlar1 inceleyecegiz.
X1, %3, X3, ... reel sayilarina dizinin birinci, ikinci, ficlincii,... terimleri, x) terimine dizinin
genel terimi ve k dogal sayisina da teriminin indisi ad1 verilir. Biz bu yiiksek lisans tezinde

genel terimi x;, olan diziyi (x) ile gosterecegiz.

Tamm 2.2 Her k dogal sayisi igin x, < M olacak sekilde bir M reel sayisi varsa (xj)
dizisine iistten sinirhidir denir. M sayisina da bu dizinin iist simir1 adi verilir. Her k dogal
sayisl icin x, = m olacak sekilde bir m reel sayis1 varsa bu diziye alttan sinirlhidir denir. m

sayisina da bu dizinin alt sinirt adi verilir.

Tanmm 2.3 Her k dogal sayisi i¢in |x;| < K olacak sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa
(x) dizisine sinirh dizi denir. Dolayisiyla iistten ve alttan sinirh bir dizinin sinirh olacagi

aciktir.

Tamm 2.4 (x;) bir reel say1 dizisi ve x € R olsun. Her € > 0 i¢in, k > k, oldugunda
|, — x| < € kalacak sekilde € na bagh bir k, sayisi bulunabiliniyor ise (x;) dizisi x e

yakinsaktir denir ve



limx, =x veya (x;) - x

seklinde gosterilir.

Teorem 2.1 Yakinsak bir dizinin bir tek limiti vardir.

Teorem 2.2 Yakinsak her dizi sinirlidir.

Teorem 2.3 (x;) - ave (y,) b = (x; +y,) = a+ bolur.

Teorem 2.4 (x;) — a ise her ¢ € R igin c(x;) = ca olur.

Teorem 2.5 Yakinsak bir dizinin her alt dizisi yakinsaktir.

Tamm 2.5 (x; ) bir reel terimli dizi olsun. (x;) bir Cauchy dizisidir & Ve > 0 i¢in bir

ko € N vardir oyle ki her n, k = kg i¢in |x, — x;| < € olur.

Teorem 2.6 (Cauchy Yakinsakhik Testi) (x;) bir reel terimli dizi olsun. (x;,) dizisinin

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart Cauchy dizisi olmasidir.

Tanmim 2.6 a ve b reel sayilar olmak iizere,

{fx:xeR,a<x<b}ve{x:x ER,a<x < b}

kiimelerine sirasiyla kapal aralik ve agik aralik denir. Kapali aralik [a, b], agik aralik ]a, b[

ile gosterilir.

{x:xeR,a<x<b}ve{x:x R a<x < b}

kiimelerine de sirasiyla soldan kapali sagdan agik aralik ve sagdan kapali soldan ag¢ik aralik
denir. Soldan kapali sagdan agik aralik [a, b[, sagdan kapali soldan agik aralik ]a, b] ile

gosterilir.



a = b oldugu zaman yalmz kapali aralik bos olmayan bir kiime olacaktir, digerleri bos
kiime olacaktir. Yani [a, a] = {a}, [a,a[ = ]a, a] = ]a,a] = @ olur.

b < a oldugunda ise [a, b] = ]a, b] = [a,b[ = ]a, b[ = @ olur.

Ayrica,

]—oo,b[ = {x:x € R,x < b} la,o[={x:x € R,x > a}

]—oc0,b] = {x:x € R,x < b} [a,0[ ={x:x € R,x = a}

olarak tanimlanir.

Tanmm 2.7 Her n dogal sayisi i¢in a,, b, € R, a, < b, olmak iizere I,, = [a,, b,] olsun.

Eger her n € N i¢in;

i. In 2 In+1’ In 2 In+1;

ii.bl_a1>b2_a2>"'>bn_an>bn+1_an+1_>0

oluyorsa [, araliklar i¢ ice araliklar sistemi olusturur denir.

Teorem 2.7 (i¢ ice Araliklar Teoremi) {,,} araliklar kiimesi bir i¢ ice araliklar sistemi

olsun. Bu takdirde I, araliklarinin hepsine ait olan bir tek reel say1 vardir.



3. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK UZERINE

Bu béliimde bazi tanim, teorem ve ornekler verilecektir. Oncelikle Dogal Yogunluk
kavrami tanimlanarak bunun yardmmiyla Istatistiksel Yakinsaklik kavrami tanimlanacaktir.
Bu kavram orneklerle aciklandiktan sonra Istatistiksel Cauchy Dizisi tanimi yapilacak ve

teoremler {izerinde aciklik getirilecektir.
3.1 istatistiksel Yakinsakhk

Tamm 3.1.1 K, N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olsun. |{k < n: k € K}| ifadesi K

kiimesinin n den biiylik olmayan elemanlarinin sayis1 olmak tizere,
1
6(K) = lim - {k < n:k € K}|
n—oo

limiti mevcut ise §(K) sayisina K kiimesinin Yogunlugu (Dogal Yogunlugu) denir.

(ay) pozitif tamsayilarin bir dizisi ve K = {a,: k € K} olmak iizere §(K) sayis1 mevcut ise

S(K) = lim —

n-o q,

olur [3].

Ornegin 6(N) = 1 ve §({k%:k € N}) = 0 ve §({2k +1:k € N}) = oldugu yogunluk
tanimindan kolaylikla goriilebilir. Ayrica dogal sayilar kiimesinin her bir sonlu alt kiimesi
stfir yogunlukludur.

[statistiksel yakinsaklik kavrami dogal yogunlugu sifir olan kiimelerle ilgilidir. Bunun icin
kolaylik saglamasi i¢in asagidaki notasyonu verebiliriz:

Eger bir x = (x;) dizisi bir P kosulunu sifir yogunluklu bir indis kiimesinin elemanlar1
disindaki her k igin sagliyorsa x = (x;) dizisi bu P kosulunu “hemen hemen her k” igin

sagliyor denir ve bu kisaca “h. h. k” seklinde yazilabilir.



Simdi istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlayalim.

Tamm 3.1.2 x = (x;) reel terimli bir dizi olsun. Eger her £ > 0 i¢in

1
lim—|{k<n:|x,— Ll =€} =0
n-ooNn

olacak sekilde bir L sayisi var ise bu (x;) dizisi L sayisina Istatistiksel Yakinsaktir denir ve

bu durum;
st —limx, =L

seklinde gosterilir [1].

Yogunluk kavraminda verdigimiz notasyon yardimiyla; h.h.k igin |x, —L| <e€
yazilabilir.

[statistiksel yakinsaklik tanimindan da anlasilabilecegi gibi x = (x;) dizisi bir L sayisina
istatistiksel yakinsak ise L sayisinin herhangi bir € komsulugunda dizinin sonsuz ¢oklukta
terimi bulunurken, bu komsulugun disinda da indis kiimesinin yogunlugu sifir olmak
sartiyla yine diziye ait sonsuz coklukta terim bulunabilir. Dolayisiyla, istatistiksel
yakinsaklik bilinen yakinsakliktan daha genel bir kavramdir. Bunun karsitinin her zaman

dogru olamayacagi asagidaki 6rneklerde goriilmektedir.
Ornek 3.1.1 x = (x;,) dizisinin genel terimi;
1, k=m?
X = ,m=123,..
seklinde tanimlansin.

(x,) dizisinin terimleri;

(xk) = (xl = 1rx2 = Orx3 = Orx4 = 1rx5 = Orx6 = Orx7 = Orx8 = Orx‘) = 1rx10 =0 )



seklinde olur. Bu durumda;
{k <n:lxg| =€} < [{k<nx, =0} <vn
esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizlik n ile boliiniir ve n — oo iken limiti alinirsa,

0 < lim < [{k < n:x, 0} < lim 2 = lim —= = 0

elde edilir. Buradan,
st—limx, =0
oldugu sonucuna ulasiriz.
Ornek 3.1.1 de verilen x dizisi yakinsak degildir. Dolayisiyla yakinsak her dizi sinrl
oldugu halde istatistiksel yakinsak dizilerin sinirli olmasi gerekmez. Simdi bunun i¢in bir

ornek daha verelim.

Ornek 3.1. x = (x;,) dizisinin genel terimi

Vk , k=m?
Xk = ,m=1,23,..

0, k=m?
seklinde tanimlansin. Bu durumda;
[{k <n:lxel = e}l < [k <nixe#0} <vn
esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizlik n ile boliiniir ve n — oo iken limiti alinirsa,

1 n 1
lim —|{k < n:x; # 0}| < lim£= lim—=0

n-oon n-o N n—»oodn



elde edilir. Buradan,
st —limx, =0

oldugu sonucuna ulasiriz. Burada da x dizisi istatistiksel yakinsaktir fakat {iistten

stirsizdir.
Teorem 3.1.1 Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: x = (x;) dizisi bir a sayisina yakinsak bir dizi olsun. Bu durumda her £ > 0 icin

k > kg oldugunda,
|x, —al < e
kalacak sekilde bir k, sayis1 bulunabilinir. O halde,
{k <n:lx, —al =€} <k,

esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizlik n ile boliiniir ve n — oo iken limiti alinirsa,

1 k
lim —[{k < n:|x, —a|l = &}| < lim —2 = 0
n

n-oon - n
elde edilir. Dolayisiyla
st —limx, =a
olur. Genel olarak,
limx, =a = st—limx, =a

seklinde yazabiliriz.



Teorem 3.1.2 Istatistiksel yakinsak bir dizinin limiti tektir.

Ispat: x = (x;) dizisinin L, ve L, sayilarina istatistiksel yakinsakligin1 kabul edelim.
O halde her € > 0 verildiginde en az bir A € N kiimesi ve (& a bagl) bir k, sayisi
bulabiliriz.

Oyle ki §(4) = 1, her k > ky ve k € A icin

e — Ly| < =
Xk 1 >

saglanir.
Ayn1 sekilde her € > 0 verildiginde en az bir B C N kiimesi ve (& a bagl) bir k; sayis1
bulabiliriz.

Oyle ki 5(B) =1, herk > k; ve k € B icin

Iy — Ly < =
Xk 2 >

saglanir.
k, sayisim k, = maks{k, k,} seklinde alirsak; §(A N B) = 1 olmak iizere her k > k, ve
k€ ANBigin,

|Ly — Ly| = |Ly — xp + x3 — Ly

< Ly = xpel + Ly — x|
< € N €
2727 °
saglanir. Buradan |L; — L,| = 0 bulunur. Boylece L; = L, olup ispat tamamlanir.

Lemma 3.1.1 st — limx, = a, st —limy,, = b ve c bir reel say1 olsun. Bu durumda,

i.st—lim(x, +y,)=a+b



ii. st — lim(cx,) = ca olur [5].

Ispat: i. st — limx, = a ve st — limy,, = b olsun.

O halde her € > 0 i¢in,

. 1 . 1

llmn_m;|{k <n:lx,—al= §}| =0 ve llmn_m;|{k <nly,—b|= §}| =0
olur. Burada,

|(xx + vi) — (@ + b)| < |x, —al + |y, — bl
esitsizliginden;
£ €

{k<n|(xx+y)—(a+b)| =¢}c [{k < n:lx, —al ZE}U{k < n:|y, — bl ZE}]

icermesi sebebi ile

1
lim El{k <n (e +yx) —(@+b)| = €}
n-oo

< lim1|{kSn:|xk—a| >£}|+ lim1|{kSn:|yk—b| 2§}| =0

n-oon 2 n-oo N
elde edilir. Buradan da
st —lim(x, +y,) =a+b
bulunur.

ii. ¢ = 0 ise durum agiktir. Simdi ¢ # 0 olsun. Burada

lcxy —cal =2 e & xk—alzﬁ

10



oldugundan,

€
{kSnzlcxk—caIZe}z{kSnzlxk—alZF}

bulunur. Boylece,

n-oon

1 1 £
lim —|{k < n:|cx; — cal = €}| = lim — |{k <n:lx,—al = —}|
n-oon |C|

=0

oldugundan,

1
lim —|[{k < n:|cx, —cal =€} =0

n-oon
elde edilir. Buradan,

st —lim(cxy) = ca
bulunur.
3.2 istatistiksel Cauchy Dizisi

1985 yihinda Fridy tarafindan Klasik Analizden bildigimiz Cauchy dizisi kavraminin

istatistiksel benzeri asagidaki gibi tanimlanmistir.

Tamm 3.2.1 x = (x;,) dizisi eger her € > 0 i¢in N, € a bagh olmak iizere,

1
lim —|{k <n:lx, —xy| =€} =0

n-on

olacak sekilde bir N sayis1 mevcut ise x = (x;) dizisine Istatistiksel Cauchy Dizisi denir.

Bu durumda her £ > 0 i¢in en az bir N sayis1 mevcuttur. Oyle ki h. h. k igin,

11



X, —xyl <€
saglanir [2].

Teorem 3.2.1 Asagidaki ifadeler denktir.

i. x dizisi istatistiksel yakinsaktir.

ii. x istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii. Hemen hemen her k i¢in x;, = y, olacak sekilde yakinsak bir y = (y,) dizisi vardir

[2].

Ispat: Oncelikle (i) ve (ii) nin denk oldugunu gosterelim. (i) nin (ii) yi gerektirdigini
gosterirken yakinsak bir dizinin Cauchy dizisi oldugunu ispat ederken kullanilan
diisiincenin benzerini takip edecegiz. Oncelikle x dizisinin istatistiksel yakinsak oldugunu

kabul edelim. Yani her € > 0 i¢in st — lim x;, = L olsun.
Bu durumda h.h.k ic¢in |x; — L| <§ saglanir ve |xy — L] <§ olacak sekilde bir N

secilirse h. h. k icin

lxy —xy|l = lxp +L—L—xpy| < |xx —L|+ |xy— L|

<f4i=c¢
2 2
esitsizligi saglanir. Dolayisiyla x istatistiksel Cauchy dizisidir.

Simdi (ii) nin dogru oldugunu kabul edelim. Yani x dizisi istatistiksel Cauchy dizisi olsun.

Bu durumda her € > 0 i¢in

liml|{k < n:|xk—xk0| = E}| =0

n-oon

olacak sekilde bir k sayis1 bulunabilir.
Bu durumda h. h. k icin

Xp — Xgo| < €

12



saglanir.

Ozel olarak € = 1 alindiginda h. h. k igin x;, y1 igeren kapali aralik;

olacak sekilde bir N sayis1 bulabiliriz.

Ozel olarak € = i alindiginda da h. h. k i¢in xj, y1 igeren kapal aralik;

1 1
r-|

xM—E,xM+E

olacak sekilde bir M sayisida bulabiliriz.

Buradan h. h. k i¢in xj, y1 iceren kapali aralik
L=InTI

diyebiliriz.

Simdi bu araligin disindaki x dizisinin terimlerine bakalim.
fk<nx,eInl'}={k<nx,¢elJu{k<nx,¢l'}
olmast nedeniyle,
Hk<nixpeInl'}|<|{k<nx,¢l}+|{k <nx,¢l}

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik 7 ile boliiniir ve n — oo iken limiti alinirsa,
1 1 1
lim—|{k<nx,¢Inl'} <lim—|{k<nx, €¢I} +lim—|{k<nx,&lI'} =0
n-oon n-oo N n-on

bulunur. Buldugumuz I; kapah aralig1 h. h. k i¢in xj, y1 iceren I ve I’ kapali araliklarindan

daha dar bir araliktir.

13



Ayn diisiince ile 6zel olarak € = % alindiginda h. h. k i¢in x,, y1 igeren kapali aralik;

., 1 1
I = [XN(Z) _Z,xN(Z) +Z

olacak sekilde bir N (2) sayis1 bulabiliriz. Bu durumda,
12 = 11 N I”

aralig1 diger buldugumuz araliklara gore daha dar bir aralik olur. I, araliginin uzunlugu en
fazla é dir. Her m uzunlugu icin kapali araliklar ile {I,,};,—, dizisini olusturahm. I,

araliginin uzunlugu 2™ den daha biiyiik olamaz. Hemen her k icin I, 2 I, ve

Xy € I, dir. I¢ ice araliklar teoremi geregince, kapali araliklarin kesisimi;

ﬁlm:{/l}

m=1

olsun. Burada A bir reel sayu.

- n.Xk m . )

kosulunu saglayan bir T, dizisi olusturalim. Hemen her k icin x; € I, secimi ile
olusturacagimiz {T, }yn—; dizisi pozitif tam sayilarin artan bir dizisidir.

Simdi x;, dizisinin tiim terimleri k > T; ve eger T,, < k < T,y ise Xy € I,,, olacak sekilde
x dizisinin bir z alt dizisini tammlayalim.

Sonrada x in bir y alt dizisini,

A, xj zdebir terim

Yk
X, , aksihalde

14



olacak sekilde tanimlayalim.
Eger € > % > 0 ve k > Ty, ise xj, z dizisinde bir terimdir. Bunun anlam1 y,, = 4 dir. Aksi

durumda y, = x € I,,, ve |y, — 4] < 21~™ dir. Buradan,
limy, =1

oldugu asikardir.

Simdi h. h. k i¢in xj, = y;, oldugunu gosterelim.

Eger T,,, < n < Tj,4q ise

fk<ny,#xc{k<nx &l,}

Es.3.1 den,
[{k < n: Hs=-l{k=n: I} <
k<ny, #x} <=tk <nx, &I,

dolayisiyla limit n — oo iken O olur ve h.h.k i¢in x, =y, dir. Boylece h.h.k icin
X, = Y olacak sekilde yakinsak bir y = (y;) dizisinin var oldugunu gostermis olduk. (ii)
ve (iii) denktir.
Son olarak (iii) nin dogru oldugunu kabul edelim. Hemen her k icin x;, = y; olacak
sekilde yakinsak bir y = (y;) dizisi mevcut olsun. Bu durumda € > 0 i¢in
limy, =L

olsun. € > 0 ve her n i¢in,

fk<n|xy—Llzec{k<ny, #x Uk <nly,—L| > ¢}
olur. Buradan;

Hk<nilx,—Ll =z}l <lk<ny,#x}+{k<nl|y,—Ll >} (3B.2)
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esitsizligini yazabiliriz.
{k<n:|ly,—L|>¢}

kiimesi lim y,, = L oldugundan sabit bir tamsay1 igerir. Bu sayiya I = I(¢) dersek, Es. 3.2

n ile boliiniir ve n — oo iken limiti alinirsa,

1 1 1
lim —|{k <n:|x;, —L| = &}| < lim El{k < nmyg # x}| + lim —
n—-oo

n-o N n-ooon

=0

olur. Ciinkii h.h.k i¢in x;,, = y; idi. Dolayisiyla, h. h.k igin |x, — L| < € elde edilmis
olur. x dizisi istatistiksel yakinsaktir. Yani (iii) ve (i) denktir. Boylece ispat tamamlanmig
olur.

Teorem 3.2.1 den su sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.2.1 Eger x dizisi st — limx; = L ise x in bir alt dizisi y, L noktasina yakinsaktir

[2].
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4. TOPLANABILME OZELLIKLERI

Bu bolimde matrislerde toplanabilme metodunu tanimlayip bu metodun istatistiksel
yakinsaklik metodunu icermedigini gosterecegiz. Tauberian Kosul ve Tauberian Teorem
tanimlandiktan sonra istatistiksel yakinsaklik icin Tauberian teoremlerindeki durumu

inceleyecegiz.

4.1 Toplanabilme Metodu

Unlii Alman Matematikgisi O. Toeplitz (1881-1940) toplanabilme metotlarinin aslinda 6zel
birer matris doniisiimii oldugunu gostermistir. Soyle ki; her n, k = 1,2, ... i¢in a,,; bir reel
sayl olmak iizere A = (a,,) bir sonsuz matris ve x = (x;) de bir reel sayr dizisi

olsun. A = (a,,;) matrisini,

a;; A1z Aq3 -
a21 a22 a23 el
A = (ank) =
anl anZ an3
x = (x,,) dizisini de;
X1
X = (xk) = XZ

seklinde gosterelim. Bu durumda,

17



Ax =

carpimini formal olarak yapacak olursak,
a11x1 + a12x2 + A + alnxn + A
a21X1 + a22x2 + b + a3nxn + b

Ax

an1X1 + anzxz + A + annxn + b

elde edilir. Kolayca goriilebilecegi gibi Ax matrisinin her bir terimi;

[00)

Ay (x) = Z Anie X

k=1

(4.1)

seklinde ifade edilebilir. Siiphesiz ki bu ¢arpma isleminin anlamli olabilmesi icin her bir n

dogal sayisi i¢in Es. 4.1 deki serinin yakinsak oldugunu kabul etmeliyiz.

Bu sekilde elde edilen (Ax), = (A,(x)) dizisine x dizisinin A matrisi ile elde edilen

doniisiim dizisi ya da A-doniisiimii denir [4], [7].

Ozel olarak A = (a,;,) sonsuz matrisini soyle secelim;

Apg =

Bu durumda herhangi bir x = (x;,) dizisinin A-doniisiimii n, k = 1,2,

... igin

18



o (Goen)-(510)- 15

k=1 k=1

olur. Son esitlikten goriildiigii ilizere bu sekilde segilen A matrisi x = (x;) dizisine
uygulaninca, dizinin aritmetik ortalamasina doniismektedir.

Bu doniisiime Cesaro Ortalamasi denir. (C, 1) veya C; seklinde gosterilir.

Schoenberg istatistiksel yakinsak ve sinirli biitiin dizilerin Cesaro metoduyla toplanabilir
oldugunu gostermistir [6].

Bu durum sl istatistiksel yakinsak bir dizinin hangi durumda C; yontemini igerip
icermedigi sorusunu giindeme getirmektedir. Bir sonraki teoremde bu sorunun cevabini

gorecegiz. Fakat oncelikle konuyla ilgili bir lemma verecegiz.

Lemma 4.1 Sonsuz ¢okluktaki k indisi i¢in, ¢, # 0 olacak sekilde bir t = ¢, dizisi var ise

h.h.kicinx;, =0 ve

olacak sekilde bir x = (x}) dizisi vardir [2].

Ispat: Her k icin, m(k) > k? ve tmay # 0 olmak iizere {m(k)};-, dizisi pozitif

tamsayilarin artan bir dizisi olsun. Simdi bir x = (x;) dizisini;

. k=m(k)

tm(k)
Xk =
0 s k +m(k)

seklinde tanimlayalim. Bu durumda,

x = (xp) = (X1, %0, X3, X4, X5, o0 )
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k=1 > m(1) > 1
m(2) > 4
k=3 > m(3) > 9

I
()
U

k=vn = m@Hn) >n

x = (x) dizisinin 0 dan farkli terimleri,

(xm(l)l xm(Z)p xm(3), ey xm(\/ﬁ), )

olur. Buradan,
[{k <n:x, # 0} <vn

yazabiliriz. Dolayisiyla

1 n
lim —|{k < n:x, # 0}| < lim£= 0

n-oon n-o N

olur. Yani x = (x,,) dizisinin sifirdan farkli terimlerinin yogunlugu 0 dir. Hemen her k i¢in
X, = 0 yani st — lim x; = 0 dir.

Ayrica

oo (00

C 1
)t = tm(ku—m:Zl:“’
m

k=1 k=1 k=1

olup bu ise ispati tamamlar.

Tanim 4.1 (Limitleme ve Toplama Metodu)
X, Y reel terimli dizilerden olusan iki dizi uzay1 ve A = (a,) sonsuz bir matris olsun. Eger

her x = (x,;) € X ve her n € N icin
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(4,(0) = <i Ak xk)

k=1
x dizisinin A = (a,,) matrisi ile elde edilen doniisiim dizisi mevcut ve (An(x)) EY ise
A = (a,;,) matrisi X uzayindan Y uzayi i¢cine bir matris doniisiimii tanimlar veya

A = (a,,) matrisi X denY ye bir limitleme metodudur denir. Ayrica, x = (x,,) bir ), a,,

sersinin kismi toplam dizisi ise A = (a,,) matrisi X den Y ye bir Toplama Metodudur

denir.
Tanimm 4.2 Bir Q metodunun P metodunu icermesi demek;

PcQ e [(x)-»x(P) = (xn) - x(Q)]
olmasidir.

Tanmm 4.3 Her bir satirinda sifirdan farkli sonlu adette terim bulunan matrise satir-sonlu

matris denir.

Teorem 4.1 Hicbir matris toplanabilme metodu istatistiksel yakinsaklik metodunu icermez

[2].
Ispat: Oncelikle A matrisinin belli bir satirdan sonraki biitiin satirlarmin sifirdan meydana
geldigini kabul edelim. Ornegin 6yle bir m € N olsun ki her n > m ve her k € N icin
ap = 0 olsun.

a11 Q12 Qg3

asz; dszz ds3

Am1 A2 Ams ..
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Boyle bir matris biitiin dizileri sifira yakinsayan dizilere doniistiiriir.

Gercekten;

((Ax),) = <Z A1 Xy, Z Aok Xk Z A3 Xk ,Z AmiXy,0,0,0, ... )

k=1 k=1 k=1 k=1
olup x = (1,1,1,1, ...) dizisi 1 e istatistiksel yakinsak olmasina ragmen

A—-limx, =0
oldugundan bu metot istatistiksel yakinsaklig1 icermez.
Benzer sekilde belli bir siitundan sonraki biitiin siitunlar1 sifir olan matris metodu da
istatistiksel yakinsaklig1 icermez.
Bunun igin,

a =0 Vk>p , VneN

alalim.

A1 Q12 - a, 0O

A1 Q22 - az, 0 0

31 Q32 - az, 0 O
A=

an1  Qnz Ay 0 0

Bu matris yardimiyla x dizisi;

P P P P
((Ax),) = <Z A1 Xk Z Aok Xk Z A3k Xk ,Z Anic X » )
k=1 k=1 k=1 k=1
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dizisine doniisiir.

Buradan

x = (0,0,0,..,0,1,1,1,1,...)

p terim 0

dizisi icin
((4x),,) = (0,0,0,0,...)

olur. x dizisi 1 e istatistiksel yakinsak olmasina ragmen

A—-limx, =0
olur.
Demek ki boyle bir matriste istatistiksel yakinsaklig icermez.
Bir matris istatistiksel yakinsaklik metodunu iceriyorsa Lemma 4.1 de goriildiigii gibi satir-

sonlu olmalidir.

Keyfi bir A matrisi satir-sonlu bir matris ve @, 1y’ 1y # 0 olsun.

k > k(1) icin;

Anyky #0 ve apay =0

olacak sekilde; k(1) = k'(1) segelim.

Simdi satir ve siitunun artan dizilerini secelim. Oyle ki her m igin,

k(m) = m? oldugunda Anm)k(m) * 0

k = k(m) oldugunda Anmyk = 0

olsun.

Bir x = (x},) dizisini;
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1
Xk =, ., Xg = Z a k(D Xk
= o o = o [ n(m)k(D) (t)]

ve diger durumda x;, = 0 olacak sekilde tanimlayalim.

Bu durumda,

oo

(Ax)ymy = Z An(m)iXi

i=1
k(m)

= Z An(m)iXi

i=1

m

= Z An(m) k()X (D)

i=1

m-—1

= Apm)k(m)Xem) T z An(m)k () Xk()
i=1

=m

elde edilir.
Smirsiz bir dizi yakinsak olmadigindan x, A toplanabilir degildir.
Simdi x dizisinin istatistiksel yakinsak oldugunu gosterelim:

k(m) > m? oldugundan,

[{k < n:x; # 0} <Vn

esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizlik n ile boliiniir ve n — oo iken limiti alinirsa,

lim — |{k<n xr # 0} < lim ﬁ:o

n—-oo n-oo N

olur. O halde h.h.k icin x;, = 0 yani st — lim x;, = 0 dur.

Bu durumda satir sonlu A matrisi istatistiksel yakinsaklig1 icermez. Bu da ispat1 tamamlar.
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4.2 Tauberian Kosul ve Tauberian Teorem

Tanim 4.2.1 O ve o tammlart;
(a,), (b,) reel terimli diziler olmak iizere,
i.

a, =0(b,) & sup < o

n

n

ii.

a
a,=o(b,) © lim-—=0

n-oo P,
Tamm 4.2.2 Bir (s,,) dizisi verilsin, f(x) = X spx* (]x| < 1) yakinsak ve
lim (1 —x)f(x) =1
x—-1

ise (Sp,), | ye Abel Limitlenebilir denir ve s,, = [(A) seklinde gosterilir.
(s,,) dizisi Y ay, serisinin kismi toplamlar dizisi ise )} ay, [ ye Abel Toplanabilir denir ve
Y. a; = L(A) seklinde gosterilir. Ayrica
a,->l(n->o) = aq,-1(4)
olur fakat bu kosulun tersi her zaman dogru degildir. Bunu gérmek i¢in;
a=(a,) =1+ (D"
dizisini incelememiz yeterli olacaktir. a dizisinin terimleri;

a =(2,0,2,0,2,0,..)

seklindedir. Dolayisiyla bu sekildeki bir dizinin limiti yoktur. Fakat

25



x-1"

lim (1 — x) Z a,x™ = xli_gl_(l —Xx) Z[l + (—1)"]x™
n=0 n=0

lim (1 — x) Z x™+ lim (1 — x) Z(—l)”x”
x-1" x-1"
n=0 n=0

- (1-x)
=lim gy Ting =

olur.
Abel 1826 da ) a, = s ise ),a, = s(A) dir, yani her yakinsak seri ayni degere Abel
toplanabilirdir seklinde bir teorem ispatlamistir. Bu teoremin tersinin her zaman dogru

olmadigini;
a=(ay)=0+CD"

dizisi orneginden gormiistiilk. A. Tauber 1897 de ilk Tauberian teoremi olarak bilinen,
Y a, reel serisi Abel toplanabilir ve a, =o(n!) ise Y a, yakinsaktir teoremini
ispatlamistir. ikinci Teoberian teoremi de Y, a,, = s Abel toplanabilir ve na,, = o(C, 1) ise
Y. a, = s seklindedir. Burada bir serinin yakinsak olup olmadigini test eden bu teoremler
toplanabilmeye bazi kosullar eklenerek bulunmustur.

A belirli bir toplama metodu olsun, 4 toplama metodu ile birlikte dizi {izerine eklenen
kosulla seri yakinsak oluyorsa dizi iizerine eklenen kosula Tauberian kosul boyle
teoremlere de Tauberian teorem denir.

David Borwein bir x = (x;) dizisi igin; Ax; = x, — x4, olmak iizere istatistiksel

yakinsaklik metodunda Tauberian kosulunun Ax;, = O (%) seklinde olmasini Gnermistir

[2]. Bu varsayimin bir sonraki teoremde dogru oldugunu gérmekteyiz.

Teorem 4.2.1 Bir x = (x;) dizisi i¢in st —limx, =L ve Ax,, =0 (%) ise limx, =L

olur [2].
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ispat: x = (x3) dizisinin st — limx; = L oldugunu varsayalim. Bu durumda Teorem
3.2.1 den h.h.k i¢in xj, = y, olacak sekilde yakinsak bir y = (y;) dizisinin var oldugunu
sOyleyebiliriz.

Her bir k sayisi icin;
k=m(k) +p(k)
olsun. Burada m(k) degeri;
m(k) = maks{i < k:x; = y;}

eger {i < k:x; = y;} kiimesi bos kiime ise m(k) = —1 olsun.

Iddia edilen kosulun dogru oldugunu gérmek icin;

. p(k)
1I£nm(k) =0 (4.2)
oldugunu gostermemiz gerekmektedir.

. pk .
Eger e > ¢ > 0 ise;

1, 1
El{l Shkix;#y}l = m?(’f)

p(k)
P 4 p i
&
1+¢

olur. Boylece sonsuz sayida k igin % > ¢ olurdu bu ise h.h.k igin x; = y; olmasi

durumuna aykir1 bir durumdur.

Bu durumda % < ¢ olur. Buradan Es. 4.2 in saglandigin1 gérmiis oluruz.

Simdi yp, k) ile x arasindaki fark: diigiinelim. Her k igin;
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|A | <
xk > k
olacak sekllde bir B sabiti olsun. Bu nedenle;

Ym(o-Xic| = [Ximgiy = Xm@o4pao |
m(k)+p(k)-1
< Z |Ax; |
i=m(k)
<P —
m(k)
olur. Es. 4.2 yardimiyla k — oo iken limit alindiginda esitsizligin sag tarafi 0 olmaktadir.
Buradan limy, = L oldugundan limx;, = L oldugu sonucunu elde etmis oluruz. Bu ise
ispat1 tamamlar.
Benzer sekilde istatistiksel yakinsaklik metodu icin tauberian kosullar1 eklenerek
Tauberian teoremleri yazilabilir. Bu teoremlerin bazilar1 asagida ispatsiz sekilde
gosterilmistir.
Teorem 4.2.2 Eger {r, } pozitif sayilarin azalan bir dizisi ve {kr; } simrsiz yani 1, # O (%)
olmak iizere; bir x = (x;) dizisi st —limx, = 0 ve Ax, = 0(ry,) iken x = (x;) dizisi

yakinsak bir dizi degildir [2].

> 1 olmak

Teorem 4.2.3 {k(i)};2, pozitif tamsayilarin artan bir dizisi ve lim inf; ks(:)l )

tizere bir x = (x;,) dizisi;
k # k() i=123..

iken eger Axj, = 0 ve st —limx;, = 0 ise lim x; = L olur [2].
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