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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢aligmada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte agagida

sunulmustur.
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1.GIRIS

1.1. Temel Kavramlar

Kismi tiirevli denklemlerin ¢ogu fiziksel olaylarmn analizinden ortaya ¢ikmistir. Ornegin
belli bir ortamda kararli 1s1 denilen zamandan bagimsiz 1s1 yayilmasi, zamana bagli 1s1
yayilmasi, degisik tipteki dalga yayilmalar1 gibi fiziksel olaylar kismi tiirevli denklemler
yardimiyla kolayca incelenebilmektedir. Fiziksel bir olayr matematiksel ifadelerle analiz
ederek bir kismi tiirevli denklem elde etmek miimkiin olabilir. Kismi tiirevli denklemin

elde edilis yolarindan birisi budur [1].

Fen ve mihendislikteki pek c¢ok dalda karsilasilan problemlerin diferansiyel
denklemlerle ilgisi vardir; roket ve uydularin hareketi, bir elektrik devresindeki akim
veya elektrik yiikii, iletken bir gubuktaki 1s1 akimi, bir tel veya zarin titresimi, radyoaktif
bir maddenin pargalanmasi, kimyasal reaksiyonlarin belirlenmesi, belirli bir geometrik
ozellikteki egrilerin bulunmasi gibi. Bir baska deyisle, bu tiir problemlerin matematik
modeli, karsimiza diferansiyel denklemler olarak ¢ikar. Genel olarak, belirtilen herhangi

bir zamandaki bagintilarda tanimlanabilir [2].

Tamm 1. Bir veya daha ¢ok bagimli degisken, bir veya daha ¢ok bagimsiz degisken ve
bagimli degiskenlerin bagimsiz degiskenlere gore tiirevlerini veya diferansiyellerini

iceren bir bagintiya diferansiyel denklem denir. Ornegin;

Y_
< cos(x)

y = cos (x)
cos (x )dx-dy=0

Tanim 2. Bir veya daha cok bagimli degisken, bir tek bagimsiz degisken ve bagimli
degiskenin (veya degiskenlerin) bir tek bagimsiz degiskene gore tiirevlerini (ki bunlar
adi tiirevlerdir) veya diferansiyellerini igceren bir diferansiyel denkleme adi (tiirevli)

diferansiyel denklem denir. Ornegin;

d*x | dx
X — -x2 — +x=sin(t)

e dt



Tanim 3. Bir veya daha ¢ok bagimli degiskenin birden ¢ok bagimsiz degiskene gore
kismi tiirevleri ile beraber bagimli ve bagimsiz degiskenleri iceren diferansiyel

denkleme kismi diferansiyel denklem denir.

Genel olarak u bagimli, x ve y bagimsiz degiskenli bir kismi diferansiyel denklem,;
F(X, Y, U, Ug, Uy, Uy, Ugy, Uy, ...)=0

seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanir.

Ornegin;

82u+62u_0 Fu u Gu
ox’ 6y2 e 5X5Y 5}’

denklemleri kismi diferansiyel denklemlerdir.

Tanim 4. y bagimli degisken ve x bagimsiz degisken olmak iizere n. mertebeden bir
lineer adi diferansiyel denklem,

n n-1

ao(X) d y+a1 (X) d y+ . ta 1(X) &y +an(X)y—b(X)

bi¢iminde ifade edilebilen bir denklemdir. Diger bir deyisle, bir diferansiyel denklemde
her bagimli degisken ve her mertebeden tiirevler 1. dereceden ise ve aynm1 zamanda
bagimli degiskenler veya tiirevler carpim halinde yer almiyorsa, boyle denklemlere

lineer (dogrusal); aksi halde lineer olmayan diferansiyel denklemler denir.

u & u_
—+—
ox ay
622 0%z N 0z t
x> 6y ax Y

denklemleri lineer kismi diferansiyel denklemlerdir.



&’y ’
(d?) -Xy=X

denklemleri lineer olmayan denklemlerdir [2].

Birgok fiziksel sistemin matematiksel modellemesinde, fizik ve miihendisligin ¢esitli
alanlarinda, adi veya kismi diferansiyel denklemler yol gosterir. Matematiksel modelin
analizi i¢in etkili bir yontem gereklidir. Cesitli giiclii matematiksel yontemler, tam ve
yaklagik analitik ¢6zlimlerin elde edilmesi i¢in Tanh Y 6ntemi, Pseudosoectral Yontemi,
Inverse Scattering Ydntemi (Ters Sagilma Ydntemi), Bakland Déniisiimii, Jacobi Eliptik
Fonksiyon Yontemi, Adomian Ayrisim Yontemi, Homotopi Pertiirbasyon Yontemi ve

Varyasyonel Iterasyon Ydntemi gibi metodlar dnerir [11].



2. YONTEMLER

2.1. Adomian Ayrisim Ydéntemi

Adomian Ayrisim Yontemi, Adomian tarafindan gelistirilmis ve literatiirde yogun
olarak kullanilmistir [8]. Metod seri bi¢iminde bir ¢oziim elde edebilmek i¢in yapilan
calismalara dayanir. Miihendislik, fizik, biyoloji gibi bircok farkli alanda yapilan

bilimsel ¢alismalarda kullanilan bir yontemdir [16].

1980° li yillarin basindan bu yana Adomian; cebirsel, diferansiyel, integro-
diferansiyel, gecikmeli diferansiyel ve kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek igin

ayrigim yontemini tasarlamis ve gelistirmistir [8].

Adomian ayrisim metodu kullanilarak, geleneksel yontemlere gore yaklasik ¢oziimleri
olusturan serilerin elemanlarinin hesaplanmasinda daha hassas ve daha hizli oldugu
gozlemlenmistir. Ayrisim metodu yalnizca baslangi¢ sartinin kullanmasiyla ¢6ziimiin
elde edilmesini saglar [16]. Adomian Ayrisim Yontemi, biyolojik ve kimyasal
reaksiyonlarda, fizikte, lineer wveya lineer olmayan deterministik ve skolastik
problemlerin genis bir smifinda uygulanmistir [10- 19]. Lineer olmayan modeller igin

bu yontem ¢ok hizli yakmsar ve analitik yaklasimi saglayarak giivenilir sonuglar verir

[9].

Ayrisim yonteminin bir seri metodu oldugu ve birgok cebirsel, lineer veya lineer
olmayan diferansiyel denklemlere basarili bir sekilde uygulandig1 bilinmektedir. Genel
olarak bu metodu verecek olursak; F, hem lineer hem de lineer olmayan terimleri iceren

genel bir lineer olmayan adi diferansiyel operator olmak tizere;

F(u(x))=g(x) (2.1)

denklemi ele alinsmn. (2.1) denkleminde L; verilen diferansiyel denklemin en yiiksek
mertebeden tiirevini, R; lineer operatoriin kalan kismmni ve N; lineer olmayan terimi

gostermek tizere,

Lut+Ru+Nu=g (2.2)



seklinde yazilsm. L lineer bir operator ve tersi de mevcut olsun. (2.2) esitligi,
Lu=g-Ru-Nu (2.3)
seklinde yazilabilir ve bu esitligin her iki tarafina soldan L operatorii uygulanirsa,

L' Lu=L'g-L Ru-L'Nu (2.4)
elde edilir.

L’ nin ikinci mertebeden ve tersi mevcut olan lineer bir operator oldugu kabul edilirse,

(2.4) esitliginde gerekli islemler yapildiktan sonra,
u=u(0)+tu-L Ru-L ' Nu (2.5)

¢6ziim fonksiyonu bulunur. (2.5) esitligindeki Nu lineer olmayan terim Nu=Y A,
seklinde ifade edilmektedir. Buradaki A, polinomlar1 6zel polinomlardir ve bu
polinomlar daha sonra incelenecektir. (2.5) esitligindeki u ayristirilmis bir seri ¢6ziim
fonksiyonudur. Bu seri ¢6ziim fonksiyonunun birinci terimi u, verilen baslangi¢ degeri

ve denklemin sag taraf fonksiyonunun integrali alinmak tizere,
up=a+tbt-L'g

seklinde bulunur. Daha sonra v, terimi kullanilarak uy, u,, us, ... terimleri elde edilir.

Ayristirilmig seri ¢oziim fonksiyonu;

u(x,t)= Z u, (x,t) (2.6)
n=0

seklinde yazilabilir. Bu seri ¢6ziim fonksiyonu kullanilarak (2.5) esitligi tekrar yazilirsa,

20 ¢

Zunzuo-L'lR u,-LT ) A, (2.7)

20 20
n=0 n=0 n=0

seklinde genel seri formu elde edilir. Benzer olarak (2.7) esitligi agik sekilde,

u;=-LTRuy-LT A,



Ur= -L'lRul-L'lAl (28)

U =-L'Ru,-LTA, , n>0

formunda yazilabilir. Buradaki A, polinomlar1 lineer olmayan her bir terim igin
genellestirilebilir. Bu genellestirmede A, sadece u,’ a, A; sadece ug Ve u;’ e, A, ise
Uy, up, Uy’ ye baglh ve benzer sekilde (2.8) esitligindeki biitiin A, Adomian polinomlar1

elde edilebilir. A, Adomian polinomunun ayristirilmig hali ise,

Ag=D(u,)

d
A=y, (d_uo) B(up)

o/ d TAVA'S
o o0 (5) (5 o

d P2 3\ / ¢
As=u; (d_uo) ?(up)+uyuy (d_u(z)> P(ug)+ <l31—1> <d_ug> ?(uo)

seklinde yazilabilir. Ayristirilmis polinomlarin genel durumu,

1 d" <
Ac=—s [0 ) M)l L 0 29)
n=0 2=0

seklindedir. Baz1 problemlerin sayisal ¢ozlimlerinin daha hassas olmasinin istenildigi
durumlarda ayrigim serisi igin ¢ok sayida terimin hesaplanmasi gerekebilir. Bu gibi
durumlarda (2.9) genel formiiliiniin kullanilmasi, (2.6) ayristirma serisinin ¢ok sayida

teriminin hesaplanmasinda kolaylik saglamaktadir.

Ayrisim yontemi kullanilarak u(x,t) kapali ¢oziim fonksiyonu ve bu fonksiyona ait

sayisal ¢oziimlerin elde edilmesi i¢in,



n

Bu(x0= Y w120 2.10)

k=0
olmak tizere,
u(x,)=1lm__  @,(xt) (2.11)

ifadesinde (2.8) indirgeme bagmtisi incelenerek kolayca hesaplanabilir. Bununla birlikte
(2.11) seklindeki ayrisim seri ¢oziimii, genellikle fiziksel problemlerde ¢ok hizli olarak
yakinsayan sonuglar vermektedir. Ayrisim serisinin yakinsakligi literatiirde bir¢ok yazar

tarafindan arastirilmistir [16-17].

2.1.1. Adomian Polinomlarimin Hesaplanmasi

Wazwaz tarafindan lineer olmayan terimlerin Adomian polinomlarini hesaplamak igin
son derece kullanigh bir algoritma gelistirilmistir. Bu algoritmanin kullanilmasiyla A,
Adomian polinomlarinin hesaplanmas1 asagidaki yontemlerle verilir [16].

1. Lineer Olmayan Polinomlar

Durum.l1. F(u)= u?

[1k olarak ;

u=z u, (2.12)

n—0
F(u)=u? de (2.12) esitligi yerine yazilirsa;
F(w)=(up+u;+tuytuztugtus+. .. )?
bulunur.

Ifade sag tarafindan genisletilirse,
F(u)= uZ+2ugu; +2uuy+ui+2ugus+2u uy+. .
elde edilir.

Bu agilimdaki u, bilesenlerinin indisleri toplami ile tiim terimler gruplandirilarak

diizenlenebilir. Yani,



F(u)= 1&5 +2ugu; + 2uguptu? + 2uguzH2uqu, + 2ugu+2uq uztu3

A A A, As

+ 2110U5+2U1U4+2U2U3 +...
As

seklinde yazilabilir.

F(u)=u? i¢in Adomian Polinomlari;
Ag=uj

A;=2uqu

A, =2u0u2+u%

A3=2uyu3+2u; U,

As=2uguy+2u U,y +u%

A5 =2L10Ll5 +2L11 Uy +2L12 U3

elde edilir.

Durum.2. F(u)=u®

Daha 6nce oldugu gibi,
F(w)=(ug+u;+uytustuy+ust... )}

ifadesi sag tarafindan genisletilirse;

Ay

(2.13)

F(u)= ug+3udu; +3udu,+3ugui +3udus +6ugu; uytui+3udus H3uduy +3uduy Hougu us + .

elde edilir.

u, bilesenlerinin indisler toplamu ile tiim terimler gruplandirilarak su sekilde yazilabilir.

F(u)= u} +3udu; +3udu,+3ugu? + 3udus +6ugu; uy+us + 3uduy+3udu,+3usuy +6ugu us +.
“w ——

Ay Ay Ay

Ay



F(u)=1u? icin Adomian Polinomlart;

A )
A= 3udy
Ay=3udu,+H3ugu? (2.14)

_ 22 3
Az= 3ujuztougu uytuy

A= 3u(2)u4+3u%u2+3u%u0+6u0u1u3

elde edilir.
2. Lineer Olmayan Tiirevler
Durum.l1. F(u)=uu,

Bu form, lineer olmayan Burger’s denkleminde ve adveksiyon probleminde yer alir.

[1k olarak;

(2.15)

F(u)=uu,’ de (2.15) yerine yazilirsa;

F(u)= (upturuytuztugtust.. )(ug fuy +up +uz +uy +us +..0)

elde edilir.

F(u)=ugug +ug u;+uguy Fug upuy ug+u, ugtug uztug uptu, ugtug ugtug ugt

UOU4X+UI 13 +u, U3X+UZUZX+. ..



Benzer sekilde u,, bilesenlerinin indisleri toplami ile tiim terimler gruplandirilarak, F(u)

denklemi su sekilde yazilabilir:

F(w)=ugug, +up uj+ugu;  +ug Uy U+, U +Ug Uz UxFu, ug+us Uy
Ao A A As

+ UOXU4+U()U4X+U1XU3+UIU3X+U2U2X +. ..
Ay

Sonug olarak Adomian polinomlari,

Ap= UpUg

Aj=ug utuguy

A= ug uytuy uptup ug

Az= up uztu; uytu, ugtus ug (2.16)

A4 = Up U4 tuguy X+U1 U3 tujus X+U2 Uy

elde edilir.

Durum.2. F(u)= u?u,

Gelisim modellerinde ortaya ¢ikan bu lineer olmama durumu olduk¢a 6nemlidir.

{1k olarak;

(2.17)

10



F(u)=v?u,’ de (2.17) denklemi yerine yazilirsa;

F(u)= (ug+u;tuytuz+.. .)2(u0X+u1X+u2X+u3X+. )

elde edilir.

Daha Onceki islemler yapilarak F(u) asagidaki gibi bulunur.

_.2 2 2 2
F(u)=ugu,_+ (2u0u1uox+u0ulx) + (2u0u2uox+u1uox+2uou1ulx+u0u2x)

Ao A Ay

+ (2u0u3u'0+2u1u2u'0+u%u'1 +2uoupu; +H2ugu; u'2+u%u'3) +...
Az

Sonug olarak Adomian Polinomlari;

A=

A= 2u0u1uox+u(2)u1X (2.18)
Ay= 2u0u2uox+u%uox+2u0u1 U X-i-u%uzX

As= 2ugu3uy+2u Uy U Husu; +2uguau) +2ugu uy Fuduy

elde edilir.

3. Trigonometrik Lineer Olmama Durumu
Durum 1. F(u)= sin(u)
[k olarak,

0

=, (2.19)

n=0

ifadesi F(u)=sin(u)’ da yerine yazilirsa,

F(u)=sin[ug+(u;+tuytuztuy+...)] (2.20)
elde edilir.
F(w)= sin(ug)cos(u; tuy+...)+cos(u,) sin(u; tuy+...) (2.21)
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elde edilir.
cos(u;tuy+...) ve sin(u;+tu,+...)

ifadeleri i¢in Taylor agilimi kullanilirsa,
. 1 2, 1 4
F(w)=sin(u,) (1-5 (uytuy+...) +I (u;tuyt...)"-. )

1
+cos(ug) ((wuyt..)- 55 (urtuyt...) ) (2.22)
bulunur. Boylece,
. 1 2 1 3
F(u)= sin(uy) (1-5 (w3+2ujupt. )+ ) +cos(u,) ((utuyt.. .)-;u‘pL ) (2.23)

elde edilir.

Bu agilimin tiim terimleri, indisler toplami ayni1 olacak sekilde gruplandirilarak yeniden

diizenlenebilir.
1
F(u)= sin(ug)+u; cos(u0)+uzcos(u0) Th sm(u0)+u3cos(uo)-u1u2 sin(ug)

1 1 1 1
"3 u cos(u, )-ugcos(u,)- (( X U2+U1U'g) sm(uo) u1u2 cos(uo)-i- ul sin(u0)> +

F(u)=sin(u) lineer olmayan operatorii i¢in Adomian polinomlart;

Ag= sin(u)

A;=u;cos(ug)

As=u,co0s(ug)- ulsm(uo)
Az=u3c0s(u,)-u;ussin(ug)- ulcos(uo)

A4=uyc08(u)- ((21' u2+u1u;) sm(uo) 1 u%uzcos(u0)+ ! uls1n(u0)> (2.25)
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elde edilir.

Trigonometrik fonksiyonlar icin, Taylor acilimi ve trigonometrik Ozdeslikler

kullanilarak Adomian polinomlar1 hesaplanmustir.
Durum. 2. F(u)= cos(u)

Bir 6nceki durumda oldugu gibi islemler yapilirsa,

F(u)=cos(u,)-u;sin(ug)+ <-u251n(u0) : ulcos(uo)) (-ugsm(uo)-uluzcos(uo)vL ! ulsm(uo)>

+ ( -uysin(ug)- (21 U2+U1Uq) cos(uo) : u%uzsm(uo)Jr : ulcos(uo))
bulunur.

Boylece F(u)= cos(u) i¢in Adomian polinomlart,

Ag= cos(uy)

A1 = -0 Sin(UO)

1
Ay= ( uzsm(uo) ulcos(uo)) (2.26)
1
Az = ( -u3sin(u,)-u uzcos(ug)t = ulsm(uo))

1 1 1
A= (u4sm(u0) ( u2+u1u;)cos(u0) —u%uzsm(uo)Jr ulcos(uo))
elde edilir [6].

2.2.  Modifiye Ayrisim Yontemi

Adomian Ayrisim Yonteminin giigli  bir modifikasyonu Wazwaz tarafindan
gelistirilmistir. Bu yontemde seri ¢ozlimleri, standart Adomian Y Ontemine gore daha
hizli bir yakmmsama gosterir. Modifiye Ayrisim Metodu, uygulamali alanlarda

aragtirmacilar i¢in Onemlidir. Ayrica, Modifiye Ayrisim Metodu lineer olmayan
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denklemler i¢in Adomian polinomlarim1 kullanmaksizin ve sadece iki iterasyon

kullanarak tam ¢6ziimii verebilir [7].

Modifiye formu varsayim iizerine kurulmustur. f(x) fonksiyonu f,(x) ve f;(x) adiyla iki

pargaya boliinebilir. Bu varsayimlar altinda,
fG= £, )+ (%) (2.27)
seklinde yazilir.

Buna gore, kiigiik bir degisiklik sadece u, ve u; bilesenleri iizerinde Onerilmistir. u,,
bileseni, sadece f, parcasina atanir, kalan f; parcasi ise u; igin tanimlanmak tizere (2.8)’

de verilen diger terimlerle birlestirilir. Sonug olarak, tekrarli modifiye bagmntisi;
ug= fo(x)

w=1£; ()-L™" (Rug)-L™ (Ap)

o= LT Rug )L (), k20

seklinde yazilir.

u, bileseni sadece f(x)’ in f(x) pargasiyla tanimlidir. f(x)’ in diger f,(x) pargasi ise
(2.8)’ de u; bileseninin taniminda eklidir. vy’ a gore yapilan birkag azaltmadaki kiiciik
degisim, hesaplamali caligmalarin boyutunu indirgemistir. Ayrica, lineer olmayan
denklemlerde u, bileseni tizerinde Adomian polinomlarmm bagimlihig: nedeniyle, u,

terimlerinin indirgenmesiyle hesaplamanin boyutu da indirgenir.

Buna ek olarak, u, ve u; bilesenlerinin tanimindaki bu kiigiik degisiklik sadece iki
iterasyon kullanarak ¢oziimii verebilir. Modifiye Ayrisim Yontemi diger arastirmacilar

arasinda da etkili bir sekilde kullanilmustir [7].

2.3.  Varyasyonel iterasyon Yéntemi

Varyasyonel Iterasyon Yontemi, ilk olarak 1998 de Ji-Huan He tarafindan ortaya
atilmistir ve 1999 da sistematik olarak gosterilmistir. Bu yontem lineer veya lineer
olmayan diferansiyel denklemlerin tam ve yaklasik ¢oziimlerini elde etmek ig¢in

kullanilmustir [11].
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Yontemin giivenilir olmasi, bu yOntemin daha genis uygulanabilir oldugunu
gostermistir. Yontemin, lineer ve lineer olmayan bilimsel uygulamalarin genis bir smifi
icin giivenilir ve etkili oldugu birgok yazar tarafindan kanitlanmistir. Bu yontem, eger
bir ¢6ziim varsa tam ¢ozimiin ardigik yaklagimlarina hizli bir sekilde yakinsamasini
verir. VIM, mevcut bazi tekniklere gore lineer olmayan terimler i¢in 6zel bir doniisiim

gerektirmez [12].

VIM yodntemi birgok duruma basariyla uygulanmustir. Ornegin, He VIM’ i kullanarak
klasik Blasius denklemini ¢6zmiistiir. He lineer olmayan bazi problemlerin yaklasik
¢Oziimiinii vermek i¢in VIM” i kullanmistir. Momani, Helmholtz Denklemine VIM” i
uygulamistir. Bildik, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin farkli tiplerini
¢ozmek icin VIM’ i kullanmistir. Wazwaz, Kiibik Boussineeq Denklemi, Burgers
denklemi, K(2,2) Denklemi ve KdV Denkleminin belirli rasyonel ¢ziimlerinde VIM” i
kullanmugtir [14-18].

Adi veya kismi diferansiyel denklemlerin bu yontemle ¢6ziilmesi; varyasyonel
teorisinde tanimlanmis Lagrange carpani adindaki integral ¢arpanmin kullanilmasiyla
olusturulmus bir indirgeme formiiliinden elde edilir. Bu indirgeme formiiliinii iceren
ilave fonksiyon genellikle analitik ¢6ziime yakin olan diferansiyel denklemin ¢dziimiinii

g6z oniinde bulundurur [16].

Varyasyonel iterasyon yontemi ile ilgili temel kavramlar1 gostermek ic¢in, asagidaki

genel lineer olmayan sistem incelenir.
Lu+ Nu=g(x,t) (2.28)

Burada L lineer operatér ve N lineer olmayan operatordiir. g(x,t) homojen olmayan

terimdir.

(2.28) denklemi i¢in bir diizeltme fonksiyonu yazilabilir:

t

U (0= Uy (.0 f A Luy (O NG, (B-g®)E . 120

0

u; =0) ardigik yaklagimlar, A genel Lagrange carpani belirlenerek kurulabilir ve

varyasyonel teorisi ile en iyi sekilde tanimlanabilir. T, fonksiyonu sinirli bir
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degiskendir yani 06u,=0" dir. Boylece ilk belirlenen A Lagrange carpani kismi
integrasyon ile en uygun bigimde tanimlanir. u(x,t) ¢6ziimlerinin n>0 i¢in u, ;(x,t)
ardisik yaklagimlari, herhangi bir u, seg¢ici fonksiyonu kullanarak ve elde edilen A
Lagrange ¢arpani kullanilarak bulunur. u, yaklasimi, belirli sinir kosullarindan en az iki
tanesini saglayan, herhangi bir fonksiyon olarak segilebilir. Belirlenen A ile ¢ok sayida

u;(x,t)(7>0) yaklasimlari takip edilir. Sonug olarak tam ¢6ziim,
u=lim u,

n—x

kullanilarak bulunabilir [12].
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3. DENKLEMLER

3.1. Is1 Denklemi

Is1 denklemi, 6nemli bir kismi diferansiyel denklemdir.
U= U+ eu™ (3.2)

1s1 denklemi ele almsin. Burada m=1, 2, 3, ... ve € bir parametre, t ve x tanimli tiirev

indisleridir. m=1 olmadig siirece (3.1) denklemi lineer olmayan 1s1 denklemidir.

(3.1) formundaki lineer olmayan denklemler icin 6zel tam ¢oziimlerin elde edilmesi
onemli bir problemdir. Ozellikle, tam ¢dziimleri bulmak biyolojik yorumlamada temel

bir dneme sahiptir [6].

3.2.  Adveksiyon Problemi
Homojen ve homojen olmayan adveksiyon problemi;

utuu= f(x,t) (3.2)
seklinde tanimlanabilir.

Bu denklem f(x,t)=0 i¢in, homojen adveksiyon problemine doniisiir. (3.2) deki lineer
olmayan adveksiyon denklemi, ¢esitli fiziksel siiregleri tanimlamada kullanilir. Asikar
olmayan tam ¢oziimlerin varhigi bilimsel bir problemdir. Tam ¢oziimler 6nemlidir,

¢linkii; niimerik ¢oziimler, arastirmalara bagli bilimsel olaylar1 saptamayabilir [3].

3.3.  Klein Gordon Denklemi

Klein- Gordon denklemi kuantum mekaniginde, goreceli fizikte ve yogun madde

fiziginde ¢6ziimlerin galisilmasinda 6nemli bir rol oynar [15].

Klein- Gordon denkleminin niimerik islemi,

Uy~ U= -F(u) (3.3)
seklindedir. Bu denklemde F(u) lineer olmayan fonksiyondur.

Baslangig sartlari, belirli kurallar altinda soyledir:
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u(x,0)=1(x) , u,(x,0)= g(x) (3.4)

Klein- Gordon denklemi matematiksel fizikte onemli bir rol oynar. Denklem, bir
carpisma  plazmasmda solitonlarin  etkilesiminin  arastirilmasinda, baslangig¢
durumlarinin tekrarinda ve lineer olmayan dalga denklemlerinin incelenmesinde,

yogunlagmis madde fizigi ve solitonlar1 ¢alisarak oldukca dikkat ¢ekmistir [10].

Lineer ve lineer olmayan Klein- Gordon Denklemini ¢ozmek i¢in Adomian Ayrisim

Yéntemi ve He’ nin Varyasyonel Iterasyon Ydntemi kullanilabilir.

3.4. Lane- Emden Denklemi

Matematiksel fizik ve astrofizik alaninda ortaya ¢ikan bir¢ok problem Lane- Emden
denklemi ile modellenebilir [20].

T
V" 2Vt 08+ h(x, 0=y, (3.5)

denklemi incelenirse, burada;
0<x<L , 0<t<T >0 ve o bir tamsayidir.

(3.5)’ de modellenen denklem, paralel diizlemlerin yiizeylerine goére 1s1 dikmesinin

difiizyonudur, burada;

f(x,t)g(y)+ h(x,t) lineer olmayan 1s1 kaynagi, y(x,t) sicaklik ve t boyutsuz zaman

degiskenidir.
r=2, h(x,t)=0 ve kararli durum igin, (3.5) denklemi Emden- Fowler denklemi olarak
bilinir.
o2,
y+ Zy+af(xg(y)=0 (3.6)

y(0)=y, ,y(0)=0

f(x) ve g(y) swrasiyla x ve y nin fonksiyonlaridir. f(x)=1 ve g(y)=y" i¢in (3.6)
denklemi, klasik Lane- Emden denklemidir. Bu denklem, termodinamigin klasik
yasalarina karsilik ve onun molekiillerinin ¢ekim kuvvetlerinin etkisi altindaki kiiresel

bir gaz bulutunun 1s1l davramglarina model olarak kullanilmustir. g(y)nin diger dzel
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formlar1 i¢in; Lane- Emden denklemi matematiksel fizikte ve astrofizikte birkac olay1
modellemede kullanilir. Ornegin termiyonik akim teorisi, izotermal gaz alanlari, kiiresel
bir gaz bulutunun 1s1 davranisi ve yildizin i¢ yapismmn teorisi gibi. Bu modellerin

formiillestirilmesi tartigilir ve fiziksel yapilarin ¢éziimleri bulunabilir [4-14].
3.5.  Dalga Denklemi

T
Ve ¥ ofx08()+ h(x.0=y, (3.7

0<x<L ,  O<t<T >0

>

a bir tamsay1, f(x,t)g(y)+ h(x,t) lineer olmayan kaynak, t boyutsuz zaman degiskenidir.

Dalganin x konumundaki ve t zamanindaki yer degisimi ise y(x,t)’ dir [14].
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4. UYGULAMALAR

Bu boliimde, Adomian ayrisim yontemi, modifiye ayrisim yontemi ve varyasyonel

iterasyon yontemi kullanilarak zamana baglh kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin

¢Ozliimii verilecektir.

4.1 Is1 Denkleminin ADM ile Coziimii

Ornek.1.

U~U T U

Baslangig sarti; u(x,0)=cos (nx)
Sinir sartlars; u(0,t)= (17t u,(0,£)=0

t yonlii ¢oziimii bulmak i¢in asagidaki tekrarl bagint1 kullanilir.

Up= U(Xao) 5 urﬁ-1=L;1 [Lx(un)+An]> 1120

Burada L;l ters integrasyon operatorii ve L, lineer diferansiyel operatoriidiir.

L= fo Ot

82
L=—s
ox*

(4.1) denkleminin operator formu yazilirsa,
L, (u (X,t))-Lx(u (X,t))-u(x,t) =0

(4.4

elde edilir.

Once (2.9) denklemi kullanilarak Adomian polinomlar: bulunur.

(4.1)

(4.2)

(4.3)

20



@(u)=eu™ igin,

m= 1 ve e =1 oldugundan
@(uw)=u olur ve

Ap=1ug, Aj=u; , Ay=u,, ...
bulunur.

u(x,0)=cos (mx) Ve (4.3) deki tekrarlamali bagmt1 kullanilirsa,

up= cos(mx) olur.

u; bilesenini bulmak igin u bileseni (4.3)’ de yerine yazilir,

2
u=L{' [Ly(ug)+Ao]=L{' [5_2 <cos(nx))+<cos(nx))]
X

u =L [-72(cos(nx)) +(cos(nx)) = f (cos(mx)) [1-7?]dt
0

u;= t(1-7?)cos(nx)
elde edilir.
u, bilesenini bulmak igin u,; bileseni (4.3)’ de yerine yazilir,
2
u,= L [Ly(u))+A;]=L;! P (t(1-m?)cos(mx))+t(1-n?) cos(mx)

u,= L [t(1-m2) (1-n®) cos(nx) | = %tz(l-nz)zcos(nx)

1
Uy= Etz(l-nz)%os(nx)

bulunur.

Ayni iglemler uygulanarak diger bilesenler de bulunur.
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1
Uz= §t3(1-n2)3cos(nx)

Bu sekilde bilesenler hesaplandiktan sonra,

uGcH= ) U0 (45)
n=0

serisinin tam ¢oziimii bulunur.
u(x,t)=ugtu, tutuz+ ..
2 Lo oy I o3
u(x,t)= cos(mx) +t(1-n )cos(nx)Jrat (1-m*)*cos(nx) + ;t‘ (1-m*)’cos(mx)+ ...
Seri duzenlenirse,
v Lo v L s ons
u(x,t)= cos(nx) |1+ t(1-n )+5t (1-m*)*+ at‘(l-n )+

elde edilir. Bu serinin kapali formu yazilirsa,

u(x.)= cos(mx) (17t (4.6)
seklinde problemin tam ¢6ziimii bulunmus olur.
Benzer sekilde u=u,+ u 1s1 denkleminin X-yonlii ¢6ztiimii bulunur.

Baslangig sarti; u(x,0)=cos (nx)

Sinir sartlari; u(0,)= (1)t u,(0,t)=0 4.7

X-yonlii ¢6ziimii bulmak i¢in asagidaki tekrarl bagint1 kullanilir.

up=u(0,)+xuc(0,)  ve uy. =LY [L(uy)-A,] , n>0 (4.8)

Burada Ly ters integrasyon operatorii ve L, lineer diferansiyel operatériidir.
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Adomian polinomlari diger ¢6ziimde oldugu gibi bulunur. Yani,
Ap=1ug, A1=u; ,Ay=1u,, ...

seklindedir.

Verilen sinir sartlar1 ve (4.8)” deki tekrarli bagmnt1 kullanilirsa,
Ay=uo= et olmak iizere,

(“X) A ()t

U=

2!

4
w= Tl
uz= (TE6X) (1 )t

u, bilesenleri elde edilir.

Bilesenler hesaplandiktan sonra (4.5) serisinin tam ¢6ziimii bulunur.
u(x,0)=ugtu, tuptuzt
Eger seri diizenlenirse,

(nX)2 (mx)* (nx)° .

u(x 0= el - 20 4l 6l

elde edilir. Bu serinin kapali formu yazilirsa,

u(x.t)= cos(mx) eI (4.9)
elde edilir.

Is1 denkleminin tam ¢6ziimii bulunmus olur.
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4.2. Is1 Denkleminin VIM ile Coziimii

Ornek.1.

U=l tu (4.10)

Baslangi¢ sarti:  u(x,0)=cos(nx)

t

U, (X, 0= u,(x, )+ f Aup (x,0)-u,  (x,1)-u,(x,t)]ds 4.11)
0

Lagrange carpan1 A=-1" dir.
Lagrange carpaninin bu degeri (4.11)’ deki fonksiyonda kullanilarak iterasyon formiili

yazilir.

e G507 000 [ 1) g 05 )0 01 @.12)
0

Verilen basglangi¢ sart1 ve (4.12) kullanilarak ardisik yakimsamalar bulunur;
uy(x,t)=u(x,0)= cos(mx)
(4.12)° de verilen iterasyonda u, Yyerine yazilarak u; bulunur.

t

up (X, t)= ug(x,t)+ f (-1 [uo (x,0-up,, (x,0-ue (x,1) Jds
0

U (x,t)= cos(mx) - f (0+m?cos(nx)- cos(mx) )ds
0

u; (x,t) = cos(mx) + t(1-n?) cos(mx)

Iterasyon formiilii (4.12)’ de u; yerine yazilarak u, bulunur.

0= w0+ [ D G0, 650 G OMs
0

t

Uy (x,t)= cos(mx) + t(1-m?) cos(mx)- f [(1-7?)cos(mx) —n?cos(nx)-n?s(1-7?) cos(mx)
0

-cos(mx)-s(1-n?)cos(mx)]
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2 2
Uy (x,t)= cos(mx) +t(1-n?) cos(mx)-(1-n%) cos(mx) <n2t3-%>

Yukaridaki denklem daha diizenli bir sekilde yazilirsa;

Uy(x,t)= cos(mx) +t(1- 2)cos(nx)+%tZ(l-nz)Zcos(nx)

ifadesi elde edilir.

Ayni sekilde her adimda bir 6nceki bilesen yerine yazilir ve ardisik yakinsamalar

bulunur.
Sonug olarak;
u=lim u,

n—x

ifadesi kullanilirsa,

1
u(x,t)= cos(nx) +t(1-n?)cos(nx)+ 3 t2(1-12)%cos(mx)+. ..
denklemi elde edilir. Bu seriyi daha diizenli bir sekilde yazarsak,
1
u(x 0= cos(m) [ 1+t - (1|

bulunur. Serinin kapali formu yazilirsa,

u(x,)= cos(mx) eIt (4.13)
tam ¢Oziimii elde edilir.

ADM ve VIM igin [u(x,t)-@3(x,t)| mutlak hatalar1 Cizelge 4.1.” de verilmistir. Cizelge
4.1. de goriildiigii gibi bu yontemlerle elde edilen sonug¢larin mutlak hatalar1 ¢ok

kiictiktiir.
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Cizelge 4.1. |u(x,t)-(b30(x,t)| icin Ornek.1’in niimerik sonugclari

X t ADM VIM
Mutlak Hata Mutlak Hata
0,1 0,15x108 0,10x10°®
0,1 0,2 0,7x10° 0,2x10°®
0,3 0,129x10°® 0,646x10®
0,1 0,3x10° 0,3x10°
0,2 0,2 0,6x10° 0,4x10°
0,3 0,115x10°® 0,467x10°
0,1 0,1x10° 0,2x10°
0,3 0,2 0,8x101° 0,52x10°
0,3 0,98x107° 0,36x10°
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4.3.  Adveksiyon Probleminin ADM ile Coziimii

Ornek.2.
ugtuu,=0 (4.14)
Baglangig sartt:

u(x,0)=-x (4.15)
Verilen problem 6nce operator formda yazilir.

Lu=-uu, (4.16)
u(x,0)=-x

Burada L diferansiyel operatoriidiir.

- 0
ot

L ise integral operatoriidiir.
t
L'l(.)=f(.)dt
0

L' operatorii (4.16) denkleminin her iki tarafina uygulanirsa ve baslangic sarti

kullanilirsa asagidaki denklem bulunur.

u(x,t)=-x-L (uuy) (4.17)
ADM’ de u(x,t) fonksiyonu, (2.6)’ daki sonsuz seri ile tanimlhidir.

F(u) lineer olmayan operator ise;

F(u)ZZ A, (4.18)
n=0

ile verilen polinomlar sonsuz bir serinin iginde tanimlanabilir.

F(u)= uu, olmak tizere,

Yukarida verilen (4.17) denkleminde (2.6) ve (4.18) kullanilirsa;
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z u(x.0)= -x-L7( i A,) (4.19)
=0

n=0

elde edilir.

Burada A,’ ler Adomian polinomlaridir.

n>1 i¢in diger u,(x,t) bilesenleri agagidaki tekrarlt bagmnt1 kullanilarak bulunabilir.

Uy (x,t)=-x

ua(xD=-LT(A) , k0 (4.20)
Ay, Adomian polinomlar1 (2.16)” da verildigi gibidir.

Adomian polinomlar1 ve (4.20) kullanilarak u,(x,t) bilesenleri hesaplanir.

uy(x,t)=-x

t

u(x,0)=-L(A))=-L(x(-1))=- f xdt= -xt

0

ua(x,)=-L (A= L (uguytuug)= -L () (-)-xt(-1))

t
2

t
uy(x,t)= -L! (xt+xt)= - f 2xtdt = -2x 5= -xt?
0
Uy (x,1)= -xt?

u3=-L (A)= L7 (uguastu; upFusug) = -L7 (x (1) -xt (-t) xt? (-1)

t
= -L1(3xt?)=-3x f t2dt= -xt’
0

uz= -xt? (4.21)

u,(x,t) bilesenleri elde edilir.

u(x,t) ¢oziimii (4.21)’ den dolay1 bir seri formunda kolaylikla elde edilir.
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u(x,t)=ugtu; tuytust. .
u(x,t)= -x-xt-xt?-xt>-. ..
u(x,t)= -x(1+t+2+t3+..)

Bu ifade daha diizenli bir hale getirilip, kapali formda yazilirsa;

X
u(x,t)—t_—1 (4.22)
elde edilir.

4.4.  Adveksiyon Probleminin VIM ile Coziimii

Ornek.2.
ugtuu,=0 (4.23)

Baslangig sart1: u(x,0)=-x

Verilen problem i¢in diizeltme fonksiyonu sdyledir:

U1 (X 0)=u,(x,t)+ f M) [up (x,D)+u, (x,0u, (x,)-0]ds (4.24)
0

Sabit sartlarda,

X ()=0

1+M(s)=0

Bu doniisiim A= -1 degerini verir.

Lagrange carpaninin bu degeri (4.24) fonksiyonelinde kullanilirsa;

t
u, 1 (x, )= u,(x,t)- f [un, (x,0)+u, (x,u, (x,1)-0]ds, n>0 (4.25)
0
iterasyon formiilii elde edilir.

u, i¢in herhangi bir segici fonksiyon kullanilabilir. uy=-x baslangi¢ sart1 kullanilabilir.

Sonug olarak, (4.25)’ deki iterasyon kullanilarak ardisik yakinsamalar bulunur.
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Uy (X,t)=-x

U= Ug- f [(ug),tuo(ug),-0]ds

u1=-X-j0(0+(-X)(-l)-0)ds

u;= -X-xt

- f [(ur),+uy (up).-01ds

bilesenleri elde edilir.

Integralin i¢ine u; fonksiyonu yazilirken, t degiskeni yerine s degiskeni yazilir ve

integralin degeri hesaplanir.

t

Uy= -X-Xt- f (-x-x8) ¢t(-x-x8) (-1-s)ds

o
3
Up= -X-Xt-Xt?-X —
3
2.3 2 4 5
U3= -X-Xt-xt“-xt" -gxt -xo(t°)

14
uy= -x-xt-xt2-xt3-xt*- = Xt -x@(t%)

us= -x-xt-xt?-xt3-xt*-xt>-x(t°)

bilesenleri bulunur.
u, (x,1)= -x-xt-xt?-xt’- xt*-xt>-. . -xt"-...

serisi elde edilir. Sonug olarak,
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u=lim,_,, u,
u(x,t)= x(1H+2+E -+ ) (4.26)
bulunur.

(4.26) denkleminin kapali formu yazilirsa,

u(x,t)= t-il (4.27)

elde edilir.

45.  Klein-Gordon Denkleminin Modifiye Ayrisim Yontemi ile Coziimii

Ornek.3.
Uy U= -0 (4.28)
Baslangi¢ sartlart:  u(x,0)=1+sin(x) , u, (x,0)=0 (4.29)

Modifiye ayrigim yontemi kullanilarak, f(x), fo= 1 ve fj=sin(x) olarak iki parcaya

ayrilir. Bu doniisiim,
up (x,0)=f5(x)

w (0= £ GO+ (uy(0)_ L (Ag)
(D=L (0, () - L (A
u3 (D=L (u, ()~ L (A9)

i GD= Ly (o (x0) - L7 (Ad)

seklindedir.

Burada L;l operatOrii iki katli integral ile tanimlidir.
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L1()= z! z! O)dtdt

F(u)=u? Adomian polinomlart ise lineer olmayan polinomlardaki (2.13) gibi tanimhidir.
Adomian polinomlari ve verilen esitlikler kullanilarak u,(x,t) bilesenleri bulunur.
uy(x,t)=1

uy (x,0)=sin(x) +L;! (1)“-L'1 (D

u; (x,t)= sin(x)+0- f f (1)dtdt

00

t2
u (xt)=-= +s1n(x)

2

u(x,)=L;! (- % +sin(x)> L ugu)

t t t t )
u(x,t)= f f (-sin(x))dtdt - f f 2(sin(x)-t5)dtdt
00 00

2 ¢
u, (x,t)=- sm(x) ( +2 — sm(x))
4 A2
u, (x,t)= TRER sin(x)
t* 32
u(x,)=L; (E > sin(x))_ -1 (2uguytu?)
6 4 2
x,t)=- —sin(x)-— sm ?(x)
. 72 24
t6 11 4 2
_1-1 -1
wxt)=L; (-0t ——sin(x)- = sm 2(x)) - L' (2uguz+2uqu,)
72 24 XX
u(x0= 2715 —cos( X) sm(x) sm (x)

32



bilesenleri elde edilir.
Buna gore, ¢oziimiin seri formu;
u(x,)=uo(x,H)+u; (x,0)+u (X, ) +uz (x,D+us (x,0)+. .

2 4
u(x,t)= 1+sin(x)+ % (-1-3 sin(x) -sin® () +. .. )+ % (2-2c0s(2x)+1 1sin(x)+8sin’(x)+...)

6
+%(-10-73sin(x)+...)+... (4.30)

(4.30) denklemi ile ifade edilir.

Bu yaklagim niimerik amaglar i¢cin kullanilabilir. Ciinkii ¢oziimiin kapali formu yoktur.
Bununla birlikte, daha dogru ve hassas bir sonuca ulagsmak i¢in daha ¢ok terim

hesaplanabilir [10].

4.6. Klein-Gordon Denkleminin VIM ile Coziimii

Ornek.3.

Ugg-Ug=-U> (4.31)
Baslangi¢ sartlart:

u(x,0)=1+sin(x) u; (x,0)=0 (4.32)

(4.31) denklemi igin diizeltme fonksiyonu asagidaki gibidir:

t

w1 (0= 1, (x )+ f MS) [, (691 (x,5)+2(x.5)]ds (433)
0

Burada &0, smirli bir degisken olarak kabul edilir. Sabit sartlarda Lagrange garpani
asagidaki gibi elde edilir.
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N_=0

Bu doniisiim,

M(s)= s-t

Lagrange carpanini verir.

Lagrange carpaninin bu degeri (4.33) fonksiyonelinin iginde kullanilarak asagidaki

iterasyon formiilii elde edilir.

U (X 0)=u,(x,)+ f (5t) [ung, (%,8)-Uy, (x,9)+u2 (x,8) ]| ds (4.34)
0

uy(x,t) i¢in herhangi bir fonksiyon kullanilabilir; (4.32)’ de verilen baglangi¢ sarti

kullanilirsa,
uo(x,)= u(x,0)+tu(x,0)
Uy (x,t)= 1+sin(x)

bulunur. Sonug olarak, (4.34) kullanilarak asagidaki ardisik yakinsamalar elde edilir.
t
u (x,0)=ug(x, )+ f (s-0) [ oy, (x,8)-g (x,8)+ug?(x,s) |ds
0
t
uy (x,)= 1+sin(x)+ f (s-t) [sin(x)+1+2sin(x)+sin’ (x) |ds
0

2
uy (x,0)= 1+sin(x)+(1+3sin(x)+sin’(x)) (% -t2>

2
up (x,8)= 1+sin(x)- % (1+3sin(x)+sin’(x))

u, (x,)=u; (x,t)+ f (s-0) [ up(x,9)-up . (x,8)+u;2(x,9) |ds
0
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2 4
u, (x,t)= 1+sin(x)- % (1+3 sin(x) +sin’ (X)) +% (1 1+12 sin(x) +2sin’ (X)) sin(x)+...

2 4
u3(x,t)= 1+sin(x)- % (1+3 sin(x) +sin’ (X)) +% (1 1+12 sin(x) +2sin’ (X)) sin(x)

t6
+ = (18-57sin(x)-160sin” (x)-82sin’ (x)-10sin(4x)) ..

t? t4
u, (x,t)= 1+sin(x)- o (1+3 sin(x) +sin’ (x)) +m (1 1+12 sin(x) +2sin’ (X)) sin(x)
t° . iy 3 .
+ al (1 8-57sin(x)-160sin"(x)-82sin"™ (x)-1 Osm(4x))

tS
o (-356-27sin(x)+2304sin’ (x)+2692sin” (x)+884sin* (x)+80sin’ (x) )+ ...

u, (x,t) bilesenleri bulunur.

Bu yaklagimlar sadece sayisal amaglar i¢in kullanilabilir. Ciinkii ¢oziimiin kapali bir

formu elde edilemez.

ADM ve VIM igin bes iterasyonla elde edilen sonuglar Cizelge 4.2.” de verilmistir.

Coziimiin kapal1 formu olmadig1 i¢in mutlak hataya bakilamamastir.
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Cizelge 4.2. Bes iterasyon i¢in Ornek.3’ {in niimerik sonuglari

X t ADM [6] VIM
0,1 1,093291132 1,093291179
01 0,2 1,073723730 1,073726319
0,3 1,073723730 1,041329307
0,1 1,190502988 1,190503087
0,2 0,2 1,166134875 1,166138052
0,3 1,125945576 1,125974855
0,1 1,285668610 1,285668847
0,3 0,2 1,256326130 1,256331033
0,3 1,208114007 1,208147937
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4.7. Lane-Emden Denkleminin ADM ile Coziimii

Ornek.4.

2 2
y&ﬂr;yx- (6+4X -cos(t))y= Y, (4.35)
Baslangg sartlari: y(0,t)= es"® y (0,0=0 (4.36)

(4.35) denklemi operator formda diizenlenirse,

Ly= (6+4x*-cos(t))y+y, (4.37)

elde edilir.

Baslangi¢ sart1 kullanilarak ve (4.37)’ nin her iki tarafina L' operatorii uygulanilarak

y(x,t) bulunur.

L iki katli ters integral operatoriidiir.
L'l(.)=fx'2fx2 ()dxdx , >0
0 0

seklinde tanimlidir.
y(x,0)= emO+L (( 6+4x*-cos(t) )y +y,) (4.38)

y(x,t)

i¢in,

Y= )y, 650
n=0

ayrisim serisi kullanilirsa;

Z Yo (= eMOHLT ((6+4x7-cos())y+y,) (4.39)
n=0

elde edilir.
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Yo(Xt) bileseni baglangi¢ degerinden olusur ve daima tiim terimler ile tanimli olur. Bu

Adomian yonteminin temel 6zelligidir.

y(x,t) ¢Oziimiiniin y (xt) bilesenleri asagidaki tekrarli bagmti kullamlarak

hesaplanabilir.

yo (X,t): esin(t)

Vi (X 0= Lt (( 6+4x2-cos(t))yk+ykt) , k>0 (4.40)
y,(x,t) bilesenleri;

yo (X,t): esin(t)

y,(x,0=L" (( 6+4x> -cos(t))y0+y0t)= L! (es"‘(‘)(6+4x2))

y,(x,0= f x2 | x2 e (6+4x2)dxdx
0

O\M

. 1
yl (X,t)= esm(t) (X2+ g X4)

y,(x,t)= L ((6+4x cos(t))yl+yl)

y,(x,)=L" (( 6+4x7-cos(t)) ( 2+éx4) esin(04 gsin() (x2+ %x“) cos(t))

Y, (X,t): L 1 sm(t) 2+ X ) (6+4X2)>

X X
y,(x,t)= f X2 f x% e Sm(t) 2+ <X )(6+4x2)dxdx
0 0

; 3 13 1
y,(x,t)= esm(t)(ﬁx“-kﬁxéwL%xg) (4.41)

y,(x,)= L! (( 6+4x° -cos(t))y2+y2t)
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. 3 17
— asin(t) 64 8 10
y;(x,t)=e (70" 530" o(x )>

yi(x,0)=L1 (( 6+4x2-cos(t))ys +y3t)

o
y, (x,0)=e"(0( 280 x*+o(x'%))

elde edilir.

(Coziim seri formda yazilirsa;

y(x, D)=y, x+y, X D+y, (x,D+y, (x,)+...

A 1, 3 13 1 3 17

— sin(t) + 2+_ 4+_ 4+_ 6+_ 8_|__ 6+_ 8+ )
yixn=e (1 TS0 105 To0t T70F Te30T
(x,t)= esi“<t>(1+x2+—1 LN ) (4.42)
Y% TR TR TR '
elde edilir.

(4.42) serisi kapali formda yazilirsa;

y(x,t)= esin® (4.43)
seklinde tam ¢Oziim bulunur.

4.8. Lane-Emden Denkleminin VIM ile Coziimii

Ornek.4.
+% (6+4x° t))y= 4.44
S x“-cos(t) Jy=y, (4.44)
Baslangg sartlari: y(0,t)= es™® y (0,0)=0 (4.45)

VIM yardimryla (4.44) denklemi ¢éziiliir. Once diizeltme fonksiyonunu olusturalim.

X

2
Yo=Y, 0+ f K(s)[(yn)ss+g (yn)s-(6+4sz_cos(t))yn- (yn)t] ds ,n>0 (4.40)
0
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Lagrange carpant;

Ms)= > 4.47

5 (-Dx" -1 (4.47)

olarak tanimlanir.

Verilen (4.44) denkleminde r=2 oldugu i¢in (4.47)’ de yerine yazilirsa;

Ms)= LI 4.48
T o 21 x (4.48)

elde edilir.

Lagrange c¢arpaninin (4.48)’ deki degeri (4.46)° de kullanilarak iterasyon formiilii

yazilir.

X 5 2
Y=Y, O+ f (S;-s)[(yn)SSJrg (yn)s'(6+452‘005(t))yn' (yn)t] ds ,n>0 (4.49)
0

Kolaylik olmast igin, (4.45)" de verilen y =y(0,t) baslangi¢ yaklasimi olarak almabilir.
Daha sonraki iterasyonlar (4.49)’ dan kolaylikla hesaplanabilir.

yO (O,t) =esin(t)

w2

|

<
. 2 : 2 . , ,
Y, (X’t):esm(t)_,_ f < -S) [(e31n(t))ss+ g (esm(t))s_(6+482 _Cos(t))esm(t)_(esm(t))t]ds
0

[\S]

X,t :eSin(t)+ J—
¥, (X,t) "

O\y‘

(S -s) [-6-4s%+cos(t)-cos(t) Je"® ds

. 6. 4 |
g (X’t):esm(t)—i— (_ — 52_ — S4+6S+4S3) esm(t)dS
X X

O\“’:

e gsin®) 6x 4x> +6x2+4x4
D T e

. 1
y, (x,t)y=e"® [1+X2+ 3 X4] (4.50)
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y, (x,t) bilesenleri elde edilir.

Benzer sekilde, kalan diger bilesenler (4.49)’ daki iterasyon formiilii yardimiyla Maple

programi kullanilarak hesaplanabilir.
y(x,t)=lim y_(x)

A 1 1 1
=esin(t) 2 4 6 8
y(x,t)=e (1+X +2!X +3!X +4!X +) (4.51)

(4.51) serisi kapali formda yazilirsa,
y(x,t)=esin®’ (4.52)
tam ¢6ziim bulunur.

ADM ve VIM i¢in |y(x,t)-®5(x,t)| mutlak hatalar1 Cizelge 4.3.” de verilmistir. Cizelge
4.3. de goriildigl gibi bu yontemlerle elde edilen sonuglarin mutlak hatalar1 ¢ok

kiictiktiir.
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Cizelge 4.3. |y(x,)-0s(xt)| igin Ornek.4” {in niimerik sonuglari

X t ADM VIM
Mutlak Hata Mutlak Hata
0,1 0,1x10® 0,1x10®
8 -8
01 0,5 0,1x10 0,1x10
1,0 0 0,1x10°
0,1 0,3x10® 0,3x10®
-8 -8
05 0,5 0,5x10 0,4x10
1,0 0,7x10® 0,6x10®
0,1 0,000026851 0.000026850
1,0 0,5 0,000039247 0.000039247
1,0 0,000056365 0.000056365




4.9. Dalga Denkleminin ADM ile Coziimii

Ornek.5.
2
Vo oY, -5 )y=y, +(12x-5x1-4x%) (4.53)
XX X X
Baslangig sartlart: y(0,)=¢* , y (0,)=0 (4.54)

Operator formda (4.53) denklemi su sekilde yazilir,

Ly= (12x-5x*-4x>)+(5+4x})y+y,, (4.55)

Baslangig sart1 (4.54) kullanilirsa ve (4.55)’ in her iki tarafina L™ operatdrii uygulanirsa
y(x,t) bulunur.

L iki katl ters integral operatoriidiir.
L'l(.)ZfX'zfx2 ()dxdx , r>0
0 0

seklinde tanimlidir.
y(x,0)= e+ ( (12x-5x3-4x7) +(5+4x2)y+y, ) (4.56)

y(x,t) i¢in ayrigim serisi

y(x0=D ¥, (50
n=0
kullanilirsa;
Z y ()= e+ ((12X-5x3-4x5)+(5+4x2)y+ytt) 4.57)
n=0

elde edilir.

Yo (x,t) bileseni, baslangig degerinden ve (12X-5X3-4X5) ifadesinin iki kez

integrallenmesinden olusur.
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y(x,t) ¢dziimiiniin y (xt) bilesenleri asagidaki tekrarli bagmti

hesaplanabilir.

y, (x)=e+L! ((12x-5x3 -4x5))

Y xD=L" ((5+4x2)yk+ykn> , k=0

Ardisik yakinsamalar,
X X
y,(x,D)=e'+ f X2 f x2 (12x-5x3-4x>) dxdx
0 0

1 1
Yo (x,1) =e+x3- A X- I x/

olarak bulunur. (4.58) ve (4.59) kullanilirsa y, (x,t) bileseni bulunur.
y,(x=L" ((5+4><2)3>’OJr Yott)

1 1 19
Y, (x,0)= x2et+ 3 xtel+ 3 O+ 36 X7+(P(X9)

y,(x=L" ((5+4x2)y1+ Y1n)

13 1 5
_ 4 -t 6 -t 8 -t 7 9
y2(x,t)— ToX e +ﬁx e +%x e +Ex +o(x”)

3
Ys (x,t)= 7 x0et+ 30 xBet+ o(x%)

y,00=L" ((5+42)y, 4y, )

1
— 8 .- 9
Y, (0= S5 X o(x)

kullanilarak

(4.58)

(4.59)

(4.60)
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y, (x.t) bilesenleri elde edilir,

Yukaridaki ¢oziim seri formda yazilirsa;

1 1 1
— Byt 240~ Ay 64 .8
y(x,t)=x"+e (1+X +2! +3!X +4!X +) (4.61)

elde edilir.

(4.61) serisinin kapali formu ise;

y(x,0)= x3+ ¥t (4.62)
seklindedir.

4.10. Dalga Denkleminin VIM ile Coziimii

Ornek.5.

2 3 405
Vot ;yx-(5+4X2)y= v, T(12x-5x7-4x) (4.63)
Baslangig sartlart: y(0,t)=¢™, yX(O,t)= 0 (4.64)

VIM kullanilarak, (4.63) denklemi i¢in diizeltme fonksiyonu olusturulur.

Y, (0= y, O+ [ s) [(yn)ss+f(yn)s-(5+452)yn-(yn)“-(12s—5s3-4s5) ]ds, n>0 (4.65)

Lagrange carpani (4.47)’ deki gibi tanimlanabilir.
Verilen (4.63) denkleminde r=2 oldugu icin A(s), (4.48) denklemindeki gibidir.

Lagrange c¢arpaninin (4.48)° deki degeri (4.65)’ de kullanilarak iterasyon formiilii
asagidaki gibi yazilir.

¥, (xD=y, (x.0+ f(;‘(f-s)[(yn)ss+§(yn)s-(5+4s2)yn-(yn)“-(12s—5s3-4s5)]ds, n>0 , (4.66)

Kolaylik olmast igin, (4.64)* de verilen y =y(0,t) baslangi¢ yaklagimi olarak alnur.

Daha sonraki iterasyonlar ise (4.66)’ dan kolaylikla hesaplanabilir.

FoR2
y, (0= e+ f (=) [(e‘t)sﬁ%(e‘t)s-<5+4sz>e‘t-(em-(12s-5s3-4s5 ) [ds
0
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X
2
s
y, (xD=¢'+ f( ;-s) [-6e-4s?et+457+55%-125] ds
0

4 1 5 4
y,(x,)=e'+ [-2X2 et- z xoet+ 3 X'+ A x>-3x3+3x2etHxtet- 7 X! -x>+6x2

1 5 4
y,(x,D)=¢"- ﬁX7+€X5+X5 (-ge't-l) +x2et- 3x3+ 6x2+ xtet

(4.67)
y, (x.t) bilesenleri elde edilir,
Benzer sekilde, kalan diger bilesenler (4.66)° daki iterasyon formiilii yardimiyla Maple
programi kullanilarak hesaplanabilir.
y(x0=lim y, (<0

¢Ozlimii seri formda yazilirsa,

4X6 XS

X
— 3y ot 2
yxt)=x+ e'(1+x +2!+3!+4!+...)

elde edilir. Bu seri kapali formda diizenlenirse,
y(x, )= x>+ eteX

y(x,D)=x* et

seklinde tam ¢oziim bulunur.

ADM ve VIM i¢in |y(x,t)-®5(x,t)| mutlak hatalar1 Cizelge 4.4.” de verilmistir. Cizelge
4.4 de goriildiigii gibi bu yontemlerle elde edilen sonucglarin mutlak hatalar1 ¢ok

kiictiktiir.
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Cizelge 4.4. |y(x,)-0s(x,t)| igin Ornek.5” in niimerik sonuglari

X t ADM VIM
Mutlak Hata Mutlak Hata
0,1 0 0,1x107
0,1 0,5 0 0
1,0 0,1x10° 0,1x10°
0,1 0,3x10° 0,3x10°
0,5 0,5 0,16x10°® 0,17x10°®
1,0 0,9x107 0,10x10°®
0,1 0,000022077 0,000025481
1,0 0,5 0,000014829 0,000018233
1,0 0,9029x10° 0,000012434
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5.  SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada zamana bagli kismi tiirevli denklemlerin yaklasik ¢oziimleri i¢in Adomian
Ayrisgim Yontemi, Modifiye Ayrisim Yoéntemi ve Varyasyonel Iterasyon Yontemi
anlatildi. Bu yontemlerle elde edilen sonuglar karsilagtrmali olarak 4. bolimde
tablolarla verildi. Tablolarda kullanilan sonuglar hesaplanirken Maple programi
kullanild.

Kismi diferansiyel denklemler fizik ve miihendislik alaninda bir¢ok problemin ifade
edilmesi icin yaygin olarak kullanilmistir. Kismi diferansiyel denklemler ve ¢6ziim
metodlar1 uygulamali bilimlerde bir¢ok arastirmacinin ilgi odagi olmus, farkli ¢6ziim
yontemleri literatlirde yer almistir. Zamana baghh kismi tiirevli denklemler ise
miihendisligin hemen hemen biitiin dallarinda kullanilmistir. Ciinkii zaman degiskeni,
durumun hareket halinde oldugunu belirttigi i¢in bu alandaki problemleri ifade etmede
yararlanilmistir. Bu denklemlerin analitik ¢6ziimlerinin ¢ok zor hesaplandigi ve analitik
¢Ozlimiiniin bulunamadig1 durumlarda, sayisal yontemler tercih edilmistir. Bu calismada
kullanilan Adomian Ayrisim Yontemi ve Varyasyonel iterasyon Yontemi, zamana bagh
kismi tiirevli denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanabilecegimiz en

etkili yontemlerdendir.

Adomian Ayrisim YoOntemi, incelenen denklemler i¢in hassas sonuglar vermistir ve
hesaplama siiresi Varyasyonel Iterasyon Yontemine gore daha kisa olmustur. Bu
yontemde karsilagilan zorluk, Adomian polinomlarmin ¢oklugu ve Maple programinda

ifade edilmesidir.

Varyasyonel iterasyon yontemi ise ADM’ ye gore daha hassas sonuglar vermistir.
Burada ise sonuglar1 hesaplama siiresi daha uzundur. Bundan dolay:1 tablolarda

buldugumuz sonuglar1 hesaplamada iterasyon adimlari ¢ok fazla degildir.

Sonug¢ olarak uygulanan yontemler ve elde edilen ¢oziimler incelendiginde, zamana
bagli kismi tiirevli denklemleri ¢6zmek icin bu yontemlerin etkili ve kolay oldugu,

ayrica hassas sonuglar verdigi sdylenebilir.
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EK-1. Zamana Bagh Is1 Denklemi Ornegi
Ornek.1’ in ADM i¢in Maple Programu

> restart;
> y(0):=cos(Pi*x);
y(0) := cos(m x)
> b(0):=y(0);
b(0) :=cos(m x)
> for n from 0 by 1 to 30 do
> denk(n):=(diff(y(n),x,x)+y(n));
> intl:=int(denk(n),t=0..t);
> b(n+1):=(b(n)+intl);
> y(n+1):=intl;
> y(n+1):=simplify(y(n+1)):
> end do;

Ornek.1’ in VIM i¢in Maple Progranu

> restart;
> y(0):=cos(Pi*x);
y(0) := cos(m x)
> for n from 0 by 1 to 30 do
>
> b(n):=y(n);
> y(n):=subs(t=s,y(n));
>y(n);
> denk(n):=(diff(y(n),s)-diff(y(n),x,x)-y(n));
>Db(n);
> y(n+1):=b(n)-int(denk(n),s=0..t):
> y(n+1):=simplify(y(n+1)):
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> end do;

Ornek.1’ in ADM ve VIM karsilastirmali Maple Programi

> restart;
>x1:=0.1;t1:=0.3;

x1:=0.1
t1:=0.3
> 1=tl;
t:=0.3
> Xx:=X1;
x:=0.1
> b(30):= b(30) := 0.06646610701
> y(30):= y(30) := 0.06646610184

> y(x,t):=evalf(exp(-(Pi™*2-1)*t)*cos(Pi*x));
y(0.1, 0.3) := 0.06646610830
> hatal:=abs(y(x,t)-b(30));
hatal := 0.129 10°®
> hata2:=abs(y(x,t)-y(30));
hata2 := 0.646 107
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EK-2. Zamana Bagh Klein-Gordon Denklemi Ornegi
Ornek.3’ iin VIM i¢in Maple Programm

> restart;

> y(0):=1+sin(x);

forn from 0 by 1 to 4 do

> L(n):=(s-t);

> b(n):=y(n);

> y(n):=subs(t=s,y(n));

>y(n);

> denk(n):=(diff(y(n),s,s)-diff(y(n),x,x)+(y(n))"2);
> b(n);

> y(n+1):=b(n)+int(L(n)*denk(n),s=0..t):
> y(n+1):=simplify(y(n+1)):

> end do;
> x:=0.1;t1:=0.3;
x:=01
t1:=0.3
> t:=tl;
t:=0.3

> y(5):= y(5) :=1.041329310



EK-3. Zamana Bagh Lane-Emden Denklemi Ornegi
> restart;

> y(0):=exp(sin(t));

y1(0):=y(0);

r:=2;

b1(0):=y1(0);

y(O) — esin(t)
y1(0) :=e
r=2

sin(t)

sin(t)

b1(0):=e
Ornek.4’ in VIM i¢in Maple Programi
> fornfrom 0 by 1to4do
L(n):=(s"2/x-s);
b(n):=y(n);
y(n):=subs(x=s, y(n));
y(n);

denk(n):=(diff(y(n),s,s)+2/s*diff(y(n),s)-(6+4*s"2-cos(t))*y(n)-diff(y(n),t));

b(n);
y(n+1):=b(n)+int(L(n)*denk(n),s=0..x):
y(n+1):=simplify(y(n+1)):

end do;

Ornek.4’ iin ADM igin Maple Programi

>fornfromOby1to4do
denk1(n):=(6+4*x"2-cos(t))*y1l(n)+diff(yl(n),t);
intl:=int(x™(-r)*int(x*r*denk1(n),x=0..x),x=0..X);
bl(n+1):=b1(n)+intl;

bl(n+1):=expand(bl(n+1)):
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b1(n+1):=collect((b1(n+1),exp(sin(t)))):
y1(n+1):=intl;
y1(n+1):=simplify(y1l(n+1)):

end do;

Ornek.4’ iin ADM ve VIM karsilastirmali Maple Programi

> x:=0.5;t1:=1.0;
Xx:=0.5
t1:=1.0
> t:=tl;
t:=1.0

>
y(5):=evalf(1/549972423000*exp(sin(t))*(549972423000+274986211500*x4+54997242
3000%x/2+22915517625*x\8+91662070500*x\6+759729915*x12+4583103525*x A 10+

103692690*x14+10768383*xN16+718657*x18+21945*x20));
y(5) := 2.978652399

>
b1(5):=evalf((1+1/2*xN+x"2+1/24*x8+1/6*x6+2489/1801800*x12+1/120*x10+11
89/6306300*x"14+6997/357357000*xN16+718657/549972423000*x18+1/25061400*x
20)*exp(sin(t)));
b1(5) := 2.978652398
> y(x,t):=evalf(exp(x2+sin(t)));
y(0.5, 1.0) := 2.978652405

> hata:=abs(y(x,t)-y(5));

hata:= 0.6 10°®
> hatal:=abs(y(x,t)-b1(5));

hatal := 0.7 10°®
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EK-4. Zamana Bagh Dalga Denklemi Ornegi
Ornek.5’ in ADM i¢in Maple Programi

> restart;
>
>ri=2;
r=2
b(0):=0
>
> y(0):=exp(-t)+int(X™(-r)*int(x r*(12*x-5*x"3-4*x"5),x=0..X),x=0..X);
7 5
a0 X XT3
y(0):=e 4" ¢ %
> b(0):=y(0);
7 5
X XT3
b(0):=e 2" 6" X

>fornfrom0 by 1to4do

> denk(n):=((5+4*x"2)*y(n)+diff(y(n),t,t));

> intl:=int(x™(-r)*int(x~r*denk(n),x=0..x),x=0..x);
b(n+1):=b(n)+int1;

> y(n+1):=intl;

> y(n+1):=simplify(y(n+1)):

> end do;

Ornek.5’ in VIM igin Maple Programi

> restart;
>y(0):=exp(-t);
y(0):=e""
>fornfrom0by1to4do
L(n):=(s"2/x-s);
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b(n):=y(n);
y(n):=subs(x=s, y(n));
y(n);

> denk(n):=(diff(y(n),s,s)+2/s*diff(y(n),s)-(5+4*s"2)*y(n)-diff(y(n),t,t)-(12*s-5*s"3-
4*3"5));

>

> b(n);

>

> y(n+1):=b(n)+int(L(n)*denk(n),s=0..x):

y(n+1):=simplify(y(n+1)):

end do;

Ornek.5’ in ADM ve VIM karsilastirmali Maple Programi

> restart;

> x:=0.5;t1:=1.0;

> ti=tl;
x:=0.5
t1:=1.0
t:=10

> b(5):=evalf(-125/6974263296*x"15+2489/1801800*exp(-t)*x12+1/120*exp(-
t)*x"10-33743/1267136462592*x"19-9125/266765571072*x 1 7+exp(-
t)+x3+6997/357357000*exp(-t)*x"16+1189/6306300*exp(-t)*x14+1/25061400*exp(-
t)*x"20+718657/549972423000*exp(-t)*x18+1/24*exp(-t) *x\8+1/6*exp(-t)*x6-
68880157/28051233440630400*x"23-248309/22867853348340*x"21+1/2*exp(-
t)*xM+exp(-t)*x2-1/68684338800*x"27-44581529/151944181136748000*x25);
b(5) := 0.5973665518
> y(5):=evalf(1/24*x"8*exp(-t)+1/6*x6*exp(-1)+2489/1801800*x 1 2*exp(-
t)+1/120*xM10*exp(-t)+1/2*x *exp(-t)+exp(-t)*x2-125/145297152*x 13-
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25/17791488*x"15+1189/6306300*xN14*exp(-t)+6997/357357000*x 16*exp(-t)-
1/363409200*x\23-449623/10163490377040*xN21+718657/549972423000*x18*exp(
t)-30001/33345696384*x 1 7+x 3+exp(-t)+1/25061400*x20*exp(-t)-
457/1611640800*x"19);
y(5) 1= 0.5973665517
> y(x,t):=evalf(x3+exp(x"2-t));
y(0.5, 1.0) := 0.5973665527

> hatal:=abs(y(x,t)-b(5));

hatal := 0.9 10
> hata2:=abs(y(x,t)-y(5));

hata2 := 0.10 10°®
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