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S�MGELER�N L�STES�

Bu çalı�mada kullanılmı� bazı simgeler açıklamaları ile birlikte a�a�ıda sunulmu�tur. 

Simgeler Açıklama  

,  Norm 

∧∧∧∧  Vektörel çarpım 

, �ç çarpım 

Tα α  e�risinin te�et vektörü 

Nα α  e�risinin asli normal vektörü 

Bα α  e�risinin binormal vektörü 

Tβ β  e�risinin te�et vektörü 

Nβ β  e�risinin asli normal vektörü 

Bβ β  e�risinin binormal vektörü 

ακ α  e�risinin e�rili�i 

ατ α  e�risinin burulması 

βκ β  e�risinin e�rili�i 

βτ β  e�risinin burulması 
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1. BÖLÜM 

  
G�R��

 E�rilerin küresel izdü�ümleri ile ilgili bugüne kadar 2005 yılında Bang-Yen Chen ve 

Franki Dillen yaptıkları çalı�mada konudan bahsedilmi�tir. 

 Bu çalı�mada ise, uzay e�risinin yer vektörü kullanılarak, küre üzerindeki orjin 

merkezli izdü�üm e�risinin Frenet vektörleri ve e�rilikleri hesaplanmı�tır. Hesaplamalar 

bilgisayar yardımıyla düzenlenmi� ve en kısa �ekliyle ifade edilmi�tir. Uzay e�risinin 

e�riliklerine göre izdü�üm e�risinin küre üzerinde düzlemsel e�ri veya küre üzerinde bir 

helis olması ile ilgili çe�itli sonuçlar elde edilmi�tir.   
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1.1 Temel Tanım ve Teoremler 

Tanım 1.1.1 V bir reel vektör uzayı olsun. V üzerinde bir iç çarpım diye a�a�ıdaki 

aksiyomları ile tanımlanan bir  

, :V V× →�

dönü�ümüne (reel de�erli fonksiyon) denir ve de�eri ,u v V∈  olmak üzere ,u v

�eklinde gösterilir. 

(i) Simetri aksiyomu: 

, , , , .u v v u u v V= ∀ ∈

(ii)Bilineerlik aksiyomu: 

1 2 1 2

1 1 2 1 2

, , , , , , ,

      , , , , ,

      , , , , .

cu v c u v u cv c u v V

u u v u v u v v V

u v v u v u v u V

= = ∀ ∈ ∀ ∈

+ = + ∀ ∈

+ = + ∀ ∈

�

Bu aksiyom kısaca 

1 2 1 2, , ,au bu v a u v b u v+ = +

1 2 1 2, , ,u av bv a u v b u v+ = +

�eklinde de yazılabilir. 

(iii) Pozitif tanımlılık aksiyomu: 

, 0, ,u u u V≥ ∀ ∈

[ ], 0 0 1 .u u u= ⇔ =
�

Tanım 1.1.2 V  bir kompleks vektör uzayı olsun. V  vektör uzayı üzerinde bir iç çarpım

diye a�a�ıdaki aksiyomları ile tanımlanan bir  

, :V V× →�

dönü�üm ( kompleks de�erli fonksiyon)üne denir ve de�eri , ,u v V∈ olmak üzere ,u v

�eklinde gösterilir. 

(i)’ Hermit aksiyomu: 

, , , , ,u v v u u v V= ∀ ∈
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burada ( ) kompleks e�leni�i göstermektedir. 

(ii)’ Bilineerlik aksiyomu: 

, , , ;cu v c u v c= ∈�

, , ,u cv c u v=

1 2 1 2, , , ,u u v u v u v+ = +

1 2 1 2, , , .u v v u v u v+ = +

(iii)’ Pozitif tanımlılık aksiyomu: 

,u u  reeldir ve 0≥

[ ], 0 0 1 .u u u= ⇔ =
�

Tanım 1.1.3 n
�  de bir u  vektörünün uzunlu�u veya boyu u  ile gösterilir ve u  ya 

kar�ılık gelen AB  yönlü do�ru parçasının uzunlu�u olarak alınır. E�er AB CD=  ise 

AB ve CD yönlü do�ru parçalarının aynı uzunlukta oldukları açıktır. ,u u u=

olarak tanımlanır ve bu de�ere u  vektörünün normu da denir [ ]1 . 

Tanım 1.1.4 Normu 1 olan vektöre bir birim vektör denir.E�er 0x ≠  ve 0y ≠ iken 

, 0x y = ise bu iki vektöre birbirlerine ortogonaldirler denir. Sıfırdan farklı vektörlerin 

bir S cümlesinde herhangi iki vektör birbirine dikse bu S  cümlesine ortogonaldir

denir. S  ortogonal iken S  deki her bir vektör birer birim vektör ise S  ye ortonolmal

denir [ ]1 . 

Tanım 1.1.5 E�er  

:A V W→

lineer dönü�ümü birebir ve üzerine (örten) ise lineer izomorfizm olarak adlandırılır[ ]1 . 

Tanım 1.1.6 K  cismi üzerindeki vektör uzaylarından biri V  olsun. V  vektör uzayının 

elemanlarının bir { }1 2, ,..., kα α α  cümlesi için  

( )
1

0, 1 0
k

i i i
i

c i k cα
=

= ≤ ≤ �∀ =�

ise bu cümleye lineer ba�ımsız aksi halde lineer ba�ımlıdır denir[ ]1 . Di�er bir ifade ile 

e�er 1 2, ,..., kα α α  lineer ba�ımlı ise  
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1

0
k

i i
i

c α
=

=�

olacak �ekilde hepsi birden sıfır olmayan 1 2, ,..., kc c c K∈  vardır.V vektör uzayında sıfır 

olmayan p tane 1 2, ,..., px x x  vektörlerini alalım. 

1 1 2 2 ... 0p pc x c x c x+ + + =

olacak �ekilde hepsi birden sıfır olmayan p  tane 1 2, ,..., pc c c  sayısını bulmak imkansız 

ise,bu vektörlerin p -inci dereceden lineer olarak ba�ımsız bir sistem meydana 

getirdikleri söylenir. Aksi halde,verilen p  vektörden ibaret olan sisteme lineer olarak 

ba�lı denir. Lineer olarak ba�lı sistem ile lineer olarak ba�ımsız sistem ifadelerinin 

yerine  kısaca bazen ba�lı sistem ve serbest sistem ifadeleri kullanılır [1]. 

Tanım 1.1.7 Bir vektör uzayının bir S alt cümlesi a�a�ıdaki iki özelli�e sahipse V   

vektör uzayının bir bazı adını alır [1]. 

B1. S  lineer ba�ımsızdır. 

B2. { }V Sp S= , yani Vα ∈  elemanı S  deki sonlu sayıda elemanın bir lineer 

birle�imidir. 

Bu ikinci aksiyoma baz için germe aksiyomu denir [1]. 

Tanım 1.1.8 Bo� olmayan bir cümle A  ve bir K  cismi üzerinde bir vektör uzayı V

olsun. A�a�ıdaki önermeleri do�rulayan bir 

:f A A V× →

fonksiyonu varsa A  ya V  ile birle�tirilmi� bir afin uzay denir: 

(A1). , ,P Q R A∀ ∈  için ( ) ( ) ( ), , ,f P Q f Q R f P R+ =   

(A2). P A∀ ∈  ve Vα∀ ∈  için ( ),f P Q α=  olacak biçimde bir tek Q A∈  noktası 

vardır [2]. 

 Tanımdaki (A1) önermesinin anlamı açıktır.  (A2) önermesinin biraz daha açıklanması 

gerekirse denilebilir ki “ A  da bir P  noktası ve V  de bir α  vektörü verildi�inde, 

( ),f P Q α=  olacak biçimde A  cümlesinin en az bir Q  noktası vardır.”Bir ba�ka 

deyi�le, A  da bir nokta tespit edildi�inde V  vektör uzayının vektörleriyle A

cümlesinin geri kalan noktaları arasında birebir bir e�leme gerçekle�mi� olur. ,P Q A∈
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için ( ),f P Q  vektörü genellikle ( ),f P Q PQ=
����

 biçiminde gösterilir ve P  ye 

ba�langıç, Q  ya da uç noktası denir [2]. 

Tanım 1.1.9 Bir reel afin uzay A  ve A  ile birle�en vektör uzayı da V  olsun. V  de bir 

iç çarpım i�lemi olarak 

, :V V× →�

( )
1

, ,
n

i i
i

x y x y x y
=

→ =�

 Öklid iç çarpım tanımlanırsa bu i�lem yardımı ile A  da bir uzaklık va açı gibi metrik 

kavramlar tanımlanabilir. Burada ( ) ( )1 1,..., ,  ,...,n nx x x y y y= = .Böylece A  afin uzayı 

da yeni bir ad olarak Öklid uzayı adını alır. Örnek 1.1.1’de verildi�i gibi nA = �  ve 

nV = �  olması hali esas alınır ve ayrıca nA = �  Öklid uzayı, standart Öklid uzayı 

anlamında di�erlerinden fark etmesi için, nE  ile gösterilir [2]. 

Örnek 1.1.1 1-Boyutlu Standart Öklid Uzayı. 

 Reel sayılar ekseni olarak �imdiye kadar duyulan sayı do�rusu ele alınırsa bu do�ru , 

reel sayılar cismi (kendi üzerinde bir boyutlu reel vektör uzayıdır) ile birle�tirilmi� 1
�

afin uzayıdır. Ayrıca bu vektör uzayında  

, : × →� � �

( ), ,x y x y xy→ =
� � � �

�eklinde tanımlandı�ı için 1
�  afin uzayı 1-boyutlu Öklid uzayı olur ve E  ile gösterilen 

bu uzaya Öklid do�rusu da denir.Burada ( ) ( ),x x y y= =
� �

 [2] . 

Örnek 1.1.2 2-Boyutlu Standart Öklid Uzayı. 

 Reel düzlem olarak �imdiye kadar duyulan düzlemi ele alalım. Bu düzlem, 2-Boyutlu 

reel standart vektör uzayı ile birle�tirilmi� 2
�  afin uzayıdır.Ayrıca bu vektör uzayında 

Öklid iç çarpımı da   

2 2, : × →� � �

( )
2

1

, , i i
i

x y x y x y
=

→ =�

�eklinde tanımlandı�ından 2
�  afin uzayı 2-Boyutlu Öklid uzayı olur ve 2E  ile 

gösterilen bu uzaya Öklid düzlemi de denir.Burada ( ) ( )1 2 1 2, ,  ,x x x y y y= = [2]. 
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Örnek 1.1.3 3-Boyutlu Standart Öklid Uzayı. 

 3-boyutlu standart 3
�  ile birle�tirilmi� 3

�  afin uzayı ele alınsın.Bu 3
�  vektör 

uzayında Öklid iç çarpımı    

3 3, : × →� � �

( )
3

1

, , i i
i

x y x y x y
=

→ =�

biçiminde tanımlanır. Burada ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , ,  , ,x x x x y y y y= = .Böylece 3
�  afin uzayı 3-

boyutlu Öklid uzayı olur ve 3E  ile gösterilir. Bu uzay, �imdiye kadar duydu�unuz 3-

boyutlu Öklid uzayının kendisidir [2].

Tanım 1.1.10  

: n nd E E× → �

( ) ( ) ( )
2

1

, ,
n

i i
i

x y d x y xy y x
=

→ = = −�
���

olarak tanımlanan d  fonksiyonuna nE  Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu ve ( ),d x y

reel sayısına da , nx y E∈  noktaları arasındaki uzaklık denir[2]. 

Tanım 1.1.11  

: n nd E E× →�

( ) ( ), ,x y d x y xy→ =
���

biçiminde tanımlanan d  fonksiyonuna nE  de Öklid metri�i denir[2]. 

Tanım 1.1.12 

3 3 3:x × →� � �

                              ( ) ( ),α β α β ψ α β→ × = ∧

�eklinde tanımlı x  iç i�lemine vektörel çarpım i�lemi ve α β×  vektörüne de α  ile β

e�rilerinin  vektörel çarpımı denir [2]. 

Tanım 1.1.13 , nI �  uzayının bir açık aralı�ı olmak üzere, 

: nIα →�

biçiminde diferensiyellenebilir bir α  dönü�ümüne, n
�  uzayı içinde bir e�ri denir [3]. 

Tanım1.1.14 nE  de bir M e�risinin ( ),I α  ve ( ),J β  iki koordinat kom�ulu�u verilsin. 

1 :h J Iα οβ−= →
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diferensiyellenebilir fonksiyonuna M  e�risinin bir parametre de�i�imi denir [2]. 

Tanım 1.1.15 nE  de bir M e�risi ( ),I α  koordinat kom�ulu�uyla verilsin. : nI Eα →

fonksiyonunun Öklidiyen koordinat fonksiyonları 1 2, ,..., nα α α  olmak üzere  

( ) ( )1 2, ,..., ,n t Mα α α α ∈

( ) 1 ,..., .n

t t

dd
t

dt dt

αα
α

� �
′ = � �

� �

( ) ( )( ) ( ), nE
t t T tα α ′ ∈  tanjant vektörüne, M  e�risinin t I∈  parametre de�erine kar�ılık 

gelen ( )tα  noktasında ( ),I α  koordinat kom�ulu�una göre hız vektörü denir [2]. 

Tanım 1.1.16 nM E⊂  e�risi verilsin. M  e�risinin m M∈  noktasındaki tanjant uzayı

diye, m M∈  noktasında M  e�risinin hız vektörlerini içine alan ( )( )MT m V m= vektör 

uzayına denir. m M∈  seçilmi� bir nokta olmak üzere, nE  uzayının ( )MT m  ile birle�en 

alt afin uzayına da, M  e�risinin m M∈  noktasındaki te�et do�rusu denir [2]. 

Tanım 1.1.17 nM E⊂  e�risi ( ),I α  koordinat kom�ulu�u ile verilsin. 

( ) ( )

:

        

I

t t t

α

α α

′ →

′ ′→ =

�

�eklinde tanımlı α ′  fonksiyonuna, M  e�risinin ( ),I α  koordinat kom�ulu�una göre 

skalar hız fonksiyonu ve ( )tα ′  reel sayısına da M  e�risinin ( ),I α  koordinat 

kom�ulu�una göre ( )tα  noktasındaki skalar hızı denir [5]. 

Tanım 1.1.18 M e�risi ( ),I α  koordinat kom�ulu�uyla verilsin.E�er s I∀ ∈

için, ( ) 1sα ′ =  ise M e�risi ( ),I α  ya göre birim hızlı e�ridir denir. Bu durumda, 

e�rinin s I∈  parametresine yay-parametresi adı verilir [2]. 

Tanım 1.1.19 M e�risi ( ),I α  koordinat kom�ulu�uyla verilmi� olsun. ,a b I∈  olmak 

üzere , a  dan b  ye M  e�risinin yay uzunlu�u diye, e�rinin ( )aα  ve ( )bα  noktaları 

arasındaki uzunlu�una kar�ılık gelen  

( )   , 
b

a

t dt t Iα ′ ∈	
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reel sayısına denir. Kolayca görülebilir ki bu de�er koordinat kom�ulu�undan 

ba�ımsızdır.  

Tanım 1.1.20 Her noktasında hız vektörü sıfırdan farklı olan e�riye regüler e�ri denir 

[2]. 

Tanım 1.1.21 nM E⊂  e�risi ( ),I α  koordinat kom�ulu�u ile verilsin.Bu durumda, 

( )( ), ,..., rψ α α α′ ′′=  sistemi lineer ba�ımsız ve ( ) ,k k rα∀ >>>>  için ( ) { }k
pSα ψ∈  olmak 

üzere , ψ  den elde edilen { }1,..., rV V  ortonormal sistemine, M  e�risinin Serret-Frenet 

r-ayaklı alanı ve m M∈  için ( ) ( ){ }1 ,..., rV m V m  ye ise m M∈  noktasındaki Serret-

Frenet r-ayaklısı denir.Her bir ,1iV i r≤ ≤  ye Serret-Frenet vektörü adı verilir. 

3n =  özel halinde, 3E  3- boyutlu Öklid uzayında Frenet iki ayaklısı ve Frenet 3-

ayaklısı elde edilir. Bu özel halde Frenet 3-ayaklısının te�kili,vektörel çarpım(dı�

çarpım) ile basitle�tirilebilir. Bu özel halde; M  e�risi ( ),I α  koordinat kom�ulu�u ile 

verilmi� ise s I∈  yay parametresi olmak üzere, 

T α ′=

ve 

1
N α

α
′′=

′′

olsun.Bu durumda, ( ) ( )1T s V s=  ve ( ) ( )2N s V s= .Gerçekten, s I∈  yay parametresi 

oldu�u için, 

( ) 1sα ′ =

( ) ( ), 1s sα α′ ′� =

( ) ( ), 0s sα α′ ′′� =

( ) ( ){ } ( ){ }2 .p pV s S s S N sα ′′� ∈ =

Bu ise yukarıda ( )1V s  ve ( )2V s  için verilen e�itlikleri do�rular.Buna göre  

B T N= ×

tanımlanırsa, ( ) ( )3B s V s=  oldu�u görülür.Böylece, 

( ) ( ) ( ){ }, ,T s N s B s
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sistemine, ( )sα  noktasında, M  e�risinin Frenet 3-ayaklısı denir [2].Burada 

( ) ( )1T s V s=  e�rinin te�et vektörü, ( ) ( )2N s V s=  e�rinin asli normal vektörü, 

( ) ( )3B s V s=  e�rinin binormal vektörü adını alır [6]. 

Tanım 1.1.22 s I∈  için, ( ) ( ){ },T s N s  kümesinin gerdi�i düzleme, ( )sα  noktasındaki 

dokunum düzlemi veya oskülatör düzlem denir. ( ) ( ){ },T s B s  kümesinin gerdi�i 

düzleme, ( )sα  noktasındaki do�rultma düzlemi veya rektifyen düzlem denir. 

( ) ( ){ },N s B s  kümesinin gerdi�i düzleme, ( )sα  noktasındaki dik düzlem veya normal 

düzlem denir.Frenet formüllerindeki katsayılar matrisi olan  

0 0

0

0 0

κ

κ τ

τ

� �
� �

−� �
� �−� �

matrisi ters simetrik bir matristir [7]. 

Tanım 1.1.23 nM E⊂ e�risi ( ),I α  koordinat kom�ulu�uyla verilsin. s I∈  ya kar�ılık 

gelen ( )sα  noktasındaki Frenet r-ayaklısı  

( ) ( ){ }1 ,..., rV s V s

olsun.Buna göre, 

( ) ( ) ( )1

: ,1 ,

     ,

i

i i i

k I i r

s k s V s V s+

→ ≤

′→ =

� <<<<

biçiminde tanımlı ik  fonksiyonuna M  e�risinin i-inci e�rilik fonksiyonu ve s I∈  için 

( )ik s  reel sayısına da ( )sα  noktasında M  e�risinin i-inci e�rili�i denir [2]. 

Tanım 1.1.24 3n =  için 3E  de bir e�rinin iki tane e�rili�inden bahsedilebilir.Bunlar  

1k  ve 2k  olmak üzere 1k  e�rinin e�rili�i, 2k  de e�rinin burulmasıdır. 1k  e�rili�i e�rinin 

te�etten ne kadar saptı�ının ölçüsüdür. 2k  e�rili�i de e�rinin oskülatör düzlemden 

sapmasının ölçüsüdür [3]. 

Ayrıca ( ) ( ) ( ){ }1 2, ,..., rV s V s V s  Frenet r-ayaklısının ( )iV s  Frenet vektörlerinin e�ri 

boyunca kovaryant türevleri ile ilgili e�itlikler 
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1 1 1

2 1 2 2

3 2 3

2 2

1 2 1

1

0 0 0 . . . 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0

. . . . 0 . . . . . . .

. . . . 0 . . . . . . .

. . . . 0 . . . . . .

0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 . . . 0

0 0 0 0 . . . 0 0

r r

r r r

r r

V k V

V k k V

V k V

V k

V k k

V k

− −

− − −

−

′
 � 
 �
�  � ′ −�  � 

′�  � −
�  � 
�  � 
�  � =
�  � 
�  � 
�  � ′
�  � 

′ −�  � 
�  � ′ −� � � �

2

1

.

r

r

r

V

V

V

−

−


 �
� 
� 
� 
� 
� 
� 
� 
� 
� 
� 
� 
� 
� �

�eklinde yazılabilir. 

Buna göre 

1) ( ) ( ) ( )1 1 2V s k s V s′ =

2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 ,1 ,i i i i iV s k s V s k s V s i r− − +
′ = − + < << << << <

3) ( ) ( ) ( )1 1r r rV s k s V s− −
′ = −

e�itlikleri elde edilir. Bu e�itliklere Frenet formülleri denir. 3r = halinde yukarıdaki 

matris e�itli�i  

1 1 1

2 1 2 2

3 2 3

0 0

0

0 0

V k V

V k k V

V k V

′
 � 
 � 
 �
�  �  � ′ = −�  �  � 

′�  �  � −� � � � � �

 veya  
1

1 2

2

0 0

0

0 0

T k T

N k k N

B k B

′
 � 
 � 
 �
�  �  � ′ = −�  �  � 

′�  �  � −� � � � � �

�eklinde olur [2]. 

Teorem 1.1.1 E�rilik fonksiyonları; 

( )
( ) ( )

( )
1 3

s s
k s

s

α α

α

′ ′′∧
=

′

( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 2

det , ,s s s
k s

s s

α α α

α α

′ ′′ ′′′
=

′ ′′∧
 [4]. 

Bu çalı�mamız boyunca 1k κ= , 2k τ=  alınacaktır. 

Tanım1.1.25 3: Iα → � e�risinin e�rilik fonksiyonu κ olmak üzere,
1

κ
 fonksiyonuna 

e�rinin e�rilik yarıçapı fonksiyonu denir [8]. 
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Tanım 1.1.26 nM E⊂  e�risi ( ),I α  koordinat kom�ulu�u ile verilsin. s I∀ ∈

parametresine kar�ılık gelen ( )s Mα ∈ noktasında M  e�risinin 1. ve 2. e�rilikleri 

( )1k s  ve ( )2k s  ise  

( )
( )
( )

1

2

:

     

H I

k s
s H s

k s

→

→ =

�

�eklinde tanımlı H  fonksiyonuna, M  e�risinin s  noktasındaki 1-inci harmonik 

e�rili�i denir. E�er 1

2

k
sabit

k
=  ise ( )sα  e�risi helistir [4]. 

Tanım 1.1.27

( ) ( )

3:

             cos , sin ,

I E

t t r t r t ht

α

α

⊂ →

→ =

�

ile verilen bir α  e�risi için 0. r α>>>>  e�risinde 0h >>>>  ise sa� dairesel helis ve 0h <<<<  ise 

sol dairesel helis denir. Dairesel sözü e�rinin ( ),x y  düzlemi üzerindeki dik 

izdü�ümünün bir çember olmasından ileri gelmektedir [4].
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2.E�R�LER�N KÜRESEL �ZDÜ�ÜMLER�

     Bu bölümde yay parametreli bir ( )sα  e�risinin yer vektörünü kullanarak, birim küre 

üzerine izdü�üm e�risinin Frenet elemanlarını genel halde elde ettik. Daha sonra 
mümkün olan tüm durumları alt bölümler halinde inceledik. 

       ( )3, , ,f g h C E∈ �
∞∞∞∞  ve s I∈ ⊂ �  yay parametresi olmak üzere ( )sα  e�risinin yer 

vektörü  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s f s T s g s N s h s B sα α αα = + +   (2.1) 

�eklinde yazılabilir. Bu durumda , ,f g h  fonksiyonları 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

0

0

f s g s s

g s f s s h s s

h s g s s

α

α α

α

κ

κ τ

τ

′ − =

′ + − =

′ + =

  (2.2) 

denklemlerini sa�lar. Burada ( )sακ  ve ( )sατ ( )sα  e�risinin e�rili�i ve burulmasıdır. 

(2.1) e�itli�ini kullanarak ( )sα  e�risinin küresel izdü�ümü olan e�riyi  

( ) ( ) ( )s s sβ σ α∗ = (2.3)

�eklinde tanımlayalım. s∗ β  e�risinin yay parametresi olmak üzere  

( )
ds

s
ds

ρ
∗

= (2.4)

olsun. Burada  

( ) ( )
1 22 3 31

2s fρ σ σ σ σ
σ

′ ′= + +

�eklindedir. 

β  e�risinin e�rili�ini ( )sβκ ∗ , burulmasını ( )sβτ ∗  ve Frenet vektörlerini , ,T N Bβ β β  ile 

gösterelim. 

1

f
u

σ σ

ρ

′ +
=                  2

g
u

σ

ρ

′
= 3

h
u

σ

ρ

′
=

1 2
1

u u
v ακ

ρ

′ −
=    2 1 3

2

u u u
v α ακ τ

ρ

′ + −
=    3 2

3

u u
v ατ

ρ

′ +
=

31 2
1 2 32 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

            
vv v

n n n
v v v v v v v v v

= = =
+ + + + + +

olmak üzere β  e�risinin Frenet vektörleri 

1 2 3T u T u N u Bβ α α α= + +

1 2 3N n T n N n Bβ α α α= + +



13

( ) ( ) ( )2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1=B u n u n T u n u n N u n u n Bβ α α α− + − + −

�eklinde elde edilir.  β  e�risinin kendi te�eti üzerinde bile�eni olmayaca�ından ( )sσ

ile ( )f s  arasında  

( ) ( ) ( )3 0s s f sσ σ′ + =

elde edilir. Dolayısıyla  

( )
0

1

2
s

fds c
σ =

+�

ve buradan da 

02 fds cα = +�
bulunur.Bu ise bizi �u sonuca götürür.

Sonuç 2.1:  Bir  ( )sα normal e�risinin küre üzerine izdü�üm e�risi  varsa ( )sα

e�risinin kendisi küre üzerindedir. 

Bu çalı�mada, 0f ≠  olan e�rileri inceleyece�iz. 

Di�er taraftan  

2

1
c

σ
=

ve 

( )2 21B fσ σ= −

olmak üzere β  e�risinin e�rili�i, ( )f s  in bir polinomu olarak  

1 210

9 4 9 2
0

1 i
i

i

r f
B cβκ

=

� �
= � �

� �
�   (2.5) 

olup, burada  

( ) ( )( )6 5 2 2 2 2 4 2 2 3 2 2 2
0 2 2 2 2r c B c h g g cg g h g cg h gα ακ κ= + + − + + − + +

1 3 5 7 9 0r r r r r= = = = =
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2 2 3 2 2 5 2 2 3 2 4 3 2 2 2 7 2
2

2 3 2 2 2 5 2 2 2 2 2 3

2 3 2 3 5 2 2 5 2 2 7 2 2
4

2 5 2 3 2 3 3 2 2 5 2 3 2 2 3

2 3 2 2 5 2 2 5

2 4 2 2 4

2 4

6 6 6 12 4

14 4 6 6 4 6

4 6 6

h g B cg B cg B g B c g B

g B c g B cg B c g B

h gB cg B ch gB c gB cgB
r c

cgB cgB g B c gB gB c gB

g B cg B ch B

α

α

κ

κ

� �− − + +
� �� �+ + + −� �

� �− − + +
= + � �� �− − + + + −� �

+ − − 2 2 3 2 5 2 2 7 2 3 24 12 9 4h B cB c B B

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �+ − + +
� �
� �
� �

( )4 2 2 5 2 2 3 2 2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 3 2 3 3

2 2 5 2 3 7 2 2 3 2 3 3 2 3 2
4

2 3 2 2 3 2 2 3 2 2 5 2

2 2 5 2 2 2 5 2 3 7 2 2

4 2 2

4 4 8 10 6

28 12 4 10 12

4 16 16 16 36

9 9 18 4

g B c g B cg B h g B c g B

g B h g B c gB ch gB c gB

r c c gB c gB c gB cg B cgB

g B cB cg B ch B c B

c h B c g B c B h B

α

α

κ

κ

� + − + −

� �+ − − +
+ � �� �= + − + − −� �

+ − − − +

+ + − +

�
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

( )
( )

2 2 3 2 2 3 2 2 2 2 2 5 2 3
6

3 2 2 3 2 2 5 2 3 7 2 2 2 3 2 2

12 4 4 14 4

      24 12 36 9 8 12 8

r g B c c cgB c gB h g B c gB g B

c cB cg B c B c B g B ch B h B

α ακ κ= + + − − −

+ + − + − + −

( )2 2 2 2
8 4 3 4r B c B cB Bg c g hακ= − − + +

3 2
10 4r B=

�eklinde elde edilir. β  e�risinin burulması da ; 

1 2
1

n n
t ακ

ρ

′ −
=    2 1 3

2

n n n
t α ακ τ

ρ

′ + −
=    3 2

3

n n
t ατ

ρ

′ +
=

1 2 3 3 2m u n u n= −           2 3 1 1 3m u n u n= −           3 1 2 2 1m u n u n= −

olmak üzere  

,N Bβ β βτ ′=

( ) ( ) ( ){ }1 2 2 1 3 3 2

1
N n n T n n n N n n Bβ α α α α α α ακ κ τ τ

ρ
′ ′ ′ ′= − + + − + + �eklindedir. Buradan, 

βτ  yine ( )f s  in polinomu olarak, 
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11

0
10

3 2

0

i
i

i

j
j

j

p f

Bc r f
βτ =

=

=
�

�
(2.6)

�eklinde elde edilir. Burada ip  de�erleri a�a�ıdaki �ekildedir. 

8 10 0p p= = olmak üzere

( )8 5 2 2 3 2 2 2
0p c B c g h g g hα α α α ακ τ τκ κ τ κ τ κ ′= − + − +

( )
3 2 3 5 2 2

6
1 3 3 2 2 5 2

2 4 4 2
1

6 4 4 9

B g gcB gcB B g
p hc g

cB B B cB

α α α α
α α

κ κ κ κ
κ κ

� �+ − −
= − + � �� �+ + − −� �

( )
( )

( )
( )

2 3 2 2 2 2 3

2 3 2 2 2 2 2 2 5 2

6
2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 3 2

3 2 3

2 4 4

2 2

2 2

ch g cg ch cg ch B

ch g cg cg c ch ch B
p c

h g h g B

h g h g B

α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α α

α α α α α α α

α α α α α α α

κ τ τ κ κ τ κ τ κ

κ τ τ κ τ κ κ τ κ κ τ

κ κ τ κ τ κ τ

κ κ τ κ τ κ τ

� �′− − − + +
� �
� �

′− + + − − +� �
� �=
� �′+ − + + +
� �
� �

′+ − − −� �
� �

2 3 2 2 3 5 2 5 2 2 2 5 2 2 2 7 2 2

3

2 3 2 2 2 2 3 3 2 2 2 3 2 2 3 2

5 2 3 2 2 3 2 5 2 2

4 2
3 2 7 2 3 2

3 2 5 2

2 6 2 4 4 4

2 2 8 8

14 30 38 8 26 37

12 4 8

8 28 12 34

Bg cB g c B cB g c B g c B g

Bg B g c B c B cB g c B c B g

cB g cB g c B g Bg c B g cB g
p c h

c B g B g Bg

B cB cB c

α

α

κ

κ

� �+ − + − −
� �� �− − − + − + +� �

� �+ + + − −
= + � �� �− − −� �

+ + −
+

2 3 2 2 5 2 2 3

2 7 2

4 27 33

9 8

B B c B c B

c B B
ακ

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �− − +� �� �� �� �− −� �� �

( )
( )

( )

3 2 2 2 2 2 2 2 3 2 2

5 3 5 2 3 2 2
4

5 2 2 3 3 2

3 3 4 4

3 4 3 4

B g h B g B h B

p c cB g cB g B g B g

cB h B h cB h B h

α α α α α

α α α α α

α α α α

τ τ τ τ κ

τ τ τ τ κ

κ κ κ κ

� �
− − +� �

� �
= + − + −� �

� �
′ ′ ′ ′+ + − −� �

� �
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3 2 2 2 2 5 2 2 3 2 2 2 2
3

2 3 2 2 2

2 7 2 3 2 2 5 2 2 3
3 2

5 3 2 5 2 2

3 2 3 2 5 2 2 7 2 2 3

2 2

4 8 4 2 4 3

12 12 12 24 20 24

38 28 59

16 28 56 36 18 45 32

80 27

cB g cB g cB g B g Bg Bg

c B c B

c B g B g c B g Bg Bg c B g
p hc

cB g cB g cB g

B B cB cB c B c B B

cB c B

α

α

κ

κ

� �− + − + − +
� �� �− +� �

� �+ + − + −
= + � �� �− − +� �

+ − − + − −
+

+ + 5 2 ακ

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �� �� �� �
� �� �

( )( )4
6 2p c B B B h gα α ακ κ τ′= − −

( )
( )

2 2 3 2 2 3

2 3 2 3 2 5 2 2 2
7

5 2 3 2 2 2 5 2 3 2

2 7 2 2 3

2

24 12 14 14 28 16

36 24 74 48 9 44

9 18 36

Bg Bg B g

p c h Bg B g cB g cB g cB g Bg

cB B cB B c B cB

c B c B B

α

α

α

κ

κ

κ

� �
� �

− −� �
� �

= + − + + − −� �
� �
� �� �− − + − +

+ � �� �� �� �− + −� �� �

( )3 2 3 2 2 3 2 5 2
9 4 2 3 8 5 6 4 3p ch Bg B g Bg B c B B cB B cBα α α ακ κ κ κ= + − − − + + + −

( )3 2
11 4 2p h B B Bακ= − −

�eklinde elde edilir. α e�risinin ακ ve ατ  de�erlerine göre β  e�risinin e�rili�ini ve 

burulmasını üç durumda inceleyebiliriz. 

2.1  Sabit Olmayan E�rilik ve Burulmaya Sahip E�rilerin Küresel Resimleri  

     Bu durum (2.1) e�itli�indeki , ,f g h  de�erlerine göre iki farklı durumda 

incelenebilir.     

i. ( )sα  e�risinin bir rektifiyan e�ri olması durumu  

     ( )sα e�risi sabit olmayan e�rili�e ve burulmaya sahip bir rektifiyan e�ri ise kendi 

yer vektörünün, e�rinin asli normali üzerinde bile�eni yoktur. Buna göre  (2.1) e�itli�i  

( ) ( ) ( ) ( )s f s T h s B sα αα = +

�eklinde yazılır ve  ( )sα rektifiyan e�risinin Frenet vektörleri 
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1 3T u T u Bβ α α= +

1 2 3N n T n N n Bβ α α α= + +

( ) ( ) ( )2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1=B u n u n T u n u n N u n u n Bβ α α α− + − + −

olup burada 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,u u u n n n v v v  a�a�ıdaki gibidir. 

1

f
u

σ σ

ρ

′ +
=            2 0u =          3

h
u

σ

ρ

′
=

31 2
1 2 32 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

            
vv v

n n n
v v v v v v v v v

= = =
+ + + + + +

1
1

u
v

ρ

′
=    1 3

2

u u
v α ακ τ

ρ

−
=    3

3

u
v

ρ

′
=

β  e�risinin e�rili�i, ( )f s  in bir polinomu olarak 

1 210

2 9 2
0

1 i
i

i

r f
B cβκ

=

� �
= � �

� �
� (2.7) 

�eklinde olup, burada 5 7 9 0r r r= = =  ve di�erleri 

( )2 6 2 2 2
0r B c c hακ= +

2 7
1 2r h B cα ακ τ=

( )4 2 2 2 2 2 2 3 2 2
2 9 12 4 4 2 6r Bc c B cB c Bh h c B cBhατ κ= − + + + − −

2 6
3 2r h B cακ τ= −    

( )2 2 2 4 2 2 2 2 2 3 3 2 2
4 9 16 16 4 18 36r c B c h B c h Bc Bc h B c B cκ= + − − + − +

( )2 2 2 2 3 3
6 12 36 24 8 9r c h Bc B c Bc h B c= − + − +

( )2 2 2
8 4 3 4r h B c Bc= + −
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10 4r B=

�eklindedir. β  e�risinin burulması da,  

( )7 5 2 2 2 2
0 2p c B c ch hα α α ακ τ κ τ′= + +

( )6 2 5 2 3 5 2 5 2 3 2 3 2 2 5 2 2
1 6 6 4 4 2p hc c B hcB cB cB B B c Bα α α α α α α ακ τ κ κ κ κ κ τ′= − − − + − + −

2 5 2 2 3 2 3 2 3 2 3 5 2 2 2 2

5
2

3 2 2 3 2 2 5 2 2 5 2 2 2 5 2 2

3 2 2 3 2

3 2 5 2 5

c B h c B h cB h cB h c B h B
p c

cB h h B c B h c B h cB h

α α α α α α α

α α α α α α

τ κ κ κ κ τ τ

τ τ κ κ τ τ

� �′ ′ ′+ − + − −
� �=
� �′+ + − − −� �

2 2 5 2 2 3 2 2 2 3

4 3 5 2 2 2 5 2 3 5 2 3 2 5 2 5 2
3

2 7 2 3 2 2 3 3 2 2

8 4 8 30 27

4 4 2 18 12

9 24 3 2 2

B h c B B B cB c B

p c h c B hc B c B c B cB

c B cB hc B hcB hcB

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α

κ τ κ κ κ κ κ

κ τ τ κ κ κ

κ κ τ τ τ

� �− − − − +
� �

′� �= − − + − +
� �

′ ′ ′� �− + + + −� �

( )4 5 2 3 5 2 2 2

3 3 5 2 2 3 3 3 2 2 2 2 3 2
4

3 2 2 3 5 2 2 2 5 2 2 2 3 2 2

3 2

6 6 4 6

4 7 6 6 10

c B c B h

p c c B h c B h c B h h B c hB

cB h c hB c h B c h B ch B

α α α

α α α α α

α α α α α
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olmak üzere, ( )f s  ye göre düzenlenirse    
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0
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3 2 3 2

0

i
i

i

j
j

j

p f

B c r f
βτ =

=

=
�

�
(2.8)

olarak elde edilir. 10p  göz önüne alındı�ında �u sonucu verebiliriz. 

Sonuç 2.2: Sabit olmayan e�rilik ve burulmaya sahip bir rektifiyan e�rinin küresel 

izdü�üm e�risi, küre üzerinde bir düzlemsel e�ri olamaz. 

(2.7) ve (2.8) e�itliklerinden β

β

τ

κ
 oranının türevi hesaplanırsa, 

D

E
β

β

τ

κ

′� �
=� �� �

� �
(2.9)

�eklinde elde edilir. Burada D ve E ( )h s  e göre düzenlenirse, 

21

0
i i

�

D d h
=

=� (2.10)

( )2 3 23
0d A fα α α α ατ τ κ κ τ′ ′= −

( ) ( )2 2 22 2 3 21 2 2
1 3d A f A fα α α α α α α α ατ κ τ κ κ τ τ κ τ′ ′= − − +
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α α α α α α α

α α α α α α α α

τ τ κ κ τ κ τ τ κ τ κ

τ τ κ κ κ τ κ κ τ κ τ κ

τ κ κ τ τ κ κ

τ τ κ κ κ κ τ κ
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26

( )

( )

2 6 4 3 2 2 3
17

4 2 5 3 2

2 5

2 2 2

2 4 2 2

120 135 135 120

108 24 9 56 117
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( )
( )

( )

2 2 4 3 2 2 3
21

2 4 3 2 2 2

2 2

10 3 3 10

      3 2 3 6 3

      + 4 7

d A f

A f

A

α α α α α α α α α α α
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′ ′−

�eklinde olup burada  

2

2 2

h
A

f h
=

+
. 

E ise,  

4 4 2 6 2 8 2 2 6 4 2 4 6 2 2 8 10 2

8 2 2 6 4 2 4 6 2 2 8 2 9 7 3

5 5 3 7 9 8 10 2

2 4 6 4

4 6 4 2 8

12 8 2

I f h f h f h f h f h f h f

f h f h f h f h f h f h

f h f h fh h h

α α α α α

α α α α α α α α

α α α α α α α

κ κ κ κ τ

τ τ τ τ τ κ τ κ

τ κ τ κ τ κ κ

= + + + + + +

+ + + + + +

+ + + + +

olmak üzere 

( )

5 2

3 22 2

I h
E

f h
=

+
. 

(2.9) e�itli�inde  D=0 yapan sıfırdan farklı sabit ακ  ve ατ  de�erleri yoktur. Böylece �u 

sonucu verebiliriz: 

Sonuç 2.3: Sabit olmayan e�rilik ve burulmaya sahip bir rektifiyan e�rinin küresel 

izdü�üm e�risi, küre üzerinde bir helis de�ildir. 

ii. f, g ve  h sıfırdan farklı sabit olma durumu 

   Bu durumda ( )sα  e�risinin normu sabit ve dolayısıyla σ  ve ρ  de�erleri sabit ve 

σ ρ=  olur. β  e�risinin Frenet vektörleri

T Tβ α= ,   N Nβ α= ,   =B Bβ α

ve e�rilik ve burulması da 

α
β

κ
κ

ρ
= ,   α

β

τ
τ

ρ
=

�eklinde bulunur. Buna göre a�a�ıdaki sonucu verebiliriz. 
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Sonuç 2.4:  f,g,h sıfırdan farklı sabitler olmak üzere yer vektörü (2.1) e�itli�inde verilen 

sabit olmayan e�rilik ve torsiyona sahip ( )sα  e�risinin küresel resmi kendisine benzer 

bir e�ridir.

2.2 Sabit Olmayan E�rili�e ve Sabit Torsiyona Sahip E�rilerin Küresel Resimleri  

     Bu durum (2.1) e�itli�indeki , ,f g h  de�erlerine göre iki farklı durumda 

incelenebilir. 

i. ( )sα  e�risinin bir rektifiyan e�ri olması durumu  

   ( )sα e�risi sabit olmayan e�rili�e ve sabit torsiyona sahip bir rektifiyan e�ri ise 

kendi yer vektörünün, e�rinin asli normali üzerinde bile�eni yoktur. Bu göre  (2.1) 

e�itli�i  

( ) ( ) ( ) ( )s f s T h s B sα αα = +

�eklinde yazılır ve  ( )sα rektifiyan e�risinin Frenet vektörleri 

1 3T u T u Bβ α α= +

1 2 3N n T n N n Bβ α α α= + +

( ) ( ) ( )2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1=B u n u n T u n u n N u n u n Bβ α α α− + − + −

olup burada 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,u u u n n n v v v  a�a�ıdaki gibidir. 

1

f
u

σ σ

ρ

′ +
=            2 0u =          3

h
u

σ

ρ

′
=

31 2
1 2 32 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

            
vv v

n n n
v v v v v v v v v

= = =
+ + + + + +

1
1

u
v

ρ

′
=    1 3

2

u u
v α ακ τ

ρ

−
=    3

3

u
v

ρ

′
=

β  e�risinin e�rili�i 

1 210

2 9 2
0

1 i
i

i

r f
B cβκ

=

� �
= � �

� �
� (2.10)

olup burada 5 7 9 0r r r= = =  ve di�erleri 

( )6 2 2 2 2
0r c B h cακ= +
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2 7
1 2r h B cα ακ τ=

( )4 2 2 2 2 2 2 3 2 2
2 6 4 2 9 12 4r Bc B h c Bh c h B c B c Bcα ατ κ= − + − + − +

2 6
3 2r B hcα ακ τ= −

( )2 2 2 2 2 2 2 2 4 3 3 2 2
4 9 16 4 18 36 16r c B h c Bh c h B c B c B c Bcακ= − + + − + −

( )3 3 2 2 2 2
6 9 8 36 24 12r c B c h c B cB cBh= − − + +

2 2 2
8 4 12 16r h B c Bc= + −

10 4r B=

�eklinde olur. β  e�risinin burulması da 

11

0
10

3 2 3 2

0

i
i

i

j
j

j

p f

B c r f
βτ =

=

=
�

�
(2.11)

�eklinde olup burada 

( )7 5 2 2 2 2
0 2p c B c h chα α α ακ τ τ κ ′= + +

( )6 2 5 2 2 2 5 2 2 3 2 3 2 5 2
1 2 6 4 4 6p hc c B c B cB B B cBα α ακ κ τ= − − + − + −

2 5 2 2 3 2 3 2 3 2 3 5 2 2 2 2

5
2

3 2 2 3 2 2 5 2 2 5 2 2 2 5 2 2

3 2 2 3 2

3 2 5 2 5

c B h c B h cB h cB h c B h B
p c

cB h h B c B h c B h cB h

α α α α α α α

α α α α α α

τ κ κ κ κ τ τ

τ τ κ κ τ τ

� �′ ′ ′+ − + − −
� �=
� �′+ + − − −� �
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5 2 2 2 5 2 2 3 5 2 2 2 7 2 3 5 2 2

4
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12 4 9 2

30 18 8 8 24 4 27

cB h c B c B c B c B
p c h

cB c B B B cB B c B
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α

τ τ κ
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� �+ − − − +
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4
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3 2

6 6 4 6

4 7 6 6 10

c B c B h

p c c B h c B h c B h h B c hB

cB h c hB c h B c h B ch B

α α α

α α α α α

α α α α α

τ τ κ

τ κ κ τ κ

τ κ τ τ τ

� �+
� �
� �′ ′ ′= − − + − −
� �
� �′− + + − +� �
� �

5 2 3 3

2 3 2 5 2 3 2 2 7 2

3
5 2 5 2 3 5 2 2 3 2

3 2 2 5 2 2 2 3

36 66 36 16 18

32 18 32 2 48

4 3 4 3

B c

c B cB cB B c B
p hc

B c B B c B cB

hcB hc B hcB hc B

α

α

α

α α α α

κ

κ
τ

τ τ τ τ

� �−
� �
� �� �− + − −

= −� �� �� �+ − − − +� �� �
� �
� �′ ′ ′ ′− + + −� �

3 3 4 5 2 2 2 2 3 5 2 2

2
6

2 3 2 2 2 5 2 2 2 3 2 2 5 2 2

3 6 3 12

3 14 2 6 3

c B h c B c B h c B h h B
p c

c B h cB h cB h c B h c B h

α α α α α α

α α α α α

κ κ τ κ κ τ

τ τ τ κ τ

� �′ ′ ′− − − +
� �=
� �′+ − + + −� �

2 3 2 5 2 2 7 2 2 3 2

2
7 5 2 3 2

15 6 9 58 40

36 48 24 48

c B c B c B cB cB
p c h

cB B B B
ακ
� �− − − +

= � �� �+ + − −� �

( )2 2 2 2 3 2
8 2 3 6p ch c B chB h B c Bα α α ακ τ τ κ′ ′= + − −          

( )2 3 2 3 2 5 2
9 2 9 6 16 16 8 6p ch cB B c B B B cBακ= − − + + −

2
10 4p h Bατ=

( )3 2
11 4 2 2p h B B Bακ= − −

�eklinde olur. 10p  terimi göz önüne alınırsa �u sonuç verilebilir. 
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Sonuç 2.5: Sabit olmayan e�rilik ve sabit burulmaya sahip bir rektifiyan e�rinin küresel 

izdü�üm e�risi, küre üzerinde bir düzlemsel e�ri olamaz.

(2.10) ve (2.11) e�itliklerinden β

β

τ

κ
 oranının türevi hesaplanırsa 

D

E
β

β

τ

κ

′� �
=� �� �

� �

elde edilir. Burada D a�a�ıdaki gibidir. 

21

0
i i

�

D d h
=

=� (2.12)

2 3 23
0d A fα α ατ κ τ′= −

( )2 3 22 2 3 21 2 2
1 3d A f A fα α α α α ατ κ κ τ κ τ′= − − +

( ) ( )2 21 2 3 2 2 20 2 2
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2 3 17 3 15

30 9 12 3

      15 20
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�eklinde olur. (2.12) e�itli�inde  D=0 yapan sıfırdan farklı sabit ακ  ve ατ  de�erleri 

yoktur. Böylece �u sonucu verebiliriz: 

Sonuç 2.6: Sabit olmayan e�rilik ve sabit torsiyona sahip bir rektifiyan e�rinin küresel 

izdü�üm e�risi, küre üzerinde bir helis olamaz. 

ii. f, g ve  h sıfırdan farklı sabit olma durumu 

   Sabit olmayan e�rili�e ve sabit torsiyona sahip e�rilerin e�rili�i ve burulması bölüm 

(2.1) (ii)’ deki de�erlerle aynı olur. Bu durumda �u sonucu verebiliriz. 

Sonuç 2.7:  f,g,h sıfırdan farklı sabitler olmak üzere yer vektörü (2.1) e�itli�inde verilen 

sabit olmayan e�rilik ve sabit torsiyona sahip ( )sα  e�risinin küresel resmi kendisine 

benzer bir e�ridir.

2.3  Sabit E�rili�e ve Sabit Olmayan Torsiyona Sahip E�rilerin Küresel Resimleri  

   Bu durum (2.1) e�itli�indeki , ,f g h  de�erlerine göre iki farklı durumda incelenebilir. 

i.  α  e�risinin rektifiyan e�ri olması durumu 

   ( )sα e�risi sabit e�rili�e ve sabit olmayan torsiyona sahip bir rektifiyan e�ri ise 

kendi yer vektörünün, e�rinin asli normali üzerinde bile�eni yoktur. Bu göre  (2.1) 

e�itli�i  

( ) ( ) ( ) ( )s f s T h s B sα αα = +

�eklinde yazılır ve  ( )sα rektifiyan e�risinin Frenet vektörleri 

1 3T u T u Bβ α α= +

1 2 3N n T n N n Bβ α α α= + +

( ) ( ) ( )2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1=B u n u n T u n u n N u n u n Bβ α α α− + − + −

olup burada 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,u u u n n n v v v  a�a�ıdaki gibidir. 



37

1

f
u

σ σ

ρ

′ +
=            2 0u =          3
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ρ

′
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31 2
1 2 32 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

            
vv v

n n n
v v v v v v v v v

= = =
+ + + + + +

1
1

u
v

ρ

′
=    1 3

2

u u
v α ακ τ

ρ

−
=    3

3

u
v

ρ

′
=

β  e�risinin e�rili�i 

1 210

2 9 2
0

1 i
i

i

r f
B cβκ

=

� �
= � �

� �
� (2.13)

olup burada 5 7 9 0r r r= = =  ve di�erleri 

( )6 2 2 2 2
0r c B h cακ= +

2 7
1 2r h B cα ακ τ=

( )4 2 2 2 2 2 2 3 2 2
2 6 4 2 9 12 4r Bc B h c Bh c h B c B c Bcα ατ κ= − + − + − +

2 6
3 2r B hcα ακ τ= −

( )2 2 2 2 2 2 2 2 4 3 3 2 2
4 9 16 4 18 36 16r c B h c Bh c h B c B c B c Bcακ= − + + − + −

( )3 3 2 2 2 2
6 9 8 36 24 12r c B c h c B cB cBh= − − + +

2 2 2
8 4 12 16r h B c Bc= + −

10 4r B=

�eklinde olur. β  e�risinin burulması da 
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=

=
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�
(2.14)

�eklinde olup burada 
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( )6 2 5 2 3 3 2 5 2 3 2 2 5 2 2 5 2
1 6 4 6 4 2p hc c B cB B cB B c B hcBα α α α α α α ακ κ κ κ κ τ κ τ ′= − + − − + − −

( )5 2 5 2 2 2 2 2 2 5 2 2 2 3 5 2 2 2 3 2 5 2 2 3 2
2 2 2 3 2 5 3p c c B h h B c B h c B h B cB h cB hα α α ατ τ κ κ= − − − + − +

2 2 5 2 2 3 2 2 7 2 3 5 2 2 2 5 2
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τ τ τ τ

� �− + − − −
� �
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� �� �′ ′ ′ ′+ + − −� �
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c B c B h
p c

c B h h B cB h ch B c h B c h B
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κ
τ

τ

� �+
� �=
� �− − − + − +� �

5 2 3 3

2 3 2 5 2 3 2 2 7 2

3
5 2 5 2 3 5 2 2 3 2

3 2 2 5 2 2 2 3

36 66 36 16 18
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4 3 4 3

B c

c B cB cB B c B
p hc

B c B B c B cB

hcB hc B hcB hc B

α

α

α

α α α α

κ

κ
τ

τ τ τ τ

� �−
� �
� �� �− + − −

= −� �� �� �+ − − − +� �� �
� �
� �′ ′ ′ ′− + + −� �

( )2 4 5 2 2 2 3 2 2 5 2 2 3 2 2 2 2 2
6 3 3 2 14 12p c c B c B h c B h cB h cB h h Bα ατ κ= − + − + − +

( )

2 3 2 5 2 2 7 2 2 3 2

2
7 5 2 3 2
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15 6 9 58 40

36 48 24 48

2

c B c B c B cB cB
p c h

cB B B B

c h chB chB

α

α

κ

τ

� �− − − +
= � �� �+ + − −� �

′− −

( )2 2
8 6 2p ch cB Bατ= −          
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( )2 3 2 3 2 5 2
9 2 9 6 16 16 8 6p ch cB B c B B B cBακ= − − + + −

2
10 4p h Bατ=

( )3 2
11 4 2 2p h B B Bακ= − −

�eklinde olur. 10p  dan dolayı �u sonucu verebiliriz. 

Sonuç 2.8:  f,g,h sıfırdan farklı sabitler olmak üzere yer vektörü (2.1) e�itli�inde verilen 

sabit e�rilik ve sabit olmayan torsiyona sahip rektifiyan e�rilerin küresel resmi 

düzlemsel bir e�ri de�ildir. 

 (2.13) ve (2.14) e�itliklerinden β

β

τ

κ
 oranının türevi hesaplanırsa 

D

E
β

β

τ

κ

′� �
=� �� �

� �

elde edilir. Burada D ve E �unlardır. 

21

0
i i

�

D d h
=

=� (2.15)

2 3 23
0d A fα α ατ τ κ′=

( )2 2 2 22 2 3 21 2 2
1 3d A f A fα α α α α ατ κ τ τ κ τ′= − +

( ) ( )2 21 2 3 2 2 20 2 2
2 10 3 3d A f A fα α α α α α α α α ατ τ τ κ κ τ τ κ κ τ′ ′= + − +
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τ τ κ τ τ κ

τ τ κ κ τ κ τ κ τ κ
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d A f A f

A

α α α α α α α α α α α

α α α α α

τ κ τ τ κ τ κ τ κ τ κ

τ κ κ τ κ

′ ′ ′′= + + − − +

′ ′−

�eklinde olur. (2.15) e�itli�inde D=0 yapan uydun ακ  ve ατ  de�erleri olmadı�ından �u 

sonucu verebiliriz. 

Sonuç 2.9: Sabit e�rili�e ve sabit olmayan torsiyona sahip rektifiyan e�rilerin küresel 

resimleri bir helis de�ildir. 

ii. f, g ve  h sıfırdan farklı sabit olma durumu 

    Sabit e�rili�e ve sabit olmayan torsiyona sahip e�rilerin e�rili�i ve burulması bölüm 

(2.1) (ii)’ deki de�erlerle aynı olur.�u sonucu verebiliriz. 

Sonuç 2.10:  f,g,h sıfırdan farklı sabitler olmak üzere yer vektörü 2.1 e�itli�inde verilen 

sabit e�rilik ve sabit olmayan torsiyona sahip ( )sα  e�risinin küresel resmi kendisine 

benzer bir e�ridir.
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