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SIMGELER ve KISALTMALAR

Bu ¢aligmada kullanilmis baz1 simgeler, ag¢iklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

] Yar1 halkalar sinifi

U Olgii fonksiyonu

/,t* D1s 6l¢ii fonksiyonu

A Olciilebilir kiimelerin smifi

R Halka

A Lebesgue 6l¢ti fonksiyonu

¥ Lebesgue dis 6l¢tli fonksiyonu

S(A) A kiimesinin eleman sayist

P(X) X kiimesinin kuvvet kiimesi

H.h.y. Hemen her yerde

XE E kiimesinin karakteristik fonksiyonu

f +, f f fonksiyonunun negatif olmayan parcalar1
fvg f fonksiyonu ile g fonksiyonunun maksimumu
frg f fonksiyonu ile g fonksiyonunun minimumu

I(¢) ¢ merdiven fonksiyonunun Lebesgue integrali



(X.S.1)
[a.0]
[a.0)
(5]

(a.b)

Ust fonksiyonlarin smifi

Ol¢ii uzay:

Kapali aralik

Sagdan acik soldan kapali aralik

Sagdan kapali soldan agik aralik

Acik aralik

Bir araligi parcalanmasi

Bir araligin tiim P parcalanmalarinin kiimesi
M;= sup{f(x) ‘xe [xi_l,xi]}
m; :inf{f(x):xe [xi_l,xi]}

Alt Darboux toplami

Ust Darboux toplami

f fonksiyonunun alt darboux integrali

f fonksiyonunun iist darboux integrali

Zaman Skalas1
Reel sayilar kiimesi
Tam sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

Negatif olmayan tam sayilar kiimesi

vii



Ileri sigrama operatdrii
Geri sigrama operatorii

Sigrama fonksiyonu

f fonksiyonunun delta tiirevi

Zaman skalasindaki kapali aralik

Lebesgue delta 6lcti fonksiyonu

Lebesgue nabla 6lcii fonksiyonu

Tiim delta 6lgiilebilir kiimelerin smaifi
Tiim delta 6lgiilebilir kiimelerin smifi

[a,b)T seklindeki araliklarin olusturdugu smif

(a,b]T seklindeki araliklarin olusturdugu smif

Basit fonksiyonun Lebesgue delta integrali

viii



1.GIRIS

On dokuzuncu yilizyilin sonlarinda matematiksel analizin ilgi alam1 neredeyse siirekli
fonksiyonlar alani ile smirli durumdaydi. Giderek daha sik karsilagimaya baslanan
alisilmadik fonksiyonlarla basa ¢ikabilmek icin yapay kisitlamalar koymak zorunluluk
haline gelmisti. Riemann’in integral alma yontemi, fonksiyonun siirekli, smirli salinimli
veya monoton olmas1 gibi agir bir takim sartlar altinda ¢alismaktaydi. Emile Borel, Camile
Jordan ve baska matematikgilerin gelistirmis olduklar1 6l¢iim ve kuramindan esinlenen
Lebesgue, bu teoriyi bir adim daha ileri gotiirerek bugiin kendi ad1 ile anilan integrali insa
etmistir. Modern reel analizin en biiylik basarillarindan biri olarak bakabilecegimiz
Lebesgue integral teorisine gore, siirli ve dlgtilebilen her fonksiyon, Lebesgue 6l¢iisii sifir
olan kiimeler disinda belirsiz integralinin tiirevine esittir. Daha agik bir ifadeyle, smirl ve

Olgtilebilir her fonksiyon Lebesgue anlaminda integrallenebilir.

Lebesgue integralinin insasi, Riemann integralinin insa edilisinden daha karmasiktir ve
daha ¢ok emek ister. Bunun i¢in once Lebesgue Olcii kuramini gelistirmek gerekir. Bu
nedenle Lebesgue, Once Ol¢lim teorisi ilizerinde calismalar yaparak, reel sayilarin
altctimlelerinin ve reel degerli fonksiyonlarin 6l¢iilebilme kavramlarini ortaya atmistir. Bu
konuda hazirladig1 teze, jiiri liyelerinin Once itiraz ettigi, sonra doktora yOneticisinin
ricasiyla, “Bu 6grenci ¢ok zeki ve bana diislindiiriicii sorular sorar” diyerek onlar1 razi
ettigi sOylenir. Bu sdylenti dogru da olsa yanlista olsa, Lebesgue tarafindan bu calisma
yayinlandiginda, bu bulus tiim diinyada bir bomba etkisi yaratmis ve tiim matematikg¢ileri
bu konuda calismaya ve yeni yeni buluslar1 gergeklestirmeye yoneltmistir. Bu kuramin ¢ok
daha genis bir bigimde meyveleri alinmistir. Olduk¢a uygulama alanlar1 bulmus ve siirekli
genellestirmeleri yapilmistir. Bunun 6tesinde, matematigin diger dallarinda da yeni ufuklar

acarak, gelismelerine imkan saglamistir.

Son zamanlarda dikkat ¢eken yeni ¢calisma alanlarindan birisi de zaman skalasi teorisidir.

Zaman skalas1 kavrami, kesikli analiz ile siirekli analizi bir c¢at1 altinda birlestirmek
amaciyla 1988 yilinda Stefan Hilger tarafindan ortaya atilmistir. Hilger bunun i¢in her iki
analizde kullanabilecegi kiimeleri gz Oniine almis ve bu kiimelere zaman skalas1 adini

vermistir.



Bu ¢alismada klasik Lebesgue 6l¢ii teorisine ait temel tanim ve teoremler verildi. Ozellikle
Yarthalkalar, Yarihalkalar Uzerine Insa Edilen Olgii, Dis Olgii, Bir Olcii Tarafindan
Uretilen Dis Olgii, Olgiilebilir Kiime, Olgiiniin Caratheodary Genislemesi, Olgiilebilir
Fonksiyon, Integrallenebilir Fonksiyon kavramlar1 baz almarak bunlara iliskin temel tanim
ve teoremler zaman skalasinda insa edildi. Ayrica zaman skalasina uyarlanan 6l¢iiniin,
klasik Lebesgue Olgiisiinden farkli oldugu gézlemlendi. Klasik Lebesgue Ol¢iisiinde tek
nokta kiimelerinin Ol¢iisii sifir iken zaman skalasinda insa edilen Ol¢ii i¢in tek nokta

kiimelerinin 06l¢iisii sifirdan farkli olabilir. Bu durum zaman skalasindaki noktanin
karakterine baghdir. Eger 7 noktasi zaman skalasinin maksimum noktas: ise {to} tek
nokta kiimesinin delta Olgiisii sonsuzdur. #j noktast maksimumu ¢ikarilmis bir zaman
skalasmnin  eleman1 oldugunda ise {to} tek nokta kiimesinin delta olgiisi

up ({to}) = o (19)— 1o olarak tarif edilir. Fakat her iki 8lii teorisinde de a,bell ve a<h

olmak tizere [a,b],[a,b),(a,b),(a,b] seklindeki araliklarin Olgiisii bu araliklarin ug

noktalarinin farkina esittir.

Bu tezde ele alinan konulardan biri de Riemann delta integrali ile Lebesgue delta integrali
arasindaki iliskidir. Riemann integrallenebilir her fonksiyonun Lebesgue integrallenebilir
oldugunu ve smirl reel degerli bir f fonksiyonunun Riemann integrallenebilir olmasi igin
gerek ve yeter sartin fonksiyonun hemen her yerde siirekli olmasit durumunu klasik 6l¢ti
teorisinden biliyoruz. Bu verilerden faydalanarak zaman skalasinda bu durumun nasil

oldugunu goérmiis olduk.



2.0LCU TEORISi

Olgii teorisi, 20. yiizyilin baslarinda ortaya ¢ikmistir. Bu zamanda fonksiyonlarm yapisini
en 1yi bir sekilde anlamak i¢in Euclidean uzaymin altkiimelerinde ¢alismak gerekliydi. Bu
kiimelerde calismak i¢in klasik alan, hacim ve uzunluk kavramlarinin genellestirilmesine
ithtiya¢ duyulmustur.

Bugiin Borel kiimeleri olarak bilinen reel sayilarin altkiimelerinde bir 6lcii teorisini ilk
olarak E. Borel 1898°de insa etmistir. 1902’de H. Lebesgue, Lebesgue Olciistinii ve dlcii
teorisinde integrali calismistir. 1918 yilinda C. Caratheodory, dis 6l¢ii kavramini ve dis
olciiniin 6zelliklerini incelemistir. Ozellikle 20. yiizyilin ilk yarisinda diger gelismeler bu
teoriyi takip etmistir.

Bu béliimde, Kiimeler Cebri ve Yarthalkalar, Yarthalkalarda Olgii ve Dis Olgii, Bir Olgii
Tarafindan Uretilen Dis Olgii, Olgiilebilen Fonksiyon, Basit ve Merdiven Fonksiyon

kavramlar1 incelenerek bunlara ait teoremler verilecektir.
2.1. Kiimeler Cebri ve Yarihalkalar

Bu kisimda, kiimelerde yarihalka kavraminin ve buna iligkin teoremlerin ne oldugu

uzerinde durulacaktir.

Tamm 2.1. (Yarthalka). X = bir kiime ve X ’in altkiimelerinin bir sinift 4 olsun. 4

siifl agagidaki sartlar1 sagliyorsa 4 siifina, X iizerinde yarihalka denir:

i Jed.

ii. 4, Bed ise AnBe 4.

ili. 4,Bed ise A-B= U?:] C; olacak sekilde 4 smifina ait ayrik C1,C3, ..., Cy kiimeleri
vardir [1].

Tanmm 2.2. (o - Kiime). 4 smifi, X iizerinde bir yarithalka olsun. 4c X kiimesi, 4
sinifina ait ayrik bazi kiimelerin sayilabilir birlesimleri seklinde yazilabiliyorsa 4’ya o —

kiime denir [1].



Teorem 2.3. 4 bir yarihalka olsun. Bu takdirde asagidaki onermeler saglanir:

i A,A4,4,...,4,€4 ise A —U?:l 4; ctimlesi # sinifina ait ayrik ctimlelerin sonlu
birlesimi seklinde yazilabilir. ( Yani o — kiimedir.)

il. A, 4p,..€d ise U2 4 bir o~ kiimedir.
iii. o —kiimelerin sayilabilir birlesimleri ve sonlu adetteki kesigimleri de bir o —kiimedir
[1]

Ispat. i. Ispati timevarim yontemiyle yapalim. n=1 igin A—4 olur ki bu ise yarihalka
tanimindan agiktir. Simdi, A4, A], Az""’ An € 4 olmak lzere
B=A-UL 4 =U5 B (By,By... By e 8,B;nB;=D,i#j)

oldugunu kabul edelim ve bunun n+1 icin saglandigin1 gosterelim. Buna gore 44| € 4

olsun. Buradan

A-Up ;= a-(Un 40 An+1)
n t
y m(Ul.Zl AU An+1)
— n g4t t
_(Amﬂl.zlAl.)m(AmAnH)
—(4_1 1" 4 t
_(A Ul.zlAl)m(AmAnH)

=BnAndl ., (Bc4)

1

t
=Bn An+1 =B-dpy1 = Ufc:] Bi—Apy1 = Uf-czl(Bi - An+1)



esitligi elde edilir. Her bir 7 i¢in B; — 4,41 kiimesini & smifina ait ayrik climlelerin sonlu
birlesimi seklinde yazabiliriz. Daha agik ifade edecek olursak; her 7, j icin Cy- €4 ve Cy-

kiimeleri her iki indise gore ayrik olmak iizere

. 1" c..
Bi —A4y41 = Uj=1 Cy

seklinde yazilabilir. Sonug olarak
ms
A-Ul 4 =UL UL G
bulunur ki bu ise gdstermek istedigimizdir.

ii. A, 4p,...€ § olmak iizere A=UJ" ) 4, olsun. Once n>1 igin

By = A, Byy1 = Ap1 ~UL 4

seklinde tanimlanan B, kiimelerinin ayrik ve U(’f:l B),, = A oldugunu gosterelim. B,

kiimelerinin ayrik oldugunu gostermek i¢in r#s olmak lizere B, N"Bg = oldugunu

gostermemiz yeterlidir. Bunun i¢in » > s alalim. Bu durumda »—1> s olur. Buradan,
B, NBg = (Ar _Ufz_ll Ai)m(As _Ufz_ll Ai)
- (Ar mﬂ;;llAf)m(AS AN A{)
—Ad.nAnAdnnd ndAnA A
r P s D R |

_ t t t t t
=dp A Ay nndgndgndinand

=0
yazilabilir. Diger taraftan (1) hatirlanacak olursa her bir B, kiimesini

k
B, =U mnzl Cmn



bi¢iminde yazabiliriz. ( Her bir m ve n i¢in Cyy,;; € 8 ve Cpyy;, kiimeleri her iki indise gore
ayriktir ). Boylece 4 kiimesi 4 sinifina ait ayrik kiimelerin sayilabilir birlesimi seklinde

yazilmis oldu. Yani 4 bir o —kiimedir .

iii. A1, 4),...€ 4 kiimelerinin her biri o —kiime olsun. Bu takdirde 4,,-U>"_; Cjy;, olacak

sekilde Cyy;, € 4 kiimeleri vardir. ( Buradaki Cp;, kiimeleri m indisine gére ayriktir ).

Boylece,
o0 | |90 o0
Unzl Ap = Unzl Umzl Cmn

yazilabilir. (i1)’de & smifina ait kiimelerin sayilabilir birlesimlerinin ¢—kiime oldugunu
gostermistik. Oyleyse UZOZIAn bir o kiimedir. 4], 4,...,4;, € 4 kiimelerinin her biri

o —kiime olsun. 4; = U;’;:]Cmi olacak sekilde Cy,;; € 4 kiimeleri vardir. Buradan

olur ki bu ise ﬂlkzl 4; kiimesinin bir o —kiime oldugunu gosterir.

Tanim 2.4. (Cebir). X#J bir kiime ve X’in altkiimelerinin bostan farkli bir smif1 4§

olsun. 4 smif1 asagidaki sartlar1 sagliyorsa 4§’ye X tlizerinde cebir adi verilir:

i. ABedise AnBed.

ii. des ise A e 4 1].

Teorem 2.5. X #< {izerindeki 4 cebri i¢in asagidaki durumlar saglanir:
i J,Xe4.
ii. 4 cebri sonlu birlesim ve sonlu arakesitler altinda kapalidir.

iii. 4 bir yarihalkadir [1].



Ispat. i. 6= oldugundan en az bir A€ ,§ vardir. 4 cebir oldugundan At € 4 dir. Cebrin

i)ozelliginden @ = 4" A € 6 eldeedilir.(i))6zelliginden @ = X e 4 bulunur.
g

ii. Sonlu arakesit altinda kapalilik cebrin (i) 6zelliginden kolayca goriilebilir.

U?:] 4; kiimesini,

t
n o 4. —(An 4!
seklinde yazabiliriz. Burada her i i¢in 4; € 4 oldugundan cebrin (ii) 6zelligi geregince
t i t t !
4; € 4 olur. Ispatmn ilk kismindan ﬂ?zl A4; € 4 ve (i1)’ den (ﬂ?zl A; ) € 4 sonucu ¢ikar.
Yani U?:l A4; € 4 (sonlu birlesimler altinda kapali) dir.

iii. .4’nin yarihalka oldugu
A-B=ANB'

esitliginden goriilebilir. Gergekten A,B€.4 oldugundan bu esitlikten A—Be 4 oldugu

gortilebilir. Ayrica,
A-B= (A -B ) 91%)
yazilabileceginden istenilen gosterilmis olur.

Ornek 2.6. X bir topolojik uzay olsun.
4 ={CNO:Ckapal, O agik kiime} = {C] - C5 : C| ve Cp kapali} seklinde tanimlanan 4

siifi X°in altkiimelerinin bir yarihalkasidir.
Cozim: J=0NJ ve X=XNX oldugundan J,X e olur. A,Beolmak iizere
A=C1 N0 , B=Cy n"Oyolsun. Bu durumda,

ANB=(C1NO )N (Crn0y)

=(Q1NC2)N(01n02)

esitliginden AN Be 4 elde edilir. Yani & sonlu arakesitler altinda kapalidir.



A-B=(C1n0)-(C2n0y)
z(ClﬁOI)ﬁ(CzﬂOz )t

= (ClmOI)m(CéuOé)
-(Gone[cfogrer|
:[Clm(OlmCé)}u[(clmCQmOé)mOI}

olmak tizere U:Clm(OlmCé) ve V:(ClmszOé)mOlahrsak UVed veUNV =0

olur. Buise 4 smifinin yarihalka olmasi demektir.

Ornek 2.7. a,bcl] olmak iizere a<b olsun. a=b ise [a,b)=® diyelim. a<b ise
[a,b)={xeD :an<b} araliklarim1 gz ©Oniine alalim. éz{[a,b): a,bell, asb} smifi [

iizerinde bir yarthalka olup cebir degildir. Ciinkii [a,b):D olacak sekilde a,bel] yoktur.
Ornegin,

[1,2),[3,4)% iken [1,2)u[3,4)e4 dir.
Ornek 2.8. X =[0,1) olmak tizere, & ={UL,[a.by):[;,b;)[0.1),i=1.2,...n| bigiminde

tanimlanan 4 smifinin bir cebir oldugunu gosterelim.

Céziim: i. Ae 4 olmak iizere A :U?:l[ai ,bj) olsun. Burada &zel olarak her bir i i¢in

=b; alnirsa 4= U [al, /)= € 4 olur.

ii. A,Be 4 olmak lizere

A= U [al, )B U [ cj, ]) alalim. Buradan,

AmB:(U?:l[“i’bi))m( 7:1[Cf’dj))

=UL,Uis ([“Z’ )0 [de))



olur. Her i,j icin |a;,b; )| ci,d;i|=|osBs)|0,1) olacak sekilde #=1,2,....k sayilar1
1°71 J°%J 1Pt

bulabiliriz. Boylece,

AnB=U [asB;)e

oldugu goriiliir. Ayrica 4UBe 4 dir. Yani 4, sonlu arakesitler ve sonlu birlesimler altinda

kapahdr.
iii. A=UL,[a;.bi)e 4 ise
[0.1) = 4=[0.1)= ULy [ bi)
=[0.1) m(U?:l[ai bj ))t
=[0,1) m(ﬂ?zl[ai bi )tj
_ ﬂ;?:l([o,l)ﬁ[ai’bi )t)
=Ly ([0.0)-asbr))

olup, her [0,1)—[a;.b;); [a.b) seklindeki kiimelerin sonlu birlesimi seklinde yazilabilir.

Daha agik bir ifadeyle her i igin
[0.1)~[aj.bi) = [0.a; ) [b;.1)

olur. Buradan
[0.1) =4 =nfL, ([0.; ) i.1)

elde edilir. Bu ii¢ sart altinda 4 sinifinin bir cebir oldugunu gérmiis olduk.



Tanmm 2.9. (Halka). X =0 bir ciimle ve X in altkiimelerinin bostan farkli bir sinifi &

olsun. ® smifi asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu simifa X iizerinde halka denir:

i. ABe® ise AUBeR.
ii. A,Be® ise A-Be® [1].

Eger R bir halka ise JeX olmak zorundadir. Gergekten R #J oldugundan en az bir

AeR vardr. Halkanin (ii). 6zelliginden ¥=A4—-A4eX elde edilir. Her cebrin bir halka
oldugu agiktir. Her halka da ayni zamanda bir yarihalkadir. Yarihalkanin (1) ve (iii)
sartlarinin saglandig1 agiktir. (ii) ise AmB:A—(A—B) esitliginden elde edilir.

Tamm 2.10. (o — cebir). & smifi X {izerinde bir cebir olsun. Eger 4 smifindan alman
sayilabilir adetteki kiimelerin birlesimleri 4 sinifina ait oluyor ise, 4 ailesine X iizerinde bir

o —cebir ad1 verilir. Daha agik bir ifade ile yazacak olursak,
i. A,Bed ise AnBed,
ii. Aed ise Al e,
iii. 4,4,..€4 ise U‘l?il A e
o0 o 4 !
Wﬂ$:(¢MJ
sartlarini saglayan 4 sinifina X iizerinde sigma cebir diyecegiz [1].

o—cebir = Cebir = Halka = Yarihalka
Tamm 2.11. Bir X #OJ kiimesinin bazi altkiimelerinden olusan # sinifin1 ihtiva eden o—
cebirlerinin en kii¢ligline # smifinin iirettigi o — cebir denir [1].
X ={1,2,3} veF = {{1}} alinacak olursa # smifinin iirettigi sigma cebir & = {{1},{2,3},@,)(}
olarak karsimiza cikar.

Tamm 2.12. (Borel o - cebri). (X,1) bir topolojik uzay olsun. Tsimfinm irettigi o —

cebrine Borel o — cebri denir ve B ile gosterilir [1].
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Ornek 2.13. X sayilamayan bir kiime olsun.

8= {E cX:EveyaE ! sayllabilir} biciminde tanimlanan 4 smifinin, tek nokta
kiimelerinin iirettigi o — cebir oldugunu gosterelim.

Coziim : Aciktir ki 4 sinift X kiimesinin tek elemanl altkiimelerini ihtiva eder. Ayrica 4

sinifinin her elemani tek nokta kiimeleri tarafindan tretilen o — cebrin bir elemanidir. Bu

durumda 4 smifinin ¢ — cebir oldugunu gostermemiz yeterlidir.

D, X e $ ve 4 smifinin timleme iglemi altinda kapali oldugu agiktir. {An} €4 alalim.

Eger A4, 'ler sayilabilir ise sayilabilir kiimelerin sayilabilir birlesimleri de sayilabilir

olacagindan U(’f:l A4, € dolur. Baz1 k£ lar i¢cin Ay kiimeleri sayilamayan kiimeler ise

(A )t saylabilir olup,

U7y 4 )t < (4e)

olur ki bu ise U"f:l A4, € 4 oldugu anlamina gelir. Dolayistyla buradan 4 sinifinin bir o —

cebir oldugunu gérmiis oluruz.
2.2. Yarihalkalar Uzerine insa Edilen Olgiiler

Tanim 2.14. X = bir kiime ve X lizerinde bir yarihalka ,§ olsun. u: 4 —)[O,oo] kiime

fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa u fonksiyonuna 4 iizerinde 6l¢ii denir:

.. ; o .
ii. 4,4 ,...,An,...eé ayrik kiimeler ve UnzlAn e ise

u(Uzy4, )= 5 al4,) 10

n=l1

(X,é,,u) ticliisiine ise ol¢ii uzay1 denir [1].

11



Teorem 2.15. (X A, ,u) bir 6l¢ii uzay1 ise asagidaki sartlar saglanir:

i. AI’A2""’An €4 ayrik kiimeler ve Ui:lAi e 4 ise,

n
/,z( ;.1:1 Az'): 3 y(Al.) . (1 — fonksiyonu sonlu toplamsaldir).
i=1

ii. A,Bed ve ACB ise, ,u(A)S ,u(B) . ( u— fonksiyonu monotondur) [1].

Ispat.i. 4, 4,..., A4, € & ayrik kiimeler ve U , 4; € & olsun.i>n i¢in 4; =D olarak tarif
1,42 n i=144 i

edersek, {Al-};.xil sinifi 4 ailesine ait ayrik kiimelerden olusur. Ayrica U(i)il A =UL 4

olur. Boylece,

elde edilir.

ii. 4,B€S ve Ac B olsun. 4 smifindan,

B—AZU?ZICZ'

esitligi saglanacak sekilde ayrik C; e kiimelerini secelim. Ac Boldugundan B

kiimesini,

B=AU(B—A)

12



seklinde yazabiliriz. Bdylece,
_ n o c.
B=4au(UL,G)
=AuCluCu..uCy

olur. Dolayisiyla (i) yardimiyla,

u(B)= u(AuCluCzu...uCn)
:u(A)+u(C1)+y(C2)+...+u(Cn)
Z,u(A)

bulunur.

Ornek 2.16. ( Sayma élgiisii). X bir kiime ve 4 =55(X ) olsun. 4c X olmak iizere

u(A):{S(A) A sonlu

&) ,A sonsuz

olarak tanimlanan u: 4 — [O,oo] fonksiyonu bir dlgiidiir.

Ornek 2.17. ( Dirac él¢iisii). X =@ bir kiime ve 4§ =55(X) olsun. Sabit bir ae X i¢in

olarak tanimlanan u: 4 — [O,oo] fonksiyonu bir 6lgiidiir.

Teorem 2.18. § bir yarihalka veu:d —)[O,oo] bir kiime fonksiyonu olsun. u-—

fonksiyonunun 4 sinifi iizerinde 6l¢ii olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

i. y(@):O,

ii. A4, A,...A4y€d vei#]jigin 4iNA; =(J olmak tlizere U?:l 4; A ise,
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iii. 4,4,4,...€ 8 ve ACU‘Z?ilAi ise,

o0

p(A)< Y u(4;), (u—fonksiyonu o — alttoplamsal )

i=1

olmasidir [1].

Ispat. (=) Kabul edelim ki 4, 4 tizerinde 6lgii olsun.

i. Acik

ii. 4,A4,4,..,4,€dve i#]j igin 4; ﬁAj = olmak tizere U?:l 4; < A olsun. Teorem

2.3.(1) ‘den 4 —U?ZI 4= Ul.”i 1 B; olacak sekilde ayrik B; € & kiimeleri vardur.

C=4.Cr=4,...C, =4, ve Cyy1=B1,C42=82,...Cpo =By,

diyelim. Bu takdirde Ci,C3,...,Cy4p kiumeleri ayrik ve AZU?IImCi olur. u

fonksiyonunun sonlu toplamsallik 6zelliginden

n(d)= u(U?jlmCi)

elde edilir.

iii. 4,4,4,...€ 8 ve AcU;2 4; olsun. B =4 ve n21igin B

1

=4
n+

1

—1 1" A

=177

14



diyelim. Bu durumda B;, kiimeleri ayrik olup U(’f:l B, = U;O:l 4, esitligi ve her bir n i¢in

B,, A4, saglanir. Teorem 2.3.(1) geregince her bir B,, kiimesi, B, = Ufiﬁ Cl-n seklinde bir

gosterime sahiptir. Burada C",Cg ... " €4 olup bu kiimeler ayriktir. Her bir » i¢in
n

k

zl'zl Cln C 4,, oldugu ve (i1) dikkate alinirsa;

U

k
u(Ufﬁle]= > u(Cf)
i=1

< u(4p)

yazilabilir. Ayrica,

A= AU Ay )= A (U2 By ) =UZ (40B,)

=Uy. Ufﬁl(A“Czn )

n=l
esitligi ve y fonksiyonunun o — toplamsal oldugu dikkate alinirsa;

u(d)= 3 kfu(AF\C,”)

n=li=1

<3 % uer)

n=li=1

<X F‘(An)
n=l1

elde edilir.
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(<:) Simdi de (i), (i) ve (iii) sartlarinin saglandigin1 kabul edelim. Olgiiniin ilk sartmnmn
saglandig1 aciktir. u fonksiyonunun o —toplamsal oldugunu gosterecegiz. Bunun igin,

4, € 4 kiimeleri ayrik olmak iizere Uﬁ:l Ay, € 4 olsun. Her bir kell igin,

Uﬁzl A Uy A

olup,

k
)y ,U(An) < ,U(U(;,lozl An)
n=1

olur. Buradan

o0
Y u(4y)< ﬂ(Uzozl An)
n=1

elde edilir. Esitsizligin tersi i¢in (ii1)’ de 4 = U"f:l 4, yazmak yeterlidir. Bu durumda

F‘(Uzozl An) S OZO: u(4y)

n=l1

bulunur. Boylece,

u(U‘;’f:lAn) = % u(4y)
n=1

elde edilir.

Tamm 2.19. 4 bir yarihalka olmak iizere u: .4 —)[O,oo] kiime fonksiyonu,

i. y(@):O,
ii. 4,4,...,4;, € 8 ler ayrik ve U?:l 4; € 4 ise,

n
U (U?:I Ai) =Y u(4;), (u—sonlu toplamsal)
i=l1
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sartlarini sagliyorsa u fonksiyonuna 4 tizerinde sonlu 6l¢ii ad1 verilir [1].

Teorem 2.20. ( Heine-Borel ).

[a,b]cD ve | herhangi bir indis kiimesi olmak {izere reel sayilarin acik altkiimelerinin

bir smifi {G;}, _ olsun. Eger [a.b]cU;ep Gi ise {Gi};p smifindan sonlu adette Syle

Gj

-G

e Gl-n kiimeleri bulabiliriz ki; [a,b] < UZzl G, olur [1].
Ornek 2.21. (Lebesgue Olgiisii).

Ornek 2.7. deki 4 smifi iizerinde l([a,b)):b—a olarak tanimlanan A fonksiyonu bir
Olciidiir. Bu olgliye Lebesgue dlgiisii denir [1].

Coziim: A ‘nm bir 6l¢ii fonksiyonu oldugunu gérmek icin Teorem 2.18. in sartlarmin

saglandigin1 gérmek yeterlidir.

a=>b ise,
l(@)zl([a,b))zl([a,a))za—a =0
oldugu agiktir.

[a1 b ) , [az b ) yeees [an by ) kiimeleri ayrik olmak iizere;

UL [ai.bi) < [a.b)
olsun. Genellikten bir sey kaybetmeksizin
aa <bh <ay<by<..<a,<b,<b
oldugunu kabul edebiliriz. Buna gore

> M[az.bi )=

i=1 i

(bi—a;)

"M

1
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n-1
(bi—a;)+ X (aj+1-b;)
] i=1

<

I M=

i
=by—a
<b-a=2([a)b))

esitsizligi yazilabilir. Simdi Teorem 2.18.(ii1) nin saglandigini gésterelim. Bunun i¢in,

[a.b) U7, [4a.b;)

olsun. a=b olma durumu aciktir. a<b olsun. b—a>¢ olacak sekilde keyfi bir £>0

secelim. 6 >0 sayis1 da keyfi olmak iizere,

0
[a,b—¢]c U?il[ai —j,bi}

yazilabilir. Heine-Borel teoremi geregince,
_ k _5
[a.b—€] Uizl(a”i - ’b”i]
olacak sekilde (an. —S,bn.] araliklar: vardir. (i=1,2,...,k) Boylece,
1 2"1 1

A[a.b))-e=(b-a)-¢

=[a,b—¢] arahigmnm boyu

5[5 0 ]

< i~y +——

i=1 1 1 2nl
0

<y bl-—al-+8,]
i=1 2!

18



bulunur. Buradaki ¢ ve ¢ keyfi oldugundan,

A([a.b)) < El/l([ai,bz'))

elde edilir. A fonksiyonunun 6l¢ii fonksiyonu oldugu goriiliir.

Ornek 2.22. X sayilamayan bir kiime ve 4 = {E c X :E veya E! sayllabilir} o — cebrini

g0z Oniine alalim.

0 E,sayilabilir

TR

E',sayilabilir
seklinde tammlanan : 4 —)[O,oo) fonksiyonu 4 ‘de bir dlgiidiir.

2.3. Dis Olgiiler ve Olgiilebilir Kiimeler
Tanmm 2.23. (D1s Olg¢ii). X bir kiime olmak iizere ,u*:j)(X )—)[O,oo] kiime fonksiyonu

asagidaki sartlar1 sagliyorsa ,uﬂ< fonksiyonuna X tizerinde dis 6l¢ii denir:

ii. VAcBcXigin u° (4)< i (B) . (" ,monotondur. )

iii. X” in altkiimelerinin her {An} dizisi i¢in

o0
u (U;-xil Al') <Y u*(4). (4", o - alttoplamsaldir ) [1].
i=1
Tamim 2.24. (Olgiilebilir Kiime). X iizerinde bir dis 6l¢ii ,uﬂ< olsun. Her Ac X i¢cin
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u(A) =y (ANE)+u* (AmEf)
oluyorsa Ec X kiimesine dlgiilebilir ( ,uﬂ< -Olciilebilir ) kiime denir [1].
A=(4NE) u(AmEf)
esitligi ve ,uﬂ< ‘in o — alttoplamsallig1 g6z Oniine alindiginda
p(A) <yt (ANE)+p* (AmEf)

esitsizliginin her zaman saglandig1 goriiliir. Bu nedenle bir £ kiimesinin 06l¢iilebilir

oldugunu goérmek i¢cin her A X icin
p(A)2 g (ANE)+p* (AmEf)
oldugunu gérmek yeterlidir. Olgiilebilir kiimelerin ailesini A ile gdsterecegiz.

Tanim 2.25. FE bir kiime olsun. Eger /,z* (E) =0 ise E kiimesine ,uﬂ< — bos kiime denir[1].
Teorem 2.26. Her ,uﬂ< — bos kiime Olgiilebilirdir [1].

ispat. u* (E)=0olsun. u* —fonksiyonu monoton oldugundan her AcX igin

1" (ANE) =0 olur. Diger taraftan,
p(A) <yt (ANE)+p* (AmEf)
= 0+/~l* (AmEt)
:u*(AmEf)
<u(4)
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esitsizliklerinden £ kiimesinin 6l¢iilebilir oldugu goriiliir.

Teorem 2.27. E,E),....,E; € A kiimeleri ayrik ise her Ac X i¢in

2.1

I
™
=

Py

N
D)
S5

u (ngl(AmEi ))

esitligi saglanir [1].
Ispat. Ispat1 tiimevarimla yapalim. n=1 icin, esitligin dogru oldugu aciktur.

Aynk E|,Ep,...E; e A kimeleri igin (2.1) esitliginin saglandigm kabul edelim ve

El,Ey,....E;, Eyy1 € A kiimeleri i¢in

s (1 4l n+l
W (U (ang)) = z (4NE;)

oldugunu gosterelim.

Her Ac X i¢in

AU E; ) A By = 40 By

Aﬁ(U?:JrllEi)mE;tHl =4 m(U?ﬂEi)
esitliklerinden, Ej 1 ciimlesinin dlgiilebilir olmasmdan ve (2.1)’den her 4 X igin,
u* (U?;ll(AmEi)) =u" (Aﬁ(U?;ll E; ))
. (Am(U?;LllEi)ﬁEnH)* u (AQ(U?;IIEZ')GEZ“)
=1 (ANEyq1)+ 1 (A“(UﬁzlEi ))

= u* (ANEpq)+ u* (Uﬁzl(AmEi))
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n+l
= X # (4NE;)
i=1

elde edilir.
Teorem 2.28. Olciilebilen kiimelerin smifi olan A bir o — cebirdir [1].
Ispat. Oncelikle A smifinm cebir oldugunu gosterelim.

i. E €A olsun. Bu takdirde her Ac X i¢in

u (4)= u (ANE) +u* (AmEt)
esitligi yazilabilir. Bu esitlikte 6zel olarak E = E ! alirsak;
* * t * t 4
u (A) =U (AmE )+u Am(E )
=u" (AﬁEt)+‘u* (ANE)

ifadesinden Ef € A oldugunu goriiriiz.

i " (&) =0 oldugundan Pe A dir. Ayrica (i) den & = X e A oldugu agiktir.

iii. £1,Ep e A ve Ac X olsun.

E|UEy :Elu(Emez) ve VAc X igin Am(EluEz):(AmEl)u(AmEszf)

esitliklerini ve dig 6l¢giiniin o -alttoplamsal 6zelligini kullanarak;
1 (AN(EUE ) < 1 (ANE]) + *(AmEszlf)

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan her Ac X i¢in,
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15 (AN(EyUEy )+ i (Am(EluEz )f)

<y (ANE))+u *(AmEz mE{)+ u* (AmEI’ mEé) 2.2
oldugundan ve E» ’nin dl¢iilebilirliginden
pt(A)=p" (AmE§)+ 1 (ANEy) 2.3

yazilabilir. Ej’in Olgiilebilirligi ve Teorem 2.28. geregince (2.3) ifadesinde A’y1

A=AnN Elt olarak alirsak,

u* (AmEf) = u *(AmEszf)+ i (AmEtmEt

1 1 1 2) 2.4

olur. Bu son esitlik (2.2) ‘de yerine yazilirsa,

15 (AN(EyUEy )+ i (Am(EluEz )f)

<u” (AmElt ) +p*(ANE)  (Ep-Olgiilebilir old. )

=i (4)
elde edilir. Buradan

ElUEy eA

t
bulunur. Bu ise E1NEp =(E1t UEE) esitligi geregince Ej NEp € A olmasi anlamina

gelir. E1,Ep e ise E|-Ey =Ej mEé oldugundan Ey—E» € A dir. Yani A smifi bir

cebirdir.

iv. Son olarak A smifinin sayilabilir birlesim altinda kapali oldugunu gosterelim. Bunun

i¢in £, E,....,€ A olmak iizere UZOZIEn =E ve G| =E1, n>1 i¢in Gy41 = E; 41 —U?ZIEi
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alalim. Bu durumda G, kiimeleri ayrik olup ve her bir n i¢in G;; € A dir. Clinkii A smnifi

fark islemi altinda kapahidir. Ayrica,
o0 _] |90
Unzl G _Unzl En

oldugunu da biliyoruz. n>1 i¢in £}, = U?:] G; olsun. Her £}, olgtilebilir bir kiimedir dyle

ki U(’f:l F,=E dir. F}; dlgiilebilir bir kiime oldugundan her Ac X ig¢in,
w(A) :u*(Aan)+y*(AmF,€) (Vnell icin, Fy cE )
> u* (AnF, )+ u* (AmEf)

:u*(Am( ;?:lGi))+u*(AmEt)

I M=

/,z*(AmGl-)+y*(AmEt)

i=1

> u* (ANE)+ p* (AmEf)
*
> U (A)
elde edilir. Boylece A smifinin bir o — cebir oldugu sonucu ortaya ¢ikar.

Teorem 2.29. ,u*, X ‘de bir dis Ol¢ii olsun. Bu durumda (X,A,/J*) bir 6l¢li uzayidir.

Diger bir ifadeyle ,uﬂ< fonksiyonunun tanim kiimesinin A sinifina kisitlanmasi durumunda

,uﬂ< bir 6l¢ii olur. Bu 6l¢iiye, ,uﬂ< dis dlciisiiniin tirettigi 6lcii denir [1].

Ispat. E|,Er,..,e Aayrik kiimeler ve E= U"f:l E,, olsun. /f< -fonksiyonunun o —

alttoplamsallik 6zelliginden,
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* * ® *
W ()= (U2 B ) < 5 1 () 25
i=1

esitsizligi mevcuttur. Diger taraftan (2.1) esitligi geregince her bir £ dogal sayist i¢in,

ko k
YU (En): )y

n=1 n_lﬂ*(EmE") B #*(EG(ULIE")) <u*(E)

esitsizligi yazilabilir. Burada k — o yapilirsa

© * *
> u(Ep)<u (E) 2.6
n=l

elde edilir. (2.5) ve (2.6) ifadelerinden

£ 4 (5)=1 ()

oldugu goriiliir.
Teorem 2.30. Ac B olmak iizere 4,Be€A olsun. Eger /,z* (A) < o0 ise,
* * *
po(B-A)=p (B)-p (1)
esitligi saglanir [1].

Ispat. B=AU(B—A) ve Am(B—A):@ esitlikleri ve u finksiyonunun sonlu toplamsal

oldugu goz Oniine almirsa

yazilabilir ki bu ise gérmek istedigimizdir.

2.4. Bir Kiime Fonksiyonundan Dis Ol¢ii Elde Edilmesi
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De# olmak lizere ¥, bir X kiimesinin altkiimelerinin bir sinifi olsun. /J(@)=O olacak

sekilde bir y:# —| 0,00 |kiime fonksiyonu yardimiyla
u

o0
2

n=1

w(A) :inf{

1Ay AU Ao Ay eyf}

seklinde tanimlanan /,t* P(X)—> [0,00] fonksiyonunu goz oniine alalim. Eger # smifinda
ACU(;;’:1 4, olacak sekilde 4,, kiimeleri yoksa /,z* (A):oo olarak tanimlayalim. Bu

sekilde tanimlanan ,uﬂ< fonksiyonuna u kiime fonksiyonunun iirettigi dis 61¢ii denir. Simdi

/f< fonksiyonunun bir dis 6l¢ii oldugunu gosterelim.

Teorem 2.31. 4:F —)[O,oo] kiime fonksiyonunun iirettigi(dogurdugu) u* : P(X) > [0,00]

kiime fonksiyonu her A% i¢in ™ (A)< u(A) esitsizligini saglayan bir dis 6lgtidiir [1].
Ispat. Oncelikle ,uﬂ< ‘n dis 6l¢ii oldugunu gosterelim.

i. Her AcX i¢in u* (A4)=0 oldugu agiktir. Eger her n igin 4, =@ ise,

o<u” (D)< 3 u(D)=0
n=1

esitsizliginden 4" (@)= 0 oldugu goriilir.
ii. 1"’ monotonlugu i¢in 4 = B olmak iizere {An} c¥F ,Bc U(’f:l Ay ve Ac U(’f:l 4,

oldugunu kabul edelim. Bu durumda

0 o8]
{ ) y(An):BcUZOZIAn,{An}C?}C{ ) y(An):AcUZOZIAn,{An}C?}

kapsama bagintis1 vardir. Kiime kiiciildiik¢ce infimum biiyiime egiliminde oldugundan
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o0 o0
/,t*(A):inf{ > y(An):AcUZOZIAn}Sinf{ > u(An):Bcujf:lAn}:y*(B)

n=1 n=l1

elde edilir. Sonug olarak ,uﬂ< - monotondur.

o0
iii. {An} ‘ler X*in altkiimelerinin keyfi bir dizisi olsun. Eger, 3 /,t*( An) = 00 1S€ Sonu¢
n=l

o0 .
aciktir. Kabul edelim ki /,z*(An) <o ve g>0olsun. Her i igin #” den 4 c U}, A,
n=1

ve Y /J(A,li) < y* (Ai ) +27'¢ bagntilar1 saglanacak sekilde bir {A,li} dizisi segelim. Her
n=l

i, nigin A, € F ve U(z?il 4; U(z?il UZOZI A,iq olacagindan

esitsizligine ulasilir. >0 sayisinin keyfi olmasi nedeniyle

o0
u*( ?ilAi)SEIu*(Ai)

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla p™ bir dis 8lgiidiir.

Diger taraftan,
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A=AV UDU...

oldugundan her 4e# ig¢in,
/,t* (A)<Su(A)+p(D)+u(D)+...
=4(4)
esitsizliginin saglandig1 agiktir.
Teorem 2.32. #, bir X kiimesinin altkiimelerinin bir siifi, y(@) =0 olacak sekilde

I —)[O,oo] kiime fonksiyonu, ® de ¥ —® olmak iizere X ‘in altkiimelerinin bir smnifi

v:@—)[O,oo] kiime fonksiyonu u*‘m @ ‘ye kisitlamasi olsun. (Yani VAe® icin

v(4)= u” (4)olsun). Bu durumda VAc X igin v (4)= u (A) saglanir [1].

ispat. Ac X olsun. Oncelikle u* (4)< vr (A) oldugunu gosterelim. Eger vr (A)=co ise
esitsizligin saglandigi agiktr. Kabul edelim ki v* (A)<o olsun. Bu durumda
Ac U"f:l 4, olacak sekilde @ nin bir {An} dizisi vardir. ,uﬂ< ‘in o— alttoplamsallik
ozelliginden

0

©(4)< §1ﬂ*(An)

= 3 v(4y)

n=l1

n=l
elde edilir. Boylece,
* < © . o0 *
p (A)<inf Zlv(An).{An}cd),AcUn:lAn =v'(4)
n=
/,t*(A)Sv*(A) 2.7

bulunur.

Simdi de esitsizligin diger yoniinii gésterelim.

28



u (A)=o0 ise durum agikardur. u (A) <o ve £>0 olsun. Dolayistyla,

o0
ACUP_ 4y ve X u(dy)<pu™(4)+e
n=1

olacak sekilde bir {An} c & < ddizisi vardir. Teorem 2.31. geregince her 7 igin

1 (Ap) < u(4y)
olup, infimumun 6zelliginden
* ® ® * ® *
V() S v(dy)= S d ()< S u(dy)<u®(4) e
n=l n=l n=l
v*(A)S,u*(A)+e
bulunur. £>0 keyfi oldugundan
v*(A)S/,t*(A) 2.8

esitsizligi saglanir. (2.7) ve (2.8) ifadelerinden istenilen esitlik elde edilir.
2.5. Bir Ol¢ii Tarafindan Uretilen D1s Olcii

Bu kisimda (X 4, ,u) ticliisiinii sabit bir 6l¢ii uzay1 olarak dikkate alacagiz. Amacimiz u

Olciisii ile bunun {irettigi ,uﬂ< dis Olciisti arasindaki iliskiyi incelemek olacaktir. Bir kiime
fonksiyonundan bir dis Olgiiniin nasil elde edilebilecegini daha oOnce gormiistiik.

u:é —)[O,oo] olgii fonksiyonu ayni zamanda bir kiime fonksiyonu oldugundan pu
Olciisiiniin tirettigi ,uﬂ< dis Olgiisiinden bahsedebiliriz.
Teorem 2.33. u* dis Olglisi p Olglisiiniin bir genislemesidir. Yani VAed igin

p(A)=pu"(4) dir [1].

ispat. Ae$ olsun. Teorem 2.31.dan u* (A)<u(A) olmasi gerektigini biliyoruz.

Esitsizligin tersi igcin 4 U(’f:l 4, olacak sekilde 4], A4p,...€ .4 alalim. Teorem 2.18.(iii)

dikkate alnirsa,
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u(A)< 3 ()

o0
yazilabilir. Bu ise ,u(A) ‘nmn - Y /,z(An) tipindeki elemanlardan olusan kiimenin bir alt

n=l1

smir1 olmasi demektir. Bu ise,

olmasin1 gerektirir.

Sonu¢ olarak ,uﬂ< dis Olclisti u Olgiisiinlin bir genislemesidir. Bu genislemeye u 'niin

Carathéodory genislemesi adi verilir [1].

Teorem 2.34. (X 4, ,u) bir 6l¢ii uzay1 ve u tarafindan iiretilen dis 6l¢ii 1 olsun. Ec X

icin asagidakiler denktir.

i. Eciimlesi u*- 6lgilebilirdir.

ii. 41(4)<o0 olacak sekilde her A< § icin

p(A)=u* (ANE)+u* (AmEf)
iii. 41(4)<o0 olacak sekildeki her A€ 4 igin

u(A4)> " (ANE)+ u* (AmEf)

iv. Her Ac X icin

p(A)2 p* (ANE)+p* (AmEf) dir [1].

Ispat. (i)= (ii) ve (ii)=> (iii) gerektirmeleri barizdir.

(iii)=(iv) AcX alalm. x* (A)=c0 durumu agiktr.

,u*(A)<oo kabul edelim. ¢ >0 sayis1 igin
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o0
S u(dy)<u” (A)+e
n=1

ve Ac U"f:l 4, olacak sekilde 4j,4y,...e 4 kiimelerini bulabiliriz. Oyle ise her bir n

igin 11(4,,) <o olmaldir. Kabuliimiiz geregince,

* * * t
p(Ay)zp (4,NE)+u (A,,mE )
esitsizligi saglanir. Boylece

u* (AnE)+ u* (AmEf)s u* ((Ule An)mE)+ u* ((U;’le An)mEt)

_ u*( ®_ (4 mE))+u* (U;?:(An mEt))

O & R t
<Y p (4NE)+ Y p | 4ynE
n=l n=1

® * * t
=3 [u (A, NE)+u (AnmE )}
n=l1

<X F‘(An)
n=1

<u” (A)+¢
olur. £ >0 sayismin keyfi olmasi nedeniyle
p(A)2 g (ANE)+p* (AmEf)
elde edilir.
(iv)=() y* ‘in o — alttoplamsalligindan,
p(A) <yt (ANE)+p* (AmEf)
oldugunu biliyoruz. Hipotez de dikkate almmacak olursa

u(A) =y (ANE)+u* (AmEf)
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olur ki, bu esitlik £ ciimlesinin /f< - Olctilebilir oldugunu gosterir.

Tanim 2.35. (X A, ,u) 0l¢li uzaymin bir £ altclimlesinin 6l¢iilebilir olmasi ( 1 6lgtilebilir)

4 ‘nilin trettigi ,uﬂ< dis Olgiisiine gore Olciilebilir olmasi ( /f< Olciilebilir ) olarak tanimlanir
[1].

Teorem 2.36. 4 smifinin her elemani lgiilebilirdir. Yani § c A dir [1].

Ispat. E< 4§ olsun. Her Ae,§ igin,
u(A4)2 " (ANE)+ u* (AmEf)

oldugunu gostererek Teorem 2.34. yardimiyla E €A sonucunu elde edecegiz. Bunun igin

Ae 4 alalim. Bu durumda yarihalkanin 6zelliginden,
ANE'=4-E=U" B,

esitligi saglanacak sekilde ayrik By, Bp,..., B, € 4 kiimelerini bulabiliriz. AnE e 4 ile B;

kiimeleri ayrik olup A= (AmE) UBlUByU...UB, esitligi saglanir. ,uﬂ< ‘m o-—

alttoplamsallik 6zelligi ve Teorem 2.33. geregince,

p(ANE)+ u* (AmEf) = p" (ANE)+ u* (U;?ZIBZ-)

bulunur.
Tanmim 2.37. 4§ = {[a,b) ca,bell,a< b} sinif1 lizerinde

A([ab))=b~a
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olarak tanimlanan Lebesgue Olglistiniin iirettigi dis Olciiytli A" olarak gosterelim. Bu dis

Olciiye Lebesgue dis Olciisii denir. [] 'nin ﬂ,*—élgﬁlebilen altctimlelerine Lebesgue

Olciilebilen kiimeler denir [1].
Teorem 2.38. [] ’ nin biitiin agik ve kapal1 altciimleleri Lebesgue Olciilebilirdir [1].
Ispat. Teorem 2.36. geregince,
4= {[a,b) ca,bella< b}
sinifinin her elemani, yani [a,b) formundaki araliklar Lebesgue olgiilebilirdir.
(a,b) formundaki araliklarin 6lgiilebilirligini gostermek igin,
a+-L <b
nQ
olacak sekilde bir np €[] alalim.

(ab)=UZ_, |a+1.0)

n=ny

esitligi ve bir dis Olgliye gore Olglilebilen climleler smifinin bir o— cebir oldugu

hatirlanacak olursa (a,b) araliginin Lebesgue 6l¢iilebilir oldugu ispatlanmis olur.

[J "nin acik altctimleleri (a,b) formundaki araliklarin sayilabilir birlesimi seklinde
yazilabileceginden [J * nin agik altciimleleri de Lebesgue Olctilebilirdir. Ayrica dlgiilebilen

kiimelerin smifi tiimleme islemi altinda kapali oldugundan cl de Olciilebilirdir.

Dolayisiyla [1 ’nin biitlin kapali altciimleleri de Lebesgue Olciilebilirdir.
X bir cimle, 4,4],4y,...c X ve (xn) reel terimli bir dizi olmak tizere;
i 4, T4 o Vnel igin 4y c Apyy ve A=U%_ 4,
ii. 4,14 o Vnel igin 4y c 4y ve A=N_ 4,

iii. x, Tx < Vnell igin x;; <x;41 ve x=supx, =limx;,

iv. x,4vx < Vnell igin x,41 <x; ve x=infx, =limx,
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ifadeleri vardir [1].

Teorem 2.39. E1, E>,... Olgiilebilir iseler asagidaki 6nermeler saglanir.
i E,TE ise u* (E,) T u"(E).
ii. E,lE enazbirkicin u* (Ex)<w ise u*(E,)d u (E) dir [1].

Ispat. i. By=E|, By=Ey-Ep_|(n22) diyelim. Bu takdirde Bj,B,... kiimeleri

Olgtilebilir, ayrik kiimelerdir. Ayrica
E, :U;?ZIBZ- ve E :U‘l?ilBi
esitlikleri saglanir. Boylece,

* k ® k
u(B) =" ?ilBi)ZZI# (B:)
1=

. n *
= lim Y u (Bz')
n—0;j=]

= lim g (U;?_IBZ-)
n—>o0 -

= lim u*(E,)
n—0

yazilabilir. Bu ise u* (Ep) T u (E) olmasi demektir.

ii. E,VE ve ,u*(El)<oo olsun. E,.| < E,, kapsama bagmtis1 E!, < E’tH_1 olmasini ge-

rektirir. Buradan £} mE,ti c K mE’tH_l olur ki bu ise E]—E, c E] - E);4] (Artan) olmasi

demektir. Ayrica

© (E1—Ep)= U;OZI(ElmE,Q)
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t
t
=E1 N (Uzozl Ey ) =E ﬁ(ﬂ(,f:l En)

=E|NE'=E-E

esitliklerinden E) - E, T E| —E elde edilir. (i)’ den
* *

w (E\-E,) T u" (E|-E)

oldugu goriiliir. Son olarak, Teorem 2.30.’den
W (E=Ep)=px(E1)-p*(Ey) , 1" (E1-E)=u" (E1)- 4" (E)
esitlikleri goz Oniine alinirsa
pr(Ey) = (En) T " (Ey)-p” (E)

olur ki, bu da bize p#(E,){ u* (E) oldugunu gosterir.

Tanim 2.40. I, [I ’ nin smirli olmas1 gerekmeyen herhangi bir alt araligi ve ‘I ‘da bu

araligin boyu olsun. —co<g<b<oo olmak iizere (a,b),[a,b),(a,b] ve [a,b] seklindeki

araliklara smirli araliklar denir. Bu araliklarin boyu ise b—a olarak tanimlanir. Sinirsiz

araliklarin boyu ise o olarak tarif edilir [1].

Teorem 2.41. [] * nin her I araligi Lebesgue dlgiilebilirdir [1].

Ispat. i. —w<a<b<owo olsun. [a,b) tipindeki araliklar Lebesgue oOlgiilebilirdir. Ayrica

Teorem 2.35. geregince,

7 ([a0)) = A([a)) =b—a=[[a.b)

olur.

ii. 1=[a,b] olsun. n=12.... olmak iizere E, :[a,b+}11) alalim. Her bir E,, lgiilebilir ve
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E,, 4 1 olur. Teorem 2.39.(ii)’ den

A(1)= tim 2 () = nli_r)noo(b+}11—a) —b-a=]|

bulunur.
jii. I=(a,b) araligmin olgiisii i¢in (n=1,2,...) a+ % < b olacak sekilde E,, = [a+}11,b) kiime
lerini segelim. Dolayisiyla her £, dl¢tlebilirdir ve £, 1 “dir. Teorem 2.39.(i)’den otiirii,

ﬂ,*(l): h_r)n 1*(En): h_r)n (b—(a+rll)):b—a:|l|
n—0 n—»0

sonucuna ulasilir.

iv. I=(a,b] , her bir n i¢in E,, = (a,b+}11) bi¢iminde se¢elim. £, araliklarmin 6l¢iilebilirli-

gi (iii)’den agiktir. E,, 4 I oldugundan I aralig1 da dlgiilebilirdir. I’ nin dlgiisii ise

A* (I) = nli_r)nooz* (En ) = nli_r)noo((a,b+rll)) =b-a= |I|

seklindedir.

V. I=[a,oo) bi¢iminde ki araliklar1 dikkate alalim. Bu sekildeki araliklarin Lebesgue dis

Olciisiinii bulalim.

Vnell i¢in Ej, =[a,a+n) olsun. Bu durumda her n i¢in E,, dlgiilebilir olup, Ej, < Ej 41

ve I=U% | Ej oldugundan E, T 1 olur. Boylece,

A5 (1)= lim A™(E,)= lim (a+n-a)=o
n—»0 n—>0

elde edilir.

vi. I:(—oo,oo) olsun. ael] olmak lizere

[as0)= ()
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kapsama bagintisinin varligindan s6z edebiliriz. Ayrica [a,oo) seklindeki araliklarin

Olciilebilirligini (v)' de gordiik. Buradan dis 6l¢iiniin monotonluk 6zelliginden,

0= ‘[a,oo)‘ =" ([a,oo)) <A* ((—oo,oo))

oldugu goriiliir.
(a,),(-%,a),(~w,a] araliklarinm dis 8lgiisii de benzer sekilde gdsterilebilir.

Teorem 2.42. E [l sayilabilir bir ciimle ise A*(E) =0 olur [1].

Ispat. {xO}CD ciimlesi ve keyfi ¢>0 i¢in {xo}c[xo,x0+8) olur. A*m monotonluk

ozelliginden,

0<A* ({xo}) <A* ([xo,x0+8)) =€

bulunur ki bu ise reel sayilarin tek elemanli altkiimelerinin Lebesgue dis Ol¢iisiiniin sifir

olmas1 anlamina gelir.

E= Ule{xn}

olsun. Her bir 7 i¢in {xn} € A oldugundan E ciimlesi 6lgiilebilirdir. Boylece

()= 2 (Ul = £ 2 (o) =0

olur.

Tanim 2.43. (X 4, ,u) bir 6l¢ii uzay1 olsun.

i. ,u*(X )<oo ise (X 4, ,u) olcii uzayma sonlu 6lgii uzay: denir.

ii. Her bir n i¢in /,z* A, )< ve X =J%_, 4, olacak sekilde X’ in altkiimelerinin bir
n n=1n
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{An} dizisi var ise (X A, ,u) 0lcii uzayna o — sonlu 6l¢ii uzay adi verilir [1].

Her sonlu 6l¢ii uzay1 ayni zamanda bir o — sonlu 6l¢ii uzay oldugu kolayca goriilebilir.

(D, P ,/1) ol¢ii uzayi sonlu 6l¢ii uzay: degildir. Ciinkii,
l*(D) = l*((—oo,oo)) =0
dir. Fakat o — sonludur.[] ’yi dis 6l¢iisii sonlu olan kiimelerin birlesimi seklinde yazabiliriz.
*
O= U?ZI[—n,n] , A ([—n,n]) =2n

yazilabilir.

Teorem 2.44. (X ,é,y) sonlu bir 6l¢ii uzay1 ve Ec X olsun. E kiimesinin 6lgiilebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

,u*(E)+,u*(E’):,u*(X) 2.9
olmasidir [1].
Ispat. E kiimesi 6lciilebilir bir kiime ise (2.9) esitliginin saglandig1 agiktir.

Ispatin diger yonii icin (2.9) esitliginin saglandigmni kabul edelim. Ae 4 alalim. 4

Olciilebilir oldugundan,
u(E)=p" (End)+u* (EmAf)
u* (E’) = u* (Eth)+u* (Etht)
yazilabilir. Bu esitlikler ve (2.9) yardimiyla
1 (X)= i (E)+ i (Ef )
= p* (End)+u* (EmAf)+ o (Eth) +u (Etht)
= p* (End)+p* (EfmA)+ o (EmAf)+ u* (Etht)

> u* (A)+,u*(/1t)
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elde edilir. Boylece,

ur(A)+p (Af) =" (End)+p* (EfmA)+ o (EmAt)+/,z* (Etht)
esitligine ulasilir. Bu esitlikte /J* (At) yerine ondan daha biiyiik esit olan
u* (EmAt)+u* (EfmAf)

ifadesi yazilirsa,

p(A)+p” (EmA’)+ i (E’mA’) > u* (End)+u* (E’mA)+ i (EmAt)+ u* (Etht)

p(A)2 p (End)+p* (EfmA)

elde edilir ki, bu da E kiimesinin 6l¢iilebilir oldugunu gosterir.

Lemma 2.45. (X 4, ,u) bir 6l¢ii uzay1 ve u ‘niin iirettigi dis ol¢ii p* olsun.

a(A4)= inf{ § 1( A4y ){ 4y} ayrik ve AUy An} (inf @=00)
n=1

seklinde tanimlanan o :55()( ) - [0,00] fonksiyonu i¢in o = p* dir [1].

Ispat. Ac X olsun.

o0
2

: 1u(An): Ay ed, AculeAn}

o0
{ Y u( 4y ): Aped ayrik, AcUr An} c{

n=l1

oldugundan ve ayrica kiime biiyilidiik¢e infimum kiiciileceginden,

0 e8]
a(A)zinf{ zl u( A4y ): Aped ayrzk,AcUZO:lAn}zinf{ 21 w( Ay ): Aped, Acule A }z #*(A)
n= n=
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,u*(A)S(x(A) 2.10
esitsizligi aciktir. Bu esitsizlik geregince, y*(A):oo iken a(A):oo olacagindan bu

durumda u* ( A) =a (A) esitligi saglanir.

,u*(A)<oo oldugunu kabul edelim. Keyfi bir £>0 alalim. Bu durumda 4 c U"f:l Ay

olacak sekilde dyle A4, € 4 kiimeleri vardir ki

© *
> p(dy)<p (4)+e 2.11
n=1

olur. Teorem 2.3.(i1) geregince U"f:l 4, bir o —kiime oldugundan,

o0 __ | |90
Up=14n =U, 21 Cn
olacak sekilde ayrik C;, € 4 kiimeleri vardir. Buradan (2.11) yardimuyla,
o0 o0 "
Y #(Cy)= 3 1 (Cy)
n=l n=l

=" (U,

=i (Uy 4n)

yazilabilir. ¢ keyfi bir say1 oldugundan,
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a(4)<pr(4) 2.12
esitsizligine ulasilir. (2.10) ve (2.12)’den a(A): ,u*(A) elde edilir.

Teorem 2.46. (X,é,,u) o — sonlu bir dl¢ii uzayi, (X,Z,v) ise ) A, olacak sekilde

herhangi bir 6l¢ii uzayi olsun. Eger 4§ tizerinde u=v ise X iizerinde v =p* olur.

Yani p Olgiisiiniin A L sinifi izerine olan genislemesi tektir [1].

Ispat. v olciisiiniin trettigi dis 6l¢ii v* olsun. Ac X ve 4 smifindan 4 — U"f:l 4, olacak

sekilde 4, kiimeleri vardir. & lizerinde p ve v ayni oldugundan

v (A) V(U2 4

esitsizligi saglanir. Buradan her Ac X i¢in v* ( A) <u* (A) bulunur. Dolayisiyla her A€,

icin v(A)S ,u*(A) elde edilir.

Esitsizligin diger tarafin1 dnce ,u*(A)<oo olacak sekilde A€, kiimeleri igin gosterelim.

Ae, alahm. &>0 sayis1 keyfi olsun.

o0
Y u(dy)<u’(A)+e
n=1
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esitsizligini saglayan A c % ; 4, olacak sekilde ayrik 4, € 4 kiimeleri vardr.
n=14n Y n

B :U"f:l 4, alirsak, B eAy , BeA, ve

yazilabilir. Buradan

olur. Boylece,

pr(A)<p”(B)= Elu(An) = %lv(An) =v*(B)=v" (4)+v" (B-A)<v(4)+e

bulunur ki bu ise bize £>0 sayismm keyfi olmasi nedeniyle ,u*(A)Sv(A) esitsizligini
verir. Demek ki ,u*(A)<oo olacak sekilde A2 kiimeleri igin v(A)=,u*(A) esitliginin

varligindan s6z edebiliriz.
Son olarak uzaym o —sonlu olma sarti altinda Ae). igin v(A): ,u*(A) olacagini

gosterelim. (,u*(A):oo olabilir)
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(X 4, ,u) uzay1 o —sonlu oldugundan X = Ule 4, ve u* (X, )< olacak sekilde ayrik

X, € 4 kiimeleri vardir. Ispatm ilk kismindan her nell igin A€y ise,

v(AnX,)=u" (AnX,)

olur. Sonug olarak
* *
1 (A)=p (Am( Zolen))

=u* ( Zozl(Aan))

elde edilir.
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Teorem 2.47. (X A, ,u) bir 6lgii uzay1 ve Ac X olsun. Bu takdirde 6lgiilebilir dyle bir

Ac E ciimlesi vardir ki y*(A):y*(E) olur. Ozel olarak & bir ¢ — cebir ise her bir Ac X

icin ACE ve y*(A):y*(E) olacak sekilde bir EeS vardir [1].

Ispat. Ac X olsun. Eger, ,u*(A)=oo ise E=X istenen kiimedir. ,u*(A)<oo olsun. 4 ‘ye

ait A,l; kiimelerini her bir i i¢in A UZOZI A,ii ve ozo: ‘Ll(A,l;l)< y* (A)+1 olacak sekilde
n=l

segelim. E; = UZOZI A,i1 alirsak her bir E; ciimlesi dlgiilebilir ve 4 < E; olur.

E :ﬂ"f:l E,, olsun. Bu takdirde E ciimlesi dlgiilebilir olup Ac E kapsama bagintisini
saglar. (4 bir o—cebir ise E e 4 oldugu agiktir. )

1 (4)< i (E)< 1 (E)) < Ozj

n=l !

SV ARSI AN
u (An =3 /J(An <u (A)+j
n=1
esitsizliginden, ,u*(A)= ,u*(E ) bulunur
2.6. Olgiilebilir Fonksiyonlar

Lebesgue integral teorisinde kisaca h.h.y. ile gosterecegimiz ““ hemen her yerde “ kavrami

onemli rol oynar. Simdi bunu izah edelim: X iizerinde bir dis 6l¢li u olsun. Eger bir

onerme ,u(A)=O olacak sekildeki X ‘in bir A4 altciimlesinin disinda saglaniyorsa bu

onermeye hemen her yerde saglaniyor denir. ( ya da hemen her X i¢in saglantyor denir ve

h.h.x. ile gosterilir )

Ornegin, f ve g X iizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlar ise hemen her yerde f<g

demek;
/,t({xeX:f(x)>g(x)})=O

olmas1 anlamma gelir. Benzer sekilde hemen her yerde ( fn) fonksiyon dizisinin f

fonksiyonuna yakinsak olmasi,
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Jr ({xeX : nlinoo fn(x)if(x)}] =0

olarak ifade edilir.

Hemen her yerde kavramindan (X A, ,u) ol¢li uzayinda da soz edilebilir. Burada u

olciisiiniin tirettigi u* dis 6lciisii dikkate alinir. Ozetleyecek olursak;

(X A, ,u) bir 6l¢ii uzay1 ve file g X tizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlar olmak tizere

asagidakiler yazilabilir:
ii f=ghhy < u*({xeX:f(x)ig(x)})zO.

ii. f>ghhy < /,t*({xeX:f(x)<g(x)})=0.

iii. f, >/fhhy < u*({xeX: lim f,(x)% f(x)}]zo.

n—o0
iv. £, T/ hhy. < Van i¢in f,, < f,41 hhy. ve f, > f hhy.

v. fdfhhy & Vn igin fy41<f, hhy. ve f > f hhy. [1].
Tanim 2.48. (X,é,,u)bir olcii uzay1 ve f:X —[ bir fonksiyon olsun. [J ’ nin agik her O

altctimlesi icin f -1 (O) Olciilebilir ise f fonksiyonuna Olgiilebilir fonksiyon adi verilir
[1].

Teorem 2.49. Sabit her fonksiyon oOl¢tilebilirdir [1].

Ispat. Her xe X icin f (x)=c (c, sabit) ve Ocll keyfi bir agik kiime olsun. Bu durumda,
i. cgO ise,

f_1 (0)= {xeX:f(x)eO} =JeA
iil. ce€O oldugunda,

f_l(O)Z{xeX:f(x)GO}:XeA
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olacagindan sabit her fonksiyon 6lciilebilirdir.

Bir Topolojik uzaym Borel kiimeleri agik kiimeler tarafindan iiretilen o—cebrin

elemanlaridir.

Ornek 2.50. f:0 —0 siirekli ise 6lciilebilirdir.

f, siirekli oldugundan her Ocll ag¢ik kiimesi igin f _1(0) cimlesi [J ‘de acik bir

kiimedir. [ ’ nin acik altkiimeleri 6l¢iilebilir oldugundan f fonksiyonu 6l¢iilebilirdir.

Teorem 2.51. f:X —[] fonksiyonu i¢in asagidakiler denktir.

i. f, olciilebilirdir.

ii. Sl ve agik her (a,b) araligi igin 1 ((a.b)) 6lgiilebilirdir.

iii. [0 > nin kapali her C altciimlesi i¢in f -1 (C) olgiilebilirdir.

iv. Her aell igin /™! ([a,0)) ciimlesi dleiilebilirdir.

v. Her aell icin £~ ((—o0.a]) kiimesi dlgiilebilirdir.

vi. [0 ’ nin her #Borel altciimlesi i¢in f -1 (%) olgiilebilirdir [1].

Ispat. ()= (ii) Agik.

(ii):(iii) Ccll kapali bir ciimle olsun. Bu durumda C! agik olur. Dolayisiyla C’

kiimesi,

ct = U, (an-bn)

seklinde yazilabilir.
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- |:U(1)10=1 f_l((an bp ))T

t
-1
=2 (b)) |
esitliklerinden f -1 (C) ciimlesinin 6lgiilebilir oldugu kolayca goriilebilir.

(iii) = (iv) Agik.

(iv) = (V) Oncelikle belirtelim ki

oldugundan £~ ((~0,a)) 6lgiilebilirdir.

7 ()= 170

o 1 1
:ﬂnzlf ((—oo,cﬁnj]

yazilabileceginden ! ((~0,a]) 6lgiilebilirdir.
(V):>(Vi) V= {ACD : f_l(A) 6lgﬁlebilir} olsun.

Hipotez geregince her ael] i¢in (—oo,a]egV olur. Buradan ise sirayla,

n=n

(@2) =l (e0]=( -] (2). (@)= UL, a0, |

bi¢imindeki araliklarin dolayisiyla biitiin agik kiimelerin “V’sinifina ait oldugu goriiliir. Bu

ise BV’ olmasi anlamina gelir ki ispat sonlanir.

(Vi):>(i) Acik.
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Ornek 2.52. Ac X 6lgiilebilir bir kiime olsun.

1, xed

ZA(X):{O’

xgA
bi¢iminde tanimlanan y 4: X — [l fonksiyonunun dlgiilebilirligini inceleyelim.

Coziim. y 4fonksiyonunun 6lgtilebilirligi igin, (a,oo) seklindeki araligin ters goriintiisiiniin

Olgtilebilirligine bakmamiz yeterlidir.

a<0 ise,

24 ((a:0)) = {xeX : g g(x)>a} =X e A
0<a<l ise,

24 ((a0)) = {xex : g4 (x)>a} = A A
a1 ise,

)(A_l ((a,oo)) = {xeX : )(A(x)>a} =JeA
oldugundan y 4 fonksiyonu dlgiilebilirdir.

Teorem 2.53. f,g:X —[] iki fonksiyon olsun. Eger f Ol¢iilebilir ve f=g h.h.y. ise g
fonksiyonu da 6lciilebilirdir [1].

Ispat. A:{xeX:f(x);«ég(x)} diyelim. Hipotezden ,u*(A)=O olacagindan A4 ciimlesi

olgiilebilirdir. O] agik bir kiime olsun. f6l¢iilebilir oldugundan f -1 (O) ¢lgiilebilirdir.
A gl 0)=4 1 (0)

esitliginden A’ N g_1 (O) kiimesinin &lgiilebilir oldugu goriiliir. Ayrica 4N g_1 (0)

climlesinin dis 6l¢iisii sifir olmasi1 nedeniyle bu climle de Olciilebilirdir. Boylece,
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¢71(0)=| ang(0)|o| 4'ng 7 (0)]
oldugu dikkate alinirsa g_1 (O)’ nin 8lgiilebilirligi ortaya gikar. g_1 (O)olgiilebilir olmas:
g’ nin dl¢ilebilirligini kanitlar.
Teorem 2.54. f,g:X —[] 0Olgiilebilir fonksiyonlar ise asagidaki kiimeler ol¢iilebilirdir:
i. {xeX:f(x)>g(x)}.
ii. {xeX:f(x)Zg(x)}.
iii. {xeX : f(x)=g(x)} [1]

Ispat. i. O ={r1,r2,...} olsun. Olgiilebilir kiimelerin arakesitleri, birlesimleri &lciilebilir

oldugundan ve
(xex : f(x)>e(x)) =U [{xeX : £ (x)om n{veX s g(x)<n)]

esitliginden {xeX f(x)> g(x)} kiimesinin 6l¢iilebilir oldugu goriiliir.

ii. {xeX : f(x)Zg(x)} = {xeX : f(x)<g(x)}t esitliginden ve (i) den sonug agiktir.

iii. {xeX:f(x)zg(x)} {xeX :f(x)Zg(x)}m{xeX:f(x)Sg(x)} esitliginden ve (ii) den

istenilen sonug elde edilir.

Tanim 2.55. f,g: X —[] fonksiyonlar1 yardimiyla
(f vg)(x):maks(f(x),g(x))

(f A g)(x):min(f(x),g(x))

seklinde tarif edilen f v g,f Ag:X —[] fonksiyonlarina sirastyla f'ile g ‘nin maksimum

ve minimum fonksiyonlar1 denir [1].
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[t (x)z maks(f(x),O)
f_(x) zmaks(—f(x),O)
bigiminde tarif edilen f, f~:X —[ fonksiyonlarina ise sirasiyla f* in pozitif ve negatif

parcalar1 ad1 verilir. Bu kavramlara iliskin asagidaki esitlikler kolaylikla ispat edilebilir.

Fr= (A ) 7= (1A= 1) v g=1(Fre+lr-

)./ Ag=;(f+g—|f—g|) [1].

Teorem 2.56. f,g:X —[] Olciilebilir fonksiyonlar ise,
i. f+g, dlciilebilirdir.

ii. fg, olcilebilirdir.

iii. /], /T ve /7, lgiilebilirdir.

iv. fvgve f Ag Olgilebilirdir [1].

Ispat. i. Oncelikle belirtelim ki c sabit say1 olmak iizere her ael] icin
{xeX ic—g(x)2a}={xeX :g(x) < c-a}
oldugundan c—g fonksiyonu lgiilebilirdir. Diger taraftan her aell igin,
(F+g) ! ([awe)) = {xeX: f(xpre(x) 2 a} = {xeX : f(x)2 a—g(x)}
olup esitligin sagindaki kiime lciilebilir oldugundan f+g fonksiyonu Slgiilebilirdir.

ii. aell alalm. a<O0 ise,

ve a>0 ic¢in
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olacagmdan f? fonksiyonu Olgiilebilirdir. Ayrica, ¢ sabit olmak {izere ¢ f fonksiyonu da

Olciilebilirdir. Ciinkdi,

¢>0 oldugunda
{xeX H(of )(x)= a} :{xeX f(x)= a}eA
c

c<0 ise

fxeX (¢f)(x)2a] ={xeX () "}GA

C

olur. Son olarak, ¢=0 olursa fonksiyon sabit oldugundan 6lgiilebilirdir.

fg= ;[(f+g)2—f2—g2}
esitligi ve (i) dikkate alindiginda fg fonksiyonunun 6l¢iilebilir oldugu ispatlanmis olur.
iii. a<0 ise,

{xeX :‘f(x)‘s a} =
ve a=0 ise,

{xeX : ‘f(x)‘s a} z{xeX : f(x)s a}m{xeX : f(x)z —a}

oldugundan fonksiyonu 8lgiilebilirdir. % ve f~ fonksiyonlarinn 6lgiilebilirligi ise,
g

1 -1
7= ler) ve =5 (171-7)

esitliklerinden agiktir.

iv. fv g ve f A g fonksiyonlarinmn 6l¢iilebilir olduklar1 da

fv g=;(f+g+|f—g|) ile ng=;(f+g—|f—g|)
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ifadelerinden elde edilir.

Teorem 2.57. Her bir nell icin f,, fonksiyonlar: dlciilebilir ise, asagidaki onermeler

dogrudur:

i. f,; = f hhy. ise f6lciilebilirdir.

ii. Her bir x i¢cin ( fn(x)) dizisi smirl ise sup f;,inf f;,limsup f,,liminf f,, dlgiilebilir
fonksiyonlardir [1].

Ispat.i. A= {xeX : limfn(x)zf(x)} olsun. f, — fh.h.y. oldugundan p* (At) =0 olup,
A ciimlesi dolayistyla A ciimlesi 8lgiilebilirdir.

Simdi aell icin,

An Y ((a0))= 4 m{ule N2, ﬁ‘l[(a+’11,oom
esitligini ispat edelim.
xg € 4 mf_l ((a,oo)) =A m{xeX :f(x)>a}

olsun. xg €A ve xoe{xeX: f(x)>a} olur. Buradan f(x()>a yazilabilir. 4 iizerinde

Jn — f oldugundan ng €[l sayisimi her i > n igin,

fl'(x0)>a+nlo

olacak sekilde segebiliriz. Bu ise,

X € ﬂ;‘ino {xeX : fl-(x)>a+nlo} - n;?ino fi_l HCHI’OO]]

olmasini gerektirir. Oyle ise,
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— 1
XO € U;/l.ozl ﬂlognf; 1((0"‘”,00)]
olup,

X € AN |:U;1.O:1 ﬂ;x;n f;_l[(a+ijoo)j:|

elde edilir. Bu da

an M (an)< arf Uz iz 7 [avdo] )
oldugunu gosterir. Kapsama bagmtisinin diger yonii i¢in
xg € AN |:UZ):1 N2, fi_l[(a+;lfoojﬂ =AN {U(’f:l N7, {xeX : fl-(x)>a+111H
alalim. Bu durumda xp € 4 ve
n=l1

xp € U%_NZ, {xeX:fi(x)>a+1}
n

olur. Enaz bir ng ell i¢in

1
o0 s
X0 € mizn() {xeX : fl(x)>a+n0}

olacagindan her i > ng i¢in

fi(xo)>a+L

nQ
esitsizligi saglanir. Burada i — oo yapilirsa
1
I (xo) >a+—
nQ
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esitsizligine ulasilir. Buradan f (xo) > a bulunur. Dolayisiyla,

xp €{xeX: f(x)>a}= 1 ((a.))
olup,
xp €A A ((a.))

olmalidir. Boylece,

A G{U(,leﬂ?o:n f,-_l[(%i,wjﬂ can /™! ((a))

bulunur ki, bu iki kapsama bagmtis1 yukaridaki esitligin varligini ispat eder.

/; fonksiyonlarmin dlgiilebilir oldugu gbzoniine alindiginda her all i¢in

A ﬁf_l ((a,oo))

kiimesinin de 6l¢iilebilir olmasi gerekir. Ayrica,
Al ﬁf_l ((a,oo)) c A
oldugundan 4" A 71 ((a,%)) ciimlesi dliilebilirdir. O halde
(@) =| s (@) [o] 47 f 7 (a0))]

esitliginden f fonksiyonunun 6lgtilebilir oldugu ortaya ¢ikar.

ii. supf, ve inf f, fonksiyonlarmin 6lgtilebilirligi, a€l] olmak iizere,
{xeX:supfn(x)Sa}z (’f:l{xeX:fn(x)Sa}

{xeX:inffn(x)Za}: o {xeX:fn(x)Za}

esitliklerinden goriiliir.
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Diger taraftan,

limsup( f;;)=inf sup fy
m>ln=m

oldugunu biliyoruz.

gm = Sup fy
n=m

alirsak, her bir mell i¢in g, fonksiyonlar1 dolayisiyla

lim sup(fn) =inf g,
m=1

fonksiyonu 6l¢iilebilirdir.

liminf ( fn) =sup inf gy, fonksiyonunun 6l¢iilebilirligi de benzer sekilde ispatlanabilir.
m=1n>m

Teorem 2.58. (Egorov). (fy,), f, > f hhy. olacak sekilde 8lgiilebilir fonksiyonlarin

dizisi ve EcX kiimesi de ,u*(E)<oo sartim1 saglayan Olgiilebilir bir kiime olsun. Bu
takdirde her £>0 sayisina karsilik ,u*(F)<g olacak sekilde dyle bir dl¢giilebilir Fc E

kiimesi vardir ki E—F kiimesi lizerinde ( f”) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin

yakinsar [1].

Ispat. Ispata 6ncelikle her xe X i¢in lim f}, (x) = f'(x) oldugunu kabul ederek baslayalim.

Ec X kiimesi u* (E )< o seklinde 6lgiilebilir bir ciimle ve

Ep ) = ﬂ;';:k {er : ‘fm(x)—f(x)‘<2_n}
olsun. Her bir £y, j climlesi 6l¢tilebilirdir ve bu kiimeler her n ve k dogal sayilari igin

En,k c En,k+1 2.13
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kapsama bagmtisini saglarlar. Her bir nell icin

E:U%)ZIEI’I,IC 2.14

esitligini ispat edelim. Her n,kell igin Ej,j < £ oldugundan U(;COZIEn’kchlur.
E CU(;CO:I Ey f ifadesini gostermek igin ise xp € £ alahm. Kabulimiiz geregince her

xeX i¢in fy(x)—> f(x) oldugundan x( noktast i¢in de f,(x9)—> f(xg) olur.

Dolayisiyla sabit bir n dogal sayisi i¢in dyle bir k€[] mevcuttur ki Vm>k i¢in
| fm(x0)-/(x0)| <27"
esitsizligi saglanir. Bu ise her m>k igin xq € {er : ‘fm(x)—f(x)‘<2_n} olmas1 anlamina

gelir. Buradan x eﬂ;ﬁ:k {er:‘fm(x)—f(x)‘<2_"}:En’k bulunur. Boylelikle (2.14)
esitligi gosterilmis olur. Bu durumda (2.13) ve (2.14) ifadelerinden her n i¢in Ej f Tk E

ve Teorem 2.39.(i) den u* (En,k)Tk 1" (E) bagmtist elde edilir. £>0 verilmis olsun.

,u*(E )<oo oldugundan her bir n i¢in yle bir &, €[] vardir ki
u (E_En,kn ) =" (E)-p" (En,kn ) <27
Kalir. F=U%_,(E~Ep, ) diyelim. F olciilebilir bir kiime olup, Fc £ ve
u(F) <SS 1 (E=En g, )

<X, 27 g
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olur. Ayrica xekE _F:ﬂzozlEn,kn ve m2>k, olacak sekilde her m igin

‘fm(x)—f(x)‘ <27" oldugundan ( fy)fonksiyon dizisi f fonksiyonuna E-F kiimesi

iizerinde diizglin yakinsaktir.

Simdi f,, — f h.h.y. oldugunu kabul edelim. 4= {xeX : fn(x)—>f(x)}olsun. Bu durumda
u (At) =0olup 4" ciimlesi 5lgiilebilirdir. Her xe X icin f;,(x) x4 (x) = f(x) x4 (%)
olmas1 nedeniyle, verilen £>0 sayis1 ve ,u*(E )<oo olacak sekilde verilen dlgiilebilir bir £
ciimlesi i¢gin dyle bir dlgiilebilir F < E ciimlesi bulabiliriz ki ,u*(F )<5 ve E—F lizerinde

( Inx A)fonksiyon dizisi fy 4 fonksiyonuna diizglin yakinsak olur. Bu ise ( fn)
fonksiyon dizisinin (E—F )mA kiimesi iizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi

demektir. Son olarak
(A’ mE)chE
(E—F)mA:E—[(A’ mE)uF}
oldugu ve
u*((A’ mE)uF)Sy*((A’mE))+y*(F)£u*(A’)+/J*(F)<g

esitsizligi dikkate alinirsa ispat sona ermis olur.
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3. LEBESGUE INTEGRAL TEORISI

3.1. Merdiven Fonksiyonlar ve Integralleri

Bu bliimde (X A, ,u) sabit bir 6l¢ii uzay1 olarak dikkate almip, Karakteristik Fonksiyon,

Basit Fonksiyon, Merdiven Fonksion, Merdiven Fonksiyonun Integrali, Ust Fonksiyon ve
Integrali, Integrallenebilir Fonksiyon kavramlarina iliskin temel tanim ve teoremler

uzerinde duruldu.

Tamm 3.1. Bir £Ec X kiimesi i¢in

1, xeF
ZE(X): 0, xgE

bi¢iminde tanimlanan y g : X — [J fonksiyonuna E kiimesinin karakteristik fonksiyonu ad1
verilir [1].

Lemma 3.2. Bir X' kiimesinin 4 ve B altkiimeleri i¢in asagidaki durumlar saglanir.

i yo=0ve yy=1.

ii.h. AcB & y4q4<yxpB.

iil. Y4~nB=24-2B-

Vo YAUB=XA+XB~XANB-

Vo XA-B=XA~XANB-

vi. {4y}, 4=U%_, 4, olacak sekilde X ‘in altkiimelerinin ayrik bir dizisi ise

o0
X4= X X4,
n=l

olur.
Vii. yaxB=x4xB (AcX,BcY)[l].

Tamim 3.3. (Basit Fonksiyon). Goriintii kiimesi sonlu sayida elemandan olusan ¢: X —[J

Olciilebilir fonksiyonuna basit fonksiyon denir [1].
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Bir reel degerli basit ¢ fonksiyonu, g; €l ve yx A; de A4; climlesinin karakteristik

n
fonksiyonu olmak tizere ¢ = 3 a;x 4; bi¢iminde yazilabilir. Eger ay,ap,...,a; sayilar1 ¢
i=1

‘nin X iizerinde aldig: sifirdan farkli degerler ve 4; ={xeX :¢(x)=al-}olarak secilen A4;
n

kiimeleri de ayrik Olgilebilir ise bu durumda ¢= 3 a;x 4; gosterimine ¢ ‘min standart
i=1

gosterimi adi1 verilir. Sifir fonksiyonunun standart gosterimi ys olarak kabul edilir. X

tizerinde tanimli basit bir ¢ fonksiyonunda, A4; kiimelerinin secilisi tek olmadigindan ¢’

.o m
nin gosterimi tek degildir. Ornegin ¢ = >

bjx Bj bi¢imindeki gosterim de ¢’ nin standart
j=1

gosterimidir. Her b j sifirdan farkl reel say1 olup, B j kiimelerinin her biri 6l¢iilebilir ayrik
kiimelerdir.
Tamim 3.4 (Merdiven Fonksiyon). ¢, standart gosterimi

n
p=72 ai%Al'
i=1

seklinde olan basit bir fonksiyon olsun. 4; kiimelerinin her biri /,z* (Ai) <o olacak sekilde

kiimeler ise ¢ basit fonksiyonuna merdiven fonksiyonu denir [1].

) n
Tanm 3.5. (Merdiven Fonksiyonunun Integrali). ¢= % a;x 4; standart gosterimine

i=1

sahip ¢ merdiven fonksiyonu i¢in

1(¢)= _glaiﬂ* (4;)
i=

bi¢iminde tanimlanan I(¢) reel sayisma ¢’ nin Lebesgue integrali ad1 verilir [1].
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¢’nin integral sembolii genelde [ ¢du veya [@du seklindedir. Fakat bu kisimda
X

islemlerin kolayligi agisindan I(¢) olarak ele alinacaktir.

Teorem 3.6. (Merdiven Fonksiyonun Integralinin Lineerligi). ¢ ve ¢ merdiven

fonksiyonu olmak tizere her a,f €ll igin
I(a¢+ﬂq)):al(¢)+ﬁl(gp)
esitligi saglanir [1].
Ispat. Ilk olarak ael] ve her ¢ merdiven fonksiyonu icin
I(a ¢) = aI(¢)
oldugunu gosterelim.

n
acll ve ¢= 3% ajx 4; merdiven fonksiyon olsun. Bu durumda

i=1

I(ag)= _glaaiﬂ*(Ai)
i=

n %k
—a Y aju (4)
izl

-al(g)
bulunur.

Simdide ¢, ¢ merdiven fonksiyonlar1 igin

I(#+0)=1(¢)+1(e)
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n m
esitligini gosterelim. Bunun i¢in ¢ = 3 a;x 4;-P= > b X B; sirasiyla ¢ ve @ merdiven
i=1 j=l1

fonksiyonlarmin standart gdsterimleri olmak iizere E = (U?:1 Al-)u(U";.Ll B j) kiimesini

alalm. Ayrica Ap=F —U?ZIAZ- , Bop=E —U"}’:l Bj; ve ap=bp=0 olsun. Bu durumda

r
U;?:O 4; = U"}’:OB j=Eolur. ¢+¢’nin standart gosterimini ¢+ = 3 ci xCy, seklinde
k=1

tanimlayalim. ¢(x)+go(x)¢0 olmasi ¢(x)¢0 veya go(x)io olmasimi gerektireceginden
221 Cy c E  kapsama bagmtis1 vardr. Cp=FE _UZ:I Cr ve ¢ =0 alalim. Burada

0<k<r igin Cy’ lar ayrik ve Cj = U;?:OU"}’:O(C;{ N4;B ) olur. Boylece,

% %
1 (Ck)=u (U?ZOUTZO(CkﬁAmBj))
n m *
=Y ¥ u'(Crn4nB;)
i=0 j=0
elde edilir. Ustelik her i, j, k i¢in

Ck/v‘* (CkﬁAimBj):(ai"'bj):“* (CkﬁAiﬂBj)

esitligi saglanir. Gergekten Cj N 4; N B = & ise esitlik agiktir. Eger xe Cp N 4; N B b

olursa
e =¢(x)+o(x)=q +b;
oldugundan durum yine asikardir.
Yukarida ki ifadelerden ve p*’ m A ‘da sonlu toplamsal 6zelliginden faydalanarak,

r %k r %k
[(p+9)= X g (Ch)= T cxu (Ck)
k=1 k=0
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r n m *
=Y 3 3 qu (CkmAimBj
k=0 i=0 j=0

r

)

=3 53 (arety e’ (Cenins;)

i=0 j=0k=0

-y 5 (a0 ™ (U o (B
i=0 j=0

=% 3 (arey " (Enss)

i=0 j=0

i_ojgo@”*%v)“*(Aﬂ“Bf)

M=

n m * nom
=X X au(40Bj)+ X X
i=0 j=0 i=0j=0

n m * m
=Y a4 ¥ 4 (40Bj)+ T b;
l:O JZO JZO l

n * z
:izgaﬂl(U3;0(AﬂﬁBj))+;§o

n % o
=Y a; (Al'ﬁ(U"}/l:OBl'))+ >
i=0 J=0

bj‘u*(AiﬁBj)

g“ou*(AiﬁBj)

k
byt (U4

Bj

)

bju* (Bj ﬁ(Ulr-l:() 4 ))

n m
= Z al-‘u*(Al-(‘\E)+ Z bju*(Bij)
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n m
=> aiu*(Al')+ > bj:U*(Bj)
i=0 j=0

“1(6)+1(o)
sonucuna ulasiriz.

Teorem 3.7. (Merdiven Fonksiyonun Integralinin Monotonlugu). ¢ ve ¢ merdiven
fonksiyonlar1 i¢in,

i. ¢>0hhy. ise I(¢)20

ii. ¢>¢ hhy. ise I(¢)ZI(¢)
iii. $=0 h.h.y. ise I(¢)=O
iv. #=¢ h.h.y. ise I(¢)=I(go)

durumlari saglanir [1].

) n
Ispat. i. ¢ merdiven fonksiyonunun standart gosterimi ¢ = 3 a; ¥ 4; olsun. Eger bir i i¢in

i=1

aj <0 ise u” (4;)=0 olacagindan

1(9)= £ ain (420
1=

esitsizligi saglanir.

iil. ¢>¢ hhy.ise p—p>0 h.h.y. dir. (i) ve Teorem 3.6. geregince
1(8)-1(0)-1(s-0) 20

esitsizligine ulasilir. Bu ise gostermek istedigimizdir.

iii. =0 h.h.y. ve A:{xeX:¢(x)¢O} olsun. Bu durumda

$»>0 h.hy. ve —¢>0 h.h.y.
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olur ki, (i) ve Teorem 3.6. ‘dan
I(¢)20 ve —I(¢)=I(—¢)2O
bulunur. Dolayisiyla I(¢)=O olmalidir.

iv. ¢=¢ h.h.y. olmasi ¢ —¢p =0 olmasini gerektireceginden

1(9)-1(p)=1(4-p) =0
elde edilir.

Teorem 3.8. ¢,41,¢),... merdiven fonksiyonlar olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler

saglanir:

i. ¢, Lohhy. ise I(¢,)d0.

ii. ¢,T¢ hhyiseI(¢,)T1(4)[1].
ispat. i. Kabul edelim ki ¢,, 4 0 h.h.y. ,
Ap ={x€X ¢y 1(x)>¢y(x)} ve 4y ={xeX :limg),(x)=0}
olsun. Hipotez geregince n=0,1,2,... i¢in u* (4, )=0 dir. 4 cimlesini
A=UP_ 4,
seklinde tarif edelim. ,u*(A)=O olacagi aciktir. Her xe A’ icin Gl (%) <@y (x) ve

oy, (x) 40 dur. Ayrica ¢y =@y, ;(At olarak tanimlanirsa her bir » i¢in ¢, = ¢, h.h.y. ve her

xeX i¢in @, (x)JzO ozellikleri saglanir. Teorem 3.7. (iv) dikkate alinirsa her » icin

(¢, )=1(¢y,) bulunur,

Simdi genellikten bir sey kaybetmeksizin her xe X igin ¢, (x)¥ 0 olsun. £>0 sayisina

karsilik M ve B climlelerini
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M:max{ﬂ(x):xeX} , Bz{xeX:ﬂ(x)>O}
olarak tanimlayalim. ,u*(B)<oo oldugu asikardir. Her bir n i¢in Ej,
E, :{xeX:qbn(x)Zg}

olarak tanimlanirsa yi*(E;)<oo ve her bir Ej ciimlesi 6lgiilebilir olur. Her xeX igin

o, (x 40 olmast nedeniyle £, & saglanir. Buradan /,t* E, )40 elde edilir.
n n n

1" (Ep)<e olacak sekilde kel alam. Her x e B—Ej icin ¢ (x)<é oldugu hesaba

katillirsa n>k iken
0<p < =OXE; +PX g—E
<My E, téXp
esitsizligi yazilabilir. Son esitsizlikten her n>k icin
0<I(¢y)SMu" (Eg)+eu” (B)< g[Mﬂl*(B)}
olur ki, buradan limI((bn) =0 sonucuna vartlir.
ii. ¢, ¢ hhy.isebudurumda ¢, ¢ T0 hh.y.olurkibuise ¢, —¢ <¢,1—¢ hhy.

ve lim((bn —¢) =0 hh.y. olmasmi gerektirirc. ¢—¢, >¢—¢,1hhy. ve lim((b—(bn) =0
h.h.y. oldugundan ¢ —¢, | 0 h.h.y. yazilabilir. ¢—¢, 4 0 h.h.y. olacagindan ve ispatimn ilk

kismindan
1(¢#)=1(¢n) =1(¢=¢n) ¥ 0
yazilabilir. Bu ise I(¢,) T1(#) olmast demektir.
Teorem 3.9. f:X —[]* bir fonksiyon olsun. ¢, T f hhy. ve ¢, T f hhy. olacak

sekilde {(bn} , {(on} merdiven fonksiyon dizileri varsa
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limI(gbn ) = liml(qon )
esitligi mevcuttur [1].

Ispat. ¢, T, f hhy. olsun. Bu ifadenin ise ¢, <@, 1hhy. ve limg, =/f hhy.

olmasini gerektirdigini daha onceki bilgilerimizden biliyoruz. Bu terimlerden faydalanarak

sabit her m sayis1 i¢in

Pm N Pn T¢m Af=¢y hhy.

oldugu kolayca goriilebilir. Teorem 3.8. yardimiyla

lim I(¢m /\gon) = I(¢m)
n—>00

yazabiliriz. Buradan her m,n i¢in ¢,,,A@,, <@, ve integralin monotonluk 6zelliginden her
m igin

(¢ )= lim I($Ap,)< lim I(g,)

Nn—>0 Nn—>0
lim I(¢n)£ lim I((pn) 3.1
Nn—>0 Nn—>0
elde edilir. Diger taraftan
lim I((pn)ﬁ lim I(¢n) 3.2
n—>0 Nn—>0

oldugu da benzer sekilde ispatlanabilir. (3.1) ve (3.2) dan istenilen sonuca ulasilir.

Teorem 3.10. {(on} , merdiven fonksiyonlarmin bir dizisi ve Ac X olsun. ¢, T 4 h.h.y.

ise A4 Olciilebilir bir kiime olup

limI(g, )= u (4)

esitligi saglanir [1].
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Ispat. y 4 fonksiyonunun 6lgiilebilirligi Teorem 2.57.(i) den agiktir. Dolayisiyla A4 kiimesi

de lgiilebilirdir. Her xe X iging, (x) T x4(x) oldugunu kabul ederek ispata baslayalim.
Her bir n i¢in
Ay = {xeX : (on(x)>0}

kiimesi sonlu 6l¢iiye sahip dl¢iilebilir bir kiimedir. Ayrica 4, T 4 oldugundan y 4, Ty A

dir. Teorem 3.9. ve Teorem 2.45.(1) gdz Oniine alinirsa
limI(g, )= hml(;(An ) =limu (4,)=p (A4)

elde edilir.

o, T x 4 hh.y. oldugunu kabul edelim.
By = {xeX:limgon(x):t)(A} ve By, ={xeX:gon(x)>(on+1(x)} (n=1,2,...)
olmak {izere B:UZOZOBH seklinde tanimlanan B kiimesi i¢in ,u*(B)=O olur. Buradan

On =PnX ot hhy. ve her xeX i¢in ¢, (x);(Bt (x)T X (x))(Bt (x)= X 4B (x)

yazilabilir. Hemen her yerde esit olan merdiven fonksiyonlarm integralleri esit olacagindan

ispatm ilk kismi da dikkate alindiginda
limI(p, )= liml(gon;(Bt ) =u"(4-B)= " (4)
bulunur. Burada 11*(4-B)=u*(4) oldugu
u*(A)su*((AmB’)u(AmB))
< (A-B)+ ' (ANB)

:,u*(A—B)
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S,u*(A)
esitsizliklerinden goriilebilir.
Teorem 3.11. f:X —[, her bir x igin f (x)ZO esitsizligini saglayan olgiilebilir bir

fonksiyon olsun. Bu durumda her xeX i¢in 0<¢,(x)T, f(x) olacak sekilde

@y : X — U basit fonksiyonlar: vardir [1].

Ispat. Her bir 7 igin Ap ; kimelerini
Apj= {xeX ((i-1)27"< f(x)<i2_n} (i:1,2,...,n2n)

seklinde tammlayalm. i=; igin A4, ;Nd4y ;=@ dir. f 6lgilebilir oldugundan 4y, ;

kiimelerinin her biri 6lgtilebilirdir.

Simdi her bir n i¢in ¢, fonksiyonlarini

n2"

on=% 2" (i) x4,
i=1 ’

bi¢iminde tanimlayalim. Buradan her x € X ve ne N icin
0=y (x) S @pp1 ()< f(x)
esitsizligi saglanir. Ustelik x sabit bir say1 ise yeterince biiyiik »’ ler i¢in
0< f(x)—gp(x)<27"
olur. Dolayistyla her bir x i¢in ¢, (x) ) f(x) bulunur.

Ornek 3.12. (X ,é,y), sonlu Olgii uzayr olsun. Bu takdirde her basit fonksiyon bir

merdiven fonksiyonudur. Hakikaten, ¢ basit fonksiyon olmak {izere X’ in bir E alt

cumlesini
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E:{xeX :(p(x);éO}

seklinde tanimlarsak, p*’ m monotonluk 6zelliginden

bulunur ki bu da £ kiimesinin sonlu dis Ol¢iiye sahip oldugunu ve dolayisiyla ¢ basit

fonksiyonunun merdiven fonksiyon oldugu sonucunu dogurur.

Ornek 3.13. Her ¢ merdiven fonksiyonu igin ‘I((p)‘sl(|¢|) esitsizligi saglanir. ¢ merdiven

fonksiyonu reel degerli bir fonksiyon oldugundan dolay1
“el=e<pl
esitsizliginden s6z edebiliriz. Diger taraftan integralin monotonluk ve lineerlik 6zelliginden

{lel)=1(el) <I(#)<1{lo]
(o)f=1(|«)

olur.
3.2. Ust Fonksiyonlar

Lebesgue integral teorisinde onemli bir rol oynayan merdiven fonksiyonlarii daha once
belirtmistik. Bu kisimda merdiven fonksiyonlar1 yardimiyla olusturulan iist fonksiyonlari

ve Lebesgue integrallerini ele alip, ¢ fonksiyonunun integralini ifade ederken
[¢du veya [¢pdu
X

seklindeki gosterim sekillerini kullanacagiz. Burada ¢ merdiven fonksiyonunun Lebesgue

integrali

[¢ dﬂzéaiﬂ*(Ai)
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bigiminde tanimlanir [1].

Teorem 3.14. Tiim merdiven fonksiyonlarinin olusturdugu smif bir fonksiyon uzayidir [1].

Tamm 3.15. (Ust Fonksiyon). {(bn} merdiven fonksiyonlarmin bir dizisi olsun. f: X —[]

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa bu durumda f* fonksiyonuna iist fonksiyon adi

verilir.

i. ¢,7f hhy.
ii. lim[¢, du<ow.

Bu tanimdaki {(bn} dizisi, f fonksiyonunun iireteci olarak adlandirilir. Her iist fonksiyonun

Olciilebilir oldugu Teorem 2.57. geregince asikardir. Tiim iist fonksiyonlarin olusturdugu

siif ?/ ile gosterilir [1].
Teorem 3.16. Her merdiven fonksiyonu bir iist fonksiyondur [1].

ispat. ¢ bir merdiven fonksiyonu, {¢,}={¢,4....}dizisi de merdiven fonksiyonlarin bir

dizisi olsun. Bu durumda ¢, T ¢ h.h.y. olur. Diger taraftan

n *
lim[¢pdp=[¢pdu= 3 ayu” (4;) <o
i=1

olmasi nedeniyle, ¢’ nin bir iist fonksiyon oldugu gdsterilmis olur.

Kolayca goriilecegi gibi; {(bn}, 1’ yi treten bir dizi, {(on} dizisi de merdiven
fonksiyonlarmin bir dizisi olmak iizere ¢, T f h.h.y. olsun. Bu takdirde
im [ ¢yd u=1lim|p,du
esitligi vardir.

Tanmim 3.17. f bir {ist fonksiyon ve ¢, merdiven fonksiyonlar1 i¢in ¢, T f h.h.y. olsun. f

fonkiyonunun Lebesgue integrali
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[ fdu=lim[¢,du

seklinde tanimlanir [1].

Teorem 3.18. 1 ve g list fonksiyonlar1 i¢in asagidaki 6nermeler dogrudur:

i. /f+g bir iist fonksiyondur ve [(f+g)du=]fdu+[gdudr.
ii. Her >0 i¢in o f bir Gist fonksiyon olup, [(af)du=affdudr.

iii. fvg ve f Ag fonksiyonlarida bir iist fonksiyondur [1].

Ispat. i. {(IS,Z} ve {(on} sirastyla f ve g’ yi ireten diziler olsun. Bu durumda {gbn +(on}

merdiven fonksiyonlarm bir dizisi ve ¢, +¢, T f+g hhy. olur. Dolayisiyla f+g
fonksiyonu bir iist fonksiyondur. Ustelik,

[(f+g)du=1im][(¢,+ey)du = lim(]¢,d u+[ppdu)
=lim [ ¢,,d u+lim [ @,,d 1
=[fdu+fgdu
esitliklerinden j(f+g)du=jf du+[gdu elde edilir.
ii. f bir iist fonksiyon ve >0 olsun. O halde ¢, T f h.h.y. olacak sekilde bir {¢, |

merdiven fonksiyon dizisi vardir. Merdiven fonksiyonlarinin olusturdugu smif fonksiyon

uzay1 oldugundan {a¢n} dizisi de merdiven fonksiyon dizisidir ve
a¢g, Taf hhy.

olur. Diger taraftan lim j(a¢n )d <o olur ki bu ise her a >0 i¢cin « f fonksiyonunun
n—»0

bir iist fonksiyon oldugunu gosterir ve

[(of)du =lim[ag,du =alim|¢,du =af fdu
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olur.
iii. {gbn vqon} ve {gbn /\qon} dizileri merdiven fonksiyonlarinin dizileri olmak iizere;
¢, ~o, T fArg hhy. ve limj(gbn AQy )duélimjgbndu <o
oldugundan f A g bir st fonksiyondur.

fVv g’ nin bir ist fonksiyon oldugunu gérmek igin ilk olarak ¢, ve, T fvghhy.

gozlemlemeliyiz. Bunun i¢in
O VO <Pp+1V On+] hhy. ve lim(gbnvgon) =fvg hhy.
ifadelerini gormek yeterlidir. (gbn) ve (gon) dizileri monoton artan olmasi sebebiyle birinci
durum agiktir. lim(¢,v @, ) = v g ifadesi
PV o = ;((bn +¢n +|¢n _(Pn|)
esitliginden kolayca goriilebilir. Dolayisiyla ¢, v ¢, T fvg hhy. olur.
Pn N Pn = Pn + P — P APy
esitligi dikkate alinirsa
limj(gbnvqon)du = limj(¢n+q0n—¢n/\g0n )du
=lim[¢,du+lim|[¢@,du —limj(gbn/\qon )a’u
=[fdu+]gdu=[(frg)du<e

olur ki, bu ise gostermek istedigimizdir.

.Teorem 3.19. f ve g list fonksiyonlar1 i¢in asagidaki durumlar saglanir:

i. f>ghhy. ise|fdu>[gdu.
ii. feU, £>0 hhy.ise [ fdu>0 [1].

72



Ispat. i. (¢n) ve ((on) dizileri swrasiyla f ve g fonksiyonlarmin iireteci olsun. Buradan

Pn APn S Pn+l APpt1hhy, Gy AQp <@, hhy., limg, np, <limp, =g hhy. ve
¢p ~op T g hhy. olur ki {¢, A¢y,} dizisi g yi iireten bir dizidir. Ustelik her bir » igin

&y ANop <@y, hhy. olup Teorem 3.7. den her 7 igin
[fpd ZI((bn A¢n)dﬂ
esitsizligi saglanir. Dolayisiyla
[fdu=1im[g,du>1im (¢, Apy)du=]gdu
esitsizligi elde edilir.
ii. Ispatin ilk kisminda g’ nin g= X =0€U olarak alinmas: yeterlidir.

Teorem 3.20. f:X —[] bir fonksiyon olsun. f, T f hhy. ve lim[f,du <o olacak

sekilde bir { fn} iist fonksiyon dizisi varsa f fonksiyonu da bir iist fonksiyondur. integrali
[fdu=lm] fudu
seklinde tanimlanir [1].

Ispat. Her bir i igin {(ol-l,qol-z,...} merdiven fonksiyon dizisinig;, T, f; h.h.y. olacak

sekilde secelim. Her bir n i¢in ¢, fonksiyonlarini

G =SUP{ Q1. 02 s P}

olarak tarif edelim. Bu durumda her nell iging, merdiven fonksiyonu olur veg, T f

h.h.y. saglanir. Gergektengoy- fonksiyonlarimm her bir 7 i¢in j* ye gore hemen her yerde

artan olmasi sebebiyle ¢, < ¢,+1 h.h.y. oldugu agiktir.
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Yukaridaki tablo yardimiyla kolaylikla gortlebilir ki 4, j=1,2,...,n olmak lizere
@i < ¢, hhy.

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte sirasiyla #n, j, ve i indislerine gore limit alinacak olursa

f <limdg,, h.h.y. elde edilir. Ote yandan her n dogal sayis1 i¢in

$y < f,, hhy.

olmast nedeniyle lim¢, < fh.hy. esitsizligi saglanir. Dolayisiyla limg¢), = f h.h.y.
olmalidrr. Yine ¢, < f,, h.h.y. esitsizligi, Teorem 3.19. ve hipotez geregince

lim [ ¢,dpu <lim| f,dpu <o
yazilabilir ki bu ise f fonksiyonunun bir iist fonksiyon olmasi anlamina gelir.

Simdi i=1,2,...,n olmak lizere

®in <¢, hhy.
esitsizligini g6z Oniine alalim. Buradan her i dogal sayisi i¢in

[fidu= lim [pjpdu< lim [¢ydp=]fdu
n—0 n—»0

oldugundan

lim [fydp= lim [¢,du=]fdu
n—»0 n—»00

oldugu goriiliir.
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Teorem 3.21. Her nell igin f; €U olmak {izere f,, { 0 hh.y. olsun. Bu takdirde

[ fpdud 0 dir[1].

Ispat. &>0keyfi bir reel sayr olsun. Her bir n icing, merdiven fonksiyonlarmi

0<¢, < f, hhy. ve

[(fn=9n)dp =] frdu—|ppdu<e2™"

olacak sekilde secelim. Her n dogal sayisi igin ¢y, fonksiyonlarni ¢;, = inf {¢1,¢2,...,¢n}
olarak tarif edelim. Bu durumda ¢, fonksiyonlar1 merdiven fonksiyonu olup,
0<¢;+1 <@, esitsizligi saglanir. Her bir n i¢cing, < f,; h.h.y. ve f, 4 0 h.h.y. olmasi

nedeniyle ¢, 4 0 h.h.y. olur. Buradan
lim[@,du=0
olacagindan dyle bir k£ dogal sayis1 bulabiliriz ki her n>k i¢in[¢,du < ¢ kalir.
0< fro =0 = fn—inf{d.d2,....0,}
=fn +sup{—¢1,—¢2,...,—¢n}
=sup{fn P S =925 In _¢n}

<SUp{fi =@, /2 =250 11 — I

<3 (fi-#)
i=1

esitsizliginin hemen her yerde saglanmasi sebebiyle

Oéjfndﬂ_“ondﬂzj(fn _¢n)dﬂ
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lf(fi—coi)du

I M=

1
n i
<Y 27!
i=1
<&

olur. Boylece her n>k i¢in

0< [ fpdu<e+|p,du<2e

elde edilir. Ust fonksiyonun integralinin monotonlugu dikkate alindiginda [ f;,du 0

bulunur.

Son olarak sunu sdylemeliyiz ki tiim Uist fonksiyonlarin sinifi olan 7/ negatif reel sayilarla

carpma islemi altinda kapali olmadigindan dolay1 vektor uzayr degildir. Bunu bir 6rnekle

ifade edelim.

Ornek 3.22. f:[] —»[] fonksiyonu,

0,  x(01]
=1 . xe(ll,l}

seklinde tanimlansin. Bu durumda f fonksiyonu iist fonksiyon iken —f fonksiyonu bir iist

fonksiyon degildir. Gergekten,

A :(L,l} olursa
k \k+1k

olur. ¢ " yi
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seklinde tanimlarsak, (g, ) dizisi her bir x icin ¢”(x)T f(x) olacak sekilde bir merdiven

fonksiyon dizisidir. Dolayisiyla

<0

d=sVk- 1 -y 1 %]
[9.4, E] Je(k+1) k:ﬁ/;(kﬂ) I\Ek%

olur ki bu ise f fonksiyonunun bir {ist fonksiyon oldugunu gosterir. Diger taraftan, —f
fonksiyonu alttan smirli olmadigindan ¢ <—f olacak sekilde merdiven fonksiyonu mevcut

degildir. Bu da demektir ki —f fonksiyonu bir {ist fonksiyon degildir.
3.3. Integrallenebilir Fonksiyonlar

Tim iist fonksiyonlarn olusturdugu % smifinin vektdr uzayr olmadigini bir 6nceki
boliimde gozlemledik. Buna ragmen #/ smifinin hemen her yerde iki {ist fonksiyonun farki

seklinde ifade edilebilecegini diisliniirsek o zaman bu smif bir fonksiyon uzay1 olur ki bu

durumda bu siifin elemanlar1 Lebesgue integrallenebilir olur.

Tanim 3.23. f: X — R fonksiyonu verilmis olsun. Eger f =u—v h.h.y. olacak sekilde u

ve v Ust fonksiyonlar1 varsa f fonksiyonuna Lebesgue integrallenebilir veya kisaca

integrallenebilir fonksiyon denir ve fonksiyonun integrali

[fdu=Judu—jvdu
olarak tarif edilir [1].

Integralin degeri iki iist fonksiyonun farki olarak ifade edilen f fonksiyonundan
bagimsizdir. Daha agik bir sekilde ifade edecek olursak, f fonksiyonu hemen her yerde ya
f=u-v ya da f=uj;—v| seklinde yazilsm f” in integrali degismez. Hakikaten,

f=u—-v=uy—v hhy. olursa ' =u+v| =uj;+v hh.y. olur ki Teorem 3.18.(1) geregince
Judp+[vdp=[udp+[vdp

Judp—[vdp=[udp—[vidu

oldugu goriiliir.
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Her {ist fonksiyon integrallenebilirdir. Ayrica integrallenebilir fonksiyonlar ayni zamanda

Olgtilebilir fonksiyonlardir.

Kolayca goriilecegi gibi f, Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon g’ de f =g h.h.y.
olacak sekilde herhangi bir fonksiyon ise g fonksiyonu Lebesgue intagrallenebilirdir [1].

Teorem 3.24. Tiim integrallenebilir fonksiyonlarin sinifi bir fonksiyon uzayidir [1].
Ispat. f, g fonksiyonlari,
f=u-vhhy. ve g=u;—v hhy.

olacak sekilde integrallenebilir fonksiyonlar ve « €[] olsun. Bu durumda,

i f+g=(u-v)+(uy-vi) =(u+uy)-(v+v)) hhy.

ii. o >0 olsun.
af =a(u-v)=au-av hhy.
a <0 ise,

af =(-a)(u—v)=av—oau hhy.

i, £t z(u—v)+ =(uvv)-vhhy.

iv. /7 =(u-v) =(vvu)-uhhy.

olacak sekilde f+g,af, f1, f~ fonksiyonlar: hemen her yerde iki iist fonksiyonun fark1

olarak ifade edildiklerinden Lebesgue integrallenebilirdirler. Ayrica,

If|=f"+/7 hhy.

oldugundan | f | fonksiyonu da integrallenebilirdir. Bdylece tiim integrallenebilir

fonksiyonlari olusturdugu sinifin bir fonksiyon uzay1 oldugunu gérmiis olduk.
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Sonug¢ 3.25. f: X —[J bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun Lebesgue integrallenebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter sart [ + f~ fonksiyonlarinin integrallenebilir olmasidir [1].

Ornek 3.26. f:0 — 0 olmak iizere

2, O<xx<l
f(x) =<-3 , x2I
0 , (diger

seklinde tanimlanan f* fonksiyonu Lebesgue integrallenebilir midir?

Coziim. f fonksiyonunun integrallenebilir olup olmadigimmi gormek i¢in f in negatif

olmayan f + f parcalarin Lebesgue integrallerine bakmamiz yeterlidir.
Vel =max{/,0}, f~ =max{-f,0}
=201y /7= 1)
[ftda=2, [fdri=w

[ f7dA <o olmadigindan dolay1 f fonksiyonu Lebesgue integrallenebilir degildir.

Teorem 3.27. (Lebesgue integrallenebilir Fonksiyonlarin integralinin Lineerligi) / ve

g fonksiyonlar1 Lebesgue integrallenebilir olsun. Bu durumda
Va,p ell igin,

[(af+Bg)u=af fdu+Blgdu
esitligi saglanir [1].
Ispat. f ve g fonksiyonlar: integrallenebilir olduklarindan,

f=u-v hhy. ve g=u;—-v; hhy.
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olacak sekilde wu,v,uj,v; Ust fonksiyonlar1 vardir. Teorem 3.24 ‘ten af,fBg,of + g

fonksiyonlar1 da integrallenebilirdir. o f + g fonksiyonu
af+Bg=a(u-v)+p(u-v)
=aqu—av+ Pu; - v
=(au+ Puy)—(av+pv)
seklinde hemen her yerde iki iist fonksiyonun farki olarak ifade edilebileceginden integrali
J(af+Bg)p=[(owu+Puy)du—[(av+pv)du
=Jaudu+[pudp—[avdu—|pvidu
=a([udp—Jvdu)+ B (Judu—[vdu)

=affdu+p|gdu
seklindedir.

Teorem 3.28. Hemen her yerde negatif olmayan, integrallenebilir bir f fonksiyonu ayni

zamanda bir st fonksiyondur [1].

Ispat. f integrallenebilir bir fonksiyon ve f >0 h.h.y. olsun. fin integrallenebilir bir

fonksiyon olmas1 nedeniyle
f=u—-v hhy.

olacak sekilde u, v iist fonksiyonlarm varligindan sdz edebiliriz. Ote yandan her u, v

fonksiyonu merdiven fonksiyon dizilerinin limiti oldugundan

¢p— f hhy. ve ¢ — fhhy.
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biciminde bir{gon},{@;}, merdiven fonksiyon dizileri vardir. Teorem 3.11 geregince

0<S, T f hhy. olacak sekilde{S,}dizisinin basit bir fonksiyon dizisi oldugu agiktur.

Her bir n i¢in

n
Pn =Sp /\( \ (P:_]
i=1

olsun. Buradan {¢n} , 0<¢, T f hhy. sartin1 saglayan merdiven fonksiyon dizisi olur.
Simdi [¢y,du <o oldugunu gosterelim.

Her bir n i¢in ¢, +v< f+v<u hhy. esitsizligini yazabiliriz. Integralin monotonluk

ozelliginden
[pdp+[vdp < [udpu
olup,
[$pdp<fudp—[vdu<o

elde edilir ki bu ise gérmek istedigimizdir.

Bu teoremden sunu ifade edebiliriz ki; f integrallenebilir bir fonksiyon ise f + f

fonksiyonlar1 st fonksiyondur. Ayrica f fonksiyonu f = f t_ f seklinde ifade
edildiginden dolay1 f* fonksiyonunun Lebesgue integrali,

[fdpu={fTdu-[fdu
olarak tanimlanir.

Teorem 3.29. f, integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere, her & > 0i¢in

{xeX:‘f(x)‘Zg}

kiimesi sonlu dl¢iiye sahip 6l¢iilebilir bir kiimedir [1].
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Ispat. Keyfi bir &> 0 icin,

A:{xeX:‘f(x)‘Zg}

olsun. Buradan ¢y 4 £| f | olur. Ayrica l| f, integrallenebilirdir. Teorem 3.28 geregince
g

iist fonksiyon oldugundan
A 1
oy, E|f| h.h.y.

olacak sekilde merdiven fonksiyonlarmm bir {¢,} dizisi vardir. Bu durumda {¢, A x 4}

dizisi de merdiven fonksiyon dizisi olup, ¢, A y 4 T x4 h.h.y. olur. Teorem 3.10 dikkate

alinarak

u” (A)=1im (g, A 74 )dp <lim [ gyd =%J|f|du <o

seklinde istenilen sonuca ulasilir.

Teorem 3.30. £, ol¢iilebilir bir fonksiyon, # ve g fonksiyonlar1 integrallenebilir olmak
izere h< f <g hh.y. olsun. Bu takdirde f fonksiyonu da integrallenebilirdir [1].

Ispat. 1< f<g hhy. ise 0<f-h<g-h hhy. olur. Buradan kabul edebiliriz ki

0< f<g hhy. dir. g fonksiyonunun bir iist fonksiyon oldugunu Teorem 3.28’den

soyleyebiliriz. Dolayistyla 0<¢, T g hhy. olacak sekilde {gbn} merdiven fonksiyonu
vardir. Basit fonksiyonlarm bir {gon}dizisi vardir ki 0< ¢, T £ h.h.y. (Teorem 3.11) olur.

Ayrica {¢,, Ay}, merdiven fonksiyon dizisi hemen her yerde f fonksiyonuna artarak

yakinsayan bir dizidir. Her bir # i¢in

j((bn /\Qn)dﬂgwndﬂ

esitsizligi saglanir. n — oo i¢in

Ifduzlimf((bn /\qon)duélimfgbndu =[gdp <o

82



olur. £, % smifinin bir elemanidir. Dolayisiyla £, integrallenebilirdir.

Teorem 3.31. f ve g integrallenebilir fonksiyonlar1 i¢in asagidaki 6nermeler dogrudur:

i [|fde=0 < f=o0.
ii. f>ghhy.ise|[fdu>[gdu .

i, |[fdy| <[] fldp 1.
Ispat.i. (<) f=0hhy.ise j|f|d# =0 oldugu agiktir.

(=) j|f|d# =0 olsun. Bu durumda ||, bir iist fonksiyondur. Dolayisiyla 0< ¢, T, f

h.h.y. olacak sekilde merdiven fonksiyonlarinin bir {¢n} dizisi vardir. Buradan,

0<lim|g,du=[|fldu
olur ki, bu ise her n i¢in [¢,,dpu =0 ve f =0h.h.y. olmasi anlamma gelir.
ii. f>g hhy. olmas: f—g>0 hhy. olmasm gerektireceginden f — g fonksiyonunun

integrallenebilir oldugu Teorem 3.24 ‘ten asikardir. Integrallenebilir fonksiyonlarmn
integralinin lineerlik 6zelligi ve hemen her yerde negatif olmayan integrallenebilir

fonksiyonlari ayn1 zamanda bir iist fonksiyon olmasi dikkate alinarak
[fdu—[gdu=(f-g)du>0
elde edilir. Buradan istenilen sonuca ulasilir.
iii. Reel degerli bir / fonksiyonu igin, —| f|< /' <|f] esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizlik
ve integralin monotonluk, lineerlik 6zellikleri hesaba katilarak,
AN = rdu=[(17])d

bulunur. Bu ise bizim gérmek istedigimizdir.
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Simdiye kadar reel degerli fonksiyonlarmn integrallerini gozlemledik. Eger
fonksiyonun tiim noktalarinin kiimesi oo veya —oo olursa bu takdirde kiimeyi bos kiime
olarak kabul ederiz. Bunun sebebi ne integrallenebilirlik karakteri ne bir bos kiimedeki
fonksiyonun degerleriyle fonksiyonun integral degeri arasindaki degisimle alakalidir.
Ustelik oo—oo formundaki noktalarda herhangi iki fonksiyonun toplammin degeri,
fonksiyonlarm toplaminin integral degerini ve integrallenebilirligini etkilemez. S6z konusu
bu olay fonksiyon degerinin sonsuz oldugu tiim noktalarinin kiimesinin 6l¢iisii sifir oldugu
sirece  gerceklesir.  Sonsuz  degerli fonksiyonlarla karsilagsmak istenilmezse
integrallenebilirlikten herhangi bir sey kaybetmeksizin fonksiyonlarin degeri sonlu olarak

degistirilebilir. Ornegin sonsuz degerlerin tiimii sifir olarak almnir.

O halde genisletilmis reel degerli bir f fonksiyonunun integrallenebilmesinden
fonksiyonun bir bos kiimede sonsuz degerlere sahip oldugunu anlamaliyiz. Ayrica sonlu

degerler bu noktalardan segilirse fonksiyon integrallenebilir olur.

Ornek 3.32. f:0 — [ * olmak iizere,

tanimlanan f fonksiyonu integrallenebilir midir?

Coziim. Genigletilmis reel degerli bir f fonksiyonunun integrallenebilmesi i¢in fonksiyonu
sonsuz yapan noktalarin kiimesinin 6lciisii sifir olmalidir. Fakat f fonksiyonunun sonsuz

yapan noktalarmin 6l¢iisii sifirdan farkli oldugundan integrallenemez.

Teorem 3.33. (Levi). { fn} integrallenebilir fonksiyonlarin bir dizisi, her n i¢in f;, < f,,41
hhy. ve lim[f,du<oo sartlar1 saglansin. Bu takdirde Oyle bir integrallenebilir f

fonksiyonu vardirki f,, T f h.hy. ve [ f,du T [ fdu dir [1].

Ispat. { fn} integrallenebilir fonksiyon dizisini f,, >0 h.h.y. olacak sekilde alalim. Her

x € X i¢in
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Oan(x)Tf(x),g(x)zlimfn(x)eD * E:{xeX:g(x):oo}VeI:limjfndu<oo

olsun. Bu durumda
E= ﬂ‘l?iIUle{x eX: fy(x)> i}
esitligi meveut olup, E kiimesi 8l¢iilebilirdir. 1™ (E) =0 oldugunu gdstermeliyiz.

Her bir n i¢in f;, nin bir st fonksiyon oldugu Teorem 3.28” den kolayca gorilebilir. O
halde ¢;, Tn fi h.h.y. olacak sekilde bir {(151-1,(151-2,...} merdiven fonksiyon dizisi vardir. Her

ne N i¢in ¢, fonksiyonlarmi,

Pn = SuP{¢1n»¢2nv---’¢nn}

seklinde tanimlayalim. Bu durumda ¢,,, merdiven fonksiyonu olup ¢, T ¢ hhy. olur.
Gergekten ¢zj fonksiyonlarmin her bir i i¢in j’ye gore hemen her yerde artan olmasi

sebebiyle ¢, <@, 1 h.h.y. oldugu agiktir.

a1 2 dz- TA
b1 2 $3.. TH
#B1 32 B3 T3

Yukarida ki tablo yardimiyla kolaylikla goriilebilir ki 7, j =1,2,...,n olmak lizere hemen her
yerde ¢i]' <@, esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte sirastyla n, j ve i indislerine gore limit
almacak olursa, g <limg, h.h.y. elde edilir. Diger taraftan her n€ll i¢in ¢, < f;,, h.h.y.
olmasi sebebiyle limg,, < g h.h.y. esitsizlikleri saglanir. Buradan lim¢, =g h.h.y. olur.
Her xe X i¢in f, (x) ) g(x) ve ¢y, T ¢ h.h.y. oldugundan her # igin In T g hhy. ve

¢, T g h.hy. olup Teorem 3.22 ‘den,

lim[g,du=lim| f,du=1
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esitligi elde edilir. Ayrica her bir &k i¢in Nk dizisi, Akyp Tk h.h.y.
Pn NKXE Pn NKXE ' KXE y

seklinde bir merdiven fonksiyon dizisidir. Teorem 3.10 geregince 1™ (E)<oo ve her bir k

i¢in
ku® (E)< limjgondlu =1
olur ki, buise (E)=0 oldugu anlamma gelir.

Simdi f: X — [ fonksiyonunu,

seklinde tanimlayalim. Buradan f,, T 7 h.h.y. olur ki Teorem 3.22 itibariyle,

Ifnd,u 0 Ifdlu
bulunur.

Teorem 3.34. { fn} negatif olmayan integrallenebilir fonksiyonlarin bir dizisi olmak tizere

o0 o0
Y [ fpdu <o olsun. Bu takdirde, Y f;, fonksiyonu integrallenebilirdir ve integrali,
n=l1 n=l1

00 00
I| £ fndu=% [frdu
n=1 n=1
seklindedir [1].

. n
Ispat. Her ne N iin, g, = > f; olsun. Burada her bir g;,, fonksiyonu integrallenebilir
i=l1

o0 o0
olup, g, > f; hhy. dir. Levi teoreminden, )’ f; toplammin da integrallenebilir
i=l1 i=l1

oldugunu sodyleyebiliriz. Dolayisiyla her 7 i¢in,
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n
[gndu=[% fidu
i=1

n
=X [fidu
i=1

esitligi saglanir. n — oo yapilirsa

o0 . o0
[ X fidu=lim[g,du= 3 [ fidu
i=1 i=1

esitligi elde edilir.

Teorem 3.35. ( Fatou Lemmasi ). { fn} integrallenebilir fonksiyonlarin bir dizisi, f;, >0

h.hy. ve liminf | f,d <o olsun. Bu durumda liminf f,, , integrallenebilirdir. Ayrica,
[liminf f,,d u <liminf | f,,d u
esitsizligi saglanir [1].

Ispat. Kabul edelim ki her xeX ve her bir n igin f;(x)20,g, =inf{f;(x):i>n}
olsun. Bu durumda her g, Oolgilebilirdir. Diger taraftan her bir n icin 0< g, < f,

esitsizligi, Teorem 3.30 araciligiyla da her g, nin integrallenebilir oldugu agiktir.
Simdi g, T g hhy. ve lim|gy,du <liminf [ f,;d u <o oldugunu gozlemleyelim.

Levi teoremi geregince integrallenebilir bir g fonksiyonu vardir ki g, T g h.hy. saglanir.

Buradan takip edilirse, g =liminf f,, h.h.y. ve liminf f,, , integrallenebilirdir. Ustelik,

[liminf f,dp = [ gdp =lim | g,d u <liminf [ f,d

esitsizligi vardir.
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Teorem 3.36. ( Lebesgue Yakinsakhk Teoremi ). { fn} integrallenebilir fonksiyonlarin
bir dizisi g ‘de integrallenebilir sabit bir fonksiyon olmak iizere her » icin | fn| <g hhy.

olsun. Eger f,, = f h.h.y. ise f, fonksiyonu integrallenebilirdir ve
im| fpdp=[lim fpdu=|fdu
esitligi saglanir [1].

Ispat. Her bir n igin | fn|s g hhy. ise | f |£ g h.h.y. dir. Ayrica f’in integrallenebilir
oldugu Teorem 3.33 ‘den asikardir. |fn|£g hhy. ise —g< f,, <ghh.y. olur. Buradan

kabul edebiliriz ki 0<g-f, hhy. ve 0<g+ f,hhydr. Dolayisiyla {g—f,} dizisi

Fatou Lemmasinin hipotezini saglar. Ustelik,
liminf(g ~In ) =g—f hhy.
olur. Boylece,

[gdu—|fdu=[(g-f)du
= [liminf (g - fy, )du
<liminf [(g— f;, )du
=[gdp—limsup | f,,d u
limsup[ fpdu<|fdu
elde edilir. Benzer sekilde { g+ fn} dizisine de Fatou Lemmasimi uygularsak;
[gdu+]fdu=[(g+f)du
= [liminf (g + f,)d u

<liminf [(g+ f;, )du
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=[gdp+liminf | f,d u
ifadelerinden
[ fdu <liminf | f,d
oldugu goriiliir. Dolayisiyla lim | f,dw, [ * de meveuttur ve im [ f,du=[ fdyu dir.

Lebesgue integrallenebilir olmayan fakat herhangi bir fonksiyon dizisinin hemen her yerde

yakinsadigi bir fonksiyonu bulmak miimkiindiir. Asagidaki 6rnek bu durumu ifade eder.

Ornek 3.37. f,,:00 >0,

>
—
=
A —
Il
S|~ S|~

fonksiyon dizisi i¢in f,, — f =0 h.h.y. dir. Gergekten,

n ,xe(O,l) w© x=0
lim f;, (x) = lim " :{ a
0 ,x%(O,%) 0,x0

olup, { fn} fonksiyon dizisi f =0 fonksiyonuna x =0 noktasi disinda yakmsaktir. Ayrica
Vnell i¢in[ f,dA = nl((O,%)) = n% =lolur. Dolayisiyla lim[ f,,d; =1dir. Fakat
lim| f,,dA =1#0=[lim f;;d A oldugundan f fonksiyonu integrallenemez.
Her E — X i¢in
SE ={EmA:Aeé}
seklinde tanimlanan &g smifi E’nin altkiimelerinin bir yar1 halkasidir. Ustelik £ kiimesi
X’in dlgiilebilir bir altkiimesi ise bu durumda g ’ye kisitlanan y* bir ol¢iidiir. Yani,

(E,JE,/J*) ,her E — X i¢in bir 6l¢ii uzayi olur.
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Eger E — X kiimesi Olgiilebilir bir kiime ise bu durumda f: E —[] taniml fonksiyonu £

kiimesi tizerinde integrallenebilirdir. Eger f y g fonksiyonu X tizerinde integrallenebilir bir
fonksiyon veya E’ye kisitli f fonksiyonu(E BE /J*) 0lcii uzayina gore integrallenebilir ise

f: X — U fonksiyonu X’in dl¢iilebilir £ altkiimesi iizerinde integrallenebilirdir. Boylece,

[fxEdu= 1] fdu
E

esitligi yazilabilir.

Teorem 3.38. Integrallenebilir her f fonksiyon X’in 6lgiilebilir her altkiimesi iizerinden

integrallenebilirdir. Ustelik her £ — X kiimesi igin,

[ fdu+ [ fdu=1] fdu
E g+ X

saglanir [1].

Ispat. E c X o6lgiilebilir bir kiime, f fonksiyonu integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Sunu

rahatlikla soyleyebiliriz ki; E ! kiimesi de Olciilebilirdir. Ayrica

O<fxes</f, 0sfyp<f

esitsizliklerinden f y g, f ZEt fonksiyonlarmin integrallenebilir oldugu agiktir. Dolayisiyla,

[ fdu+ | fdu=IfxEdu+Isztdu
E gt

=I(fxE+fxEt)du

:jfZEuEt

du
=[frxdu

= | fdu
X
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esitligi elde edilir. Eger,
n
p=2 ai)(Al'
i=l1
ifadesi pozitif basit bir ¢ fonksiyonunun standart gosterimi ise bu durumda
n *
> aip (4)
i=l1
toplami negatif olmayan genisletilmis bir reel sayidir.
n *
X aju” (4j) =
i=l1

olmasi durumunda ¢ 'nin Lebesgue integrali sonsuz olur.( yani [¢ d u= )

Kabul edelim ki f:X —[ % bir fonksiyon, ¢, T # h.h.y. olacak sekilde {$}, pozitif
basit fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu takdirde [¢,du genisletilmis bir reel
sayidir.Kolayca gorillir ki lim[¢,du, {¢,} dizisinin segiminden bagimsizdir.
lim [ ¢,d yu =oodurumunda [ fdu=coolur ki fin Lebesgue integrali sonsuzdur. Fakat
fonksiyon integrallenebilir degildir.

Her pozitif, dlciilebilir / fonksiyonu sonlu veya sonsuz bir Lebesgue integraline sahiptir.
Ciinkii Teorem 3.11 araciligiyla pozitif basit fonksiyonlarin bir {¢n} dizisi vardir ki

¢, T f hhy. dur.

Eger f:X — [ ™ fonksiyonu 6lgiilebilir ise f= f*—folup, [fTdu ve [f du
integralleri negatif olmayan genisletilmis reel sayilardir. Eger bu integrallerden biri reel

say1ise o zaman f fonksiyonunun integrali genisletilmis reel sayidir ve integrali,

[fdu={fTdu-[fdu

seklindedir.
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4. LEBESGUE INTEGRALI ILE RIEMANN INTEGRALI

ARASINDAKI BAGINTI

Bu kisimda Lebesgue integralinin, Riemann integralinin bir genellestirilmesi oldugunu

gosterecegiz. Ik olarak Riemann integralinin tanimni verelim.

/. U ’nin [a,b] arahgmnda smirl reel degerli sabit bir fonksiyon, P:{xo,xl,...,xn} "de

a=x( <x|<..<x, =b olacak sekilde [a,b] nin bir par¢alanmasi olsun.

Her P={x(,x],...X,} pargalanmasi [a,b]yi

[xo,xl],[xl,xz],...,[xn_l,xn]

seklinde kapali alt araliklara boler. Bu alt araliklarin en biiyiik uzunluguna P’nin normu

denir ve |P| ile gosterilip,
|P| = max {xl' —Xj_1:i= 1,...,n}

bi¢iminde tanimlanir [1].

[a,b] araligmin iki parcalanmasit Q ve P olsun. Eger QO — P ise P pargalanmas1 O’dan

daha ince veya daha siktir [1].

Tamim 4.1. [q,b] ‘nin bir P ={xq,x,...,x,} parcalanmasi ve i=1,...,n igin,

m; =inf { f (x):xe[xj_1.]} ve M;=sup{f(x):xe[xi_1.x]}
olsun. Bu durumda,

n " n
Ss(f.P)=X mi(x;—x;_1) ve S (f.P)=X M;(x;—xj_1)
i=1 i=1

toplamlarina sirast ile f fonksiyonunun P parcalanmasina karsilik gelen Alt Darboux

toplami1 ve Ust Darboux toplami denir [1].
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[a,b] 'nin her P parcalanmast i¢in, Sy (f,P)< s* (f,P) oldugu Tanim 4.1°den agiktur.
Lemma 4.2. P ve O, [a,b] ‘'nin Q c P olacak sekilde pargalanmalar1 olsun. Bu takdirde,
* *
Ss(f.0)<S«(f.P) ve S (f,P)<S (f.,0)
esitsizlikleri saglanir [1].
Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

Lemma 4.3. P ve O, [a,b] aralifinm pargalanmalar1 olmak iizere Q c P olsun. Bu

durumda,

S« (f,P)<S™(1,0)
olur [1].
Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

Tamm 4.4. f, [a,b] lizerinde tanimli ve smirl bir fonksiyon olsun.
L (f) = sup {S* (f,P) : P,[a,b]’nin bir par@alanmam}
I (f)= inf{S”< (f,P):P,[a,b]'nin birparg:alanma51}

sayilarma sirasi ile £in Alt Darboux integrali ve Ust Darboux integrali denir [1].

Buradan [a,b] ‘ninher Q c P pargalanmalari igin,

S« (f,P) <1 (/)T ()< ST (f.P)

esitsizligini yazabiliriz.
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Tamm 4.5. f :[a,b] >0 tammh smirh bir fonksiyon olsun. Eger L (f)= I (f) ise bu

durumda f fonksiyonuna Riemann integrallenebilir bir fonksiyon denir. ' ’in Riemann

b
integrali, | f(x)d, olarak tanimlanir [1].

a

Teorem4.6. 1 : [a,b] — [l smirli fonksiyonunun [a,b] araliginda Riemann integrallenebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her £ > 0 icin

S*(f.P)=S«(f,P)<e
olacak sekilde [a,b] ‘nin bir P par¢alanmasi var olmasidir [1].

b
Ispat. f; integrallenebilir bir fonksiyon, 1= [ f(x)d, ve &>0 olsun. Bu durumda [a,b]

a

‘nin py ve P par¢alanmalari vardir oyle ki

1-S«(f,R)<e ve S*(f,P)-1<¢

olur. Bu durumda Lemma 4.2 deki gibi P = A U Py parcalanmasi,
S*(f.P) =S« (f.P)<S™ (f.P)-S«(/.A)

:[S*(f,pz)_lHl-s*(f,a)]

<eg+e=2
esitsizligini saglar.

Kabul edelim ki Ve >0 icin S*(f,P)—S*(f,P)<g olacak sekilde [a,b]’nin bir P

pargalanmasi bulunsun. Bu durumda [a,b] ‘nin her P pargalanmas igin

0<I™(f) =L (/)< S™(f,P)=-Sx(f.P)
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esitsizligi saglanir. Buradan Ve >0 igin 0 <1 (f)-1«(f)<e olur ki bu ise

* *
F(f)-1(f)=0 = T(f)=1(/)
olmas1 demektir. Bu da f* fonksiyonunun Riemann integrallenebilir oldugunu gosterir.

P={x0,X],.. %} » [a,b] nin bir pargalanmasi olsun. i=1,...,n igin x;_1 <#; <x;ise

T={t],....ty}
sinifina P’nin noktalarmnin bir secilisi denir [1].
f in P parcalanmasina karsilik gelen Riemann toplama,

Rf<P,T>=i§f<xi><xi—xl-_1>

seklinde tanimlanir [1].

Teorem 4.7. (Darboux). f :[a,b] > fonksiyonu Riemann integrallenebilir ve {B,} de

[a,b] ‘nin par¢alanmalarinin bir dizisi olmak tizere lim|Pn| =0 olsun. Bu takdirde

b
lim S (f,B;)= lim S*(f,B,)=]f(x)x
a

n—0 n—»0

olur [1].
Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

Teorem 4.8. Riemann integrallenebilir her f fonksiyonu Lebesgue integrallenebilir olup,

b
jfdi:jf(x)dx

esitligi saglanir [1].
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Ispat. Her bir n icin P, = {xo,xl,...,xzn } , [a,b] nin (b—a)2_n uzunluktaki alt
araliklarma boliinen bir par¢alanmasi olsun.( Yani, x; =a +i (b — a)2_n olacak sekilde)

m; =inf { f (x):xe[xj_1.x5]}, M;=sup{f(x):xe[x_1.x]}

olmak iizere,

2" 2
Pn = .Zl A xoy,x;) P = 'zl MiZ[Xi_l’Xi)
i= =

tammlayahm. Burada {¢,}ve{q,} dizileri her xe[a,b) icin ¢, (x)T f(x) ve

on (x){ f(x) olacak sekilde merdiven fonksiyon dizileridir.

Eger ¢,(x)T g(x) ve @, (x)yh(x) ise bu takdirde Teorem 3.33 geregince g ve

fonksiyonlar1 Lebesgue integrallenebilirdir ve her x e [a,b) icin

esitsizligi saglanir. Ayrica,
[¢ndA=5Sx(f.B;) ve [opdi=S"(f.P,)
olur. Diger taraftan,
0n (%)= () ¥ h(x) - g(x) 20
olmast nedeniyle,
0<[(h- g}t =lim (g - gy 2
= lim [ g, d A —1lim | ¢,,d
=limS™(f,B,)~limS«(f,B,)

=0
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elde edilir. Buradan hemen her yerde h—-g=0 olur ki, A=g=f hhy. saglanmr.
Ozellikle, ¢, T f hhy. ve ¢, T f hhy. oldugundan f, Lebesgue integrallenebilirdir.

Ayrica f fonksiyonu bir iist fonksiyondur. Sonug olarak,

b
[ fdA=1lim[@,d2=1imSx(f,P,)=] f(x)dx
a

dir.

Teorem 4.9. f :[a,b] — [l smirlt fonksiyonunun Riemann integrallenebilir olmas1 i¢in

gerek ve yeter sart fonksiyonun hemen her yerde siirekli olmasidir [1].

Ispat. Her n igin P,,4, ve ¢, Teorem 4.8 deki gibi tammlansm. Ilk olarak f

fonksiyonunun Riemann integrallenebilir oldugunu kabul edelim. Bir onceki teoremin

ispat1; her x ¢ 4 icin
b ()T 1 (x) ve @y ()4 £ (x)
olacak sekilde [a,b] nin p* —bos 4 altkiimesinin olmasini garanti eder. Buradan agiktir
kiD=4 u(UZO: ] Pn) kiimesinin Lebesgue Ol¢iisii sifirdir. Ayrica f fonksiyonu [a,b] -D
de siireklidir. Bunu gérmek i¢in &>0 ve s¢&[a,b]— D alahm. Bazin’ ler igin
F(s)=dn(s)<e ve @u(s)-f(s)<e

olsun. Bu durumda s e (xj_1,x;) olacak sekilde P, parcalanmasinin bazi [x;_1,x;] alt

araliklar1 vardir. Ustelik
O (s)=m; ve @p(s)=M;

olur. Eger x e(x;_1,x;) olursa,

—8<mi—f(s)§f(x)—f(s)£Ml-—f(s)<8
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2

esitsizligi yazilabilir. (xl'_l,xl-), s’ nin bir komsulugu oldugundan son esitsizlik f

fonksiyonunun s’ de stirekli oldugunu gdésterir. Bu da /> in hemen her yerde siirekli olmasi1

anlamina gelir.

Simdi f fonksiyonu h.h.y. siirekli ve s#b noktasi f fonksiyonunun siireklilik noktasi

olsun.

Verilen bir & >0 sayisina karsilik 6 >0 sayis1 bulunur ki her x € [a,b] icin |x—s| <o

oldugunda
f(s)—g <f(x)<f(s)+8

olur. Bazi k’ lar i¢in |I7€|<5 olursa P, ’nin bazi [xi_l,xl-] alt araliklar1 i¢in de
se[xi_l,xl-) dir. Ozellikle her xe[xi_l,xl-] icin |x—s|<5 esitsizligi saglanir.

Yukaridaki esitsizlikten,
f(s)—g <m; =¢k(s)<f(s)+8
esitsizligini elde ederiz. Diger taraftan
tn ()T 1 (s) ve @n(s)¥ 1 (s)
elde edilir. Hemen her yerde f fonksiyonu stirekli oldugunda

¢, T fhhy ve ¢,{f hhy.

olur. Bu ise f foksiyonunun Lebesgue integrallenebilir oldugunu gosterir. Ayrica Lebesgue

yakinsaklik teoreminden,

S (foPn)=182d2 T [ fd2 Ve S*(f,By)=[0pdi [ fdA

esitlikleri mevcuttur. Dolayisiyla
lim(S* (f.Py)-Ss (f,Pn)) _0

olur ki Teorem 4.8 araciligiyla f fonksiyonu Riemann integrallenebilir bir fonksiyon olur.
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Ornek 4.10. f:[0,1]—>[0,%) fonksiyonu, (0,1]’in her kapali alt araligmda Riemann

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun [0,1] araliginda Lebesgue

integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart [1 ° de

1
limg¢0 jf(x)dx
£

limitinin var olmasidir. Ayrica

1
[fd2=1lim, | [ f(x)dx
&

esitligi mevcuttur.
Coziim. Kabul edelim ki /; Lebesgue integrallenebilir, {&,} , &, 1 0 olacak sekilde (0,1]
’in keyfi bir dizisi ve her bir n i¢in, g, =f )([ & 1] iist fonksiyon olsun. Bu durumda

gn T £ hhy. ve teorem 3.22 * den f fonksiyonunun da bir iist fonksiyon oldugunu ve

ayrica,

1 1
[fdA= lim [gudA= lim jf;([g l]dﬂ, = lim | f(x)dA(x)= lim [ f(x)dx
Nn—>0 1n—>0 n n—>®g n—wg

esitligini, f fonksiyonunun Riemann integrallenebilir olmasmmdan ve teorem 3.22

1
araciligiyla yazabiliriz. Bu ise lim | | /' (x)dx ifadesinin varligimi ve

&

1
lim, | [ f(x)dx=]fda
g
esitligini gosterir.

Simdi R’de limit mevcut olsun. ¢, = 1 ve gy fonksiyonu da her bir n i¢in yine yukaridaki
n

gibi iist fonksiyon olmak iizere hemen her yerde g,, T f dir. Diger taraftan
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1 1
lim [gudA= lim [ f(x)dx=lim,|q [ f(x)dx<co
n—>0 n—0g c

oldugundan f fonsiyonu bir iist fonksiyon olup, Lebesgue integrallenebilirdir.
Ornek 4.11. f:0 —[ fonksiyonu,

1
, <1
DR NE
0 diger

seklinde tanimlanan f fonksiyonunun Riemann ve Lebesgue integrallenebilirligine bakalim.
Coziim. 0 ve 1 noktalar1 f fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalardir. Bu noktalarimin
kiimesinin Ol¢iisii sifirdir. Fakat f° fonksiyonu [0,1] araliginda smirli olmadigindan bu

aralikta Riemann integrallenemez. Buna ragmen bu f fonksiyonunun [0,1] araliginda

Lebesgue integrallenebilir oldugunu gozlemleyelim. Vn €[] i¢in,

olsun. bu durumda f;;, [0,1] araliginda Riemann integrallenebilirdir. Ayn1 zamanda f;,

Teorem 4.8” den Lebesgue integrallenebilirdir ve

J Tn(x)dA( )Z}f (xM =}ﬂ=2— -1
o] 0 1Vx

o0

esitligi vardir. {f,,} "~

negatif olmayan Lebesgue Ol¢iilebilir fonksiyonlarin bir dizisi

olmak tizere f;,, - f dir.

[ f(x)dA(x)=lim | fn(x)dl(x)zlim2—2\/nj:2<oo
[0.1] [0.1]

oldugundan dolayi, f fonksiyonu Lebesgue integrallenebilirdir.
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5. LEBESGUE DELTA VE LEBESGUE NABLA iINTEGRALLERI

5.1 Zaman Skalasinda Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 5.1. Reel sayilarin bostan farkli keyfi kapali bir altkiimesine zaman skalas1 denir

[2]. U,0,0 ve U, yani reel sayilar, tamsayilar, dogal sayilar ve negatif olmayan
tamsayilar birer zaman skalas1 6rnegi iken,[] ,[] —[1,[J yani rasyonel sayilar, irrasyonel

sayilar ve komplex sayilar zaman skalas1 6rnegi degildir. Zaman skalasi genel olarak T ile

gosterilir.

Tammm 5.2. T bir zaman skalas1 olsun. 7€ T i¢in ileri sigcrama operatoric o: T —>T

olmak tizere,
o(t)=inf{seT:s>1}
ve geri sigrama operatoric. p: T — T olmak iizere,
p(t)=sup{seT:s<t}

seklinde tanimlanir [2]. Eger ¢ noktasi, T zaman skalasinin maksimum noktasi ise O'(t) =t,
t noktas1 T'nin minimum noktasi ise p(z)=¢ olarak tammlanir. Eger o(¢)>¢ ise ¢

noktasma sag sacilmis nokta, eger p(t) <t ise ¢ noktasina sol sa¢ilmis nokta denir [2]. ¢
noktas1 hem sag sacilmis hem de sol sagilmis nokta ise ¢’ ye izole nokta denir [2]. # <supT
ve o(r)=1¢ ise t noktasina sag yogun nokta, eger ¢>infT ve p(¢)=t¢ ise ’ ye sol yogun
nokta denir [2]. Hem sag yogun hem de sol yogun noktalara yogun nokta adi verilir.

p(r)=o(t)-t seklinde tanimlanan g:T —>[0,00) fonksiyonuna sigrama fonksiyonu
denir [2]. T zaman skalasi, m sol sa¢ilmis maksimum noktasina sahip ise T K- -{m}

olarak aksi halde T* =T olarak tanimlanmir. f© :T — R fonksiyonu her ¢ T igin

bigiminde tanimlanir [2].
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Noktalarm siniflandirilmasi,

¢ sag sagilmis nokta ise 7 < O'(l)

t sag yogun nokta ise o (1) =t

t sol sagilmig nokta ise  p (1)<t

t sol yogun nokta ise p(t)=t¢

tizole noktaise p(¢)<t<o(t)

t yogun nokta ise p(1)=t=o(t)
olarak tanimlanir [2].

Tanmm 5.3. T zaman skalasindaki ¢ ve b noktalar1 icin a<b olsun. [a,b]T ve [a,b)T

araliklart sirast ile
[a,b] =[a,b]"T={teT:a<t<bj
[a,b)T =[a,b)"T={teT:a<t<b}
seklinde tanmlanir. Buradaki[a,b],[a,b)araliklar1 [ °deki kapali ve yar1 kapali

araliklardir [2].

Tanim 5.4. f: T — [ bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu tiim sag yogun noktalarda

stirekli ve tiim sol yogun noktalarda sol limiti varsa f fonksiyonuna rd-—siirekli denir [2].

Tanmm 5.5. f:T —[J bir fonksiyon olsun. /" in T deki tiim sag yogun noktalarda sag

limiti, tiim sol yogun noktalarda sol limiti varsa f fonksiyonuna regiile fonksiyon adi verilir

[2].

Teorem 5.6. Kompakt bir aralikta her regiile fonksiyonu smnirhdir [2].
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Ispat. Kabul edelim ki f :[a,b]—)D fonksiyonu smirli olmasin. Yani her nell i¢in

‘f(tn )‘ > n olacak sekilde ¢, €[a,b] olsun.
{thinell }C[a,b]

oldugundan {tnk} seklinde {tn} dizisinin yakimsak bir alt dizisi vardwr. Yani bazi

kel

o € [a,b] icin

lim tnk =1
k—

olur. {t"k kel }c T ve T kapali oldugundan ¢ eT dir. Yukaridaki esitlik nedeniyle

to noktasi izole nokta olamaz. Ciinkii 7 noktasma lstten ya da alttan yakinsayan bir alt

dizi vardir. Yani her iki durumda da f fonksiyonunun limiti regiilelige gore sonlu olur. Bu

ise kabuliimiiz ile ¢elisir.
5.2. Zaman Skalasinda Olgii Teorisi

T’ nin [a,b)={teT:a<t<b; abeT} scklindeki tiim sagdan agik soldan kapali
araliklarinin ailesini 3 ile tanimlayalim. Burada a =5 oldugunda [a,b) =[a,a) olur ki

bu ise [a,b) araligmin bos kiime oldugu anlamina gelir.

TeoremS.7 3; = {[a,b) alt<b; abeT,a< b} seklindeki J; sinifi T nin altkiimelerinin

bir yarihalkasidir [7].

Tamim 5.8. 3, T’nin altkiimelerinin bir yarthalkasi olsun. Bu durumda mj : 3] —[0,0]

fonksiyonuna 3 smifina ait her [a,b) araliginin goriintlisiinii o arali§in uzunluguna

karsilik getiren kiime fonksiyonu denir [7].

Yani, my : 3] —[0,00] kiime fonksiyonu her [a,b) e Jj i¢in

m ([a,b)) =b-a
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seklinde tanimlanir.

Teorem 5.9. [a,b)T,[al,bl)T,...esl icin [a,b) cUz [al, Z)T olmasi i¢in gerek ve

yeter sart [a,b),[ay,by),...€ S olmak iizere [a,b)c U2 [al, ;) olmasidir. Yani,

[a,b)T c U;’il[al-,bl-)T [a,b) U [al, b;)
dir.

Ispat. (<:) Kabul edelim ki [a,b),[a1,b)),...€ S olmak iizere [a,b)c U2 [al, ;) olsun.

Kapsama bagintisinin her iki tarafinin T ile arakesiti alinirsa;
T[a,b) e T (U2, [a5.h) = U2y ([ai-5:) A T)

[a,b)T c U;x;l[al-,bl- )T

elde edilir.

(:>) [a,b)T c U?il[aiabi)T olacak sekilde [a,b)T ,[al,bl)T ,...€ 31 olsun. Bu durumda
[a,b) < U2 [al, ;) oldugunu gosterelim. Bunun igin 7y €[a,b) olsun. Eger 7 € Tolursa

o € [a,b)T olur ki bu ise hipotezden ¢ € Ui [al,b )T olmasimi gerektirir. Buradan

U(z?il[al"bi )T =T ﬁ(U(l.x;l[al',bl' ))
oldugundan, 79 € U7, [;,5;) elde edilir.

Simdi ¢ e[a,b) ve 19eT olsun. Bu durumda tog[a,b)ler. Kabul geregince

) eUl 1[al,b

to %Ul l[al’ )

10 & U [al, )T olurkibuda 75T ve olmasi demektir.
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Fakat zaman skalasma yOnelik yapilan arastirmalar sonucunda sunu soyleyebiliriz ki; en

az bir i e[l i¢in #g e|[a;,b; )T dir. Diger taraftan Jie[ igin,
[al-,bi)T c [al-,bi)
oldugundan 7 € [q;,b;) olur. Buradan, 79 € U2, [4;,5;) bulunur.

Teorem 5.10. Tamim 5.13” deki 3y smifi iizerinde my ([a,b))=b—a olarak tammlanan

my kiime fonksiyonu sayilabilen toplamsal bir dl¢tidiir [7].

Ispat. m) kiime fonksiyonunun 6l¢ii olmasi i¢in Teorem 2.18” in sartlarinin saglandigini

gormek yeterlidir.

i. b=a alinirsa
my (D) =my ([a,a)) =a-a=0
oldugu agiktir.
il [a,b) . [a1,b1) 1 seens | s By )T € 31 olmak iizere U?zl[al-,bl-)T c [a,b)T

olsun. Genellikten bir sey kaybetmeksizin
a<a<b<ap<by<..<a,<b,<b

oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda
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elde edilir.

iii.  [a,0)p.[a1,by)p . € 3| olmak dizere [a,b)r U?il[ai’bi)T olsun. Bu

durumda [a,b)c U‘l?il[al-,bl-) olmas1 gerektigini Teorem 5.14° ten sdyleyebiliriz.

a =b durumu agiktir.

a<b olsun. ¢ >0 sayisimi & <b—a olacak sekilde secelim. 6 >0 sayisi da keyfi olmak

uzere

[a,b-¢]c U?il[ai —?,bi]

yazilabilir.
[a,b—g] c [a,b) c U;.’il[ai,bi) c U?il[ai —%,bi]
2

Heine — Borel teoremi geregince
b-glc UK —9 b
[a’ g] Ul:l(anl 2nl H nl ]

olacak sekilde (a"i _;Ti’b"i] araliklar1 vardir. (z‘ :1,2,...,k)

Boylece
my ([a,b)T)—g =b-a-¢

- [a, b— g] araligmm boyu
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bulunur. £ ve § keyfi oldugundan

o0

m ([a.b)y )< Elml ([ai-:) )

elde edilir.
Tamm S5.11. 3J; ailesinde tanimli m; kiime fonksiyonunun Carathéodary genislemesi

uA olarak tanimlanir. ua’ ya T’ de Lebesgue Delta 6lgtisti adi verilir [7].

Tamm 5.12. E, T nin herhangi bir altkiimesi olsun. m (&) =0 olacak bi¢imde bir

my : 31 —[0,00] 6l¢ii fonksiyonu yardimiyla

o0
mik(E):inf{ > m (V;):EcUR Vi Vi esl}
i=1

seklinde tamimlanan m{ :P(T)—>[0,0] fonksiyonunu gozoniine alalim. Eger 3

smifinda £ U‘l?ilVl- olacak sekilde V; kiimeleri yoksa mik (E ) = oo tanimlayalim.

Bu sekilde tanimlanan mik fonksiyonuna my Ol¢li fonksiyonunun trettigi ( dogurdugu ) dis
olcii denir [7].
Tanim 5.13. E, T’ nin bir altkiimesi olsun. Eger her A T i¢in,

%k

m) (A):mi"(AmE)+mi"(AmEf)
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esitligi saglaniyorsa E kiimesine mik -Olciilebilir veya A-—olgiilebilir kiime denir [7].

(Ef =T- E)
Tiim delta 6lgiilebilir kiimelerin sinifi M (m?) ile gosterilir.

Teorem 5.14. T’ nin tiim mik -Olgiilebilir alt kiimelerinin sinifi olan J%(m?) bir o—
cebirdir [7].

Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

Teorem 5.15. mik dis Olgiistiniin M (m?) "a kisitlamasi olan  pup, M (m?) "da sayilabilen
toplamsal bir ol¢tidiir [7].
Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

Teorem 5.16. J; smifinin tiim elemanlar1 A—olgiilebilirdir [7].

Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)
Teorem 5.17. mik dis Olgiisii mp ° in bir genislemesidir.

Yani VA e 3| igin my(A4)=mf (A4) dir [7].
Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

my Olgiisii tarafindan {iretilen mik dis Olgiisii yukaridaki teorem geregince my’in bir

genislemesidir. Bu genislemeye my ’in Carathéodary genislemesi adi verilir [7].

Tanim 5.18. Zaman skalasindaki bir 6nerme o6lgiisii sifir olan bir kiimenin tiimleyeni

tizerinde dogru ise bu 6nermeye A—h.h.y. saglanir denir [7].

Teorem 5.19. { En} , T7 deki kiimelerin artan bir dizisi ise
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HA (Uj’f:l En) = lim up(Ep)
n—»0

, eger azalan bir dizisi ise

aa (G Bn) = lim i ()

esitligi mevcuttur [7].

Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

Teorem 5.20. Herhangi bir {ry} = T tek nokta kiimesi m| —dlgiilebilirdir.

Ispat. VAT igin

mik (A) = mik (A m{to})+ mf (A —{to})
esitliginin saglandigin1 géstermeliyiz [8].

to & A olursa sonug agiktir. ¢ € 4 olsun. Eger max T e 4 ise yukaridaki esitlik saglanir.

Kabul edelimki AT - {rnaxT} olsun. Bu durumda

*

mj (A)Smik (Am{to})+mik(/l—{to})

esitsizligi daima dogrudur. Esitsizligin diger yoniini gostermek bizim i¢in yeterli olacaktir.

Ujet[ai.b;). 1 <0
m| (A4) :inf{ Y (bj—aj):Ac Uiel[ai,bi);ai,bi eT,a; <b;,1c N}
iel
olacak sekilde 4 kiimesini kapsayan araliklarin sayilabilir birlesimi olsun. A-{to} ve
{to} ‘1 kapsayan araliklar1 tanmmmlayalim. Eger en az iell i¢in f)¢ [ai,bi) olursa,

A-{tp}bu aralik tarafindan kapsamr. Eger en az ie[l igin #e[a;,b;) olmasi

durumunda ise [a;,b;) aralgmmn {7} 1 ihtiva eden [#y,0(f9)) alt arahgm bulmak
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miimkiindiir. Buradan [a;.,b;)~[ 19,0 (19))=[aj.t0) [ o (t0).b;) olur ki [a;,19) veya
[0 (10 ),bl-) araliklarindan herhangi biri bostan farkli olursa bu durumda o aralik 4 - {to}

kiimesini kapsar. Tiim [ai,bi) araliklarin1 g6zoniinde bulundurarak gerekli iki kapsamayida

elde ederiz. Ustelik her iki kapsama durumunda araliklarin uzunluklari toplami

> (bi —al-) toplamina esittir. Sonug olarak
i€l

*

mj (A)Zmik (Am{to})+mf< (A—{to})

esitsizligi saglanir.

Kabul edelim ki T sonlu maximum #y, noktasimna sahip olsun. Eger #j noktasi sol yogun

nokta olursa bu durumda
X=T —{to} = ?il[al',bl')

olacak sekilde [al-,bl-) € 31 araliklar1 vardir. Dolayisiyla X kiimesi A-olgiilebilirdir . £

noktasi sol sagilmis nokta olsun. Bu durumda X =T - { (1 )} = U‘l?il[al-,bl-) seklinde yine
31 smifina ait araliklar mevcut oldugundan X , A-dlgiilebilir bir kiime olur. Diger

taraftan {to} tek nokta kiimesi
{to}=T-X

biciminde A-odl¢iilebilir iki kiimenin fark: olarak ifade edildiginden dolayr A -—dlgiilebilir
bir kiimedir. Fakat {to} tek nokta kiimesi Jj ailesinin araliklarinin sonlu veya sayilabilir

birlesimleri cinsinden ifade edilemez. Dolayisiyla {9} tek nokta kiimesinin ve {79} "1

ihtiva eden T” nin A Ol¢iilebilir altkiimelerinin A 0l¢iisii sonsuza esittir.

Teorem 5.21. T-{maxT} * deki her 7y i¢in {rg} tek nokta kiimesi A-é&lgiilebilirdir ve

A —0lgiisii
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ua({ro})=<(10)-10
seklinde tanimlanir [7].

Ispat. Eger # noktasi sag sagilmis nokta ise {fy} = [to,a(t())) € 3] olur ki 3y smifinin

tiim elemanlar1 A-5lgiilebilir oldugundan {fy} A-&lgiilebilirdir ve Slgiisii

ua (tto}) =mi ({ro}) =mi ([10.0 (19))) =& (10) ~19

seklindedir.

Simdi de #; noktasmnin sag yogun nokta oldugunu kabul edelim. Bu durumda T’ nin

noktalarinin azalan bir {1 } dizisi vardir dyle ki #5 > tq ve 1y — o’ dir. Dolayisiyla

[t(),tl) D [t(),tz) D... Ve {to} = ﬂ%ozl[to,tk)

olur. Ayrica {to} tek nokta kiimesi A—ol¢iilebilir kiimelerin sayilabilir arakesitleri olarak

ifade edildiginden A-olgiilebilirdir . Teorem 5.24 yardimuiyla 6lgiisii

ua ({ro}) = ma (N r01)) = Jim u ([r0-)) = Jim (1 ~10) =0

olarak bulunur.

Teorem 5.22. a,b e T olmak lizere a<b ise

ii. UA ((a,b)):b—a(a)

a,b e T-{maxT} olmak iizere a<b oldugunda
iiii. up ((a.6])=0(b)-0(a)

111



iv. UA ([a,b]):a(b)—a
esitlikleri vardir [7].

Ispat.i. up ([a,b)) =m ([a,b)) = b —a oldugundan i durumu agiktur.

ii. [a,b)={a}U(a,b) seklinde ifade edebiliriz. Bu esitligin A-6lgiisii alinrsa;

un ([a:0)) = ua (fa})+ 1 ((a.0))

b—a=oc(a)-a+pp ((a,b))
elde edilir ki bu ise bizi istenilen sonuca gotiiriir.

ii. (a,b] araligr (a,b]=(a,b)U{b} seklinde yazilabilir. Buradan

ua ((a.0])= pa ((@.6))+ 1 ({2})
olup (i) ve teorem 5.26 yardimiyla
s ((@:8]) = (a) +o(8)-b =0 ()~ (a)
bulunur.
iv. Benzer sekilde [a,b] araligi da [a,b]={a}(a,b] bigiminde ifade edilir. Dolayisiyla
bu arahgm Slgiis,
up ([a.b]) =0 (b)—a olur.
Simdi kisaca, zaman skalasinda Lebesgue V —6l¢ii kavramini verelim.

Iy smifit T’ nin (a,b]={a<t<b; abeT,a<bh} seklindeki tiim soldan agik sagdan
kapali araliklarm bir sinifi olsun. Bu araliklar sisteminde b =a alinirsa (a,a] = olur. bu

sekilde tarif edilen 35 smufi T’ nin altkiimelerinin b1 yarihalkasidir [7].
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my : 3y —[0,00] fonksiyonu her (a,b]e JIj iin

m) ((a,b]) =b-a

~

seklinde tanimlanan bir kiime fonksiyonu olsun. Bu kiime fonksiyonu 3, simufinda

sayilabilen toplamsal bir 6l¢iidiir ve asagidaki durumlari saglar.
i. my ((a,b]) =b—a>0 oldugundan b =>a olur.
ii.  Herhangibir aeT igin my (@)=my((a,a])=0 dur.

jii. (a1.b1].(a2,b7 ].... € Ip olmak iizere i= j igin (al-,bl-]m(aj,b 'JZQ olsun.

Bu durumda

olur [7].

3, ailesinde tanimli mp kiime fonksiyonunun Carath€odary genislemesi py ile

tanimlanir [7]. wuy ¢ ya T’ de Lebesgue Nabla olgiisti ad1 verilir. Tiim nabla dlgiilebilir

kiimelerin smifi JM* (mE) ile gosterilir.

E T bir kiime olsun. myp (&) =0 olacak sekilde bir my : Iy —[0,0] dlgii fonksiyonu

yardimiyla ,

o0
mz*(E):inf{ > my (Vi) EcU ViV 652}
i=1

seklinde tanimlanan my™ :P(T)—>[0,0] fonksiyonunu gozoniine alalim. Eger 3J;
siifinda E cU‘l?ilV} olacak sekilde V; kiimeleri yoksa my" (E)=oco tanimlayalim. Bu

sekilde tanimlanan mz* fonksiyonuna my 6l¢ii fonksiyonunun trettigi dis 6l¢ti denir [7].
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Teorem 5.23. T-{minT} ‘deki her fy icin {r} tek nokta kiimesi V—&lgiilebilirdir ve

Sleiisii gy ({to}) =10 —p(19) olarak tanimlanir [7].

Teorem 5.24. a,b € T olmak lizere a<b ise,

uy ((@b))=b-a ve my((ab))=p(5)-a

a,b €T -{minT} o.i. a<b oldugunda ise

ny ([a,b)):p(b)—p(a) ve uy ([a,b]):b—p(a) olur [7].

5.3. A-Olgiilebilir Fonksiyolar

Tanim 5.25. /: T > [ * tanimli bir fonksiyon olsun. Eger Va el] i¢in

f_1 ([—w,a))z{teT:f(t)<a}

kiimesi A-o6lgiilebilir i1se bu durumda f* fonksiyonuna A-olgiilebilir fonksiyon denir [7].

TeoremS5.26. FE T kimesi A-dlgilebilir bir kiime olmak iizere f E—>0F

fonksiyonu i¢in asagidaki durumlar denktir:

i. Vaell igin 4y ={teE: f(t)<a} kimesi A-blgiilebilirdir.
ii.  Vael i¢in By={teE:f(t)>a} kiimesi A-dlgiilebilirdir.
iii. Vael igin Cy={teE: f(t)<a} kiimesi A-dlgiilebilirdir.
iv. Vaell i¢in D, z{ (t) > a} kiimesi A-o6lgiilebilirdir.

Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

Teorem 5.27. f fonksiyonu, E c T’ de A-odlgiilebilir bir fonksiyon ve f = gA-h.h.y.
ise g fonksiyonu da A —dlgtilebilirdir [7].

Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)
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Teorem 5.28. f ve g, E < T kiimesinde tanimli reel degerli A-—olgiilebilir fonksiyonlar

ve c €[] olsun. Bu takdirde

cf,f+g.f—g, fgsup f,inf [, limsup f;;,liminf £, Veé

fonksiyonlar1 da dlgiilebilirdir [7].
Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

Teorem 5.29. {f, (1)}, EcT kiimesindeki A-olgiilebilir fonksiyonlarm bir dizisi

olmak iizere f,,(¢)— f () olsun. Bu durumda f(¢) fonksiyonu da A - 8lgiilebilirdir [7].
Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

Teorem 5.30. fi(¢), f>(¢) fonksiyonlar: T zaman skalasinin élgiilebilir altkiimelerinde

taniml1 A—0lgiilebilir fonksiyonlar ise

max{fl (t),f2 (t)} ve min {fl (t),f2 (t)}
A — blgiilebilirdir [7].
Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

Teorem 5.31. A-olgiilebilir bir £ kiimesinde taniml1 sabit her fonksiyon A-dl¢iilebilirdir
[7].

Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

Teorem 5.32. fi,/>:EcT—0 " fonksiyonlar1 A-8lgiilebilir ise, {t: fi(t)< (1)}

kiimesi de A — dl¢iilebilirdir [7].

Ispat. ( Aliprantis and Burkinshaw)

Tammm 5.33. f:T—>[ * bir fonksiyon olmak iizere;

£ =max (0.0}, 17 ()= max {1 (1).0}
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seklinde tanimlanan f *ove f~ fonksiyonlarmma T iizerinde tanimli negatif olmayan

fonksiyonlar denir [7]. Ayrica

rr=3r1+r) ve 17 =3(1-1)

N |—

esitlikleri vardir.

Teorem 5.34. f:EcT—0" fonksiyonu A-Glgilebilir ise |f

[7].

¢ de A-odlciilebilirdir

Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

Teorem 5.35. f:EcT—I[ >kfonksiyonunun A—-dlgiilebilir olmasi icin gerek ve yeter

sart f *ve f~ fonksiyonlarinin A-6lg¢iilebilir olmasidir [7].

Kolaylik agisindan A-6l¢iilebilirlik tanimini asagidaki gibi verebiliriz.

Tamim 5.36. f:T — Tbir fonksiyon olsun. her 1< T ag¢ik araligi i¢in f_1 (I), o-

Olciilebilir ise bu durumda f fonksiyonuna A-6lgiilebilir fonksiyon ad1 verilir [8].

Teorem 5.37. Tam olarak ayrik bir T zaman skalasinda tanimli bir f* fonksiyonu A-

slciilebilirdir [8].

Ispat. Onceki bilgilerimizden sdyleyebiliriz ki tek nokta kiimesi ve herhangi tek nokta
kiimelerinin sayilabilir birlesimleri A-6l¢iilebilirdir. Bu durumda T zaman skalasi tek nokta

kiimelerinin sayilabilir birlesimleri cinsinden ifade edilebilir. Boylece T, A-Glgiilebilirdir.

Diger taraftan bu zaman skalasinda tanimli /* fonksiyonu i¢in f _1(1), yani f altinda

herhangi bir agik araligin ters goriintiisii

-1
(M) =02 {4}
seklinde tek nokta kiimelerinin sayilabilir birlesimi olarak ifade edilebilir. Dolayisiyla

f -1 (I) A-6lgiilebilir olur ki bu ise dlgiilebilirlik tanimindan f fonksiyonunun 6l¢iilebilir

olmas1 anlamina gelir.
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Bu teorem bir zaman skalasinda tanimli herhangi bir fonksiyonun A-
Olciilebilirliginin izole noktalara sahip oldugunu ifade eder. Zaman skalasini yogun
noktalar olarak degil izole noktalara sahip olarak dikkate almaliy1z. Aksi halde bu gercegi
diger zaman skalalarinda tanimli tiim fonksiyonlar i¢in genellestiremeyiz. Ciinkii sag
yogun noktalarda bir fonksiyonun karakterini ve herhangi bir agik araligin ters

gortintiisiiniin A-6l¢tilebilir olup olmadigini bilemeyiz.

Simdi de V —0lciilebilir fonksiyon kavramini kisaca ifade edelim.

f:T->l * bir fonksiyon olsun. Eger Va e[l i¢in

f_]((a,w])z{teT:f(t)>a}

kiimesi V —olgtlebilir ise bu durumda f fonksiyonuna V —dlgiilebilir fonksiyon denir
[7]. Ayrica delta Olciilebilir fonksiyonlarma ait teoremler benzer sekilde nabla Slgiilebilir

fonksiyonlar i¢cin de insa edilebilir.

5.4. Lebesgue A - integrali

Tanim 5.38. E T, A-6lgiilebilir bir kiime, S:T —[0,00) fonksiyonu 4; = {z :S(1) = ai}
n

olmak tizere S= Y a;y 4 olacak sekilde A-ol¢iilebilir basit bir fonksiyon olsun. Bu
i=1

durumda S’ nin £ iizerinde Lebesgue A- integrali,
n
I S(s)As= 3 ajup (4N E)
E i=1
seklinde tanimlanir [7].
Teorem 5.39. {E,} , A-Olciilebilir kiimelerin artan bir dizisi, S, E= lim E;
nell J—>0 J

kiimesinde negatif olmayan A-Glciilebilir basit bir fonksiyon olsun. Bu durumda

[ S(s)As = lim | S(s)As
E J_>°OEj
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esitligi saglanir [7].
Ispat. S, A-6lgiilebilir her 4; kiimesinde g; degerini alsin. Bu durumda

) S(S)ASZ g az'/JA(Ai ﬁE])

E] l=1

olur ki, bu esitligin her iki tarafinin j tizerinden limiti alinirsa,

n
lim [ S(s)As= lim 3 ajup (4 NE;)
J®E J®i=]

n
= Zai lim ﬂA(AimEj)

=l Jo®
L o0
- .Zlai“A(szl(Ai “EJ))
1=

S804

bulunur.

Tanim 5.40. Ec T kiimesi A-Olciilebilir bir kiime, f :T—)[O,oo] ,A-0l¢iilebilir bir

fonksiyon ise f fonksiyonunun £ iizerinden Lebesgue-A integrali,

[ f(s)As=sup [ S(s)As
E E

olarak tanimlanir [7].

Teorem 5.41. (Beppo Levi). { f”}neD , A-Olciilebilir bir £ kiimesinde A-integrallenebilir

fonksiyonlarm bir dizisi, her n €l i¢in
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Fn(£)< fra1 (£) Ahhiy.ve lim [ £, (s)As <oo

n—o g

olsun. Bu takdirde f,, T 1 ve [ f;,(s)AsT [ f(s)As olacak sekilde A-integrallenebilir
E E

bir / fonksiyonu vardir [7].
Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

Teorem 5.42. (Fatou Lemmasi). {f”}neD’ her n igin f, ()20 A-hhy. ve

liminf | £}, (S)As<oo sartlar1 altinda A-integrallenebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun.
E

Bu durumda liminf £}, (t) A-integrallenebilirdir ve

[ liminf £, (s)As <liminf < [ f;, (s)As
E E

esitsizligi saglanir [7].
Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

Teorem 5.43. (Lebesgue Yakinsaklik Teoremi). E kiimesi A-Olctilebilir bir kiime,

g, /1, /2,...fonksiyonlar1 A-integrallenebilir, her bir n i¢in | fn| <g A-h.h.y. olsun. Eger

Jn — f A-h.h.y. ise bu durumda f fonksiyonuda A-integrallenebilir olup,
lim [ f, (s)As = [ lim fy, (s)As = [ f(s)As
E E E

esitligi vardir [7].

Ispat. (Aliprantis and Burkinshaw 1998)

Simdi de kisaca Lebesgue V —integral kavramini tanimlayalim.
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EcT, V-olgilebilir bir kiime, S:T—>(a,] fonksiyonu 4 ={¢:5(t)=q;} olmak
n

lzere S = Y ajx 4, seklinde V —o6l¢iilebilir basit bir fonksiyon olsun. Buradan S
i=l1

fonksiyonunun £ kiimesi iizerinden Lebesgue V —integrali,
n
] S(s)Vs= X ajuy (4N E)
E i=l1
bi¢iminde tanimlanir [7].

E c T kiimesi nabla dlgiilebilir bir kiime olmak iizere f:E — R fonksiyonu nabla
Olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonunun E kiimesi iizerinden

Lebesgue nabla integrali | f(s)Vs seklindedir [7].
E

5.5. Lebesgue A —integrali ile Riemann A —integrali Arasindaki Baginti

Teorem 5.44. [a,b) , T’ de yar1 kapal1 sinirlt bir aralik, f fonksiyonu [a,b) araliginda reel

degerli smirli bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu a’dan b’ ye Riemann A-
integrallenebilir ise bu takdirde ffonksiyonu [a,b)” de Lebesgue delta integrallenebilirdir.
Ayrica,

b

Rl f(t)Ae=L [ f(0)Ar

a [a,b)

olur. Burada R ve L sirasiyla Riemann ve Lebesgue integralleridir [7].

Ispat. Kabul edelim ki f fonksiyonu «’ dan »’ ye Riemann delta integrallenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu durumda &j >0 olmak iizere [a,b) arahgmmn
P :a:t(()k) <t1(k) <...<t(k) =b (k> o5, —>0)

olacak sekilde bir P, par¢alanmasi vardir ki
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Py € pg; Ve U(f.P)-L(f,P)<

=

olur. Ayrica hipotez geregince

b
lim U(f,P )= lim L(f,P)=R] [ (1)t 5.1
a

k—o0 k—o0

esitliginin varligindan s6z edebiliriz.

i=12,...n(k) ve te{tl(k) t(k)] igin

—1°%

Ml.(k)zsup f(t):te tl(fl)tl(k) , ml(k)zinf f(t):te tifl),tl(k)
A4) )

olacak sekilde fonksiyon dizilerini alalim. Bu durumda (gok),(gbk) dizileri sirasiyla A-

Olgtilebilir basit fonksiyonlarin azalmayan ve artmayan dizileridir. Dolayisiyla her & i¢in

Pk < Qk+1> Phk+1 <Pk 5.2

Ok S <9k 5.3

L [ op(t)Ar=L(f.P), L [ ¢(t)Ae=U(f,F) 5.4
[a,b) [a,b)

ifadeleri yazilabilir. f fonksiyonu sinirli oldugundan (gok),((bk) dizileri de smirli olup

monotondurlar. Buradan

p(t)= lim @i (t) ve ¢(¢t)= lim ¢ (¢) 5.5
k—>o0 k—

limit fonksiyonlar1 vardir. (5.3) ifadesinde k—oo olursa,

(1)< f(1)<¢(2) 5.6
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esitsizligi elde edilir. Burada ¢ ve ¢ fonksiyonlari, A-Olgiilebilir ¢y, ¢y fonksiyonlarmin

limitleri olarak A-0Olciilebilirdir. Lebesgue yakinsaklik teoremi yardimiyla (5.4)

esitliginden,
L [ o(t)At=lim L | gp(t)Ar, L | ¢(0)Ar= lim L [ ¢ (1)As 5.7
[a,b) k— [a,b) [a,b) k— [a,b)

bulunur. Diger taraftan (5.4) esitliklerinde k& — oo i¢in

lim L | ¢g(1)At= lim L(f,P), lim L [ ¢g(r)Ar= lim U(f,B) 5.8
k—0 [a,b) —>0 k—0 [a,b) —>0

olur. (5.7) ve ( 5.8) esitliklerinden

lim L [ @p(1)At= lim L | ¢k(t)At:lejf(t)At 5.9
k—>0 [a.b) k—>0 [a,) a
b
L [ o(t)ar=L [ ¢(t)At=R] f(t)At 5.10
[a.0) [a.0) a
olur ki buradan
L | ((t)-(t))r=0 5.11
[.b)

esitligi yazilabilir. [a,b) araligindaki her ¢ i¢in ¢(¢)—¢(¢)> 0 oldugundan
¢(1)-9(1)=0 A-hhy. 5.12
olur. (5.12) ve (5.6)  den [a,b) araliginda delta hemen her yerde
f(1)=o(t) 5.13

esitligi saglanir. Buradan takip edilir ki f fonksiyonu [a,b) araliginda Lebesgue A-

integrallenebilirdir.

122



Teorem 5.45. f, T zaman skalasmin yar1 kapali smirh [a,b) araliginda tanimli bir
fonksiyon olsun. Bu f fonksiyonunun Riemann delta integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve
yeter sart f in siireksiz oldugu [a,b) > nin tiim sag yogun noktalarin kiimesinin delta 6l¢tisii

sifir olmalidir [7].

Ispat. Kabul edelim ki f fonksiyonu o’ dan b’ ye Riemann A-integrallenebilir olsun. Her
pozitif k& tamsayist i¢in P, [a,b) > nin bir par¢alanmasi, @f,¢f,p,¢ fonksiyonlar: da

Teorem 5.50° nin ispatindaki gibi tanimlansin. Ayrica,

A:U(;COZIP/(, A,,dz{te[a,b):teAVetsagyogun} 5.14
G={te[a,b):f,t'de sﬁreksiz}, Gyq ={t € G :t,5ag yogun} 5.15
A={te[a,b):qo(t)¢¢(t)} 5.16

kiimeleri verilsin. [a,b) araligindan bir ¢ noktasi alalim 6yle ki
p(t)=1(t)=¢(t) ve teA

5.17

olsun. Bu takdirde f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli olur. Aksi halde & >0 ve lim¢ =t
olacak sekilde bir (t j) dizisi vardir ki her j i¢in ‘ f (t j)_ f (t)‘Zg esitsizligi saglanr.
Ancak  ¢(1)=¢(1)+¢€ esitsizligi (5.17) durumuyla celisir. Yani f fonksiyonu ¢ de
stireklidir. [a,b) > nin tiim ¢ sag yayilmis noktalar1 i¢in (5.17) esitligi saglanir. Hakikaten
[a,b) > nin tiim sag yayilmis noktalar1 A’ nin elemanidir. Yani bu noktalar parcalanma

noktalaridir. Boylece [a,b) > nin tiim ¢ sag yayilmis noktalar1 ve yeterince biiylik £’ lar i¢cin

o (1) = ok (1)= 1 (1)

olur ki buradan ¢(Z) = qo(t) olur. Ayrica
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Grg <(AUAg) 5.18

kapsama bagmtis1 vardir. Teorem 5.50° nin ispatindaki (5.12) esitligi araciligiyla

HA (A) =0 olup, AcA ve A,y A kapsama bagmtilarindan pa (Ard ) =0 oldugu

aciktir. Diger taraftan (5.18) ‘den uA(G,,d)zo elde edilir. Bu ise f fonksiyonunun

stireksiz oldugu tiim sag yogun noktalarinin delta 6l¢iistiniin sifir olmasi anlamma gelir.

Simdi de f fonksiyonunun siireksiz oldugu [a,b) araliginin tiim sag yogun noktalarinin
kiimesinin delta Olgiisiiniin sifir oldugunu kabul edelim ( pp (Gmr) =0). Her pozitif £ i¢in

(k= o,5k >0) 0.5. 5 >0 ve P € pg), " da
By :a:t(()k)<t1(k)<...<t(k) =b

seklinde [a,b] araliginmn bir parcalanmasi, @ ,df,p,¢ fonksiyonlar: yukarida ki gibi

olsun. Burada her k ve 7 €[a,b) igin

Ok <Qk+1> k1 <P, Ok <S¢

¢(t)= lim ¢ (1), ¢(t)= lim Pk(t)> p(1)< f(1)<¢(2)

k—o0 k—o0

bagmntilarmi yazabiliriz. Eger te[a,b) sag yogun nokta ve f fonksiyonu ¢ noktasinda

stirekli ise bu durumda verilen bir ¢ >0 i¢in 6 >0 sayis1 vardir 6yle ki sup f —inf f <&

kalir. Burada supremum ve infimum

(t-6.0+6)={sela,b):1-6 <s<1+5}
tizerinden almir. Yeterince biiyiik £* lar i¢in ¢” yi igeren P 'nin bir alt aralig1 (Z -0,t+0 )
arahgnin i¢indedir. Dolayistyla ¢ (¢)— ¢y (¢) <& olur. Ancak & sayisi keyfi oldugundan

¢(t)=¢(¢) olur. t€[a,b) noktast sag yayilmis nokta olursa ispatmn ilk kismindan yine

¢(t) = qo(t) oldugunu sdyleyebiliriz. Yani ¢ noktasinin her iki durumu i¢in esitlik saglanir.
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O halde 4 c G;; kapsama bagintis1 vardir. Kabul geregince up (G,,d) =0 oldugundan

UA (A) =0 olur ki bu ise [a,b) araligmda

¢(1)=o(t) A-hhy.

olmas1 demektir. Delta hemen her yerde esit olan fonksiyonlarin Lebesgue delta

integralleri de esit olacagindan

L pln=L | gl
[ab) ()

olup, (5.4) ve (5.7) ifadeleri dikkate alinirsa

lim U(f,P)= lim L(f,B)

k—o0 k—o0

esitligi elde edilir. Son esitlikten sunu ifade edebiliriz ki, f fonksiyonu [a,b) araliginda

Riemann delta integrallenebilirdir.

T ’deki her sag yogun noktanin A-6lgiisti sifirdir ( Teorem 5.26 ). Ayrica A-Glgiisiiniin
sayilabilir toplamsallik 6zelliginden, sonlu ya da sayilabilir her sag yogun noktalarmnin A-

Olgiisiiniin de sifir oldugunu rahatlikla soyleyebiliriz. Bir Onceki teoremin ifadesini

g6zoniinde bulundurursak, sinirli her f :[a,b) — [ fonksiyonu @’ dan b’ ye Riemann A-

integrallenebilirdir.

Ozellikle [a,b) araliginda sinirl ve siirekli olan her fonksiyon integrallenebilirdir.

Teorem 5.46. (a,b] aralig1 T zaman skalasinda yar1 kapali smirl bir aralik, f fonksiyonu

da bu aralikta reel degerli sinirli bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu a’ dan b’ye

Riemann V — integrallenebilir ise, f/ fonksiyonu (a,b] ‘da Lebesgue - V integrallenebilir

olup,
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esitligi mevcuttur [7].

Teorem 5.47. f, T’ nin smirh yar1 kapali (a,b] araliginda sinirlt bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonunun RiemannV — integrallenebilir olmas1 i¢in gerek ve yeter sart f
fonksiyonunun siireksiz oldugu (a,b] ‘nin tiim sol yogun noktalarinin kiimesinin V

Olciistiniin  sifir olmasidir [7].

126



KAYNAKLAR
[1] Charalambos D. Aliprantis, Owen Burkinshaw, 1998, « Principles of Real Analysis”,
California ,USA.

[2] Bohner, M. and Peterson, A. , 2001, “ Dynamic Equations on Time Scales: An

Introduction with Applications” , Birkhauser, Boston.

[3] John Wiley, 1999, “ Real Analysis: Modern Techniques and Their Applications”,

New York, Chichester, Weinheim, Brisbane, Singapore, Toronto.
[4] John N. Mcdonald, Neil A. Weiss, 2005, “ A Course in Real Analysis”, Singapore.

[5] Sterling K. Berberian, 1926, “ Fundamentals of Real Analysis”, New York, Berlin,
Milan, Tokyo.

[6] Royden, H. L., 1988, “ Real Analysis”, Macmillan, New York.

[7] Gusein Sh. Guseinov, 2003, “ Integration on Time Scales”, Elseiver Academic Press,

No. 285, pp. 107-127.

[8] Rzezuchowski, T., 2005. “A Note on Measures on Time Scales”, Demonstratio

Mathematica, Vol.38, No. 1 pp. 79-84.

127



OZGECMIS

Kisisel Bilgiler

Soyads, adi: SAHIN, Nazife

Uyrugu: T.C.

Dogum tarihi ve yeri: 18. 12. 1988 Burdur / Aglasun
Medeni hali: Bekar

Telefon: 0 507 751 21 56

e-mail: nazfe.sahin@gmail.com

Egitim

Derece Egitim Birimi

Yiiksek Lisans Usak Universitesi / Matematik B liimii
Lisans Usak Universitesi / Matematik Bolimii
Lise Isparta Gazi Lisesi

Yabanc Dil

Ingilizce

Hobiler

Kitap, Spor yapmak, Miizik

Mezuniyet Tarihi
2013
2010

2005

128



