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OZET

Bu arastirmanin amaci, 12. simf fen lisesi Ogrencilerinin matematiksel diigiinme
becerilerini 6zellestirme, tahmin, ispat ve genelleme basamaklari baglaminda incelemektir.
Arastirmada 6zel durum yontemi kullanilmistir. Aragtirmanin 6rneklemini, 2015-2016
egitim-6gretim yilinda, Usak ili, merkez ilgesinde bulunan bir fen lisesinin 12. sinifinda
O0grenim goren toplam 9 G6grenci olusturmaktadir. Calisma grubu belirlenirken amagsal
ornekleme yontemlerinden biri olan maksimum ¢esitlilik Ornekleme yontemi
kullanilmistir. Veriler arastirmaci tarafindan gelistirilen ve yazili cevap gerektiren 9
problemden olusan “Matematiksel Diisiinme Olgegi” ve dgrencilerle sorulara verdikleri
yanit odakli yapilan miilakatlar yoluyla toplanmistir. Veriler, betimsel ve igerik analiz
yontemi kullanilarak analiz edilmistir. Arastirma sonucunda, sorularin zorluk dereceleri
arttikga Ogrencilerin 0Ozellestirme egilimlerinin arttif1, Ozellikle genelleme ve ispat
basamaklarinda basarilarinin  diistiigii  belirlenmistir. Ogrencilerin  gerceklestirdigi
basamaklar en ¢oktan en aza sirasiyla ozellestirme, tahmin, genelleme ve ispat seklinde
siralanmistir. Ogrenciler ¢alismada konu edilmis olan bes tahmin tiirii arasindan sadece
Sonlu Sayida Ayrik Durumdan Empirik Tiimevarim veya Algiya Dayali Tahmin tiirtinden
tahminlerde bulunmuslardir. Arastirma sonuglari, Ogrencilerin en basarili olduklar
basamagin Ozellestirme basamagi oldugunu ve Ggrencilerin en yiiksek seviyeye sahip
olduklart basamagin ise genelleme basamagi oldugunu agiga c¢ikarmistir. Genelleme

basamaginda basarili olan Ogrencilerin tamamina yakim1 Radford ve Peirce (2006)



tarafindan tanimlanmis genelleme hiyerarsisinde en {ist seviye olan Sembolik Genelleme

tiiriinden genellemeler sergilemislerdir.
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ABSTRACT

The aim of this study was to investigate mathematical thinking skills of 12th grade science
high school students within the contexts of specialization, conjecturing, proving, and
generalization steps. The sample of the study was 9 twelfth grades students who were
studying in a science high school in centre district of Usak city on 2015-2016 academic
years. The study group was identified through one of the purposeful sampling strategies,
maximum variation sampling. Data were collected with a “Mathematical Thinking Scale”
developed by the researcher, consisting of 9 problems requiring written answers and
interviews with the students about their answers to the problems. Data were analyzed with
descriptive and content analysis method. At the end of the study, it was determined that as
the difficulty levels of the questions increase, students specialization tendency also
increased and achievements of the students decreased especially in generalization and
proving steps. The steps students performed well were specialization, conjecturing,
generalization and proving in decreasing order respectively. Among five types of
conjectures mentioned in the study, students used only two types of them; Empirical
Induction from a Finite Number of Discrete Cases and Perceptually Based Conjecturing.
Results also revealed that students had the best achievement level in specialization step and
they had the highest level in generalization step. Almost all of the students who were

successful in generalization step, made Symbolic Generalization type generalizations



which is the highest level in generalization hierarchy defined by Radford and Peirce
(2006).
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1. GIRIS

Oriintiiler ve iliskiler bilimi olan matematik (Kinard, 2006) bir bilim dali olmanin
Otesinde, yasamin hemen hemen her alaninda rol alan, hayatimizin 6nemli ve vazgecilmez
bir pargasidir (Siinkiir, lhan ve Kilig, 2012). Matematik sadece sayilar ve islemler igeren
bir bilim olmamakla birlikte diislinme, olaylar arasinda bag kurma, akil yiiriitme,
tahminlerde bulunma ve problem ¢dzme gibi onemli destekler saglayarak hayatimiza
katkida bulunur (Umay, 2003).

Giinlik yasamda karsilagtigimiz sorunlarin ¢6ziimiinde etkin bir rol oynayan
matematigin, diisiinme becerilerinin gelisimine yaptig1 katki ise gérmezden gelinemez bir
durumdur (Yenilmez ve Teke, 2008). Matematik Ogrenimi yoluyla 6nemli ve giiglii
matematiksel fikirler, bu fikirlerin nasil olusturulacagi ve bu fikirlerin dogrulugunun nasil
gosterilecegi Ogrenilir (Anthony ve Walshaw, 2002). Dolayisiyla matematik 6grenimi
stirecinde birey sadece islemler yapmayi 6grenmez (Tall, 2006) ayn1 zamanda bir diisiinme
sekli kazanir. Bu siirecte elde edilen diisiinme sekli ise matematiksel diisiinme olarak
adlandirilmaktadir (Keskin, Dag ve Altun, 2013).

Matematiksel diisiinme, bir diisiinme sekli olmanin yani sira ayn1 zamanda bilimsel
kiiltiir ve insani kiiltiir gibi insanligin en biiylik miraslarindan biri olan matematiksel
kiiltiirin de temsilcisidir (Kapur, 1976). Sternberg (1996) matematiksel diistinmenin iyi bir
yasam, Burton (1984) ise fikirleri anlamak ve onlar1 kullanmak i¢in gerekli oldugunu
belirtmistir. Bu nedenle matematiksel diisiinme sadece matematik¢ilerin degil, zaman
zaman herkesin ihtiyag duydugu bir diisiinme bi¢imidir ve bu nedenle ¢ok onemlidir
(Bukova-Giizel, 2008).

1.1. Arastirmanin Gerekgesi

Matematiksel diisiinmeyi gergeklestirebilme ve problemleri ¢6zmek ig¢in
matematiksel diisiinmeyi kullanabilme, matematik egitiminin en 6nemli amacglarindan
biridir (Stacey, 2006). Matematik Ogretiminin iyi bir seviyede yapilabilmesi igin
ogrencilerin matematiksel diisiinme siireglerine dnem verilmesi gerekmektedir (National
Research Council [NRC], 2001; MEB, 2005; Hughes, 2006; Stacey, 2006; Ogretmen

Yetistirme ve Gelistirme Genel Midiirliigii [OYEGM], 2009; akt., Oztiirk ve Akyiiz,
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2013). Dolayisiyla ilkogretim ve ortadgretim diizeyindeki Ogrencilerin matematiksel
diisinme becerilerini belirleme amagli g¢aligmalarin yararli olacagi diisiiniilmektedir
(Bukova-Giizel, 2008).

Hayatin hemen her alaninda hizli bir degisimin yasandigi giiniimiiz diinyasinda,
matematiksel diisinme becerilerine gereksinim giderek artmakta ve her alanda
matematiksel diisiinceye sahip olan bireylere ihtiyag duyulmaktadir. Bu durum,
matematiksel diisiinme ile ilgili ¢alismalarin artirilmasi gerekliligini ortaya koymakta
(Alkan ve Bukova-Giizel, 2005) ve matematiksel diisiinme hakkinda daha detayl bilgi elde
etmek icin derinlemesine arastirma yapilmasina duyulan ihtiyaci gostermektedir (Viitala,
Grevholm ve Nygaard, 2010).

Ulkemizde Milli Egitim Bakanhiginin (MEB) 2005 tarihli Ortadgretim Matematik
Programinda, somut olgusal iligkileri soyut terimlerle ifade edebilme ve genele ulasabilme
olarak tanimlanmis olan matematiksel diisiinmenin temelinde kesfetme, mantiksal iligkileri
bulma ve bu iligkileri matematiksel terimlerle ifade etmenin bulundugu belirtilmistir
(Oztiirk ve Akyiiz, 2013). Milli Egitim Bakanliginin 2013 tarihli 9, 10, 11 ve 12. Siflar
Matematik Dersi Ogretim Programinda ise giiniimiizde matematiksel diisiinme giicii
gelismis bireylere her zamankinden daha fazla ihtiyag duyuldugu ve programin temel
amaglarindan birinin, 6grencilerin matematiksel diisiinme becerilerini kazanmalar1 oldugu
ifade edilmistir (MEB, 2013a).

llgili literatiir incelendiginde matematiksel diisinme ile ilgili daha ¢ok
matematiksel diisiinme kavrami, olusumu ve dogasi (Wiener, 1923; Burton, 1984,
Sternberg ve Ben-Zeev, 1996; Dehaene, Spelke, Pinel, Stanescu ve Tsivkin, 1999;
Ginsburg, Cannon, Eisenband ve Pappas, 2006; Stacey, 2006; Cardella, 2008; Barwell,
2009; Argyle, 2012), matematiksel diisiinmenin gelisimi ve gelistirilmesi (Song ve
Ginsburg, 1987; Tall, 1995; Kubinova, Novotna ve Littler, 1998; Ginsburg, Klein ve
Starkey, 1998; Faivillig, 2001; Pape, Bell ve Yetkin, 2003; Baker ve Campbell, 2004;
Alkan ve Bukova-Giizel, 2005; Cengiz, Kline ve Grant, 2011), matematiksel diistinmede
yer alan siiregler (Davis ve McKnight, 1979; Yesildere ve Tiirniiklii, 2007; Scusa, 2008;
Mason, Stacey ve Burton, 2010; Arslan ve Yildiz, 2010; Lane ve Harkness, 2012; Keskin,
Dag ve Altun, 2013; Yildirim, 2015), farkli yas gruplarindan &grencilerin matematiksel
diistinme becerileri (Lutfiyya, 1998; Cai, 2000; Clarke, Cheeseman, Clarke, Gervasoni,
Gronn ve Horne, 2001; Cai, 2002; McDonough, Clarke ve Clarke, 2002; Mubark, 2005;



Wood, Williams ve McNeal, 2006; Karakoca, 2011) ve matematiksel diisiinmeyi fark etme
ve degerlendirme (Ginsburg, Jacobs ve Lopez, 1993; Tanner ve Jones, 2002; Jacobs, Lamb
ve Philipp, 2010; Fernandez, Llinares ve Valls, 2012; Liu, 2014) odakli ¢alismalarin
yapilmis oldugu goriilmektedir. Bunlara ilaveten tahmin (Tekinkir, 2008; Cilingir ve
Tiirnikli, 2009; Aslan, 2011), ispat (Arslan, 2007; Basturk, 2010; Imamoglu, 2010;
Caliskan, 2012; Aylar, 2014) ve genelleme (Yesildere, 2011; Akkan ve Cakiroglu, 2012;
Yilmaz ve Argiin, 2013) siireclerinin her birini ayr1 ayri ele alan ¢alismalara da
rastlanmistir. Bu ¢alismalar arasinda calismamiza benzer sekilde matematiksel diisiinmenin
Ozellestirme, tahmin, ispat ve genelleme basamaklari baglaminda incelendigi 3 calisma
(Arslan ve Yildiz, 2010; Lane ve Harkness, 2012; Keskin, Dag ve Altun, 2013)
bulunmaktadir. Lane ve Harkness (2012) ¢alismalarini {iniversite 6grencileriyle, Arslan ve
Yildiz (2010) 11. smufta, Keskin, Dag ve Altun (2013) ise 8. ve 11. smifta 6grenim goren
ogrenciler ile galismalarmi gergeklestirmislerdir. S6z konusu c¢alismalarda 6zellestirme,
tahmin, ispat ve genelleme basamaklar1 ile ilgili olarak siirecten ¢ok sonug¢ odakli
degerlendirmelerde bulunuldugu, calismalarda ogrencilerin matematiksel diisiinme
becerileri ile ilgili olarak yazili yanitlar1 yoluyla yorumlar yapilmis oldugu ve 6grencilerin
ikiserli gruplar halinde performans gosterdikleri goriilmektedir. Ayrica yine aym
calismalarda benzer problemlerin kullanilmis olmast ve o&grencilerin alt sorularla
Ozellestirme, tahmin, genelleme ve ispat siireglerine yonlendirilmis olmalar1 da dikkat
¢eken bir bagka durumdur.

Calismada, 6grencilerin matematiksel diisiinmelerinin 6zellestirme, tahmin, ispat ve
genelleme baglaminda incelenmesi amacglanmistir. Ancak yapilan arastirmalar 6grencilerin
ispat yapma ve ogrenmede zorluklar yasadigin1 gostermektedir (Healy ve Hoyles, 2000;
Almeida, 2001; Heinze 2004; Arslan, 2007; Heinze ve Reiss, 2009; Ko ve Knuth, 2009;
Varghese, 2011; Caliskan, 2012; Aylar, 2014). Oyle ki literatiirde ispatin ilkdgretim (Senk,
1985; Arslan, 2007; Kunimine, Fujita ve Jones, 2009; Caliskan, 2012; Aylar, 2014; Sen ve
Giiler, 2015), ortadgretim (Baker, 1996; Ozer ve Arikan, 2000; Healy ve Hoyles, 2000;
Almeida, 2001; Kutluca, 2009; Arslan ve Yildiz, 2010; Kogce, Aydin ve Yildiz, 2010) ve
lisans ( Baker, 1996; Jones, 2000; Weber, 2001; Ko ve Knuth, 2009; Turker, Alkas, Aylar,
Gurel ve Akkus-Ispir, 2010; Varghese, 2011) diizeyinde &grenim gdren Ogrencilerin
zorlandiklar1 bir kavram olduguna dair birgok arastirma yer almaktadir. Simif seviyeleri

arttikca 6grencilerin ispat diizeylerinde de bir artis s6z konusudur (Csikos, 1999; Arslan,



2007; Knuth, Choppin ve Bieda, 2009; imamoglu, 2010). Ayrica lise dgrenimi boyunca
Ogrencilerin daha {ist seviye ispat iceren Orneklerle karsilastiklari, iilkemiz 06zelinde
Ogrencilerin ispat diizeyleri ile Seviye Belirleme Sinavi (SBS) basarilar1 arasinda anlamli
bir iliski oldugu, SBS sinav puanlari arttik¢a 6grencilerin ispat diizeylerinin de arttig1 ifade
edilmistir (Caligkan, 2012).

Literatiir incelemesi sonucu yukarida belirtilen durumlar tespit edilmis ve
Ogrencilerin  Ozellestirme, tahmin, ispat ve genelleme basamaklar1 baglaminda
matematiksel diisiinme becerilerinin nasil ger¢eklestigi ile ilgili daha ayrintili bilgi elde
edilebilecegi diistiniilerek literatiirde daha oncesinde ilgili bir arastirma yapilmamis olan
12. simf fen lisesi Ogrencileriyle ¢alismanin gergeklestirilmesine karar verilmistir. Bu
amagla calismada farkl tiirden (s6zel, geometrik, rutin ve rutin olmayan) problemler i¢eren
bir 6l¢ek kullanilmis ve problemlere verdikleri yanitlar odakli 6grencilerle bireysel olarak
yapilan miilakatlara yer verilerek 6grencilerin diisiinme siiregleri miimkiin oldugunca agik
bir sekilde sergilenmesi amaglanmistir. Bununla birlikte, kullanilan problemlerde herhangi
bir yonlendirme yapilmamis ve O&grencilerin s6z konusu basamaklar baglaminda

matematiksel diisiinme becerileri en dogal haliyle agi8a ¢ikarilmaya ¢alisilmistir.
1.2. Arastirmanin Problemi

Aragtirmanin problemini “12. sinif fen lisesi 6grencilerinin matematiksel diisiinme
becerileri nasildir?” sorusu olusturmaktadir. Bu problemin ¢éziimii i¢in cevap aranan alt
arastirma sorular1 sunlardir:

e Ortadgretim 12.smmf fen lisesi Ogrencilerinin matematiksel diisiinme becerileri
ozellestirme basamagi baglaminda nasildir?

e Ortadgretim 12.smif fen lisesi Ogrencilerinin matematiksel diisiinme becerileri
tahmin basamagi baglaminda nasildir?

e Ortadgretim 12.sin1f fen lisesi 6grencilerinin matematiksel diisiinme becerileri ispat
basamag1 baglaminda nasildir?

e Ortadgretim 12.smif fen lisesi Ogrencilerinin matematiksel diisiinme becerileri

genelleme basamagi baglaminda nasildir?



1.3. Arastirmanin Amaci

Bu ¢alismanin temel amaci, 12. sinif fen lisesi 6grencilerinin gerek kendi kisisel
yasamlarinda gerekse matematik biliminde gelisimlerine biiylik katkida bulunan ve son
yillarda matematik Ogretim programlarinda iizerinde Onemle durulan matematiksel
diisinme becerilerini incelemek, bu siirecle ilgili bilgiyi artirmak ve bu becerilerin
gelistirilmesine yardimci olabilmektir. Ayrica 12. siif Ogrencilerinin matematiksel
diisiinme becerilerini 6zellestirme, tahmin, ispat ve genelleme basamaklar1 baglaminda
ortaya cikararak bu yonde yapilacak faaliyetlere katkida bulunmak da ¢alismanin bir diger

amacidir.
1.4. Arastirmanin Onemi

Ogrencilerin 6grenme diizeylerini artirmak icin onlarm diisiinme bigimlerinin
gelisim siireglerini ve mevecut durumunu anlamak gerekmektedir (Cai, 2000). Ogrencilerin
matematiksel diisiinmeleri ile ilgili bilgi, 6gretmenlerin daha etkili ders hazirlamalarina ve
Ogretimlerine yardimci olmaktadir (Lee, 2006). Cagdas yasamda matematiksel diisiinme
degeri inkar edilemeyecek bir aractir ve bu araci yeterli seviyede kullanabilmek icin
matematiksel diistinme bi¢imini olabildigince yakindan tanimak gerekir (Umay, 1992).
Yapilmis c¢esitli calismalar, Ogrencilerin matematiksel diisiinmelerini fark etmeye
odaklanmanin, matematik 6grenim ve Ogretim siirecinin anlasilmasina yardimci oldugunu
ve 0grenci bagarisini artirdigini gostermistir (Liu, 2014). Milli Egitim Bakanliginin 2013
yilinda yaymladigi 9, 10, 11 ve 12. Simiflar Matematik Dersi Ogretim Programinda
Ogrencilere matematiksel diisiinme becerileri kazandirmak, onlar1 matematiksel diisiinme
giicli gelismis 1yi birer problem ¢dziicii olarak yetistirmek, programin amaglari arasinda yer
almistir. Yine ayni1 programda oOgrencilerin 6zel durumlardan genellemelere ulastigi
stirecleri yagsamalarmin, matematikle ilgili giliglii ve derin bir anlayis kazanmalarina
yardimcr olacagi belirtilmig, Ogrencilerin varsayimda bulunma ve genelleme gibi
matematiksel diisiinme siireglerini yasayabilecekleri ortamlar hazirlanmasi gerektigi ifade
edilmistir (MEB, 2013a).

Calismada kullanilan 6l¢gme araci yardimiyla 12. smf fen lisesi 6grencilerinin
matematiksel diisiinme becerileri, s6z konusu basamaklari1 ne seviyede kullandiklar ile

ilgili detayli bilgiler elde edilebilmesi ve daha once iilkemizde bu sekilde yapilmis



herhangi bir c¢alismaya rastlanmamig olunmasi nedeniyle bu ¢alismanin 6nemli oldugu

disiiniilmektedir.

1.5. Arastirmanin Sinirhhiklar:

Bu arastirma;

a)

b)

d)

Usak ili Merkez il¢esinde bulunan bir fen lisesinin 12. smifinda 6grenim goren

9 ogrenci,

Matematiksel diisiinme siirecinin Ozellestirme, tahmin, ispat ve genelleme

basamaklari,
2015-2016 egitim 0gretim yil1,

Matematiksel diistinmeyi tespite yonelik yazili cevap gerektiren 9 soruluk bir

Olcek ile sinirlandirilmistr.

1.6. Arastirmanin Varsayimlari

Bu arastirmada asagidaki varsayimlardan hareket edilmistir:

a)

b)

d)

Aragtirmaya katilan Ogrenciler matematiksel diistinme becerilerini ilgili

basamaklar baglaminda temsil edebilecek yeterlilige sahiptir,

Arastirmada 6grencilerin kendileriyle yapilan miilakatlarda ve sorulara yonelik
yazili yanitlarinda gergek duygu ve diislincelerini, gercek giiclerini ortaya

koyduklar1 kabul edilmistir,

Ogrencilerin ¢alisma esnasinda herhangi bir dis etkiye maruz kalmadiklart

varsayillmistir,

Arastirmada kullanilan 6lgme aracinin hazirlanmasi asamasinda alinan uzman

goriislerinin yeterli oldugu diistiniilmektedir,

Arastirmada kullanilan 6l¢me araci arastirilan konu ile ilgili verileri elde etmek

icin uygundur.



2. KURAMSAL CERCEVE VE iLGILI ARASTIRMALAR

2.1. Kuramsal Cerceve

Bu béliimde arastirmanin teorik alt yapisini olusturmak amaciyla ¢alismaya konu
olan matematiksel diisiinme ile 6zellestirme, tahmin, ispat ve genelleme basamaklarindan

kisaca bahsedilmistir.
2.1.1. Matematiksel Diisiinme

“Duistintiyorum oyleyse varim”
(René Descartes)

René Descartes tarafindan varolusun ashi sayilan diisiinme yetenegi ve diisiinme
yeteneklerinin gelismislik diizeyleri, insanlar1 diger canlilardan ayiran en 6nemli 6zellikler
arasinda yer almaktadir (Alkan ve Bukova-Giizel, 2005). Diisiinme bireyin dogasinda var
olan (Mubark, 2005) ve az anlasilmig, olduk¢a karmasik bir siiregtir (Stacey, 2006).
Matematik ise diislinmenin 6nemli bir pargasidir (Zaman, 2011). Matematik evrenimizde
var olan iligkileri fark etmemize, smiflandirmamiza ve kesfetmemize olanak saglar
(Blitzer, 2014). Bununla birlikte matematik, sadece islem veya formiiller ezberlemek ya da
alistirmalar yapmaktan ibaret olmayip hem c¢oziimler aramayi, Oriintiiler kesfetmeyi ve
tahminleri formiiliize etmeyi iceren hem de c¢evremizde var olan Oriintiileri anlamaya
cabalayan bir bilimdir (National Research Council, 1989).

Diger bir¢ok diislinme tiiriiniin temelinde oldugu gibi (Bajpai, 1976) matematigin
temelinde de matematiksel diisiinme vardir (Zaman, 2011). Matematiksel diisiinme en basit
anlamda matematik ile ilgilenirken basvurulan diistinme siirecinin bir tiiriidiir (Dreyfus ve
Eisenberg, 1996). Matematiksel diisiinme sayesinde birey, yasadigi problemlere ¢6ziim
yollart olusturabilir ve bu ¢dziim yollarmi karsilastigi diger problemlere uyarlayabilir
(Yavuz, 2006; Bukova-Giizel, 2008). Bu a¢idan bakildiginda matematiksel diisiinme
sadece matematikgilere 6zgli bir disiinme degil, giinimizde her alandan bireyin
kullanmas1 gereken bir diisiinme bicimidir (Alkan ve Bukova-Giizel, 2005). Diger bir
ifadeyle matematiksel diislinme yalnizca matematik ile ilgili degildir, kullanim alani

geneldir. Matematiksel olarak adlandirilmasinin nedeni sadece matematikle ilgili bir
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diisiinme olusu degil, matematiksel diisiinme siireglerinin matematikle ilgilenirken de
gerceklestiriliyor olmasidir (Burton, 1984). Ornegin, eve girdiginde lambanim yanmadigin
fark eden bir kisinin ampuliin yanmis olabilecegi, baglantilarda bir kopukluk olabilecegi,
sigortanin atmis olabilece8i veya -elektriklerin kesik olabilecegi seklinde sorunun
nedenlerine yonelik tahminler gerceklestirmesi ve sonrasinda bu tahminleri kontrol ederek
durumu agiklamaya calismasi seklinde gergeklesen diisiinme siireci, matematiksel
diistinmeye 6rnek olarak verilebilir (Yildirim, 2011).

Yine giinliik hayatta zaman zaman karsilagtigimiz:

Hangi arabay1 almaliyim? (Yesildere, 2006)

“Arabami bu yil mi yoksa gelecek yil mi degistirmeliyim?

Isimi degistirmeli miyim?

Ev kredimin vadesini uzatsam mi yoksa onu daha mi ¢cabuk odesem?

Tatilimi nerede gecirsem?

Sokak lambalar: arasi mesafe ne kadar olmalidir?”

gibi sorular matematiksel diisiinmenin katkida bulunabilecegi sorulardir (Mason,
Stacey ve Burton, 2010; s. 127).

Matematiksel diistinme, karsilagilan matematiksel durumun dogasina bagli olarak
bircok farkli sekil alirken (Carroll, 1996) cebirsel diisiinme ve geometrik diisiinme gibi
diistinme g¢esitlerini de kapsamaktadir (Dindyal, 2003). Celik (2007) Dindyal’in (2003)
diistinme ve matematiksel diisiinme arasindaki iliskiyi ifade ettigi modelden yararlanarak
diisiinme, matematiksel diisiinme ve matematiksel diisiinmenin farkli bigimleri arasindaki

iliskiyi gostermek i¢in asagidaki modeli gelistirmistir:

Diistinme

Matematiksel Diisiinme

Cebirsel Olasilikhi
Diisiinme Diiglinme -
- '/’ \\.
P ~ . N 1
‘,’ " | . K
|

Geometrik
Diistinme

Sekil 2. 1. Diisiinme ve diisiinme bigimleri i¢in bir model (Celik, 2007)



Burton (1984) matematiksel diistinmenin bireyler igin dogal bir siire¢ oldugunu
belirtmistir. Nitekim ¢ocuklarin kiigiik yaglardan itibaren matematiksel diistinmeye
basladiklarini gosteren calismalarin sayisinda giinden giine artis vardir (Bobis, Clarke,
Clarke, Thomas, Wright, Young-Loveridge ve Gould, 2005). Argyle (2012) ise
matematiksel diisinmenin  gelisimini insanin  yiirime kabiliyetinin  gelisimine
benzetmektedir. Bazilart dogustan hizli iken, digerleri uzun mesafe yiiriiylislerine daha
uygun olabilir. Benzer sekilde insanlar matematiksel diisiinlirdiir ancak biri daha g¢ok
cebirsel iken digeri daha grafiksel olabilir. Krutetskii (1976) matematiksel diisiinmeyi
ogrencilerin yetenekleriyle iligkilendirir ve yetenekli 6grencilerin iyi, diisiik yetenege sahip
olan Ogrencilerin ise zayif diizeyde matematiksel diisiinmeye sahip olduklarini ifade
etmistir. Dreyfus ve Eisenberg (1996) ise matematiksel diislinmenin sadece pratik ile
gelistirilebilen bir yetenek oldugunu, matematiksel diisiinmenin herkese dgretilebilecegini
ve bunu bagsarmanin en iyi yolunun da problem ¢6zmek oldugunu ifade etmistir.

Karmagik dogasi nedeniyle matematiksel diisiinmeyi tanimlamak kolay degildir
(Zaman, 2011). Matematiksel diistinme ile ne kastedildigi matematikgiler de dahil olmak
tizere kigiden kisiye degisebilmektedir (Lane, 2011). Bu nedenle matematiksel diisiinmenin
birgok farkli tanim ve yorumuna rastlanabilir (Lutfiyya, 1998; Hwa ve Lim, 2008; Breen
ve O’Shea, 2010). En genel anlamda matematiksel diisiinme, “matematiksel teknik,
kavram ve yontemleri problem ¢d6zme siirecinde dolayli ya da dogrudan kullanmak
seklinde tanimlanabilir (Henderson, Fritz, Hamer, Hitcher, Marion, Riedesel ve Scharff,
2002). Zaman’a (2011) gére matematiksel diisiinme matematiksel fikirlerin soyutlanmasi
ve genellestirilmesindeki zihinsel aktivite iken Mason, Stacey ve Burton (2010)
matematiksel diisiinmeyi, kullanabilecegimiz fikirlerin ¢esitliligini artirma imkani veren ve
bu yolla anlama yetenegimizi genisleten dinamik bir siire¢ seklinde nitelendirmislerdir.

Matematiksel diisiinme, problem ¢ozme siireclerini ve bu siire¢ tamamlandiginda
ortaya ¢ikan sonucu Kkapsamaktadir (Umay, 1992). Diger bir ifadeyle matematiksel
diisinmenin 6zii problem ¢dzmede yatar (Fong, 1997) ve problem ¢6zme kabiliyetine
sahip olma, basarili bir matematiksel diistiniiriin en 6nemli 6zelliklerinden biridir (Scusa,
2008). Henderson vd. (2002) gore ise her bir problem ¢ozme etkinligi matematiksel
diistinmenin bir uygulamasi olarak goriilebilir.

Problem ¢6zme siirecinde matematiksel diisiinmeyi kullanabiliyor olma matematik

Ogretiminin en temel amaglarindan biridir. Ayrica matematiksel diisiinme kabiliyeti ve



problem ¢o6ziimlerinde matematiksel diisiinmeyi kullanma, matematik egitiminin 6nemli
bir hedefidir (Stacey, 2006). Ancak birgok Ogrenci matematiksel diisiinme stratejilerini
kullanamama veya bu noktada yetersiz olma nedeniyle matematiksel problem ¢6zme
stirecinde zorluklarla karsilasmaktadir (Fong, 1997). Matematiksel diisiinme, bir probleme
verilen cevabin dogru olup olmamasiyla degil bireyin o cevaba gelene kadar kullanmis
oldugu stratejilerle tanimlanir (Kaplan, 1987). Bununla birlikte matematiksel diisiinme
zihinsel bir siire¢ oldugundan, bu siireci degerlendirmeye yonelik girisimlerde siirecte
kullanilan zihne ulasabilmek ve gergeklestirilen siiregleri gozlemleyebilmek gerekmektedir
(McDougall ve Karadag, 2008).

Ogrencilerin problem ¢ézme siirecleri, onlarin matematiksel diisiinmelerini yansitir
(Cai, 2003), problem ¢dzmede 6grencilerin matematiksel diisiinmeleriyle ilgili elde edilen
detayl bilgi ise matematigin 6grenciler tarafindan nasil 6grenildigini anlamamiza yardimci
olabilir (Cai, 2000). Ogrencilerin matematiksel diisinmelerini anlamak icin ¢dziim
stratejilerini, matematiksel kavram yanilgilari/hatalarini, matematiksel dogrulamalar ve
sunumlar gibi problem ¢6zmenin kritik biligsel yonlerini incelemek 6nemlidir (Cai,2002).
Bu nedenle 6grencilerin problem ¢ézme siireglerini takip ederek onlarin matematiksel
diisiinmelerine erisim bir¢ok arastirmacinin ilgi odagi olmustur (McDougall ve Karadag,
2008).

Matematiksel diisiinme, bir problem ¢6zme etkinligi olarak disiiniildiigiinde bu
diisiinme siireci 6ziinde iki temel asamada gergeklesir:

1) Uzerinde diisiiniilen sorunu anlamaya calisma ve sorunu giderici ¢dziim bulma,
2) Bulunan ¢oziimiin dogrulugunu yoklama (Kahramaner ve Kahramaner, 2002).

Ogrencilerin belli stratejilere odaklanmalarini, ériintiileri veya iliskileri gdrmelerini
saglayan sorular matematiksel diisiinmeyi harekete geciren sorulardir (Way, 2008).
Yesildere ve Tiirniiklii (2007) o6zellestirme, genelleme, tahmin etme, hipotez iiretme,
hipotezin dogrulugunu kontrol etme gibi iist diizey diisiinme becerilerini gerektiren
problemleri ¢oziim siirecinde matematiksel diisiinmenin ger¢eklesecegini belirtmislerdir.
Mason, Stacey ve Burton (1985) ise ozellestirme, genelleme, tahminde bulunma ve ikna
edigin problem ¢6zme siirecinde diisiinmenin bilesenleri oldugunu ifade etmislerdir (Lin,
2006). Dolayisiyla 6grencilerin matematiksel bir problemi ¢ozmeye calisirken nasil
diistindiiklerini ve nasil ¢ikarsamada bulunduklarin1 anlamak, matematiksel diistinmenin

bilesenleri hakkinda ipucu verebilir (Arslan ve Yildiz, 2010). Fakat 6grencilerin kisa
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yoldan ¢oziime ulastig1t sorular, 6grencilerin diisiinme siireglerini anlamak ig¢in yeterli
olmayacaktir (Yavuz, 2006).

Literatiir incelendiginde dgrencilerin matematiksel diistinmelerini degerlendirmede
rutin ve rutin olmayan problemlerin kullanilmis oldugu ancak daha ¢ok rutin olmayan
sorularin tercih edildigi goriilmektedir. Rutin problemler, alt siniflardan itibaren matematik
programlarmin 6nemli bir kismii olusturmaktadir. Rutin problemlerle uzun siire
calisilmasi ise Ogrencilerin problemlere derinlemesine irdelemeden, yiizeysel yaklasarak
¢oziimler iiretmelerine neden olmaktadir (Artut ve Tarim, 2006). Ciinkii rutin problemlerde
ogrenciler, ¢oziim i¢in hangi teknikleri kullanmalar1 gerektigini kolayca gordiiklerinden
sorular1 kendilerine 6zgii bir yaklasimla ¢ozmezler (Schoenfeld, 1989). Rutin olmayan
problemler ise dgrencilerin ¢oziimleri siirecinde kendi bilgi ve becerilerini farkli yollarla
kullanmalarin1 gerektirir ve rutin problemler ile aralarindaki farklilik da budur (Altun ve
Sezgin-Memnun, 2008). Diger bir ifadeyle rutin olmayan sorular, problem durumunun
kesfedilisi ve sonrasinda ¢Oziimiin gerektigi, standart bir algoritma takip edilerek
¢ozillmeyen sorulardir (Cai, 2002). Ogrencinin rutin olmayan problemlerin ¢ozerken
smifta 6grendiginden farkli bir algoritma bulmaya ihtiyact oldugu i¢in bu tiir sorular
matematiksel diisinmenin ortaya ¢ikmasini gerektirir (Duran, 2005; Isik ve Kar, 2011).

Herhangi bir problemle karsilasildiginda probleme cevap bulmanin Gtesinde
problemin c¢esitli yonlerden incelenisi matematiksel diisiinme siirecini gerekli kilmaktadir
(Yesildere, 2006). Matematiksel diisiinme bir cevabin dogru olup olmamasiyla degil,
bireyin o cevaba gelene kadar kullanmis oldugu stratejiler ve siirecler ile tanimlanir
(Kaplan, 1987).

Yeo ve Yeap (2010) bu tirden bir problem ¢6zme aktivitesinde var olan
matematiksel diistinme siireclerinin birbirleriyle nasil etkilesimde olduklarini gostermek

icin agagidaki modeli olusturmustur:
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Sekil 2. 2. Problem ¢6zme aktivitesi modeli: Bilissel siireglerin etkilesimi (Yeo ve Yeap,

2010)
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Ogrenciler problem ¢dzme aktivitesi boyunca fikir degistirdiklerinde, yukarida
ifade edilen asamalardan herhangi birini atlayabilir veya bir agsamadan digerine hemen
gecis yapabilirler (Yeo ve Yeap, 2010). Bununla birlikte ayn1 problem durumunu inceleyen
iki bireyden biri s6z konusu tiim basamaklar1 gergeklestirirken, digeri bazi basamaklari
atlayarak matematiksel diisiinme siirecini tamamlayabilir ya da bir problemde tiim
basamaklar1 gerceklestiren birey diger bir problemde bazi basamaklara deginmeyebilir
(Arslan ve Yildiz, 2010).

Ilgili literatirde matematiksel diisiinme genel olarak Ozellestirme, tahminde
bulunma, tiimevarim, tiimdengelim, genelleme, anoloji, akil yiiriitme ve ispatlama gibi
karmasik siireglerin bir kombinasyonu olarak tanimlanir (Burton, 1984; Mason, Burton, ve
Stacey, 1985; Polya, 1945, 1954, 1965; akt., Liu ve Niess, 2006). Baz1 arastirmacilar,
matematikgiler ve matematik egitimcileri ise bu siireglere soyutlama, gosterme ve farkli
gosterimler arasinda yer degistirme, gorsellestirme, analiz etme, sentezleme, iligskilendirme
gibi zihinsel ve matematikle ilgili islemleri de dahil etmislerdir (Carroll, 1996; Harel,
Seldon ve Seldon, 2006; akt., McDougall ve Karadag, 2008).

Isoda ve Katagiri (2012) matematiksel diisiinmeyi bir yetenek olarak ele almis ve
matematiksel diisiinmeyi bilgi ve becerilerin kullaniminin gerekliligini anlayabilmeye,
kendi kendine 6grenim i¢in gerekli olan kabiliyetleri elde etmeye olanak saglayan bir
diistinme stili olarak tanimlamiglardir. Ayrica ¢cocukta bagimsiz diisiinme ve karar verme
yeteneginin yavas yavas olusturulmasi i¢in gelistirilmesi gereken en dnemli yetenegin de
matematiksel diistinme oldugunu ifade etmislerdir.

Lutfiyya (1998) ve Cai’ye (2002) gore ise matematiksel diisiinmenin herkes
tarafindan kabul goéren iyi bir tanimi veya agiklanisi yoktur. Bu durum diisiinme
kavraminin taniminin ne kadar karmasik oldugunu ve farkli bakis agilarina gore bircok
farkli sekilde goriilebildigini gostermektedir (Viitala, Grevholm ve Nygaard, 2010).

Bukova’ya (2006) gore bireyin yasami boyunca karsilastig1 olaylari, olgulari, olay
ve olgularin dogruluklarini arastirma, onlarla ilgili tahminlerde bulunma, hipotezler kurma,
kurdugu hipotezleri test etme, sonuglar ¢ikarma ve bilgiler iiretme siirecine matematiksel
diistinme denir. Bu siiregte kullanilan yaklagimlarda bireysel farkliliklar olabilir. Alkan ve
Bukova-Giizel (2005) matematiksel diistinmenin olusum siirecini  su  sekilde

gostermislerdir:
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Sekil 2. 3. Matematiksel diisiinme olusum siirecine bir 6rnek (Alkan ve Bukova-Giizel,
2005)

Goriildigii gibi matematik egitimi arastirmalarinda matematiksel diistinmeyi
tanimlamada genel olarak iki bakis agis1t mevcuttur. Arastirmacilarin bir kismi1 kavramsal
gelisim odakli tanimlamalar yaparken digerleri daha ¢ok matematiksel siirecler odakli
tanimlamada bulunmustur (Isoda ve Katagiri, 2012). Genel olarak bakildiginda ise
matematiksel diisinmenin kavramsal anlamindan ¢ok bu diisiinme siirecinde yer alan

asamalarla tanimlandig1 goriilmektedir.
2.1.2. Matematiksel Diisiinme Basamaklari

Farkli matematikgiler ve matematik egitimcileri matematiksel diisiinme siire¢lerini
tanimlamak i¢in yer yer esanlamli kelimeler (dogrulama ve ikna etme/dogrulama ve
inandirma/ispatlama gibi) (Arslan ve Yildiz, 2010) ve benzer terminolojiler
kullanmiglardir. Caligmalar incelendiginde, matematiksel diisiinmenin ayni bileseni i¢in
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tanimlar arasinda ortak bir tema goriilebilir ve matematiksel diisiinme su kategoriler ile
tarif edilebilir: 6zellestirme, genelleme, tahmin etme, ikna etme veya ispatlama (Mason,

Stacey ve Burton, 2010; Arslan ve Yildiz, 2010; Lane, 2011; Breen ve O’Shea, 2011).
2.1.2.1. Ozellestirme

Ozellestirme matematiksel diisiinmenin temelinde yer alir, problem ¢dziimlerinde
yasanan ilk islemsel siirectir ve lizerinde bir genellemenin insa edilecegi delilleri elde
etmek icin kullanilir (Mason, Stacey ve Burton, 2010). Lane (2011) 6zellestirmeyi kisinin
karsilastig1 soruya daha asina hale geldigi ve bir tahmin veya genellemeye yol agan siire¢
olarak ifade etmistir. Burton’a (1984) gore Ozellestirme, bir soru ya da problemle
karsilagildiginda anlatilan1 kesfetmek icin soruyla ilgili 6zel drnekleri incelemektir. Polya
(1957) ise Ozellestirmeyi genelden 6zele dogru diistinmeye gecis seklinde tanimlamis ve
ozellestirmenin, problem ¢oziimlerinde ¢ogunlukla yararli oldugunu belirtmistir.

Bu basamakta soru ile ilgili bir anlayis elde etme amaclandigindan 6zellestirmeye
rastgele orneklerle baslanabilir. Soruyla ilgili bir anlayis elde edildiginde ise 6zellestirme
sistemli olarak siirdiiriiliirse genelleme ve tahmine gotiiren iligkiler ve Oriintiiler tespit
edilebilir (Lane, 2011). Diger bir ifadeyle, rastgele Ornekler segmek bir soruda ne
soruldugu ile ilgili fikir elde etmede, bir ifade veya tahminin dogru olup olmadigini
anlamada kullanilabilecek bir yol olabilir. Ancak Oriintiiler aranirken oOzellestirme
sistematik olarak yapilirsa basarili olma ihtimali daha yiiksektir. Herhangi bir Oriintiiniin
olusmadigi durumlarda ise 6zellestirme soruyu basitlestirme, onu daha belirli ve 6zel hale
getirme anlamina gelir (Mason, Stacey ve Burton, 2010).

Ozellestirmede bir fikir veya yapinim kesfedilisi icin dnceden edinilmis beceriler
kullanilir (Ng, 2004). Ayrica birey bu siirecte soyut problemlerin somut 6rneklerini dikkate
alir (Nickerson, 2011).

Isoda ve Katagiri’'ye (2012) gore Ozellestirme siirecinde asagidakiler

gerceklesebilir:

a) Birey problemin genelligini kaybetmeden herhangi bir degisken veya bir baska
faktorli 6zel bir nicelige doniistiirerek problemi anlayabilir ve ¢oziimii daha

kolay bulunur hale getirebilir,

b) Birey bazen ug bir durumu dikkate alarak problemin genel ¢oziimiinii bulmaya

yardime1 olacak bir ipucu elde edebilir,
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€) Ug¢ durumlar veya Ozel degerler olast bir ¢oziimiin dogru olup olmadigim

kontrol etmek icin kullanilabilir.

Ozellestirme sadece soruya degil soru ile mesgul olan bireye de bagli bir siiregtir.
Eger 6zellestirmenin amaci soru ile ilgili bir his elde etmek ise belki bazilar1 i¢in somut bir
ornek yeterli olabilirken digerleri i¢in bu siiregte birden fazla 6rnek gerekebilir (Lane,
2011).

Ozellestirme siirecinde soruyla ilgili bir veya daha fazla 6rnegi inceleme,
tanimlama, gosterme, anlatma, se¢me, ¢izme veya bulma gibi eylemler yer alir (Arslan ve
Yildiz, 2010). Ayrica Ozellestirme soruyla ilgili diyagram c¢izme, tablolar insa etme,

sembol ve diizenlemeler yapma seklinde de goriilebilir (Karakoca, 2011).
2.1.2.2. Tahmin

“Kisinin dogru oldugundan emin olmamasina ragmen dogru oldugunu diisiinerek
sundugu ifadeye tahmin denir” (Yerushalmy, 1993; s. 57). Tahmin, belirli bir durumla
ilgili genellemeye varirken bireyin o durum iizerine odaklanisi ve bir diizeni veya orlintiiyii
kavrayis1 sonucu ortaya ¢ikar (Lin, Yang, Lee, Tabach ve Stylianides, 2012). Burton’a
(1984) gore yeterli sayida ornek incelendigi zaman ornekleri birbirine baglayan iliskiler
hakkinda tahminde bulunma neredeyse otomatik olarak meydana gelir. Tahmin siireci ile
temelde yatan bir Oriintii hissedilir, kesfedilir, ifade edilir ve sonrasinda dogrulugu ispat
edilir. Mason, Stacey ve Burton (2010) tahmini belirli bir soruda kafa karistiranin ne
oldugunu aciklayabilecek, olas1 bir driintii veya diizen hakkinda bilgiye dayali bir varsayim
seklinde tanimlamistir. Ancak tahmin i¢in sadece 6rnekleri sistematik olarak biriktirmek ve
bir Oriintiiniin ortaya ¢ikmasini beklemek yeterli degildir. Tahmine ulasirken soruyla tam
olarak mesgul olma, onu igsellestirme gerekir ve tahminde bulunma asagidaki sekilde

goriildiigii gibi devir daim eden bir siire¢ olarak resmedilebilir:
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Sekil 2. 4. Tahmin siireci (Mason, Stacey ve Burton, 2010; s. 59)

Okul matematiginde ise ogrenciler tahminlerini c¢ogunlukla 6zel durumlari
orlintiileme islemleri yoluyla inceleyerek yaparlar (Ellis, 2007). Tahmin tek basina, izole
edilmis bir olay olmamakla birlikte en azindan 6grencinin onceki ve yeni bilgileri ile
baglantilhidir (Lin vd., 2012). Diger bir ifadeyle, burada belirtilen tahminler rastgele
varsayimlar degildir (Nickerson, 2011).

2.1.2.3. ispat

Matematigin gelismesine ve evrensellesmesine en biiyiikk katkiyr saglayan
matematiksel ispat, her seviyeden 6grencinin zorlandigi bir kavramdir (Giiler ve Dikici,
2012). Ispat cogunlukla sadece matematige ait bir kavram olarak goriilse de genel olarak
ulagilan bir hiikiim veya sonucun dogrulugunun ¢esitli delillerle kabul ettirilmesi ¢abast
anlamia gelmektedir (Yildirim, 2011). Bir kisi veya topluluk i¢in dogrulugu gosteren sey
ispattir (Harel ve Sowder, 2007). Bir problem ¢6zme aktivitesi olarak bakildiginda ise
ispat, fikirlerin kesin hale getirildigi aktivitenin son asamasi olarak da diisiiniilebilir (Tall,
1991).

Ispat, 6grencilerin kavramlar1 daha iyi anlayip elde edilen sonuglara inanmasini
sagladigi ve matematiksel diisiince yapisini gelistirdigi i¢in matematigin temel yapi

taslarindan biridir (Gékkurt ve Soylu, 2012). Ispat, matematiksel diisinmenin son asamas1
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olarak da disiiniilebilirken bazen ispatlama yerine ikna etme veya dogrulama gibi
kavramlar kullanilir (Lane, 2011).

Kayagil (2012) bir ifadenin ispatinin, ifadenin dogrulugunun gosterimi ve ifadenin
neden dogru oldugunun agiklanmasi yoluyla iki sekilde yapilacagini belirtmistir. Ancak
matematikgiler, bir ifadenin dogru veya yanlishigindan c¢ok neden dogru olduguyla
ilgilendikleri i¢in matematiksel ispat bir ifadenin ni¢in dogru oldugunun mantiksal sekilde
aciklanist anlamina gelmektedir (Altiparmak ve Ozis, 2005; Kayagil, 2012).
Matematikgiler icin ispat siirecinde yeni durumlari diisiinme, 6nemli yonlere odaklanma,
onceki bilgileri kullanma, iligkileri gbz oOniinde tutma, tahminler yapma, gerektiginde
tanimlar formiiliize etme ve gecerli bir kanit olusturma asamalar1 yer alir (Tall,
Yevdokimov, Koichu, Whiteley, Kondratieva ve Cheng, 2012). Bunlarin yan1 sira bir
Oonermeyi aciklama, dogru veya yanlis olma nedenini ifade etme, tiimevarimsal ve
timdengelimsel diistinme gibi farkli mantiksal diisiinme yollari1 ve ispat gesitlerini
se¢me, kullanma gibi eylemler s6z konusudur (Arslan ve Yildiz, 2010). Baki (2006) ise

ispatlama siirecinin dogrulama, aciklama, soyutlama seklinde {ic asamada gergeklestigini

Dogrulama —— g Dledenini aragtirma
Tspat <. Aoiklama —  ®» Dogrulanan fikirleri ima etrme
Soyutlama g Matematiks=el dili kallanma

Sekil 2. 5. Ispatlama siireci (Baki, 2006; akt., Arslan ve Yildiz, 2010)

belirtmistir:

Matematikte teoriler dogru bir sekilde ispatlandiginda sonsuza dek dogru olarak
kaldig1 i¢cin matematiksel ispat olduk¢a Onemlidir (Sultan ve Artzt, 2011). Diger bir
ifadeyle, dogrulugu ispatlanmis matematiksel bilgiler diinyanin hicbir yerinde degismedigi
icin matematikte ispatlar ¢ok Onemlidir ve bu durum matematik ile diger bilimler
arasindaki en 6nemli farkliliklardan biridir (Giiler ve Dikici, 2012).

Genel olarak ispat kavraminin neredeyse sadece lise ve {iniversite matematigiyle
iliskili oldugu diistiniilmektedir (Basturk, 2010). Nitekim Ortaokul Matematik Dersi (5, 6,
7 ve 8. Siiflar) Ogretim Programinda ispat kavramina deginilmedigi goriilmektedir (MEB,
2013b). Dokuzuncu smif ve sonraki ii¢ yili kapsayan lise doneminde ise dogrudan ispat,
dolayli ispat, celiski ile ispat, tiimevarim ile ispat ve geometrik sekiller yardimiyla ispat
yontemleri yer almaktadir (Altiparmak ve Ozis, 2005). Ortadgretim Matematik Dersi (9,

10, 11 ve 12. Siniflar) Ogretim Programi incelendiginde ispat kavramina ilk olarak 9. smif
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ogretim programinda rastlanmaktadir. Ispat yapma becerisiyle ise hem cebir (6rn. v2
sayisinin bir rasyonel say1 olmadigi ispatlanir) hem de geometri (6rn. dik liggende Pisagor
teoremini, tiggende kosiniis teoremini ispatlar) 6grenme alanlarinin kazanimlar1 arasinda
karsilasilir (MEB, 2013a). Ispatin ilk olarak agikca ifade edildigi yer 11. smif dgretim
programidir. Burada “Mantik Ogrenme Alan1” igerisinde, “Acik Onermeler ve Ispat
Teknikleri” kapsaminda ispat kavramina yonelik ii¢ kazanima rastlanmaktadir. Bunlar:
Tanim, aksiyom, teorem ve ispat kavramlarini agiklar, bir teoremin hipotezini ve
hiikmiinii belirtir,
Mantik kurallarini basit teoremlerin ispatlarinda kullanir ve
Tiimevarim yontemi ile ispat yapar
kazanimlaridir (MEB, 2013a). Ayrica aymi programin 11. siif &gretim programi
bolimiinde 6grencilere aksine 6rnek verme, karsit ters, dogrudan ispat ve geliski yoluyla

ispat tekniklerinin 6gretilmesi gerektigi de belirtilmektedir.
2.1.2.4. Genelleme

Matematiksel diisiinmede matematiksel kavramlar tanimlanarak onlar arasinda bir
iliski kurulur, genellemeler ise bu iligkileri kurmanin sonucunda meydana gelir (Yilmaz ve
Argiin, 2013). Bu nedenle genelleme siireci matematiksel diislinmenin 6nemli bir
parcasidir (Sriraman, 2004). Genelleme, matematik Ogreniminde temel aktivitelerden
biridir ve ozellestirmeden sonraki diger ana basamaktir (Hashemia, Abua, Kashefia ve
Rahimib, 2013) ancak 6grenciler dzellestirme olmadan da genelleme yapabilirler (Yeo ve
Yeap, 2010). Mason, Stacey ve Burton (2010) ile Lane (2011) bir¢ok ornekte ortak olan
ozellikleri fark etme ve digerlerini gérmezden gelmenin genelleme siirecinin bir pargasi
oldugunu, genellemenin agikca ifade edilemese de var olan bir Oriintiiniin hissedildiginde
basladigin1 ve bu hissi ifade etmeye ¢alismanin ise genelleme oldugunu belirtmislerdir.
Benzer sekilde Burton (1984) da bir Oriintli veya diizenin fark edilmesinin genellemeye
neden oldugunu ifade etmistir. Harel ve Tall (1991) genellemeyi verilmis bir argiimanin
daha genis bir baglama uygulanmasi olarak tanimlarken, Dreyfus (1991) genellemeyi
gecerlilik alanini genisletme, ortak 6zellikleri tanimlama, 6zellerden tiiretme islemi veya
tiimevarim seklinde nitelendirmistir. Polya (1957; s. 108) ise genellemeyi "bir nesneyi goz
Oniine alistan o nesneyi igeren bir kiimeyi diisiinme veya daha siirli bir kiimeyi

diisiinmekten o kiimeyi de kapsayan daha genis bir kiimeyi diistinmeye gecis" olarak
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tanimlamistir. Yerushalmy’e (1993) gore genellemeler tahminin 6zel tiirleridir ve 6zelden
genele akil yiiriitme ile olusturulurlar. Argyle (2012) genellemeyi matematiksel diigiiniiriin
durumlar1 gozlemden durumlar1 tahmine vardig: siire¢ olarak ifade ederken Baki (2008)
genellemeyi belirli bir durum ve olaydaki oriintiiyli bulup bir diisiincede toplama isi olarak
tanimlamig ve genellemenin bu sekli ile ayn1 zamanda bir soyutlama siireci oldugunu ifade
etmigtir (akt., Akkan ve Cakiroglu, 2012). Ancak genelleme siirecinde mutlaka
matematiksel gosterim kullanmak gerekli degildir (Lane,2011).

Ister sdzel isterse sembolik olsun bir tahminin formiillestirilisi genelleme
yapildigina dair uygun bir delil olarak diisliniilebilir (Chua, 2013) fakat ulasilmis olan bu
genelleme dogrulugu ispat edilmedikge bir tahmin olarak kalir (Watson, 1980). Dolayisiyla
genelleme, elde edilen ifadenin dogrulanmasindan ayr1 tutulamaz (Lannin, 2005). Mason,
Stacey ve Burton (2010) genellemenin bir kez ifade edildikten sonra dogru olup olmadig:
sorusturulmasi gereken bir tahmine doniistigiinii ve tiim bu silirecin matematiksel
diistinmenin esas1 oldugunu belirtmislerdir. Hashemia vd. (2013) ise genelleme ile

ozellestirme arasindaki iliskiyi asagidaki sekilde gostermistir:

Tahminde bulunma S

Sembol kullanma

\

Sekil 2. 6. Genelleme ve 6zellestirme arasindaki iliski (Hashemia vd., 2013)

Genelleme, oriintiiler arama ile iligkilidir (Orton ve Orton, 1999; Mason, Johnston-
Wilder ve Graham, 2005; Barbosa ve Vale, 2015) ve matematiksel diisiinmenin anahtar
bilesenlerinden birini saglar (Kapur, 1976). Steele ve Johanning (2004) sayilar, boyut ve
sekil, artis ve degisimde oOriintii bulma gerektiren problemlerin Lee ve Wheeler (1987)
tarafindan genelleme problemleri olarak adlandirildigini ve en yaygin olarak kullanilan
genelleme probleminin bir toplulukta her kisinin birbiriyle tokalagmasi sonucu meydana
gelecek tokalasma sayisini veren formiiliin istendigi Tokalasma Problemi oldugunu
belirtmistir. Stacey’e (1989) gore bu tiir problemler 6zel durumlarin incelenisi, sonuglarin
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sistematik olarak diizenlenmesi, bir Oriintiiniin bulunmasi ve bu Oriintiiniin cevabin elde
edilisinde kullanilmas: ile ¢oziilebilir. Mason, Graham, Pimm ve Gower (1985), Balacheff
(1988) ve Bell (1976) ise bu tiir problemleri genellerken 6grencilerin genellemeyi asagida
gosterildigi gibi 4 asamal1 sekilde yaptiklarini ifade etmislerdir:
e Birinci asama sadece birka¢ duruma bakarak genelleme hakkinda tahminde
bulunmayi igerir.
e ikinci asamada Ogrenciler 6zel ornekler karsisinda kendi genellemelerini test
ederler.
e Ugiincii asamada 6grenciler olas tiim durumlar gdzden gegirme ihtiyacina yonelik
bir farkindalik gosterirler.
e Son olarak dordiincii agamada ise 6grenciler agik genellemeler yaparlar (akt., Steele

ve Johanning, 2004).

Mason, Stacey ve Burton (2010) matematiksel bir incelemenin sonucunda bir
diizenlilik bulma beklentisinin, matematiksel diisiinme siirecinde bireyin igerisinde
biiyliyen bir his oldugunu ve bunun da bireyi oOriintiileri kesfetmeye ve fark etmeye
yonlendirdigini belirtmiglerdir. Watson ve Mason’a (2006) gore ise matematiksel
diistinmenin temeli bir oriintliyli veya onda meydana gelen degisimi fark etmedir.

Genelleme siireci, 6zellestirme sirasinda incelenmis olan 6rneklerdeki iliski ve
ortintiileri fark etmeyi icerir (Lane, 2011). Ek olarak genellemeyi aramanin en ilging ve
belki en degerli metotlarindan birisi onu genisleyen fiziki oOriintiilerle elde etmeye
calismaktir (Van de Walle, Karp ve Bay-Williams, 2010). Oriintii arastirmak, genelleme
yontemlerinden biridir (bu aslinda genellemeden Once gelir) ve Oriintii bulmak,
ogrencilerin kendi matematiksel diistinmelerini gelistirmelerine yardimci olur (May, 1996;
akt., Mubark, 2005). Jones (1993) oriintii aramay1 genelleme olusumu i¢in gerekli bir adim
olarak nitelendirirken Hargreaves, Shorrocks-Taylor ve Threlfall’a (1998) gore sayilar
arasindaki iliskileri kesfetmeye yardimer olan oriintiilerle ugrasmak, dgrencileri genelleme
yapmaya tesvik eder. Ayrica dgrencilerin say1 veya sekillerdeki oriintiiler arasinda baglanti
kurmalari, matematiksel konular arasindaki iligkileri anlamalarina yardimci olacak ve
onlarin matematiksel diistinmelerini  gelistirecektir (NCTM, 1989). Dolayisiyla
matematiksel diistinme becerilerinin gelisiminin Oriintiilere dayandig1 sdylenebilir (Olkun
ve Toluk-Ugar, 2006). Ulusal Matematik Ogretmenleri Konseyi (NCTM) 6grencilerin

erken yaglardan itibaren Oriintiileme aktivitelerinde yer alarak geometrik veya sayisal
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oriintiiler hakkinda genellemeler yapmalarina, tahminlerini dogrulamalarina, oriintii ve
fonksiyonlar1 sozciiklerde, tablolarda ve grafiklerde gostermelerine olanak saglanmasi
gerektigini ifade etmistir (NCTM, 2000).

Ulkemizde de matematik egitiminde bir sekil, resim ya da say1 oriintiisiinde eksik
olan bir adimi1 bulma ile baslayan genelleme becerisi olusturma siireci sonraki yillarda
Oriintiiniin genel terimini bulma, bilesenleri arasindaki iligkileri formiile etme seklinde
devam etmektedir (Bagdat, 2013). Bu siirecte, 1-5. siniflarda once tekrarli Oriintiilerle
tanisan 0grenciler ilerleyen yillarda ise genisleyen Oriintiilerle karsilasmaktadirlar (Bagdat
ve Saban, 2014).

Matematikte sirasiyla Oriintiiler tahminlerin, tahminler de ispatlarin gelisimine
neden olabilir. Bu nedenle oOriintiiler belirleme ve tahminlerde bulunma, matematiksel
genellemenin bir parcasidir (Stylianides, 2009). Ogrencilerden herhangi bir Sriintiiniin
kuralin1 olusturmalarinin istendigi etkinlikler, onlar1 genelleme insa etmeye tesvik eder
(Kenney, Zawojewski ve Silver, 1998; Stacey, 1989; Swafford ve Langrall, 2000; Lannin,
2005). Ayrica matematiksel diisiinme siirecinin temelinde genelleme yer alirken genelleme
yeteneginin temelinde ise Orilintiiler vardir (Tanish, 2013). Dolayisiyla genelleme
kavraminin i¢inin doldurulmasinda 6zellikle tizerinde durulmasi gereken asil kavram

oriintlidiir (Bagdat, 2013).
2.1.3. Oriintii

“Hayatin oldugu her yerde oriintiiler, driintliniin oldugu yerde de matematik vardir”
(Barrow, 2005; s. 271). Oyleki bir ayciceginden bir leoparin beneklerine, suyun akisindan
bir zarin yuvarlanmasina, hava tahminlerinden bir bilgisayarin calismasina, yasamamizin
neredeyse hemen her alaninda bir oriintii mevcuttur (Yaman ve Umay, 2013). Matematikte
ise Oriintiiler, say1 ya da sekillerin bir iligkisi seklinde karsimiza ¢ikmaktadir (Kabael ve
Tanisli, 2010).

Oriintiiler “matematigin kalbi ve ruhudur” (Zazkis ve Liljedahk, 2002; s. 379).
Matematik genelde say1 ve sekil bilimi olarak tanimlanir ancak daha genis agidan
bakildiginda matematigin sadece say1 ve sekillerle ilgili olmadigi, ayn1 zamanda her tiirden
ortintii ve diizenle ilgili oldugu da goriilmektedir (Steen, 1990). Matematikgiler sayilarda,
uzayda, bilimde Oriintiiler arar ve matematiksel teoriler yoluyla bu Oriintiiler arasindaki

iliskileri aciklar. Dolayisiyla matematik ayni zamanda bir Oriintii bilimidir (Steen, 1988).
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Matematiksel olarak oriintii ve genelleme kavramlar1 tanimlanacak olursa nesne,
sekil veya sayilarin rastgele degil, matematiksel bir fonksiyon ile ifade edilebilen diizenli
dizisine oriintii, bu dizideki diizeni ifade etmeye ise genelleme adi verilmektedir (Yaman,
2010).

Oriintiiler, 6grencilerin sadece genelleme yapmalarina imkan vermez ayni1 zamanda
genellemeye yonelik ¢esitli yaklagimlarda bulunmalarini da saglar (Walkowiak, 2014).
Matematikte Orlntiilerin oynadigi ana rollerden bir digeri de Ogrencilerin tahmin
yapmalarina olanak saglamasidir. Bundan dolayr oriintiileri tanimlama ve tahminlerde
bulunma genellemenin bir pargasi olarak goriilebilir (Stylianides, 2009).

Oriintiiler sekil (gorsel, geometrik sekil), tablo veya grafik, sayr dizisi, sdzel
problem biciminde sunulabilirken (Yaman, 2010) genel olarak tekrarli oOriintiiler ve

genisleyen Oriintiiler seklinde iki ana kategoride incelenmektedir (Yaman ve Umay, 2013).
2.1.3.1. Tekrarh Oriintiiler

Tekrarli ortintiiler fark edilebilir bir tekrar birimi i¢eren oriintiilerdir (Papic, 2007).
Tekrarli Oriintiilerde Oriintii genislerken ABABABAB... AABAABAABAABAAB...
ABCCABCC... orneginde oldugu gibi bir grup eleman tekrar etmektedir (Warren ve
Cooper, 2006).

2.1.3.2. Genisleyen Oriintiiler

Takip eden terimleri sistematik bir sekilde artan ya da azalan Oriintiilere genisleyen
ortintiiler denir (Papic, 2007). Genisleyen oriintiiler dort farkli sekilde gruplandirilabilir
(Tanigh ve Olkun, 2009):

I.  Dogrusal (Lineer) Genisleyen Oriintiiler

Bir 6nceki terime sabit bir say1 eklenerek bir sonraki terimin elde edildigi driintiiler
dogrusal (lineer) genisleyen ortintiiler olarak adlandirilmaktadir (Yaman, 2010). Bu tiirden
oriintiilerde kural ya da terimler arasindaki iliski f(n) = a-n ¥ b seklinde dogrusal bir

denklemle aciklanabilmektedir (Akkan ve Cakiroglu, 2012).
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II.  Geometrik Genisleyen Oriintiiler

Ardisik terimleri arasinda sabit bir oran bulunan oriintiilerdir (Dundar, 2015). Bu
tir Oriintiilerdeki kural ya da iligki, Gslii nicelikli f(n) = a™ + b seklinde agiklanabilir
(Akkan ve Cakiroglu, 2012).

1. Artarak Genisleyen Oriintiiler

Terimleri arasinda sabit farklarin olmadigi, ardisik terimleri arasindaki farklarin
arttign ya da azaldigi oriintiilerdir. Bu tiir oriintiilerin kurallar1 f(n) =a-n*¥b-n¥c
seklinde ikinci ya da f(n) =a-n®Fb-n?Fc-n¥d seklinde iigiincii dereceden

fonksiyonlarla aciklanabilir (Yaman, 2010).
IV.  Diger Oriintiiler

Terimleri bir diizen i¢inde degismesine ragmen dogrusal, geometrik veya artarak
genisleyen Oriintiiler sinifina girmeyen Oriintiilerdir. Bu Oriintii tipine O6rnek olarak
Fibonacci sayilari, Pascal liggeni gibi oldukga bilinen say1 dizileri verilebilir (Yaman,
2010).

Sekil 2. 7. Farkl oriintii ¢esitlerini igeren formatlar (Akkan ve Cakiroglu, 2012)

Oriintii bulmak insanin dogasinda vardir. Ornegin kiigiik ¢ocuklar riintiiler {izerine
calismay1 severken biiyiikler oriintiileri kesfetme ve onlar1 manipiile etmekten hoslanirlar
(Beatty ve Bruce, 2012). Tekrarli ve genisleyen oriintiiler ise ¢ocuklarin erken yasta
ogrendikleri iki baskin oriintii tiiriidiir (Warren ve Cooper, 2006).

Tiirkiye’de oriintiiler konusu, ilk olarak 2005 tarihli Ilkdgretim Matematik Dersi

Ogretim Programinda yer almistir (MEB, 2005). 2015 yilinda yenilenen ilkokul Matematik

Dersi (1, 2, 3 ve 4. Smiflar) Ogretim Programinda ise 1. sinifta terimleri sekiller veya
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cisimler olan bir oriintiideki iligkinin belirlenmesine ve eksik birakilan 6genin bulunmasina
yonelik kazanimlar, 2. sinifta tekrarlayan bir oriintiide eksik birakilan 6geleri belirleyerek
tamamlama kazanimlar1 bulunmaktadir. Ogrenciler 3. sinifta tek islemli kurali olan bir
Oriintii olustururken, 4. smifta ise en c¢ok iki farkli islemli kurali olansay1 oriintiisiiniin
kuralint belirler ve Oriintiiyli genisletir, tekrarlayan, biiyiiyen ve kiiglilen say1 oriintiilerini
olusturur ve tarif ederler (MEB, 2015). Ortaokul Matematik Dersi (5, 6, 7 ve 8. Simniflar)
Ogretim Programinda kurali verilen sayr veya sekil oriintiilerinin istenen adimlarin
olusturma 5. smif kazanimlari arasinda yer almaktadir. Ogrencilerin giinliik yasam
durumlarinda veya sekil oriintiilerindeki iligkileri aritmetik diziye doniistiirerek, dizinin
kuralini harfle ifade etmesi ve kurali harfle ifade edilen dizinin istenen terimini bulmasi ise
6. sinif kazanimlar1 arasinda belirtilmektedir (MEB, 2013b).

Akkan ve Cakiroglu (2012) MEB’in 6-8. simif ile ilgili 6gretim programindan ve
tilkemizdeki arastirmalardan, genellikle dogrusal ve ikinci dereceden oriintiilerin say1 dizisi
ve sekil (geometrik ve gorsel) formatinda sunulan cesitlerinin daha ¢ok yer aldigini

belirtmis ve bunu asagidaki sekilde gostermislerdir:

Oriintii Cegitleri Formatlar
(Harfli lfadesi) Sayi Dizisi Sekil
o
. A S
Dogrusal Ordintiiler 3,7, 1L 15, ... (4n=1) Ll L™ LN N
(an+b) L S
e 3+ 1)
ikinci Dereceden
Oriintiiler 2, 6, 12, 20, ... (n?+ n) E
(a.n®=b.n+c) = B8 aaa

1. pebil T pabid  BopekEl 4 pebal ,:'nz]

Sekil 2. 8. Dogrusal ve ikinci dereceden oriintii ¢esitleri ve 6rnekleri (Akkan ve Cakiroglu,
2012)

2.2. 1lgili Aragtirmalar

Tgili literatiir incelendiginde genel anlamda matematiksel diisiinme ile ilgili ulusal
veya uluslararasi diizeyde yapilmis bircok arastirmaya rastlanmistir. Calismamizin
problem konusu o6zelinde ilkdgretim, ortadgretim ve lisans diizeyinde matematiksel

diistinme siireglerini ele alan aragtirmalara bu basliklar halinde sirasiyla yer verilmistir.
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2.2.1. Ilkégretim Diizeyinde Yapilmis Calismalar

Cai (2000) galismasinda, ABD ve Cin’de 6grenim goren 6. siif dgrencilerinin 6
adet ag¢ik u¢lu ve 6 adet acgik uglu olmayan problem c¢oziimlerinde sergiledikleri
matematiksel diisinme ve muhakemelerini incelemistir. Bu problemlerin ¢dziimiinde
kullanilan matematiksel diislinme ve muhakemeleri anlamak i¢in dgrencilerin yanitlarin
nitel yolla analiz etmistir. Calisma sonucunda acik uglu olmayan sorularda Cin
ornekleminin ortalama skorlarinin dikkate deger oranda daha yiiksek oldugu, ABD’li
Ogrencilerin ise agik ug¢lu sorularda Cin Orneklemine gore onemli oranda daha yiiksek
ortalama skorlar elde ettikleri goriilmiistiir. ABD’li 6grenciler tablo ¢izme, liste olusturma
gibi daha somut stratejileri, Cinli 6grenciler ise problemlerde genel kurali bularak bir
kural1 ifade etme yolunu daha ¢ok tercih etmislerdir. Cinli 6grencilerin rutin algoritma ve
sembolik gosterimleri, ABD’li 6grencilerin ise somut gorsel gosterimleri kullanmay tercih
ettikleri belirlenmistir. Buna bagl olarak Cinli 6grencilerin genelleme becerilerinin ABD’li
ogrencilerden daha ileri diizeyde oldugu ifade edilmistir.

Yesildere (2006) farkli matematiksel giice sahip ilkogretim 6., 7. ve 8. smif
Ogrencilerinin matematiksel diisiinme ve bilgi olusturma siire¢lerini incelemistir. Nicel ve
nitel arastirma yontemleri kullanilarak hazirlanan, 6rnek olay arastirma stratejili ¢alismada
veri toplama araci olarak agik uglu problemler kullanilmistir. Arastirma sonucunda farkli
matematiksel giice sahip Ogrencilerin, matematiksel diisinme ve bilgi olusturma
stireclerinde izledikleri yollar arasinda bir takim farkliliklarin oldugu, diisiilk matematiksel
giice sahip 6grencilerin bilgi olusturmada yavas ve sorunlu bir siiregten gegerken yiiksek
matematiksel giice sahip 6grencilerin dnceden olusturulan bilgileri tanimada, kullanmada
ve olusturmada daha basarili oldugu goriilmiistiir.

Yesildere ve Tirnikli’niin (2007) ilkogretim 8. smiftan mezun ogrencilerin
matematiksel diistinme ve akil yiiriitme stireclerini konu alan arastirmasinda, veri toplama
araci olarak on tane acik uclu problem kullanilmistir. Arastirma sonucunda 6grencilerin
problem ¢dzmede, matematiksel bilgileri ile iliskilendirme yapmada ve mantiksal akil
yirlitmede sorun yasadiklari belirlenmistir. Bu duruma, 6grencilerin verilenlerden
hareketle degil de 6znel goriislerine dayanarak akil yiiriitmeleri, diisiincelerini kanitlar
sunarak ve aciklamalar yaparak ifade edememeleri, problemleri verilenler arasinda

iliskilendirme yaparak ¢6zememelerinin neden olduguna isaret edilmistir.
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Tagdemir (2008) ilkogretim 7. smif Ogrencilerinin matematiksel diistinme
becerilerinin fen ve teknoloji dersindeki akademik basarilarina, problem ¢6zme
becerilerine ve tutumlarina etkilerini arastirmistir. Arastirmada elde edilen bulgular,
matematiksel diisiinme etkinlikleri iceren 6gretimin 6grencilerin akademik basarilarini,
tutumlarin1 ve problem ¢ozme becerilerini gelistirmede ve bunun siirekliligi iizerinde
onemli bir etkisinin oldugunu ortaya c¢ikarmistir. Matematiksel siiregleri orta ve diisiik
seviyede sergileyen oOgrenciler problemi kismen taniyip belirlerken, sunduklari
coziimlerdeki kavram ve hesaplamalarda biiylik hatalar yapmislar, sonucu matematiksel
akil yiiriitme ve formiil kullanmadan sezgisel yolla elde etmislerdir.

Scusa (2008) yaptigi ¢alismada, 7. sinif d6grencilerinin matematiksel diistinmelerini
problem ¢6zme, muhakeme ve ispat yapma, iletisim kurma, problem ve ¢6ziimiinii sunma
ve iliski kurma siiregleri baglaminda incelemistir. Ogrencilere bu siireclerin 6gretimi ve bu
stiregleri kullanan 6rnek 6grenci ¢oziimlerini degerlendirme firsati saglamis, bu durumun
Ogrencilerin matematiksel diisiinme ve ¢oziimlerini yazmalari {izerine etkisini arastirmistir.
Calisma sonucunda yazili ya da sozel olarak s6z konusu siiregleri vurguladikca
ogrencilerin muhakemelerinin gelistigi goriilmiistiir.

Taylor (2008) matematiksel olarak {istiin yetenekli 6grencilerin dort agik uclu soru
tizerinde sergiledikleri matematiksel diisinme ve matematik yapma yollarini incelemistir.
Calismaya 8. smnifta 6grenim goren 15 istiin yetenekli Ogrenci katilmistir. c¢aligma
sonucunda elde edilen bulgular, 6grenciler arasindaki sosyal etkilesimin Ogrencilerin
matematiksel kavram ve iliskileri anlamalarina, daha karmasik anlamlar insa etmelerine ve
matematik yoluyla konugmalarina olanak sagladigini vurgulamistir.

Karakoca (2011) g¢alismasinda 6. simif 6grencilerinin problem ¢dzme siirecinde
matematiksel diistinmeyi kullanma durumlarini, bu durumlarin 6grencinin cinsiyeti, okul
Oncesi egitim alip almama durumu ve 6grencinin matematik basarist acgisindan farklilasip
farklilasmadigint  aragtirmistir.  Bulgular, Ogrencilerin problem ¢6zme siirecindeKi
matematiksel diisiinme durumlarinda cinsiyete bagl bir farkliligin olmadigini, okul dncesi
egitim alma ve matematik basarisi arasinda anlamli derecede bir iliskinin oldugunu
gostermistir. Bunun yaninda 6grencilerin rutin sorulardaki ortalamalarinin rutin olmayan
sorulara gore daha yiiksek oldugu goriilmiistiir.

Limjap (2011) ilkokul 1. ve 2. smifta 6grenim goéren 6grencilerin matematiksel

diistinmelerini arastirmistir. Calismada 19 6grencinin her birinden 6 problemi ¢6zmeleri
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istenmigstir. Calisma sonucunda, Ogrencilerin formal Ogretim olmadan da problemleri
canlandirabildikleri, modelleyebildikleri ve ¢oOziimlerinde sayma stratejilerini
kullanabildikleri belirlenmistir.

Sarpkaya, Karamik ve Bulut (2011) nitel arastirma ydntemi kullandiklar1 6zel
durum calismasinda, 6. sinif matematik dersinde 6grencilerle birlikte yapilan aktiviteleri
matematiksel diigiinmenin gelisimi baglaminda incelemeyi amaglamislardir. Bu baglamda
6. sinif matematik 6gretmeninin 120 dakikalik ders video kayitlar1 incelenmistir. Sonuglar
O0grenme ve 0gretme siireglerinde dgrenciler ve 6gretmenin “matematiksel diisiinmelerini
iletisim yoluyla diizenle” kategorisine ait 8 alt kategoriyi gergeklestirdigini gostermistir.
Ancak 6grenciden 6grenciye herhangi bir iletisim gézlenmemistir.

Yildirim (2015) nitel arastirma yontemi kullandigi calismasinda ortaokul 8. sinif
Ogrencilerinin geometri problemlerine ait Ozellestirme ve genelleme siireglerini
incelemistir. Arastirmanin sonucunda, problemlere bagli olarak 6grencilerin genelleme
yapabilme durumlarinin degistigi tespit edilmistir. Ozellestirme siirecinde basarili olan
Ogrencilerin genelleme siirecinde zorlansalar dahi genel olarak beklenen genellemeye
ulasabildikleri gézlemlenmistir. Genellemeyi sozel olarak ifade edebilen ya da geometrik
olarak problemlere agiklama getirebilen 6grencilerden bazilarinin, ulastiklarr genellemeleri
cebirsel olarak ifade etmekte zorlandiklar: tespit edilmistir. Yiiksek basar1 diizeyine sahip

ogrencilerin ise farkl sekillerde genellemeye ulasabildikleri saptanmustir.
2.2.2. Ortadgretim Diizeyinde Yapilmis Calismalar

Umay (1992) lise 2. simf 6grencileriyle yapmis oldugu calismasinda matematik
problemlerini ¢6zmede, siireci izlemeye yonelik hazirlanmis testler ile dogrudan sonucun
yoklandig: testleri karsilastirarak, stire¢ ve sonug arasinda farkliliklar olup olmadigini,
varsa bunlarin neler oldugunu belirlemeyi amaclamistir. Calismada, biri bir problemi siire¢
asamasinda digeri ayni problemi sonu¢ asamasinda yoklayan iki test kullanilmustir.
Matematiksel diisiinme anlaminda 6grencilerin siire¢ odakli testte sonug odakl teste gore
daha ¢ok zorlandigi belirlenmistir. Matematikte yalnizca sonucun degil siirecin de
oOl¢iilmesinin problem ¢6zme becerisine katki saglayabilecegi ifade edilmis, matematiksel
diistinme siirecinin ¢oktan se¢meli testlerle de Olciilebilecegi, gecerligi ve giivenilirligi

yiiksek bir test gelistirilerek gosterilmistir.
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Lutfiyya (1998) Nebraska’da lise 9-12. sinif 6grencileriyle yaptigi ¢alismada, lise
Ogrencilerinin matematiksel diisiinmelerini 6lgen bir dlgek gelistirmeyi amacglamig, sinif
seviyesi ve cinsiyetin Ggrencilerinin matematiksel diisiinmeleri iizerine etkisini
arastirmistir. Gelistirdigi matematiksel diistinme 6l¢egini 9-12. siniflarda okuyan 239 lise
Ogrencisine uygulamistir. Verilerin analizi 11. ve 12. smiflar disinda tiim durumlarda sinif
seviyesi arttikca matematiksel diistinmedeki farkliliklarin da arttigin1 géstermistir. 11. sinif
ogrencilerinin ortalama skorlar1, 12. sinif 6grencilerinin ortalama skorlarindan daha yiiksek
cikmistir. Kiz ve erkek 6grenciler arasinda genelleme, timdengelim, tiimevarim, sembol
kullanim1, mantiksal diisiinme ve matematiksel ispat baglaminda dikkate deger bir farklilik
elde edilmemistir.

Mubark (2005) Urdiin’de 11. smf &grencileriyle gergeklestirdigi galismada
oncelikli olarak matematiksel diisiinmenin 6 Onemli yOniinii (genelleme, tlimevarim,
timdengelim, sembol kullanimi, mantiksal diisiinme ve matematiksel ispat) tanimlamis ve
matematiksel diisiinme ile matematik basarisi arasindaki iligskiyi arastirmistir. Buna ek
olarak matematiksel diisiinme ve matematik basarisi ile iliskili cinsiyet ve okul yerlesimine
(sehir, varos, kirsal) bagl farkliliklar: incelemistir. Calismada matematiksel basar1 testinde
kiz ogrenciler erkek ogrencilerden daha yiiksek basari elde etmiglerdir. Matematiksel
diistinme ile ilgili olarak matematiksel ispatin en zor, mantiksal diisiinmenin ise en kolay
boyut oldugu belirlenmistir. Mantiksal disiinme, matematiksel ispat ve toplam
matematiksel diisiinme puanlarinda kiz 6grencilerin erkek 6grencilere gére 6nemli oranda
daha yiiksek puan aldig1 goriilmiis, genelleme, tlimevarim, tiimdengelim ve sembol
kullaniminda kiz ve erkek 6grenciler arasinda anlamli herhangi bir fark tespit edilmemistir.
Sembol kullanimi ve toplam matematiksel diisiinme puanlarinda varos okullarinda okuyan
ogrenciler, sehir ve kirsaldaki 6grencilere gore daha basarili olmuslardir. Coklu regresyon
analizi sonucunda matematiksel diisiinme basamaklar1 ile matematik basarisi arasinda
anlamli bir iliski bulunmustur. Matematiksel ispat ve genelleme en 6nemli basamaklar
olarak ortaya cikarken, bunlari 6nem sirasina gore sirasiyla sembol kullanimi, mantiksal
diistinme, timdengelim ve tiimevarim takip etmistir.

Duran (2005) caligmasinda 15 yas grubu Ogrencilere matematiksel diisiinme
baglaminda PISA (Uluslararast Ogrenci Degerlendirme Programi) kapsaminda uygulanan
baz1 degiskenlerin, matematiksel diisiinme becerileri basarisini etkileme giiciinii katilimci

diger iilkelerle karsilagtirmali bir sekilde incelemistir. Sonuglar, okul oncesi egitim alan
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Ogrencilerin okul 6ncesi egitim almayan 6grencilere gore daha basarili, erkek 6grencilerin
matematiksel diisinme becerilerinin  kiz 6grencilerden daha iyi ve &grencilerin
matematiksel diisiinme basarisini en ¢ok etkileyen degiskenin matematik kaygist oldugunu
gostermistir.

Arslan ve Yildiz (2010) caligmalarinda, nitel arastirma yaklagimi kullanarak 11.
smif Ogrencilerinin  matematiksel diisinmenin 6zellestirme, genelleme, varsayimda
bulunma ve ispatlama asamalariyla ilgili durumlarini ortaya ¢ikarmayi amaglamiglardir. Bu
amagla her biri dokuzar sorudan olusan ¢aligma yapraklar1 gelistirmis ve pilot calismadan
sonra 24 lise 6grencisine uygulamislardir. Calismanin sonuglar1 matematiksel diisiinmenin
asamalar1 ilerledikce Ogrenci basarisinin diistiigiinii, O6grencilerin 6zellestirmede iyi
performans gosterirken ispatlamada ise olduk¢a zorlandiklarini gostermistir. Ayrica
Ogrencilerin genelleme ve varsayimda bulunma asamalarindaki cevaplarmin sozel ve
cebirsel, ispatlama asamasinda ise aritmetik, geometrik ve cebirsel olarak ayrildig: tespit
edilmistir.

Zaman (2011) Pakistan’da 9. sinifta 6grenim goren ogrenciler ile yapmis oldugu
calismada matematik basarisi ile matematiksel diisiinme arasindaki iliskiyi incelemistir.
Calisma sonucunda elde edilen bulgular, matematiksel diisiinmenin matematiksel basari ile
kismen iligkili ve en iligkili yoniin ise ispat oldugunu gostermistir. Erkek ogrenciler
kizlardan daha istiin performans gosterirken, matematiksel diisiinme ve matematiksel
basarmin tiim basamaklarinda 6zel okul 6grencileri devlet okulundaki 6grencilerden daha
yiiksek puanlar elde etmislerdir. Ogretmenlerle yapilan miilakatlar ise &gretmenlerin
problem ¢ozme, tiimdengelim, tlimevarim, mantiksal diisiinme ve ispatin matematiksel
diisinmenin en Onemli basamaklar1 oldugunu, genelleme en kolay basamak iken
ispatlamanin en zor basamak oldugunu diistindiiklerini agiga ¢ikarmustir.

Keskin, Dag ve Altun (2013) ise matematiksel diisiinmenin Ozellestirme,
genelleme, varsayimda bulunma ve ispatlama asamalarinda 8. ve 11. smif 6grencileri
arasindaki farkliliklar1 incelemislerdir. Calismada, matematiksel diisiinmenin iizerinde
durulan asamalarim igeren 2 ¢aligma yapragini 8. smifta 6grenim goren 14 6grenciye ve
11. smifta 6grenim goren 11 6grenciye uygulamiglardir. Calisma sonucunda dgrencilerin
Ozellestirme basamaginda problem yasamadiklari, 11. sinif 6grencilerinin genelleme ve
varsayimda bulunma basamaklarinda daha basarili olduklari, ispat asamasma dogru

ilerledikge 8. smif Ogrencilerinde daha ¢ok olmak {izere her iki gruptan Ggrencilerin
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kendilerini hem matematiksel hem de sozel olarak ifade etmekte zorlandiklar
belirlenmistir.

Kocaman (2017) 11. smf ogrencilerinin matematiksel diistinme becerilerini,
matematiksel diistinme becerileri ile matematige yonelik tutumlar1 ve basarilar1 arasindaki
iligkiyi incelemistir. Calismada matematiksel diisiinmenin alt boyutlar1 genelleme,
tiimevarim, tiimdengelim, mantiksal diisiinme, sembollerin kullanim1 ve matematiksel ispat
seklinde tanimlanmistir. Veri toplama aract olarak 12 sorudan olusan matematiksel
diisiinme testi ve 25 sorudan olusan matematik tutum Olg¢egi kullanilmistir. Arastirma
sonucunda o6grencilerin matematiksel diisinme testinden ve matematige yonelik tutum
Olceginden oldukea yiiksek puanlar aldiklari goriilmiistiir. Matematiksel diisiinme ile
matematige yonelik tutumlari, basar1 ve liseye giris puanlar1 arasinda pozitif yonde ve
anlamli bir iliski bulunmustur. Ogrencilerin matematiksel diisiinme puanlari cinsiyet ve yas
gruplarina gore anlamli bir farklilik géstermemis, 6grencilerin 6grenim gordiikleri okullara
gore farklilagmig ve en yliksek matematiksel diislinme puanlari fen lisesinde ortaya

cikmustir.
2.2.3. Lisans Diizeyinde Yapilmis Calismalar

Alkan ve Bukova-Giizel (2005) yaptiklari aragtirmada, matematik O6gretmen
adaylarinda matematiksel diisiinmenin gelisimini 6lgmeyi amaglamiglardir. Bu amagla,
matematiksel diisiinme gelisimini 6lgmek i¢in olusturulan 6lgme araci katilimer 6gretmen
adaylarina uygulanmis ve onlarin ¢oziim yaklagimlari, matematiksel diisiinme Olgiitlerine
uygun bicimde smiflandirilarak degerlendirilmistir. Elde edilen bulgular, 6gretmen
adaylarinin  matematiksel disiinme gelismisliginin disiik diizeyde oldugunu ve
matematiksel diisiinme seviyesi bakimindan OSS basar1 puanlarina gore belirlenmis olan
gruplar arasinda, puani daha yiiksek olanlar lehine anlamli bir farkliligin oldugunu
gostermistir. Ogretmen adaylarmin OSS smavinda elde ettikleri matematik netleri ile
matematiksel diisiinme diizeyleri arasinda dogrusal bir iligki saptanmamastir.

Bukova-Giizel (2008) yapilandirmaci 6grenme yaklasiminin, matematik 6gretmen
adaylarinin matematiksel diisiinme siireclerine olan etkisini incelemistir. Calismasinda
kontrol gruplu on test-son test modeline dayali yar1 deneysel yontem, katilimcilarin
matematiksel diisiinme siireclerinin karsilastirilmasinda ise agik-uclu sorular kullanmistir.

Aragtirma sonucunda, yapilandirmaci Ogrenme yaklasiminin matematiksel diisiinme
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stireclerine daha fazla katki sagladigi, deney grubunda yer alan katilimcilarin tahmin etme,
genellemeleri ve hipotezleri dogrulamak i¢in matematiksel modeller olusturma ve bu
modeller arasinda iliski kurmada kontrol grubunda yer alan katilimcilara gore daha basaril
olduklar1 belirlenmistir.

Kargar, Tarmizi ve Bayat (2010) lisans 0Ogrencilerinde matematik kaygisi,
matematige yonelik tutum ve matematiksel diistinme arasindaki iliskiyi incelemistir. Farklt
fakiiltelerden 203 6grenci ile yapilan calismanin sonuglari, matematiksel diisiinme ve
matematik tutumu arasinda anlamli pozitif bir iliskinin oldugunu, matematiksel diisiinme
ve matematik kaygisi arasinda kismen negatif, matematik kaygisi1 ve matematik tutumu
arasinda ise negatif bir iligkinin oldugunu ortaya koymustur. Sonu¢ olarak bu bulgulara
gore matematik kaygisi seviyesinin matematiksel diisiinme ve matematige yonelik tutuma
bagli oldugu ifade edilmistir. Diger yandan Ogrencilerin branslarinin matematik kaygisi,
matematige yonelik tutum ve matematiksel diisiinme tizerinde bir etkisinin olmadig
gorilmiistiir.

Lane (2011) lisans 6grencilerinin matematiksel diisiinmeyi nasil algiladiklarin1 ve
ozellestirme (L. Burton, 1984) ile ilgili 6gretimin, 6grencilerin problemlere yaklagimlarini
nasil etkiledigini arastirmistir. Caligmada Ogrencilerin  matematiksel diisiinmeleri
Ozellestirme, tahmin, genelleme ve ikna etme siirecleri baglaminda incelenmistir.
Ogrencilerin en bagarili olduklar1 siireclerin en ¢oktan en aza sirasiyla Ozellestirme,
tahmin, genelleme ve ikna etme oldugu tespit edilmistir. Ogrenciler, matematiksel
diisiinme ile ilgili olarak Ulusal Matematik Ogretmenleri Konseyinin (NCTM, 2009)
tanimiyla uyusmayan bir goriis ifade etmislerdir. Ozellestirme ile ilgili birkag farkl1 strateji
ogrencilere modellenmis, sistematik tahmin ve kontrol metodunun 6grenciler tarafindan en
cok kullanilan yontem oldugu belirlenmistir. Calisma siirecinde sadece kisa siireli bir
Ogretimin ardindan oOgrencilerin ¢ogu Ozellestirme seviyelerinde kiigliik bir gelisim
gostermislerdir.

Alkan ve Tasdan (2011) ise matematik Ogretmen adaylariin matematiksel
diisinme ile ilgili goriislerini belirlemeyi ve farkli simif diizeylerindeki Ggretmen
adaylarimin goriislerini karsilastirmay1 amaglamiglardir. Arastirma sonucunda, matematik
ogretmen adaylarinin matematiksel diisiinmenin ¢ok boyutlu yapisini genel hatlariyla
ortaya koyabildikleri, problem ¢6zme ile matematiksel diisiinme iliskisini kurabildikleri

ancak problem ¢ozmeyi ¢ogunlukla siradan islemler yaparak bir sonuca ulagma olarak
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ifade ettikleri saptanmistir. Siniflar arasi karsilastirma, matematiksel diisiinmenin tanimina
ve problem ¢ézme ile iligkisine yonelik goriislerde 4. siniftaki 6gretmen adaylarinin diger
siniflara kiyasla daha olumlu, problem ¢6zme basamaklarina ve muhakeme etme tanimina
iliskin gortslerde ise 5. siniftaki adaylarin beklenene daha yakin goriislere sahip oldugunu
gostermistir.

Coskun (2012) matematik 6gretmen adaylarinin iist diizey matematiksel diisiinme
siireclerinin ne diizeyde gerceklestigini belirleme amaciyla yapmis oldugu calismada,
Sorgulayict Problem Cézme ve Ogrenme (SPCO) modeline gore tasarlanmis ¢alisma
yapraklarin1 kullanmigtir. Bulgular, 6gretmen adaylarinin en basarili olduklari siirecin
genelleme siireci oldugunu gostermistir. Sentezleme ve soyutlama siireglerinin yiiksek
diizeyde gergeklestirilmesinde ise sorun yasandigi gdzlenmistir. Genel anlamda SPCO
modelinin {ist diizey matematiksel diisiinmeyi destekledigi sonucu elde edilmistir.

Oztiirk (2013) tarafindan yapilan calismada, matematiksel diisinme odakli
ogretimin, ogretmen adaylarinin matematik Ogretimini planlama becerilerine etkisi ve
bununla ilgili goriislerinin belirlenmesi amag¢lanmistir. Calisma sonucunda matematiksel
diistinme odakl1 6gretimin, 6gretmen adaylarinin 6grencilerin matematiksel diistinmelerini
dikkate alan planlar yapma becerilerine olumlu etkisinin oldugu, 6gretmen adaylarinin
matematiksel diisiinme odakli dersler planlamada onemli olan o6zellikleri vurgulayan
goriigler belirttikleri ve oOgretim uygulamasi hakkindaki goriiglerinin olumlu oldugu
belirlenmistir.

Tagdan, Celik ve Erduran (2013) matematik 6gretmen adaylarinin matematiksel
diisinme ve Ogrencilerin matematiksel diisiinmelerinin gelistirilmesi  hakkindaki
goriislerini incelemislerdir. Arastirma, bir egitim fakiiltesinin son sinifinda 6grenim goren
4 matematik ogretmen adaymin katilimiyla gergeklestirilmis ve veriler 5 sorudan olusan
yar1 yapilandirilmis goriisme formu aracilifiyla toplanmistir. Arastirma sonucunda elde
edilen bulgular, 6gretmen adaylarinin matematiksel diisiinmenin gelistirilmesi i¢in giinliik
hayatla iligkilendirme, problem c¢6zme ve etkili soru sorma gibi konulara 06zen
gosterilmesinin gerekli oldugu goriisiinde olduklarini gostermistir.

Aydin ve Ubuz (2014) yaptiklart caligmada lisans Ogrencilerinde matematiksel
diisinme durumunun etkenlerini sinif i¢i seviyesi ve smnif seviyelerine bagli olarak
incelemislerdir. Calisma sonuglar1 6grencilerin matematiksel diisiinmelerinin 6ncelikle

cinsiyet, smif ici seviye ve sinif seviyelerine bagli olarak degistigini gostermistir. Kiz
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ogrenciler sdzel/mantiksal gorevler iceren problemlerde erkek 6grencilere gore daha iistiin
basar1 gostermis, erkek 6grenciler ise gorsel/uzamsal beceri gerektiren problemlerde daha
basarili olmuslardir. Ebeveynlerinin egitim durumu ile 06grencilerin modelleme,
degerlendirme, manipiile etme ve ispatlama iceren problemlerdeki basarilar1 arasinda
pozitif bir iligki tespit edilmistir. Ders basarilar1 yiikksek olan &grencilerin rutin islemsel
stiregleri gerceklestirmede ve ispat veya dogrulama igeren problemlerde daha basarili
olduklar1 gorilmistiir. Sif seviyeleri arttikga Ogrencilerin zihinsel gorsellestirme ve
islemsel siirecleri gergeklestirmede daha basarili olduklari ifade edilmistir.

Aljaberi (2014) ilkokul o&gretmen adaylarinin matematiksel diistinmelerini,
matematige yonelik tutumlarini ve matematik tutumlari ile matematiksel diisiinmeleri
arasindaki iliskiyi incelemistir. Seksen kiz 0Ogrenci ile gerceklestirilen caligmada
Matematige Yonelik Tutum Envanteri ve Matematiksel Diisiinme Testi kullanilmistir.
Calisma sonucunda, Ogrencilerin matematik tutumlar1 ve matematiksel diistinmeleri
arasinda pozitif bir iligski oldugu, d6grencilerin matematiksel diistinme testinde orta diizeyde
basarili olduklari, 6grencilerin performansinin en iyi modelleme ve tiimevarim yonlerinde
iken ortalamanin matematiksel ispat ve genellemede diistiigli, dgrencilerin matematige
yonelik pozitif tutumlarinin oldugu belirlenmistir.

Ersoy ve Giiner (2015) problem ¢6zme becerilerinin gelisimi ve problem ¢dzme
stratejilerinin Ogretimi i¢in verilmis olan problem ¢ozme dersinin, ilkokul matematik
Ogretmen adaylarinin problem ¢6zme basamaklarin1 kullanma kabiliyetleri ile onlarin
matematiksel diislinme seviyelerine olan etkisini aragtirmislardir. 13 hafta (26 saat) siireyle
yiiriitiilmiis olan ¢alisma siirecinde 6grencilere problem ¢dzme becerilerini gelistirmek i¢in
Polya’nin (1945) dort basamaktan olusan problem ¢6zme basamaklar1 ogretilmistir. Elde
edilen bulgular problem ¢6zme dersinin, matematik 6égretmen adaylarmin problem ¢dzme,
uygun stratejiyi segme ve uygulama becerilerinin gelisimi iizerine pozitif etkisinin
oldugunu gostermistir. Ayrica problem ¢ézme dersinin matematiksel diisiinme {izerine

olumlu etkisi oldugu sonucuna varilmaistir.
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3. YONTEM

Bu béliimde arastirmanin modeli, ¢alisma grubu, verilerin toplanmasi ve verilerin

analizi hakkinda bilgi verilmistir.
3.1. Arastirmanin Modeli

Bu c¢alismada, nitel arastirma yaklasimi benimsenmistir. Nitel arastirmalar,
arastirma yapilan kisilerin edinmis olduklar1 kazanimlarin sistemli bir sekilde
incelenebilmesinde tercih edilen bir yontemdir (Ekiz, 2003). “Nitel arastirmalarda
aragtirmacilar bir olay veya olgunun ne siklikla meydana geldigini arastirmak yerine belli
bir etkinligin niteligi tizerine odaklanirlar” (Biyiikoztirk, Kilic Cakmak, Akgiin,
Karadeniz ve Demirel, 2008;s. 234). Nitel arastirma yontemlerinde gbzlem, goriisme ve
dokiiman analizi gibi nitel veri toplama araglari kullanilir (Yildirim ve Simsek, 2008). Ele
alinan konunun derinlemesine ve ayrintili olarak g¢alisilmasi olanagi sagladig: i¢in nitel
arastirmalar, bireylerin diisiinme siire¢lerini incelemede nicel arastirmalara gore daha fazla
firsat sunmaktadir (Patton, 2002; akt., Sar1, 2011).

Arastirmanin deseni olarak nitel arastirma desenlerinden 6zel durum calismasi
kullamlmistir. Bir olay, aktivite veya siirecin kesfedildigi 6zel durum calismalar
(Creswell, 2014), daha cok nitel arastirma yaklasimlarina yakin bir aragtirma ydntemi
olarak bilinir. Bu yontemin en 6nemli avantaji arastirmaciya ¢ok 6zel bir konu ya da

durum odakli ¢aligma imkan1 saglamasidir (Cepni, 2009).
3.2. Calisma Grubu

Calismada, 2015-2016 egitim-6gretim yilinda Usak ili Merkez ilgesinde bir fen
lisesinin smif ve seviye olarak en bagarili 12. sinifinda 6grenim goéren 19 6grenci arasindan
secilen 9 6grenci ¢alisma grubu olarak belirlenmistir. Calisma grubunun belirlenmesinde
amacli ornekleme yontemlerinden maksimum g¢esitlilik orneklemesi kullanilmistir.
Maksimum cesitlilik 6rnekleme yontemi kendi i¢inde benzer ancak farkli 6zelliklere sahip

orneklemi segerken kullanilan bir ydntemdir (Biiyiikoztiirk vd., 2008). Ogrencilerin
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seciminde sorulara verdikleri cevaplar, kendini ifade etme becerileri, dlgekte elde ettikleri
matematiksel basarilar1 ve matematik 6gretmenlerinin goriisleri belirleyici etken olmustur.

Uygulamada yoneltilen ac¢ik u¢lu sorulara vermis olduklar1  yanitlarin
degerlendirilmesi neticesi Ogrenciler 2 ila 7 arasinda puanlar elde etmislerdir. Bu
Ogrenciler arasindan toplam puanlart 7 olan Ogrenciler 1yi, toplam puanlart 5 olan
Ogrenciler orta ve toplam puanlar1 2-3 arasinda olan Ogrenciler diisiik diizey seklinde
kategorilere ayrilmistir. Kategoriler olusturulduktan sonra matematik 6gretmeniyle yapilan
goriisme ile bu kategorilere uygun diistiigli hem fikir olunan 6grenciler belirlenmis, herbir
kategoriden tliger Ogrenci secilmistir. Arastirmada matematik dersinde farkli basari
diizeylerinden Ogrencilerin 0Olgiit olarak alinma sebebi 6grenci ¢esitliligini artirarak
matematiksel diisiinme becerileri ile ilgili daha kapsamli bilgi elde etmektir.

Bu ¢alismada &grenciler 01, O,, O3, O4, Os, Os, O, Og ve Oy parametreleriyle
kodlanmistir. Bu 6grencilerden O;, O, ve Os; matematik basaris1 iyi, Os, Os ve Os
matematik basaris1 orta, O7, Og ve Og ise matematik basaris1 diisiik diizeyde olan
ogrencileri belirtmektedir. Calisma grubunu olusturan dgrencilerden O; ve O3 erkek, diger

ogrenciler ise kiz 6grencilerdir.

3.3. Veri Toplama Araclar:

Ilgili literatiir arastirilmis ve dgrencilerin matematiksel diisiinmelerini 6zellestirme,
tahmin, ispat ve genelleme basamaklari baglaminda incelemek amaciyla 9 problemden
olusan bir 6lgek hazirlanmistir. Sorularin hazirlanma asamasindan sonra konu alanindaki
iki uzman ve iki matematik Ogretmeninden sorulan sorularin sinif seviyesine
uygunlugunun, acgik ve anlasilir olduklarinin ve incelenen konuyu igerdiklerinin teyidi
alinmistir. Kullanilan problemler, Arslan ve Yildiz’in (2010) yapmis olduklar1 calisma
paralelinde, literatiirdeki mevcut ¢alismalarda (Szetela, 1986; Santos-Trigo, 1998; Vogel,
2005; Liu ve Niess, 2006; Cafiadas, Deulofeu, Figueiras, Reid ve Yevdokimov, 2007;
Scusa, 2008; Mason, Burton ve Stacey, 2010; Keskin, Dag ve Altun 2013) kullanilmis
sorulardan uyarlanmig, 2 adet rutin ve 7 adet rutin olmayan problemlerdir. Problemlerin
diger bir 6zelligi de 6grencileri her bir problemde yapacaklar1 6zellestirme ile problemin
bilesenleri arasindaki mevcut iligkileri kesfedip bu iliskiler araciligiyla genel bir formiilii

tahmin edebilecekleri, tahmin ettikleri formiilu ifade edebilecekleri ve en sonunda formiille
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ilgili bu tahminin dogrulugunun ispatini1 yaparak problem ¢dztiimiinii tamamlayabilecekleri
sorular olmalaridir.

Uygulama sonrasi segilen her bir 6grenci ile problemlere verdikleri yanitlar odakli
bireysel miilakatlar yapilmistir. Miilakatlar sirasinda 6grencilerden:

e Her bir problem igin ¢6ziimii nasil elde ettiklerini agiklamalari,

e ihtiya¢ duyulan ek sorular1 cevaplamalar1 (“Bu problemi nasil ¢dzdiin?”, “Nasil
diisiindiin?”, “Bu soruda neler yaptin?” gibi sorularin yaninda problemin igerigi ile
ilgili sorular)

istenmistir.
Problemlerin uzman goriisii de alinarak yeniden diizenlenmis son halleri asagida

verilmistir:

1. Problem

NOKTA ve DOGRU

N n tane noktadan kag¢ tane dogru geger?
o \‘J

Yapacagimz etkinlikler sonunda bu soruya cevap bulacaksmr. Bunun icin ilk olarak

asagida verilen soruyvu dikkatlice okuyunuz.

-— Iki noktadan tek bir dogru geger.

)< Ug noktadan ii¢ dogr geger.

- <

Bu durumda dogrusal olmawvan n tane noktadan gegen dogr savisi nedir? Bunu formiille ifade

ediniz. Matematiksel olarak bu formiilii nasid dogrularsmiz (ispatlarsmniz) agiklavimniz.

Sekil 3. 1. Matematiksel diisiinme 6l¢egi 1. problem

1. problem 6grencilerin matematiksel diisiinmelerini 6zellestirme, tahmin, ispat ve
genelleme basamaklari  baglaminda incelemeye yonelik hazirlanmis  geometri
problemlerinden biridir. Bu problemde 6grencilerin a) soruda anlatilani ve istenileni
kesfetmek igin soruyla ilgili 6zel ornekleri incelemeleri (Gzellestirme), b) 6zellestirme
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sonucunda nokta sayilar1 ve dogru sayilari arasinda var olan iligkiyi fark ederek bir formiil
tahmin etmeleri (tahmin), ¢) bu formiili ifade etmeleri (genelleme), d) ifade ettikleri
formiilin dogrulugunu ispat etmeleri (ispat) ve bdylece problemi ¢6zme siirecini
tamamlamalar1 beklenmektedir.

1. problemde dogrusal olmayan nokta sayisi n ile sembolize edilmek iizere formiilii

n-(n—-1)

ikinci dereceden ifadesi olan ve artarak genisleyen bir Oriintli, geometrik olarak

modellenmistir. Miifredat acisindan degerlendirildiginde bu problem, 6grencilerin mevcut

bilgi birikimiyle ¢6zebilecekleri rutin bir problemdir.

2. Problem

MERDIVEN PROBLEMI

Yapacagmiz etkinlikler sonunda asagidaki soruya cevap bulacaksmiz.

Ali sekildeli gibi 3 basamakli bir merdiven vapmak igin 6 blok kullanmaktadir.

Buna gére n basamakli bir merdiven vapmak isteven birisinin kullanacagi blok savisi nedir?

Bunu formiille ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formiili nasil dogrularsmiz (ispatlarsiniz)

aciklaymiz.
Sekil 3. 2. Matematiksel diisiinme 6lgegi 2. problem

2. problem &grencilerin matematiksel diisiinmelerini 6zellestirme, tahmin, ispat ve
genelleme basamaklar1 baglaminda incelemeye yonelik hazirlanmis sekil problemlerinden
biridir. Bu problemde 6grencilerin a) soruda anlatilan1 ve istenileni kesfetmek i¢in soruyla

ilgili 6zel 6rnekleri incelemeleri (6zellestirme), b) 6zellestirme sonucunda basamak sayilari
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ve kullanilan blok sayilari arasinda var olan iligkiyi fark ederek bir formiil tahmin etmeleri
(tahmin), c) bu formiilii ifade etmeleri (genelleme), d) ifade ettikleri formiiliin dogrulugunu
ispat etmeleri (ispat) ve bOylece problemi ¢6zme siirecini tamamlamalar1 beklenmektedir.

2. problemde basamak sayisi n ile sembolize edilmek iizere formiilii ikinci

n-(n—-1)

dereceden ifadesi olan ve artarak genisleyen bir Oriintii, sekilsel olarak

modellenmistir.

3. Problem

KAGIT EV

n katl: bir kagit ev igin gerekli olan kart sayisi
kagtr?

Yapacagmiz etkinlikler sonunda bu soruya cevap bulacaksmiz. Bunun icin ilk olarak

asagida verilen soruyu dikkatlice okuyunuz.

Bu 3 katli bir kagit evdir.

En tist kat birbirine vaslanmis iki kart ve altlarindaki bir karttan mevdana getirilmigstir. Bir
sonraki kat ise 4 karttan meydana gelmis (birbirine wyaslanmis 2°ser kart kiimesi) ve
tabanlarinda vine birer kart vardwr. Bu sekilde vapilan n katli bir kagit ev igin gerekli olan kart
savist kactr? Bunu formiille ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formiilii nasil dogrularsmiz

(ispatlarsmniz) agiklavmiz.
Sekil 3. 3. Matematiksel diistinme 6lgegi 3. problem

3. problem, 6grencilerin matematiksel diisiinmelerini 6zellestirme, tahmin, ispat ve
genelleme basamaklart baglaminda incelemeye yonelik hazirlanmis rutin olmayan, sekil

problemlerinden biridir. Bu problemde O6grencilerin a) soruda anlatilan1 ve istenileni
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kesfetmek igin soruyla ilgili 6zel ornekleri incelemeleri (6zellestirme), b) 6zellestirme
sonucunda kat sayilari ve kullanilan kart sayilar1 arasinda var olan iligkiyi fark ederek bir
formiil tahmin etmeleri (tahmin), c) bu formiilii ifade etmeleri (genelleme), d) ifade
ettikleri formiiliin dogrulugunu ispat etmeleri (ispat) ve boylece problemi ¢6zme siirecini
tamamlamalar1 beklenmektedir.

3. problemde kagit evin kat sayisi n ile sembolize edilmek iizere formiilii ikinci

n-(3-n+1)

dereceden ifadesi olan ve artarak genisleyen bir Oriintii, sekilsel olarak

modellenmistir.

4. Problem

TOKALASMA

\(/

Bir toplantida bulunann
tane kisi birbirleriyle
tokalastifinda ortaya cikacak

olan toplam tokalasma sayisi
ne olur?

L =
7/ |\

Yapacagmz etkinlikler sonunda bu soruva cevap bulacaksmiz. Bunun icin ilkk olarak

asagida verilen soruvu dikkatlice okuvunuz.

Yapilan bir toplantida bulunan herkesin toplantt Sncesi orada bulunan herkesle
tokalastiklarini hayal edin. 2 kisi kendi aralaninda tokalastginda 1 tokalasma meydana gelir. 3
kisi kendi arasinda tokalasuginda ise 3 tokalagsma meydana gelecektir. Bu sekilde
distindiigiimiizde toplantida n kisi cldugunu we her birinin birbirleriyle tokalastigim
varsayarsak meydana gelecek tokalasma sayisimi bir formiille ifade ediniz. Matematiksel

olarak bu formili nasil dogrularsimz (ispatlarsiniz) aciklayiniz.

Sekil 3. 4. Matematiksel diigiinme 6lgegi 4. problem

4. problem, 6grencilerin matematiksel diisiinmelerini 6zellestirme, tahmin, ispat ve
genelleme basamaklar1 baglaminda incelemeye yonelik hazirlanmig ve artarak genisleyen
bir Oriintii i¢eren s6zel, rutin problemlerden biridir. Bu problemde 6grencilerin a) soruda
anlatilan1 ve istenileni kesfetmek i¢in soruyla ilgili 6zel Ornekleri incelemeleri

(6zellestirme), b) 6zellestirme sonucunda kisi sayisi ile tokalagsma sayilart arasinda var olan
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iliskiyi fark ederek bir formiil tahmin etmeleri (tahmin), c¢) bu formiilii ifade etmeleri
(genelleme), d) ifade ettikleri formiiliin dogrulugunu ispat etmeleri (ispat) ve boylece
problemi ¢6zme siirecini tamamlamalar1 beklenmektedir.

4. problemde kisi sayis1 n ile sembolize edilmek iizere formiilii ikinci dereceden

n(n-1) ifadesi olan bir orintii, sozel olarak sunulmustur.

5. Problem

TAVSANL AR,

T >
— <

=
&

¥
e L

'_'., Biri erkek. digeri disi olan bir c¢ift wavru tawvsan

T bir awyda erginlesivor. Her ¢ift tavsanm bir gift

IL T “‘e"' r,/’ wvavru tavgan dogurabilmesi igin. erginlestikten ™

sonra bir av gecmesi gerekivor Hicbir tavsanmn
Slmedigini ve her disi tavsanm awda bir erkek wve
bir disi tavsan dogurdugunu disiniirsek. bir
wilin sonunda kacg gift tavsan olur?

’.;:*’i.‘“ .s|e-.
*ﬁ’i‘“fi?fi‘ Ly

Yapacagmiz eikinlilkkler sonunda bu soruya cevap bulacaksmz. Bunun icin ilk olarak asagida

verilem soruyu dikkatlice okuyunuz.

Dogumlarmdan sonraki ilk aw tavsanlar vavrudur ve iiremezler. Ikinci avdan itibaren ise artik
wvetiskin hale gelirler ve her tavsan gifti avda bir ¢ift vavru (erkek ve disi) diinvawva getitmeve
baglarlar. Ilk av veni dogmus bir ¢ift tavsanmmiz olsun.

1. Ilk avm sonunda. sadece bir gift vardr.

2. Ikinci ayda (45. ginde. 50. giinde_) bu tavsanlar heniiz vavrulamadiklar: igin hala bir cift
tav§animiz var.

2. Uciincii av bunlar bir ¢ift vavru verecek ve iki ¢ift tavsanmiz olacalk.

4. Y eni dogan cift dordiinci av dogurmawvacak, ovsa ana babalar:1 veniden bir cift vavrua
wapacak ve toplam iig ¢ift tavsanumiz olacak (Tawvsanlardan hic¢birinin dlmedigi
wvarsawviacaktr ).

Ay, #1. avda mevcut bulunan tavsan ¢ifti sayvismi belirtivor olsun. Bunu formiille ifade ediniz.

Matematiksel olarak bu formiilid nasil dogrularsmiz (ispatlarsmiz) aciklawyvmaz.

Sekil 3. 5. Matematiksel diisiinme 6lgegi 5. problem

5. problem, 6grencilerin matematiksel diisiinmelerini 6zellestirme, tahmin, ispat ve
genelleme basamaklar1 baglaminda ortaya c¢ikarmaya yonelik hazirlanmig, diger tlirden
orlintii igeren ve rutin olmayan, sézel problemlerden biridir. Bu problemde 6grencilerin a)
soruda anlatilan1 ve istenileni kesfetmek igin soruyla ilgili 6zel 6rnekleri incelemeleri
(6zellestirme), b) ozellestirme sonucunda her aydaki tavsan sayilari arasinda var olan
iligskiyi fark ederek bir formiil tahmin etmeleri (tahmin), c) bu formiilii ifade etmeleri
(genelleme), d) ifade ettikleri formiiliin dogrulugunu ispat etmeleri (ispat) ve bdylece

problemi ¢6zme siirecini tamamlamalar1 beklenmektedir.
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5. problemde n. ayda mevcut tavsan ¢ifti sayis1 a, ile sembolize edilmek iizere

formiilii a,, = a,,_1 + a,_, ifadesi olan bir 6riintii mevcuttur.

6. Problem

DIKDORTGEN SAYISI

n adet dikdértgenden olusmus bir sekilde
bulunan toplam dikdé&rtgen savisi nedir?

Yapacagmiz etkinlikler sonunda bu soruya cevap bulacaksimiz. Bunun icin ilk olarak

asagida verilen soruvu dikkatlice okuyvunuz.

Asagida van vana es dikdérigenlerden olusmus sekillerde

I:l 1 tane dikd&rtgen vardr.

[T 3 tane dikcsomgen vasde —+ (] [ v [

Ayni dizende devam eden n adet dikdértgenden olusmus bir sekilde bulunan toplam
dikddrtgen sayisi nedir? Bunu formille ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formduli nasil

dogrularsiniz (ispatlarsiniz) agiklayiniz.
Sekil 3. 6. Matematiksel diisiinme 6lgegi 6. problem

6. problem, 6grencilerin matematiksel diisiinmelerini 6zellestirme, tahmin, ispat ve
genelleme basamaklari baglaminda ortaya g¢ikarmaya yonelik hazirlanmis ve artarak
genigleyen bir Orlintli igeren, rutin olmayan, geometri problemlerinden biridir. Bu
problemde 6grencilerin @) soruda anlatilani ve istenileni kesfetmek i¢in soruyla ilgili 6zel
ornekleri incelemeleri (6zellestirme), b) Ozellestirme sonucunda yan yana dikdortgen
sayilar1 ve toplam dikdortgen sayilari arasinda var olan iligkiyi fark ederek bir formiil
tahmin etmeleri (tahmin), c¢) bu formiilii ifade etmeleri (genelleme), d) ifade
ettikleriformiiliin dogrulugunu ispat etmeleri (ispat) ve boylece problemi ¢ozme siirecini
tamamlamalar1 beklenmektedir.

6. problemde yan yana dikdortgen sayist n ile sembolize edilmek {izere formiilii

ikinci dereceden @ ifadesi olan bir oOriintii, geometrik olarak modellenmistir.
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7. Problem

DAIRE ve NOKTALAR

=

n tane noktawi bir dairenin etrafina werlestirin ve her nokta ikilisini dogr pargalarivlia
birlestirin_

2 nokta. 2 baélge

3 nokta, 4 bélge

» Buna gdre daire etrafindaki n tane noktanm olusturdugu bélge sawvisi en gok kactw? Bunu
formiille ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formiili nasil dogrularsmiz (ispatlarsmiz)
aciklavmaz.

Sekil 3. 7. Matematiksel diisiinme 6lgegi 7. problem

7. problem, dgrencilerin matematiksel diisiinmelerini 6zellestirme, tahmin, ispat ve
genelleme basamaklar1 baglaminda incelemeye yonelik hazirlanmig, rutin olmayan
geometri problemlerinin bir digeridir. Bu problemde 6grencilerin a) soruda anlatilan1 ve
istenileni kesfetmek icin soruyla ilgili 6zel ornekleri incelemeleri (6zellestirme), b)
Ozellestirme sonucunda nokta sayilari ve olugsan bolge sayilar1 arasinda var olan iligkiyi
fark ederek bir formiil tahmin etmeleri (tahmin), ¢) bu formiilii ifade etmeleri (genelleme),
d) ifade ettikleri formiiliin dogrulugunu ispat etmeleri (ispat) ve boylece problemi ¢ozme
slirecini tamamlamalar1 beklenmektedir.

7. problemde daire etrafina yerlestirilen nokta sayis1 n ile sembolize edilmek iizere
formiilii n = 6 degerine kadar oncelikle 2"~ 1 olarak goriilebilen fakat n=6 ve sonrast igin

bu formiiliin Oriintiiniin genel formiilii olmadigi, asil formiiliin (2) + (121) + 1 oldugu

anlasilan bir oriintii yer almaktadir. Miifredat agisindan degerlendirildiginde bu soruda
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ogrencilerin formiilii bulma siirecinde zorlanmalar1 olduk¢a normal karsilanmaktadir.
Ancak matematiksel diistinme, cevabin dogrulugundan ¢ok Ogrencinin o cevaba gelene
kadar sergilemis oldugu siiregler iizerinden degerlendirildigi i¢in soru mevcut haliyle

kullanilmustir.

8. Problem

DESEN

Asagidaki Sriintiide gériilldiigii gibi kiiciik
karelerden kare seklinde daha biiyviik bir 4
vap olusturulmakiadwr. Kullamilan turkuaz

kare sayvis: nedir?

Yapacagmiz etkinlikler sonunda bu soruya cevap bulacaksmuz. Bunun igin ilk olarak

asaida werilen soruyu dikkatlice okuyunuz.

- v R

1. Adim 2. Adim 3. Adim 4. Adim n. Adim

Yukaridalki modellere gére n. admmda olusan wapida kullanidan turkuaz kare sawisi degeri
nedir? Bunu formiille ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formiili nasidl dogrularsmiz

(ispatlarsmiz) aciklavimniz
Sekil 3. 8. Matematiksel diisiinme 6lgegi 8. problem

8. problem, dgrencilerin matematiksel diisiinmelerini 6zellestirme, tahmin, ispat ve
genelleme basamaklart baglaminda incelemeye yonelik hazirlanmis, rutin olmayan sekil
problemlerinden biridir. Bu problemde o6grencilerin a) soruda anlatilan1 ve istenileni
kesfetmek igin soruyla ilgili 6zel ornekleri incelemeleri (6zellestirme), b) 6zellestirme
sonucunda adim sayilar1 ve turkuaz kare sayilar1 arasinda var olan iligskiyi fark ederek bir
formiil tahmin etmeleri (tahmin), c) bu formiilii ifade etmeleri (genelleme), d) ifade
ettikleri formiiliin dogrulugunu ispat etmeleri (ispat) ve boylece problemi ¢ézme siirecini

tamamlamalar1 beklenmektedir.
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8. problemde adim sayis1 n ile sembolize edilmek tizere formiilii ikinci dereceden
n? + (n—1)? ifadesi olan ve artarak genisleyen bir oriintii, geometrik olarak

modellenmistir.

9. Problem

DAITRE ve BOLGE

n tane dairemim kesisimivle olusacalk olan
bilge savisimmm en biiyviik degeri medir?

Yapacagmmz eikinlikler sonunda bu soruya cevap bulacaksmmiz. Bunun icin ilk olarak asagida

wverilen soruyvu dikkatlhice okuyounwez.

Bir daire bir diizlemi 2 bdlgeve awvirir.

Kesisen iki daire ise diizlemi 4 bdlgewve avirir.

Buna gdre n tane dairenin kesisimi ile olusacalk olan b&lge sawvismm en biiviik degeri nedir?
Bunu formiille ifade ediniz. Matematiksel olaralk bu formiili nasil dogrularsmmiz (ispatlarsmmaiz)

agilklavini=.

Sekil 3. 9. Matematiksel diisiinme 6lgegi 9. problem

9. problem, 6grencilerin matematiksel diisiinmelerini 6zellestirme, tahmin, ispat ve
genelleme basamaklari baglaminda incelemeye yonelik hazirlanmig, rutin olmayan ve
artarak genisleyen bir Oriintii igeren geometri problemlerinin sonuncusudur. Bu problemde
ogrencilerin a) soruda anlatilan1 ve istenileni kesfetmek i¢in soruyla ilgili 6zel 6rnekleri
incelemeleri (6zellestirme), b) Ozellestirme sonucunda kesisen daire sayilart ve olusan
bolge sayilari arasinda var olan iligkiyi fark ederek bir formiil tahmin etmeleri (tahmin), c)
bu formiili ifade etmeleri (genelleme), d) ifade ettikleri formiiliin dogrulugunu ispat
etmeleri (ispat) ve boylece problemi ¢ézme siirecini tamamlamalari beklenmektedir.

9. problemde birbiriyle kesisen daire sayist n ile sembolize edilmek {izere formiilii

ikinci dereceden n? — n + 2 ifadesi olan bir 6riintii geometrik olarak modellenmistir.
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3.4. Verilerin Toplanmasi

Bu calismada veriler, 9 problemden olusan matematiksel diisiinme Olgegi ve
uygulama sonrasinda 6grenciler ile yanitlar1 hakkinda yapilan miilakatlar yoluyla elde
edilen bilgilerden olusmaktadir.

Arastirmada uygulanan matematiksel diisiinme oOlgegi yeteri kadar cogaltilarak
bizzat arastirmaci tarafindan, Usak il merkezinde bulunan bir fen lisesinin 12. sinifinda
O0grenim goren 19 6grencisine 90 dakika siire verilerek uygulanmustir.

Uygulama sonrasinda secilen 9 6grenci ile sorulara verdikleri yanitlar odakli, ayri
ayr1 miilakatlar gergeklestirilmistir. Ogrencilere miilakatlar oncesinde kayitlarin gizli
tutulacagi belirtilerek sorulara daha iyi odaklanmalar1 ve kendilerini rahat hissetmeleri
saglanmaya calisilmistir. Tiim goriismeler okulun bos bir sinifinda, 6grencilerle bireysel
olarak gergeklestirilmistir. Gorlismelerin tamaminda Ogrencilerin izniyle ses kaydi
yapitlmistir. Miilakatlar sonrasinda elde edilen kayitlar ¢oziimlenmis ve Ogrencilerin

ifadeleri birebir yazilmigtir.
3.5. Verilerin Analizi

Calismada elde edilen verilerin analizine baslamadan oOnce Ogrencilerin soru
¢Oziimleri ve yapilan miilakatlarin ses kayitlar1 incelenmis, diizgiin bir sekilde not edilmis
ve gorlisme kayitlarinin ¢oziimlenmesi gergeklestirilmistir.

Calismanin konusu geregi veriler ¢esitli alt konular acisindan inceleneceginden bu
konulara yonelik degerlendirme kriterleri, ilgili literatiiriin arastirilmasinin ardindan

strastyla su sekilde olusturulmustur:
3.5.1. Ozellestirme Basamag1 Degerlendirme Kriteri

Ilgili literatiir incelendiginde dzellestirme basamagi baglaminda ¢alisma ile uyumlu
bir degerlendirme kriterine ve simiflandirmaya rastlanmamistir. Ancak c¢alismada,
ogrencilerin problemlere vermis oldugu yanitlar ve kendileriyle yapilmis olan miilakatlar
sonucu elde edilen veriler dogrultusunda cesitli 6zellestirme tiirleri tespit edilmis ve

asagidaki tablo ile verilmistir:
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Tablo 3. 1. Ozellestirme tiirleri

Ozellestirme

i Yetersiz Ozellestirme
Yeterli Ozellestirme

Kismi (Eksik) Ozellestirme Hatali Ozellestirme

Yeterli Ozellestirme

Ogrencinin soruda anlatilan1 ve istenileni dogru olarak anladigi, ifade ettigi
Ozellestirme c¢esididir. Bu seviyede Ogrenci soruyu kendi ¢izimleri veya ifadeleriyle

inceler, 6rnekler verir ve soruda istenilene yonelik bilingli hamlelerde bulunur.
Yetersiz Ozellestirme

Soruda ifade edilen ve/veya istenilen durumlarin grenci tarafindan tam olarak
anlasilmadig1 ve/veya ¢oziime aktarilmadigi Ozellestirme tiiriidiir. Ogrencilerin soruyla
ilgili ¢izimlerinde, ifadelerinde, verdikleri 6rneklerde eksiklikler veya hatalar gozlenir.

Kismi (Eksik) Ozellestirme ve Hatali Ozellestirme olarak iki alt gruba ayrilir.
a) Kismi (Eksik) Ozellestirme

Ogrencinin soruyla ilgili tam bir 6zellestirme gerceklestirmedigi Ozellestirme
tiiriidiir. Ogrenci soruda anlatilanmn tiimiinii degil, bir kismmm gdz oniinde bulundurur.
Soruda verilen yonergelerin ¢oziime tam olarak aktarilmadigi, unutuldugu ya da gozden
kagtig1, kiiglik ama sonucu etkileyen durumlar s6z konusudur. Bununla birlikte, soruda
istenilen biiyiikk oranda anlagilmis olmasina ragmen cevaba yonelik hamlelerde eksik

birakilan kisimlar mevcuttur.
b) Hatali Ozellestirme

Soruda istenilenin tam olarak anlasilmamis oldugu, soruyla ilgili belirtilen
ifadelerin tlizerinde ¢ok durulmadigi, bir nevi sorunun detaylarina inilmeden akla ilk gelen
haliyle 6zellestirildigi durumdur. Bu tiir 6zellestirme siirecinde, soruda ifade edilenlerin
tam olarak ¢ozlime aktarilmayisi, aktarilan kisimlarda ise soruda istenilene gore biiyiik

sapmalar s6z konusudur.
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3.5.2. Tahmin Basamagi Degerlendirme Kriteri

Canadas vd. (2007) yapmis olduklari arastirma sonucunda 5 tahmin tiirlini
belirlemisler ve bu tahmin tiirler1 ile iliskili asamalar1 asagida belirtildigi sekilde

tanimlamiglardir:
a) Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Tiimevarim

Bu tahmin tiiriinde diizenli bir oriintiiniin mevcut oldugu sonlu sayidaki ayrik
durumun gozlemlenmesi ve kritik sekilde incelenmesi s6z konusudur. Sayilar igeren
problemlerde siklikla kullanilir.

n tane dairenin birbiriyle kesisimi sonucu olusacak bolge sayisinin en biiylik degeri
istenildiginde n = 1, 2,3 degerleri igin olusan bdlge sayilarini elde eden bir 6grencinin
formiilii 2™ olarak ifade etmesi bu tiirden tahmine 6rnek olarak verilebilir.

Bu tiir tahminlerde ilerlenirken:

e Durumlar gozlemlenir,

e Durumlar diizenlenir,

e Oriintiiler aranir ve onlarla ilgili tahminlerde bulunulur,
e Bir tahmin formiiliize edilir,

e Tahmin onaylanur,

e Tahmin genellenir,

e Tahmin dogrulanir.
b) Dinamik Durumlardan Empirik Tiimevarim

Birbiriyle iligkili olaylar: tarif eden genel bir kuraldan meydana gelen tahmin
cesididir. Bu tiir tahminler, tahmin edilen genel kuralin niteledigi, goriiniirde sonsuz sayida
olan, birbiriyle iliskili olaylarin bir alt kiimesine dayanir. Ornegin herhangi bir ABC
licgeninin icerisinde, kenarortaylarinin kesisim noktasi X olsun. Bu noktanin
kenarortaylarin kesisim noktast oldugunu bilmeyen bir &grencinin, ABC ii¢genini
manipiile etmesi ve X noktasini gozlemlemesi sonucu, X noktasinin hi¢bir zaman {iggenin
disarisina ¢ikmayacagini tahmin etmesi, Dinamik Durumlardan Empirik Tiimevarim
tiirtinden tahmine ornektir.

Bu tahmin tiirinde goriilebilecek olan asamalar sunlardir:

e Durumlarn siirekliligi yoluyla bir durumu dinamik olarak manipiile etme,

48



e Durumdaki degismeyen bir 6zelligi gozlemleme,

e Ozelligin diger durumlarda da mevcut oldugu bir tahmini formiiliize etme,
e Tahmini onaylama,

e Tahmini genelleme,

e Tahmini dogrulama.
c) Anoloji

Dogru oldugu bilinen bir duruma benzetim ile yapilan tahmindir. Bu tiir
tahminlerde genel bir kuralin, bilinen diger bir genel kural temelinde tahmin edilisi s6z
konusudur. Ornegin bir {iggenin koselerinden ¢izilen ve {icgenin i¢inde belirlenen bir
noktadan gegen ii¢ dogrunun herhangi ikisinin kenarlar1 orta noktada kestigi bilindiginde
ticiincli dogrunun da karsisindaki kenar1 orta noktasinda kesecegi tahmin edilirse Anoloji
tiiriinden tahmin yapilmis olur.

Bu tahmin tiirlinde goriilebilecek olan asamalar sunlardir:

e iki durumu gozlemleme,

e Durumlar arasinda benzerlikleri arastirma,

e Benzerlige dayali bir tahmini formiiliize etme,
e Tahmini onaylama,

e Tahmini genelleme,

e Tahmini dogrulama.
d) Abdiiksiyon

Diger tiirlii agiklanamayacak olan bir olayda, genel bir kurala dayali olarak yapilan
tahmindir. Ornegin 3, 7, 13, 21... seklinde devam eden bir dizinin kural1 istenildiginde
daha Onceden aritmetik dizilerle ugrasmis olan bir 6grencinin her ne kadar yanlis da olsa
dizinin kuralmi a,, = a4 + (n— 1) -d seklinde tahmin etmesi, bu tiirden tahmine bir
ornektir. Bu tiir tahminlerde kural tek bir durum, 6rnek veya olaya dayali tahmin edilir.

Bu tahmin tiirtinde goriilebilecek olan asamalar sunlardir:

e Bir durumu gézlemleme,
e Durumda ilgi ¢ekici veya dnemli bir 6zelligi gézlemleme,
e Ogzelligin diger durumlarda da gegerli olduguna ydnelik bir tahmini formiiliize

etme,
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e Tahmini onaylama,
e Tahmini genelleme,

e Tahmini dogrulama.
e) Algiya Dayali Tahmin

Bir problemin algiya yonelik doniisiimii veya gorsel sunumuna dayali olarak
yapilan tahmindir. Bu tiirden tahminlerin temelinde, problem igeriginin somut olarak veya
zihinsel imaj seklinde dikkatlice sunumu yer almaktadir.

Bu tahmin tiirlinde goriilebilecek olan agamalar sunlardir:

Problemi algisal bir gosterime doniistiirme,

e icerilen matematiksel bilesenlerin kisisel zihni temsillerini olusturma,

e Gosterimin spesifik 6zelliklerini algisal olarak gézlemleme,

e Gosterimin spesifik 6zelliklerine dayanan bir tahmini formiillestirme,

e Doniisiimii dogrulama veya resmi hale getirme,

e Tahmini genelleme,

e Tahmini dogrulama.

Ornegin 6grenci sdzel olarak verilen bir geometri problemini ¢izimler yoluyla

gorsellestirerek kuralla ilgili tahminde bulundugunda, Algiya Dayali Tahmin yapmasi
beklenir (Canadas vd., 2007).

3.5.3. ispat Basamag Degerlendirme Kriteri

Ogrenciler, ilk ve ortadgretim diizeyinde yaygin bir sekilde deneysel veriler
sunarak genellemeye ulasma egilimindedirler. Ogrencilerin bu uygulamalarinin ispat
olarak degerlendirilip degerlendirilmeyecegi tartismali bir konu olsa da (Aylar, 2014)
literatlirde 6grencilerin onlar1 bir genellemeye gotiiren soru ¢oziimlerindeki agiklamalarini
ispat olarak nitelendiren calismalar da mevcuttur. Bunlardan en bilinenleri ve itibar
gorenleri Balacheff (1988, 1991), Harel ve Sowder (1998) ile Miyazaki’nin (2000)
caligmalaridir. Gerek Harel ve Sowder’in (1998) yapmis oldugu calismaya son yillarda
literatiirde itirazlarin geliyor olmasi (Aylar, 2014) gerekse Miyazaki’nin de ¢alismasinda
Balacheff’in (1988) calismasini referans almis olmasi ve Balacheff’in (1988).ispat
tiirlerininin ¢aligma acisindan daha uygun goriilmesi nedeniyle bu ¢alismada Balacheff’in

(1988) ispat ile ilgili kriterlerine gore degerlendirme yapilmustir.
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Balacheff’in (1988) ispatla ilgili taksonomisi 6grenciler tarafindan yapilan ¢ogu
ispat yontemlerini kapsayan ve ispati hiyerarsik basamaklari ile niteleyen (Knapp ve
Zandieh, 2004), en popiiler ispat semalarindan biridir (Maher ve Martino, 1996; akt.,
Varghese, 2011). Bu taksonomi ile cevaplarinin dogrulugunu ispatlamalari istenilen
ogrencilerden beklenebilecek ¢ok cesitli sayida ispatin detayli olarak anlasilmasi
mimkiindiir (Varghese, 2011). Ancak Balacheff’in “ispat” ile kastettigi sey matematiksel
bir ispat olmayip, bir tahminin dogrulugunu ortaya koymayir amaglayan ifadedir
(Balacheff, 1991).

Balacheff (1988) ispat1 gerceke¢i (pragmatic) ve kavramsal (conceptual) olmak
lizere baslica iki kategoriye aywrmistir. Orneklerin kullanimina dayanan gergekgi ispatlar
(Tastepe, 2012; Oren, 2007) islem ve gosterimler icerirken, kavramsal ispatlar ise islem
icermez, sorudaki 6zelliklerin formiilasyonuna ve onlar arasindaki iligkilere bagli olarak
gerceklestirilir (Balacheff, 1988).

Balacheff (1988) gercekei ve kavramsal ispatlarin ¢esitli tiirleri arasindan ispatin
biligsel gelisiminde oOncelikli yeri ve hiyerarsik bir yapisi olan dort ana ispat tiirlinii
belirlemistir: Saf Deneycilik (Naive Empricism), Kritik Deney (The Crucial Experiment),
Genel Ornek (The Generic Example) ve Diisiince Deneyi (The Thought Experiment).
Burada ilk iki ispat tiirlinde esasinda tam olarak bir ispat yapilmiyor olsa da Balacheff
(1988) soruyu ¢ozenler tarafindan ispat olarak nitelendirildikleri i¢in bu iki tiirii ispat

olarak isimlendirdigini belirtmektedir. Bu ispat tiirleri asagida agiklanmusgtir:
Saf deneycilik (Naive empiricism)

Saf deneycilik, Balacheff’in taksonomisinin ilk basamagidir ve 6grencinin problemi
¢ozerken az sayida birkag durumu gézlemlemesi sonucu bir tahmine ulasmasi anlamina
gelmektedir (Balacheff, 1991). Ogrenci burada sadece az sayida birkag drnege bakarak bir
iddianin dogru oldugu sonucuna varir (Varghese, 2011) ve birkag ornek iizerinden

genellemeye ulasir (Aylar, 2014).
Kritik deney (The Crucial Experiment)

“Eger burada dogru ise her zaman dogrudur” diisiincesiyle herhangi bir iddianin
rastgele olmayan bir 6rnek yoluyla dogrulanmasidir (Balacheff, 1988). Ogrenci 6zel bir
ornegi inceler ve bu (siradis1) ornek igin dogruysa elde edilen 6nermenin de dogru oldugu

yargisina varir (Cabassut, Conner, Iscimen, Furinghetti, Jahnke ve Morselli, 2012). Diger
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bir ifadeyle, bu tiirden ispat siirecinde 6grencinin bilingli olarak segtigi siradisi bir 6rnek
tizerinden genellemeye varmasi s6z konusudur (Simon ve Blume, 1996; Aylar, 2014).
Burada 6grencinin genellikle dikkatlice secilmis, sira disi bir 6rnek kullaniyor olmasi
Kritik Deney tiiriinden ispat1 Saf Deneycilik tiiriinden ispattan ayiran en énemli faktordiir.
Eger tahmin bu segilen 6rnekte dogrulaniyor ise 0 zaman diger tiim durumlarda da dogru
oldugu disiiniiliir (Varghese, 2011). Diger bir fark ise burada Ogrencinin genelleme
problemini agik¢a belirtmesi ve bunun ¢6ziimiinii de tiimiiyle 6zel bir durumun sonucuna

baglamasidir (Balacheff, 1988).
Genel Ornek (The Generic Example)

Bir iddianin dogrulugu ile ilgili nedenlerin, bir sinifin karakteristik 6zelliklerini ve
yapisini temsil eden bir 6rnegin incelenisi yoluyla elde edildigi ispat tiiriidiir (Balacheff,
1988). Balacheff’in taksonomisinin {i¢iincii basamagini olusturan bu ispat tiirii 6zelliklere
dayanir. Burada 6zel bir 6rnege odaklanilsa da kullanilan 6rnek, 6zel bir durum degil bir
siifin érneklendirilisi olarak ele alinir. Genel Ornek tiiriinden ispat siirecinde dgrenci bir
smifin temsilcisi olarak bir Ornegi ele alir, ispata varmak icin bu Ornek {iizerinde
islemler/doniisiimler gerceklestirir ve sonrasinda bu islem veya doniistimleri tim sinifa

uygular (Varghese, 2011).
Diisiince Deneyi (The Thought Experiment)

Bu tiirden ispat siirecinde islemler igsellestirilir ve 6zel olarak se¢ilmis herhangi bir
ornekten soyutlanir (Balacheff, 1988). Ogrenciler, kendilerini islemlerden uzak tutabilir ve
sadece Ozellikler ile iliskilere dayali olarak mantik temelinde sonuglara varabilirler
(Varghese, 2011). Ispat, objeler iizerinde yapilan islemlerin sonuglarina gére degil,
sorunun bilesenlerinin sahip olduklar dzelliklere bakilarak ifade edilir (Oren, 2007).

Genel Omek ve Diisiince Deneyi tiiriinden ispatlarda ulasilan sonucun
dogrulugunun ornekler yoluyla gosterilisi degil, nedenler vererek ulasilan sonucun
aciklanist s6z konusudur (Balacheff, 1988). Ancak Genel Ornek tiiriinden ispat siirecinde
ozelden genele dogru bir gidis yer almaktadir. Bu da Genel Ornek tiiriinden ispat1 Diisiince
Deneyi tiiriinden ispattan ayiran farktir (Varghese, 2011).

Ik ii¢ ispat tiirii (Saf Deneycilik, Kritik Deney ve Genel Ornek) Balacheff’in

taksonomisinde gercekei ispatlarin alt basamaklar1 iken Diislince Deneyi ise kavramsal
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ispatlarin alt basamagidir. Sadece bu basamakta 6grenciler gergekei ispatlardan kavramsal
Ispatlara gegis yapmaktadirlar (Varghese, 2011).

Ornegin bir dgrenci “kdse sayisini bildiginiz bir cokgenin kdsegen sayisini veren
bir formiil ifade edin” seklinde bir soruyla karsilastiginda dikdortgen, besgen gibi rastgele
birka¢ ¢okgen lizerinden bir kural olusturursa “Saf Deneycilik” tiirlinden ispat yapmis olur
(Varghese, 2011). Ayn1 kurali daha spesifik bir 6rnekle (6rn. 20-gen) bir ¢okgen iizerinde
test eder ve burada dogru ise digerlerinde de dogrudur seklinde diisiiniirse bu yontem
“Kritik Deney” tiirtinden ispat ifade eder (Balacheff, 1987, s. 30; akt., Miyazaki, 2000).
Eger kural besgen gibi ¢okgenlerin karakteristik 6zelliklerini tasiyan spesifik bir 6rnegin
incelenisiyle elde edilir ve bu ornekten kose sayisi ile kdsegen sayisi arasinda bir iligki

kurulup kuralin dogrulugu ispat edilmeye galisilirsa bu defa “Genel Ornek” tiiriinden ispat

n-(n-3)
2

yapmis olur (Varghese, 2011). Yine seklindeki ayni kural i¢in 6grenci herhangi bir

ornek kullanmadan, neden her kosenin (n — 3) adet kosegeni olmasi gerektigini ve
n-(n — 3) ifadesinin neden 2 ile boliindiigiinii aciklar ise bu ispat yontemi “Diisiince

Deneyi” adin1 alir (Balacheff, 1987, s. 30; akt., Miyazaki, 2000).
3.5.4. Genelleme Basamagi Degerlendirme Kriteri

Radford ve Peirce (2006) Oriintii aktivitelerinde Ogrencilerin kullandiklar
stratejileri asagidaki tablo ile gostermis ve burada mevcut olan cebirsel genelleme tiirlerini

ise genelleme seviyelerine gore alt boliimlere ayirmiglardir.

Tablo 3. 2. Oriintii aktivitelerinde 6grencilerin kullandig: stratejiler ve genelleme
seviyelerine gore cebirsel genellemenin alt boliimleri (Radford ve Peirce, 2006)

Olgunlagsmamis
Genelleme
Timevarim
Tahmin Aritmetik Cebirsel
(Deneme ve
Yanilma) Olgusal Baglamsal Sembolik
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Radford ve Peirce’a (2006) gore Oriintii aktivitelerinde Ogrencilerin yapmis
olduklar1 genellemeler Cebirsel Genelleme ve Aritmetik Genelleme olmak iizere ikiye

ayrilir. Bu genelleme tiirleri ile ilgili bilgiler asagida verilmistir:
Cebirsel Genelleme

Bir oriintiiyli cebirsel olarak genellemek, onun bazi terimlerinde ortak olan bir
Ozelligin kavranabilmesine, bu 6zelligin Oriintiiniin tiim terimlerinde gecerli oldugunun
farkina varilmasina ve Oriintliniin herhangi bir terimini direkt olarak ifade etmek i¢in ayn1
ozelligi kullanabilmeye baglidir (Radford ve Peirce, 2006). Cebirsel Genelleme siirecinde
oriintli terimlerini elde etmede kullanilabilecek genel bir kurala varilir ve bu siire¢ su

sekilde gosterilebilir:

Oriintiiniin Ortak zelligs Ortak 6zelligi po ifadesim
bilesenlenn —_ fark etme hipoteze cevirme —_— olusturma
P1P2.P3 - Pa )
A yirt etme Ontak dzellikten py
i olusturma

Sekil 3. 10. Cebirsel genelleme siirecinin yapisi (Radford, 2008; akt., Yesildere, 2011)

Cebirsel Genelleme; Olgusal, Baglamsal ve Sembolik Genelleme olmak iizere tige

ayrilir. Bu genelleme tiirleri ile ilgili bilgiler agagida verilmistir:
a) Olgusal Genelleme

Genelleme siirecinin baslangi¢ asamasinda olustugunu belirtmek amaciyla bu
tirden genellemeye Olgusal Genelleme adi verilmistir (Radford, 2010). Sayisal alan ile
sinirlt olan Olgusal Genelleme bu o6zelligi ile Baglamsal ve Sembolik Genelleme
tirlerinden ayrilir (Sabena, Radford ve Bardini, 2005). Bir baska ifadeyle Olgusal
Genelleme siirecinde sekillerden ¢ok terimler arasindaki niimerik iliskilere odakl
genelleme s6z konusudur (Radford, 2002). Bu tiir genellemeler, sayilar {izerinde
gerceklestirilen eylemlerle ifade edilir (Radford, 2010) ve genellikle “sonraki” veya “her

zaman” gibi ifadeler igerir (Rivera, 2013).
b) Baglamsal Genelleme

Ikinci tiir genellemeler Baglamsal Genelleme olarak adlandirilir. Olgusal
Genelleme’nin aksine Baglamsal Genelleme siirecinde sadece sayisal eylemler degil,

eylemlerin nesneleri de genellenir ve spesifik sekillerden (6rn. besinci, altinci sekil) degil
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de seklin “kendisi” veya “sonraki” sekilden bahsedilir. Bu yeni genelleme, iglemler ve
spesifik sekillerden soyutlanmay1 igerir (Radford, 2003). Olgusal Genelleme siirecinde yer
alan “1 + 2” gibi somut islemler yerini “sekle bir sonraki sekli ilave edersin” gibi daha
belirsiz islemlere birakir (Radford, 2010). Diger bir ifadeyle Baglamsal Genelleme
siirecinde “sekil”, “bir sonraki sekil”, “ekle” gibi ifadeler, igerige olduk¢a bagli olan

olgusal eylemler yerine geger (Rivera, 2013).
¢) Sembolik Genelleme

Sembolik Genelleme, 6grencilerin harflerin anlamlari hakkinda karar vermelerini
gerektiren karmasik bir siireci igerir (Radford ve Peirce, 2006). Baglamsal Genelleme’de
nesneler, sekillendirilmis ve konumsal tanimlar1 yoluyla adlandirilirken (6rn. “sonraki
sekil”, “list sira” vb.) Sembolik Genelleme siirecinde nesneler ve onlarla yapilan islemler,
cebirin harf ve rakam (alfaniimerik) sisteminde ifade edilir (Radford, 2010).

Olgusal ve Baglamsal Genelleme’de Ogrenciler “seklin sayis1” yerine daha g¢ok
“seklin kendisinden” bahseder. Bu tiirden genellemelerde nesnelerin sekilsel ve metonimik
(bir kavramin ilgili veya baglantili oldugu baska bir kavram vasitasiyla anlatilmasi)
gosterim bigimleri nedeniyle Ogrencilerin genellemeleri ¢ogunlukla biraz belirsizlik
icerirken Sembolik Genelleme’de 6grenciler problem igerigi ile iligkili formiiller sunarlar
(Radford, 2010). Olgusal Genelleme siirecinde niimerik eylemlerin genellenisi s6z konusu
iken Baglamsal Genelleme siirecinde nesnelere dayali genelleme yapilir. Sembolik
Genelleme ise cebirsel dili anlamay1 ve kullanmay1 igerir (Zazkis, Liljedahl ve Chernoff,
2008).

Aritmetik Genelleme

Aritmetik Genelleme siirecinde, yukarida Sekil 3. 11. ile gosterilmis olan Cebirsel
Genelleme siirecindeki son ok yoktur. Aritmetik Genelleme sonucunda elde edilen kural
herhangi bir varsayimin dogru olarak kabul edilisinden ortaya ¢ikmaz ve bu siiregte belirsiz
sayilarla hesaplama gerceklesmez (Radford, 2008). Bu tiir genellemelerde terimler
arasinda ortak bir iligki genellenir. Ancak bu 6zellik, oriintiiniin herhangi bir terimini elde
etmeyi saglayan bir ifadeyi olusturmada kullanilamaz (Radford ve Peirce, 2006). Diger bir
ifadeyle Cebirsel Genelleme sonucunda herhangi bir terimi elde etmeyi saglayacak bir
kurala ulasilabilirken Aritmetik Genelleme siirecinde bu tiirden bir kurala ulagilamaz

(Radford, 2008).
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Sekil 3. 11. Genelleme tiirleri 6rnek soru

Omegin kibrit ¢opleriyle olusturulmus yukaridaki oriintiide n. sekilde kullanilan
kibrit ¢opli sayisin1 veren formiil istenildiginde cevabi bulmaya calisan bir 6grenci,

sekillerde kullanilan kibrit ¢opii sayisi igin formiilii:

e Sekil numarasi ile sekil numarasinin bir fazlasinin toplami olarak tahmin ettiginde
Olgusal Genelleme (6rn. 3. sekil i¢in 3+4),

e Sekil ve kendisinden sonra gelen seklin numarasinin toplami seklinde tahminde
bulundugunda Baglamsal Genelleme (burada sayilardan ¢ok sekil ve sonraki sekil
tiiriinden kavramlar kullanilmaya baslar, 6rn. 3. sekil i¢in; 3. seklin numarasi olan 3
+ bir sonraki seklin numarasi olan 4),

e n+ (n+1) olarak tahminde bulundugunda Sembolik Genelleme (ifade artik
tamamen sembolik yapiya doniisiir),

e “Her defasinda kibrit ¢opii sayisi iki artar” seklinde ifade ettiginde ise Aritmetik
Genelleme (6rn. 2. sekil i¢in 1. seklin kibrit sayist + 2, 3. sekil i¢in 2. seklin kibrit
sayisi+2 vb.)

yapmis olur (Radford, 2001).

Olgunlagsmamis Tiimevarim (Naive Induction)

Radford ve Pierce’a (2006) goére Ogrenciler Oriintiiler ile ilgili ugrasilarinda
Aritmetik Genelleme ve Cebirsel Genelleme disinda Olgunlasmamis Timevarim adi
verilen ancak bir genelleme tiiri olmayan, tUglincli bir stratejiyi de kullanirlar.
Olgunlasmamis Tiimevarim siirecinde Oriintiiniin bilesenleri arasindaki ortak bir 6zelligin
ortaya cikarilisi, Oriintiiniin genellenisi gibi asamalar gerceklesmez. Bunlarin yerine
Ortintiiniin bilesenleri iizerinden genel kurala yonelik tahminlerde bulunulur ve yapisi

asagidaki sekilde gosterildigi gibi oldukga basittir (Radford, 2008):
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Oriintiiniin Po ifadesini
bilegenlen —_— olughuma
Pr-P-Ps- - Pa .-!L}'!IT etme

Sekil 3. 12. Olgunlasmamuis tiimevarimin yapisi (Radford, 2008; akt., Yesildere, 2011)

3.6. Arastirmanin Gecerlik ve Giivenirligi

Nitel arastirmada gecerlik kavrami inandiricilik (i¢ gegerlilik) ve aktarilabilirlik (dis
gecerlilik) kavramlari ile ifade edilmektedir (Yildirim ve Simsek, 2008).

Inandiricilik, bireyin biligsel yapist ve diisiinme siireclerinin ve gdzlemlenen
olaylarin dogru bir sekilde agiklanmasi (Clement, 2000; Miles ve Huberman, 1994; akt.
Tanigh, 2008), aktarilabilirlik ise arastirma sonuglarinin benzer ortam ve durumlara
uygulanabilirliligine iliskin gecici yargilara ulasilmas: anlamina gelmektedir (Yildirim ve
Simsek, 2008). Bu baglamda calismada i¢ gegerliligi saglamak icin 6grencilerle yapilan
miilakatlar ve Ogrencilerin problemlere yonelik yazili yanitlar1 yoluyla veri toplama
araclarinda ¢esitlemeye ve uzman incelemesine basvurulmustur (Merriam, 2009). Ayrica
s0z konusu durum calismasinda i¢ gecerligi artirmak i¢in bulunan sonuglara nasil varildigi
acik bir sekilde ortaya konulmus ve bunlarla ilgili kanitlar diger kisilerin ulasabilecegi
sekilde sunulmustur (Yildirim ve Simsek, 2008). Calismada aktarilabilirligi saglamak i¢in
ise ayrintili betimleme ve amagl 6rnekleme yontemlerinden maksimum gesitlilik yontemi
kullanilmistir. Elde edilen ham veri, calismada ele alinan kavramlara gore diizenlenerek
yorum katmadan ve verinin dogasina sadik kalinarak ayrintili olarak aktarilmig, sonuglar
dogrudan alintilarla desteklenmis, katilimcilar1 belirleme 6Slgiitleri belirtilmistir (Merriam,
2009).

Nitel arastirmalarda giivenirlik amaciyla ayni olgunun birden fazla arastirmaci
tarafindan degerlendirilmesi, veri toplama ve analizi gibi aragtirma siirecinde yapilan
islemlerin detaylarinin verilmesi, verilerin dogrudan aktarilmasi gibi durumlar soz
konusudur (Biiyiikoztiirk vd., 2008). Giivenirlik ilkesi nitel arastirmalarda tutarlik (i¢
giivenirlik) ve teyit edilebilirlik (dis glivenirlik) kavramlar ile ifade edilmektedir (Yildirim
ve Simsek, 2008).

Tutarlik, arastirma yaklagimi ve aragtirmanin g¢esitli asamalarinda (veri toplama,

analiz gibi) yapilan kontroller hakkinda bilgi verilmesidir. Teyit edilebilirlik ise arastirma

57



sonuclarinin gergegi yansitmasi ve arastirmacinin nesnel bir yaklasimla verileri ortaya
koymasi anlamina gelmektedir. Bu arasgtirmada veriler, veri toplama ve analizi ile ilgili
asamalar ayrintili bir sekilde aciklanmistir. Tutarlilik ve teyit edilebilirligi saglamak icin
calismada betimsel bir yolla veriler sunulmus, dogrudan alintilar yapilarak 6grencilerin
verdigi cevaplara yer verilmis, verilerin teyit edilmesi i¢in farkli veri toplama araglari
kullanilmis, verilerin analizinde uzman goriisiine basgvurulmus ve veri analizi 6nceden
belirlenmis bir kavramsal ¢ergeveye gore yapilmistir (Yildirim ve Simsek, 2008). Ayrica
arastirmada verilerin tanimlanma ve yorumlanma siirecinde nesnel davranilmaya
calisilmig, verilerin ve sonuglarin dogrulugu icin farkli arastirmacilar kullanilmistir. Bu
amagcla calismada veri analizinin giivenirligini saglamak i¢in dgrenci kagitlarindan biri
rastgele se¢ilmis, arastirmacinin kendisi ve matematik egitiminde uzman olan iki kisi
tarafindan belirlenen kriterler 1s1¢inda ayr1 ayri incelenmis, degerlendirme sonuglarinin
benzer oldugu goriildiikten sonra biitiin sorular arastirmaci tarafindan analiz edilmistir.
Yapilan her bir analiz daha sonra arastirmaci ve danisman tarafindan tekrar goézden

gecirilmistir.
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4. BULGULAR

Bu boliimde, toplanmis olan verilerin iiglincii boliimde belirtilen yontem ve
teknikler kullanilarak yapilan analizleri sonucunda elde edilen bulgular, matematiksel
diisinmenin 6zellestirme, tahmin, ispat ve genelleme basamaklari baglaminda her bir
problem odakli olarak asagida sirasiyla sunulmustur. Ayrica arastirmaci ile her bir 6grenci
arasinda ayr1 ayr1 yapilan miilakatlarda gecen karsilikli diyaloglardan dogrudan alintilara
yer verilmistir. Bu diyaloglarda, arastirmaciya ait konugmalari temsil etmek i¢in “A” harfi,
Ogrencilere ait konusmalart temsil etmek i¢in ise o Ogrenci igin belirlenen kod
kullanilmistir. Diyaloglarin daha anlasilir olmas1 amaciyla diyaloglarda gerekli goriilen

yerlerde parantez icerisinde agiklayici ifadelerde bulunulmustur.
4.1. Nokta ve Dogru Problemine iliskin Bulgular

1. problem olan Nokta ve Dogru problemi, O6grencilerin c¢ogunlukla daha
oncesinden karsilasmis olduklar1 bir soru olmasi nedeniyle genel olarak bu soruda
ogrencilerin 6zellestirme, tahmin ve genelleme gerceklestirdikleri sdylenemez. Bu nedenle
bu basamaklar degerlendirilmeye almmamustir. Bunun yani sira O6grencilerin ispat
basamaginda kendilerine 6zgii yontemler kullanmalari thtimalinden dolay1 yanitlar1 sadece
ispat basamagi baglaminda degerlendirilmistir. Ancak yapilan miilakatlarda baz1 6grenciler
her ne kadar soruyu daha oOnceden gormiis olsalar da ¢dziim asamasinda c¢oziimii
hatirlamadiklarin1 ifade etmisler ve bu nedenle bu Ogrencilerin ilgili basamaklardaki

durumlar1 degerlendirmeye alinmstir.
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NOKTA ve DOGRU

fg“ - n tane noktadan kag tane dogru gecgex? =

Yapacagmiz etkinlikler sonunda bu soruyva cevap bulacaksmiz. Bunun icin ilk olarak

asagida verilen soruyu dikkathce okuy>unuz.

- > Iki noktadan tek bir dogru geger.
)i Ug¢ noktadan ii¢ dogru geger.
-~ ey

Bu durumda dogrusal olmavan n tane noktadan gegen dogru savisi nedir? Bunu formiille
ifade ediniz Matematiksel olarak bu formiilii nasil dogrularsmaz (Aspatlarsmaz) aciklayvmaz.

Sekil 4. 1. Nokta ve Dogru Problemi

[lk olarak O;’in yamiti incelenmistir. O;’e ait bulgular asagidaki gibidir:
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Sekil 4. 2. O1’in Nokta ve Dogru problemine verdigi yanit

01 yanmitinda problemi 4 asamali olarak ¢6zmiistiir. Once 1, sonra 2 ve son olarak 3

noktali durumlart diistinmiis, herbir durumla ilgili aciklama yapmis ve ardindan 6rnekleri
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cizerek gostermistir. Kendisiyle yapilan goriismede ise problem ve vermis oldugu yanit1 ile
ilgili su ifadelerde bulunmustur:
A: Bu soruyu daha énceden biliyor muydun?
Oy Evet.
A: Nasil diistindiin bu soruda?
O1: Burada mantik, dogru belirtme sartt iizerineydi.
A: Evet.
Oy: Bildigimiz iizere bir dogru belirtebilmemiz icin en az iki noktaya
ihtiyacimiz var ve bu mantikla da n noktadan n'nin ikili kombinasyonu
seklinde... Iki noktaya ihtiyacimiz oldugu icin ikili noktalar seg¢memiz

gerekiyor.

Soru &dgrencinin daha &nceden bildigi bir soru oldugundan O;’in 6zellestirme,
formiile yonelik tahmin ve genellemede bulundugu sdylenemez. Ancak kendine 6zgii bir
yontem kullanabilme ihtimalinden dolay1 yaniti ispat baglaminda degerlendirilecektir.

O; yanitinda 6ncelikle agiklamalarda bulunmus, sonrasinda ise agiklamalariyla
tutarli 6rnekler sunmustur. Burada 6rneklendirmeler dncesinde herhangi bir 6rnegi referans
gostermeden acgiklamalarda bulunmasi, ayrica bir dogru tanimlanabilmesi i¢in neden iki
noktaya ihtiya¢ duyuldugunu ifade etmis olmasi nedeniyle O;’in yanitinda Diisiince
Deneyi tiiriinden ispat yaptigi soylenebilir.

O, nin Nokta ve Dogru problemi ile ilgili yanit1 ise asagida verilmistir:

L L
4 " Iki noktadan ek bir dofiru |;u\'1:|‘,[:_ E'% = 1
"_:‘J-"' Ug nokiad i
i ¢ nokindan O¢ dofro gecer. f_i h T
q-_ﬁ_c" —H\"L‘I_". I':_ I\\ L/ =

Bu durumda dogn sal olmayan n tane noktadan gegen dogru sayisi nedir? Bunu formiille ifade

ediniz, Matematik iel olarak bu formill nasi dogrolarsine (ispatlarsiniz) agiklayiniz.

Sekil 4. 3a. O, nin Nokta ve Dogru problemine verdigi yanit 1

Oy’nin yaniti Nokta ve Dogru problemini daha o6nceden bildigini acikca
gostermektedir. Clinkii yukarida da goriildiigii iizere 2 noktali, 3 noktali durumlar i¢in
herhangi bir agiklama yapmadan dogrudan kombinasyon kullanmistir. Nitekim kendisiyle

yapilan goriismede de bu problem ile daha 6nceden karsilastigini ifade etmistir.
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Sekil 4. 3b. O, nin Nokta ve Dogru problemine verdigi yanit 2

O, yukarida da goriildiigii gibi yamitimin devaminda 4 ve 5 noktali drneklerle
¢Oziimiinli aciklamaya calismistir. Bir noktadan toplam dogru sayisinin bir eksigi kadar

dogrunun gectigini ifade etmis ve bu mantik temelinde ¢6zlime ulagmistir.

Soruyu daha onceden bildigi i¢in O, de burada soruya yonelik herhangi bir
Ozellestirme, formiile yonelik herhangi bir tahmin ve genellemede bulunmus degildir.
O,’nin verdigi yanit ispat acisindan degerlendirildiginde ise Genel Ornek tiiriinden ispat
yapmis oldugu sdylenebilir. Cilinkii 5 noktali durumu 6rnek vererek n tane noktadan neden
n-(n—1) tane dogru gectigini ve sonrasinda bunun neden 2 ile boliindiigiinii ayrintili bir
sekilde aciklamustir.

O3’iin ayn1 problem ile ilgili yanit1 asagida verilmistir:

(2) s=me®
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Sekil 4. 4. O3’iin Nokta ve Dogru problemine verdigi yanit

Oz’lin ¢oziimii problemin cevabini daha &nceden bildigini diisiindiirmektedir.

Ciinkii problem ile ilgili herhangi bir 6rneklendirmede bulunmadan dogrudan formiili
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ifade etmis, sonrasinda da formiiliinii bir 6rnek yoluyla agiklamayr tercih etmistir.

Kendisiyle yapilan miilakatta ise ¢ozliimiinii su sekilde agiklamistir:

A: Burada soruyu nasil ¢ézdiin?

Os: Ya bildigim bilgi olaraktan iki noktadan bir dogru gectigini biliyordum.
Ona gore hani herhangi iki noktayr secersek oradan bir dogru gegecekti.
Se¢me islemi de kombinasyon oldugu igin...

A: Anladim.

Os: Yani mesela iki noktadan ikinin ikili kombinasyonu, bir dogru gecer.
Dolayisiyla n (tane) noktadan n’nin ikili kombinasyonu kadar dogru geger.

O3 problemi daha &nceden bildiginden burada herhangi bir 6zellestirme, tahmin ve
genellemeden bahsedilemez. Ancak ispat noktasinda soru ele alindiginda, cevabin dogru
oldugunu goéstermek i¢in sorunun bilesenleri (nokta ve dogru) arasinda herhangi bir iliski
aciklanmayarak (6rn. bir dogru belirtilmesi i¢in neden iki noktanin gerektigi vb.) 6rnek
olarak sadece iki noktali durum gésterilmistir. Bu nedenle O3’iin Kritik Deney tiiriinden
ispat yaptig1 sdylenebilir.

Oy’iin 1. probleme verdigi yanit su sekildedir:

r%ir c'{t‘x]')lf oldolwesi iwin enat \u roldq auf’t‘r'\“‘f‘J: ‘;
f g fele e olursq 9. sins Secivem &Wk“. [gj
R l u M'C:"'? (k{)

Sekil 4. 5. O,’iin Nokta ve Dogru problemine verdigi yanit

O, yamtinda 2 ve 3 noktali durumlan ¢izerek oOrneklendirmis, “bir dogru
olabilmesi i¢in en az iki nokta gerekir” seklinde daha onceden 6grendigi bilgiyi dogrudan
ifade etmis ama bunun nedenine dair herhangi bir agiklama yapmamistir. Kendisiyle
yapilan miilakatta ise soruyu daha 6nceden bildigini ifade etmis ve ¢oziimiini su sekilde

aciklamstir:

A: Problemi nasil ¢ozdiin O4?
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Os: Ben burada séyle diisiindiim. Iki noktadan bir tane dogru gegiyor. Ug
noktadan ise iki tanesini secmem gerekiyor. O zaman n taneden, n nokta

verdiyse bana 2 tane se¢mem gerekiyor.

Oy’iin yanit1 dzellestirme, tahmin ve genelleme agisindan degerlendirilmemistir. O4
formiiliin dogrulugunu 2, 3 ve 4 noktali durumlarla gostermis ancak bu Orneklerde elde
ettigi degerler ile ilgili herhangi bir agiklama yapmamustir. Dolayisiyla O4’iin bu probleme
vermis oldugu yanitta Saf Deneycilik tiiriinden ispat yaptig1 soylenebilir.

Os’in 1. probleme yonelik yanit1 asagida verilmistir:

Uer 2L nfbktadan 1 e\)ﬁtu gecrer .
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Sekil 4. 6. Os’in Nokta ve Dogru problemine verdigi yanit

Os kendisiyle yapilan miilakatta Nokta ve Dogru problemi ile daha o&nceden
karsilastigini ifade etmistir. Dolayisiyla Os’in bu probleme yénelik yanitinda herhangi bir
Ozellestirme, tahmin ve genellemede bulundugu sOylenemez. Yanitinda once “her iki
noktadan bir dogru geger” seklinde ¢6ziimii ile ilgili bir bilgi vermis olsa da sonrasinda bu
bilgiyi kullanmamuis, farkli bir yolla formiilii elde etmeye ¢aligmistir. Kendisiyle yapilan

goriismede ¢oziimiinii:

A: Burada nasil diistindiin?
Os: Iki noktayr baz aldim ve iki noktadan bir dogru gececegini diisiindiim.
Daha sonra n nokta igin (bir noktadan gecen) n-1 tane dogru ¢izebilecegimizi
diistindiim.
A: Ayni noktadan gegen degil mi?
Os: Evet. Daha sonra bir noktay: aldigim zaman herhangi bir noktadan
¢izdigim zaman bir dogru, diger aldigim noktadan da aynisi oldugu igin onu
ikiye boldiim, (ayni dogruyu) iki defa saymamak igin.
seklinde ifade etmistir.
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Bununla birlikte, Os yanitinda tek bir drnek iizerinden (5 noktali durum) ¢dziimii ve
sorunun bilesenleri arasindaki iliskileri agiklama yoluna gitmis oldugundan Genel Ornek
tiirlinden ispat yaptig1 ifade edilebilir.

Og’nin Nokta ve Dogru problemine verdigi yanit ise asagida verilmistir:

) (%)=

7/

2) ¢ (21 =3 . ".’I'" =%
3) C ( 2_‘1 -

lhadunt deney eceb te olabisf dbm

Mme sela N ( s
\ ‘ ; g\muwm }""F
4 \L (“(‘*( (\r}.lou
l akc.a( v C\ .':'.\ .,‘

Sekil 4. 7. Og’nin Nokta ve Dogru problemine verdigi yanit

Os yamitinda énce 2 ve 3 noktali durumlar1 6rneklendirmis, bu érneklerdeki dogru
sayilarini bir formil ile ifade etmis, sonra n tane noktali durumda olusacak dogru sayisini
yine formiile bagli olarak bulmustur. Yanitina dogrudan formiil kullanarak baglamig ancak
formiiliin agilimini yanlis uygulamistir. Kendisiyle yapilan miilakatta ise soru ve ¢éziimii

ile ilgili su ifadelerde bulunmustur:

A: Bu soruyu daha énce gérmiis miiydiin?

Os: Evet biliyordum.

A: Nasil yaptin bu soruyu?

Os: Kombinasyonu kullandim. Yani n tane seyden iki tane gectigini yani n’nin
ikilisini kullanacagimizi biliyordum. O sekilde yaptim. Sonra deneyerek de
nasil agiklayabilecegimizi diigiindiim.

A: Evet.

Os: Burada denemeler yaptim. Cizdim. Orada noktalardan dogrular bu sekilde
gecti, oyle ifade etmeye ¢alisttim. Daha sonra iste nokta sayist artarsa nasil

vapabiliriz diye iste sekillerle ifade etmeye ¢alistim.
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Gerek Og’nin probleme verdigi yazili yanit1 gerekse kendisiyle yapilan goriismede
kullanmis oldugu ifadeleri burada mantiksal bir diisiinmeden ¢ok bir ezberin s6z konusu
olabilecegini gostermektedir. Nitekim Og’nin gériismede “Yani n tane seyden iki tane
gectigini yani n’nin ikilisini kullanacagimizi biliyordum.” seklinde muglak bir ifadede
bulunmasi ve verdigi yanitta direkt olarak kombinasyonu kullanmasina ragmen formiiliin
acilimini yanhs gostermis olmasi bunu diisiindiirmiistiir. Og’nin yanit1 ispat agisindan
incelendiginde Saf Deneycilik tiirlinden ispat yaptigi sOylenebilir. Ciinkii ¢ozimiini
rastgele 2 ve 3 noktali durumlarda elde ettigi sayisal degerler yoluyla agiklamaya
caligmistir. Ancak ayni durumla (2 noktali durum) ilgili olarak birden fazla 6rnek vermis
olmasi, bu oOrnekler ilizerinde yeterli diisiinme gerceklestirmemis olmasi ihtimalini akla
getirmektedir.

O7’nin 1. probleme verdigi yanit su sekildedir:
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Sekil 4. 8. O7’nin Nokta ve Dogru problemine verdigi yanit

O7 yamtinda once dogrudan formiilii belirtmis, sonrasinda ise 2, 3, 4, 5, 6 ve 7
noktali Orneklerde elde ettigi sayisal degerlerle formiiliiniin dogrulugunu gostermeye
calismistir. Ancak formiilii nasil elde ettigi ile ilgili herhangi bir agiklamada bulunmamis
ve kendisiyle yapilan miilakatta ise problemi bildigini ifade etmistir. Bu nedenle O;’nin
yanitinda 6zellestirme, tahmin ve genelleme durumu degerlendirilmemistir. O;’nin yaniti
ispat ac¢isindan incelendiginde ise burada Saf Deneycilik tiirlinden bir ispatin oldugu

sylenebilir. Ciinkii O; dogrudan 2, 3, 4, 5, 6, 7 noktali durumlar1 &rneklendirmis ve
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formiiliin bu 6rnekler igin gegerli oldugunu gostermis, sorunun bilesenleri arasinda yer alan

herhangi bir iliskiden bahsetmemis ve formiil ile ilgili bir agiklama yapmamustir.

Og’in Nokta ve Dogru problemine verdigi yanit asagida verilmistir.
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Sekil 4. 9. Og’in Nokta ve Dogru problemine verdigi yanit

Os ise yukarida goriildiigii iizere yanitinda énce dogrudan formiilii ifade etmis, 2 ve
3 noktali durumlarda elde ettigi sayisal degerlerle formiiliiniin dogrulugunu gostermeye
caligmistir. Ancak formiilii nasil elde ettigi ile ilgili herhangi bir aciklamada

bulunmamastir.

Og kendisiyle yapilan gériismede problem ve vermis oldugu yanit ile ilgili olarak

sunlar1 belirtmistir:

A: Bu daha énceden gordiigiin bir problem miydi?

Os: Daha énceden biliyordum. Ona gore yani formiile gére ¢ozdiim.

A: Direkt formiilii mii uyguladin?

Og: Evet.

A: Peki burada n’nin ikili kombinasyonunu se¢me nedenin neydi? Formiil mii
aklina geldi yoksa mantik mi kullandin?

Os: Direkt formiil geldi burada aklima. Biliyordum yani formiilii.

Og problemi daha 6nceden bildigini ifade ettigi igin yanitinda problemle ilgili
herhangi bir dzellestirme, tahminde bulunma ve genelleme yapmamistir. Ispat agisindan
yanit degerlendirildiginde Saf Deneycilik tiiriinden ispat yapildigi sdylenebilir. Ciinkii
formiiliin saglamasinda, soruyu olusturan bilesenler arasindaki iligkilere deginilmeden 2 ve

3 noktali durumlara sadece formiil uygulanmis ve dogrulugu ispatlanmaya ¢aligilmistir.
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Og’un 1. probleme verdigi yanit ise su sekildedir:
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Sekil 4. 10. Og’un Nokta ve Dogru problemine verdigi yanit

Oy yamtinda énce 2 ve 3 noktali érneklerde olusan dogru sayilarini hesaplamus,
sonra 4 noktali durumu incelemis ve burada her noktadan gegen dogru sayisina
odaklanmistir. Bu sayiy1 4’iin 3’lii kombinasyonu seklinde gdstermeye calismis ancak
buldugu sonucu hatali bir bigimde, ¢izdigi sekilde elde ettigi dogru sayisina esitlemistir.
Bunun nedeni o anda formiilii tam hatirlamamis olmasi olabilir. Og burada ¢oziimle ilgili
bir ipucu elde edemediginden olsa gerek daha sonra “herhangi iki noktadan bir dogru
gececegini” belirtmis, 5 noktali durumu ele almis ve bu defa her bir nokta i¢in birlikte
dogru olusturabilecegi nokta sayis1 (dolayisiyla o noktadan gececek dogru sayisi) iizerine

odaklanmistir. Kendisiyle yapilan goriismede ise problem ve yaniti ile ilgili olarak:

A: Daha énceden bu problemi biliyor muydun?

Oq: Evet biliyordum ama tam hatirlamiyordum.

A: Problemi ¢ézerken formiilii hatirlamadin mi?

Oq: Haywr hatirlamadim.

A: Nasil diisiindiin?

Oq: Iki noktadan bir dogru gececegi icin burada kombinasyon uygulamaya

calistum. n (tane) nokta varsa... n’nin ikili kombinasyonundan sonucu buldum.
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seklinde ifadelerde bulunmustur. Oy formiilii hatirlamadig: igin burada bir dzellestirme,
tahmin ve genellemeden bahsedilebilir.

Oy sekillere bagli olarak ozellestirme yapmis ve 2 Ornek iizerinden sonuca
ulagmaya, vermis oldugu orneklerde sorunun bilesenleri arasinda iliski kurmaya ve soruyu
¢ozmeye calismistir. Bu acidan bakildiginda soruda anlatilani ve istenileni dogru anlamus,
Yeterli Ozellestirme yapmustir.

Oy 6nce 4 noktali durumu sonrasinda ise 5 noktali durumu incelemis, ¢oziimiinii ise
ozellikle kendi ¢izmis oldugu 5 noktali duruma bagh olarak elde etmeye g¢alismistir.
Dolayistyla Algiya Dayali Tahmin tiiriinden bir tahminle formiile ulagmaya calistig1 ifade
edilebilir. Yanitinin devaminda n’nin ikili kombinasyonu seklinde bir formiile ulasmus,
Sembolik Genelleme gergeklestirmistir. Formiilii tek bir durumla (5 noktali durum)
aciklayarak &rneklendirmis, dogrulugunu gostermistir. Bu nedenle Og’un Genel Ornek
tiiriinden ispat yaptig1 ifade edilebilir.

Nokta ve Dogru problemine verilen yanitlar 6grenci basar1 diizeylerine gore ispat
seviyeleri agisindan incelendiginde elde edilen bulgular asagida Tablo 4. 1.’de

gosterilmistir.

Tablo 4. 1. Nokta ve Dogru probleminde kullanilan ispat tiirleri

Ogrenci Basar1 Diizeyi Ogrenci Kodu Ispat Tiirii

0, Diisiince deneyi

Iyi 0, Genel Ornek

0 Kritik Deney
0, Saf Deneycilik

Orta Os Genel Ornek
Os Saf Deneycilik
0, Saf Deneycilik
Diisiik Og Saf Deneycilik

O Genel Ornek
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Tablo 4. 1. incelendiginde matematik basar1 diizeyleri iyi olan dgrenciler arasinda
Diisiince Deneyi ve Genel Ornek tiiriinden ispatlara daha fazla rastlandig1 goriilmektedir.
Her iki ispat ¢esidi soruda mevcut bilesenler arasinda nedensel bir iliski kurma gerektiren,
daha iist seviyede diistiinmenin gergeklestigi ispat tiirleridir. Bununla birlikte, orta ve diisiik
basar1 diizeylerine sahip Ogrenciler arasinda Saf Deneycilik tiiriinden ispatlarin daha 6n
plana ¢iktig1 goriilmektedir.

Ogrencilerin 2. problem olan Merdiven problemi ile ilgili yanitlarina iliskin

bulgular asagida verilmistir:
4.2. Merdiven Problemine iliskin Bulgular

MERDIVEN PROBLEMI

I Yapacagmz etkinlikler sonunda asagndaki soruyva cevap bulacaksmuz.

Al sekildekd gibi 3 basamakls bir merdiven vapmak igcin 6 blok kullanmaktadar.

e

Buna gére n basamakl bir merdiven vapmak isteven birisinin kullanacag: blok savisi nedir?
Bunu formiille ifade edinir. Matematiksel olarak bu formiild nasil dogrularsmiz (ispatlarsmaz)

aciklavmiz

Sekil 4. 11. Merdiven Problemi

Merdiven problemine iliskin ilk olarak O;’in yanit1 incelenmistir. Sekil 4. 12.’de
goriilecegi iizere O;’in Merdiven problemine verdigi yamitta herhangi bir 6rneklendirme
yer almamis olmasi problemi daha 6nceden goérmiis olma ihtimalini akla getirse de
kendisiyle yapilan goriismede Merdiven problemi ile daha o6nceden karsilasmamis

oldugunu belirtmistir:

A: Bu problemle daha dnce karsilagmis miydin?
O1: Merdiven sorusuyla bu sekilde karsilasmamus olsam bile 1, 2, 3 +...

A: Gittigini hemen gorebildin mi?
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Oy Evet toplam seklinde. Direk Gauss toplami geldi aklima. Gauss’un 1°den
N’ye kadar sayilar toplami. Ispatimi da biliyordum.
A: Soruda verilen sekle baktiginda boyle olmast gerektigini mi diigiindiin?

O1: Evet ardisik toplam gelmesi gerektigi kafamda olusmustu.
Oy’in yanit1 asagida verilmistir:
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Sekil 4. 12. O1’in Merdiven problemine verdigi yanit

O; yanitinda herhangi bir drneklendirme, inceleme ve dolayisiyla 6zellestirme
yapmadan genelleme basamagina ge¢mis, dogru ¢dziimii bulabilmistir. O; sadece soruda
verilen sekle, diger bir ifadeyle sorunun gorsel gosterimine bagl kalarak formiil ile ilgili
tahminde bulunmus ve formiilii ifade etmistir. Dolayisiyla Algiya Dayali Tahmin
yapmistir. Formiilii sembolik olarak gostermis, Sembolik Genelleme gergeklestirmistir.
Formiiliin ispatin1 daha dnceden bildigini ifade ettigi icin O;’in ispat1 degerlendirmeye

alinmamustir.
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O,’nin 2. problem olan Merdiven problemi ile ilgili yanit1 asagida verilmistir.
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Sekil 4. 13a. O, nin Merdiven problemine verdigi yanit 1

O, yanitinda 6nce problemde verilen sekil iizerinde 4 ve 5 basamakli merdiven

durumunu ¢izmistir. Sonrasinda ise asagida gosterildigi bicimde ¢dzlimiinii
gerceklestirmistir:
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Sekil 4. 13b. O,’nin Merdiven problemine verdigi yanit 2

0, strastyla 3, 4, 5 ve 7 basamakli merdiven orneklerini incelemis, kullanilan blok
sayilarini ayr1 ayr1 hesaplamistir. Burada elde ettigi verilerden “her basamak i¢in, onceki
basamak i¢in kullanilan blok sayisina kendi sayisi ekleniyor” sonucuna ulagmistir.
Sonrasinda ise daha farkli bir yolla ¢ézliimiine devam etmistir. Kendisiyle yapilan

goriismede soru ve ¢oziimii ile ilgili olarak su ifadelerde bulunmustur:
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A: Bu soru nasildr hemen ilk bakista sorunun ozelligini gorebildin mi? Gergi
sen ornekleri dort ve bes basamakli durumlara da ilerletmissin degil mi?

O.: Evet oriintiiye gore kural olusturmaya ¢alistim.

A: Oriintiiye gére?

O,: Evet. Bir formiil bilmiyordum.

A: Oriintiide de basamakla kullanilan blok sayisi arasindaki oriintiiyii mii
ortaya ¢itkarmaya ¢aligtin?

O,: Aynen. Ona gore.

A: 6, 10, 15, 28... hemen buradan sayilar toplaminmin geldigini mi diistindiin?
O,: Yok. Basamak sayisi ile arasindaki iliskiye baktim. Oradan da formiilii...

A: Tiirettin?

O,: Aynen.

O, yanitinda, kendisinin de belirttigi gibi basamak sayis1 ile blok sayis1 arasindaki
iligkiyi ortaya ¢ikarmaya caligmistir. Soruda anlatilani ve istenileni dogru anlamis, Yeterli
Ozellestirme yapmustir. Her ne kadar 3, 4, 5 ve 7 basamakli durumlari incelemis olsa da
formiil ile ilgili tahminini “son basamakla ilk basamaktaki blok sayisi, ikinci basamakla
sondan bir onceki basamaktaki blok sayisimin toplamina esit” seklindeki bulgusuna baglh
olarak gerceklestirmistir. O,’nin bu ifadesi onun formiile ulasirken gorselligi, soruda
kullandig1 ¢izimi 6n planda tutmus oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla Algiya Dayali
Tahmin ile formiile ulastig1 sdylenebilir.

O2’nin yanitin1 agiklarken soruyla ilgili ¢izimi iizerinden bir genellemeye varmus
oldugu ve bu ¢izime bakarak “son basamakla ilk basamaktaki blok sayisi, ikinci
basamakla sondan bir onceki basamaktaki blok sayisinin toplamina esit” seklinde soruyu
olusturan bilesenler arasinda bir iliskiye ulastigi goriilmektedir. Bu nedenle ispat
anlaminda Genel Ornek tiiriinden ispat yaptigi ifade edilebilir. Op’nin verdigi yamt
genelleme acgisindan incelendiginde ise “her basamak igin, onceki basamak igin kullanilan
blok sayisina kendi sayisi ekleniyor” ya da diger bir ifadeyle her defasinda kullanilan blok
sayisinin basamak sayis1 kadar arttigini belirtmis oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla O, nin
once Aritmetik Genelleme, sonrasinda bir formiile ulasmis olmasi nedeniyle ise Sembolik
Genelleme yaptigi sdylenebilir.

Asagida goriildiigii iizere Os Merdiven problemi ile ilgili yanitinda herhangi bir

orneklendirme yapmadan direkt ¢Oziime ge¢cmis, n basamakli durumla ilgili
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yorumlamalarda bulunmus ve kullanilacak olan blok sayilarini her bir basamak i¢in ifade
etmistir. Dolayistyla yanit1 incelendiginde O3’iin 6zellestirme yapmadig goriilmektedir.

Oz’iin Merdiven problemi ile ilgili yanit1 asagida verilmistir:
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Sekil 4. 14. Og’iin Merdiven problemine verdigi yanit

O; kendisiyle yapilan goriismede problem ve yamitiyla ilgili su ifadelerde

bulunmustur:

A: Bu daha énceden gérmiis oldugun bir problem miydi?

Os: Direkt boyle gormedim ama buna benzer yani ayni formiilii kullanacagimiz
sorularla karsitlasmistim.

A: Coziimiinii problemde verilen sekilden elde etmissin sanirim ¢iinkii farkl
cizimler yapmamissin. U¢ basamakly merdiven senin i¢in yeterli oldu mu?

Os: Evet.

A: Soruya ilk baktiginda ne dikkatini ¢ekti?

Os: Yani siirekli birer basamak arttigini gérdiim. Blok sayisi da 1, 2, 3, 4 o
sekilde gidiyordu. Genelledim. 1, 2, 3... n derken onlarin toplami gelir diye
diistindiim.

A: Oradan direkt formiil geldi mi?

Os: Evet direkt formiilden. Hani bunun da ispatini yaptim ben.
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O3 dogrudan problemdeki sekilden tahmine vardigi icin Algiya Dayali Tahmin
yaptig1 ifade edilebilir. Os’iin kendisiyle yapilan miilakatta belirttii “siirekli birer
basamak arttigini gordiim” ifadesi de bu diisiinceyi desteklemektedir. Os’iin formiile
ulasirken herhangi bir ornegi referans gostermeden dogrudan n basamakli merdiveni
diisinmesi ve onunla ilgili agiklamalar getirmis olmasit nedeniyle Diisiince Deneyi
tiiriinden ispat yaptig1 sOylenebilir. Soruda istenen formiilii sembolik olarak ifade etmis,
Sembolik Genelleme gergeklestirmistir.

Oy’iin ayn1 problemle ilgili yanit1 asagida verilmistir:
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Sekil 4. 15. O,’iin Merdiven problemine verdigi yanit

O4 yamtinda 5 basamakli merdiveni cizerek drneklendirmistir. Basamak sayisi ile
kullanilan blok sayisi arasindaki iliskiyi ise soruyla birlikte verilen sekle bakarak agikca
ortaya koymustur. Cizim ve ifadelerinden O4’iin soruda anlatilan1 ve istenileni dogru
anladig1, Yeterli Ozellestirme yaptig1 anlasilmaktadir. Kendisiyle yapilan goriismede ise

yanitini su sekilde ifade etmistir:

A: Bu problemi nasil ¢ozdiin?

Os: Burada da verilen sekil iizerinden dedim. Birinci basamak icin 3 tane
(blok), sonrasinda bir azalmis sonra bir azalmis. O zaman birinci basamak igin
n tane, ikinci basamak i¢in n — 1, tigtincii basamak icin n — 2 diye gidiyor.

A: Evet.
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Os: En son basamakta bir blok oldugu i¢in n. basamakta bir blok olmasi

gerekiyor. Buradan da zaten ardisik sayilarin toplami geliyor. O yiizden

@+ olarak buldum.

formiilii

Oy’tin “Burada da verilen sekil iizerinden dedim” ifadesinden de anlasilacag iizere
sorunun gorsel halini inceleyerek ¢Oziimiinii yaptifi, Algiya Dayali Tahmin
gerceklestirdigi goriilmektedir. Coziimiini yine soruyla birlikte verilen gorsele dayali
olarak olusturmus, basamak sayisi ile kullanilan blok sayilar1 arasindaki iliskiyi ifade
etmistir. Bu nedenle Genel Ornek tiiriinden ispat yaptigi sdylenebilir. Formiilii
matematiksel olarak sunmus ve Sembolik Genelleme gergeklestirmistir.

Os’in Merdiven problemi ile ilgili yanit: asagida verilmistir:
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Sekil 4. 16. Os’in Merdiven problemine verdigi yanit

Os yanmitinda 6nce 5 basamakli merdiveni ¢izmis ve “her basamakta 1 azaliyor”
ifadesiyle belirttigi gibi kullanilan blok sayilarinin birer azalarak devam ettigi sonucuna
ulagsmistir. Sonrasinda ise 5, 6 ve 7 basamakli merdivenlerde kullanilan blok sayilarini ayri
ayr1 hesaplamistir. Os’in ¢izimi ve yanit1, soruda anlatilam ve istenileni dogru anladigini,
Yeterli Ozellestirme yaptigin1 gostermektedir. Kendisiyle yapilan gériismede ¢dziimiinii su

sekilde ifade etmistir:

A: Burada nasil diistindiin?
Os: Simdi iistten baslayarak alta dogru indigimizde birer artiyor blok sayisi.

A: Her basamakta birer mi artryor?
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Os: Evet. Once bes icin diisiiniince ben bir oriintii kurmaya calistim. Bunlari
(kullanilan blok sayilarini) tek tek yazdim 1, 2, 3, 4, 5 seklinde. Alt1 icin yazdim
vedi i¢in yazdim.

A: Evet.

Os: n (basamakli merdiven) icin ise asagidan yukariya dogru gittigimizde n

tane n-1 tane diye gidiyor. Bunlari toplamamiz gerekiyor. Daha sonra zaten

n-(n+1)
2

seklinde bir formiil buldum.

“Once bes icin diigiiniince ben bir oriintii kurmaya calistm” ifadesinden de
anlasilacag iizere Os ¢oziimiinii, ¢izmis oldugu 5 basamakli duruma bakarak yaptigini
belirtmektedir. Bu nedenle Os’in formiile yonelik Algiya Dayali Tahmin yaptigi
sOylenebilir. Basamak sayilar1 ve blok sayilar1 arasindaki iliskiyi kesfetmis, sonrasinda ise
6 ve 7 basamakli ornekleri ele almistir. Coziimiinde 5 basamakli 6rnege odaklanarak
basamak ve blok sayilar1 arasindaki iliskiyi agiklamistir. Bu nedenle Os’in Genel Ornek
tiiriinden ispat yaptigi soylenebilir. Os formiilii n’ye bagh ifade ettiginden yanitinda
Sembolik Genelleme s6z konusudur.

Og’nin Merdiven problemi ile ilgili yaniti asagida verilmistir:
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Sekil 4. 17. Og’nin Merdiven problemine verdigi yanit
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Os yanitinda herhangi bir 6rneklendirme yapmamis ve dogrudan basamak sayisi ile
kullanilan blok sayisi arasinda iliski kurarak ¢oziimiinii gergeklestirmistir. Dolayisiyla
Ozellestirmede bulunmamis, matematiksel diislinme agisindan sonraki basamaga gecis

yapmustir. Yanitiyla ilgili yapilan goriismede de bu durumu su sekilde belirtmistir:

A: Bu soruda nasil diistindiin?

Oes: n basamakli bir merdiven icin n- (n + 1) tane blok kullamimalidir dedim
¢linkii eger merdivenin bir basamakli olmasini isteseydim mesela bir tane blok
koyardim.

A: Evet.

Oe: Iki basamakli olmas: igin oncekiyle bir tane daha ayni diizeyde bir tane de
onun tizerine koymamiz gerekiyor.

A: Evet.

Os: Sonra ii¢ icin hani iiciincii bir sey icin onun iizerine bir tane daha.

A: Burada problemin yapisini sekilden mi gordiin?

n-(n+1)
2

Oe: Evet. Iste boyle devam ederken blok sayisin seklinde ifade ettim.

Soruyu olusturan bilesenler arasindaki iliskiyi dogru olarak ifade eden O, formiilii
olustururken soruda verilen 6rnek disinda bagka bir 6rnek kullanmamis, Algiya Dayali
Tahmin’de bulunmustur. Yanitinda herhangi bir ornek referans gdstermeden mantiga
dayali degerlendirmelerde bulunarak ¢oziimii genelledigi igin Og’nin Diisiince Deneyi
tirtinden ispat yaptigi sOylenebilir. Formiilii sembolik olarak belirtmis, Sembolik
Genelleme gergeklestirmistir.

O7’nin 2. problemle ilgili yanit1 su sekildedir:
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Sekil 4. 18. O7’nin Merdiven problemine verdigi yanit
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07 ise Merdiven problemine verdigi yanitinda yukarida Sekil 4. 18.’de gériildiigii
gibi sirasiyla 1, 2, 3, 4, 5 ve son olarak 6 basamakli merdiven durumuna kadar
orneklendirmelerde bulunmustur. Her bir 6rnekte kullanilan blok sayisini hesaplamis ve
birbirini takip eden Orneklerde kullanilan blok sayilar1 arasindaki artisa dikkat etmistir.
Sonrasinda her bir merdiven i¢in kullanilan blok sayilarini n’ye bagli olarak ifade etmistir.
Ancak bu incelemeleri sonucunda bir formiile ulasamamais, kullanilan blok sayilari ile ilgili
olarak “Kendi olacagi basamak sayisi kadar bir oncekine eklenmis” seklinde bir ifade de
bulunmustur.

O7’nin yanitinda ifade ettigi degerler problemde anlatilan1 ve istenileni dogru
anladigmi, Yeterli Ozellestirme yaptigim gostermektedir. Ciinkii 1, 2, 3, 4, 5 ve 6
basamakli merdivenler i¢in gerekli olan blok sayilarin1 dogru olarak hesaplamis, soruda
anlatilani ve istenileni dogru bir bicimde yanitina aktarmistir. Kendisiyle yapilan miilakatta

ise yanit1 ile ilgili olarak sunlar1 ifade etmistir:

A: Bu soruyu nasil yaptin?

O-: Blok sayilart aritmetik olarak arttigi icin ben de aritmetik bir kural
vazmaya c¢alistim. Formiiliim yanlis olabilir fakat gittigim yolun dogru
oldugunu diigiiniiyorum.

A: Evet gidis yolunda bir problem yok.

O;: Sonra 1, 2, 3, 4, 5 olarak (blok sayilarimin) arttigini gordiim. Siirekli her
basamakta kendinden énceki basamaga gére blok sayisinin arttigini gordiim.
A: Bunu bir formiile mi doniistiiremedin?

O-: Evet bir formiile doniistiiremedim.

A: Burada iligkileri gormek zor oldu mu?

O+: Hayir iliskiyi biliyordum ama formiiliize edemedim.

O7 yanitinda herhangi bir agiklama yapmamis, sadece 1, 2, 3, 4, 5 ve 6 basamakli
orneklerde kullanilan blok sayilarini hesaplamistir. Bu Orneklerle elde ettigi sayisal
degerler lizerinden, formiile yonelik Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Tiimevarim
tiriinden tahminde bulunmus ama dogru sonuca ulasamamistir. Genelleme agisindan
O7’nin yaniti incelendiinde her basamakta kullanilan blok sayilar1 icin Aritmetik
Genelleme gergeklestirmis oldugu goriilmektedir. Nitekim “kendi olacagi basamak sayisi
kadar bir oncekine eklenmis” oldugunu, diger bir ifadeyle bir 6nceki merdivende

kullanilan blok sayisina kendi basamak sayis1 kadar blok eklenmis oldugunu belirtmesi bu
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diisiinceyi desteklemektedir. Bu genellemeye ise birka¢ Ornekte elde ettigi sayisal
degerlere bagh olarak ulastigindan, O;’nin Saf Deneycilik tiiriinden ispat yaptig
sOylenebilir.

Og’in ayn1 probleme verdigi yamit ise asagida verilmistir:
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Sekil 4. 19. Og’in Merdiven problemine verdigi yanit

Og yanmtinda herhangi bir &rneklendirmede bulunmamis, dogrudan formiilii
belirtmis ve 6zellestirme yapmamistir. Basamaklar ve kullanilan blok sayilar1 arasindaki
iliskiyi ise “her basamak bir azalarak devam etmis” ifadesiyle belirttigi gibi dogru olarak
tespit etmistir. Dolayisiyla soruda verilen sekle bakmis ve Algiya Dayali Tahmin
yapmistir. Ancak yanitinin sonunda her ne kadar formiilii n’ye bagl olarak ifade etmis ve
Sembolik Genelleme’ye ulagsmis olsa da burada belirtmis oldugu formiil yanhstir. Yapilan

goriigmede yanitini su sekilde agiklamistir:

Os: Burada da iste basamaklar birer birer azaldigi icin n. basamakta da n-1’e
kadar gider dedim o yiizden blok sayisi faktoriyel olur dedim.

A: Anladim yalniz faktoriyel neydi?

Os: Sayilarin ¢arpimi.

A: Burada ¢arpim mi soz konusu sence? Mesela ka¢ blok var? (2 basamakl
durumda) 2, 1, toplam 3.

Os: Yani olabilir mantikl (giiliiyor) toplam kullanmamiz gerekiyormus.

A: O an dalginligina mi geldi?

Os: Sey geldi bana ¢arpim gibi geldi. Boyle devamli sonsuza gidiyormus gibi
diistinmiistiim ama... Yanlis diistinmiistim.

A: Ama soru agik bir problemdi, anlagilmasi gii¢ degildi degil mi?

Os: Ya ben o an (soruyu ¢ézerken) cok farkl diisiinmiisiim (giiliiyor).
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Og’in yanit1 ispat agisindan incelendiginde, genellemeye ulasirken 3 basamakl
durumu g6z 6niinde bulundurmasi ve formiilii basamaklarda kullanilan blok sayilarinin
birer azaldigim ifade ederek agiklamasi nedeniyle Og’in soruda Genel Ornek tiiriinden ispat
gerceklestirmis oldugu sdylenebilir.

Og’un Merdiven problemi ile ilgili yanit1 asagida verilmistir.
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Sekil 4. 20. Og’un Merdiven problemine verdigi yamt

Oy Merdiven problemini ¢oziimiinde 6rneklemini 4 basamakli merdiven durumuna
kadar genisletmis, sorunun bilesenleri arasindaki iliskiyi acikca gostermis, Yeterli
Ozellestirme yapmustir. Og yapilan goriismede problemin ¢oziimiiyle ilgili olarak su

ifadelerde bulunmustur:

A: Ikinci problem, Merdiven probleminde nasi! diisiindiin Og?

Ooq: Bir basamaklida bir blok, iki basamaklida ii¢ blok seklinde burada bir dizi
bulmaya ¢alistim. Bir kural bulmaya ¢alistim.

A: Evet.

Oq: Sonra 1°den n-1’e kadar olan sayilarin toplamin: elde ettim.

A: Mesela burada dort basamakl icin (dordiincii basamakta) dort blok
kullanilacak, basamak sayis1 kadar demissin, sonra ii¢ blok, sonra iki, bir ...

Oq: Evet o sekilde diisiindiim. 1’den n-1'e kadar olan sayilarin toplami

seklinde yazmaya ¢alistim.
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Yanit tahmin agisindan incelendiginde, Oy soruda verilen 3 basamakli merdiven
Ornegi lizerinde 1, 2 ve 3 basamakli merdivenlerde kullanilacak toplam blok sayilarini ayri
ayr1 incelemis ve oOrneklemini 4 basamakli merdiven durumuna genisletmistir. Bu
orneklerde ise blok sayilarinin birer azalarak devam ettigini gérmiis ve bu iliski yoluyla
formiile ulagsmistir. Dolayisiyla Algiya Dayali Tahmin yaptigi sdylenebilir. Problemin
¢oziimiine bakildiginda Og’un “... blok basamak sayisi kadar + onceki basamaklar”
ifadesiyle her basamakta kendinden 6nceki basamaklarda kullanilan toplam blok sayisina
kendi basamak sayisinin eklendigini belirtmistir. Ancak bu ifade Oriintiiniin herhangi bir
terimini (6rnegin 100 basamakli merdivende kullanilan blok sayist vb.) elde etmeyi
saglamamaktadir. Dolayistyla 6nce Aritmetik Genelleme yapmis, sonrasinda ise bu ifadeyi
daha da gelistirerek Sembolik Genelleme’ye ulasmistir. Coziime, problemle birlikte verilen
gorsel lizerinden ulastigi ve basamak sayilari ile kullanilan blok sayilari arasinda bir
iliskiden bahsettigi i¢in Og’un Genel Ornek tiiriinden ispat yaptig1 sdylenebilir.

Merdiven problemine verilen yanitlar 6grenci basari diizeylerine gore dzellestirme,
tahmin, ispat ve genelleme seviyeleri agisindan incelendiginde ise asagida Tablo 4. 2.’de
goriildiigl gibi bir durumla karsilasilmistir.

Tablo 4. 2. incelendiginde basari diizeyi iyi olan 6grenciler arasinda 6zellestirme
basamagindan atlamalara daha sik rastlandig1 goze carpmaktadir. Ogrenciler herhangi bir
ozellestirme yapmadan dogrudan bir sonraki basamaga gecis yapmis ve dogru sonucu elde
etmislerdir. Ozellestirme basamagini gerceklestiren tiim Ogrenciler Yeterli Ozellestirme
yapmiglardir.

Merdiven probleminde sadece bir 6grenci (O7) Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan
Empirik Tiimevarim tiirtinden tahminde bulunmus, diger 6grencilerin tiimii ise Algiya
Dayal1 Tahmin yapmislardir.

Ispat seviyeleri acisindan Tablo 4. 2. incelendiginde bir &grencinin (O;) Saf
Deneycilik, diger tiim dgrencilerin ise Genel Ornek veya Diisiince Deneyi tiiriinden daha
ist seviyede ispat gerceklestirdikleri goriilmektedir. Bununla birlikte, Algiya Dayali
Tahmin’de bulunan &grencilerin sonrasinda Genel Ornek ve Diisiince Deneyi tiiriinden
daha tist seviyede ispat yaptiklari, Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Tiimevarim
tiiriinden tahminde bulunan 6grencinin (O-) ise sonrasinda Saf Deneycilik tiiriinden ispat

yaptig1 goze carpmaktadir.
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Tablo 4. 2. Merdiven problemine verilen yanitlarin genel incelenisi

Ogrenci . R ‘ _
Ogrenci | Ozellestirme Tahmin .
Bagari Ispat Turi Genelleme Tiirti
) Kodu Tiird Tiiri
Diizey1
. . . o Sembolik
0O, Yok Algrya Dayali Tahmin | Ogrenilmis Ispat
Genelleme
Iyi 0 veen Algiya Dayali Tahmi Genel Ornek Sembolik
yi A : giya Dayali Tahmin enel Orne
2 Ozellestirme Genelleme
. . ) Sembolik
Os Yok Algiya Dayali Tahmin | Diisiince deneyi
Genelleme
O veen Al Dayali Tahmi Genel Ornek Sembolik
s : 1ya Dayali Tahmin enel Orne
4 Ozellestirme glya Lay Genelleme
Orta d veterl Al Daval Tahmi Genel Grmek Sembolik
8 : giya Dayali Tahmin enel Orne
5 Ozellestirme Genelleme
. ) Sembolik
Os Yok Algiya Dayali Tahmin | Diisiince deneyi
Genelleme
i Sonlu Sayida Ayrik
0 veen D I (jl E y' ik Saf D ilik Anitmetik
8 : urumiaraan empiri al beneycill
7 Ozellestirme Genelleme
Tiimevarim
Diisiik . _ . Sembolik
usu Og Yok Algiya Dayali Tahmin Genel Ornek
Genelleme
¢ e Algtya Dayali Tahmi Genel Ornek Sempolik
8 : giya Dayali Tahmin enel Orne
9 Ozellestirme Genelleme

Genelleme seviyeleri ile ilgili olarak O6grenciler arasinda herhangi bir farklilik
gdriilmemis ve sadece bir dgrenci (O7) Aritmetik Genelleme yapmis, diger 6grencilerin
tamami yanitlarinin sonunda Sembolik Genelleme yapmuslardir.

Ogrencilerin 3. problem olan Kagit Ev problemi ile ilgili yanitlarma iliskin bulgular

asagida verilmistir.
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4.3. Kagit Ev Problemine iliskin Bulgular

KAGIT EV

C n katl: bir kagn ev igin gerekli olan kart savis:
kacgtx?

Yapacagmz etkinlikler sonunda bu soruya cevap bulacaksinmz. Bunun icin ilk olarak

asagida verilen soruyu dikkatlice okuyunuz.

Bu 3 katli bir kagwt evdir.

En ust kat birbirine wvaslanmag iki kart ve altlarmndaki bir karttan mevdana getinilmigtir. Bir
sonraki kat ise 4 karttan mevdana gelmis (birbirine wvaslanmig 2'ser kart kumesi) ve
tabanlarmda vine birer kart vardo. Bu sekilde vapilan n katl: bir kagit ev igin gerekli olan kart
savis: kagtu? Bunu formiille ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formiuli nasil dogrularsmaz

Gspatlarsmiz) agiklaviniz.
Sekil 4. 21. Kagit Ev Problemi

[lk olarak O;’in yamit incelenmistir. O;’e ait bulgular asagidaki gibidir:
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Sekil 4. 22. O1’in Kagit Ev problemine verdigi yanit

O1 Kagit Ev problemine verdigi yanitta sadece soruda verilen sekle odakl

Ozellestirme yapmis ve dik kartlar ile tabanda bulunan kartlar1 ayri1 ayri diisiinerek kat
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sayisi ile Kart sayilari arasindaki iliskiyi tespit etmistir. Soruda ifade edileni ve istenileni
dogru olarak anlamis, Yeterli Ozellestirme yapmstir. Goriismede sorunun ¢dziimiiyle ilgili

olarak ise sunlar1 belirtmistir:

A: Bu soruda nasi! diistindiin?

O1: Bunda da (sekli) parcaladim. Iki dik ve bir taban: parcalayarak topladim.
A: Giizel.

O1: Dikey ve yatay (kart) sayilart ayri ayri inceledim. Yani her siwrada ikiserli
olmasi gerektigi icin 2, 4, 6 seklinde dikeyler var.

A: Anladim.

Oi: Her sirada da birer taban olmasi gerektigi igin...

A: 1, 2, 3 seklinde tabanlar var.

Oi: Aynen. Sonrasinda da formiile doktiim ve iki formiilii topladim.

O; formiile yonelik tahminini sadece sorunun gorsel sunumuna, 3 katl kagit ev
durumuna goére yapmis, Algiya Dayali Tahmin’de bulunmustur. Formiili sembolik olarak
ifade edebilmis, Sembolik Genelleme gergeklestirmistir. Bu genellemeye ulasirken ise
sadece 3 katli durumu incelemis, sekil lizerinde fark ettigi Ozelliklere gore kartlar
siniflandirmis ve kart sayilar1 yoluyla formiile ulasmistir. Bu nedenle O;’in Genel Ornek
tiirlinden ispat yaptig1 sOylenebilir.

Oy’nin Kagit Ev problemine verdigi yanit asagida verilmistir.

BEBu 3 katl: bir kagZit evdir.

Sekil 4. 23a. O, nin Kagit Ev problemine verdigi yanit 1

O, ¢oziime 6nce dort katl bir kagit ev cizerek baslamustir. Bu ¢izimle birlikte soru
hakkinda Yeterli Ozellestirme yaptigi soylenebilir. Ciinkii hem ¢izimi hem de asagida
goriildiigii tizere problemle ilgili yaptigi agiklamalar problemde anlatilan1 ve istenileni

anladigini, kat sayilari ile kart sayilar1 arasindaki iliskiyi farkedebildigini géstermektedir.
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Sekil 4. 23b. O, nin Kagit Ev problemine verdigi yanit 2

O, yamtinda kartlar1 dikey (ikililer) ve yatay (tabanda olan tekliler) seklinde ayr
ayr1 distinmiistiir. Sonra her iki kart grubunun sayilarini kat sayilari ile iligskilendirmis ve

yaniti ile ilgili olarak sunlar1 belirtmistir:

A: Kagit Ev probleminde neler yaptin O,?

O.: Burada da ayni sekilde énce yazip sonra ispatint buldum.

A: Yukaridan asagiya dogru ilerlemissin degil mi? Burada 1. kat derken en tist
kati mu ifade ettin?

O,: Evet dyleydi zaten birinci kat en iist.

A: Once ikilileri mi olusturdun?

Oy: Evet ikilileri. Evet, oyle oldu.

A: Sonra tabandakileri mi diisiindiin?

O,: Evet.

O, her ne kadar 1, 2, 3 ve 4 katli kagit ev icin gerekecek toplam kart sayisini
hesaplamis olsa da soruyu kendi ¢izimiyle tekrar ifade etmis ve soruyla ilgili agiklamay1 da
bu ¢izim odakli yapmustir. Dolayisiyla yanitinda Algiya Dayali Tahmin s6z konusudur.
“Burada da aym sekilde énce yazip sonra ispatini bulmusum” ifadesi Oz’nin de diger cogu
arkadas1 gibi formiile ulasma yolunu ispat olarak niteledigini gostermektedir. Yanitta
ulasilan genelleme tamamen dort katli kagit ev odakli oldugundan ve kart sayisi ile kat

sayilar1 arasidaki iliskiyi bu 6rnek iizerinden belirlediginden O,’nin Genel Ornek tiiriinde
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ispat gergeklestirdigi soylenebilir. Formiil ise n’ye bagl bi¢imde ifade edilmis, Sembolik
Genelleme yapilmistir.

Oz’iin bu probleme iliskin yanit1 asagida verilmistir.

g old-bia L. Lot oflew e ie (A=) ko
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Sekil 4. 24. Oz’iin Kagit Ev problemine verdigi yanit

O3 yamitinda herhangi bir 6rneklendirme yapmamis, kat sayilari ile kart sayilari
arasindaki iligkiyi ifade etmis ve dogrudan n katli kagit ev ile ilgili genellemede bulunmus,
Ozellestirme basamagini atlamistir. Yapilan goriismede soru ve yaniti ile ilgili olarak

sunlar1 ifade etmistir:

A: Buna benzer bir problemle karsilasmis miydin daha dnce?

Os: Haywr boyle bir problem gérmemistim.

A: Nasil diisiindiin burada?

Os: Simdi soyle diisiindiim. En iist katta iki ¢arpi bir tane kdgit var.

A: Evet birinci kat olarak adlandirdin sanirim.

Os: Evet. Ikinci katta iki carpt iki tane, iiciincii katta iki ¢arpt ii¢ tane... Demek
ki dordiincii katta iki ¢carpt dort tane kagit olacak.

A: Evet.

Os: n. kata gectim genelleme yaparak. (O katta) iki carpi n tane kart olacak.
Demek ki iki ¢arpi n eksi bir, iki ¢carpi n eksi iki boyle boyle gidecek.

A: Anladim.

Os: Bir de bunlarin aralarinda arti bir de tabanlardaki kartlar var diye
diisiindiim. Birinci katta bir tane olacak ciinkii bir tane ikili var. Ikinci katta iki
tane ikili oldugu icin (tabandaki kart sayisi) iki tane olacak.

A: Evet.
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Os:Yani 1, 2, 3, 4... n’ye kadar oldugu icin de n’ye kadar toplam gelecek.
A: Ama en alt katta (tabandaki kdgitlar) yoktu onu diistindiin mii?
Os: Evet zaten ¢oziimde ondan bahsettim. Oradan formiillerin toplami zaten

kurali getirdi.

Os’iin yapilan goriismede “simdi soyle diigiindiim. En iist katta iki ¢arpt bir tane
kdgit var” ifadesiyle belirttigi gibi sadece soruda verilen 3 katli kagit evi géz oniline almis
olmasi, Algiya Yonelik Tahmin yaptigin1 géstermektedir. Coziimiinii de 3 kathi kagit ev
odakli gergeklestirmis ve kart sayilar1 ile kat sayilar1 arasindaki iliskiyi acik bir sekilde
ifade etmistir. Bu nedenle O3’iin Genel Ornek tiiriinden ispat yaptig1 sdylenebilir. Soruda
sembolik olarak bir formiile ulasiimig, Sembolik Genelleme yapilmstir.

O4’iin Kagit Ev problemi ile ilgili yamit1 agagida verilmistir:
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Sekil 4. 25. O4’iin Kagit Ev problemine verdigi yanit

O, yanitinda 5 katli kagit ev ¢izmis ve bu sekil iizerinden ilerlemistir. Cizim ve
¢oziimde ulasilan sayisal degerler, soruda anlatilanin ve istenilenin dogru olarak
anlasildigmni, Yeterli Ozellestirme yapildigim gostermektedir. O, kendisiyle yapilan
goriismede ¢oziimiini su sekilde ifade etmistir:

A: Bu soruyu nasil yaptin O4?
Oq: Bunda da yine ayni sekilde, sekil iizerinden gittim.
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A: Nasil?

Oq: Surada dort kattan meydana gelmis. Dérdiincii katta sekiz tane (ikili) kagit
kullanilmis. O zaman burada 3.katta alti tane kullanilmis, yani kat sayisinin iki
kati kadar kdgit kullanilmis. Aralara koyulanlar ise kat sayisimin bir eksigi
kadar.

A: Giizel.

Os: Onlar icin birkag tane yazdim. Sonra ayri ayri topladim. Yani su (ikili) kart

n-(n—-1)

sayilarini ve teklileri de n-1,n-2... zaten bunlar ardisik sekilde geliyor,

onlari da kendi arasinda topladim. Oradan formiile ulastim.

O, tabandaki kartlari tavandaki kartlar gibi diisiinmiis ve bunu da “Aralara
koyulanlar ise kat sayisimin bir eksigi kadar” seklinde ifade etmistir. Sonrasinda yataydaki
(tabana koyulan kartlar) ve dikeydeki kartlari (ikililer) ayr1 ayr1 hesaplamis, bunlar i¢in
formiiller gelistirerek sonucu bulmustur. Kendisiyle yapilan goriismede “Surada dort
kattan meydana gelmis. Dérdiincii katta sekiz tane (ikili) kagit kullanilmis.” ifadesiyle de
belirttigi gibi ¢izmis oldugu 5 kath kagit ev Ornegine odakli ¢dziim yapmis olmasi
nedeniyle Oy’iin formiile ulasirken Algiya Dayali Tahmin tiiriinden bir tahminde
bulundugu ve Genel Ornek tiiriinden ispat yaptig1 sdylenebilir. Yanitmin sonunda ise
formiilii matematiksel olarak ortaya koymus ve Sembolik Genelleme gergeklestirmistir.

Os’in ayn1 problemle ilgili yanit1 asagida verilmistir:
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Sekil 4. 26. Os’in Kagit Ev problemine verdigi yanit

Os yanitinda verilen sekil iizerinden ¢dziimiinii gerceklestirmistir. 3 katl kagit ev
icin her bir katta kullanilan kart sayisini ayr1 ayri hesaplamis, 3. kata kadar ilerlemis ve

sonrasinda bu durumu n. kata genellemistir. Coziimiinii ise su sekilde ifade etmistir:

A:Bu problemde nasi! diisiindiin Os?
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Os: Birinci katta (en iist kat) ii¢ tane kagit vard. Ikinci katta iki tane iiclii kagit
vardi. Sonra bunlart n. katta n - 3 tane kagit olmasi lazim diye diigiindiim.

A: Giizel.

Os: Bunlarin hepsini toplamak gerekiyor. Uc¢ parantezine alip toplam

formiiliinden buldum.

Os gerceklestirdigi 6zellestirme ile kat sayis1 ve Kart sayilari arasidaki iliskiyi
bulmustur. Ancak en alt kattaki kartlarin tabanlarinda kart olmadigini fark edememistir. Bu
nedenle dzellestirme eksik kalmis, Kismi (Eksik) Ozellestirme yapilmistir. Kendisi de bu

durumu goriismede su sekilde ifade etmistir:

A: Burada gézden kagmis bir sey olabilir mi sence?

Os: Aaa... Alttakilerde (en alt kat) sey yok. (Tabanlarinda) Kagitlar, tekliler
yvok. Orayt hi¢ diistinmemigtim.

A: Galiba orayi fark edememigsin.

Os: Evet su an fark ettim (giiliiyor).

Os’in sadece 3 katl kagit ev ¢izimi iizerinden formiille ilgili bir tahmine varmis
olmasi, Algiya Dayali Tahmin yaptigin1 gostermektedir. Problemin ¢oziimiinde sadece 3
katli kagit ev diisliniilerek kart sayilar: ve kat sayilari arasinda iliski kuruldugundan, Genel
Ornek tiiriinden ispat yapildig1 sdylenebilir. Céziimiin sonunda her ne kadar dogru olmasa
da ¢oziim yontemiyle uyumlu, n’ye bagli bir formiile ulagilmig, Sembolik Genelleme
yapilmistir

Oe’min Kagit Ev problemine verdigi yanit asagidadir:
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Sekil 4. 27a. Og’nin Kagit Ev problemine verdigi yanit 1

Os yanitinda en iist kattan baslayarak ¢dziime ilerlemistir. Kartlar1 ¢ift kartlar ve

tabandaki kartlar seklinde ayirmistir. Ancak yanitinda kullandig ifadeler incelendiginde n.
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kat i¢in n ¢ift kart + n taban seklinde bir ifade kullandigi, en alt katin tabaninda da kartlar
olmas1 gerektigini diisiindiigii goriilmektedir. Dolayisiyla Og bu problemde Kismi (Eksik)

Ozellestirme yapmistir. Yapilan goriismede ise yanitin1 su sekilde ifade etmistir:

Os: Burada yukaridan asagiya dogru gittim. Burada her (dik) kart ciftinin
altina bir taban (kart) koyuluyor.

A: Evet.

Os: Kisa kenar sayisint diistindiim yani suradaki 1, 2, 3 olmus o zaman yani
¢izgi sayisi (tabandaki kart sayisi) kadar ¢ift kart koyularak gidiliyor.

A: Anladim.

Os: Oyle yapildiginda (en iist katta) bastaki bir ¢ift kart arti bir taban, alttaki
kart. Sonra iki ¢ift kart arti iki taban olmug. Béoyle ilerleyince en son hep iki
arti bir geliyor. Bir ¢arpt iki arti bir, iki ¢arpt iki arti bir, n’ye kadar gidiyor.

n - 3... o da toplam sembolii ile ifade edilince ii¢ parantezinde n-(r;+1).

Her ne kadar ¢6ziim yolu dogru olsa da Og burada en alt katin tabaninda da kartlar
olmasi gerektigini diistinmiistiir. Bunun sonucu olarak da formiilii yanhs ifade etmis ve su

sekilde gostermistir:

.
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Sekil 4. 27b. Og’nin Kagit Ev problemine verdigi yanit 2

Og problemin gorsel gosterimi odakli ancak eksik bir ¢dziim yapmis ve baska
herhangi bir 6rneklendirmede bulunmamistir. Bu nedenle formiilii Algiya Dayali Tahmin
yoluyla tahmin ettigi sOylenebilir. Formiilii matematiksel dil kullanarak ifade etmis,
Sembolik Genelleme tiiriinden bir genellemede bulunmustur. Sorunun ¢dziimiinde sadece
bir ornekten yararlanmis ve bu o6rnek iizerinde yapmis oldugu inceleme sonucuna gore
cevabm sekillendirmistir. Dolayisiyla Og’nin Genel Ornek tiiriinden ispat yapmis oldugu

ifade edilebilir.
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O7’nin Kagit Ev problemi ile ilgili yanit1 asagida verilmistir:

o Y £-N _// ™
05 i e
B = ~ /7 ~ |
=5 AN -

— 7— P /X VA A 'y
s % S — — —
= o S o
= ,

Sekil 4. 28a. O7’nin Kagit Ev problemine verdigi yanit 1

O7 yanitinda 6 katli kagit evi gizerek drneklendirmede bulunmustur. Her bir katta
bulunan kart sayilarim1 hesaplamistir. Burada yaptigi ¢izime ve elde ettigi degerlere
bakildiginda Yeterli Ozellestirme yapmus oldugu goriilmektedir. Kendisi ile yapilan

goriismede soruya verdigi yanitla ilgili olarak su sekilde ifadelerde bulunmustur:

A: Bu problemde neler yaptin O;?

O Ben burada ashinda buldum, ilerledim ama seyi fark ettim; en son
koydugumuz kaginci kat ise o kat sayisi kadar altinda taban olmuyor. Onu
formiile dékemedim orada problem yasadim.

A: Sadece orada mi zorlandin?

O+: Evet ciinkii mesela birinci katta altta bir tane kdgit yok, ikinci katta eger bu
son kat olacaksa altta iki tane kart yok.

A: Evet.

O+ O yiizden mesela surada (alti katli ¢izimini gésteriyor) altinci kata kadar
geldigimde altta (tabanda) alti tane kart olmuyor. Onu formiile dokemedim.
Yoksa bunlar hani iigiin katlar: seklinde ilerliyor ama son katta problem

oluyor.

Kendisiyle yapilan goriismede de ifade ettigi gibi O; nin yasadigi problem, soruyu
dogru olarak anlamasina ragmen anladiklarin1 formiile dokememis olmasidir. Bu nedenle

07 asagida goriildiigii {izere yanitinin devaminda herhangi bir formiil elde edememistir:
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Sekil 4. 28b. O7’nin Kagit Ev problemine verdigi yanit 2

O7 yamtmin devaminda 1, 2 ve 3 kath kagit evde var olan kart sayilarmi incelemis
ancak ¢oziime daha fazla devam edememistir. Bu sekilde Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan
Empirik Timevarim tiirii tahminde bulunmaya caligsa da formiilii elde etmede basarili
olamamus, herhangi bir genelleme ve ispat yapamamustir.

Og’in ayn1 problem ile ilgili yaniti asagida verilmistir:
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Sekil 4. 29. Og’in Kagit Ev problemine verdigi yanit

Og yanitinda 4 katli kagit ev ¢izmis, her katta kullanilan kart sayilarini ayri ayri
incelemis ve ¢Oziimii bu ¢izim odakli gerceklestirmistir. Ancak ¢iziminde en alt katin
tabaninda da Kkartlar oldugunu gostermistir. Sorunun 6zellestirme asamasinda soruyla ilgili
yonergeler tam olarak yanita yansitilmamistir. Dolayisiyla Og Kismi (Eksik) Ozellestirme
yapmustir. Kartlar1 aradaki (tabandaki) kartlar ve digerleri (ikililer) olarak ayirmistir. Bu

durumu ise goriismede su sekilde ifade etmistir:

A: Dort katli kagit evi 6rnek vermissin degil mi?
Og: Evet sonra aradaki kartlart hesapladim.

A: Tekli kartlart mi?

93



Os: Evet tekli kartlar: saydim.

Sonrasinda ise tekli kartlarin birer ve ¢iftlerin (ikililer) ise ikiger arttigini diisiiniip

onlara uygun formiiller gelistirmeye ¢alismistir:

A: Burada bir tane, burada iki tane diyerek aradaki kartlarin sayilart birer
artarak gidiyor seklinde mi diistindiin?
Og: Evet oyle diistindiim.

A: Sonrasinda aradaki kartlar igin formiil gelmis.

Os: Evet o formiilii buldum. Su...( @fo;’mdldnd gosteriyor)

A: Su da c¢iftler igin... 2, 4, 6, 8 seklinde mi diistindiin?

Os: Evet aynen 6yle ardi ardina artiyor diye diisiindiim ama burada ikisinin
formiiliinii kuramadim. Yani toplam seklinde diisiinemedim.

A: nyerine 2n yazarak n’li formiilii 2n’li formiile mi doniistiirdiin?

Os: Evet n yerine 2n yazdim. Aynen 6yle (giiliiyor). Ne kadar karistirmisim...
2’ser arttigy icin 2n’li yaptim. Oyle.

Yukarida da ifade ettigi gibi Og’in yaptigi hatalardan biri ¢ift kartlarin sayisini
veren formiilii bulurken tek kartlar i¢in kullandig1 formiilde n yerine 2n yazmasi olmustur.
Bu durum ise islem bilgisi eksikliginden kaynaklanmis olabilir. Dolayisiyla formiilii yanlis
bulmustur. Og formiilii olustururken sadece kendi ¢izimi olan, diger bir ifadeyle sorunun
gorsel temsili olan 4 kath kagit evi kullanmis, Algiya Dayali Tahmin gergeklestirmistir.
Her ne kadar yanlis da olsa ¢6ziimii ile tutarli bir formiile ulagmis ve Sembolik Genelleme
yapmistir. Bu genellemeye ulasirken sadece 4 katli kagit evi ele almig, ona bagh
yorumlamalarda bulunmustur. Bu nedenle Og’in Genel Ornek tiiriinden ispat yaptigi

sOylenebilir.

Og’un Kagit Ev problemine verdigi yanit asagidadur:
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Sekil 4. 30. Og’un Kagit Ev problemine verdigi yanit
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Oy yanitinda 4 katli kagit ev ¢izmis ve bu Ornek iizerinde yaptig1 incelemelerle
cevab1l bulmaya caligmistir. 4 katli kagit evde once en ist iki kat i¢in kullanilacak kart
sayilarini ayr1 ayr1 hesaplamistir. Sonrasinda ise 3 katli ve 4 katli kagit ev icin kullanilacak
toplam kart miktarin1 sirasiyla gostermistir. Ancak 4 kathi kagit evde kullanilacak kart
sayisini yanlis hesaplamistir. Buna ragmen soruda anlatilan1 ve istenileni dogru olarak
anladig1 goriildiigiinden Og’un Yeterli Ozellestirme yapmis oldugu sdylenebilir. Yanitinin
devaminda ise herhangi bir sonuca ulasamamistir. Yapilan goriismede yanitini su sekilde

ifade etmistir:

A: Bu soruda neler yaptin?

Oq: Bir katlida ii¢ tane kdgit kullanmilr. Sonra iki kathida 9, ii¢ katlida 15... Bu
sekilde yine bir diziden gitmeye ¢alistim ama...

A: Formiilii elde edemedin mi?

Oq: Evet yazamadim.

Og cevabinda 3 ve 4 kath kagit ev i¢in kullanilacak kart miktarimi1 bularak bir
formiile ulagsmaya ¢alismis ancak basarili olamamistir. Dolayisiyla formiile yonelik Sonlu
Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Timevarim tiiriinden tahminde bulundugu
soylenebilir. Ispat ve genelleme agisindan yanit incelendiginde ise herhangi bir genelleme
ve ispat yapilmadig: goriilmektedir.

Kagit Ev problemine verilen yanitlar 6grenci basar1 diizeylerine gore 6zellestirme,
tahmin, ispat ve genelleme seviyeleri agisindan incelendiginde ise asagida Tablo 4. 3.’te
verilen sonuglar elde edilmistir.

Tablo 4. 3. incelendiginde basar1 diizeyi iyi olan ogrencilerin 6zellestirme
basamaginda en basarili 6grenci grubu oldugu goriilmektedir. Bununla birlikte Kismi
(Eksik) Ozellestirmenin daha ¢ok orta seviye Ogrenciler tarfaindan yapildigi dikkat
cekmektedir. 3 6grenci (Os, Og ve Og) Kismi (Eksik) Ozellestirme yaparken, bir 6grenci
(O3) oOzellestirme yapmamis ve diger basamaklara ge¢mis, bu ogrencilerin tamami
yanitlarinin sonunda Sembolik Genelleme’ye ulasmislardir.

Ogrenciler Algiya Dayali Tahmin veya Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik
Tiimevarim tiiriinden tahminlerde bulunmuslardir. Iyi ve orta diizeyde basarili 6grencilerin
tamaminin Algiya Dayali tahmin yaptigi, Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik
Tiimevarim tiiriinden tahmini ise sadece diisiik basar1 diizeyindeki dgrencilerin (O7 ve Oo)
yaptig1 goriilmiistiir.
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Tablo 4. 3. Kagit Ev problemine verilen yanitlarin genel incelenisi

Ogrenci Basar1 | Ogrenci | Ozellestirme Tahmin .
‘ Ispat Tirii | Genelleme Tiirii
Diizeyi Kodu Tiirii Tiiri
0 veen Al Dayali Tahmi Genel Ornek Sembolik
s : 1ya Dayali Tahmin enel Orne
1 Ozellestirme glya Day Genelleme
Iyi & veen Algiya Dayah Tahmin | Genel Omek | o0 K
e : giya Dayali Tahmin enel Orne
2 Ozellestirme Genelleme
) . Sembolik
O; Yok Algrya Dayali Tahmin Genel Ornek
Genelleme
0 veen Al Dayali Tahmi Genel Ornek Sembolik
s : 1ya Dayali Tahmin enel Orne
4 Ozellestirme glya Lay Genelleme
Kismi .
. . . Sembolik
Os (Eksik) Algiya Dayali Tahmin | Genel Ornek
Orta . ) Genelleme
Ozellestirme
Kismi )
N . . Sembolik
Os (Eksik) Algrya Dayali Tahmin | Genel Ornek
. Genelleme
Ozellestirme
. Sonlu Sayida Ayrik
. Yeterli o
(o8 . Durumlardan Empirik Yok Yok
Ozellestirme
Tiimevarim
Kismi ]
) . ) Sembolik
Diisiik Og (Eksik) Algiya Dayali Tahmin | Genel Ornek
. Genelleme
Ozellestirme
. Sonlu Sayida Ayrik
. Yeterli o
Og . Durumlardan Empirik Yok Yok
Ozellestirme
Tiimevarim

Ispat ve genelleme agisindan Tablo 4. 3. incelendiginde ise basar1 diizeyi diisiik
olan iki dgrencinin (O7 ve Og) ispat ve genellemede bulunmadigi, basar diizeyi diisiik
Ogrencilerin ispat ve genelleme basamaginda en basarisiz Ogrenci grubu oldugu
goriilmektedir. Ispat ve genellemenin gergeklesmedigi her iki durumda da Sonlu Sayida

Ayrik Durumlardan Empirik Timevarim tliriinden tahminin kullanilmis olmasi dikkat
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cekmektedir. Ispat basamagmi gergeklestirmis olan ogrencilerin tamami Genel Ornek
tiiriinden ispat yapmis, Saf Deneycilik, Kritik Deney ve Diisiinme Deneyi tiiriinden ispata
ise hi¢ rastlanmamistir. Genellemenin yapildig: tiim durumlarda ise 6grenciler Sembolik
Genelleme seviyesinde cevaplar vermistir.

Ogrencilerin 4. problem olan Tokalasma problemi ile ilgili yanitlarina iliskin

bulgular asagida verilmistir:

4.4. Tokalasma Problemine iliskin Bulgular

TOKALASMA

Bir toplantida bulunann
tane kigi birbirleriyle

tokalagtifinda ortaya pikacak
olan toplam tokalagma sayisi
ne olur?

Yapacagmz etkinhkler sonunda bu soruva cevap bulacaksimz. Bunun icin ilk olarak

asafnda verilen soruvu dikkatlice ockuyunuz.

Yapilan bir toplantida bulunan herkesin toplanti &ncesi orada bulunan herkesle
tokalastiklarim hayal edin. 2 kisi kendi aralarinda tokalastiginda 1 tokalasma meydana gelir, 3
kisi kendi arasinda tokalastifinda ise 3 tokalasma meydana gelecektir. Bu sekilde
diisiindiigiimizde toplantida n kisi oldugunu we her birinin birbirleriyle tokalastiini
varsayarsak meydana gelecek tokalasma sayisimi bir formiille ifade ediniz. Matematiksel

clarak bu formll nasil dogrularsimz (ispatlarsimiz) agiklayiriz,

Sekil 4. 31. Tokalasma Problemi
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[lk olarak O;’in yanit1 incelenmistir. O1’e ait bulgular asagidaki gibidir.
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Sekil 4. 32. O;’in Tokalasma problemine verdigi yanit

O1 Tokalasma problemini bildigini belirtmistir. Bu nedenle burada dzellestirme,
tahmin ve genellemeye yonelik herhangi bir degerlendirme yapilmamistir. Yapilan

goriismede problem ve verdigi yanit ile ilgili olarak su ifadelerde bulunmustur:

A: Tokalasma sorusunda nasil diistindiin?

O1: Bu da yine tokalasma yapabilmek icin en az iki kiginin gerekmesi olay:.
Burada diisiinecegimiz ikinci sey benim sizinle tokalasmamin sizin benimle
tokalagmamla ayni olmasi. O yiizden son durumda ikiye boldiik.

A: Daha onceden rastladigin bir problem miydi?

O1: Rastladim evet.

Eger degerlendirme yapilacak olsaydi 2, 3 kisilik ornekler ile Op’in Yeterli
Ozellestirme yapmis oldugu, soruyu sekilsel olarak ifade etmis ve bu sekillerdeki iligkiler
tizerinden sonuca ulagsmis olmasi nedeniyle Algiya Dayali Tahmin tiirlinden tahminde

bulundugu, formiilii gdsterim sekli nedeniyle de Sembolik Genelleme yaptigi

98



belirtilebilirdi. Ancak tiim bu durumlar degerlendirmeye katilmamis ve O1’in yanit1 sadece
ispat acisindan incelenmistir.

Burada O1’in soruyla ilgili ifade ettigi hem yazili hem sdzel yanitlarda herhangi bir
O0zel Ornegi referans gostermeden acgiklamalar yapmasi nedeniyle Diisiince Deneyi
tiiriinden ispat gergeklestirdigi sdylenebilir.

O,’nin aym probleme verdigi yanit ise asagidadr:
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Sekil 4. 33. O,’nin Tokalasma problemine verdigi yanit

O, yanitinda 5 kisilik tokalasma durumunu ¢izerek &rneklendirmis, 2, 3, 4 ve 5
kisilik durumlarda mevcut olan tokalasma sayilarini ayr1 ayr1 hesaplamistir. Kendisiyle

yapilan goriismede ise bu problemle daha 6nceden karsilastigini ifade etmistir:

A: Bu daha onceden rastladigin bir soru muydu Oo?
Oy: Evet. Bunu zaten siirekli derslerde...
A: Kullaniyor musunuz?

O,: Evet.

O, Tokalasma probleminin daha 6nceden karsilastig1 bir problem oldugunu ifade
ettiginden Ozellestirme, tahmin ve genelleme ile ilgili herhangi bir degerlendirmede
bulunulmamistir. Ancak sorunun ¢oziimiinden Digiince Deneyi yoluyla ispat
gerceklestirildigi sdylenebilir. Ciinkii O, formiilii ifade ettikten sonra herhangi ozel bir
ornegi referans gostermeden n’li durumla ilgili olarak direkt kisi sayisi ile tokalagsma sayisi

arasindaki iligkiyi nedenleriyle birlikte agiklamistir.
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O3’iin 4.probleme verdigi yanit asagida verilmistir:
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Sekil 4. 34. O3’iin Tokalasma problemine verdigi yanit

O3 yamtinda herhangi bir érneklendirmede bulunmamis, dogrudan soruyu n kisilik

duruma genellemistir. Kendisiyle yapilan goriismede ise bu problemi bildigini belirtmistir:

A: Bu bildigin bir soru muydu?

Os: Bu belli bir soru tipi direkt formiil olarak veriyorlar (derste). Kural olarak
(ders égretmenleri) veriyorlar, sorularda biz de direkt uyguluyoruz. Ispatini
vapmak i¢in de 1 kigi n-1 kisiyle tokalasir diye diistindiim.

A: Anladim.

Os: Demek ki n tane kisi olsa n - (n — 1) tane (tokalasma) olmasi lazim ama

ayni iki kisi bir defa daha tokalagamayacagindan ikiye boldiim.

Daha 6nceden bildigi bir soru oldugundan Os’iin bu soruda dzellestirme, tahmin
veya genelleme yaptigindan s6z edilemez. Ancak “ispatini yapmak icin de 1 kisi n — 1
kisiyle tokalaswr diye diisiindiim” ifadesiyle ispati kendisinin diisiindiigiinii belirtmistir.
Yanitr ispat agisindan degerlendirildiginde Os’iin bu soruda Diisiince Deneyi tiirii ispat
yaptig1 soylenebilir. Ciinkii 6zel bir durumu referans gostermeden, dogrudan n’li durumu
orneklendirmis ve kisi sayisi ile tokalagma sayist arasindaki iliskiyi aciklamistir.

Oy’iin Tokalasma problemi ile ilgili yanit: asagida verilmistir:
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Sekil 4. 35. O4’iin Tokalasma problemine verdigi yanit
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O, yanmitinda 3 kisilik durumu ¢izerek Orneklendirmis ve burada mevcut olan
tokalasma sayisin1 kendi ¢izimi yoluyla gdstermistir. Sonrasinda dogrudan formiili
belirtmis ve formiildeki ifadenin ikiye boliinme nedenini agiklamistir. Burada her ne kadar
“iki kisi arasindaki tokalasma iki kere sayildi” uyarisinda bulunmus olsa da ¢iziminde elde
ettigi tokalasma sayis1 degeri igin bu durumu diisiinmemistir. O4 yapilan miilakatta soruyu
bildigini sdylemistir. Bu nedenle O,’iin sadece ispat yontemi degerlendirilecektir. Ancak
O4 her ne kadar sorunun cevabini bildigini ifade etse de buldugu formiil yanlistir. Ustelik
vermis oldugu 3 kisilik durumda, ¢izimi tizerinde elde ettigi tokalasma sayis1 da hatalidir.
Bunun nedeni O4’iin soruda istenen formiilii yanls hatirlamasi ve ¢dziimiinii de bu yanlis

formiile uydurmaya ¢alistyor olmasi olabilir.

Oy’iin kendisiyle yapilan goriismede “Burada mesela ii¢ kigilik bir toplulukta bir

kisi iki kisiyle tokalasiyor. Tokalastig1 kisi de ayni zamanda kendisiyle tokalasma yaptig

n-(n

2+1). formiilii oluyor.” seklindeki agiklamasi, O4’iin soruda sadece 3 Kkisilik

icin
tokalasma durumunu ele aldigin1 ve bu 6rnek iizerinden kisi sayisi ile tokalasma sayisi
arasmdaki iliskiyi gosterdigini diisiindiirmektedir. Dolayisiyla O4’iin  Genel Ornek
tiirlinden ispat yaptigi sdylenebilir.

Os’in Tokalasma problemine verdigi yanit asagida verilmistir:
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Sekil 4. 36. Os’in Tokalasma problemine verdigi yanit
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Os yamitinda 2, 3, 4 kisilik tokalasma durumlarini gizerek gdstermis ve her bir
durumdaki tokalagma sayisini ayri ayri hesaplamistir. Sonrasinda ise 6zel olarak 4 kisilik
ornegi ele almis ve bu ornek ile formilii aciklamaya c¢alismistir. Kendisiyle yapilan
goriismede soruyu daha dnceden gormiis oldugunu belirtmis ve ¢oziimiinii su sekilde ifade

etmistir:

A: Bu problemde nasi! diisiindiin Os?

Os: Ben ilk basta kolay olsun diye iki kisiyi ele aldim. Hani iki kigi karsilikli bir
kere tokalasir. Daha sonra ii¢ kisiyi de kendi aralarinda tokalastirdim, ii¢
(tokalasma) oldu.

A: Anladim.

Os: Daha sonra dort kisiye gectim. (Kisileri) A, B, C, D diye isimlendirdim.

A: Evet.

Os: A kisisi once ii¢ kisiyle tokalasti. Sonra B kisisi A ile tokalastig icin onu
saymadim ve iki kisi ile tokalasti. C kisisi A ve B ile tokalasmisti sadece bir
kisiyle tokalasmis gibi oldu. Sonra D de herkesle tokalasmis oldugu icin onu
almadim. Toplam alti tane (tokalagma oldu) dedim.

A: Giizel.

Os: Daha sonra n kisi icin n-1 kisi ile tokalaswr diye diisiindiim. Sonra ayni kisi

ile tokalasma (bir daha) sayilamayacag i¢in ikiye boldiim, yarisini aldim.

Os formiiliin agiklamasinda bu &rneklerle herhangi bir iliski kurmamis, dogrudan
“daha sonra n kisi i¢in n-1 kisi ile tokalasir diye diistindiim” demis ve n kisili durumu
diistindiiglinii ifade etmistir. Agiklamasinda herhangi bir 6rnegi referans gostermemis ve
tokalagsma sayisi ile kisi sayilar1 arasindaki iliskiyi mantiksal agidan ortaya koymus olmasi
nedeniyle Os’in yanitinda Diisiince Deneyi tiiriinden ispat yaptig1 sdylenebilir.

Os ise Tokalasma problemini daha 6nceden gordiigiinii belirtmistir. Asagida
goriildiigli gibi probleme verdigi yanitta 2, 3 ve 4 kisilik tokalagsmalari ayr1 ayri
incelemistir. Her bir 6rnekteki tokalagsma sayilarin1 bulmus, detayli bir sekilde ifade etmis
ancak kisi sayis1 ile meydana gelen tokalasma sayilar1 arasinda bir ilisgkiden

bahsetmemistir.
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Og’nin Tokalasma problemi ile ilgili yanit1 asagida verilmistir:
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Sekil 4. 37. Og’nin Tokalasma problemine verdigi yanit

O kendisiyle yapilan goriismede yanitini su sekilde ifade etmistir:

A: Tokalasma problemini nasil ¢cozdiin Og?

Oe: Simdi iki kiginin birbirleriyle tokalasmasi zaten aym yani bir tane olan, o
bir durum. Yani biri onunla, o bununla bir tane durum.

A: Evet.

Os: Uc kiginin hani 4, B, C oldugunu diigiindiim. A ile B bir durum, A ile C bir
baska durum, B ile C de baska durum. Oradan B ile A ayni durum oldugu icin
ti¢ durum geliyor.

A: Evet.

Oe: Yani bunlari, aym durumlar: saymiyoruz

A: Anladim.

Os: Dort kisi olsaydi da alti tokalasma cikmis. Oradan demek ki iki kigi de
birse, ii¢ kiside ii¢se, oradan n’nin ikili kombinasyonu geliyor. Tokalasma igin

iki kisiye ihtiya¢ oldugundan.

Os yanitinda verdigi orneklerde sadece meydana gelecek tokalasma sayilarmi

hesaplamistir. Buna bagl olarak formiiliinii agiklamaya c¢alismis ancak kisi sayisi ile
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tokalagsma sayis1 arasinda herhangi bir iliskiye deginmemistir. Bu nedenle Og’nin Saf
Deneycilik tiiriinden ispat yaptig1 soylenebilir.

O7’nin Tokalasma problemi ile ilgili yanit1 asagidadar:
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Sekil 4. 38. O7’nin Tokalasma problemine verdigi yanit

O7 yamitinda 2, 3, 4, 5 ve 6 kisili durumlar1 6rneklendirmis, her bir durumda olusan
tokalagsma sayisin1 ayr1 ayri hesaplamistir. Sonra bu 6rneklerde olusan tokalasma sayilar
arasindaki artis1 incelemis ancak bir sonuca ulasamamistir. Kendisiyle yapilan goriismede

problem ve yaniti ile ilgili olarak sunlar1 ifade etmistir:

A: Bu problemde nasil diistindiin 07?

O;: Bunda baya ilerlemistim (giiliivor). Bunun formiiliinii ben biliyordum
aslinda o yiizden baya sinir olmugtum bu soruda.

A: Formiil aklina mi gelmedi?

O+ Formiilii gelmedi aklima ve bunda baya o yiizden ilerlemistim.

A: Anladim.

O+: Ama giizel de gitmistim.

A: Gitmigsin dort, bes ve alti kigili orneklere kadar ilerlemissin degil mi hatta
alti kisili 6rnekte on bes tane tokalagma gerceklesir demissin.

O+ Evet formiilii bilivordum (giiliiyor). Hani YGS denemelerinde de bu tarz
sorular ¢ozdiik de o an hatirlayamadim formiilii, sinir oldum.

A: Insan aklinda bir formiil olsun onu kullansin istiyor sanirim?

O-: Evet.

A: Formiil iiretme zor mu geliyor?

O+ Evet. Formiil burada (olsun) béyle gideyim cikar bir seyler ...
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O7’nin yamtinda kullanmis oldugu rnekler, soruda ifade edileni ve istenileni dogru
olarak anladigmi gostermektedir. Dolayisiyla Yeterli Ozellestirme gerceklestirmistir.
Ancak burada Ozellestirme yapmasina ragmen sorunun bilesenleri arasindaki iliskiye

bakmamus, kisi sayisi ile tokalagsma sayisi arasindaki bagintiya dikkat etmemis, bununla

ilgili olarak su ifadelerde bulunmustur:

O+: Burada giizel seyler de gelmisti aslinda. Bir, iki, bir aritmetik olarak da
hep buralarda azalmisti.

A: Artis miktarina mi dikkat ettin orada?

O: Evet tokalasma sayisi iki, iic, dort, bes, alti, yedi hep dyle artarak gidiyor.
A: Artarak gidiyor.

O7: Kisi sayisi iki iken, ii¢ iken, dort iken...

Yukarida da goriildiigii iizere O; sadece kisi sayisimn degisimi ile birlikte
tokalagsma sayisinda meydana gelen degisimi incelemistir. Ancak o an hatirlayamadigi
formiilii hatirlamaya c¢alismasi nedeniyle sorunun bilesenleri arasindaki iliskilere dikkat
edememis olabilir. Herhangi bir tahmin, genelleme ve ispat yapmamustir.

Og’in ayn1 probleme verdigi yamit asagida verilmistir:
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Sekil 4. 39. Og’in Tokalasma problemine verdigi yanit

Og her ne kadar 3 kisinin birbiriyle tokalasmasini ¢izerek gostermis olsa da
yanitinda bu 6rnege referansta bulunmamis ve problemin bilesenleri arasindaki iliskiyi,
herhangi bir 6rnek gostermeksizin ifade etmistir. Kendisiyle yapilan goriismede ise soru ve

yanit1 ile ilgili olarak sunlar1 belirtmistir:

A: Bu problemi biliyor muydun?
Os: Biliyordum. Bunun mantigini da biliyordum.
A: Nasil bir mantik vardr burada?

105



Os: Bir kisi toplulukta kendisiyle tokalasamayacag icin n kisilik bir grupta n-1

n-(n—-1)
2

olur.

kisiyle tokalasabilir. Bu yiizden (toplam tokalasma sayist)

A: Neden 2’ye béoldiin?
Os: Ayni iki kisi arasindaki tokalasma iki defa sayilamayacagi icin ikiye

béliiniir.

Daha o6nceden bildigi bir soru olmasi nedeniyle yanit sadece ispat agisindan
degerlendirildiginde; herhangi bir Ornegi referans gostermeden dogrudan durumun
mantigim agikladigindan, Og’in Diisiince Deneyi tiiriinden ispat yaptig1 sdylenebilir.

Og’un Tokalasma problemine verdigi yamit asagida verilmistir:
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Sekil 4. 40. Og’un Tokalasma problemine verdigi yanit

Oy yanitinda 2, 3, 4 ve 5 kisili durumlar 6rneklendirmis, her bir durumda olusacak
olan tokalagma sayisini hesaplamistir. Yanitinda her ne kadar 2’li, 3’1ii ve son olarak n-1’li
kombinasyonlar1 gostermis olsa da bir formiile ulagamamaistir. Yapilan goriismede soru ve

vermis oldugu yanut ile ilgili sunlar1 ifade etmistir:

A: Tokalasma probleminde nasil diisiindiin Og bu problemi daha énceden
biliyor muydun?

Oq: Bunu biliyordum ama ben bunun formiiliinii hatirlayamamistim.

A: Anladim.

Oo: Sonra formiilii ¢ikarmaya calistm. Yine bir kombinasyon oldugunu
biliyordum ama...

A: Formiil aklina mi gelmedi?

Oq: Evet formiil aklima gelmedigi icin uygulayamadim.
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Burada da formiilii hatirlayamama durumu s6z konusudur. Og¢ muhtemelen formiili
hatirlayabilmek amaciyla 5 kisilik duruma kadar Ornekleri ilerletmis ve Yeterli
Ozellestirme gerceklestirmistir. Ornekler yoluyla bir tahmine ve genellemeye ulasmaya
calismis ancak bunda basarili olamamustir. Dolayisiyla burada Sonlu Sayida Ayrik
Durumlardan Empirik Tiimevarim tiiriinden tahminde bulunmaya ¢alistig1 sdylenebilir.
Formiile ulasgamama nedenlerinden biri de ¢dziimde gostermis oldugu ornekleri incelemek
yerine unutmus oldugu formiilii daha fazla 6rnekle hatirlamaya ¢alismasi olabilir. Herhangi
bir genelleme ortaya koymamus, ispat yapmamustir.

Tokalasma problemine verilen yanitlarin 6grenci basar1 diizeylerine gore ispat

basamagi agisindan incelenisi sonucu elde edilen bulgular Tablo 4. 4.’te verilmistir:

Tablo 4. 4. Tokalagsma probleminde kullanilan ispat tiirleri

Ogrenci Basar1 Diizeyi Ogrenci Kodu Ispat Tiirii
o)) Diisiince deneyi
Iyi 0, Disiince deneyi
0 Diisiince deneyi
O, Genel Ornek
Orta Os Diisiince deneyi
O Saf Deneycilik
0O, Yok
Diisiik O Diisiince deneyi
O Yok

Ogrencilerin ispat seviyeleri agisindan Tablo 4. 4. incelendiginde orta ve iyi basari
diizeyindeki Ogrencilerin en basarili Ogrenci grubu olduklart gériilmektedir. Ispat
basamaginda basarili olmus 6grencilerin biiyiik ¢cogunlugu Diislince Deneyi tiiriinde ispat
yaparken, bir 6grenci (O4) Genel Ornek, bir 6grenci ise (Og) Saf Deneycilik tiiriinden ispat
gerceklestirmistir. 4. problemde basari diizeyi diisiik olan dgrencilerin ispat basamaginda
zorlandiklar1 goriilmiistiir. Ornegin basar diizeyi diisiik olan iki 6grenci (O; ve Og) ispat

yapamamistir.
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Ogrencilerin 5. problem olan Tavsanlar problemi ile ilgili yamtlarina iliskin

bulgular asagida verilmistir.

4.5. Tavsanlar Problemine iliskin Bulgular

TAVSANLAR,

e

P
/’ﬂ‘}ﬁ
PEER > L6

Dogumlarindan sonraki ilk ay tavganlar vavrudur ve tremezler. Tkinel avdan itibaren ise aruk
vetigkin hale gelirler ve her tavsan ¢ifti ayda bir ¢ift vaviu (erkek ve digi) dunyava getirmeye
baglarlar. Ilk ay yeni dogmug bir gift tavganmmiz olsun.

1. 11k ayin sonunda, sadece bir gift vardur.

2. Ikinci ayda (45. gunde, 50. giunde,.) bu tavganlar hentz yavrulamadiklan igin hala bir gift
tavganuniz var.

3. Ugtnci ay bunlar bir gift yvavru verecek ve iki ¢ift tavganumz olacak.

4.Yenl dogan ¢ift dorduncu ay dogurmayacak, oysa ana babalar: yeniden bir gift yavru
vapacak ve toplam ug ¢ift tavganmmiz olacak (Tavganlardan hicbirinin 6lmedigi
varsaylacaktr.).

an, 1. ayda mevcut bulunan tavsan gifti sayism belirtivor olsun. Bunu formulle ifade ediniz.
Matematiksel olarak bu formuld nasyl dogrularsmiz (ispatlarsmz) agddaymiz.

Sekil 4. 41. Tavsanlar Problemi

[k olarak O;’in yanit1 incelenmistir. O1’e ait bulgular asagidaki gibidir.
Bu davsan g fHer  Fibgacesr Diaist belird Fibeancel o Gacekd ki derimin
ellrphnmu\ bir leara ki derieat  wer &i@' bir fk\bq divisidir, - 15{0- doe edecele o\urcak

L P S g S S T T S
(wo) 1l (3n)y  (39)

Sekil 4. 42. O1’in Tavsanlar problemine verdigi yanit
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O; yanitinda herhangi bir 6rnek vermeden formiilii sdzel olarak ifade etmistir.
Oriintiiyii olusturan terimler arasindaki iliskiyi (1+1, 342 vb. sekilde) gdstermistir.

Kendisiyle yapilan gériismede problem ve ¢6ziimii ile ilgili olarak sunlar1 belirtmistir:

O1: Tavsan problemini ortaokulda matematik &gretmenimiz bahsetmisti
Fibonacci dizisini anlatirken boyle bir anlatis da var diye. Goriince oradan
aklima geldi.

A: Cozmiis miiydii hocaniz o sirada?

O1: Ya direkt hikdyesini anlatmisti ¢ok fazla detaya girmemisti. Bir de bu
Fibonacci dizisi benim ézel ilgi duydugum bir dizi. Yani bir Kitap okuduktan

sonra, Da Vinci 'nin Sifresi’ni okuduktan sonra baya bir ilgimi ¢ekmisti o dizi.

O;’in formiilii bilmesine ragmen formiilii sembolik olarak sunamamis olmasi dikkat
cekmektedir. O; problemi daha 6nceden bildigini belirttigi icin bu sorudaki dzellestirme,
tahmin, ispat ve genelleme durumu incelenmemistir.

O,’nin ayn1 problem ile ilgili yanit1 ise asagida verilmistir.
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Sekil 4. 43. O,’nin Tavsanlar problemine verdigi yamt

O, yanitinda her ay mevcut bulunan tavsan ¢ifti sayisina odaklanmis ve 7. aya
kadar 6rneklendirmede bulunmustur. Ornekler incelendiginde O’nin problemde anlatilani
ve istenileni dogru olarak anladifi, Yeterli Ozellestirme yaptigi goriilmektedir. Ancak
burada herhangi bir formiil elde edememistir. Yapilan gériismede O, problem ve yaniti ile
ilgili olarak sunlar1 belirtmistir:

A: Bu problemi daha once gérmiis miiydiin ya da boyle bir soru?
Oy: Hayrr.
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A: Neler yaptin burada?

O,: Bu soruda o kadar sikilmistm ki ciinkii bunda da bir oriintii
olusturamadim. Oradan da bir formiil ¢tkmadi.

A: Bir formiil elde edemedin mi?

Oy: Evet. Biraz da kuramadim sanirim.

A: Ashinda burada dogru sayilart bulmugsun. Yalniz sayilar arasinda bir iligki
olusturamamigsin.

O,: Evet.

A: Yamtinda elde ettigin sayilar arasindaki iligki sana goriilemeyecek bir
iliskiymig gibi mi geldi? O mu zorladi seni?

O,: Haywr ashinda ben bu son sayilart da ¢ok zor buldum. Bunlarda da ¢ok
kafam karigti. Dogan yavru vs. bunlar: da buldum. Baktim ama hi¢hbir formiil
bulamadim.

O, sozel bigimde verilen problemi sayisal verilere déniistirmede ve ilgili sayilar
elde etmede yasadigi sikintilardan bahsetmistir. Soru 7. aya kadar oOrneklendirilmis
oldugundan formiiliin Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Tiimevarim tiirii tahmin
yoluyla elde edilmeye ¢alisildig1 soylenebilir. Ancak herhangi bir formiil bulunamamus, bir
genelleme ve ispat yapilmamastir.

O, ile yapilan goriismede problemin ¢oziimii ile ilgili olarak su sekilde bir diyalog

gecmistir:

A: Evet. Simdi mesela baksak seninle yeniden 1, 1 ilk iki ay degil mi?

O,: Evet.

A: Uciincii ayda ne olmus? Toplam 2 ¢ift tavsan. Diger ayda ne olmus? Ug.

O,: Evet.

A: Diger ayda? Bes. Bir sonraki ayda, sekiz. Bak goriiyor musun? Sanki bir sey
var?

O.: Bir onceki kadar artiyor. Bunu hi¢ fark etmemistim (giiliiyor).

A: Su ikisinin (Onceki iki aydaki tavsan sayilary) toplami buna (o aydaki toplam
tavsan sayisina) geliyor. Su ikisinin toplami ona geliyor (diger bir aydan ornek
verildi). Sence bunu gérememenin nedeni ne olabilir?

O.: Belki de ényarg.

A: Onyargi?
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O,: Evet.

A: Yani bu soru burada soruluyorsa zor bir soru olmali gibi mi?

O,: Yok. Ben tavsan sorusunu en sona biraktim hani okuduktan sonra uzun
diye. Sey herkes baya bir...

A: Zorlaminca... (uygulama esnasinda ogrenciler bu problemde zorlandiklarin
ifade etmislerdi).

O.: Evet ¢ok zor diye hi¢ sey yapamadim.

O, yapilan bu gériismede soruyu ¢ézememe nedeni olarak soru hakkindaki 6n
yargisint gostermistir.

Os’iin Tavsanlar problemine verdigi yanit asagida verilmistir:
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Sekil 4. 44a. O3’iin Tavsanlar problemine verdigi yanit 1

O; yanitinda once ilk 5 aydaki tavsan cifti sayisini her ay igin ayri ayri
hesaplamistir. Kullandig1 degerler ise soruda anlatilani ve istenileni dogru olarak anladigini
gostermektedir. Dolayisiyla Os, Yeterli Ozellestirme yapmistir. Sonrasinda n. ayda her bir
tavsan ¢iftinden meydana gelecek tavsan gifti sayisini diistinmiistiir. Ancak buldugu formiil

elde ettigi degerleri saglamamaktadir.
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Sekil 4. 44b. O3’iin Tavsanlar problemine verdigi yanit 2
Sonra yine n. ayda sirastyla 1. ¢iftin, 2. ¢iftin, 3.¢iftin

ve son ¢iftin sahip olacagi

yavru sayisint hesaplayarak yeni bir isleme baslamistir. Ancak burada buldugu formiil de
elde ettigi sayilar1 saglamamaktadir. Bunun iizerinde ¢6zliim {izerinde bir defa daha
diisiinmiis ve su sekilde cevaba ulagmaya ¢alismistir
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Sekil 4. 44c. O3’lin Tavsanlar problemine verdigi yanit 3
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Yukarida goriildiigii iizere O3 benzer bir yolla cevabr igiincii kez bulmay1 denemis,
burada ulastig1 formiilii ise cevap olarak belirtmistir. Kendisiyle yapilan goriismede soru ve

yaniti ile ilgili olarak asagidakileri ifade etmistir:

A: Tavsanlar sorusunu daha énceden gormiis miiydiin?

Os: Hayir hi¢ gérmemigstim.

A: Her ayda olusacak tavsan ¢ifti sayiSint mi belirlemeye ¢alistin?

Os: Evet dyle yaptim.

A: Simdi burada sizden bir formiil isteniyor. Formiil deyince aklina ne geliyor?

Os: Direkt mesela séyle bir sey geliyor nTZ gibi...

A: n’li bir ifade mi geliyor?

Os: Evet n'yi verecek bize, biz de direkt (degerini) yazip gegecegiz. Oyle bir

sey geliyor.

A: Bu zamana kadar hep oyle sorular mi gordiin?

Os: Evet.

Os’iin burada formiilii n’li ve n yerine deger konuldugunda sonucu verecek, biraz

da karmagik bir ifade seklinde diisiindiigli anlasilmaktadir. Goriismenin devaminda,

sorunun cevabinin gosterilisi esliginde su ifadelerde bulunmustur:

A: Birinci ayda kag ¢ift tavsan var?

Os: Bir cift.

A: Ikinci ayda yine bir ¢ift. Sonra yavrulamaya baslyorlar ve iigiincii ayda iki
¢ift tavsan oluyor. Dérdiincii ayda kag ¢ift?

Os: Ug ¢ift.

A: Simdi sadece sunlari (ilk bes aydaki tavsan sayisi) diisiin.

Os: Cok diisiindiim de...

A: Aralarinda bir sey fark edebiliyor musun?

Os: Su ikisinin (6nceki iki aydaki tavsan c¢ifti sayilar) toplami sunu (o ayda
mevcut bulunan tavsan cifti sayisi) veriyor.

A: Formiil istenince bu sekilde de bir formiil belirtilebiliyor.

Os: Evet ama iste aklima direkt n geldi.

A: n geldi ona odaklandin sanirim.

Os: Evet genel bir formiil tiiretmeye calistim. Tiirettim ¢ok da hani mesela...
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A: Tam denk gelmemis olabilir.

Os. Yaziyorum mesela ‘:—9 gibi seyler geliyor. Boyle bir sey (tavsan sayisi)
olamayacagindan...
A: Belki biraz daha basit diistinsen formiilii bulabilir miydin?
Os: Ama hani biz genelde dyle kompleks sorular ¢oziiyoruz ya... Oyle basit
seyler (aklimiza) gelmiyor. Cok zorlayici, ¢ok diistiniilmesi gerekiyor yani. Bir
de hani aliskanlik oldu yani. Mesela ilk soruda birden n’ye kadar, o kagut
sorusunda 1°den n’ye kadar diyince bu da éyle gibi geldi. Yine n’li bir seydir
gibi geldi.

Goriildiigii iizere burada O3’ii en ¢ok etkileyen faktor, formiile yonelik basta sahip
oldugu diisiincedir. O3’iin soruya vermis oldugu yamitlar degerlendirildiginde ise soruyu
sayisal degerlerle ifade edebilmis oldugu goriilmektedir.

Os’iin Tavsan problemine vermis oldugu farkli yanmitlarin tiimiinde de tavsan
ciftlerini ayr1 ayr1 hesapladigi goriilmektedir. Bu nedenle Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan
Empirik Timevarim ile tahminde bulundugu sdylenebilir. Her durumda da c¢oziimle
uyumlu bir formiile ulagsmis, Sembolik Genelleme yapmistir. Bu genellemelere ulasirken
her ne kadar baslangigta 5. aya kadar olan durumu ele almis olsa da orada elde ettigi
degerleri sonrasinda kullanmamis ve 6zel bir 6rnegi referans gostermeden cevabini direkt
olarak n. aya genellemistir. Dolayisiyla O3’iin Diisiince Deneyi tiiriinden ispat yapmis
oldugu sodylenebilir.

Oy’iin ayn1 probleme verdigi yanit asagida gosterilmistir:
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Sekil 4. 45. O,’iin Tavsanlar problemine verdigi yanit

O, yamitinda soruyu 6. aya kadar dogru bir sekilde orneklendirmistir. Vermis

oldugu ornekler, problemde anlatilani ve istenileni anladigmni, Yeterli Ozellestirme
114



yaptigin1  gostermektedir. Ancak ¢0ziim bununla smirli kalmis ve daha ileriye

tasmamamistir. O, yapilan gériismede soru ve yaniti ile ilgili olarak sunlar ifade etmistir:

A: Tavsanlar sorusu ashinda tarihte iinlii bir problemdir Fibonacci dizisi ile
ilgili. Daha once bu soruyla ilgili bilgin yoktu sanirim.

Oq: Fibonacci dizisiyle ilgili bilgim vardi ama burada onu kullanabilecegimi
diistinmemistim.

A: Anladim. Burada ne yaptin teker teker aylara gére mi ilerlemeye ¢alistin?
Oq: Evet biraz gitmeye ¢alistim ama ¢tkmadi.

A: Burada zorlandigin kisim formiile dékmek mi oldu?

Oq: Evet bir de hani bir siire sonra ayni tavsan tekrar yavru veriyor ve yavru
veren tavsan da tekrar yavru veriyor. Bir de beklemesi gerekiyor. O yiizden

burada birazcik zorlandim.

Oy’iin yanitinda elde ettigi verileri saylya dékmemis olmasi biitiinii gormesine
engel olmus olabilir. Oregin 3. ayda 2 ¢ift tavsan, 4. ayda 3 cift tavsan, 5. ayda 5 ¢ift
tavsan seklinde mevcut tavsan sayilarini, sayisal degerlerle ifade etmemistir. Burada
kullanilan &rnekler 1, 2, 3, 4, 5 ve 6. aydaki tavsan sayilar1 oldugundan Og4’iin Sonlu Sayida
Ayrik Durumdan Empirik Tiimevarim tiirlinden tahminde bulunmaya ¢alistigi soylenebilir.
Ancak herhangi bir genellemeye ulagamamis ve ispat yapmamustir.

Os’in 5. problemle ilgili yamt: asagida verilmistir:
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Sekil 4. 46. Os’in Tavsanlar problemine verdigi yanit

Os yanitinda énce ilk tavsan ciftini, sonra sirasiyla 3. ayda, 4. ayda, 5. ayda... 12.
ayda dogan tavsan ¢iftlerini ele almis, onlarin hangi aylarda yavrulayacaklarini inceleyerek
bir ¢oziim gerceklestirmeye caligmistir. Ancak herhangi bir sonuca ulasamayinca bu defa
3. ve 4. aylardaki tavsan gifti sayilarini incelemistir. Buradan da herhangi bir ¢6ziime
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ulagamamis ve en son olarak n. aydaki tavsan sayisini hesaplama yoluna gitmis, bir formiil
ortaya koymustur. Yamtr incelendiginde Os’in soruyu ve istenileni dogru anladig1, Yeterl
Ozellestirme yaptig1 goriilmektedir. Yapilan goériismede soru ve yamiti ile ilgili olarak

sunlar1 ifade etmistir:

A: Tavsanlar sorusu daha onceden karsilastigin bir soru muydu Os?

Os: Hayr.

A: Anlamak zor oldu mu senin icin?

Os: Bu en zor soruydu. Ben baya zorlandim.

A: Simdi bu soruda bir formiil isteniyor ya formiil deyince aklina ne geliyor?
Os: Formiil deyince benim aklima n birsey ne yazarsak onun yerine hepsini
ctkariyor.

A: Anladim. Burada teker teker her ay dogan yavru sayisina mi bakmaya
calistin?

Os: Evet onu bulmaya calistim ama herhalde yanlis yapmisim soruyu.

Os’in yanitinda kullanmis oldugu orneklerde her ay dogan tavsan gifti sayisim
hesapladig1 goriilmektedir. Dolayisiyla Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik
Timevarim tiirtinden tahmin yaptigi soylenebilir. Formiilii ifade edis bi¢cimi Sembolik
Genelleme yaptigim gostermektedir. Os her ne kadar basta ay ay mevcut tavsan ¢ifti
sayisini elde etmis olsa da formiilii bulurken herhangi 6zel bir 6rnegi referans almadan
dogrudan n. ay1 diislinmiis oldugundan, Diisiince Deneyi tiirlinden ispat yaptig1 ifade
edilebilir.

Og’nin ayn1 probleme verdigi yamit ise asagidadir:
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Sekil 4. 47a. Og’nin Tavsanlar problemine verdigi yanit 1

Tavsanlar probleminde Og her ay dogacak tavsan yavrularma ve o ayda mevcut
olan tavsan sayilarina odaklanmis, bunlar1 ifade etmistir. Ancak yanitinda bir formiile
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ulasamamistir. Kendisiyle yapilan goriismede bu durumla ilgili olarak sunlari ifade

etmistir:

A: Neler yaptin bu soruda?

Os: Baya detayli bir inceleme yapmaya ¢alistim.

A: Evet.

Os: Birinci ay iki yavru tavsan, ikinci ay onlar biiyiimedigi icin iki yavru
tavsan, iigtincii ay ikisinden bir ¢ift yani dort tavsan oluyor. Dordiincii ay,
bastaki tavsanlarda yine birer ¢ift var ama...

A: O sekilde ilerliyor.

Os: Evet o sekilde ilerleyecek diye diisiindiim ama ashinda bunu ¢ok iyi

formiiliize edemedim.

Bu ¢dziim yéntemi muhtemelen biraz karisik geldigi icin Og sonrasinda ¢dziimiinii
asagida goriilecegi lizere gorselligi daha 6n planda olan farkli bir ¢izimle gerceklestirmeye

karar vermistir:

A e
[} — LA i S EEYEI-"E )
[ <~ Leqgtfd —> 2 Aessgenn

T @lce = B —— & o s S
¥ A — T o Soln
= plau—m — S« - L < N L= o s

e
™

e ARy Ol dou s n

n—1_1—2 3% =¢n—2 ) Jorme cay

Cn —2d Cn—1) dooce. A coausan
nZ 2o Ao for el

| W=
B L2 2 3 6% 2 Ao daiu = comy

Sekil 4. 47b. Og’nin Tavsanlar problemine verdigi yanit 2

Og bu defa yanitinda 6. aya kadar drneklendirmede bulunmus, her ay mevcut olan

tavsan cifti sayisi1 gostermistir. Ancak 5. ayla ilgili ¢iziminde toplamda 5 ¢ift tavsan

117



oldugunu gostermis olmasina ragmen 4 ¢ift tavsan oldugunu belirtmistir. Her ne kadar 6.
ayda eksik bir ¢izim yapmis, toplamda 5 ¢ift tavsan oldugunu ifade etmis olsa da buraya
kadar gergeklestirmis oldugu ¢6ziim ve kendisiyle yapilan goriismede kullandigi ifadeler
O¢’nin soruda anlatilan1 ve istenileni dogru olarak anladigini, Yeterli Ozellestirme

yaptigin1 gostermektedir. Og formiilii elde edisi ile ilgili ise sunlar1 ifade etmistir:

Os: Bir seyler yapmaya calistm. En son bir diizenleme yapmaya ¢alistim.
Birinci ay bir, ikinci ay bir, tictincii ay iki, dordiincii ay iig...

A: O zaman n-1 ¢ift tavsan seklinde ilerliyor mu dedin?

Os: Evet. n-2 tane ay, n-1 tane tavsan cifti oluyor. O yiizden n? — 3 -n + 2

(tane) tavsan oluyor diye soyledim.

Os yamtinda ilk 6 aydaki durumlari incelemis, her ay mevcut olan tavsan cifti
sayisini ¢izimleriyle gostermis ve hesaplamistir. Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik
Tiimevarim yoluyla tahminde bulunmaya ¢alismistir. Her ne kadar yanlis da olsa yanitiyla
tutarli bir formiile ulasmis, bu formiili n’ye bagh sekilde ifade etmis ve Sembolik
Genelleme gergeklestirmistir. 6. aya kadarki durumlari ayri ayri inceleyerek elde ettigi
sayisal degerler iizerinden genellemeye ulastig1 i¢in Og’nin Saf Deneycilik tiiriinden ispat
yaptig1 sOylenebilir.

O; Tavsanlar problemine vermis oldugu yamtinda ¢dziime yonelik herhangi bir
girisimde bulunmamig, kendisiyle yapilan goriismede ise bu durumu su sekilde ifade

etmistir:

O+ Ben bu soruyu bos biraktim sinir oldum soruya.

A: Sinir mi oldun?

O-: Evet.

A: Ugrasmak mi istemedin?

O+ Evet ¢oziime ugrastim ama sonra bosverdim. Sevmedim soruyu.

A: Biraz karistk mi geldi soru?

O+: Ya bir de sona birakmistim soruyu, yoruldum. Bir de ben basta soruyu
farkli olarak diisiinmiistiim. Sonra ¢ok farkl seyler diisiindiigiimii fark ettim,

biraz da sikilinca bosverdim.

Dolayisiyla O7 bu problem ile ilgili herhangi bir dzellestirme, tahmin ispat ve

genelleme gergeklestirmemistir.
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Og de ayn1 problem ile ilgili yanitinda cevabi bos birakmis, herhangi bir ¢oziim

girisiminde bulunmamistir. Bunun nedeniyle ilgili olarak ise su ifadelerde bulunmustur.

Os: Bunu yapamadim.
A: Hig bir sey yapamadin mi?
Os: Cok karisik geldi hicbir sekilde anlamlandiramadim.

Dolayisiyla bu soruda Og ile ilgili bir dzellestirme, tahmin, ispat ve genellemeden
bahsedilmemistir.

Oy ise yamtinda 6. aya kadar ornekler vermis, her bir ayda mevcut olan tavsan
ciftlerini gostermis ve Sekil 4. 48.’de goriildiigi lizere problemi kendine 6zgii bir ¢izim ile

gorsellestirmistir:
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Sekil 4. 48. Og’un Tavsanlar problemine verdigi yanit

Oy yanitinda her ne kadar 6. aydaki tavsan cifti sayisin1 yanlis gdstermis olsa da
oraya kadar yapmis oldugu ¢oziim, Og’un soruda anlatilan1 ve istenileni dogru olarak
anladigmi, Yeterli Ozellestirme yaptigin1 gdstermektedir. Ancak elde ettigi bulgular:
sayisal olarak ifade etmemis, bir formiile ulasamamistir. Kendisiyle yapilan goriismede

problemle ilgili yanitini su sekilde agiklamustir:

A: Neler yaptin bu problemde?
Oq: Sekillerden ilerlemistim. Genelde ben boyle yaparim (giiliiyor). Bunda da
hepsini teker teker yazip bir dizi bulmaya ¢alistim ama tabi bir sonug¢ olmadi.

A: Zorlandin mi?
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Oq: Zorlandim evet. Ciinkii hayal edemedim. Bir tane, bir ¢ift yavrusu olacak.
O yavrunun da sonra yavrusu olacak. Biraz karismisti. Iki ay sonra bir daha

yavrusu oluyordu. O yiizden...

Dolayisiyla sayisal herhangi bir deger veya bir formiil ortaya koymadigi, sadece
problem ile ilgili bir ¢izim gergeklestirdigi bu yanitinda Og igin herhangi bir tahmin,
genelleme ve ispattan s6z edilemez.

Goriismede Og’a problemin ¢oziimii gosterildiginde ise soyle bir diyalog

gerceklesmistir:

A: Uciincii ay kag ¢ift tavsan var iki ¢ift degil mi? Dordiincii ay? Ug ¢ift.

Og: Evet.

A: Burada (ikinci ay) bir ¢ift tavsan var, burada (iiciincii ay) iki ¢ift var,
burada (dérdiincii ay) iig ¢ift...

Og: Hmmm...

A: Besinci ay bes ¢ift. Burada (iigtincii ay) iki ¢ift vardi, burada (dordiincii ay)
ti¢ ¢ift vardr burada (besinci ay) bes ¢ift.

Oy: Evet.

A: Yani ne geliyor aslinda? Kendinden onceki iki ayin toplami geliyor degil
mi?

Oq: Evet onu gérememisim.

A: Bunu belki say: olarak gosterseydin aslinda suraya yazsan belki gorecektin.
1,1, 2, 3, 5 seklinde gittigini gérsen...

Oq: Aynen onu yazsaymisim ama ben sey... Hani sonucunda acaba ne gelir
gibi diistinmiistiim. Sayilarin hi¢ boyle toplayip da gelecegini diisiinmemistim
actkcast.

Burada Og’un kendisinin de ifade ettii gibi sonugta elde edecegi degeri
diisiinmesinin, formiilii bulmasinda engelleyici bir rol oynadig: sdylenebilir.

Tavsanlar problemine verilen yanitlar 6grenci bagar1 diizeylerine gore 6zellestirme,
tahmin, ispat ve genelleme basamaklar1 agisindan genel olarak incelendiginde Tablo 4.

5.’teki bulgulara ulagilmistir.
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Tablo 4. 5. Tavsanlar problemine verilen yanitlarin genel incelenisi

Ogrenci . . . . _
Ogrenci Ozellestirme Tahmin .
Basari Ispat Turii | Genelleme Tiiri
) Kodu Tiiri Tiirii
Diizeyi
0O, Yok Yok Yok Yok
Yeterli Sonlu Sayida Ayrik
iyi 0O, Ozellestirme Durumlardan Empirik Yok Yok
Tiimevarim
; Sonlu Sayida Ayrik
& Yeterli b | ; £ y- " Diisiince Sembolik
S : urumlardan Empiri )
’ Ozellestirme deneyi Genelleme
Tiimevarim
Yeterli Sonlu Sayida Ayrik
O, Ozellestirme Durumlardan Empirik Yok Yok
Tiimevarim
i Sonlu Sayida Ayrik
o 5 Yeterli oo i Disiince Sembolik
rta s . urumlardan Empiri
° Ozellegtirme P deneyi Genelleme
Tiimevarim
i Sonlu Sayida Ayrik
5 veterli . dy A " ) Saf Sembolik
S : urumlardan Empiri N
° Ozellestirme Deneycilik Genelleme
Tiimevarim
(o Cevap yok Cevap yok Cevap yok Cevap yok
Diisiik Os Cevap yok Cevap yok Cevap yok Cevap yok
Yeterli
Og Ozellestirme Yok Yok Yok

Tablo 4. 5. incelendiginde Tavsanlar probleminde en basarisiz 6grenci grubunun
diisiik basar1 diizeyine sahip dgrenciler oldugu goriilmektedir. Bir 6grenci (O1) problemi ve
ispatin1 daha onceden bildigini ifade ettigi icin yanitt Ozellestirme, tahmin, ispat ve
genelleme agisindan degerlendirmeye alinmamastir.

Yanitlarinda o6zellestirme basamagini  gerceklestiren tiim Ogrenciler Yeterli
Ozellestirme yapmis, basar1 diizeyleri diisiik olan iki 6grenci (O; ve Og) ise probleme

cevap verememistir. Tki dgrenci (O, ve O4) Yeterli Ozellestirme yapmus ancak ispat ve
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genelleme basamaklarinda basarisiz olmuslardir. Bir 6grenci (Og) ise Yeterli Ozellestirme
yapmasina ragmen tahmin, ispat ve genelleme basamaginda basarisiz olmustur.

Tahmin basamagini gerceklestirebilmis olan dgrencilerin tlimii Sonlu Sayida Ayrik
Durumlardan Empirik Tiimevarim tiiriinden tahminde bulunmustur. Ancak sonrasinda bu
ogrencilerin  yalmzca ii¢ii (O3, Os ve Og) ispat ve genelleme basamaklarini
gerceklestirebilmistir. Bu dgrencilerden iki tanesi (O3 ve Os) Diisiince Deneyi seviyesinde
ispatta bulunurken bir dgrenci (Og) ise Saf Deneycilik seviyesinde ispat yapmistir.

Dikkat ¢eken diger bir nokta ise esasen bu sorunun Aritmetik Genelleme gerektiren
bir soru ve Aritmetik Genelleme’nin ise Cebirsel Genelleme’ye gore daha basit seviyede
bir genelleme tlirli olmasmma ragmen cevap veren Ogrencilerin tiimiiniin Aritmetik
Genelleme yapmay1 diisiinmeden, Sembolik Genelleme yapmaya g¢alismis olmalaridir.
Ogrencilerin formiil algismin bu durum iizerinde etkisi olmus olabilir. Bununla birlikte,
Ozellestirme ve tahmin gergeklestirmesine ragmen genelleme ve ispat basamaginda
basarisiz olmus her iki Ogrencinin de Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik
Tlimevarim tiirlinden tahminde bulunmus olmalar1 dikkat ¢ceken diger bir durumdur.

Ogrencilerin 6. problem olan Dikdortgen Sayisi problemi ile ilgili yanitlarina iliskin

bulgular asagida verilmistir.

4.6. Dikdortgen Sayis1 Problemine liskin Bulgular

DIKDORTGEN SAYISI

n adet dikdérngenden olusmus bir sekilde
bulunan toplam dikdémgen savisi nedir?

Yapacagmir etkinlikler sonunda bu soruya cevap bulacaksimwr. Bunun igin ilk olarak

asagnda verilen soruvua dikkatlice okuyunuz.

Asagida van vana e§ dikdomgenlerden olusmus sekillerde

I:I 1 tane dikdé&rtgen vardmr
I::I 3 tane dikdértgen vardom ———» l ve I |

Ayru dizende devam eden n adet dikddrtgenden olusmus bir sekilde bulunan toplam
dikdértgen sayisi nedir? Bunu formiille ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formild nasil

dogrularsimiz (ispatlarsimz) aciklayimiz.

Sekil 4. 49. Dikdortgen Sayis1 Problemi
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[lk olarak O;’in yanit1 incelenmistir. O1’e ait bulgular asagidaki gibidir.
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Sekil 4. 50. O;’in Dikdortgen Sayisi problemine verdigi yanit

O; yamitinda sirastyla 1, 2, 3 ve 4 dikdortgenli durumlari incelemis, olusan
dikdértgenleri ayr1 ayr tespit etmistir. Cizimlere bakildiginda O;’in soruda anlatilan1 ve
istenileni anladig1, Yeterli Ozellestirme yaptign goriilmektedir. Kendisiyle yapilan

goriismede ise ¢ozlimii su sekilde gerceklestirdigini ifade etmistir:

Oi1: Her adimda Gauss toplami geliyordu bunda da yle bir sey buldum. Ik ii¢

adimi bulup sonrasini genelledim.

O; yanitinda sorunun gérsel gosterimini kendi ¢izimleriyle yapmustir. Ancak burada
cizimlere bagli herhangi bir O6zellikten bahsetmemis, sadece sayisal degerler ortaya
koymustur. Formiilii elde ederken sirasiyla 1, 2, 3 ve 4 dikdortgenli durumlar
orneklendirerek her bir durumda mevcut olan dikdértgen sayilarini hesapladigi icin O;’in
Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Timevarim tiiriinden tahminde bulundugu ve
Saf Deneycilik tiirtinden ispat yaptig1 sdylenebilir. Formiilii n’ye baglh olarak gdstermis ve
Sembolik Genelleme yapmustir.

Oy’nin ayn1 probleme verdigi yanit ise asagida gosterilmistir:
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Sekil 4. 51a. O, nin Dikdértgen Sayis1 problemine verdigi yanit 1

O, yanitinda 3, 4 ve 5 dikddrtgenli durumlari incelemis, her bir durumda ortaya

cikan dikdortgen sayisini hesaplamis ve problemi bu 6rneklere bagh olarak ¢ozmiistiir.

Cizimlere bakildiginda O,’nin problemi dogru anlayip ifade edebildigi, Yeterli

Ozellestirme yaptig1 goriilmektedir. Kendisiyle yapilan goriismede ise ¢Oziimiinii su

sekilde ifade etmistir:

A: Burada olusacak toplam dikdortgen sayist isteniyordu. Bu problemde neler
yaptin?
O,: Evet permiitasyon kullanarak yapiyorduk. Normalde tek tek sayryordum

kisa olunca (giiliiyor). Formiilii hi¢ diisiinmiiyordum ama burada da formiilii

tiirettim.
A: Nasil tiirettin?

O,: Tekli, ikili, ti¢lii yine sayarak yaptim.

Goriismede Op’nin de dile getirdigi iizere yanitinda her bir dikdortgende (eger

mevcutsa) olusan tekli, ikili, tglii... dikdortgen sayilarini ayri ayr1 sayarak problemi

coziimlemeye gitmistir. Sonrasinda ise bu {li¢ 6rnekten elde ettigi bilgileri n dikdortgenli

duruma genellemistir. Orneklerle elde ettigi sayisal degerler yoluyla formiile ulagmis,

Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Timevarim tiiriinde tahmin yapmustir.

Yanitinin devaminda O, bir formiile ulasmis ve formiiliinii su sekilde aciklamistir:
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Sekil 4. 51b. O,’nin Dikdértgen Sayisi problemine verdigi yanit 2

O, soruyu olusturan bilesenler arasindaki bir iliskiye deginmeden, herhangi
mantiksal bir ¢ikarimda bulunmadan, dogrudan 6rnekler iizerindeki islemlere gore formiile
ulagmistir. Bu nedenle Saf Deneycilik tiirlinden ispat yaptigi sdylenebilir. Coziimiin
sonunda ise n’ye bagli bir formiil ifade etmis, Sembolik Genelleme yapmustir.

Os’iin Dikddrtgen Sayis1 problemi ile ilgili yanit1 asagida verilmistir:
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Sekil 4. 52. Og’iin Dikdértgen Sayisi problemine verdigi yanit

O3 yamtinda dogrudan n tane dikdértgenli durumu ele almis ve bu 6rnek odakl
¢Oziim gergeklestirmistir. Soruda anlatilan1 ve istenileni agik bir bigimde ifade etmis,
Yeterli Ozellestirme yapmustir. Yatay ve dikey kenarlarda bulunan nokta sayilarina dikkat

etmis ve kendisiyle yapilan goriismede ¢6zlimii ile ilgili olarak su ifadelerde bulunmustur:

A: Bu problemi nasi! ¢ézdiin O3?
Os: Noktalarn ikili kombinasyonlarinin ¢arpimini uyguladim.

A: Yataydaki noktalarin ikili kombinasyonu c¢arpi diiseydeki noktalarin ikili
kombinasyonu mu?
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Os: Evet. Diiseyde zaten iki nokta var orada ikinin ikilisi bir dedim direkt.
Yatayda kag¢ nokta var? Dedim ki hani mesela iki tane dikdértgen varsa ii¢
nokta oluyor. U¢ tane (dikdértgen) varsa dort (nokta) olacak. Demek ki n tane
dikdortgen olursa n arti bir nokta olacak. n arti birin ikilisi dedim.

A: Yataydakiler i¢in mi?

Os: Evet. Herhangi ikiliyi secersek bir dikdortgen olusacak. Zaten dikeyde tek
stitun var. Orada farkli se¢gme sansimiz olmayacak. O nedenle n arti 1’in ikili

kombinasyonu dedim direkt.

O3 problemi bir ¢izimle gorsellestirmis Ve “Diiseyde zaten iki nokta var” ifadesiyle
de belirttigi gibi sorunun gorsel gdsterimine gore, soruyla ilgili belirli 6zelliklere dayali
olarak formiilii bulmustur. Bu nedenle Algiya Dayali Tahmin yaptig1 ifade edilebilir.
Sembolik Genelleme yapmis ve formiilii n’ye bagli géstermistir. Bu formiiliin agiklamasini
ise “herhangi ikisini (noktay) se¢sek dikdortgenin bir kenart olugur” ifadesiyle belirttigi
gibi herhangi bir 6rnekten bagimsiz olarak, mantik yoluyla yapmistir. Dolayisiyla Diisiince
Deneyi tiiriinden ispat yaptigi soylenebilir.

Oy’iin ayn1 probleme verdigi yamit asagidadir:
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Sekil 4. 53. O4’iin Dikdortgen Sayisi problemine verdigi yanit

O, yanmitinda 1, 2, 3, 4 ve 5 dikdodrtgenli durumlar inceleyerek sonuca ulasmaya
calismistir. Ancak soruyu olusturan bilesenler ile ilgili herhangi bir yorumda bulunmamus,
dogrudan formiil kullanmaya baslamis ve Ozellestirme yapmamistir. Uyguladigi formiil
dogrudur. Ciinkii burada birden fazla dikddrtgenden olusmus tiim dikddrtgenler igin
uclarda rastgele iki dikdortgenin segilmesi s6z konusudur ve ifade ettigi formiil sadece bu
sekilde dogru olmakta, dolayisiyla formiilde kastedilen ikinin buradan gelmesi

gerekmektedir. Ancak Os kendisiyle yapilan goriismede uglardaki dikdértgenleri degil
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sadece iki dikdortgenden meydana gelen dikdortgenlerin se¢imini diisiindiigiinii belirtmis,

¢Ozlimiinii su sekilde ifade etmistir:

O4: Burada da zaten bir dikdortgenlide 1 tane dikdortgen var, iki
dikdortgenlide ise iki dikdortgen birlestigi icin iki tane ve bir tane de biiyiik
dikdorigen var. Uc tanelide ise ii¢ tane kesin geliyor, bir de iki tane
dikdortgenden bir tane biiyiik dikdortgen olustugu icin 3’iin 2’lisi seklinde
se¢cme yaptim.

A: Evet.

Oq: Yine dort icin dort tane kesin geliyor, bir de iki taneyi kendi arasinda secip
biiyiik dikdortgen olusturabiliriz o nedenle 4’iin 2°lisi (4 iin 2°’li kombinasyonu)
yvaptim. Bu sekilde devam ettim.

A: Peki burada mesela 4 ’iin 3 'lii kombinasyonu olabilir miydi?

Oy Evet olabilirdi (giiliiyor). Samirim burada yanls yapmisim, unutmusum.

Gegen sene gordiigiimiiz konu olunca hatirladigim kadariyla yaptim.

Oy’tin goriismede belirttigi “Gegen sene gordiigiimiiz konu olunca hatirladigim
kadaryla yaptim.” ifadesi, 6grencinin ¢éziimde kullandigi orneklerdeki iliskilerden ¢ok,
ogrenmis oldugu formiil odakli ¢dziim yaptigini diisiindiirmiistiir. Ogrenci burada belki
formiilii sadece ezberlediginden, kullanma mantigini igsellestirmemis ve formiilii dogru
olarak bulmus olmasina ragmen ¢6ziim seklini ifade edememis olabilir.

O4’iin yanitinda 1, 2, 3, 4 ve 5 dikdortgenli durumlari inceleyerek formiile
ulagsmaya ¢alismis olmasi, Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Tiimevarim tiirtinden
tahminde bulundugunu gostermektedir. Formiilii n’ye bagli olarak ifade edebilmis ve
Sembolik Genelleme yapmistir. Formiilii gosterirken 5 6rnek kullanmis ve bu 6rneklerde
elde ettigi sayisal degerlere odaklanmig, sorunun bilesenleri arasinda herhangi bir iligki ya
da 6zelligi belirtmemistir. Dolayisiyla Saf Deneycilik tiirlinden ispat yaptig1 sdylenebilir.

Os’in Dikdértgen Sayis1 problemine verdigi yanit asagida verilmistir:

T 1 ukhge wen wiare don O danesy  chEddcdgen o gaet a le
\ \ | :
R ( l:l_,') & olur
N
Nlare de _L)

Sekil 4. 54. Os’in Dikdortgen Sayisi problemine verdigi yanit
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Os sadece 3 dikdortgenli duruma gore ¢oziim yapmustir. Yamtinda kullandig
ifadeler soruda anlatilam1 ve istenileni dogru olarak anladigimi, Yeterli Ozellestirme
yaptigmi gostermektedir. Os yanitinda oncelikle kdse sayilarina odaklanmis, yapilan

goriismede ¢oziimiini su sekilde ifade etmistir:

Os: Burada ben... Dikdortgen olusmus olmast igin iki tane dik (kenar) iki tane
ayrt ayrt (vatay kenar) birlestirmisiz. Sonra dort koseden hani iki tanesi oldugu
icin (vatay kenarlarin kogseleri) diger iki tanesini se¢gmem gerekiyor diye
diistindiim.

A: O iki tanesi yatayda oldugu icin onlart se¢me sansim yok seklinde mi
diistindiin?

Os: Evet. Sonra o yiizden dort tanesinden (késeden) iki tanesini sectim.

A: Anladim. Bunu n’ye uyarladiginda ne ¢ikt1?

Os: n’nin ikilisi (kombinasyonu) diye diisiindiim orada da.

Os yanitinda cevabi problemin gorsele doniistiiriilmiis hali olan tek bir drnek
tizerinden bulmaya ¢alismis ve Algiya Dayali Tahmin yapmis, sonugta ise formiilii n’ye
bagli olarak ifade ederek Sembolik Genelleme’ye ulagmistir. Bu genellemeye ulasirken
sadece 3 dikdortgenli durumu ele aldigi ve bu ornek iizerinden ¢éziimiini agikladigi igin
Os’in Genel Ornek tiiriinden ispatta bulunmus oldugu séylenebilir.

Og’nin ayn1 probleme verdigi yamt ile ilgili bulgular asagida verilmistir:
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Sekil 4. 55. Og’nin Dikdortgen Sayisi problemine verdigi yanit

Os yamitinda 3 dikdortgenli drnegi ¢izmis ve buradan ¢dziime ulasmaya caligmustir.
Ayrica bir dikdortgenli (1. adim) ve iki dikdortgenli (2. adim) 6rnekleri de incelemis, dikey
ve yataydaki ¢izgi sayilarma odaklanmistir. Cizimler Og’nin problemde anlatilani ve
istenileni dogru anladigimi, Yeterli Ozellestirme yaptigini gdstermektedir. Yapilan
goriismede ¢ozlimiinii su sekilde ifade etmistir:
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A: Bu problemde nasi! diisiindiin Og?

Os: Burada da dikdortgenin kenarlarim diisiinerek hani. Iki tane dikey kenar
oldugunda bir tane dikdortgen, ii¢ tane oldugunda ii¢ tane dikdortgen, dort
tane oldugunda iigtincii adimda alti dikdortgen... O zaman demek i »’nin ikili
kombinasyonu gelmis.

A: Peki dikey kenarlart diisiiniirken yatay kenarlar: neden diisiinmeye gerek
duymadin burada?

Os: Yataydaki kenarlar icin secim yapma sansimiz kalmiyor ciinkii sadece iki

tane yatay kenar var.

Yukarida da ifade ettigi iizere Og yanitinda sadece dikey kenarlar1 se¢meyi
diisiinmiistiir. Sorunun gosterimini kendi ¢izimiyle gergeklestirmis, 1, 2 ve 3 dikddrtgenli
durumlart 6rneklendirmistir. Cizimlerinde kenar sayisinin yan yana dizilmis olan
dikdortgenlerin sayisindan bir fazla oldugunu fark etmistir. Dolayisiyla Algiya Dayali
Tahmin’de bulundugu sdylenebilir. Ancak bu 6rneklerde n’yi dikdortgen sayisi olarak ele
almasina ragmen son adim olan n. adimda n’yi dikey ¢izgi sayis1 olarak nitelendirmistir.
Coziimiin sonunda Sembolik Genelleme yapmistir. Bu genellemeye ulasirken bir
dikdortgenli, iki dikdortgenli ve {i¢ dikdortgenli olmak lizere 3 ayri durumu incelemis ve
kenar sayisinin neden ikili kombinasyonunu aldigini ise “Iki tane dikey kenar oldugunda
bir tane dikdortgen, ii¢ tane oldugunda ii¢ tane dikdortgen, dort tane oldugunda ticiincii
adimda alti dikdortgen... O zaman demek ki n’nin ikili kombinasyonu gelmis” ifadesiyle
belirttigi gibi mantiksal bir ¢ikarimda bulunmadan ifade etmistir. Bu nedenle Og’nin
¢oziimiinde Saf Deneycilik tiirii ispat yaptigi soylenebilir.

O7’nin 6. probleme verdigi yanit asagida gosterilmistir:
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Sekil 4. 56. O7’nin Dikdértgen Sayis1 problemine verdigi yanit
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O; yanitinda soruyla birlikte verilen 1, 2, 3 dikdértgenli ve kendisinin ¢izmis
oldugu 4 ve 5 dikdortgenli durumlar incelemistir. Cizimlere ve ¢oziime bakildiginda
problemin dogru sekilde anlasildigi, Yeterli Ozellestirme yapildig1 goriilmektedir. O

yapilan goriismede ise ¢oziimiinii su sekilde ifade etmistir:

O+ Bu da ashinda ayni mantik seyle Tokalasma problemiyle olmas: lazim.
A: Olusan dikdortgen sayilarint bulmugsun. Birli, ikili, ti¢li, dortli... Evet
birliden ii¢ tane, ikiliden iki tane, ii¢liiden bir tane dikdortgen olusur dedim.
Yanitinda formiile yonelik tahminini 3, 4 ve 5 dikdortgenli 6rneklere bakarak,
sayisal degerlere bagli yaptigindan O;’nin Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik
Tiimevarim tiiriinden tahmin gerceklestirdigi soylenebilir. Sembolik Genelleme ile formiilii
belirtmistir. Bu genellemeye ulasirken 4 ve 5 dikdortgenli durumlart incelemis, olusan
dikdortgen sayilarini bulmus ancak herhangi bir agiklama yapmamistir. Buna bagli olarak
O7’nin Saf Deneycilik tiiriinden ispat yaptig1 sdylenebilir.
Og’in Dikdértgen Sayis1 problemi ile ilgili yanit1 asagida verilmistir:

. o Tk A B L T P T
S

Sekil 4. 57. Og’in Dikdértgen Sayist problemine verdigi yanit

Og yamitinda 1, 2, 3 ve 4 dikdortgenli durumlari ayr1 ayri incelemis ve ¢dziime bu
yolla ulagsmaya ¢alismistir. Cizimlerine bakildiginda soruda anlatilani ve istenileni dogru
olarak anladif1, Yeterli Ozellestirme yaptigi goriilmektedir. Og yapilan goriismede
¢Oziimiinii su sekilde ifade etmistir:

Os: Dikdortgenler ¢izdim, birka¢ adimini. Olusan dikdortgen sayilari

arasindaki artist buldum. Ardindan da formiilii ¢ikardim @ diye.

Sonrasinda ise goriismede de belirttigi lizere adimlar arasinda olusan dikdortgen
sayilarindaki artiga dikkat etmistir. Ayr1 ayr1 4 Ornegi inceleyerek kurala yonelik bir
tahminde bulundugundan Og’in yanitinda Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik

Timevarim tiiriinden tahmin yaptig1 sdylenebilir. Formiilii n’ye bagh olarak ifade etmis,
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Sembolik Genelleme’de bulunmustur. Bu genellemeye ise 4 o6rnek iizerinden ulastig
sayisal degerler yoluyla varmustir. Dolayisiyla Og’in Saf Deneycilik tiiriinden ispat yaptig
sOylenebilir.

Oy’un Dikdértgen Sayisi problemi ile ilgili yanit asagida verilmistir:
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Sekil 4. 58. Og’un Dikdortgen Sayisi1 problemine verdigi yanit

Og yamtinda 3, 4 ve 5 dikddrtgenli gizimler yapmus, 6rnekleri ayr1 ayri incelemis ve
her ornekte olusan dikdortgen sayilarimi bulmustur. Cizimler ve ¢6ziime bakildiginda
Og’un soruda Yeterli Ozellestirme yaptigi goriilmektedir. Ancak buldugu degerler
hatalidir. Ornegin, 4 dikdortgenli cizimde ikili dikdértgenlerden birini (2. ve 3.
dikdortgenle olusan dikdortgeni) hesaba katmamistir. Yine 5 dikdortgenli ¢iziminde de

benzer bir durum s6z konusudur. Yapilan gortismede ise ¢oziimiinii su sekilde agiklamistir:

A: Burada ne diisiindiin nasil ¢ozdiin problemi Og?
Oq: Bir dikdortgende bir tane dikdortgen vardur. Ikide ii¢ tane, ii¢ dikdértgende
alti tane... Ondan sonra da bunu 3 - (n — 1) seklinde gosterdim.

Og’un ¢dziimii sonucunda ulastidi formiil yanls olsa da ¢dziimde kullandig
degerlerle ortiismektedir. Dolayisiyla rastgele bir formiil olusturma s6z konusu degildir.
Formiile yonelik tahminde bulunurken 5 dikdortgenli duruma kadar her bir durumu ayr
ayr1 incelemis, burada elde ettigi sayisal degerler yoluyla tahminde bulunmustur.
Dolayisiyla Og’un Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Tiimevarim tiiriinden tahmin
yaptig1 soylenebilir. Formiilii sembolik olarak ifade etmis, Sembolik Genelleme yapmustir.

Bu formiile ulagirken buldugu degerlere iliskin herhangi bir agiklamada bulunmamus,
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olusan dikdértgen sayilar ile ilgili bir degerlendirme yapmamustir. Dolayisiyla Og’un Saf

Deneycilik tiiriinden ispat yaptigi soylenebilir.

Dikdortgen Sayis1 problemine verilen yanitlar 6grenci basari diizeylerine gore

Ozellestirme, tahmin, ispat ve genelleme seviyeleri agisindan incelendiginde ise Tablo 4.

6’da verilen sonuglar elde edilmistir.

Tablo 4. 6. Dikdortgen Sayist problemine verilen yanitlarin genel incelenisi

Ogrenci
Ogrenci Ozellestirme Tahmin .
Bagari Ispat Tiirii | Genelleme Tiirii
Diizeyi Kodu Tard Tard
; Sonlu Sayida Ayrik
o, Yeterli Surumlardan Emmirik Saf Sembolik
2 . urumiaraan empiri
Ozellestirme Deneycilik Genelleme
Tiimevarim
; Sonlu Sayida Ayrik
i o, Yeterli Surumlardan Emmirik Saf Sembolik
2 . urumiaraan empiri
Ozellestirme Deneycilik Genelleme
Tiimevarim
0o Yeterli Al Davali Tahm Diisiince Sembolik
. . 1ya Dayali Tahmin
Ozellestirme 54 Y Deneyi Genelleme
Sonlu Sayida Ayrik .
& N Saf Sembolik
4 Yok Durumlardan Empirik .
Deneycilik Genelleme
Tiimevarim
ora o, Yeterli ' . Sembolik
Ozellestirme Algiya Dayali Tahmin Genel Ornek Genelleme
60 Yeterli Alorva Daval: Tam Saf Sembolik
- . 1ya Dayali Tahmin
Ozellestirme gy Y Deneycilik Genelleme
; Sonlu Sayida Ayrik .
o, Yeterli 5 ardan Emoirik Saf Sembolik
2 . urumiaraan empiri
Ozellestirme P Deneycilik Genelleme
Timevarim
; Sonlu Sayida Ayrik
- o, Yeterli 5 rdan Emoiri Saf Sembolik
disii ) ) urumlardan Empiri .
Ozellestirme Deneycilik Genelleme
Tiimevarim
; Sonlu Sayida Ayrik
60 Yeterli Surumlardan Emmirik Saf Sembolik
> . urumiaraan empiri
Ozellestirme P Deneycilik Genelleme
Tiimevarim
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Tablo 4. 6. incelendiginde Ozellestirme basamagii gergeklestiren Ggrencilerin
tiimiiniin Yeterli Ozellestirme yaptigi goriilmektedir. Sadece bir dgrenci (O4) dzellestirme
yapmadan dogrudan bir sonraki basamaga gecis yapmustir.

Tahmin basamagi agisindan 6grencilerin yanitlar1 incelendiginde, 6grencilerin
Algiya Dayali Tahmin veya Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Tiimevarim
tirinden tahminler yaptigi goriilmektedir. Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik
Timevarim tiirlinden tahminlerin sayis1 Algiya Dayali Tahmin’e gore daha fazladir.

Bir dgrenci (O3) Diisiince Deneyi tiiriinden, bir dgrenci ise (Os) Genel Ornek
tiiriinden ispat yapmustir. Diger 6grencilerin tamami ise Saf Deneycilik tlirlinden ispatlarda
bulunmuslardir. Diisiince Deneyi ve Genel Ornek tiiriinden ispatlarin yapildig: her iki
durumda da Oncesinde Algiya Dayali Tahmin yapilmis olmasi dikkat ¢ekmektedir.
Bununla birlikte, Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Tiimevarim tiiriinden
tahminlerin yapilmis oldugu tiim durumlarda sonrasinda Saf Deneycilik tlirtinden ispatlarin
yapildig1 goriilmektedir.

Dikdortgen Sayis1 probleminde 6grencilerin tiimii 6zellestirme, tahmin, ispat ve
genelleme basamaklarini gergeklestirebilmislerdir. Ust seviye ispatlardan sayilan Diisiince
Deneyi ve Genel Ornek tiirii ispatlara ise sirasiyla bagar diizeyi iyi ve orta olan dgrenciler
arasinda rastlanilmis olmasi dikkat ¢ekmektedir.

Genelleme seviyeleri ile ilgili olarak Ogrenciler arasinda herhangi bir farklilik
gbzlenmemis ve 0grencilerin tamami Sembolik Genelleme gerceklestirmistir.

Ogrencilerin 7. problem olan Daire ve Noktalar problemi ile ilgili yanitlarina iliskin

bulgular asagida verilmistir.
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4.7. Daire ve Noktalar Problemine iliskin Bulgular

DATRE we WO T AL AR

R
=3

n tane noktava bir dajirenin etrafima verlestirin ve her nokta ikilisini dogrm parcalarawvila
birl egirin.

2 mokta, 2 balge

3 mnokia, 4 balge

- Buna gtre daire etrafimdaki m tane noktanm olugturdugu balge savyis: en gok kagto™ Bunu

formulle ifade ediniz. Matematiksel 1] o b u nasil dogrularsmas  (ispatlarsmmaz)
ageklay i,

Sekil 4. 59. Daire ve Noktalar Problemi

[lk olarak O;’in yamit1 incelenmistir. O;’e ait bulgular asagidaki gibidir.
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Sekil 4. 60. O;’in Daire ve Noktalar problemine verdigi yanit

O; yamitinda 2, 3, 4 ve 5 noktali1 6rnekleri gizerek ayri ayr1 incelemis ancak nokta

sayis1 ile bdlge sayisi arasinda bir iliskiye ulasamamustir. Yamiti incelendiginde O;’in
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soruda anlatilam1 ve istenileni dogru olarak anladigi, Yeterli Ozellestirme yaptig

goriilmektedir. Kendisiyle yapilan goriismede ¢oziimiinii su sekilde ifade etmistir:

A: Bu soruda neler yaptin O1?

O1: Ya burada da adimlar arasinda iliski kurmaya calistim da yani bir bagint:
bulamadim, gelmedi aklima.

A: Aslinda burada bir formiile ulasir gibi olmugsun ama...

Oq: Yarum kalds, formiile ulasamadim.

A: Burada ka¢ adimi ele aldin?

Oq: Dort adimu.

A: Su belirttigin n kenarli ¢okgenin disinda kalan bolge sayisi arti n kenarli
cokgenin késegenlerinin aywrdigi iiggensel bélge sayisi. Bu formiilii bilmedigin
icin mi zorlandin?

Os: Aynen evet. Sonrasinda iicgen olmayan bélgeler de olmaya basladigt icin o
yiizden diizen kuramadim. 2™ 'li falan mi geliyor acaba. Hig¢ diisiinmemistim.

A: Evet burada 2™'li gibi goriinse de aslhinda dyle degil. Az ornekle ¢oziince
sanki oyle gibi geliyor ancak 6 noktali ornekle c¢oziilse dyle olmadig

goriilecek.

O; formiilii bulamama nedeni olarak dairenin kapsadigi ¢okgenlerin igerisinde
olugmaya baslayan, liggen olmayan bolgeleri gostermistir. Yanlis da olsa formiile yonelik
“n kenarli ¢okgenin disinda kalan bélge sayisi arti n kenarli ¢okgenin kosegenlerinin
aywrdigt ticgensel bolge sayist” seklinde Aritmetik Genelleme diyebilecegimiz bir ifadede
bulunmustur. Burada birbirinden bagimsiz, ayrik durumlarla ¢éziime baslamig, Sonlu
Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Timevarim tiiriinden tahmin ortaya koymustur.
Genellemeye ulasirken 4 ayri durumu incelemesi ancak herhangi bir agiklama yapmamasi
nedeniyle O;’in Saf Deneycilik tiiriinden ispat yaptig: sdylenebilir. Yanitinda bir formiile
ulasamamis olsa da goriismede formiiliin 2™’li bir ifade olabilecegini belirtmistir. Bunun
nedeni ise gorlisme esnasinda sorunun igine gémiilmiis olmayip soruya daha yukaridan,

biitiinciil olarak bakabilmis olmasi olabilir.

135



O,’nin aym probleme verdigi yanit asagidadir:

2 nokta., 2 bdlge
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Sekil 4. 61. O,’nin Daire ve Noktalar problemine verdigi yanit

Daire ve Noktalar probleminde O, 6rneklerini 4, 5 ve 6 noktali durumlara kadar
genisletmis, olusan bolge sayilarini bulmustur. Ancak 6 noktali durum igin elde ettigi deger
yanlistir. Cizimler Op’nin soruda anlatilam1 ve istenileni dogru anladigini, Yeterli
Ozellestirme yaptigin1 gdstermektedir. Kendisiyle yapilan goriismede soruyla ilgili yanitint

su sekilde ifade etmistir:

O,: Burada da (sekilde) icte ve dista olusan bolgeler olarak direkt saydim.

Ama yine arasindaki oriintiiyti bulamadim.

O, yukarida da ifade ettigi gibi nokta sayisi ile bdlge sayisi arasindaki Sriintiiyii

n-(n+1)

bulamamistir. Her ne kadar 5 noktali durum i¢in seklinde bir formiile ulasmis olsa

da diger durumlari saglamadigindan olsa gerek O, bu formiilii cevap olarak belirtmemistir.
O,’nin yanitinda Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Tiimevarim tiiriinde tahminde
bulunmaya calistig1 goriilmektedir. Ancak herhangi bir genelleme gerceklestirememis ve
dolayisiyla da ispat girisiminde bulunmamustir. Problem ile ilgili goriisme esnasinda

bununla ilgili olarak sunlari ifade etmistir:

A: Dort nokta kag bélge olusturuyor sekiz bolge degil mi?
O,: Evet.

A: Dort noktada sekiz bolge olusuyor. Bes noktada?

O: On alt.

A: Iki noktada iki bélge, iic noktada dort bélge... iki, dort, sekiz, on alti bélge.
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O,: (giiliiyor) Ikinin iisleri... Bes nokta icin dérdiincii iissii, iigiincii iissii, ikinci
ussti... (giiliiyor). Ben sadece sanirim bir onceki (adim) ile iliskilendirmeye
calistim. O yiizden olmadi. Genele baksam oluyormus.
O, adimlan1 sadece bir onceki adimla iliskilendirmeye calistig1 igin biitiinii
goremedigini ve bu nedenle yanitinda herhangi bir formiile ulasamadigini, genelleme
yapamadigini ifade etmistir.

Oz’iin ayn1 probleme verdigi yanit ise asagida verilmistir:

N | L
= P rldo (1) o Hna syarlon Uador v PreQy, vord
y [0
'- ?J;'j% alvpur P Lol Celapnte Laggale- dciye (N-2) degeoel_

Agee agrin ([‘(’-;L F VA gel i

. e
3 ag Q- b [Cg,..;\_-e,.‘\,. vla Uein do \wor M0 Vg he kel adar. M)

F \ .
5y WV Gt ldr-

= DM s een, T

Sekil 4. 62a. O3’iin Daire ve Noktalar problemine verdigi yanit 1

O3 yamtina n noktali durumu diisiinerek baslamistir. Burada &nce n noktali
durumda olusacak dogru sayisini ifade etmistir. Béylece bu dogru parcalariyla daire i¢inde
meydana gelecek olan g¢okgeni diislinme asamasina gegebilmistir. Yapilan goriismede

¢Ozlimiini su sekilde agiklamistir:

A: Bu soruda neler yaptin O3?

Os: Burada mesela ii¢ tane dogru parcasi varsa iicgen olusacak dairede dedim.
Burada kosegen olusmayacak zaten. n kenarli bir ¢okgenin kosegenleri ¢okgeni
n eksi iki iiggensel bolgeye ayirirdr. Burada ii¢gen ti¢ kenarli oldugundan zaten
icinde tek bir bolge olustu. Kenarlarin disinda kalan ii¢ tane de alan var her
kenarla daire arasinda. O zaman n kenarli (¢okgen) igin de dista n tane bolge
olusacak.

A: Dairenin i¢inde ama ¢okgenin disinda degil mi?

Os: Evet. O yiizden n tane nokta varsa n’nin ikili kombinasyonlar: kadar dogru

pargast olusacak. Boyle diisiindiim, n’nin ikili kombinasyonu seklinde. Boyle
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diistindiim. Onlar da ¢okgeni n'nin ikili kombinasyonu eksi iki (tane) ii¢gensel
bolgeye aywrir dedim ama sonra su sekli ¢izince (bes noktali sekil) gelmedi.

A: Bes noktaliya mi uyguladin formiilii?

Os: Evet ama hani formiil bulunca ti¢ tane vermis, dort noktayr denerim, beg

noktaliyr. Genelde boyle yaparim. Besi denedim saglamadi, demek ki yanlis.
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Sekil 4. 62b. O3’iin Daire ve Noktalar problemine verdigi yanit 2

Os’iin yanitinda herhangi bir 6rneklendirmede bulunmadan dogrudan n noktali
duruma gore ¢éziime baslamasi, 6zellestirme basamagini atlamis oldugunu akla getirse de
cevap kagidina bakildiginda problemde verilen 2 noktali ve 3 noktali sekilleri inceledigi
goriilmustiir. Yanitinda sundugu cizimler de soruda anlatilant ve istenileni dogru
anladigmi, Yeterli Ozellestirme yaptigini gostermektedir. Kendisiyle yapilan gériismede
kullanmis oldugu “Burada ii¢gen ii¢ kenarli oldugundan zaten icinde tek bir bélge olustu.
Kenarlarin disinda kalan ii¢ tane de alan var her kenarla daire arasinda. O zaman n
kenarli (¢okgen) icin de dista n tane bolge olusacak.” ifadeleri de formiilii problemin
gorsel gosterimi  odakli bulmaya calistigini, Algiya Dayali Tahmin yaptigim
gostermektedir.

O3 yamtinda ¢okgenin igerisindeki kdsegenlerin olusturdugu alanlar da olacagimi
diistinmiis, o alanlarin sayisini hesaplamaya c¢alismistir. Yanitinin sonunda ise daire
igerisindeki ¢okgenin kenarlar1 ile daire arasinda kalan bolgelerin sayisin1 son degerlere
ilave etmistir. Coziimii sonucunda n’ye bagl ifade edilen bir formiile ulasmig, Sembolik
Genelleme yapmistir. Bu genellemeyi ispatlamaya ¢alisirken ise formiilii “ama hani formiil
bulunca ii¢ tane vermis, dort noktayr denerim, bes noktaliyi. Genelde boyle yaparim. Begi
denedim, saglamadi demek ki yanlis.” ifadesinde de belirttigi iizere dort ve bes noktali
durumlar {izerinde denemis ama dogru olmadigimi bulmustur. Bu nedenle O3’iin bu soruda

Saf Deneycilik tiirtinden ispat yaptig1 sdylenebilir.
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Oy’iin Daire ve Noktalar problemine verdigi yanit asagida sunulmustur:
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Sekil 4. 63. O,’iin Daire ve Noktalar problemine verdigi yanit

O4 yamitinda 4, 5 ve 6 noktali durumlar1 érneklendirmis ancak herhangi bir formiile
ulasamamustir. Cizimler incelendiginde O4’{in Yeterli Ozellestirme yaptig1 goriilmektedir.
Ciinkii soruyu kendi ornekleriyle irdelemis, anlatilan1 ve istenileni ¢dziimiine dogru bir
sekilde aktarabilmigtir. O, yapilan goriismede yamiti ile ilgili olarak su ifadelerde

bulunmustur:

A: Burada yine birkag¢ ornek iizerinden ilerlemeye ¢alismigsin.

Os: Evet 6 noktaliya kadar ugrastim. Bolge sayisi soruldugu icin birazcik
burada yapip saymaya ¢alistim.

A: 4+ 2 + 2 derken?

Oq: Distaki ve icteki olusan bolgeleri saymaya calistim.

A: Anladim.

Os: Burada sanki bir seyler geliyor gibi diisiindiim ama bulamadim (giiliiyor).
Yani mesela burada 4 tane nokta ¢izdigimde 4 tane dista alan gelmis, 5 tane
cizdigimde 5 tane dista alan gelmis, sekilde gormiisiim.

A: Evet. Sanmirim sonra igerisini kendi arasinda par¢alamaya ¢alistin.

Os. Evet su sekilde (4 noktali ornekte ¢okgenin icinde olusan ii¢gensel
bolgeleri gosteriyor) yarist kadar da tiggen olusuyor seklinde diistindiim.

O, bolgeleri icteki (¢okgenin icindeki) ve distaki (cokgenin disinda ama dairenin
icinde kalan) bolgeler olarak ayirmis, yanitinda bu bolgelerin sayisini ayr1 ayri belirtmistir.
Aslinda ortak bazi 6zellikleri de gérmeye baslamis olmasina ragmen (6rn. dista kenar

sayis1 kadar bolge olustugu gibi) devaminda icte kalan bolgeleri de kendi arasinda
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ayirmaya c¢alismis ancak bir formiile ulasamamigtir. Kendisiyle yapilan goriismede ise

formiilii bulamamastyla ilgili olarak sunlar1 belirtmistir:

A: Bunlar daha oncesinden ¢ok karsilastiginiz soru tipleri degil sanirim.

Os. Evet ozellikle ispat karsilastigim bir sey degil kesinlikle yani surada n
verine bir sayi verilse o daha kolay ama ispata girince hani bizim sinav
sistemimizden dolayr birazcik da bu sekilde olunca zorlandim.

A: O tiirden sorular olsa...

Oq: O tiirden sorular olsa yani say: verip de cevabi istense basit olurdu. Yani
formiil bulmak gibi ispat yapmak olunca daha zor oluyor. Ciinkii bu alisik
olmadigimiz bir durum. Yani sinavi test odakli diisiindiigiimiiz icin direk hani
formiil bulma degil de formiilii yerine yazma odakliyiz.

Oy soruyu ¢dzememe nedeni olarak smav sistemini ve soruda herhangi bir deger
degil de formiil ve ispat istenmis olmasini gostermistir. Hem ¢Oziim hem de
gercgeklestirilen goriisme incelendiginde O4’iin “Distaki ve icteki olusan bolgeleri saymaya
calisim” ifadesiyle belirttigi gibi formiilii ¢izimleri yoluyla, Algiya Dayali Tahmin
tiiriinden bir tahminle bulmaya calistig1 sdylenebilir. Ancak bunda basarili olamamais, bir
genelleme ve ispat ger¢eklestirmemistir.

Os’in Daire ve Noktalar problemi ile ilgili yamit: asagida verilmistir;
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Sekil 4. 64. Os’in Daire ve Noktalar problemine verdigi yanit

Os yanitinda 4 ve 5 noktali durumlar1 drneklendirmis, bu 6rneklere yonelik gizimler
yapmustir. Cizimler incelendiginde Os’in soruda anlatilani ve istenileni dogru anladigi,
Yeterli Ozellestirme yaptig1 goriilmektedir. Yapilan goriismede ¢dziimiinii su sekilde ifade

etmistir:

A: Bu soruda nas:! diisiindiin Os?
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Os: Burada once bir daire cizdim. Icine bir dortgen olusturdum. Sonra bu
disinda kalan bélgeler, dortgen olusturdugum igin dort tane. Sonra besgen
olusturdum. Tekrar saydim (dista kalan bélge) bes tane oldu. Sonra n dedim. n
tane olunca (dista kalan bélge) n tane olacak.

A: Evet.

Os: Sonra besgenin icinde de késegenleri olusturdum. Kosegenlerin iceride

n-(n—2)
2

dedim.

olusturdugu bélge sayisi igin de

A: Bu daha onceden bildigin bir formiil miiydii?
Os: Evet. Ashinda formiilii tam hatirlamiyorum ama (giiliiyor) dortgeni gizerek

oradan tiirettim. Yani oyle gittim.

Os yaptig1 gizimlerde bolgeleri igerideki ve disaridaki bolgeler olarak ayirmus,
cokgenin disinda ve iginde olusacak olan bolgelere odaklanmistir. Bu nedenle Algiya
Dayali Tahmin yaptig1 soylenebilir. Sonra cokgenin iginde, kdsegenler ile olusturulan
bolge sayisin1 veren formiilii hatirlamis ve onu kullanmistir. Yanitinin sonunda ¢oziim ile
uyumlu olarak Sembolik Genelleme’ye ulagmistir. Bu genellemeyi ise 6zellikle 4 ve 5
noktali durumlar {izerinde elde ettigi sayisal degerler yoluyla gergeklestirmeye calismistir.

Dolayisiyla Kritik Deney tiiriinden ispat yaptigi sdylenebilir.

Og’mun 7. problem olan Daire ve Noktalar problemine verdigi yanit ise asagidadur:

Sekil 4. 65. Og’nin Daire ve Noktalar problemine verdigi yanit

Os yanitinda 4 ve 5 noktali 6rneklendirmelerde bulunmus ancak soruda mevcut
olan “her nokta ikilisini dogru parcalariyla birlestirin.” seklindeki yoOnergeyi
uygulamamus, ¢izimlerinde bu kismi eksik birakmistir. Bu nedenle Og’nin yanitinda Kismi
(Eksik) Ozellestirme yaptig1 sdylenebilir. Yapilan goriismede yanitiyla ilgili olarak sunlari

ifade etmistir:

A: Bu soruda nasi! diisiindiin Og?
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Ogs: Bu soruda sey ben ikinci adimdan sonra bir adim daha ilerlettim. Dért
nokta aldim, birlestirdim bir dortgen olustu. Sonra bes bolgeye ayrildi.

A: Bes noktayi da diistindiin herhalde.

Os: Evet bes noktayr da diisiindiim. Alti bolgeye ayrildi ama matematiksel
olarak ispatlayamadim bunu ben.

A: Peki yontemin dogrulugundan emin miydin?

Os: Dogrulugundan cok da emin degildim. Ciinkii yaptikca bélgeler olusmaya
devam edecek diizenli de gitmiyor zaten. Cikan bélge sayilari arasinda bir
iliski kuramadim. O yiizden de ispatlayamadim.

A: Formiil igin n + 1 diyebilir miydik burada?

Os: n+ 1 yani diyemezdik ¢iinkii ilkinde iki nokta var ve iki bélge var.
Saglamyor. Zaten o yiizden siiphelenmeye baslamistim hani onu (n + 1)

diistindiim ama ilk adimda iki noktada iki bolge olustugu icin 6yle olmamali

dedim.

Og’nin yamitinda formiile yonelik ayr1 ayr1 4 ve 5 noktali drnekler vermesi ve bu

ispat yapmamigtir.

O;’nin Daire ve Noktalar problemi ile ilgili yanit1 asagida verilmistir:
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Sekil 4. 66. O7’nin Daire ve Noktalar problemine verdigi yanit

ornekler iizerinde herhangi bir irdeleme yapmadan sadece sayisal degerleri hesaplamig
olmasi, Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Timevarim tirtinden tahminde

bulunmaya ¢alistigini géstermektedir. Yanitinin sonunda ise soruyla ilgili bir genelleme ve

O; Daire ve Noktalar problemi ile ilgili yanitinda 4, 5, 6 ve 7 noktali drnekleri

cizmistir. Ayni sayida noktali durumlar i¢in farkli farkli ¢izimler yapmis ancak nokta sayisi
ile bolge sayilar1 arasinda herhangi bir iliskiye ulasamamistir. Cizimler incelendiginde

O7’nin Yeterli Ozellestirme yaptigi goriilmektedir. Ancak bu 6rneklerden elde ettigi
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bulgulart sayilara ¢evirmemis ve herhangi bir formiil ifade etmeden ¢oziimii birakmus,
kendisiyle yapilan goriismede problemle ilgili olarak “onu da yapamadim” demistir.

O7’nin  yanitinda ¢izimleri yoluyla birbirinden farkli 6rnekleri inceledigi
goriilmektedir. Dolayisiyla O7’nin Sonlu Sayida Ayrik Durumdan Empirik Tiimevarim
tiriinden bir tahminde bulunmaya galistig1 soylenebilir. Ancak herhangi bir genellemeye
varamamis ve ispat gerceklestirmemistir.

Og’in ayn1 probleme verdigi yamit ise asagidadir:
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Sekil 4. 67. Og’in Daire ve Noktalar problemine verdigi yanit

Og yanitinda cizerek gosterdigi Ornekler iizerinde sirasiyla 2, 3 ve 4 noktali
durumlarda olusacak bolge sayilarini bulmustur. Cizimler incelendiginde yine soruda
mevcut olan “her nokta ikilisini dogru parc¢alariyla birlestirin. “seklindeki yonergenin
uygulanmamis, ¢izimlerde bu kismin eksik birakilmis oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla
Kismi (Eksik) Ozellestirme s6z konusudur.Og yapilan goriismede ¢oziimiinii su sekilde

ifade etmistir:

A: Bu soruda nasil diisiindiin Og?
Os: Burada da dikdortgen sorusundaki gibi x tane dogru x + 1 bélgeye ayirir
dedim en az.

A: Orneklerde de bunu demissin, 3 dogru 4 bolgeye ayirir...
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Os: Onlar direkt ¢izdigim icin béyle oldu. Sonra 4 dogru 5 bélgeye ayirmis. O
yiizden once n tane noktanin kag dogru belirttigine bakariz dedim.

A: Neden?

Os: Ciinkii bolge sayist dogru sayisiyla alakali. Ciinkii kendisi (dogru sayisi)
kadar bolge disarida birakiyor. Sonra da bunlar: topladim.

A: Ama verdigin su ornek (4 noktali durum) bununla ¢elisiyor degil mi?

Os: Evet (giiliiyor) kendimle celismisim orada baya.

Os her ne kadar Kismi (Eksik) Ozellestirme yapmus olsa da sonugta soruyla ilgili,
yanitiyla tutarli bir formiile ulasmis, Sembolik Genelleme yapmistir. Og formiilii
olustururken sorunun gorsel ¢izimine bakmis, bolgeleri disaridakiler ve igeridekiler olarak
ikiye ayirmustir. Bu nedenle Algiya Dayali Tahmin tiirinden tahminde bulundugu ifade
edilebilir. Formiiliin ispatinda ise sadece 6zel bir durumu, 5 noktali durumu ele almis ve bu
ornekte formiil saglandig1 i¢in formiiliin dogru oldugunu diisiinmiistiir. Bu nedenle Og’in
Kritik Deney tiiriinden ispat yaptig1 s0ylenebilir.

Og’un Daire ve Noktalar problemi ile ilgili yanit1 asagida verilmistir:
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Sekil 4. 68. Og’un Daire ve Noktalar problemine verdigi yanit

Og yanmitinda 4, 5, 6 ve 7 noktali durumlar1 ayr1 ayri cizerek &rnek vermistir.
Cizimler incelendiginde soruda anlatilan ve istenileni dogru anladigi, Yeterli Ozellestirme
yaptig1 goriilmektedir. Bu c¢izimlerde bolgeleri icteki ve distaki bolgeler olarak ikiye
ayirmis, hesaplamalarda ise bu degerleri birbirleri ile toplamistir. Problem ile ilgili yanitim

su sekilde ifade etmistir:
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A: Bu problemde nasi! diisiindiin Og?

Oq: Burada bir formiil vardi geometride gormiistiik. n kenarli bir ¢okgeni
kosegenleri kag bolgeye ayirir seklinde... Bunun bir formiilii vardi ama ben
onu yine hatirlayamadim. Onu ¢ikarmaya ¢alistim.

A: Anladim.

Oq: Ciinkii sanki cokgenleri kosegenleri... Iste su formiilii bulsaydim dairenin
de kag bolgeye ayrilacagint bulacaktim ¢iinkii burada mesela 2, 4, 5 (sayiyor)
nokta oldugunda su kenarlar: yine bes noktaya ayriliyordu.

A: Bes bolgeye.

Oq: Evet bes bolgeye. Sey besgeni kosegenleri ka¢ bélgeye ayirir onu
bulabilseydim oradan formiil gelebilirdi.

A: Burada baya ornek vermissin.

Oq: Evet baya ugrastim ciinkii formiilii hatirlamaya calistim.

A: Ornekler iizerinden mi?

Oq: Evet sekil iizerinden.

Oy yamtinda problem ile ilgili bir dzelligi fark etme amaciyla degil de unutmus
oldugu bir formiilii hatirlamak i¢in 6rnekler vermistir. Her ne kadar soruya verilen yanitta
bir formiile ulasamamis olsa da Og’un yaniti incelendiginde, genel olarak cizimlerde icte
ve dista olusan bolge sayilarina odaklanmasi nedeniyle Algiya Dayali Tahmin ile formiile
ulagmaya calistigi sOylenebilir. Ancak yanitinin sonunuda bir formiile ulagamamus,
herhangi bir genelleme ve ispat yapmamustir.

Daire ve Noktalar problemine verilen yanitlar 6grenci basari diizeylerine gore
Ozellestirme, tahmin, ispat ve genelleme seviyeleri agisindan incelendiginde ise Tablo 4.
7.”de gorildiigl gibi bir durumla karsilagiimigtir.

Tablo 4. 7. incelendiginde iki 6grencinin (O ve Og) Kismi (Eksik) Ozellestirme,
diger 6grencilerin tiimiiniin Yeterli Ozellestirme yaptiklar1 goriilmektedir.

Yanitlar tahmin basamag1 agisindan incelendiginde bes 6grencinin (O3, O, Os, Og
ve Og) Algrya Dayali Tahmin yaptig1, diger dgrencilerin tamaminin ise Sonlu Sayida Ayrik

Durumlardan Empirik Tiimevarim tiiriinden tahminde bulundugu goriilmektedir.
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Tablo 4. 7. Daire ve Noktalar problemine verilen yanitlarin genel incelenisi

Ogrenci
Ogrenci | Ozellestirme Tahmin .
Basan o o ispat Tiiri | Genelleme Tiirii
Diizeyi Kodu Tirtl Tirt
i Sonlu Sayida Ayrik
O veen D | (j] E y' ik | SafD ilik Aritmetik
e : urumlaraan Empiri ar beneyclll
Ozellestirme Genelleme
Timevarim
Yeterli Sonlu Sayida Ayrik
lyi 0, Ozellestirme | Durumlardan Empirik Yok Yok
Tiimevarim
Os veen Al Dayali Tahmi Saf D ilik Sembolik
s : 1ya Dayali Tahmin af Deneycili
Ozellestirme gtya Lay Genelleme
. Yeterli
O4 Ozellestirme Algiya Dayali Tahmin Yok Yok
Os veen Al Dayali Tahmi Kritik D Sembolik
s : 1ya Dayali Tahmin ritik Deney
Orta Ozellestirme grya Lay Genelleme
Kismi Sonlu Sayida Ayrik
Oe (Eksik) Durumlardan Empirik Yok Yok
Ozellestirme Tiimevarim
Yeterli Sonlu Sayida Ayrik
07 Ozellestirme Durumlardan Empirik Yok Yok
Tiimevarim
Kismi sembolik
- ) empoll
Diisiik Os (Eksik) Algiya Dayali Tahmin | Kritik Deney
. Genelleme
Ozellestirme
. Yeterli
Oy Ozellestirme Algiya Dayali Tahmin Yok Yok

Daire ve Noktalar probleminde bes &grenci (Oz, Os, Os, O7 ve Q) ispat ve
genelleme yapmamustir. Ispat basamaginda basarili olmus 6grencilerden ikisi (O1 ve Os)
Saf Deneycilik, diger iki 6grenci ise (Os ve Og) Kritik Deney tiiriinden ispat yapmistir.
Genellemeye ulasan 6grencilerin biri (O;) Aritmetik Genelleme yapmus, diger dgrenciler

ise Sembolik Genelleme gerceklestirmistir. Herhangi bir genelleme ve ispat sunamamis
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ogrencilerin, yanitlarinda Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Tiimevarim tiiriinden
tahmini daha ¢ok kullandiklar1 goriilmektedir.
Ogrencilerin 8. problem olan Desen problemi ile ilgili yanitlarma iliskin bulgular

asagida verilmistir:
4.8. Desen Problemine Iliskin Bulgular

DESEN

Asagndaki Sriintiide goriildiigii gibi kiigiik

kavalerden lire sekiimds daka Haylk bir )
vap: olusturulmaktadwr. Kullanian turkuaz
kare sayis: nedir?

Yapacajnmz etkinlikler sonunda bu soruya cevap bulacaksmz. Bunun igin ilk olarak

asagada verilen soruyu dikkatlice okuyunuz.

- w OHE R

1. Adm 2. Adim 3. Adim 4. Adim n. Adim

Yukaridaki modellere gére n. adunda olugan vapida kullanilan turkuaz kare sayisi degen
nedir? Bunu formiille ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formiulid nasid dogrularsmiz

(ispatlarsmiz) agiklaymiz.
Sekil 4. 69. Desen Problemi

[lk olarak O;’in yamiti incelenmistir. O;’e ait bulgular asagidaki gibidir:
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Sekil 4. 70. O;’in Desen problemine verdigi yanit

O; yamtinda 1., 2., 3., 4. ve 5. adimda olusan turkuaz kare sayilarmi hesaplayarak
¢Ozlime baslamistir. Sonrasinda elde ettigi verilere gore n. adimda olusacak olan turkuaz
kare sayisini bulmustur. O;’in soruda anlatilami ve istenileni dogru olarak yanitina
aktardig1, Yeterli Ozellestirme yaptign goriilmektedir. Kendisiyle yapilan goriismede ise

¢Ozlimiinii su sekilde ifade etmistir:

Oi: Burada direkt sayilara bakarak gittim. Artis miktarina baktim.

A: Besinci adima sen genellemissin herhalde ama 5. adimi ¢izmemissin
burada. Boyle gidiyorsa 5. adimda da boyle oluyor mudur dedin?

O:1: Evet. Baginti olarak gittigini, 4 - (n — 1) olarak gittigini anladim.

O1 problemde verilen gorseller iizerinde, dogru her bir asamada merkezdeki
kareden disariya olusan kare sayilarini bulmus ve buna bagl ¢oziim gerceklestirmistir.
Dolayisiyla Algiya Dayali Tahmin tiiriinden tahminde bulunmustur. Formiilii n’ye bagl bir
ifade seklinde gostermis, Sembolik Genelleme yapmistir. Formiilii olustururken ilk 5
adimiincelemis ve direkt niimerik iliskilere odaklanmistir. Bu nedenle Saf Deneycilik

tiiriinden ispat gergeklestirdigi sdylenebilir.
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O,’nin ayn1 probleme verdigi yanit ise asagida gdsterilmistir:
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Sekil 4. 71a. O, nin Desen problemine verdigi yanit 1

O, de 6nce 1., 2., 3., 4. ve 5. adimdaki turkuaz kare sayilarini hesaplayarak yanitina
baslamistir. Coziimden anlasilacag lizere O, her bir adimda, nceki adima disaridan bir kat
kare daha eklendigini diistinmiis, o nedenle 2. adimdaki turkuaz kare sayisim 1 (1.
adimdaki turkuaz kare sayisi) +4 (1. adimdaki karenin etrafina bir kat kare eklenmesi
sonucu sekle ilave edilecek olan turkuaz kare sayisi) seklinde gdstermistir. Benzer yolla 3.
adimdaki turkuaz kare sayisin1 5 + 8 seklinde, 4. adimdaki turkuaz kare sayisin1 13 + 12
seklinde, 5. adimdaki turkuaz kare sayisini ise 25 + 16 seklinde ifade etmistir. Sonrasinda

bu gosterimi degistirmis ve formiilii asagidaki gibi elde etmistir:

5. lecll s
Gl 62+ -2).2
Qr”-ve st -_—7 S J kenerhs
Ul+ L +5 =%l

1 oadim { tare —= /I-:::'_"Jp-.-. {
adim  Tlare — 25 (% 5
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B adipn 12 kore = 372
L. adimn 2T kare — G*+3%
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Sekil 4. 71b. O,’nin Desen problemine verdigi yanit 2

Yanit1 incelendiginde O,’nin 6. adima kadar 6rneklendirmelerde bulundugu ve her
durumda olusan turkuaz kare sayiSin1 hesapladigi, soruyu anladig ve istenileni tam olarak
buldugu, Yeterli Ozellestirme yaptig: goriilmektedir. O, yapilan gériismede ¢dziimiinii su

sekilde agiklamistir:
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A: Burada da giizel ¢éziimleme yapmigsin. Ikinci adimda ikinin karesi arti birin
karesi, sonra ikinin karesi arti tictin karesi...

O,: Evet.

A: Boyle oldugu hemen kafanda sekillenmis miydi?

O,: Evet yani iiciinciiye kadar kiiciik sayilar oldugu icin denk getirmistim sonra
bunu saglyorsa...

A: Besinci adimi da olusturur seklinde mi diisiindiin?

O,: Evet.

O, drneklemini 6. adima kadar genisletmistir. Bu drneklerde herhangi bir agiklama
yapmamis, sayisal degerler {izerinde yorumlamalarda bulunmustur. Bu nedenle Sonlu
Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Tiimevarim tiirlinde tahmin yaptigi soylenebilir.
Coziim n’ye baglh ifade edilmis olan bir formiil ile neticelenmis ve Sembolik Genelleme
yapilmistir. Formiil olusturulurken 6rnekler niimerik agidan degerlendirilmis ve ¢ok sayida
ornek kullanilmistir. Dolayistyla O, nin Saf Deneycilik tiiriinden ispat yaptig1 sdylenebilir.

Sekil 4. 72a.’da goriildiigii gibi O3 de O’ye benzer sekilde ilk 4 adimdaki turkuaz
kare sayilarmi hesaplayarak ¢oziime baglamigtir. Yanitinda kullandigi ifadeler soruda
anlatilan1 ve istenileni dogru anladigimi gdstermektedir. Dolayisiyla Yeterli Ozellestirme

s6z konusudur. O3’iin 8. probleme verdigi yanit asagida verilmistir:

- oM OEE

(3 11

1 Adim 2. Adim 3. Adim 4'. Adim ri. Adim

P

Sekil 4. 72a. O3’iin Desen problemine verdigi yanit 1

O3 yanitinin devaminda sekilleri parcalamaya baslamus, kareleri merkez kareler ile
onlarin yukar1 ve asagisinda olan kareler seklinde ayr1 ayr diisiinmiistiir. Ornegin 2.
adimda, merkez kare olarak adlandirdig: ortadaki karenin yukaridan ve asagidan 2 kareye

acildigini su sekilde ifade etmistir:
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Sekil 4. 72b. Og’iin Desen problemine verdigi yanit 2

Ancak bu yolla ¢oziime devam etmemis ve asagida goriildiigli lizere yontemini

degistirerek adimlar1 temsil eden sekillere daha biitlinciil bakmaya baslamistir:
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Sekil 4. 72¢. O3’iin Desen problemine verdigi yanit 3

Yanitinin bu kisminda O3 her adimdaki karelerin kenar uzunluklarini bulmus, kenar
uzunluklarinin her defasinda tek say1 oldugunu farketmistir. O3 goriismede yanitini su

sekilde aciklamustir:

A: Burada nasil diisiindiin O3?

Os: Ben ilk sekle bakarak birinci adimda karenin bir kenarimin bir birim
oldugunu gordiim. Ikinci adimda ii¢ birim. Uciincii adimda bes birim,
dordiincii adimda yedi birim oldugunu gérdiim. Dolayisiyla n. adimdaki bir

karenin kenarinda bulunan (birim) kare sayisinmin 2 - n — 1 oldugunu gérdiim.

151



A: Evet.

Os: Dolayisiyla (n. adimda) toplam 2-n—1 ¢carpt 2-n—1 tane kare
oldugunu gordiim ve su (sekillerde) ortadaki kare hep dolu (turkuaz) oldugu
icin... Hani neredeyse kare sayilart hep esit olacak, dolular (turkuaz kareler)
ile bos karelerin sayisi... ama ortadaki kare hep dolu oldugu icin demek ki
dolu sayisi bostan bir fazladir diye diisiindiim. Dolayistyla bos kare sayist x ise
dolu (turkuaz) kare sayist x + 1 olmall.

A: Evet.

Os: Dolayisiyla simdi biz bu ikisinin (turkuaz ve beyaz renkte kareler sayisi)
toplamina bir ekleyip ikiye bolersek dolu kare sayisini buluruz diye diistindiim.
O yiizden toplamlarina bir ekleyip (sonucu) ikiye boldiim, dolu kare sayisini
buldum.

A:2-n—1¢arp1 2-n — 1 tek say1 olacagi i¢in mi oyle yaptin?

Os: Evet. Dolu sayisi bir fazla oldugu icin bir ekledim ki kiigiik sayt x, biiyiik
say1 x + 1 ise bir eklersek kiigiik de x + 1 olacak biiyiik de.

A: Bu problemde ¢ok zorlanmadin herhalde.

Os: Yok. Seyi yazdiktan sonra (kare kenarlarindaki birim kare sayisi) birinci
adimda bir birim, ikinci adimda ii¢ birim, genel formiilii buluyoruz. Sonrasi
basit zaten, gormek lazim yani...

A: Neyi gormek?

Os: Ortadakinin dolu oldugunu. Gerisi basit.

O3 problemde verilmis olan sekillere bakmus, ortak bir dzelligi “ortadakinin dolu
oldugunu”, her adimda merkezdeki karenin turkuaz renkte oldugunu ve turkuaz kare
sayisinin bos kare sayisindan daima bir fazla oldugunu fark etmis, formiilii olustururken
Algiya Dayali Tahmin yapmistir. Bu 6zelligi fark ettikten sonra da her bir sekilde olusacak
olan toplam kare sayisini diisiinerek mevcut olan turkuaz kare sayisini hesaplama yoluna
gitmistir. Formiilii n’ye bagli olarak belirtmis ve Sembolik Genelleme gergeklestirmistir.
Genellemeye sekiller arasinda ortak bir 6zellik fark ederek belirli bir mantiksal

aciklamayla ulastig1 icin bu soruda Os’iin Genel Ornek tiiriinden ispat yaptig1 sdylenebilir.
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Oy’iin Desen problemi ile ilgili yanit: asagida verilmistir:
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Sekil 4. 73a. O4’iin Desen problemine verdigi yanit 1

Oy yanitina sekillerdeki turkuaz kare sayilarini sayarak baglamis, 6rnekleri 5. adima
kadar incelemistir. Ayrica adimlar arasinda, turkuaz kare sayilarinda meydana gelen artisa
dikkat etmis ve her defasinda n adim sayisini gostermek tizere turkuaz kare sayisinin
4-(n—1) degerinde arttigini tespit etmistir. Yanitinda ifade ettigi degerler, soruda
anlatilan1 ve istenileni dogru olarak anladigimi, Yeterli Ozellestirme yaptigin

gostermektedir. Yapilan gériismede O, ¢oziimiinii su sekilde agiklamistir:

A: Bu soruda nasil diistindiin O4?

O Burada her adimda olusan turkuaz kare sayisini bulmaya calistim.

A: Ayrt ayri mi?

O.: Evet. Ilkinde bir tane turkuaz kare var dedim. 5, 13, 25 seklinde gidiyor.
Burada 1’e 4 eklenmis (ikinci adimda), 5’e 8 eklenmis (ii¢tincii adimda), 13’e
12 eklenmis (dordiincii adimda), (besinci adimda bir onceki adima) 16
eklenmig diye oriintiiyii bulup oradan 4 - (n — 1) yani 4. adim i¢in mesela dort

eksi bir tig, ii¢ kere dort, oniki seklinde kag¢ eklendigini buldum.

Ancak O4 daha sonra bu ¢oziim yolundan vazgegmis ve sadece 4. adimi
incelemistir. Bu adimda yukaridan asagiya dogru turkuaz kare sayilarini saymis, bu sayilar

arasinda bir diizen fark etmis ve buna gore formiilii su sekilde olusturmustur:
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Sekil 4. 73b. O4’iin Desen problemine verdigi yanit 2
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O, yanitiin bu kisminda 4. adimda her bir satirda olusan turkuaz kare sayisini
saymis, sayilarin dizilisinde bir orlintii tespit etmis ve bu Orlintiiye gore n. adimda yer
alacak olan sayisal ifadeleri n degiskeni tiiriinden belirtmistir. Formiilii bulurken sadece 4.
adimi1 gosteren sekil iizerinde yukaridan asagiya dogru her bir satirda olusan kare sayilarini
bulmus, Algiya Dayali Tahmin tiiriinden tahmin ve Sembolik Genelleme yapmuistir.
Genellemeye ulasirken spesifik bir durumu (4. adim) inceleyip baska herhangi bir
orneklendirmeye gitmeden buradaki durumun diger durumlarda da gecgerli olacagim
diisiindiigii igin Oy {in ispat tiiriiniin Kritik Deneycilik oldugu sdylenebilir.

Os’in ayn1 soruya verdigi yanit asagida verilmistir:
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Sekil 4. 74. Os’in Desen problemine verdigi yanit

Os yamtinda 3. ve 4. adimlardaki turkuaz kare sayilarimi hesaplayarak ¢oziime
baslamistir. ifade ettigi ¢oziim, soruda anlatilan1 ve istenileni dogru olarak anladign,
Yeterli Ozellestirme yaptigin1 gdstermektedir. 3. ve 4. adimlardaki turkuaz kare sayilarini
ayrt ayr1 ¢Ozlimlediginde ise bir Oriintiiye ulasmis ve sonrasinda bunu n. adima

genellemistir. Yapilan goriismede ¢oziimiinii su sekilde ifade etmistir:

A: Bu soruda nasil diisiindiin Os?

Os: Ben iiciincii adimla dordiincii adima baktim. Uciincii adimda ii¢ tane
turkuazli (karenin en iist kenari) sonra iki tane turkuazl (listten iKinci satir)
kare geliyor.

A: Evet.

Os: Bunlari bu sekilde topladigimda (karedeki tiim turkuaz kare sayisi) ii¢
carpt ti¢ arty iki ¢carpt iki geliyor. Sonra dortliiye baktim (dordiincii adim). Dért
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tane dortlii, ti¢ tane ticlii (turkuaz kare sayisi) geldi. Bunlari topladigimda dort
carpt dort arty ii¢ ¢arpi ti¢ geldi.

A: Buradan bir ériintiiye mi vardin?

Os: Evet. Sonra n. adimda da n carpt n arti n eksi bir carpt n eksi bir (n-n +

(n—1) - (n — 1)) tane turkuaz kare olur.

Os formiilii olustururken 3. ve 4. adimlarda yine yukaridan asagiya dogru herbir
satirda olusan kare sayilarin1 bulmus, burada elde ettigi sayisal degerler lizerinden Algiya
Dayali Tahmin tiirlinde tahminde bulunmustur. Coziim sonunda Sembolik Genelleme
mevcuttur. Bu genellemeye ise baska herhangi bir 6rneklendirmeye gitmeden sadece 6zel
iki durum (3. ve 4.adim) inceleyerek ulastigi ve buradaki durumun diger durumlarda da
gecerli olacagini diisiindiigii icin Os’in ispat tiiriiniin Kritik Deneycilik oldugu sdylenebilir.

Os’muin Desen problemi ile ilgili yanit1 asagida verilmistir:

fF . Adim 2. Adim 3. Adim 4.-Ad|m n. Adim

Sekil 4. 75a. Og’nin Desen problemine verdigi yanit 1

Os ilk 4 adimda bulunan turkuaz kare sayilarmni saymis ve buna bagh bir ¢6ziim
gerceklestirmistir. Verdigi degerler soruda anlatilan1 ve istenileni dogru olarak anladigini,
Yeterli Ozellestirme yaptigim gostermektedir. Kendisiyle yapilan goriismede ¢dziimiinii su

sekilde agiklamistir:

A: Bu soruda nasi! diisiindiin Og?

Oe: Simdi adimlardaki turkuaz kare sayilarini saydim énce onlart yazdim. 1, 5,
13 diye devam ediyor. Sonra bu sayilar arasinda nasil bir iliski olabilir diye
diistindiim.

A: Sonra ne yaptin?

Oe: Sonra bircok sey geliyor insanin aklina.

A: Ne geldi?

Os: Neyin karesiyle neyin karesi diye geldi. Ondan sonra da en sonunda

bunlarmm adimin bir onceki adimin karesi arti o adimin karelerinin toplami
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oldugunu gérdiim. Yani birinci adimda ilk adim olmadigi (kendisinden dnce
adim olmadigy) igin sifir arti kendisinin (1) karesi bir, ikinci adimda kendinden
onceki 1’in karesi arti kendisinin (adim numarasi) karesi dort, bes yapti,
tictincii adim 13 bu sekilde gidiyor. Sonra formullestirince de (n — 1) ’in karesi

arti n?, o sekilde gidiyor. Oradan da formiil 2 - n* — 2 - n + 1 geldi.

Os yapilan goriismede formiilii énce “bir onceki adimin karesi arti o adimin
karelerinin toplami” seklinde diisiindiigiinii ifade etmistir. Dolayisiyla Og’nin 6nce
Baglamsal Genelleme gergeklestirdigi sdylenebilir. Og’nin aklma formiil ile ilgili olarak
hemen “neyin karesiyle neyin karesi” seklinde bir ifadenin gelmis olmasi dikkat
¢ekmektedir. Soruda kareler ile ugrasiliyor olmasi veya 1, 5, 13, 25 gibi hem asal hem de
asal olmayan, farkli tiirden sayilarin bir arada olmasi bu duruma neden olmus olabilir.

Os yanitinin devaminda ilk dért adimdaki turkuaz kare sayilarini matematiksel
olarak ¢oziimlemis ve goriismede ifade ettigi lizere karelerin toplami seklinde gostermistir.
Os yanitinda 4 farkli durumu inceleyerek ¢oziime ulasmistir. Ik dort adimda mevcut olan
turkuaz kare sayilart yoluyla formiili Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik
Timevarim tiirinden tahminle elde ettigi goriilmektedir. Her ne kadar baslangicta

Baglamsal Genelleme yapmis olsa da asagida goriildiigii tizere yanitinin sonunda Sembolik
Genelleme ile formiile ulagmistir:
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Sekil 4. 75b. Og’nin Desen problemine verdigi yanit 2
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Os bu genellemeyi ise mantiksal veya sorunun bilesenleri arasindaki iliskiler odakli
bir aciklama yapmadan direkt sayisal ifadeler arasindaki benzerliklere bagli yapmustir.
Dolayisiyla Og’nin yanitinda yer alan ispat tiiriiniin Saf Deneycilik oldugu sdylenebilir.

O7’nin 8. problem ile ilgili yanit1 asagida verilmistir:

R s Telo
o - :
> Y =
&

Sekil 4. 76a. O;’nin Desen problemine verdigi yanit 1

O7 6nce 1. ve 2. adimda bulunan bos (beyaz) ve dolu (turkuaz renkli) kare sayilarimi

incelemistir. Bu durumu su sekilde ifade etmistir:

A: Bu soruda nasil diistindiin?

O+ Bunda da bir sey yapamadim (giiliiyor).

A: Burada kareleri bos ve dolu olarak ayirmissin.

O+: Evet ben oyle ilerlemeye ¢alismistim. Ama oradan bir sey gelmemisti.

O7 yanitiin devaminda ¢6ziim yontemini degistirmistir:
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Sekil 4. 76b. O;’nin Desen problemine verdigi yanit 2

O; ikinci ¢oziim denemesinde Orneklemini 5. adima kadar genisletmis ve her
adimda olusan turkuaz kare sayilari ile adimlar arasinda turkuaz kare sayilarinda meydana

gelen artis1 hesaplamistir. Yapilan goriismede bununla ilgili olarak sunlar ifade etmistir:

O;: Ashinda sey diye diisiinmiistiim. Mesela 3. adimda (2. adimda olusan

karelerin) yamna iicer tane ekleniyor su sekilde (2.adimdaki seklin etrafina
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ilave edilen kareleri gosteriyor).Ama formiile dékemedim. 4. adimda mesela (3.
adimdaki karelerin) yanina yine dort tane geliyor.
A: Yanlardan degil mi?

O;. Evet. 5. adimda bes tane gelecek, 6. adimda alti tane siirekli... Ama

Sformiiliize edemedim.

O7 elde ettigi bulgular1 formiile doniistirememis olmasina ragmen yanitinda yer
alan c¢izimler ve verdigi ornekler, soruda Yeterli Ozellestirme yaptigini gdstermektedir.
Burada her adimda olusan turkuaz kare sayilarini ayr1 ayri hesaplamis ancak bu sayilarla
ilgili herhangi bir agiklama yapmamustir. Dolayisiyla O;’nin formiilii Sonlu Sayida Ayrik
Durumlardan Empirik Tiimevarim tiirlinden tahminle elde etmeye ¢alistig1 ifade edilebilir.
Ancak bunda basarili olamamuisg, herhangi bir genelleme ve ispat ortaya koyamamustir.

Og’in Desen problemine verdigi yanit ise asagida verilmistir:

= =0 =lels

4 2T _y 5 2
T _Adim 2. Adim 3. Adim

Nn. Adim

Sekil 4. 77a. Og’in Desen problemine verdigi yanit 1

Og yanitinda 6nce 4 adimi incelemis ve her bir adimdaki turkuaz kare sayisini,
toplam kare sayisindan beyaz karelerin cikarilis1 seklinde ifade etmistir. Burada Og’in
soruya biitiinciil yaklastigi sdylenebilir. Ozellestirme agisindan soruda anlatilan1 ve
istenileni dogru olarak anladigi, Yeterli Ozellestirme yaptif1 goriilmektedir. Kendisiyle

yapilan goriismede yanitini su sekilde ifade etmistir:

A: Bu soruda nasil diistindiin?
Os: Kareleri hesapladim. Sonra toplam kare sayisindan ne kadar ¢ikardigima

baktim.

Og yanitinin devaminda elde ettigi bu degerleri alt alta toplamis ve asagida
goriildiigii gibi kenardaki birim kare sayist n olmak {izere, her bir adimdaki toplam kare

sayisinin (2 * n — 1)? seklinde arttigini (devam ettigini) belirtmistir:

158



"~ ~ ¥ 2

2 A — -\ 5 =T
4 — A - O o At
a .2 — (9n — 4) zectincle etif
3 551—__ A2 (S).‘.‘.,("""‘QL,’Q;"\"_“? -
L= =2 2t & | = 4 &
Bt A | TR Sk

Sekil 4. 77b. Og’in Desen problemine verdigi yanit 2

Osg yapilan goriismede probleme verdigi yamitin bu kisminda yaptiklari ile ilgili

olarak su ifadelerde bulunmustur:

Os: Sonra alt alta topladim. 1°in Karesi, 3’iin karesi falan geldi buradan.(2n —
1’in karesi olarak artiyor dedim.

A: Oradan sonuca ulasmak biraz zor mu oldu?

Os: Evet zaten burada da soru isareti yaptim (giiliiyor).

A: Farkl bir yolla ¢oziilebilir miydi sence bu soru?

Os: Evet ¢oziilebilir ashinda diisiinsek ama o an direkt bu geldi. Hep boyle

geldi. Ama o an boyle yaptim, mantikli gelmisti.

Og’in formiile 1., 2., 3. ve 4. adimlar1 inceleyerek ulasmaya cabalamis olmast,
formiilii Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Tiimevarim tiiriinden tahmin ile tahmin
etmeye calistigini gostermektedir. Ancak herhangi bir formiil olusturamamis, bir
genelleme ve ispat yapamamustir.

Og’un Desen problemi ile ilgili yanit1 ise asagida verilmistir:

- W OENE IR
R Mi;,yo 2 (3 -

*32) LA+
1.Adim 2. Adlm 3 Adim ) 4. Adim n. Adim

Sekil 4. 78a. Og’un Desen problemine verdigi yanit 1

Oy yanitinda pargadan biitiine dogru ilerlemistir. Once 1. adimdaki kare ile baslamis
ve 2. adimda bu karenin etrafina 22 adet turkuaz kare yerlestirildigini diisiinmiistiir. Ancak
daha sonra hatali bir bigimde bu durumun diger kareler i¢in de gegerli oldugunu, her

defasinda bir onceki karenin etrafina smrasiyla 32, 42,... adet kare yerlestirildigini
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varsaymistir. Ornegin 3. adimda, 2. adimda olusmus olan karenin etrafina 3% kadar turkuaz
kare eklendigini ifade etmistir. Bu degerlendirmesi neticesi formiilii asagidaki sekilde

gostermistir:
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Sekil 4. 78b. Og’un Desen problemine verdigi yanit 2

Og her ne kadar hatali hesaplamada bulunmus olsa da soruda anlatilani ve istenileni
dogru olarak anladigi, Yeterli Ozellestirme yaptigi goriilmektedir. Kendisiyle yapilan

goriismede soruya verdigi yanit ile ilgili olarak sunlar1 ifade etmistir:

A: Bu problemde nas:l diisiindiin Og?

Oo: Ik once iste ilk adimda bir tane turkuaz kare var. Ikinci adimda iKi ¢carpt
ikiden, dort tane var kenarlarda, bir de ortada var. Uciincii adimda ii¢ ¢arpi
ticten kenarlarda dokuz tane, bir de burada ikinin karesi (ortadaki karenin
etrafindaki kareleri sekil iizerinde gosteriyor) seklinde.

A: I¢ kisimdakiler degil mi?

Oq: Evet bir de arti bir var ortada. Ikinci adimdan bir tane var, bir de ikinci
adimdan ikinin karesi seklinde dort tane var diye diistindiim. Sonra dérdiincii
adimda yine dort ¢arpi dort on alti tane kesin var. Sonra i¢ini bulmaya ¢alistim
o da birin karesi, ikinin karesi, ticiin karesi seklinde yazdim.

A: Evet oradan formiilii elde etmeye ¢alismissin.

Oq: Evet oradan gidince toplam semboliiyle bir formiil yazmaya ¢alistim.

Oy formiilii olustururken 1., 2., 3. ve 4. adimdaki drnekleri incelemis, eklenen yeni
kare sayilarmi sekil lizerinde saymis ve sekle baktiginda her defasinda dnceki adimdaki
karenin etrafina, o adimin sayisinin karesi kadar kare ekleniyormus gibi algilayarak ¢6ziim
ile ilgili tahminde bulunmustur. Dolayisiyla burada Algiya Dayali Tahmin tiiriinden bir
tahmin s6z konusudur. Yanitinin sonunda Sembolik Genelleme ile formiile ulasmstir. Og
yanitinda birka¢ 6rnek yoluyla elde ettigi sayisal degerler lizerinden bir genellemeye

vardig1 i¢in Saf Deneycilik tiirtinden ispat yaptig1 soylenebilir.
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Desen problemine verilen yanitlarin 6grenci basar1 diizeylerine gore 6zellestirme,

tahmin, ispat ve genelleme basamaklar1 agisindan incelenisi asagida Tablo 4. 8.’de

verilmistir.
Tablo 4. 8. Desen problemine verilen yanitlarin genel incelenisi
Ogrenci
Ogrenci Ozellestirme Tahmin -
Basar Ispat Tirii | Genelleme Tiirii
Diizeyi Kodu Tard Tard
o, Yeterli N vl Tahr Saf Sembolik
- . gtya Dayali Tahmin .
Ozellestirme Deneycilik Genelleme
; Sonlu Sayida Ayrik
N 5, Yeterli 5 ardan Emoirik Saf Sembolik
yi -- . urumlardan Empiri .
Ozellestirme Deneycilik Genelleme
Tiimevarim
64 Yeterli u Davals Tahm Genel Ornek Sembolik
. . giya Dayali Tahmin enel urne
Ozellestirme Genelleme
o, Yeterli Alorva Daval: Ta Kritik Sembolik
. . giya Dayali Tahmin
Ozellestirme Deney Genelleme
o0 Yeterli N S Kritik Sembolik
N . giya Dayali Tahmin
Orta Ozellestirme Deney Genelleme
; Sonlu Sayida Ayrik .
o, Yeterli 5 ardan Emoiik Saf Sembolik
« . urumlardan Empiri .
Ozellestirme Deneycilik Genelleme
Tiimevarim
Yeterli Sonlu Sayida Ayrik
Oy Ozellestirme Durumlardan Empirik Yok Yok
Tiimevarim
Yeterli Sonlu Sayida Ayrik
Disiik Os Ozellestirme Durumlardan Empirik Yok Yok
Tiimevarim
o, Yeterli N vt Tafr Saf Sembolik
. . giya Dayall 1ahmin .
Ozellestirme Deneycilik Genelleme
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Tablo 4. 8. incelendiginde &grencilerin tamaminin Yeterli Ozellestirme yaptiklari
goriilmektedir. Ancak Yeterli Ozellestirme yapmis olmalarina ragmen iki 6grenci (O7 ve
Og) ispat ve genelleme basamagim gerceklestirememistir.

Yanitlar tahmin basamagi acisindan incelendiginde, Ogrencilerin Sonlu Sayida
Ayrik Durumlardan Empirik Timevarim veya Algiya Dayali Tahmin yaptiklar
goriilmektedir.

Ispat basamagini gerceklestiren dgrenciler arasinda bir 6grenci (O3) Genel Ornek
tiiriinden ispatta bulunurken, iki 6grenci (O4 ve Os) Kritik Deney seviyesinde ispat yapmus,
diger ogrenciler ise Saf Deneycilik tiiriinden ispat sergilemislerdir. Ispat ve genelleme
yapmamus olan her iki 6grencinin (O; ve Og) de Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik
Timevarim tiirlinden tahminde bulunmus olmasi1 dikkat c¢ekmektedir. Genelleme
basamaginda basarili olmus tiim 6grenciler ise Sembolik Genelleme yapmislardir.

Ogrencilerin 9. problem olan Daire ve Bolge problemi ile ilgili yanitlarina iligkin

bulgular asagida verilmistir.
4.9. Daire ve Bolge Problemine iliskin Bulgular

DAIRE ve BOLGE

m tane dairenin kesigimivile clugacak alan

biflge sayviuunm en biiviik degeri nedir?

Yapacagmar etkhinlikler soounda bo serayva cevap bulacaksnwge, Bunun igin ilk olaralk agaguads

verien soruva dikkatlice aokuvanar,

e o
( ) Bar daire bar dilFlerni 2 balgeve aviras
. -

Komigen iki daire ine dirlemi 4 Balgeve avor

Buna goére n tane dalrenin kesigimi lle olugacak olan bdlge savismm en buwvilk deger nedic?
Bunu formille ifade ediniz, Matematikicl olarak bu formmulid nasd doegrularsons: (Gapatlardmas)

aciklavinae

Sekil 4. 79. Daire ve Bolge Problemi
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[k olarak O;’in yanit1 incelenmistir. O;’e ait bulgular asagidaki gibidir:
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Sekil 4. 80. Oy’in Daire ve Bélge Problemine verdigi yanit

O1 yanitinda 1, 2, 3 ve 4 daireli durumlan ¢izerek drneklendirmistir. Her durumda
olusan bolgeleri ise daire i¢cinde ve daire disinda olmak iizere ikiye ayirmis, igte ve dista
olusan bolgelerin sayisim1 bulmustur. Cizimleri ve elde ettigi degerler, O1’in soruda
anlatilani ve istenileni dogru anladigini, Yeterli Ozellestirme yaptigini gostermektedir. Og

yapilan goriismede yanitiyla ilgili olarak sunlar1 ifade etmistir:
A: Bu soruda neler yaptin O1?
O1: Burada da yarim kaldi.
A: 4. adima kadar genisletmigsin orneklerini.

O1: 5. adimi gizemedigim icin baginti bulamamus olabilirim ki bulamadim.

A: Sonrasinda yine sayilar tizerinden...
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O1: Evet gitmeye calistm da... Tam olmad: bu da yarim kaldi, bir yere

varmiyor.

Her ne kadar ¢izimlerinde elde ettigi bolgeleri daire i¢i ve dis1 bolgeler olarak ikiye
ayirmis olsa da O;’in yanitina bakildiginda son durumda bunlar1 ayr1 ayr diisiinmedigi,
toplam bolge sayilari iizerinden bir formiile ulagsmaya calistigi goriillmektedir. Dolayisiyla
Sonlu Sayida Ayrik Durumdan Empirik Tiimevarim tiiriinde bir tahminle formiili elde
etmeye calistig1 soylenebilir. Ancak bunda basarili olamamus, bir formiil olusturamamus,
genelleme ve ispat yapamamistir.

O,’nin Daire ve Bolge Problemi ile ilgili yanit1 asagida verilmistir:
| Beire

V'L_—r_%lga
[ — et (,{ 3{\-1-0 (=

Sekil 4. 81a. O,’nin Daire ve Bdlge problemine verdigi yanit 1

O, yanitinda 6nce 3 daireli durumu incelemistir. Olusan toplam bdlge sayismi
dogru olarak tespit etmis ve ortak bolgelere odaklanmistir. Yanitinda kullandig1 cizimler,
soruda anlatilan1 ve istenileni dogru anladigimi, Yeterli Ozellestirme yaptigin
gostermektedir.

3 daireli 6rnekle herhangi bir formiil elde edemeyen O, sonrasinda 4 daireli durumu
incelemeye baglamistir. Burada 4 daireli durumu da inceleyerek asagidaki sekilde n daireli

duruma genelleme yapmis ve formiilii dogru olarak bulmustur:
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Sekil 4. 81b. O,’nin Daire ve Bolge problemine verdigi yanit 2
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4 daireli durumu incelerken O, nin dairelerin kesisimleriyle olusan ortak bélgelerin
ve herhangi bir kesisme olmadan olusan bolgelerin sayisini ayri ayr1 hesapladigi
gorilmektedir. Bu hesaplamalarda ulastigr degerler yoluyla formiilii ortaya koymustur.

Yapilan goriismede ¢oziimiiyle ilgili olarak sunlar1 ifade etmistir:

A: Bu soruda neler yaptin?

Oy: Yine oriintiilerden...

A: Burada sanki onceki adimla iliskilendirmek yerine biraz daha genel
diigtinmiigsiin degil mi?

O,: Evet yani bir tanesini diigiiniip digerleri ona uyuyor mu diye baktim.
Toplam daire sayisi ile ortak bolge sayisi ve diger olusan bolge sayilar
arasindaki iliskiye baktim.

A: Anladim. Peki, boyle formiil tiretmek zor oluyor mu senin i¢in?

O,: Oriintii ¢cikiyorsa degil, zor degil ama oriintii yoksa (formiilii) bulmak zor,

(soruyu olusturan) elemanlar arasi iliski bulmak zor oluyor.

Oz’nin yamiti formiilii 3 ve 4 daireli durumlara dayali olarak tahmin ettigini
diigiindiirse de gorismede soyledigi “bir tanesini diisiiniip digerleri ona uyuyor mu diye
baktim” ifadesi, Oy’nin zihninde 3 daireli 6rnek ile formiiliin sekillenmeye basladigini, 4
daireli drnekle bu siirecin pekistigini gdstermektedir. Yanitinda O,’nin ortak bolgelerden
bahsediyor olmasi, problem ile ilgili ¢izimi odakli ¢6ziim yaptigini, Algiya Dayali Tahmin
tiriinden tahminde bulundugunu ifade etmektedir. Dogru formiilii bulmus ve Sembolik
Genelleme yapmigstir. Formiiliin dogrulugunu arastirirken sadece 4 daireli 6rnegi ele almis
olmast ve “bir tanesini diigiiniip digerleri ona uyuyor mu diye baktim.” seklindeki ¢oziimi
aciklama bicimi ise 4 daireli Ornegin formilii saglayip saglamadigma baktigin1 ve
sagladigin1 gordiigiinde de formiiliin dogru oldugunu diisiindiigiinii gostermektedir. Bu
nedenle O, nin Kritik Deney tiiriinden ispat yaptig1 sdylenebilir.

Oyz’iin Daire ve Bolge problemi ile ilgili yanit1 asagida verilmistir:

Sekil 4. 82a. O3’iin Daire ve Bolge problemine verdigi yanit 1
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O3 yamitinda bir ve iki daireli durumu incelemis, 4 daireli durumu ise gizerek
gostermistir. Asagida goriildiigii lizere yanitinin devaminda n tane dairenin kesisimini

diistinerek ¢oziimiinii genellemis ve bir formiile ulasmistir:
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Sekil 4. 82b. O3’iin Daire ve Bélge problemine verdigi yanit 2

O3 yanitinda 4 dairenin kesisimini soruda verilen gorsel iizerinde incelemis, bolge
sayisinin “en ¢ok olmasi igin dairelerin en ¢ok kesisecek sekilde olmasi gerektigini” ifade
etmistir. O3’{in bu ifadesi soruyu ve istenileni dogru olarak anladigini, Yeterli Ozellestirme
yaptigin1  gostermektedir. Kendisiyle yapilan goriismede ¢oziimiinii su sekilde ifade

etmistir:

A: Bu soruda nas:! diistindiin?

Os: Sey burada zaten bize bir ve iki diye vermis. Benim burada gordiigiim su...
En disarida zaten mutlaka bir bélge kalacak ve daireler kesisecek. Daireler
kesistikten sonra da bir dairenin digerinden mutlaka bir farki (disinda kalan
alan) olacak. O bélge olacak. Her daire icin n tane daire olsa n tane bélge
gelecek o sekilde. Digsarida bir tane alan var onu bulmustuk. Bir de bunlar
(daireler kendi aralarinda) kesigecek. Kesisince bir alan ¢ikacak ortaya.

Oz yanitinin bu kisminda herhangi bir érnege atif yapmadan, dogrudan mantikla

hareket ederek bir ¢oziim gelistirmistir:

Os: Dedim ki ne kadar cok kesisirse o kadar ¢ok alan (bélge) cikar. O yiizden

de mesela dedim n tane daire olsa ne olacak?
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A: Hmm... Céziimde n’nin birlisi dedigin, her dairede digerlerinin disinda
Kalan bélge degil mi? Ug daire kesisiyor olsa her birinde birer bélge toplamda
tigtin birli kombinasyonu yani ii¢ bolge olusmus olacak.

Os: Tabi yani hepsinin digerlerinden farki. A, B, C (kesisen ii¢ daire) olsa
A’min B ve C’den farki. B’nin farki, C’nin farki... Oradan bir gelecek dedim.
n’nin birlisi (kombinasyonu) bu. Sonra dedim ki kendi aralarinda da
kesisecekler. Ne kadar ¢ok kesisirlerse o kadar bolge olusacak.

A: Evet.

Os: Simdi mesela iki tane daire bir sekilde kesisebilir, ikinin ikilisi. U¢ tane
(daire) olsa A, B, C; 4 ile B kesisebilir, B ile C, A ile C kesisebilir.

A: Ug¢ daire olsa, dort daire olsa onlari teker teker diisiindiin sanirim.

Os: Evet. n daire olsa n’nin herhangi iki tanesi kesigebilir, ii¢ tanesi, dort
tanesi, hepsi de kesisebilir. Kiigiiciik bir alan olusur diye diigiindiim.

A: Anladim.

Os: Bunlarin toplamina T dedim. Simdi her iki tarafa 1 ekleyince burada bir
Sformiil vardi. 1°den n’ye kadar olan sayilarin kombinasyonlar: toplami, iKi
tizeri n’yi verir diye. 2™ ... Benim aradigim neydi? Bir eklemistim. Bir
¢tkardim o yiizden 2™ — 1 geldi.

A: Evet.

Osz: 2™ — 1 bu dairelerden gelen, bir de her zaman mutlaka digarida bir tane

kalryor. Onu da ekledim 2™ geldi oradan.

Os’iin ¢oziimiiyle ilgili olarak belirttigi “Benim burada gordiigiim su... En disarida
zaten mutlaka bir bolge kalacak ve daireler kesisecek” ifadesi formiilii sorunun gorsel
gbsterimi odakli tahmin ettigi anlamma gelmektedir. Dolayisiyla Og’iin Algiya Dayali
tahmin yaptig1 sdylenebilir. Formiilii sembolik olarak ifade etmis, Sembolik Genelleme
gerceklestirmistir. COzliimii sonunda formiilii herhangi bir 6rnegi referans gostermeden,
yanitinda da belirttigi gibi “En ¢ok olmast icin dairelerin en ¢ok kesisecek sekilde olmasi
lazim. Cemberler 1’erli, 2 serli, 3’erli sekilde sec¢ilir. Boylece se¢me islemi olmalidir.”
seklinde dogrudan mantik ile olusturdugundan Ogz’iin Diisiince Deneyi tiiriinden ispat

yaptig1 sdylenebilir.

167



Oy’iin Daire ve Bolge problemine verdigi yanit asagida gdsterilmistir:

——— L -

&0

Sekil 4. 83. O,’iin Daire ve Blge problemine verdigi yanit

O4 yanitinda 3 dairenin kesistigi durumlarin farkli gdsterimlerini ¢izmis ve dairelerin
hem yan yana hem de karisik kesisimlerini 6rneklendirmistir. Ancak ¢oziimiine devam
etmemis ve yanitini burada sonlandirmistir. Yapilan goériismede yanitiyla ilgili olarak

sunlar ifade etmistir:

A: Bu soruda nasil diistindiin?

Oq4: Bunu da yapamadim (giiliiyor).

A: Once yan yana gibi géstermissin.

Oq: Evet. Burada iki farkly sekilde kesisimlerini diisiindiim.

A: Ama sen sadece yan yana degil de farkli kesisim olabilecegini de
gostermigsin.

Oq: Boyle yapinca (van yana) 6 tane, boyle gosterince (karisik kesisim) 8 tane

geliyor o yiizden karar veremedim. O yiizden yapamadim.

O, goriismede hangi gdsterime gdre hareket edecegini bilemediginden bir ¢dziim
ortaya koyamadigim belirtmistir. Bu ifadesi O4’iin soruda yeterli 6zellestirme yapmadigini,
Kismi (Eksik) Ozellestirme gergeklestirdigini gostermektedir. Ciinkii problemde dairelerin
kesisimi ile olusacak bolge sayisinin en biiylik degeri isteniliyor olmasina ragmen
yanitinda bu yonde herhangi bir tercihte bulunmamistir. Ayrica formiille ilgili bir tahmin,

genelleme ve ispat yapmamustir.
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Os’in ayn1 probleme verdigi yanit asagida verilmistir:
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Sekil 4. 84. O5’in Daire ve Bolge problemine verdigi yanit

Os dnce 3 dairenin kesistigi sonra 4 dairenin kesistigi durumlari ¢izmis ve yanitina
bu durumlart inceleyerek baslamistir. Cizimler sorunun ve istenilenin anlasildigini, Yeterli
Ozellestirme yapildigini gdstermektedir. Os yamitimin devaminda ise bu kesismelerle
olusacak bolge sayilarini ortak bolgeler, ortak bolgeleri de hepsinin ortak oldugu, ikisinin
ortak oldugu, iiclinlin ortak oldugu vb. bolgeler ve distakiler seklinde ayirmistir. Yapilan

goriismede ¢ozlimiiyle ilgili olarak sunlari ifade etmistir:

A: Bu soruda nasil diistindiin?
Os: Ben énce ii¢ tane daireyi kesistirdim kendi aralarinda.

A: Evet.

Os: Orada ikisi kendi aralarinda (ikililerin kesisimi) ii¢ defa kesisti. Daha
sonra distakiler, dairelerin kendi parcalari vardi ii¢ tane (kesisimler disinda
her bir dairenin iginde kalan bolgeler). Bir tane de iginde vardi.

A: Uciiniin kesisimi ile olusan bélge.

Os: Uciiniin kesigimi olan. Bir de (en) distaki var. Onu almayr unutmusum
orada.

A: Sonra dort daireli kesisime mi gegtin?

Os: Evet. Dértliiye (dort daireli durum) gectim sonra, dortliiyii saydim. Baktim
dort artt dort arti dort bir de icte var dordiiniin kesistigi bir tane. Hepsini
saydim. Sonra dedim beglide de yine bu sekilde olur.

A: Anladim.

Os: Sonra n’ye uyarladigimda n — 1 tane n oluyor. Arti bir (hepsinin kesisimi

ile olusan bélge), bir de distaki bolge var. Oradan n kare eksi n arti iki
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(n? —n+ 2) olmas1 gerekiyor. Ama ben burada o arti biri ilave etmeyi

unutmusum.

Os, 3 ve 4 daireli durumlarin niimerik acilimlarinda ortak bir 6zellik kesfetmis ve
bunu 6nce 5 daireli duruma sonrasinda ise n tane daireli duruma genellemistir. Formiilii
olustururken, “ Baktim dért arti dort arti dort bir de icte var dordiiniin kesistigi bir tane”
ifadesiyle belirttigi gibi ¢izmis oldugu 3 ve 4 daireli durumlar1 incelemis ve olusan
bolgeleri smiflandirmistir. Dolayisiyla Algiya Dayali Tahmin yaptigr sdylenebilir.
Coziimiin sonunda Sembolik Genelleme ile formiilii ortaya koymustur. Bu genellemeye ise
iki 6zel durumu inceleyerek ulagtigindan, Kritik Deney tiiriinden ispat gergeklestirdigi
ifade edilebilir.

Og’nuin aym soru ile ilgili yaniti asagida verilmistir:
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Sekil 4. 85. Og’nin Daire ve Bélge problemine verdigi yanit

Og yanitinda dnce 3 dairenin kesistigi durumu ¢izmis ve burada 8 bolge olustugunu
bulmustur. Bu ¢izim sorunun Og tarafindan dogru anlasildigini, Yeterli Ozellestirme
yapildigin1 géstermektedir. Og sonra 1, 2 ve 3 daireli durumlarda olusan bolge sayilarini
bulmus ve bu yolla ¢oziimiinii n dairenin kesistigi duruma genellemistir. Yapilan

goriismede ise yanitini su sekilde ifade etmistir:

A: Bu problemde nas:l diisiindiin Og?

Os: Burada zaten ilkinde iki bolge, ikincisinde dort bélge verilmis.

A: Burada iigliiyii (ii¢ daireli kesisimi) de ¢izmigsin.

Os: Ucliiyii de cizdim evet. Ucliiyii cizince sekiz tane bélge olustu.

A: Evet.

Os: Once bir, iki, iic (daireli kesisim) diye gidince hani ikinin kuvvetleri
seklinde 21, 22 ve 23 seklinde gittigini gordiim. n. adimda 2™ olabilir diye

diistindiim ama bunun yanls olabilecegini hissetmeme ragmen yine de cevap
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vermek istedigim i¢in 2™ dedim. Aslinda 4. advmi ¢izdigimde bunun (formiilii)
saglamadigini gérdiim.

A: Hmm... Sonra da sildin mi (o ¢izimi)?

Oe: Yani evet sonra da sildim.

A: Stkinti olmamast icin mi?

Os: Evet sikint1 oldu biraz (giiliiyor).

O¢’'nin  formiilde bir hata oldugunu farketmesine ragmen formiiliin dogru
olmadigini1 gosteren Ornegi silmesi ve buldugu yanlis formiilii cevap olarak sunmasi
ilgingtir. Og yamitinda 3 durumu incelemis ve sadece sayisal degerlere baglh kalmus,
herhangi bir aciklama yapmamis, Sonlu Sayida Ayrik Durumdan Empirik Tiimevarim
tirtinden tahminde bulunmustur. Coziimiinde formiilii n’ye bagl ifade etmis, Sembolik
Genelleme gergeklestirmistir. Bu genellemeye ise sorunun bilesenleri arasinda herhangi bir
iliskiye deginmeden dogrudan birka¢ durumda mevcut bulunan sayisal degerler yoluyla
ulagsmistir. Bu nedenle Og’nin Saf Deneycilik tiiriinden ispat yaptigi sdylenebilir.

O7’nin Daire ve Bolge problemi ile ilgili yanit1 asagida verilmistir:
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Sekil 4. 86. O7’nin Daire ve Bolge problemine verdigi yanit

O7 yanitinda 3, 4, 5 ve 6 daireli kesisimleri cizerek 6rnekler vermistir. Ancak tiim
cizimlerinde daireleri yan yana yerlestirmis ve kesigsmelerini buna bagl olarak incelemistir.
Her bir durumda olusan bolge sayilarini da ortak bolgeler ve digerleri seklinde ayr1 ayri

hesaplamistir. Yapilan goriismede ise yanitini su sekilde ifade etmistir:

A: Bu soruda neler yaptin O7?
O+: Kesigimleri hesapladim ilk énce. Ucte (ii¢ dairelide) iki tane, iste beste dort
tane... Sonra ayrilan bolgeyi iistiine ekledim. Alti, sekiz, on, on iki gibi bir

ortintii geldi ama formiile gidemedim.
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Burada O;’nin yapmis oldugu cizimlere gore formiiliin olduk¢a basit olarak
bulunabilecegi agiktir ancak ilk akla gelen 2 - n formiilii iki daireli kesisimde ortaya ¢ikan
bolge sayisim karsilamadigindan O7 bu formiilii kullanmamus olabilir. Oy tiim ¢izimlerinde
daireleri yan yana yerlestirmis ve kesismelerini buna baglh olarak incelemistir. O;’nin
cizimleri incelendiginde soruda kendisinden istenileni tam olarak anlamadigi, Hatali
Ozellestirme yaptigi goriilmektedir. Bu durum kendisine hatirlatildiginda sunlari ifade

etmistir:

A: Burada olusan bélge sayisinin en biiyiik degeri isteniyordu ya bunlarin hep
yan yana dizilmesi mi gerekiyordu sence?

O+ Hayr (giiliiyor). Orada biiyiik bir hata yapmisim.

A: Aklina gelmedi mi?

O+ Diisiinmedim. Soyle koydugumuzda (karisik kesismeleri kastediyor) daha
fazla kesisim oluyor.

A: Acaba daha ¢ok gorsele odaklandigin igin boyle olmug olabilir mi? Yan
yana kesisimler olur gibi mi diigiindiin?

O+: Evet kesisimi sadece yan yana kesigim olarak algiladim.

O; yamitinda her ne kadar formiile ulasamamis olsa da bolge sayilarini ¢izimlere
bagl olarak, ortak bolgeler ve digerleri seklinde ayr1 ayr1 gostermistir. Dolayistyla burada
Algiya Dayali Tahmin’den soz edilebilir. Ancak herhangi bir genelleme ve ispat
yapmamistir.

Og’in ayn1 probleme verdigi yanit ise asagida gosterilmistir:

2 daire % porioae

—~ \L!E‘_‘ls..ﬂn\ roleAclomy 1trer
detre  clo—cle c:‘-\-.:f_;‘lf\‘-"-s{k
clereleria leegiston Mﬁ\‘“""“" A &ELL"'SL S

3 Ldalre = W porconyg

Sekil 4. 87. Og’in Daire ve Bolge problemine verdigi yanit

Og yanitinda 3 ve 4 daireli kesismeleri cizerek o6rneklendirmis, her bir durumda
ortaya ¢ikan bdlge sayisim hesaplamistir. Cizimler incelendiginde Og’in soruda anlatilani
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ve istenileni dogru anladigi, Yeterli Ozellestirme yaptif1 goriilmektedir. Yapilan

goriigmede yanit1 ile ilgili olarak sunlari ifade etmistir:

A: Bu soruda neler yaptin Og?

Os: Bu da diger soruyla aym mantikta bir soruydu en az en ¢ok.

A: Daire ve Noktalar sorusuyla mi?

Og: Evet onunla.

A: Burada 3 ve 4 daireye kadar ilerletmissin.

Os: Evet. Burada en azi diigiinmedim direk zaten. 2 daireliye baktim 4 bélge

buldum. Sonra kesisim noktalarini birer daire olarak diisiindiim.

A: Problemde sana zor gelen kisim ne oldu?

Os: Sey ben genelde mesela béyle sorularda ilk iki adimi yazarim ya da ii¢

adimi. Sonra hani bir kural tiiretivim kafamda ama simdi dordiinciiyii yaptim

besinciyi yapsam ¢ok karisacakti. O yiizden az ornekle yetinmem gerekti ve

vetinememisim. Surada birazcitk u¢musum (giiliiyor) kesisen noktalari falan

birer daire olarak diisiinmiigiim.

Og’in sorularda kendine has bir ¢dziim stratejisi gelistirmesi giizel bir durum

olmakla birlikte bu stratejide “sey ben genelde mesela béyle sorularda ilk iki adimi yazarim

2

va da ti¢ adimi. Sonra hani bir kural tiiretirim kafamda” ifadesinde goriildigl lizere
kendini kisitlandirmasi gergekten ilgingtir. Bunun nedeni belki de genellikle hazir bilgi ile
iki, lic adimda ¢oziilebilecek sorularla oldukga fazla karsilasmis ve bu durumun kendisinde
bir aligkanlik olusturmus olmasi olabilir. Yapilan goériismede bu konuda sunlar1 dile

getirmistir:

A: O halde senin de genellikle daha kolay ¢ozebildigin sorular ...
Os: Hep formiil yani bildigimiz seyler. Mesela permiitasyonda falan
gortiyorduk onlart oradan yani... Kurali iiretme diye bir sey ¢ok yok. Kurall

biliyoruz, uyguluyoruz.

Dolayisiyla herhangi bir formiile ulasamadigi bu problemde Og’in 3 ve 4 daireli
durumlarda olugan bdlge sayilar1 iizerinden, Sonlu Sayida Ayrik Durumdan Empirik
Tiimevarim tiiriinden tahmin yoluyla formiile ulagmaya ¢alistig1 ancak genelleme ve ispat

yapamadig1 soylenebilir.
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Og’un Daire ve Bolge problemi ile ilgili yanit1 asagida sunulmustur:

P T T Sy ; .
oV b SEE =
\
t\_// .
_‘}q._i_\ ~ & ‘.‘f K b
Vs . j g L
2 = A — -
k]
- G
R Y 3

Sekil 4. 88. Og’un Daire ve Bdlge problemine verdigi yanit

Oy yanitinda 3 ve 4 daireli kesismeleri ¢izerek incelemis ve ¢izimlerde elde edilen
bolge sayilarinin dizilislerinde bir oriintii fark etmistir. Burada sorunun ve istenilenin dogru
olarak anlasildip1, Yeterli Ozellestirme yapildigi goriilmektedir. Oy yapilan goriismede

yanitini su sekilde aciklamistir:

A: Bu soruda neler yaptin Og?

Oq: Burada da yine sekil ¢izerek gittim. Ug tanede (li¢ dairenin kesisiminde)
mesela disarida yine ii¢ tane bélge olusacak (dairelerin icinde kesisimin
disinda kalan bélge sayisy). Ikililerin (daire ikililerinin) kesigsimi var ii¢ tane,
bir de ortada (iigiiniin kesisimi olan bélge) var bir tane.

A: Evet.

Oq: Sonra dort daireliyi yaptim. Orada da yine aym sekilde kenarlarda, ikili
kesismelerde ve ikili kesismelerin tekrar kesisimi ve arti bir ortada... Bu sekilde
n yani daire sayisini, onun bir eksigi ile carptim. Sonra bir tane ortadaki vardi.
Bir de dista ya bu dikdértgen onu ekledim.

A: Tamam yani en distaki bolgeyi ekledin degil mi?

Oq: Evet dyle yaptim.

Og’un ¢oziimiinii 3 ve 4 daireli ¢izimlere dayali yaptigi goriilmektedir. Bu
cizimlerde olusan ortak ve ortak olmayan bolge sayilarini fark etmis ve bu yolla formiile
ulasmistir. Bu nedenle Og’un soruda Algiya Dayali Tahmin tiiriinden tahminde bulundugu
sOylenebilir. Coziimiin sonunda dogru formiil bulunmus ve gosterilmis, Sembolik

Genelleme yapilmistir. Og genellemeye ulasirken sorunun bilesenleri arasinda herhangi bir
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iliski ya da ozelligi ifade etmemis, sadece dogrudan birka¢ durumda mevcut bulunan

sayisal degerlere bagli olarak formiilii elde etmistir. Bu nedenle Og’un yanitinda Kritik

Deney tiirlinden ispat yaptig1 sdylenebilir.

Daire ve Bolge problemine verilen yanitlar 6grenci basari diizeylerine gore

Ozellestirme, tahmin, ispat ve genelleme basamaklar1 acgisindan incelendiginde Tablo 4.

9’da verilen sonuglar elde edilmistir.

Tablo 4. 9. Daire ve Bolge problemine verilen yanitlarin genel incelenisi

Ogrenci . ] . ) .
Ogrenci | Ozellestirme Tahmin .
Basari Ispat Tiirt Genelleme Tiiri
. Kodu Tiirii Tiirii
Diizeyi
Yeterli Sonlu Sayida Ayrik
0, Ozellestirme Durumlardan Empirik Yok Yok
Tiimevarim
lyi O v Algiya Dayal Kritik D Sempolik
s . 1ya Dayali ritik Deney
2 Ozellestirme gy y Genelleme
5 Yeterli " 1 . Sembolik
s . giya Dayali Diisiince deneyi
3 Ozellestirme Genelleme
Kismi
O, (Eksik) Yok Yok Yok
Ozellestirme
Orta O v Algiya Dayal Kritik D Sembolik
0 - giya Dayali ritik Deney
5 Ozellestirme Genelleme
i Sonlu Sayida Ayrik
0] veert D I dy E y' ik Saf D ilik Sembolik
A : urumiardan empiri ar beneycill
6 Ozellestirme p Y Genelleme
Tlimevarim
. Hatali )
Oy . Algiya Dayali Tahmin Yok Yok
Ozellestirme
Yeterli Sonlu Sayida Ayrik
Diisiik Os Ozellestirme Durumlardan Empirik Yok Yok
Tiimevarim
0] veer Algtya Dayah Tah Kritik D Sembolik
s : tya Dayali Tahmin ritik Dene
9 Ozellestirme 8y y y Genelleme
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Tablo 4. 9.’a gore Daire ve Bolge problemine verdikleri yanitlarda bir 6grenci (Og)
Kismi (Eksik) Ozellestirme ve bir 6grenci (O7) Hatali Ozellestirme, diger tiim dgrenciler
ise Yeterli Ozellestirme yapmuslardir.

Yanitlar tahmin basamagi agisindan incelendiginde 6grencilerin tahmin tiirlerinin
Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Tiimevarim veya Algiya Dayali Tahmin oldugu,
Algiya Dayali Tahmin tiirliniin daha ¢ok kullanildig1 goriilmektedir. Sadece bir 6grenci
(O4) herhangi bir tahmin girisiminde bulunmamustir.

Ispat ve genelleme basamaklar1 acisindan tablo incelendiginde ise dort dgrencinin
(01, O4, O7 ve Og) bu basamaklar sergileyemedikleri goriilmektedir. Ispat basamaginda
basarili olmus 6grenciler Saf Deneycilik, Kritik Deney veya Diislince Deneyi tiiriinden
ispatlarda bulunmuglardir.

Herhangi bir ispat ve genellemenin yapilmadigi durumlarda Sonlu Sayida Ayrik
Durumlardan Empirik Tiimevarim tiirinden tahminin daha ¢ok kullanilmig olmas1 dikkat
¢ekmektedir.

Algiya Dayali Tahmin yapan 6grencilerin ispat basamaginda, Sonlu Sayida Ayrik
Durumlardan Empirik Tiimevarim tiiriinden tahmin gergeklestiren dgrenciye (Og) gore
daha iist seviyeden ispat sergiledikleri goriilmektedir.

Problemlere verilmis olan yanitlar incelendiginde 6zellestirme yapmadan dogrudan
diger basamaklara gecis yapan Ogrencilerin de sonraki asamalarda tahmin, ispat ve
genelleme yapabildikleri goriilmiistiir. Ornegin Merdiven probleminde &zellestirme
basamagini atlayan 6grenciler (O3, Og ve Og) Algiya Dayali Tahmin yapmis, Genel Ornek
veya Diistince Deneyi tiiriinden iist diizey ispatlar gerceklestirmistir. Dikdortgen sayisi
probleminde ise bir 8grenci (O4) 6zellestirme basamagini atlamasina ragmen Sonlu Sayida
Ayrik Durumlardan Empirik Tiimevarim tiiriinden tahmin ve Saf Deneycilik tiiriinden ispat
yapmustir. Ayrica bu drneklerin tiimiinde de genelleme hiyerarsisinde en {ist basamak olan
Sembolik Genelleme yapildig1r goriilmektedir. Dolayisiyla Ozellestirme yapma veya
yapmamanin sonrasinda diger basamaklarda elde edilen seviye ya da o basamaklar
gerceklestirip gergeklestirememe iizerine bir etkisinin olmadig1 sdylenebilir.

Ogrencilerin ~ 6zellestirme  tiirlerine gdre yamtlar1 incelendiginde biiyiik
cogunlugunun Yeterli Ozellestirme yaptig1 goriilmektedir. Bununla birlikte, Kismi (Eksik)
veya Hatali Ozellestirme yapan &grenciler az da olsa vardir. Ancak 6zellestirme tiiriiniin

diger basamaklar {izerinde dogrudan herhangi bir etkisi tespit edilmemistir. Yeterli
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Ozellestirme yapilan Orneklerde tiim diger basamaklarin c¢ogunlukla gerceklestirilmis
oldugu ifade edilebilir. Kismi (Eksik) Ozellestirme yapilan orneklerde de ogrenciler
soruyla ilgili tahmin, ispat ve genellemeye ulasabilmislerdir. Ornegin Kagit Ev
probleminde ii¢ dgrenci (Os, O ve Og) Kismi (Eksik) Ozellestirme yapmus, sonraki
asamalarda formiile yonelik tahmin, ispat ve genellemeye ulasabilmislerdir. Yanitlarinda
ozellikle 6zellestirme basamagini gerceklestirmis, matematik basarist iyi diizeyde olan
ogrencilerin tiimii Yeterli Ozellestirme yapmislardir.

Tahminin gerceklestigi ancak ispat ve genelleme basamaklarinin gerceklesmedigi
durumlarda ise biiyilk oranda Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Timevarim
tirtinden tahminin yapildig1 goriilmistiir. Dolayisiyla Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan
Empirik Tlimevarim tiirlinden tahminin bir genellemeye ulastirma oraninin Algiya Dayali
Tahmin’e gore daha diisiik oldugu sdylenebilir. Bunun nedeni ise Sonlu Sayida Ayrik
Durumlardan Empirik Tiimevarim tiiriinden tahminlerin, sorunun bilesenleri arasindaki
iligki ve ozellikler yerine sadece yanitta elde edilen sayisal degerlere bagli olmasi olabilir.

Algiya dayali tahminde bulunan dgrencilerin ispat basamaginda Genel Ornek ve
Diisiince Deneyi tiiriinden st seviye ispatlari daha ¢ok yaptiklari, Sonlu Sayida Ayrik
Durumlardan Empirik Tiimevarim tiirlinden tahminlerde bulunan &grencilerin ise
cogunlukla Balacheff’in ispat tiirleri basamagina gore alt seviye ispatlardan sayilan Saf
Deneycilik tiirtinden ispat yaptiklar1 goriilmistiir.

Farkli tiirden oOzellestirme, ispat ve genellemenin yer aldigi bircok yanitta
ogrencilerin genelleme hiyerarsisinde en iist seviye sayilan Sembolik Genelleme’ye
ulastig1 goriilmiistiir. Dolayisiyla diger basamaklarda gergeklestirilen 6zellestirme, tahmin
ve ispat tiirlerinin genelleme basamag ve seviyesi lizerinde herhangi bir etkisinin olmadig:
sOylenebilir. Bununla birlikte, matematiksel diistinmenin ¢aligmamizda ele alinan dogasi
geregi herhangi bir tahminin olusmadig1 durumlarda bir genellemeye ulasilamayacagi, bir
genellemenin yapilmadigi durumlarda da ispat basamagmin gergeklestirilmeyecegi ifade
edilebilir.
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5. TARTISMA, SONUC ve ONERILER

Bu boliimde yapilan arastirmanin sonuglarina yer verilmis, elde edilen bulgular ve
sonuglar 1s18inda konu hakkinda c¢alismak isteyen arastirmaci ve egitimcilere yonelik

Onerilerde bulunulmustur.
5.1. Tartisma ve Sonug¢

Bu aragtirmanin amaci, 12. sif fen lisesi 6grencilerinin matematiksel diisiinme
becerilerini 6zellestirme, tahmin, ispat ve genelleme basamaklari baglaminda incelemektir.
Bu amagla, yapilan ¢aligma neticesinde elde edilen sonuglar ilgili literatiir ile tartisilarak
asagida sunulmustur.

Bulgular incelendiginde 6grenciler agisindan problemlerin zorluk derecelerine gore
kolaydan zora sirasiyla Nokta ve Dogru, Tokalagsma, Merdiven, Dikdortgen Sayisi, Kagit
Ev, Desen, Daire ve Bolge, Daire ve Noktalar problemi ve Tavsanlar problemi seklinde
siralandig1r gorilmiistiir. Bu siralamanin olusumunda 6grencilerin daha onceden soruya
asina olup olmamalari, tahmin, ispat ve genelleme yapabilme durumlar1 ile bu
basamaklardaki seviyeleri goz oniine alinmistir.

Bu siralamada yanitlar incelendiginde genelde sorularin zorluk dereceleri arttikga
Ogrencilerin Ozellestirme basamagindan daha az atladigi, oOzellestirme asamasinda
kullandiklar1 6rneklerin sayisinin, diger bir ifadeyle ozellestirme egilimlerinin de arttigi
goriilmektedir. Nispeten kolay sorularda ozellestirme basamaginin atlanigina daha sik
rastlanilirken,  6grencilerin  biiyiikk ¢ogunlugunun sorularda Yeterli Ozellestirme
yapabildigi, sonraki asamalarda g¢esitli tahmin, ispat ve genellemelere ulasabildigi
sonucuna varilmigtir. Bu sonucun, 11. smif 6grencilerinin matematiksel diisiinmeleri ile
ilgili aragtirma yapan ve Ogrencilerin ¢ogunun Ozellestirme asamasinda gerekli olan
islemleri dogru olarak yaptiklar1 sonucu elde edilen Arslan ve Yildiz’m (2010)
calismasiyla uyumlu oldugu goriilmiistiir. Sayica az da olsa Kismi (Eksik) veya Hatali
Ozellestirme yapan dgrenciler de bulunmaktadir.

Bulgular tahmin basamagi a¢isindan degerlendirildiginde, 6grencilerin soruyla ilgili
birka¢ Ornekte ulastiklar1 degerler yoluyla (Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik

Tiimevarim) veya sorunun gorsel gosterimi lizerinden (Algiya Dayali Tahmin) formiilleri
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tahmin ettikleri goriilmektedir. Dindyal (2007) de lise 6grencileriyle yaptigi ¢alismada
benzer sonuglara ulagmig, 6grencilerin Oriintli iceren problemlerde formiilleri; sayma,
cizme veya ilk birkag 6rnegi irdeleme yoluyla elde etmeye calistiklarini ifade etmistir.

Kullanilan tahmin tiirleri sayica incelendiginde 6grencilerin yanitlarinda daha ¢ok
Algiya Dayali Tahmin yapmay1 tercih ettikleri goriilmektedir. Bu sonu¢ Cafiadas ve
Castro’nun (2007) 14-18 yas arast 12 Ogrenci ile yaptiklar1 ¢alismada elde ettikleri
sonuglarla ortlismemektedir. Onlar 6grencilerin ¢ogunun tahminlerini 3’ten fazla sayida
orneklere dayali olarak yaptiklarini, diger bir ifadeyle Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan
Empirik Tiimevarim tiirlinden tahminde bulunduklarini ifade etmislerdir. Bu ¢alismada
farkli bir sonucun elde edilmesinin nedeni, ¢alismada kullanilan ¢ogu problemin gorsel
olarak sunulmus olmasi olabilir.

Ogrencilerin en ¢ok zorlandigi soru olan Tavsanlar probleminde tahminde
bulunmaya ¢alisan &grencilerin tamaminin Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik
Tlimevarim tlirlinden tahmine yoneldigi goriilmektedir. Bunun nedeni, Ogrencilerin
sorunun bilesenleri arasindaki iligkileri az sayidaki 6rnek iizerinde gérememeleri ve sayica
daha fazla 6rnek ¢ozerek soruyla ilgili bir anlayis gelistirmeye ¢alismalari olabilir. Nitekim
benzer sekilde Dindyal (2007) de caligmasit sonucunda Ogrencilerin Oriintii igeren
problemlerde kisith sayida o6rnek incelemelerinin, onlarin bir genellemeye ulagsmalari i¢in
yeterli olmayabilecegini ifade etmistir.

Merdiven problemi ve Dikdortgen Sayist problemi ayni formiilii gerektirmesine
ragmen Ogrenciler Merdiven probleminde daha ¢ok Algiya Dayali Tahmin tiiriinden
tahminde bulunmus, Dikdoértgen Sayis1 probleminde ise Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan
Empirik Tiimevarim tiiriinden tahmin daha baskin olarak kullanilmistir. Bunun nedeni
problemlerin gorsel gosterimlerinin kendileriyle ilgili yapmis olduklart c¢agrisim
seviyesindeki farklilik olabilir. Soyle ki Merdiven probleminde 6grencilerin ¢ogu
problemin gosteriminden basamaklarin birer birer arttigin1 gérebilmesi, Dikdortgen Sayisi
probleminde yer alan oriintiiyii gérebilmelerinin 0 denli kolay olmamasi ve bu nedenle
Dikdortgen Sayisi probleminde Sonlu Sayida Ayrik Durumlardan Empirik Tiimevarim
tiiriinden tahminlere yonelmis olmalar1t miimkiindiir. Ancak literatiirde bu konuyla ilgili
kisitl sayida ¢alisma olmasi nedeniyle bu bulguya dair baska herhangi bir ¢alismaya

rastlanmamuistir.
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Coziimler ispat basamagi agisindan incelendiginde, ogrencilerin tiim ispat
seviyelerinde cevap verebilmis olduklar1 goriilmektedir. Ispat basamaginda basarisiz olan

ogrenciler ise bu durumla ilgili olarak:

O, Céoziimii ispat gibi diisiindiim.

Os: Ben burada nasil ispat yapabileceSimi bilemedim acik¢asi. Hani ispat
olarak ne olabilir bunu diisiinemedim. Nasil oldugunu bilemedim.

Os: O seyden dolay: kaynaklaniyor biz yoktan bir seyi ispat edip formiilii
olusturmaya degil zaten var olan bildigimiz bir formiilii nasil agiklardik
voluyla yazdigimiz igin o sekilde oluyor.

O+: Kaniksanmus bir sey bu hani dogrulugu kabul edilmis. Yani bu kural dogru
diyorsun ve yaptigin bir sey var. Formiilde de yaptigin sey tutuyorsa bunu bir
ispat olarak kabul edilebilir diyorsun.

Os: Genelde sey... Biz genelde ispatlarla ilgilenmiyoruz ya o yani. Ashnda
ispatla ilgileniyor olsak dediginiz gibi ispati da olabilir ama biz ezberledigimiz
icin... Mantigini degil yani. Kurali biliyoruz, uyguluyoruz.

Oq: Biz boyle sanki ispattan formiilii bulmaya calismigiz o yiizden bu sekilde

oldu.

seklinde ifadelerde bulunmuslardir. Bu ifadelerde de goriilecegi lizere Ogrenciler ispat
yapamamalarinin nedeni olarak nasil ispat yapacaklarini bilmediklerini, problemlerde
sergiledikleri ¢0zliimii ispat gibi diisiindiiklerini ve derslerinde genelde ispatlarla
ilgilenmiyor olmalarini géstermislerdir. Bu sonug alanda yapilan bazi arastirma sonuglari
(Moore, 1994; Keceli-Bozdag, 2012) ile ortiismektedir. Ornegin Moore (1994) yaptigi
caligmada, Ogrencilerin ispat kavramiyla ilgili anlayis ve ispata baslamada zorluklar
yasadigi sonucuna varmistir. Keceli-Bozdag (2012) da yaptigi calismada elde ettigi
bulgular neticesinde 6grencilerin derslerinde smirli sayida ispatla karsilasmalarinin ispat
yapmalarini zorlastirdigini ifade etmistir.

Ogrenciler, ozellikle daha oncesinden asina olduklari, gérece kolay sorularda
Diisiince Deneyi veya Genel Ornek gibi hiyerarside daha iist seviyede ispat yaparken,
sorularin zorluk dereceleri arttik¢a hiyerarside daha alt basamakta bulunan Saf Deneycilik
veya Kritik Deney tliriinden ispatlarin sayisinin da arttigi goriilmektedir. Genelde
Ogrenciler agina olduklar rutin sorularda daha iist seviye ispatlar yaparken, rutin olmayan

sorularda daha alt seviyeden ispatlar yapmislardir. Bu sonug alanda yapilan bazi aragtirma
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sonuclar1 (Healy ve Hoyles, 2000; Chin ve Lin, 2009) ile benzerlik gostermektedir. 14 ve
15 yas 6grencilerle gergeklestirdikleri calismalarda Healy ve Hoyles (2000) ile Chin ve Lin
(2009) de benzer sonucu elde etmislerdir. Bununla birlikte, sorularin zorluk dereceleri
arttikca ispat basamaginda basarisizliklarin arttigi belirlenmis, 6grencilerin ispat yapmada
oldukca zorlandiklar1 ve istenilen seviyede ispat gergeklestiremedikleri goriilmiistiir.
Bulgular Kogce, Aydin ve Yidiz’in (2010) 10. smnif &grencilerinin ispat yontem ve
tekniklerini yeterince kullanamadiklarini, istenilen seviyede ispat gergeklestiremediklerini
tespit ettikleri ¢alismanin sonuglari ile benzerlik gdstermektedir. Ayrica Ozer ve Arikan
(2000) da lise 2. smif Ogrencileri ile gerceklestirdikleri ¢alismada, ispat ag¢isindan
ogrencilerin genel olarak Balacheff taksonomisine gore en alt seviyede olduklarini ifade
etmistir. Bu durumun nedeni, Ogrencilerin derslerinde veya ders kitaplarinda ispat
konusuna yeterince yer verilmemesi olabilir. Nitekim Caligkan (2012) yapmis oldugu
calisgmada 6, 7 ve 8. smif matematik ders kitaplarinda ispat kavramina yer verilen
etkinlikleri Balacheff taksonomisine gore incelemis, kitaplarin %67 sinin Saf Deneycilik,
%29’unun Kritik Deney ve sadece %4’iiniin Genel Ornek tiiriinden ispatlar igerdigini,
Diisiince Deneyi tiirlinden ispatin ise hi¢ yer almadigini belirtmistir.

Genellemeye gelindiginde ise bu basamakta basarilt olmus 6grencilerin neredeyse
tamaminin genelleme hiyerarsisinde en list seviye olan Sembolik Genelleme yaptigi
goriilmektedir. Bu sonu¢ Coskun (2012) ile Keskin, Dag ve Altun’un (2013) bulgulariyla
benzerdir. Coskun (2012) matematik 6gretmen adaylari ile gerceklestirdigi ¢alismasinda
Ogretmen adaylarinin genelleme stirecini yiiksek diizeyde gergeklestirmede oldukga
basarili olduklarini ifade etmistir. Keskin, Dag ve Altun (2013) ise basar1 diizeyi yliksek
bir lisenin 11. siif 6grencileriyle yaptiklar1 ¢aligmada, 6grencilerin soru ¢oziimlerinde
sozel genellemelerden ¢ok problemin bilesenleri arasindaki iliskiyi matematiksel olarak
ifade ettikleri, diger bir ifadeyle Sembolik Genelleme yaptiklari sonucuna varmiglardir.
Ancak ayni sonug¢ genelleme asamasini sozel olarak ifade eden 11. smif Ogrencilerin
sayisinin, matematiksel sembollerle ifade eden 6grencilerden daha fazla oldugu seklinde
bulgu elde edilmis olan Arslan ve Yildiz’in (2010) calismasiyla ¢elismektedir. Yine ayni
sekilde Canadas, Castro ve Castro (2008) da 9. ve 10. smf Ogrencileri ile yaptiklar
calismada, Ogrencilerin daha ¢ok sozel genellemelerde bulunduklari sonucunu elde
etmislerdir. Bu durumun nedeni arastirma yapilan okullar, arastirmaya katilan 6grencilerin

seviyeleri veya kullanilan problemler arasindaki farkliliklar olabilir. Cok az sayidaki
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ogrenci Aritmetik Genelleme yapmis, en ¢ok yapilan genelleme tiirii Sembolik Genelleme
olmustur. Arastirmanin bu sonucu da Dindyal (2007) ile Akkan ve Cakiroglu’nun (2012)
arastirma sonuglar1 ile benzerlik gostermektedir. Ornegin Dindyal (2007) 6 lise
ogrencisiyle gerceklestirmis oldugu calismasinda ogrencilerin sézel genellemelerden
kagindigini, tamaminin sembolik genellemeleri kullanmaya calistigini ifade ederken Akkan
ve Cakiroglu (2012) ise 6grenim seviyesi arttikga kurali harflerle veya cebirsel olarak ifade
eden 6grencilerin sayismin da arttig1 sonucuna ulasmuslardir. Ogrencilerin genelde bir
formiil ezberleme ve uygulama seklinde devam eden egitim siirecleri onlar1 6zellikle
matematiksel formiil bulmada avantajli hale getirmis, boyle davranmalarina sebep olmus
olabilir.

Sorularin zorluk derecesi arttikca genelleme yapma oranmin da distigi
gbzlenmistir. Basar1 diizeyi yiiksek olan 6grenciler genelleme basamaginda en basarili
Ogrenci grubu olurken basari diizeyi diisiik olan 6grenciler en basarisiz 6grenci grubunu
olusturmuslardir. Dindyal (2007) de yaptigi ¢alismada matematik basarisi diisiik olan
Ogrencilerin, genelleme basamaginda daha fazla zorlandig1 sonucunu elde etmistir. Zaman
(2011) ise 9. smuf Ogrencileriyle gerceklestirdigi ¢alismasinda, genellemenin matematik
basarisi ile yiiksek oranda pozitif iligkili oldugunu saptamustir.

Basamaklarda basarili olma durumu goz Oniine alindiginda 6grencilerin en ¢ok
Ozellestirme basamaginda basarili olduklar1 goriilmektedir. Bu sonug¢ Arslan ve Yildiz’in
(2010) 11. sinif dgrencileriyle, Lane ve Harkness’in (2012) 6gretmen adaylart ile yaptiklart
calismalarda elde ettikleri sonuglarla benzerlik gostermektedir. Her iki calismada da
arastirmacilar ~ 0grencilerin  matematiksel diistinmelerini  6zellestirme, genelleme,
tahmin/varsayimda bulunma ve ispat/ikna etme basamaklar1 baglaminda incelemis,
Ogrencilerin en ¢ok 6zellestirme basamaginda basarili oldugunu ifade etmislerdir.

Basamaklarin ~ gergeklestirilme ~ durumlar1  incelendiginde  Ggrencilerin
gerceklestirdigi basamaklar en ¢oktan en aza sirasiyla 6zellestirme, tahmin, genelleme ve
ispat seklinde siralanmistir. Yine basamak seviyeleri incelendiginde de dgrencilerin en st
seviyeye sahip olduklar1 basamagin genelleme basamagi oldugu ve oldukga yiliksek oranda
ogrencinin Sembolik Genelleme gerceklestirdigi goriilmiistiir. Ogrencilerin 11 ve 12.
siniflarda sembollerle ifade edilen formiillere dayali problemlerle daha fazla karsilagmalar

onlar1 bu tiirden formiiller tiiretmeye daha yatkin hale getirmis olabilir.
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5.2. Oneriler

Calismanin sonuglarina paralel olarak yapilan oneriler asagida sunulmustur:

Bu arastirmada 6rneklem 12. smif fen lisesi 6grencileri ile sinirli tutulmustur. Farkli
okul gruplarindan degisik sinif diizeylerinde ve daha biiyiik bir 6érneklemle arastirmalar
yapilmasi konu iizerinde daha derin ve kapsamli bilgiler saglayabilir.

Ogrencilerin  biiyiik ¢ogunlugunun ispat basamaginda zorluklar yasadig
goruldiigiinden oOzellikle ortadgretimde ispat kavrami {iizerinde daha agirlikli olarak
durulmali ve 6grencilerin ispat yontemlerini kendi yaptiklar1 pratiklerle pekistirmelerini
saglayacak ortamlar olusturulmalarina imkan verilmelidir.

Calismada problemlerin ¢ogu gorsel gosterimleri ile birlikte sunulmustur. S6z
konusu basamaklarla ilgili yapilan ¢alismalarda daha farkli yollarla sunulmus olan sorular
kullanilmasi, basamak diizeyleri ile ilgili daha ayrintil1 bilgi verebilir.

Ogrencilerin matematiksel diisiinmelerinin artirilmasi amaciyla egitimlerinde
onlarin kendilerine 6zgli bir ¢o6ziim yolu gelistirebilecekleri, ozellestirme, tahmin,
genelleme ve ispat yapabilmelerine olanak saglayan rutin olmayan problemlere daha fazla
yer verilmelidir.

Ogretmenlere, dgrencilerinin matematiksel diisiinme diizeylerinin farkinda olmalar
ve bu diizeyleri degerlendirebilmelerini saglayacak egitim verilmesi &grencilerin
matematiksel diisiinmelerinin gelistirilmesi agisindan yarar saglayabilir.

Bu calismada matematiksel diisiinme Ozellestirme, tahmin, genelleme ve ispat
basamaklar1 baglaminda incelenmis olup matematiksel diisiinmenin diger basamaklari
odakli galismalar gergeklestirilebilir.

Calismada kullanilan problemlerin her biri tiim dort basamagi da igeren
problemlerdir. Her bir basamak i¢in ayri ayri1 olusturulmus problemler ile yapilan

caligmalar, basamaklar hakkinda daha ayrintili bilgi saglayabilir.
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EKLER

Ek 1: Veri Toplama Aracinda Kullanilan Problemler

1. Problem
NOKTA ve DOGRU
,d';' [, .L 3
g n tane noktadan kac tane dogru gecer?

Yapacagimiz etkinlikler sonunda bu soruya cevap bulacaksimz. Bunun i¢in ilk

olarak asagida verilen soruyu dikkatlice okuyunuz.

— Iki noktadan tek bir dogru gecer.

5 Ug noktadan ii¢ dogru geger.

Bu durumda dogrusal olmayan n tane noktadan gecen dogru sayisi nedir? Bunu formiille

ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formiilii nasil dogrularsiniz (ispatlarsiniz) agiklayiniz.

201



2. Problem

MERDIVEN PROBLEMI

Yapacagimz etkinlikler sonunda asagidaki soruya cevap bulacaksiniz.

Ali sekildeki gibi 3 basamakli bir merdiven yapmak icin 6 blok kullanmaktadir.

Buna gore n basamakli bir merdiven yapmak isteyen birisinin kullanacagi blok sayisi
nedir? Bunu formiille ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formiilii nasil dogrularsiniz

(ispatlarsiniz) agiklayiniz.
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3. Problem

KAGIT EV

n katli bir kagit ev icin gerekli olan kart sayis1
kactir?

Yapacaginiz etkinlikler sonunda bu soruya cevap bulacaksiniz. Bunun icin ilk

olarak asagida verilen soruyu dikkatlice okuyunuz.

Bu 3 katl1 bir kagit evdir.

En iist kat birbirine yaslanmis iki kart ve altlarindaki bir karttan meydana getirilmistir. Bir
sonraki kat ise 4 karttan meydana gelmis (birbirine yaslanmis 2’ser kart kiimesi) ve
tabanlarinda yine birer kart vardir. Bu sekilde yapilan n katli bir kagit ev icin gerekli olan
kart sayis1 kactir? Bunu formiille ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formiilii nasil

dogrularsiniz (ispatlarsiniz) agiklaymiz.
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4. Problem

TOKALASMA

\(7

Bir toplantida bulunan n tane
kisi birbirleriyle

tokalastiginda ortaya c¢ikacak
olan toplam tokalagma sayis1
ne olur?

L

7|\

Yapacagimz etkinlikler sonunda bu soruya cevap bulacaksiniz. Bunun icin ilk olarak
asagida verilen soruyu dikkatlice okuyunuz.

Yapilan bir toplantida bulunan herkesin toplanti Oncesi orada bulunan herkesle
tokalastiklarin1 hayal edin. 2 kisi kendi aralarinda tokalastiginda 1 tokalasma meydana
gelir. 3 kisi kendi arasinda tokalastiginda ise 3 tokalasma meydana gelecektir. Bu sekilde
diistindiiglimiizde toplantida n kisi oldugunu ve her birinin birbirleriyle tokalastigini
varsayarsak meydana gelecek tokalagsma sayisim1 bir formiille ifade ediniz. Matematiksel

olarak bu formiilii nasil dogrularsiniz (ispatlarsiniz) agiklaymiz.
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5. Problem

TAVSANLAR
fyze]
:l: Biri erkek, digeri disi olan bir ¢ift yavru tavsan
FIS—__ bir ayda erginlesiyor. Her ¢ift tavsanin bir ¢ift
T 1 yavru tavsan dogurabilmesi igin, erginlestikten
_ T ; : : N
‘f@) G e Gy sonra bir ay ge¢mesi gerekiyor. Hicbir tavsanin
1 FE FB olmedigini ve her disi tavsanin ayda bir erkek ve
90282828 bir disi t dogurdugunu  diisiiniirsek, bir
WOk f o ) si tavsan dogurdugunu disiiniirsek,

yilin sonunda kag¢ c¢ift tavsan olur?

Yapacaginiz etkinlikler sonunda bu soruya cevap bulacaksiniz. Bunun icin ilk olarak asagida

verilen soruyu dikkatlice okuyunuz.

Dogumlarindan sonraki ilk ay tavsanlar yavrudur ve iiremezler. ikinci aydan itibaren ise
artik yetiskin hale gelirler ve her tavsan cifti ayda bir ¢ift yavru (erkek ve disi) diinyaya
getirmeye baslarlar. Ik ay yeni dogmus bir ¢ift tavsanimiz olsun.

1. Ik ayin sonunda, sadece bir ¢ift vardir.

2.1kinci ayda (45. giinde, 50. giinde) bu tavsanlar heniiz yavrulamadiklari i¢in hala bir ¢ift
tavsanimiz var.

3. Ugiincii ay bunlar bir ¢ift yavru verecek ve iki ¢ift tavsanimiz olacak.

4. Yeni dogan ¢ift dordiincli ay dogurmayacak, oysa ana babalar1 yeniden bir ¢ift yavru
yapacak ve toplam ii¢ ¢ift tavsanimiz olacak (Tavsanlardan higbirinin 6lmedigi
varsayilacaktir.)

an, N. ayda mevcut bulunan tavsan ¢ifti sayisint belirtiyor olsun. Bunu formiille ifade

ediniz. Matematiksel olarak bu formiilii nasil dogrularsiniz (ispatlarsiniz) agiklaymiz.
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6. Problem

DIKDORTGEN SAYISI

n adet dikdortgenden olusmus bir sekilde
bulunan toplam dikdoértgen sayisi nedir?

Yapacagimz etkinlikler sonunda bu soruya cevap bulacaksiniz. Bunun icin ilk olarak
asagida verilen soruyu dikkatlice okuyunuz.

Asagida yan yana es dikdortgenlerden olusmus sekillerde

1 tane dikdortgen vardir.
I:I:I 3 tane dikdértgen vardir —>| | | | ve I:I:I

Ayni diizende devam eden n adet dikdortgenden olusmus bir sekilde bulunan toplam

dikdortgen sayist nedir? Bunu formiille ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formiilii nasil

dogrularsiniz (ispatlarsiniz) aciklayiniz.
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7. Problem

DAIRE ve NOKTALAR

n tane noktay1 bir dairenin etrafina yerlestirin ve her nokta ikilisini dogru parcalariyla

birlestirin.

2 nokta, 2 bolge

3 nokta, 4 bolge

Bu duruma gore daire etrafindaki n tane noktanin olusturdugu bolge sayisi en ¢ok
kagtir? Bunu formiille ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formiilii nasil dogrularsiniz

(ispatlarsiniz) agiklaymiz.
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8. Problem

DESEN

Asagidaki oriintiide goriildiigii gibi kiiciik
karelerden kare seklinde daha biiyiik bir
yap1 olusturulmaktadir. Kullanilan turkuaz
kare sayis1 nedir?

Yapacaginiz etkinlikler sonunda bu soruya cevap bulacaksimz. Bunun icin ilk olarak

asagida verilen soruyu dikkatlice okuyunuz.

- W OHE R

1. Adim 2. Adim 3. Adim 4. Adim n. Adim

Yukaridaki modellere gore n. adimda olusan yapida kullanilan turkuaz kare sayis1 degeri
nedir? Bunu formiille ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formiilii nasil dogrularsiniz

(ispatlarsiniz) agiklaymiz.
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9. Problem
DAIRE ve BOLGE

ntane dairenin kesisimiyle olusacak olan
bolge sayisinin en biiyiik degeri nedir?

Yapacaginiz etkinlikler sonunda bu soruya cevap bulacaksiniz. Bunun icin ilk olarak asagida
verilen soruyu dikkatlice okuyunuz.

Bir daire bir diizlemi 2 bdlgeye ayirir.

Kesisen iki daire ise diizlemi 4 bolgeye ayirir.

Buna gore n tane dairenin kesisimi ile olusacak olan bolge sayisinin en biiyiik degeri nedir?
Bunu formiille ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formiilii nasil dogrularsiniz

(ispatlarsiniz) agiklayiniz.
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