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Sekil 11.1.

SEKILLERIN LISTESI

Konveks fonksiyonun destek teget dogrusu

X



SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligmada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalariile birlikte agagida

sunulmustur.

R . Gergel sayilar kiimesi

Q : Rasyonel sayilar kiimesi

R™ : n boyutlu gergel vektorler kiimesi

L(X) : X durumunun risk 6l¢iisii acisindan kayip fonksiyonu
U(X) : X durumunun bir tercih iligkisini temsil eden fayda fonksiyonu
Q : Olasilik dlgiilerinin bir sinifi

p(X) : X'in riski

Prmaz(Q) : En kotii durum risk olgiisii

a(Q) : Ceza fonksiyonu

Qmin (Q) : Minimal ceza fonksiyonu

conv A : A’nin konveks ortiisii

() : f’in y’deki soldan tiirevi

fjr(y) : f’in y’deki sagdan tiirevi

f* : f’in eglenik fonksiyonu

P[A] : A'nin P’ye gore olciisii

(Q,.7) - Olcii uzay1

(Q,.7,P) : Olasilik uzay

qx : X icin bir dagilim dilimi fonksiyonu

Fx : X'in siirekli dagilim fonksiyonu

E[X] : X'in beklenen degeri

w(A) : A'nin Olgiisii

o : (Q,.7, P)’deki rassal degiskenlerin bir kiimesi
esssup® : ®'nin esas supremumu

essinf ®  : ®’nin esas infimumu

B.(x) : x merkezli € yaricaph acik yuvar

B, : Birim yuvar



Cy(5)
M= (S, S

%Lf = /%Lf(ﬂ, ,;OZ)

’

X
VAR,
AVQR,
WCE),
Qe

: S iizerindeki tiim sinirh ve siirekli fonksiyonlarin kiimesi

: (9,.7) lizerindeki tiim negatif olmayan sonlu 6lgiilerin kiimesi
: Tiim sonlu toplamsal kiime fonksiyonlarinin kiimesi

: X’in duali

: A seviyesinde riskteki deger

: A seviyesinde riskteki ortalama deger

: A seviyesinde en kotii kogullu beklenti

: ¢’nin c¢ekirdegi

: p'nun kabul kiimesi

: X'in alt dagilim dilimi fonksiyonu

: X'’in iist dagilim dilimi fonksiyonu

x1



1. GIRIS

Bu tez caligmasinda, bir finansal durumun risk 6l¢iimii probleminden bahsedildi.
X olasi senaryolarin bir kiimesi olmak {izere, senaryolar iizerinde bir olasilik 6l¢iisi
ile ifade edilen bir olasilik modelinde, X'in elde edilen dagilimi {izerinde momentler
veya dagilimlar acisindan risk olgiimii amaclandi. Bir klasik risk Olciisii, varyans
gibi, X’in finansal yorumunda basit asimetriyi ifade edemez. Burada o6nemli olan
asag1 yonlii (olumsuz) risk (downside risk)tir. Bu asimetri, agagidaki dagitim
kuyrugu icin dagilim iizerinde temellendirilmis olan boyle riskteki deger gibi olciiler
tarafindan dikkate alindi. Boliim 6’da bu konu ile ilgilenildi. Riskteki deger (value at
risk), ancak, baz1 dogal tutarli gereklilikleri kargilamaz. Boyle gozlemler, kesin temel
aksiyomlar:1 kargilayan risk oOlciilerinin sistematik aragtirmalarini harekete gegirir.

Bir yatirimciya gore, bir X durumunun risk 6lciisii agisindan kayip fonksiyonu

dir. Burada U, finansal durumlar iizerinde verilen bir > tercih iligkisini temsil eden

fayda fonksiyonelidir. Kuvvetli tercihler varsayimi bizi,

L(X) = sup Eql {(—=X)]

seklinde tammlanan kuvvetli eksik risk (robust shortfall risk) kavramina gotii-
rir. Ki burada ¢(z) := —u(—=x) bir konveks artan kayip fonksiyonu ve Q olasilik
Olciilerinin bir sinifidir. Bu sekildeki kayip fonksiyonlari, tercih siralamasinin kon-
vekslik ve monotonluk &zellikleri cinsinden tanimlanabilir. Ozellikle, eger X’in bir
giiclii eksik riski verilen bir sinir1 agmiyorsa kabul edilebilir (acceptable) olarak
goriilebilir.

Bir yatirim danigsmanlik sirketinin bakis acisindan, belirli bir miktarda parasal
hedef meydana cikar. Bu acidan risk olciisii gerekli sermaye ihtiyaci olarak goriiliir.
Yani, pozisyona eklendiginde ve bu para iizerinden risksiz yatirim yapildiginda po-
zisyonu kabul edilebilir yapacak minimal sermaye miktarin1 ariyoruz. Bu parasal
yorum, nakit degigmezligi (cash invariance)nin bir ek aksiyomu tarafindan elde

edilir. Bu, konvekslik ve monotonlukla birlikte riskin konveks 6lg¢iilerinin sinifini



belirler. Bu olgiiler

p(X) = Sup (Bl —X ]| -a(Q))

seklinde ifade edilebilir, ki burada «, 2’da olasihik Olciileri {izerinde tanimlanan
ceza fonksiyonudur. Pozitif homojenlik ek kogulu altinda, tutarli (coherent) risk
Olciilerinin sinifi elde edilir. Burada @), €2’da bazi olasilik dlgiilerinin sinifi olmak
tizere ifade,

p(X) =sup Eq [ —X ]
QeQ

seklini alir, Onerme 3.7’da goriilebilir.

Boyle parasal risk olciilerine aksiyomatik yaklasim P. Artzner, F. Delbaen, J.
Eber, ve D. Heath [3] tarafindan baglatildi ve bu aksiyomatik yaklagim tezin ilk
iic boliimiinde geligtirildi. Boliim 6’da riskteki degerle iligkili baz1 tutarh risk olgii-
lerinden bahsedildi. Bu risk olgiileri sadece, verilen bir olasilik 6lciisii altindaki bir
durumun dagilimini icerir. Boliim 7’de yasa degigsmezinin paylagilan bu o6zelligine
sahip konveks risk &lciileri sinifi belirlendi. Boliim 8’de konkav carpikliklarin rolii
tartigildi ve Boliim 9’da elde edilen risk odlciileri, bir komonotonluk 6zelligi tarafin-
dan belirlendi. Boliim 10’da, bir finansal piyasa modelinin sartinda dogal olarak
ortaya c¢ikan risk kavrami tarafindan sonuclandirilan, parasal risk ol¢iilerinin yapisi
analiz edildi. Boliim 11’de, giiclii eksik risk kavrami ile sonuclandirilan, parasal risk

olgiilerinin yapisi analiz edildi. Bunun i¢in [16]'ten faydalanildi.



2. ONBILGI

Burada tezde kullanilacak temel tanim ve teoremler verildi.

2.1. Konvekslik

Bir x € R” i¢in Euclid normu

|z| == Vz -z

ile ifade edilir.

Tanim 2.1. Bir € C R” olsun. Her x,y € Cve A € [0,1] igin A x + (1 —A) y € €
ise, € kiimesine konveks kime denir.

¢ C R" konveks bir kiime ve f : € — R fonksiyonu verilsin. Her x,y € € ve
A€ 0,1] igin f(Ax + (1 — N)y) < Af(x)+ (1= N)f(y) ise f fonksiyonuna konveks

fonksiyon denir.

Agagidaki onerme konveks kiime ile digindaki bir noktanin dogrusal fonksiyon
yardimiyla ayrilmasini gosterir. Fonksiyonel analizdeki oldukga 6énemli olan bu 6n-

ermenin kanit1 pek cok kitapta mevcuttur.

Onerme 2.1. [16/ € C R, 0 ¢ € olacak sekilde bostan farkh konveks bir kiime
olsun. O halde bir n € R™ vardwr oyle ki her x € € i¢inn-x > 0 ve en az bir vy € €
icin 1 - 2o > 0 olur. Ustelik, infyce |z| > 0 ise, infyee 17-2 > 0 olacak sekilde bir

n € R™ vardar.

Tanim 2.2. A, bir E lineer uzayimin herhangi bir alt kiimesi olsun.

n
convA = E oy T

i=1

neA, a; >0, Zaizl,nGN}

i=1

kiimesine A’nan konveks értisi (convex hull) denir ve bu kiime convA ile goste-

rilir. convA, A’y iceren en dar konveks kiimedir.

Tanim 2.3. Konveks bir f fonksiyonu tim noktalarda +oo degerini almiyorsa bu

fonksiyona has konveks fonksiyon (proper convex function) denir.



Onerme 2.2. [16] f : R — R U {+oc} bir has konveks fonksiyon olsun ve f’in

tanwm kiimesinin i¢i D ile gosterilsin.
(a) f, f’in tanwm kimesi izerinde dstten yar sirekli ve D tzerinde yerel Lipschitz

stureklidur.

(b) Her bir y € D’de f’in soldan ve sagdan tirevleri vardur:

T T ) S S O ) e )]

zTy r—y zly zZ—Y
dir. fjr ve f_ artan fonksiyonlardur ve f < fjr olur.
(¢) Sagdan tirev olan f;, sagdan siirekli ve soldan tiirev olan f, soldan stireklidir.

(d) f, D’de hemen hemen her yerde diferansiyellenebilirdir ve herhangi bir xq € D

ietn x € D olmak tizere,

£() = Flao) + / " F () dy = flxo) + / F ) dy

dir.
Tanim 2.4. Bir f : R — RU{+o0} fonksiyonunun Fenchel-Legendre donigtimii
bir y € R i¢in,
[ (y) =sup (y z — f(z))

z€R
olarak tanimlanar.

f # 400 ise y—y x — f(x) afin fonksiyonlarn supremumu iken f* konveks ve
alttan yary sireklidir. Ozellikle f*, kendi etkin tanum kiimesi izerinde sirekli olan
bir has konveks fonksiyondur. f’in kendisi bir has konveks fonksiyon ise f* da f’in

esglenik (conjugate) fonksiyonu adini alir.
Onerme 2.3. f bir has konveks fonksiyon olsun.
(a) ¥ z,y € R igin

vy < flz)+ ()

olur. x, f’in tamm kiimesinin i¢c noktasi ve y € [ f_(x), f,(x) ] ise

zy=f(z)+ f*(y)



olur.

(b) f alttan yar sirekli ise, f** = f’tir, yani x € R i¢gin

f(x) =sup (zy— f"(y))

yeR

dir.

2.2. Dagilim Dilimi Fonksiyonlar:

F : (a,b) C R — R’nin bir azalmayan fonksiyon oldugunu kabul edelim.

= lim F d:=lim F
¢ = ligd (x) ve i ()

olsun. Burada bir s € (¢, d) igin

s—:=limx ve s+ :=Ilimux,
ztTs xls

bir e € (a,b) icin

F(e—) = lggrel F(x) ve F(et+):= lﬁrel F(x)

olarak tanimlanir.

Tanim 2.5. Bir q : (¢,d) — (a,b) fonksiyonu, her s € (c,d) i¢in
F(q(s)=) < s < F(q(s)+)
ise q'ya F i¢in bir ters fonksiyon (inverse function) denir.
q (s):=sup{x € R | F(z) < s} ve ¢"(s):=inf{z e R| F(x) > s}

fonksiyonlar, soldan ve sagdan siirekli ters fonksiyonlar (left- and right-

continious inverse functions)dur.

Agagidaki yardimci teorem, F'nin soldan ve sagdan siirekli ters fonksiyonlarinin

g~ ve ¢" isimlendirmesinin sebebini aciklar.



Yardimci1 Teorem 2.1. Bir q : (¢,d) — (a,b) fonksiyonunun F ’nin bir ters fonk-

siyonu olmasi igin gerek ve yeter kogul, her s € (c,d) i¢in

g (s) <q(s) < q"(s)

olmasidvr. Ozellikle, ¢~ ve ¢ kendileri de birer ters fonksiyondur. Ustelik, ¢~ soldan
strekli, g% sagdan sirekli ve her bir q ters fonksiyonu artandir, her s € (c,d) igin
q(s—) = q (s) ve q(s+) = q*(s) olur. Herhangi iki ters fonksiyon (c,d) tzerinde
hemen hemen heryerde ¢akisir, yani g ve qq iki ters fonksiyon ise her s € (¢, d) i¢in

q1(8) = q2(s) (P-hhk) olur.

Uyar1 2.1. Soldan ve sagdan siirekli fonksiyonlar ayrica
g (s)=inf {reR| F(z)>s} ve ¢ (s)=sup {z eR | F(x) < s}

olarak da ifade edilebilir.

Yardimci1 Teorem 2.2. U, bir (0, %, P) olasilik uzays tzerinde, (0,1) uzayinda

dizgin dagilan bir rassal degisken olsun. Yani her s € (0,1) i¢in P[U < s | =s

olsun. q bir normallegtirilmis (lim F(x) = 1), artan, sagdan sirekli F' : R — [0, 1]
T—r00

fonksiyonunun ters fonksiyonu ise,

rassal degiskeninin dagilim fonksiyonu F dir.

Tanim 2.6. Bir F' dagilim fonksiyonunun bir q : (0,1) — R ters fonksiyonu, bir
dagilim dilimi fonksiyonu (quantile function) olarak adlandyrirlr. Yani q, her
s € (0,1) igin

F(q(s)=) < s < F(q(s)+)

y1 saglayan bir fonksiyondur. Soldan ve sagdan siirekl:
¢ (s)=sup {reR | F(z) <s} ve ¢"(s)=inf {r eR | F(z) > s}

ters fonksiyonlar, alt ve st dagilim dilimi fonksiyonlar: (lower and upper

6



quantile functions) adina alur.

Yardimci Teorem 2.3. X bir F'x stirekli dagilim fonksiyonuna ve qx dagilim dilims
fonksiyonuna sahip olan bir rassal degisken olsun. O halde U = Fx(X), (0,1)
tizerinde dizgin olarak dagilmistir ve P-hemen hemen kesin (bundan sonra bu ifade

yerine hhk kisaltmasi kullanilacaktir) olmak tizere X = qx (U) dur.

Yardimci Teorem 2.4. X, E[ |X| ]| < oo olacak sekilde, Fx dagilim fonksiyonu

ve qx dagilim dilimi fonksiyonu ile bir rassal degisken olsun. O halde
V() = / Fy(z) dz = E[ (x = X)* |

konveks fonksiyonunun Fenchel-Legendre dontisimii

U*(y) = sup (z y — U(z)) — /0 gx(t)dt , 0<y<1

- +o0 . diger durumlarda

ile verilir. Ustelik 0 < y < 1 olmak tizere tstteki supremum degerine bir x te ulasila-
bilmesi i¢in gerek ve yeter sart, X in y-dagilim dilimi degerinin x olmasidir. Yani

r = qx(y) olmasidur.

Yardimci1 Teorem 2.5. Bir f artan fonksiyonu i¢in X = f(Y) ve Y i¢in qy, bir
dagilim dilimi fonksiyonu ise, f(qy(t)), X i¢in bir dagilum dilimi fonksiyonudur.
Ozellikle, X ’in herhangi bir qx dagilim dilimi fonksiyonu ve t € (0,1) i¢in hemen
hemen heryerde

ax(t) = qrv)(t) = flav(t))

dir. f azalansa f(qy(1 —t)), X igin bir daglvm dilimi fonksiyonudur. Ozellikle

t € (0,1) i¢in hemen hemen heryerde

ax(t) = qrv)(t) = flay (1 1))

dir.

Agagidaki teorem Hardy-Littlewood egitsizliginin bir versiyonudur. E[XY| bek-

lentisi, gx ve gy dagilim dilimi fonksiyonlar: acisindan hesaplanmistir.



Teorem 2.1. X ve Y, gx ve qy dagilim dilimlerine sahip (Q, F, P) tzerinde iki

rassal degisken olsun. O halde asagidaki integraller iyi tanimly ise

/0 4x(1— $)ay(s)ds < B[XY] < / 2x (s)ay (5)ds

saglanwr. X = f(Y') ve alt(ist) sinwri sonlu ise, alt(iist) simrinin elde edilmesi igin

gerek ve yeter sart f’in bir azalan(artan) fonksiyon olarak se¢ilebilmesidir.

Tanim 2.7. (Q,.7, P) bir olasilik uzays olsun. p(A) > 0 olacak sekilde bir A € F
verilsin. B C A olacak sekildeki her B € .F i¢in ya u(B) = 0 veya u(A\ B) =0 ise
A’ya atom denir.

Bir (Q,.7, P) olasilik uzayr hi¢bir atom igcermiyorsa atomsuz (atomless) olarak

adlandirilir. Yani P[A] = X > 0 olacak sekildeki her A € F ve her a € [0, X] i¢in
dBCA : BeZ ve P(B)=a

olur.

Onerme 2.4. Herhangi bir olasilik dlcisi icin asaqidaki kosullar denktir:

(a) (Q,.7,P) atomsuzdur.

(b) Birbirinden bagimsiz,

olmak tizere aynit Bernoulli dagilimina sahip rassal degiskenlerin bir X1, Xo, - - -

dizist vardar.

(c) Herhangi bir p € 41 (R) igin birbirinden bagimsiz ortak p dagilimina sahip
(independent identically distributed) Y1,Ys, -+ rassal degiskenleri vardur.

(d) (Q, .7, P), diizgin dagilima sahip bir rassal degiskene sahiptir.

2.3. Bir Rassal Degigkenler Ailesinin Esas Supremumu

Bu béliimde verilen bir (€2, %, P) olasilik uzay: iizerinde rassal degigkenlerin bir

keyfi ® ailesinin esas supremumundan bahsedelim. Oncelikle ® kiimesinin sayilabilir
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oldugu durumu diigiinelim. O halde p*(w) := supcs @(w)da bir rassal degiskendir
yani ¢* Olgiilebilirdir. Ancak ® sayilamazsa noktasal supremumun 6lgiilebilirligi
saglanamayabilir. Noktasal supremum o6lciilebilir olsa bile, hhk 6zelliklere odak-
landigimizda dogru kavram olmayabilir. Buna bir érnek verelim: Q := [0, 1] iiz-
erinde P’yi Lebesgue 6l¢iisii olarak alahm ve ® := {I;3 | 0 < o < 1} secelim. Her
¢ € ® igin P-hhk ¢ = 0 iken sup, .4 @(z) = 1 olur. Bu, hhk esitsizlikler ile tanimh

bir esas supremumun agagidaki gosterimini verir.
Teorem 2.2. ({2, .Z, P) tizerinde rassal degiskenlerin herhangi bir kiimesi ® olsun.

(a) Her ¢ € ® i¢in
0" >¢ , P-hhk 2.1

*

olacak sekilde bir ©* rassal degiskeni vardr. Ustelik, ¢* asagidaki anlamda hhk
olarak tektir. (2.1) ozelligine sahip herhangi diger VU rassal degiskeni, P-hhk

olmak tizere ¥ > ©* " saglar.

(b) ® yonlendirilmis bir kiime, yani , @ € ® i¢cin, ¥ > ¢V olacak sekilde ¥ € &
oldugunu varsayalim. O halde, P-hhk olmak tizere o* = lim,, ¢, olacak sekilde

®’de bir p1 < o < --- artan dizisi vardr.

Tanim 2.8. Teorem 2.2°teki ©* rassal degiskeni, P’ye gore ®’nin esas supre-

mumu olarak adlandirilir ve

ess sup b =ess sup ¢ = gp*
ped

yazlir. P’ye gore ®’nin esas infimumu

ess inf ® =ess inf p := —ess sup —¢
peD pED

olarak tanimlanar.



2.4. Olcii Uzaylar:

S bir topolojik uzay olsun. S iizerinde, S’nin topolojisini veren bir d metrigi

varsa S’ye, metriklegtirilebilir (metrizable) denir. Yani, her x € S ve € > 0 igin

B.(z) :={y € 5| d(z,y) <e}

seklinde yazilabilen kiimelerin ailesi S’nin topolojisinin bir tabanidir. Bu topolojiye
gore bir U C S kiimesinin acik olmasi icin gerek ve yeter sart, bu sekildeki d yuvar-
larinin bir birlegsimi olarak yazilabilmesidir. Metriklegtirilebilir uzaylarin pratik bir 6-
zelligi, onlarin topolojik 6zelliklerinin yakinsak diziler cinsinden karakterize edilebilir
olmasidir. Ornegin, S metriklestirilebilir uzayinin bir A alt kiimesinin kapali olmasi
icin gerek ve yeter kosul, A’daki her bir yakinsak dizi i¢in limit noktasinin da A’da
olmasidir. Ustelik bir f : S — R fonksiyonunun y € S’de siirekli olmas: icin gerek ve
yeter kosul, y’ye yakinsayan her bir (y,,) dizisi igin f(y,)’in f(y)'ye yakinsamasidir.
S tizerindeki reel degerli tiim siirh ve siirekli fonksiyonlarin kiimesi Cj(S) ile gos-
terilir.

S’nin sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa, S metriklestirilebilir uzayina ayrila-
bilir (separable) denir. Bu durumda S’nin . Borel o-cebiri, x € {z,z,...} mer-
kezli, ¢ € Q, ¢ > 0 yargapl agk d yuvarlan ile iiretilir ve bu uzay (S5,.%) ile
gosterilir. Bundan sonra her zaman S’yi ayrilabilir ve metriklegtirilebilir kabul ede-
cegiz. Ustelik . uzay1 d metrigine gore tam ise, yani her bir Cauchy dizisi d’ye
gore S’de bir noktaya yakinsiyorsa, S bir Polish uzay1 (Polish space) olarak ad-
landirihr.  Ornegin, Euclid uzakhigina sahip (R, d), bir tam ve ayrilabilir metrik
uzaydir, dolayisiyla bir Polish uzayidir.

(S,.7) iizerindeki tiim negatif olmayan sonlu 6l¢iilerin kiimesini

M(S) = M (S, )

ile gosterelim. Her pu € .#(S), bir a € [0,400) katsayis1 ve (S,.7) 6l¢ii uzayi
tizerinde bir v olasilik 6l¢iisii igin ;1 = av geklindedir. (.S, .%) iizerindeki tiim olasilik
Olciilerinin uzayi

%1<S) = %1<Sv y)
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ile gosterilir.

Tanim 2.9. .Z(S) dzerindeki zayarf topoloji (weak topology), her f € Cy(S) ve bir
pe M (S) igin
s / [dp

dondistiimlering strekli yapan en kaba topoloji olarak tanimlanar.

Teorem 2.3. Zayif topoloji i¢in A (S) uzays, ayrilabilir ve metriklegtirilebilirdir. S
Polish ise, #(S) de Polish’tir. Ustelik Sy, S’nin bir yogun alt kiimesi ise, rasyonel

agirliklara sahip olan Sy tizerinde basit dl¢iilerin

{Zaiéxi|ai€Q+,xiESo,neN}
=1

kiimesi, zayif topoloji i¢in . (S) de yogundur.

Teorem 2.4. .#(S) de herhangi u, piy, fio, ... dl¢ileri icin agagidaki kogullar denktir:
(a) (pn)nen dizisi zayif topolojiye gore p’ye yakinsar.
(b) pn(S) — wu(S) dir ve her bir kapals A C S igin listup tn(A) < u(A) dur.

(¢) 1n(S) — w(S) dir ve her bir agik U C S igin lirr%inf wn(U) > p(U) dur.

(d) Swnuri p dlgiisine gore 0 olan (u(0B) = 0) her B Borel kiimesi i¢in j,(B) —
w(B) olur.

(e) v hemen hemen heryerde sirekli, sinirly her olgilebilir f fonksiyonu igin
/f dun—>/f d,, 'diir.
(f) Herbir sinairly ve dizgiin sirekli f fonksiyonu igin /f dpt, — /f d,, “diir.

Tamim 2.10. Bir M C .#(S) ve her ¢ > 0 igin
sup p(K°) <e

pneM

olacak sekilde S’nin kompakt bir K alt kiimesi varsa M ye sika (tight) denir.
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Teorem 2.5. (Phorov) S bir Polish uzayi olsun. #(S)’nin bir M alt kiimesinin
zayif topolojiye gore goreceli kompakt (relatively compact) olmasy i¢in gerek ve yeter
kosul

sup u(S) < oo
pneM

ve M nin siky olmasidir. Ozellikle, S bir kompakt metrik uzay ise M1 (S) zayf
kompakttar.

Teorem 2.6. (Riesz) Q bir kompakt metrik uzay ve I da C(QQ) tuzerinde, negatif
olmayan bir lineer fonksiyonel (Q izerinde f > 0 ise I(f) > 0) olsun. O halde, her
fe () igin

I(f) = / fdu

olacak sekilde € tizerinde bir tek p pozitif Borel dl¢iist vardur.

Tanim 2.11. (Q, %) bir 6l¢ii uzays olsun. u(Q) = 0 ve karsilikl ayrik Ay, ..., A, € F

kiimelerinin herhangi sonlu kolleksiyonu i¢cin

oluyorsa p : F — R donigimi, bir sonlu toplamsal kiime fonksiyonu (finitely
additive set function) olarak adlandirilir. () = 1 olacak sekilde normallegtir-
imis tim p : F — [0,1] sonlu tolamsal kiime fonksiyonlarimn kimesini M, 5 =
M (2, F) ile gosterelim.  Bir sonlu toplamsal p kiime fonksiyonunun toplam

degigimsi (total variation)

Ili2]] var == sUp {Z (A | Ax, ..., A F de ayrik kiimeler ve n € N}
i=1

olarak tanimlanar.

Toplam degisimi sonlu olan tim sonlu toplamsal p dl¢ilerinin uzayr ba(Q), F) ile

ifade edilir.

X, (Q,%) diizerindeki tiim smirli 6lgiilebilir fonksiyonlarin uzayr olsun.
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Teorem 2.7. F € X i¢in

o(F) = / Fdy

X dzerindeki sirekli, lineer ¢ fonksiyonelleri ile p € ba sonlu toplamsal kiime

fonksiyonlar:, arasinda bire-bir bir esleme tanimlar.

Ornek 2.1. (Q,.%), sonlu bir kiimeye indirgenebiliyorsa (F, Q’nain sonlu parcala-
migwyla tretilebiliyorsa) A ;¢ kiimesinin tim o-toplamsal olasilik dl¢ilerinin A =
M08, F) kiimesiyle cakistige agiktur. Diger durumlarda A, M, ¢ 'nin 6z alt kime-
sidir. Sonsuz sayrda ayrik Ay, Ao, -+ € F kiimesinin var oldugunu varsayalim,

w € A, alalbm ven =1,2,--- icin
1 n
0(X) = - > X(w)
i=1

tanamlayalim. X dzerinde €, siirekli lineer fonksiyonelleri, X' dual Banach uzayin-
daki By birim yuvarina aittir. Teorem 2.12’den (€,,) 'nin bir ¢ yigilma noktast vardar.
Herhangi bir X € X i¢in €, (X) — ((X) olacak sekilde bir (ng) alt dizisi vardor.
Bu durum X > 0 igin £(X) > 0 ve £(1) = 1 olmasini gerektirir. Dolayisiyla Teorem
2.7den bir Q € M, 5 i¢in ((X) = Eg[X] yazabiliriz. Ancak, Q[A,] = ((1a,) =0
ve Q[U, A, =1 oldugundan Q), o-toplamsal degildir.

2.5. Biraz Fonksiyonel Analiz

Bu tezdeki baz1 konular, sonsuz boyutlu vektor uzaylariyla ilgilidir. Bu konu ile
ilgili 6nemli 6rnekler 0 < p < oo igin LP uzaylardir. Bu béliimde bu uzaylardan
bahsedecegiz.

Oncelikle p € (0, 00| alahm. (£2,.%, P) iizerinde bir Z fonksiyonu icin

E[|Z|p M/P , 0<p<ooise

1Z]p = (2.2)

inf {c>0]|P[|Z]|>c]=0} , p=ocise

tanimlayalim. [|Z||, < oo olacak sekildeki (€2,.%, P) {izerinde tiim .Z-ol¢iilebilir Z
fonksiyonlarinin kiimesini £7(2, Z, P) ile gosterelim. Ayrica .£°(Q, %, P) uzayim

P-hhk sonlu rassal degiskenlerin kiimesi olarak tanimlayabiliriz. o-cebirine ve 6lciiye
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gore LP(Q), F, P) yerine kisaca ZP(P) ya da sadece £P yazabiliriz. p € [0, 00] i¢in
LP(Q, F, P) ya da kisaca LP uzaymi bir P-goz ardi edilebilir (null) kiimesi diginda

cakigan ZP’deki rassal degigkenler olarak tanimlayabiliriz. Sonug olarak
Z~Z = Z=22, P-hhk (2.3)

denklik bagintisina gore L?, bu bagmtinin denklik simflarindan olugur. p € [1, o0
ise LP vektor uzay1 (2.2)’te tanmimlanan || - ||, normuna gore bir Banach uzayidir,
yani || - ||, normuna gore her Cauchy dizisi L”’de bir elemana yakinsar. Temelde,
Z bir temsil elemani olmak iizere, bir Z € Z? rastgele degigkeni ve bununla iligkili
[Z] € L? denklik sinifi arasinda bir fark olmalidir. Ifadeleri basit tutmak icin Z’yi
denklik sinifi yerine kullanacagiz ve Z € L geklinde yazacagiz.
£ uzayinda, P-olciisiinde yakinsakhigin topolojisini kullaniriz. Bu topoloji,
XY € £ igin
d(X,)Y):= E[|[X=Y|A1] (2.4)

metrigi ile iretilir. Ayrica d’'nin bir norm olmadigina dikkat ediniz.

Tanim 2.12. N, dzerinde bir topoloji tamimlanan vektér uzayr olmak tzere, her
x € N igin {x} tekil kiimesi bir kapaly kiime ve vektor uzayr islemleri asagidaki

anlamda stirekli ise, bir topolojik vektor uzayr adins alur:
(2,9) — o4y
N x N’den N ’ye bir stirekli doniigimdir ve
(,z) — ax

R x N’den N ’ye bir siirekli déniistimdiir.

Teorem 2.8. Bir N topolojik vektor uzayinda, en az birinin i¢i bostan farklr olan
herhangi ki ayrik % ve € konveks kiimeleri, N tzerinde sifir olmayan sirekli lineer

U fonksiyoneli ile ayrilabilir, yani her x € € ve her y € B i¢in

((x) < L(y)
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dir.

Tanim 2.13. Bir N topolojik vektor uzayr baslangi¢ noktasinda konveks kiimelerden
olusan bir tabana sahipse, bu uzay yerel konveks uzay olarak adlandirilir.

N, || - || normu ile bir Banach uzay: ise; x € N, r > 0 olmak izere,
{yeN|ly—=|<r}

acrk yuvarlary N 'deki topologi i¢in bir taban tamimlar. Béyle yuvarlar konveks kiimeler
oldugundan herhangi bir Banach uzayr yerel konvekstir. (9, %, P) atomsuzsa,

LY, F, P) uzay P-élgiisiindeki yakinsakligin topolojisine gore yerel konveks degildir.

Agagidaki teorem "ayirma hiperdiizlemleri’nin varlig: izerine, klasik Hahn-Banach

teoreminin bir versiyonudur.

Teorem 2.9. (Hahn-Banach) B ve €, bir yerel konveks N uzayinin bogtan farkls,
ayrik ve konveks alt kiimeler: olsun. O halde, 2 kompakt ve € kapals ise

sup /(z) < inf {(y)

zel yes
olacak sekilde N 1izerinde bir sirekl lineer ¢ fonksiyoneli vardar.

Tanim 2.14. N lineer uzay, F', N nin noktalarini ayiran N tizerinde lineer fonksi-
yonellerin bir sinify olsun. N dzerindeki F'-topolojisi (o(N, F) ile gosterilir); n € N,

x €N, l; € Fver >0 olmak izere
{yeN| |tily) —t(x)| <r, i=1,---,n}

seklindeki kiimeleri taban olarak kabul eden N tizerindeki topologidir.
N zaten bir yerel konveks topoloji bulunduruyorsa, N -topolojisi (o(N, N/)), N
tizerindeki zayaf topologi (weak topology) adiny alur.

N sonsuz boyutlu ise, F' topolojisi genellikle metriklenemez. Bu durumda, acik
ve kapali kiimeleri tanimlamak icin diziler yeterli olmayabilir. Asagidaki 6nerme, F

topolojisinin bir ¢ok temel 6zelligini 6zetler.
Onerme 2.5. a) F topolojisi ile N bir yerel konveks uzaydur.
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b) F topolojisi her ¢ € Fyi sirekli yapan N tzerindeki en kaba topolojidir.
c¢) F topolojisi icin N 'nin duali F’ye egittir.

Teorem 2.10. N 'nin yerel konveks uzay ve €’'nin, N ’'nin bir konveks alt kiimesi
oldugunu varsayalim. O halde €'nin zayf kapalt olmasy i¢in gerek ve yeter sart,

N’nin esas topolojisinde € nin kapalr olmasidar.

Tanim 2.15. Bir f : N — RU {400} fonksiyonunun Fenchel-Legendre donigtimii

N'’de tansmlanan

JH(0) = sup (€(x) = f(x))

zeN

fonksiyonudur.

Teorem 2.11. f yerel konveks bir N uzayr tzerinde bir konveks fonksiyon olsun.

f, o(N,N')ye gire alttan yary siirekli ise f = f* dur.

Teorem 2.12. (Banach-Alaoglu) N, N' duali ile bir Banach uzay olsun. Bu du-
rumda

[l v := sup L(x)

llf[ v <1

olmak dizere, her v > 0 igin {x € N' | ||z||y» <7} zayf * kompakttr.

Yardimci Teorem 2.6. &, L*™ un bir konveks alt kiimesi olmak tzere, her r > 0
1cin

¢ =Cn{X e L™ | [ X[ <7}
LY’de kapali ise, € zayf * kapalidar.

Teorem 2.13. (James) Bir N Banach uzaynda sinirly, zayif kapaly ve konveks A
alt kiimesinin zayif kompakt olmasi icin gerek ve yeter kosul her sirekli lineer fonk-

siyonelin A’da supremumunun var olmasidar.

Teorem 2.14. (Dunford-Pettis) L' ’in bir A alt kiimesinin zayf gireceli kompakt

olmasu i¢in gerek ve yeter sart sinirly ve dizgin integrallenebilir olmasidir.
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3. RISK OLCULERI VE KABUL KUMELERI

Tutarh risk olciileri ve bu risk 6lciilerinin kabul kiimelerine aksiyomatik yaklagim
ilk olarak Artzner, Delbaen, Eber, ve Heath [3| tarafindan verilmistir ve bu boliimiin
sonuclarinin cogunda bu ¢aligma temel alinmigtir.

2, senaryolarin belirli bir kiimesi olsun. Bir finansal durum, ticari dénemin so-
nunda w € 2 senaryosu gergeklegirse, durumun indirimli net degeri X (w) olmak
izere, X rassal degiskeni X : 2 — R olarak tanimlanir. X, finansal durumlarin
verilen bir X' sinifina ait olmak iizere amacimiz, bazi p(X) sayilar tarafindan X’in
riskini 6lgmektir. Bu boliim boyunca, X', sabitleri iceren sinirli fonksiyonlarin bir
lineer uzay1 olarak alinacak ve € {izerinde verilen bir olasilik 6l¢iisii kabul edilmeye-

cektir.

Tanim 3.16. VXY € X asaqidaki kosullary saglyorsa, p : X — R, bir parasal

risk ol¢iist olarak tanimlanar:
o Monotonluk: X <Y ise p(X) > p(Y)
o Nakit degismezligi (cash invariance): m € R ise p(X +m) = p(X) — m.

Monotonlugun finansal anlami aciktir: Odeme profili arttirldiginda risk aza-
lir. Nakit degismezligi, kaydirma degigmezligi (translation invariance) olarak
da tamimlanir. Bu, bir sermaye ihtiyaci olarak p(X) ile belirlenir yani m, p(X)’i
bir danismanlik sirketinin bakig agisindan kabul edilebilir seviyeye indirmek icin X
durumuna eklenmesi gereken nakit miktardir. Sonug olarak, duruma m miktar: ek-
lenir ve risksiz yola yatirilirsa, ayn1 miktar tarafindan sermaye ihtiyac1 diistiriiliir.
Ozellikle, nakit degismezi

p(X + p(X)) = 0 (3.1)

ve

Ym € R igin p(m) = p(0) —m

demektir.

Bircok amag icin, genelligi bozmadan, verilen bir parasal risk 6l¢iisiiniin

e Normallegtirme: p(0) =0
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sartin1 sagladigr kabul edilebilir. Ancak bazi durumlarda normallegtirmede 1srar

etmek uygun olmayacaktir.

Uyar1 3.2. X i, bir finansal durumun bugiinki degerini temsil etmek icin kullaniyo-
ruz. Ornegin; r, risksiz bir yatriman getirisi oldugunda, buginki dejer icin ¢arpan
1/(147r) olarak segilebilir. Bir finansal durumun bugtinki degeri X 'in riskini 6l¢gmek

yerine dogrudan gelecektek

X=(01+7rX

degeri tizerinden de risk él¢ilebilir. Bu risk dlgisine karsilik gelen p(X) = p(X),

yine monotondur.

PX+(1+r)m) =

oldugundan nakit degismezligi, asaqidaki sekilde ifade edilebilir:

PX 4+ (14+rm)=pX)—m (3.2)

olur. Yani, bir m ek miktari, risksiz olarak yatirilirsa risk, m kadar azalir. Aksine,
herhangi bir p : X — R monoton ve 3.2’yi saghyorsa, p(X) = p((1 + r)X) bir

parasal risk olcisi tanimlar.

Yardimci Teorem 3.7. Herhangi bir p parasal risk dl¢isi, ||-|| supremum normuna

gore, Lipschitz stireklidir:
p(X) = p(Y)| < |IX =Y.

Kanit. Monotonluk ve nakit degismezliginden X <Y + || X — Y/|]’dir ve bu yiizden
p(Y) = | X = Y| < p(X) olur. X ve Y’ nin rolleri degistirilirse, iddia saglanir.
Gergekten, X < Y+| X—Y|| ve p parasal risk 6l¢iisii oldugundan monotonluktan;
p(X) = p(Y + [ X =Y])
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ve nakit degigsmezliginden;

p(X) = p(Y) — [ X =Y
olur. Bu ifadeyi diizenlersek,

X =Yl > p(Y) = p(X)

olur. Benzer gekilde Y < X + ||Y — X|| ve p'nun monotonlugu ve nakit degigmezli-
ginden;

p(Y) 2 p(X + Y = X]})

p(Y) = p(X) =Y — X||

p(Y) = p(X) — | X =Y

olur. Bu ifadeyi diizenlersek, || X —Y|| > p(X) — p(Y) olur. O halde
p(X) = p(Y)| < [X =Y

elde ederiz. 0

Bundan sonrasi itibaren ek olarak konvekslik 6zelligine sahip olan parasal risk

Olciilerine odaklanalim.
Tanim 3.17. Bir p: X — R parasal risk dl¢isi konveks fonksiyonsa yani,

o Konvekslik: 0 < X\ <1 i¢in p(AX +(1=N)Y) < X p(X)+ (1 =XN)p(Y) sartina

saghyorsa, p fonksiyonuna konveks risk olgtisi denir.

Gelecekteki olasi sonuclar diigiiniilerek, bir yatirimci i¢in uygun kaynaklar o-
lugturulabilir. Bir yatirim stratejisi yatirimciy1r X’e yonlendirirken, bir digeri Y'ye
yonlendirir. Yatirimer yatirimi gesitlendirirse, A kadarini birinci secenege ve geriye
kalan kismini ikinci se¢enege kullandiginda AX + (1 — \)Y elde edilir. Sonug olarak,
konvekslik aksiyomu, degisgiklik riski artirmamali fikrinin matematiksel ifadesidir. p

konveks ve normallestirilmis ise,
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0<A<1icin,

p(AX) = p(AX +(1—X)0)
Ap(X) + (1= A)p(0)
Ap(X)+ (1 —=X)0
Ap(X)

I IA

A>1icin ,

=
»
S~—
I
—
[
N~—
IA

xP(AX)
p(AX)
Ap(X)

> >
2
olls!
(AVARRVAN

oldugundan,
0<A<1 igin p(AX) < Ap(X),

A>1 igin p(AX) > Ap(X).

dir.
Tanim 3.18. p bir konveks risk 6l¢iist olsun.

o A\ >0 olmak tzere p(AX) = A\p(X) (Pozitif homojenlik)
kosulunu saglhyorsa tutarly (coherent) risk élgiist olarak tanimlanar.

Bir p parasal risk 6l¢iisii pozitif homojen ise normallegtirilmigtir yani p(0) = 0

dir.
Onerme 3.6. Pozitif homojenlik varsayima altinda, konvekslik;
e p(X+Y) <p(X)+p(Y) (Alt toplamsallik)

e esdegerdir: A >0, X,Y € X ve a € (0,1) i¢in p(AX) = A\p(X) olmak iizere,

PX +Y) < p(X) + p(Y) <= plaX + (1= a)Y) < ap(X) + (1 - a)p(Y)

dor.
Kanit. (=) :
plaX+(1—-a)Y) < plaX)+p((1—-a)Y) (Alt toplamsalliktan)
= ap(X)+ (1 —a)pY) (Pozitif homojenlikten)
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pPX+Y)=p(2(3F) = 2p(5+%) (Pozitif homojenlikten)
< 2 (3p(X) + 2p(Y)) (Konvekslikten)
= p(X) +p(Y)

O

Bu 6nerme; farkli durumlarin toplamindan ortaya ¢ikan riski yonetme iginin be-
lirlenmesini saglar. Ayrik risk limitleri farkli boliimlere verilmigse; toplam durumun
riski, bireysel risk limitlerinin toplami tarafindan sinirlandirilir.

Bircok durumda risk, dogrusal olmadan, durum artiglarinin boyutu olarak biiyiiye-
bilir. Bu nedenle pozitif homojenlik her zaman saglanmayabilir. Bunun yerine kon-
veks risk olgiilerine odaklanacagiz.

Bir p parasal risk 6lgiisii, ek sermaye gerektirmeyen anlamda kabul edilebilir
durumlarin

o= {X € X | p(X) <0}

siifini ortaya cikarir. 7, sinifi, p’ nun kabul kiimesi olarak isimlendirilir.
Agagidaki iki 6nerme; parasal risk olgiileri ve onlarin kabul kiimeleri arasindaki

iligkileri 6zetler.

Onerme 3.7. Bir J : X — R fonksiyonelinin monoton, konkav, pozitif homojen ve

nakit degismezi olmast i¢in gerek ve yeter kosul, X € X i¢in

J(X) = inf Fol X |

olacak sekilde bir Q C .y kiimesinin var olmasidr.
Ustelik, Q kiimesi her zaman konveks olarak secilebilir ve tstteki infimumu daima

elde edilir, yani X € X icin
J(X)=min Eg[ X |

Qe

1yt tanamiidar.
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Onerme 3.8. Varsayalim ki p, o = a7, kabul kiimesine sahip olan bir parasal risk

olctisti olsun.

(a) </ bostan farkhdir ve asaqidaki iki kosulu saglar:
inf{meR|med } >—- (3.3)
XedYeXY>X=Yecdd (3.4)
Ustelik, <7, asaqidaki kapallik ézelligine sahiptir: X € of veY € X i¢in

{Ae[0,1] | A X + (1 =AY € &} [0,1] araliginda kapalidar. (3.5)

(b) p, o dan asaqudaki sekilde elde edilebilir:

p(X)=infimeR | m+ X € &} (3.6)

(¢) p’nun bir konveks risk ol¢isii olmast i¢in gerek ve yeter sart o 'min konveks

olmasidar.

(d) p’nun pozitif homojen olmasi i¢in gerek ve yeter sart < 'nin bir koni olmasidar.
Ozellikle, p’nun tutarl olmasi i¢in gerek ve yeter sart, o7 ‘nin bir konveks koni

olmasidar.

Kanit.  (a)

Y>X = pY)<pX) (monotonluktan)
0 (X € o ise p(X) < 0 oldugundan)

e my,my € Rvem; < mgyolsun. O halde (3.4)'ten my € &7 ise my € &7 dir.
Burada my, ms € R keyfi oldugundan R C &/ elde edilir. inf {m € R |
m e &} =inf{m € (RN)} = inf(RN &) = infR = —o0o olur. Bu
durumda Vm € R i¢in p(m) = p(0) —m < 0, buradan da p(0) < m yani
p(0) = —oo olur. Bu ise bir geligkidir.
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e f(A) =pAX+(1=XN)Y), [0, 1] de siirekli oldugunu gosterelim. Yardimei
Teorem 3.7den p parasal risk Olgiisii iken Lipschitz siireklilikten

|p(X) — p(Y)| < || X =Y olur. O halde;

[f(A) = fA2)] = [p(MX + (1= M)Y) = p(AaX + (1 = A)Y))|
< JIMX +H (1 =AY — X — (1= \)Y|

= [[(M = A2) X — (A = A)Y|

X = Y[\ = Ag

elde edilir.
o, ={X € X | p(X) <0} oldugundan,

B = {2e[0,1] | AX+(1-NY € o}
= {Ae[0,1] ]| p(AX + (1 - N)Y) <0}
= {Xe0, ] f(A) <0}
= 0,17 f7((~00,0])

elde edilir. O halde B, [0, 1]’de kapalidir.

(b) X € X icin

inf{m eR | m+X e} "= nf{lmeR|m+X e}
(¢’nin tammindan) = inf{m e R | p(m + X) <0}
(nakit degismezliginden) = inf{m € R | p(X)—m <0}
= inf{m e R | p(X) <m}
= p(X)

elde edilir.

(c) p konveks risk olgiisii ise «7’nin konveks oldugunu gosterelim:

p konveks risk olgiisii, X, Y € X ve A € [0, 1] olsun. Bu durumda konvekslikten

POMX + (1= N)Y) < Ao(X) + (1= Np(Y)

olur. 2/’nin konveksligini gostermek icin X,Y € o/ ve A € [0, 1] alalim.
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Xed=pX)<0
Yed=pX)<0

Ap(X) <0
(1=X)p(Y) <0
Ap(X) + (1= A)p(Y) <0
pPAX +(1-XN)Y)<0

AX + (1= NY € o

(alt alta toplanirsa)
nun konveksliginden
0 konveksligind

(«’nin tanmimindan)

R

o/ konveks olur.
Tersi (3.8) ile beraber Onerme 3.9’dan sonra yapilacaktir.

(d) p pozitif homojen ise 7’ nin bir koni oldugunu gosterelim:

p pozitif homojen, X € o/ ve A > 0 olsun. O halde

Xedg = pX)<0
(A > 0 oldugundan) = Ap(X) <0
(p'nun pozitif homojenliginden) = p(AX) =X p(X) <0
= p(AX) <0
= MXed
= & koni

Tersi (c)’dekine benzer gekilde elde edilir.

e p tutarh risk 6l¢iisii ise 27’ nin konveks koni oldugunu gosterelim:

p tutarh risk 6lgiisii = p konveks ve pozitif homojen
(c) ve (d)’den = .o konveks ve koni

= &/ konveks koni

O

Diger taraftan,verilen kabul edilebilir durumlarin bir &/ C X siifi, temel amag
olarak alinabilir. Bir X € A durumu i¢in sermaye ihtiyacini, m + X kabul edilebilir

olacak sekildeki minimal m miktar1 olarak tanimlayabiliriz:

pr(X) :=inf{meR | m+ X € &} (3.7)
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Dikkat edilirse, bu gosterime sahip olan (3.6)

ety =P (3.8)

seklini alir.

Onerme 3.9. (3.2) ve (3.4)i saglayan <, X ’in bostan farkh bir alt kiimesi olsun.

Bu durumda, p. fonksiyoneli, asagidaki dzelliklere sahiptir:
(a) po bir parasal risk ol¢tsidir.
(b) < bir konveks kiime ise, po bir konveks risk él¢istdir.

(¢) o bir koni ise, py pozitif homojendir. Ozellikle <7 bir konveks koni ise, Pt

bir tutarl risk él¢iistdir.

(d) o, a, ’mn bir alt kimesidir. </ (3.5)teki kapahlik ozelligini saghyorsa,
o =, dir.

Kanit.  (a) po/'min monotonlugu ve nakit degigmezligini sagladigini gostermeliyiz:

e Nakit degigmezligi: X € X ve n € R igin

pr(X+n) = inffmeR|m+X+ne o}
= inffilmeR |m+n+X €}
= inffim—-neR|m+X €.}
= inf{meR|m+Xed}—n
= ps(X)—n

e Monotonluk: X € & ve X <Y ise, Y € o/ oldugunu biliyoruz. Buna gore,
X<YveX+med=Y+medg

ve

X<Y=X+m<Y+m
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oldugundan

{meR|X+med} ¢ meR|Y+med}
inf{meR | X+meg} > mf{meR|Y +me F}
ps(X) = pa(Y)

elde ederiz. Bu da bize p, ’nin monotonlugunu verir.

e p./mn sonlu degerler aldigini gosterelim. Bogtan farkli <7 kiimesinde bir Y
alip sabitleyelim. Verilen bir X € X i¢cin m + X > Y olacak sekilde bir sonlu
say1 vardir, ¢iinkii X ve Y sinirhdir. O halde

par(X) =m = py(m+X) < py(Y) <0

ve dolayisiyla p(X) < m < oo’dur. Dikkat edilirse, (3.3) p,(0) > —oc’a
denktir. Keyfi X € X icin p,/(X) > —oo oldugunu gostermek icin, X +m’ < 0
olacak sekilde m' alalim. Monotonluk ile nakit degismezliginden p. (X) >

per(0) +m’ > —oo ile sonuclandirilir.

(b) m; + X; € & olacak gekilde X1, Xy € X ve my, ms € R oldugunu varsayalim.

</'min konveksligi ve p,'nin nakit degismezliginden, A € [0, 1] olmak iizere,

Almy+ X))+ (1= XN (me + Xz) € &
por(A(my + X1) + (1 = XN)(ma+ X3)) <0

P (AX1 + (1 = A)X2) + (Amy + (1 = A)mg)) <0
Py (AX1 + (1 = X)Xo) — (Amy + (1 — AN)mg) <0
P (AXT 4+ (1 = X)X2) < Amy + (1 — XN)mgy

per (

AXT 4 (1= N X < M (X1) + (1= N pur (Xo)

el

elde ederiz.

(c) < koni ise py'min pozitif homojen oldugunu gosterelim: <7 bir koni, X € X

ve A > 0 olsun.
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e )\ > 0igin
ps(AX) = inf{(meR|m+ X € &}
= infflmeR | +X € &}
= inf{d meR|m+ X e}
= Ainf{meR |m+ X € &}
= Ap(X)

e )\ =0igin A, — 0" olacak sekilde bir A, dizisi secersek p, 'nun siireklili-

ginden p, (A X) = pr(0) = 0pr (X) = 0 elde ederiz.

e o/’nin konveks koni olmasi p.'nin konveks ve pozitif homojen olmasini

yani tutarli olmasini gerektirir.

(d) & C 4, , kapsamasi agiktir. Simdi &/’min (3.5)"i sagladigin1 varsayalim.
ps(X) < 0 olan bir X ¢ ./ oldugunu kabul edelim. Sonug icin bir
m > || X|| = sup,, | X (w)| alahm. Varsayimdan em + (1 — €)X ¢ o olacak
sekilde bir € € (0,1) vardir. Sonug olarak,

0<pglem+(1—e)X)=ps((1—2)X)—em

dir. p. parasal risk oOl¢iisii oldugundan, Yardimci Teorem 3.7’den

e (1 =€) X) = pr (X)] < ]| X]]

tir. Sonug olarak

per(X) 2 por (1 — €)X) — ][ X]| = e(m — [ X][) > 0

dir. Bu ise bir geligkidir.
0J

Asagidaki 6rneklerde X1, bir (Q2,.%) 6l¢iilebilir uzay1 iizerinde tiim sinirh 6lgii-
lebilir fonksiyonlarin lineer uzay1 olarak alalim ve (£2,.%#) iizerindeki tiim olasilik
olgililerinin siifin1 4 = 44 (Q), .F) ile gosterelim.

Ornek 3.2 bir risk 6lciisiinden kabul kiimesinin elde edilisi ile ilgili olarak veril-

mistir.
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Ornek 3.2. En kétii durum risk Ol¢tist Pmaz her X € X i¢in

X)=—inf X

Prmaz(X) igg (w)

olarak tanimlansin. ppma.(X) degeri, herhangi bir senaryoda ortaya ¢ikabilecek olas
kayp icin en kigik dst simirdir. o kabul kiimesi, X ’te negatif olmayan fonksiyon-
larn konveks konisi ile verilir. Bu kiime konveks koni oldugundan bir tutarly risk

olgtistidir. X 'te herhangi bir p normallestirilmis parasal risk él¢isii,
p(X) < p(inf X(©)) = pras(X)

i saglar.
Dikkat edilirse, pmaz,

Pmaz(X) = sup Eqg[—X] (3.9)
QeQ

seklinde gdsterilebilir, burada Q, ({2, F) dizerinde tim olasilik dl¢ilerinin A sinafidur.

(Q = .4)

Ornek 3.3. Q, (2,.F) iizerinde olasilik dlgilerinin bir kimesi olsun ve her bir
Q € Q igin bir v(Q) alt seviyesini belirleyen sonlu supg v(Q) degeriyle v : @ — R

dontisimint disintin. Varsayalim ki, her QQ € Q i¢in,

Eq[X] =7(Q)

oldugunda, bir X durumu kabul edilebilir olsun. Béyle durumlarin <f kimesi (3.3)
ve (3.4) " saglar ve konvekstir. Sonug olarak, p = p. iliskili parasal risk Ol¢iisi

konvekstir ve

p(X) = sup(7(Q) — EglX])
Qe

seklini alyr.  Alternatif olarak, Q@ € Q i¢in a(Q) = —v(Q) ve diger durumlarda

a(Q) = +oo olarak tanimlanan o : M, — (—o0, +00| ceza fonksiyonu olmak dzere,

p(X) = sup (Eq[-X]—a(Q)) (3.10)
Qe

yazabiliriz.

28



Ornek 3.4. R’de bir u fayda fonksiyonunu, bir Q € 4, olasilk dl¢isini ve sabit
bir ¢ € R egigini digiinin. Bir X pozisyonunu en azndan c’ye denk ise, kabul
edilebilir olarak isimlendirelim, yani onun beklenen faydasi Equ(X)], u(c) ile alttan

sinarhdir. Acgikcass,

o = {X € X|Eqlu(X)] > ulc)}

kiimesi bogtan farklhdir, konvekstir , (3.3) ve (3.4) i saglar. Sonug olarak, p., bir
konveks risk dl¢isidir. Kaba bir genellestirmeyle bir pozisyonun kabul edilebilir-
ligini (12, F) idizerindeki tim Q olasilik dl¢iileri sinify cinsinden tanimlayabilecegimiz

agikardir. Yani, supgeg cq < o0 olacak sekildeki cq sabitleri ile

o = [ J{X € X | Eg[u(X)] > u(cq)},
QeQ

tanimlayabiliriz. Karsilik gelen risk olcilers Bolim 10°da daha ayrintily incelenecek-

tir.

Ornek 3.5. Bir olasiliksal model belirledigimizi varsayalim. Yani P, (£2,.7) dzerin-
de bir olasilik 6l¢isi olsun. Bu ¢ergevede, bir kaybin olasiligr verilen bir A € (0,1)

seviyesi tarafindan simrhysa yani,
P[X <0] <A
ise, bir X durumunun genellikle kabul edilebilir oldugu diistinilir.
VAR\(X)=inf{meR | Pim+ X <0] <A}

ile tanimlanan VQR), karsilik gelen parasal risk ol¢iist, A seviyesinde riskteki deger
olarak adlandvrilr. P-hhk sonlu olan tiim rastgele degiskenlerin £°(2,.F, P) uzayn
tizerinde riskteki degerin iyi tansmly olduguna dikkat ediniz. Bununla birlikte &1,
N(0,1) deki ® dagilvm fonksiyonunun tersini gostermek dizere, X, 0%(X) varyansina

sahip bir Gauss rastgele degiskeni ise,

VAR\(X) = E[-X]+ & '(1 - \)o(X) (3.11)
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olur. Ac¢ikcasr, VQR, pozitif homojendir ama genellikle konveks degildir, (ileride
Ornek 6.13'te gésterildigi gibi).

Boliim 6’da, riskteki deger konusu detayl olarak ele alinacaktir. Ozellikle, baz

bunlarla iligkili, tutarh ve konveks risk élciileri ile caligilacaktir.

Ornek 3.6. Onceki drnekteki gibi, (2, F) tizerinde sabit bir P olasilik él¢isini ele
alalim. Odemesi X € L% = L%(02,.F, P), fiyats 7(X) ve varyans: 02(X) # 0, olan

bir varhk icin Sharpe orani;

EX]-n(X)(1+7r) _ B[X]

o(X) - o(X)
olarak tansmlamir. Burada X = X - (1 + )" — w(X) e karsilik gelen indirimli
net degerdir. Sharpe orami, bir ¢ > 0 sabiti ile alttan sinmirl ise, X durumunu
kabul edilebilir buldugumuzu varsayalm. (3.7) de tansmlanan £? iizerinde p. sonug

fonksiyoneli,

o ={X € L | E[X]>co(X)}

sinafi i¢in

pe(X) = E[~X] + co(X)

seklinde verilir.

o(+), ZL*'de konveks fonksiyonel oldugu icin nakit degismezidir, pozitif homo-
jendir ve konvekstir. Ancak p. bir parasal risk ol¢ist degildir, ¢inki monoton
degildir. Gergekten, X = e? ve Z, N(0,0%) normal dagilvma ile bir rastgele degisken

1se, X > 0’dir ancak
pe(X) = =7 4 ce” 2\ e — 1

yeteri kadar biyik o i¢in pozitif olur. X normal dagilima sahipse ve 0 < X\ < 1/2
igin ¢ = @711 — X) ise (3.11) in, VQR,(X)in p.(X) e esit oldugunu gosterdigine
dikkat ediniz. Sonug olarak, p. ve VQRy nin ikisi de; £*’nin X Gaussian alt
uzayna kisitl ise yani normal dagilimly rastgele degiskenlerden olusan bir lineer
uzay ise, bir tutarl risk éleisindn tim ozelliklerine sahiptir. Ancak Ornek 6.13’te

gorilebilecegi gibi ({2,.%, P) tizerinde normal rastgele degiskenlerin varligr, X ’in
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rastgele degiskenleri de icerecejini gosterdiginden ne p, ve ne de VQRy, £? uzayinin

tamamanda tutarl olabilir.

Ornek 3.7. ¢ : .F — [0,1], ¢(0) = 0, ¢(2) =1 ve A C B ise c¢(A) < ¢(B) an-
laminda, normallestirilmis ve monoton herhangi bir kiime fonksiyonu olsun. Ornegin,
bir P olasilik él¢isi ve v(0) = 0, (1) = 1 sartlarine saglayan bir ¢ : [0,1] — [0, 1]
artan fonksiyonu i¢in c, c¢(A) := Y (P[A]) ile verilebilir. Bir X > 0 sinurly élgtlebilir

fonksiyonunun c’ye gire Choquet integral,
/Xdc ::/ (X > x)dx
0

¢ bir olasilik 6l¢iisi ise, Fubini’nin teoremi’nden; [ Xdc, Riemann integrali ile

olarak tanimlanar.
denktir. Genel durumda, Choquet integrali X “in bir lineer olmayan fonksiyonelidir
ancak, \,m > 0 sabitleri i¢in biz yine [X-Xdec = X\ - [ Xdc ve [(X +m)dc =

[ Xde+m alacagrz. Keyfi X € X ve X +m > 0 olacak sekilde m € R alwrsak;

/(X+m)dc—m:/(jn(c(X>x)—1)dx+/oooc(X>x)dx

elde ederiz. Sag taraf m > —infX ten bagimsizdir ve bu yiizden her X € X i¢in

Choquet integralinin tanimain

/Xdc - /_(;@(X > ) — Dz + /OOO (X > z)dz

koyarak genisletmek mantiklidir. Her A > 0 ve m € R i¢in

/)\Xdc:)\/Xdc ve /(X+m)dc:/Xdc+m

dir. Dahast, Y > X icin
/ Yde > / Xdc

olur. Sonu¢ olarak, kaybin Choquet integrali,
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X dzerinde pozitif homojen parasal risk olcisidir. Bélim 9°da, komonotonluk
tansmane kullanarak bunlary karakterize edecegiz. p 'nun konveks ve dolayisiyla tutarl
olmasu igin gerek ve yeter kosulun c¢’nin altmodiler (submodular) veya 2°li degisen

(2-alternating) yani; A, B € .Z i¢in

c(ANB)+c¢(AUB) < c(A) + ¢(B)

olacaginy da gésterecegiz. Bu durumda, p ;

p(X) := max Eol—X] (3.12)

seklini alir ki burada, tim A € F’ler i¢in Q[A] < c¢(A) olmak tzere, Q : F —
[0,1] tim sonlu toplamsal ve normallestirilmis kiime fonksiyonlarinin sinfi olarak

tanimlanan Q. ; ¢’nin ¢ekirdegidir. Teorem 9.31’e bakiniz.

Sonraki iki boliimde, sistematik bicimde ortaya ¢ikan tutarli ve konveks risk

olgiileri i¢in (3.9), (3.12) veya (3.10) seklinin nasil temsil edildigini gosterecegiz.
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4. KONVEKS RISK OLCULERININ GUCLU TEMSILI

Konveks risk olgiilerine genellegtirme Heath [21], Heath ve Ku [22], Follmer ve
Schied [17] ve Frittelli ve Rosazza Gianin [19] tarafindan bahsedilen yayinlarinda bir-
birinden bagimsiz sekillerde verilmistir. Bu boliimdeki giiclii temsil teoremi Follmer
[18]'den alinmigtir. Bu konu ile ilgili daha fazla bilgi i¢in Kratschmer [23]’e bakila-
bilir.

X, (Q, %) olgiilebilir uzay1 iizerinde tiim sinirh 6lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi
olsun. Bu durumda supremum normuna gore bir Banach uzayidir. (€2, .%) iizerindeki
tiim olasilik Olcillerinin kiimesi .#) = #,(Q, F) ve Q[ Q| = 1 olacak sekilde
normallestirilmig olan @ : % — [0, 1] sonlu toplamsal kiime fonksiyonlarinin kiimesi
de M\ 5 = M1 4(2,.F) ile verilsin. Q € A f'ye gore, X'in integralini Eg[X] ile

gosterecegiz.

Onerme 4.10. Bir p : X — R fonksiyonelinin tutarl risk dl¢isi olmasi icin gerek
ve yeter kosul X € X icin

p(X) = sup Eg[—X] (4.1)
QeQ

olacak sekildeki ., ;’in bir Q alt kiimesinin var olmasidur.

Q, (4.1)’de elde edilen supremum, i¢in bir konveks kiime olarak se¢ilebilir.

Bu boliimdeki ilk amacimiz, konveks risk 6lgiileri icin bu sonucun bir benzerini
elde etmektir. Tkinci amacimiz; bir risk 6lciisiiniin o toplamsal olasilik 6lciileri cinsin-
den ifade edilmesini garantileyen kriter elde etmektir.

a: My — RU{+oo},

inf R
ot a(Q) €

sartini saglayan herhangi bir fonksiyonel olsun. Her bir () € .#, ; fonksiyoneli i¢in
X = Eg|—X] — a(Q), X iizerinde konveks, monoton ve nakit degismezidir ve bu

ti¢ ozellik, Q € . 5 lizerinde supremum alindiginda korunur. Bu nedenle,

o(X) = sup (Fo[-X] — a(Q) (1.2
Qe 5

X lizerinde
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sartin1 saglayan bir konveks risk olciisti tanimlar. o fonksiyoneli, .# ¢ iizerinde p
i¢in bir ceza fonksiyonu (penalty function) olarak adlandirilir ve p, .#, ; iizerinde

« ile temsil edilir.

Teorem 4.15. X € X olmak tizere, X tizerinde herhangi bir p konveks risk ol¢iisii

p(X) = Qrg%f(EQ[—X ] — Wnin(Q)) (4.3)

seklindedir ki burada, ou;, ceza fonksiyonudur, Q € M 5 igin

Umin(Q) = sup EQ[_X]

TEH)p

dir. Dahast, Qupin, p’yu temsil eden minimal ceza fonksiyonudur yani, QQ € A ¢
olmak tzere, (4.2)yi saglayan herhangi bir «a ceza fonksiyonu icin a(Q) > Qunin(Q)

olur.

Kanat. Birinci adimda, tiim X € &’ler igin

p(X) = sup (Eg[—X]— amin(Q))
Qe

oldugunu gosterelim. (3.1)’den X' := p(X) + X € o7, oldugunu hatirlayalim. Bu

nedenle tiim @) € .#, 'ler icin

/

amin(Q) = Eq[=X'] = Eq[-X] — p(X)

tir. Buradan iddiamiz cikar.

Verilen bir X i¢in 6nceki adimdakine benzer gekilde (4.3)’i kanitlayacak olan

p(X) < Eqy [_X] - amin(QX)

olacak sekilde bir Qx € . bulacagiz. p(X) = 071 saglayan X € X icin nakit
degismezliginden bu kanitlanir. Ustelik, genelligi bozmadan p(0) = 0 kabul edebili-

riz. Bostan farkh
B.={Y eX|pY)<0}
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konveks kiimesi X'’i icermez. Bu yiizden, Yardimci Teorem 3.7'den & aciktir, Teo-

rem 2.8 ifadesindeki ayirma teoremine bagvurabiliriz.

UX) < inf (Y) =:b

Yes

olacak sekildeki X iizerinde sifirdan farkl bir £ siirekli lineer fonksiyoneli bunu saglar.
Y > 0ise {(Y) > 0 oldugunu iddia ediyoruz. p'nun monotonlugu ve nakit

degismezliginden herhangi bir A > 0 i¢in 1 + X\ - Y € & saglanir. Dolayisiyla, tiim

A > (’lar i¢in

UX)<U1+A-Y)=0(1) + \-£Y)

dir ki bu, £(Y) < 0 ise dogru olmayabilir.

Sonraki iddiamiz £(1) > 0. ¢ kendiliginden yok olmadigindan, 0 < ¢(Y) =
(Y T) — (Y ™) olacak gekilde bir Y var olmahdir. Genelligi bozmadan ||Y] < 1
oldugunu varsayalim. ¢’nin pozitifliginden £(Y ") > 0 ve {(1 — Y*) > 0 saglanir.
Dolaysiyla £(1) = (1 =Y ) +£(Y™") > 0’dur.

Onceki iki adim ve Teorem 2.7’den, tiim Y € X’ler icin

EQX[Y]:%

sartin1 saglayan bir QQx € .# ; vardir sonucuna ulasiriz. Dikkat edersek % C
«7,’dur, bu nedenle

amin(QX) = sup EQX [_Y] > SupEQX[_Y] = T
Yed, Ye# (1)

olur.
Diger taraftan, herhangi bir Y € 7, ve her bir € > 0 i¢in Y + ¢ € £’dir. Bu da
aslinda a,;, (Qx)'in —b/¢(1)’e egit oldugunu gosterir. Bunun sonucunda

1

(b— (X)) = 0= p(X)

¢ikar. Dolayisiyla, @ xistenildigi gibidir ve (4.3) gosteriminin kamt1 tamamlanir.

Sonug olarak a, p i¢in herhangi bir ceza fonksiyonu olsun. Her Qx € .#, s ve
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X € X igin

dir ve dolayisiyla

a(Q) > sup(Eq[—X]— p(X))
Xex
> sup (Eg[—X] — p(X)) (4.4)
Xed,
olur. Sonug olarak , a > ayy;, olur. O

Uyar1 4.3.  (a) (4.4)’te & = qun alirsak, (4.4)teki tim egitsizlikler 6zdeglik ol-
malidir. Sonug¢ olarak; v, minimal ceza fonksiyonu i¢in asagrdaki alternatif

formiili elde ederiz:

amin(Q) = sup (Eq[—X] — p(X)) (4.5)

Xex
(b) Qumin, A ¢ tzerindeki afin sirekli fonksiyonlarin supremumu olur. Bu yizden
Tanym 2.11°de tansmlandigr gibi A 5 tzerinde toplam degisim uzaklige i¢in,

Qmin 10 konveks ve alttan yar: sirekli olduguna dikkat ediniz.

(¢c) Verilen bir &/ C X igin p'nun, p := py ile tansmlandigine varsayalim. Ounin;

o cinsinden asaqidaki sekilde belirlenir: Her QQ € M 5 igin

Umin(Q) = )Sflella)i Eq [—X].

Buradan, Ve > 0 i¢in X € & oldugunda, € + X € 4, oldugu sonucu ¢ikar.

Uyar14.4. (4.5) esitligi X Banach uzay: iizerindeki p konveks fonksiyonunun Fenchel-
Legendre formuna veya eslenik fonksiyonuna karsilik gelen o, ceza fonksiyonunu
gasterir. Q € My igin Lo(X) = Eg[—X] seklinde verilen g € X' olsun. X’in X’

dualinde

p™(£) = sup (((X) — p(X))

Xex
seklinde tanimlanan

p i X = RU{+o0}
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icin
amin(Q) = p*({q) (4.6)

olur. Bu, Teorem 4.15’in kanstinan bir alternatifini akla getirir. Oncelikle, Teo-
rem 2.7’de X' 'niin, sonlu toplam degisim ile sonlu toplamsal kiime fonksiyonlarinin
ba = ba(Q, .F) uzay ile tanvmlanabildigine dikkat edelim. Dahasi, p, o(X,X") zayf
topolojisine gore alttan yary streklidir, ¢inki herhangi bir {p < ¢} kiimesi Yardimes
Teorem 3.7 yiiziinden konveks, kuvvetli kapalidir ve bu nedenle Teorem 2.10°dan za-
yif kapalidir. Sonug olarak, Teorem 2.11°de belirtildigi gibi eslenik fonksiyonlar i¢cin

genel ikilik teoremi (duality theorem),

P =0

yu saglar, ki burada p*™, p* nun eslenik fonksiyonunu (conjugate function) belirtir
yant,

p(X) = sup(£(X) — p*(()) (4.7)

teba
dir.

Ikinci adimda, Teorem 4.15%in kanitinan ikinci bolimindeki iddialar kullanarak
p*(f) < oo olacak sekildeki herhangi bir { € X' = ba icin p’nun monotonlugunun ve
nakit degismezliginin £ < 0 ve ((1) = —1" gerektirdigi gorilebilir. —0’yi Q € M ¢
ile tanamlaywp (4.6) egitligini kullanwrsak (4.7) nin,

p(X) = sup (Eg[—X]— amin(Q))
Qe

seklinde ifade edildigini goririz. Bu supremum degerini veren maksimal bir
Q) € My vardir. Gercekten Teorem 2.12°de belirtilen Banach-Alaoglu teoremi
nedeniyle, My, X' = ba’da zayf* (weak) kompakttur ve bu yiizden distten yars siirekli
Q — (Eg[—X] — amin(Q)) fonksiyoneli, A, ¢ izerinde maksimum degeri alur.

Bir ) C . s kiimesi araciligiyla bir p tutarh risk dlciisiiniin, X € X icin,

p(X) = sup Eg[—X] (4.8)
QeQ
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temsilini diigiinelim. Ceza fonksiyonunu

0 Q€9

+o0 ;Diger Durumlarda

a(Q) =

seklinde alirsak, bu ceza fonksiyonuna kargilik gelen risk (4.8)’e denktir. Agagidaki
sonug; bir tutarh risk 6l¢iisiiniin minimal ceza fonksiyonunun, her zaman bu tipte

oldugunu gosterir.

Sonug 4.1. Bir p tutarl risk 6l¢istinin minimal ceza fonksiyonu iy, yalnizea 0

ile +00 degerlerini alir. Ozellikle (4.8) esitligini saglayan en genig

Qmax = {Q € %1,f|amin(Q) = O}

konveks kiimesi icin,

X) = Eo[—X
p(X) e ol—X]

olur.

Kanit. Onerme 3.8’den, bir tutarh risk olciisiiniin <7, kabul kiimesinin bir koni

oldugunu hatirlayin. Dolayisiyla, her Q) € .#; s ve A > 0 i¢in minimal ceza fonksi-

yonu
min(Q) = sup Eq[=X] = sup Eq[=A-X] =X amn(Q)
Xed, A\Xed,
yu saglar. Sonug olarak, a,,;, sadece 0 ve 400 degerlerini alir. U

(4.2) gosteriminde olugan « ceza fonksiyonu tek degildir. Buna ek olarak; konveks
bir risk 6lgiisiinii, minimal olmayan bir ceza fonksiyonu ile ifade etmek genellikle
daha uygundur. Minimal ceza fonksiyonu, belirli sonlu toplamsal kiime fonksiyonlari
icin sonlu olabilirken baska bir a, Ornek 3.2 durumunda oldugu gibi, sadece olasilik
Olciileri iizerine tanimhdir. Bu tipin bagka durumu, konveks risk olciilerinin bir

ailesinin supremumu olarak olusturulan risk olgciileri i¢in ortaya cikar.

Onerme 4.11. Varsayalum ki bir I indeks kiimesindeki her i i¢in X tizerinde a;
ceza fonksiyonu ile iliskili, bir p; konveks risk 6l¢iist verilsin. sup;c; pi(0) < oo ise
Q € My icin,

a(Q) := inf 0;(Q)

iel
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ceza fonksiyonuna sahip bir konveks risk dl¢isic X € X i¢in,

p(X) := sup p;(X)

i€l
ile ifade edilebilir.

Kanat. p(0) = sup p;(0) < oo kosulu, p’nun sadece sonlu degerler almasini gerektirir.

el
Dahasi,
p(X) = sup sup (Eg[—X]—ai(Q))
i€l Qe
= sup (Ep[—X]—inf 0;(Q))
Qe el
dir ve iddia sonuclanir. O

Asgagida, ozellikle o-toplamsal olasilik 6l¢iileri cinsinden temsil edilebilen konveks
risk Ol¢iileriyle ilgilenilecektir. Boyle bir p risk olgiisii, 4, := #1(€),.%) kiimesinin

diginda sonsuz olan bir ceza fonksiyonu tarafindan

p(X) = sup (Eq[—X] — a(Q)) (4.9)
Qe

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda artik yukaridaki supremumun elde edilmesi
beklenemez. Bu, Ornek 3.2’de X’in infimumu almadigi durum igin gosterilmistir.
Olasilik dlgiileri agisindan (4.9) gosterimi, p'nun bazi siireklilik 6zellikleri ile il-

gilidir. Oncelikle "{istten siireklilik" icin gerekli bir kosulu inceleyelim.

Yardimc1 Teorem 4.8. .# tzerinde (4.9)un gosterimini saglayan bir konveks

risk oOlcist tstten sureklidir. Yans,

Xo e X = p(X;) /7 p(X) (4.10)

olur. (Burada p(X,,) in p(X) e artarak yakinsmasinin sebebi p nun monotonlugudur.)
Dahasi, distten streklilik; sinwrly noktasal yakinsakliga gore, alttan yary streklilige

denktir: (X,,), X ’de, X € X ’e noktasal yakinsayan bir sinarly dizi ise;

p(X) < liminf p(X,,) (4.11)

ntoo
dir.
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Kanat. Oncelikle, (4.11) varsayimi altinda p’nun, olasilik dl¢iileri agisindan bir gos-
terime sahip oldugunu gosterelim. Baskin yakinsaklik teoremi, her bir () € .4 icin

Eo[Xn] — Eg[X]1 gerektirir. Dolayistiyla,

p(X) = sup (lim Eg[-X,] - a(Q))
Qe oo

< liminf sup ( Eg[—X,] — a(Q))
ntoo Qe

= liminf p(X,)

ntoo

olur. (4.11) ve (4.10)’un denkligini gostermek i¢in oncelikle (4.11)’i varsayalim.
X, \¢ X ve monotonluktan, her bir n i¢in p(X,,) < p(X) ise, p(X,,) ~ p(X) tir.
Simdi p’nun {istten siirekli oldugunu varsayalim. X,,, X’te, X’e noktasal yakin-
sayan sinirh bir dizi olsun. Y, := sup,,>,, X,, € X tamimlayalim. Sonra Y;,, P-hhk
olarak X’e azalarak yakinsar. Bu nedenle monotonluktan, (4.10) saglanir ve

liminfp(X,) > lim p(Y,) = p(X)

ntoo ntoo
tir. O

Agagidaki 6nerme, p igin herhangi bir ceza fonksiyonunun olasilik 6lgiilerinin
A1 kiimesi iizerinde yogunlagmasini garantileyen giiclii bir yeterli sart verecektir.
Bu kosul iistten yerine "alttan siireklilik"tir, Boliim 11’de 6rneklerin bir boliimiinii

gorecegiz.

Onerme 4.12. D5

alttan stirekli olan bir konveks risk 6l¢iisi olsun ve A 5 tizerinde temsil edilen p nun,
herhangi bir o ceza fonksiyonu oldugunu varsayalim. o, olasilik dl¢ilerinin A4y sinafi

tizerinde yogqunlastirilmastir yani
a(Q) < oo = Q bir o-toplamsaldir.

Kanst. (Q’nun o-toplamsal olmasi igin gerek ve yeter sart, |J, A, =  olacak se-
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Bu nedenle, X, := [, alirsak, agagidaki Yardimci Teorem 4.9’dan varsayimimiz

saglanir. O

Yardimci Teorem 4.9. p, .#,  dzerinde o ceza fonksiyonu tarafindan temsil
edilen, X idizerinde bir konveks risk dlgiisii olsun ve ¢ > —p(0) = infge 4 , a(Q)
icin

Ae:={Qe ;| a(@) <c}

seviye kimelerini diginelim. 0 < X,, < 1 olacak sekildeki herhangi bir (X,,) dizisi

iein, asagidaki iki kosul denktir:
(a) Her bir A > 1 i¢in p(AX,,) — p(A)
(b) Tim ¢ > —p(0) igin Qm{ Eg[X,] — 1
€A,

Kanit. (a) = (b) : Ik adimda, her Y € X ve her A\ > 0 icin

inf HolY] > _ctp(XY)

QEA. A (4.12)

oldugunu gosterelim. Aslinda, «, p’yu temsil ettiginden @) € A, icin
c>a(Q) > Eg[—\Y] — p(X\Y)

elde ederiz. Bu ifadenin —\ ile boliimii (4.12)’yi saglar.
Simdi (a)’y1 saglayan bir X, dizisini diigiinelim. (4.12)’den her A > 1 i¢in

X
liminf inf Eg[X,] > lim SFPAXn) _y_ c£2(0)
ntoo QEA. ntoo )\ )\

dir.
A — oo alirsak, X,, < 1 varsayimi (b)’yi saglar.
(b) = (a) : Her n igin,

Qe 5

oldugu aciktir.

41



Her @ i¢in Eg[—AX,,] < 0 oldugundan
¢:i=1=pA) =1+A=p0)

olarak secersek, sagdaki supremuma, sadece o(Q) < ¢ olacak gekildeki @’lar etki

eder. Dolayisiyla her n igin

p(AX,) = sup (EQ[=AX,] — a(Q))

dir. Ancak (b) kosulu, @ € A/de diizgiin olarak Eg[—AX,] — —\ yakinsamasini

saglar ve bu yiizden (a) ortaya gikar. O

Uyar1 4.5. p, alttan sirekli olan bir konveks risk ol¢iisi olsun. Onerme 4.12 ve
Yardimer Teorem 4.8t birlikte ele aldigimizda gorilebilecegi gibi p, ayrica tstten
streklidir. Sonug olarak, X ’e noktasal olarak yakinsayan X ’te her (X,,) sinarle dizisi

icin p(X,) — p(X) dogrudan elde edebilecegimiz bir sonu¢ olur.

Ornek 4.8. R’de bir u fayda fonksiyonunu, Q € #, ;(Q,.F) bir olasilik él¢iisiinii
ve sabit bir ¢ € R alt ssarima diigiinelim. Ornek 3.4’te oldugu gibi, Eglu(X)] bek-
lenen faydasi, u(c) tarafindan alttan simrle oldugunda, bir X durumunun kabul
edilebilir oldugunu varsayalim. Bunun yerine, konveks artan kayip fonksiyonunu
l(z) = —u(—x) seklinde ve o := —u(c) oldugunda kabul edilebilir durumlarin kon-

veks kimesini

o ={XeX|Eg[l(-X)]<wxz}

seklinde tanwymlayabiliriz. p = poy, < tarafindan verilen konveks risk ol¢ilering
simgelesin. Bélium 11°de, p’nun tstten strekli oldugunu gésterecegiz ve p’nun mini-

mal ceza fonksiyonu i¢in bir formiil tretecegiz.

Bu béliimiin geri kalani igin, 2’'nin bir ayrik metrik uzay ve .% 'nin Borel kiimelerinin
o-cebiri oldugunu varsayacagiz. Oncesinde oldugu gibi, X, (€,.%) iizerindeki tiim
sinirh 6lciilebilir fonksiyonlarin lineer uzayidir. €2 iizerinde, sinirh siirekli fonksiy-
onlarm alt uzaymi C,(Q2) simgesiyle gosterelim ve konveks risk olgiilerinin Cy(€2)

iizerindeki fonksiyoneller olarak goriildiigii gdsterimler iizerine odaklanalim.
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Onerme 4.13. p, X idzerinde bir konveks risk él¢isi olsun. Oyle ki;

Cp(Q) ’da A > 0 sabit rassal degiskenine artarak yakinsayan herhangi bir (X,)
dizist icin p(X,) \¢ p(A) olsun.

(4.13)
O halde, A tzerinde, X € Cy(Q) i¢in
X) = Eol—X] — 4.14
p(X) = max (Eql-X] - a(@)) (1.14)
olacak sekilde bir o ceza fonksiyonu vardir. Gercekten,
a(Q) = inf{ Cy(Q)’ da amm(Q)EQ[ ]=Eq[ ]} (4.15)

olarak alinabilir.

Kanit. oupin, A1 5'de p'nun minimal ceza fonksiyonu olsun. oy, (Q) < oco’u saglayan

herhangi bir @ igin, her X € C4(§2) olmak iizere E5[X] = Eg[X] olacak sekilde bir
Q) € A, var oldugunu gosterelim. Bir Y € C,(€2)’ya artan, Cy,(€2)’da bir (Y},) dizisi
alalim ve her n i¢in X,, ;== 1+ 0(Y,, —Y) > 0 olacak sekilde § > 0 secelim. Gergek-
ten Yardimer Teorem 4.9’dan X, (a) kosulunu saglar ve dolayisiyla E5[X,,] — 1'dir

yani

EglYa] / EglY]

dir.
Cy(Q) iizerindeki Eg|[ - | lineer fonksiyonelinin bu siireklilik 6zelligi, Daniel-Stone
temsil teoreminden ( [15]'te Teorem 4.5.2), bir o-toplamsal 6lgiiye gore Cy,(€2) tizerin-

de bir integralle ifade edilebilir. Bunun icin a’y1, (4.15)’teki gibi almamiz yeterlidir.
[

Uyar1 4.6. Q) kompakt ise, herhangi bir konveks risk dl¢isi Cp(Q) = C(Q) uzayr
tuzerinde (4.14)teki gibi bir gosterime sahiptir. (4.13) kosulu i¢in Dini’nin lem-
masina ( [16]) hatirlayalim: Kompakt bir kiime tizerinde, artan sirekli fonksiyonlarin
bir X, dizisi, bir X stirekli fonksiyonuna yakinsiyorsa, bu yakinsama dizgindir.
Gergekten, K, = {w € Q: X, (w) > X(w) — €} kompakt kiimeleri (), K, = 0’yi
saglar, dolayiswyla bir ng icin K,, = 0 ’dir. Cinki Yardimer Teorem 3.7’den p, C(2)
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tizerinde Lipschitz sireklidir ve (4.13) kosulunu saglar.

Alternatif olarak, o’y1 Uyary 4.4 teki gibi Fenchel-Legendre déoniistiminin genel
duallik teoremini uygulayarak elde edersek, (4.14) gosterimine ulagiriz. Burada C(S2)
tuzerinde pozitif ve normal herhangi bir € fonksiyoneli i¢in ((X) = Eg|X]| yazimana
saglayacak sekilde en az bir QQ € M\ olasilik 6l¢iisi olduguna dikkat etmeliyiz.

(Teorem 2.6°da goriniz)

Tanim 4.19. X dzerinde bir p konveks risk él¢isi, her A > 1 i¢in

pA - Ix,) — p(A)

y1 saglayan 2 ’nin kompakt alt kiimelerinin Ky C Ko C ... artan bir dizisi varsa, stk

(tight) olarak adlandirilir. Q@ kompakt ise, her konveks risk olgiisi siky olur.

Onerme 4.14. X dzerinde p konveks risk dlcisinin siki oldugunu varsayalim. O
halde (4.13) saglanur ve Onerme 4.13’nin sonucu gecerlidir. Dahasi, Q bir Polish

uzayr ve M Uzerindeki bir o ceza fonksiyonu, X € Cy(QQ) igin

p(X) = sup (Eg[-X] - a(Q))
Qe

sartiny saghyorsa, A, = {Q € A1|a(Q) < ¢} seviye kiimeleri, .#, tizerine indirgenen

topolojiye gore kompakttir.

Kamt. Oncelikle (4.13)%ii gosterelim. X, A > 0 olacak sekilde X,, € C,(Q)
varsayalim. Genelligi bozmadan p’nun normallegtirilmig oldugunu kabul edebiliriz.
Konvekslik ve normallegtirme (p(0) = 0); ¢, 1’den daha biiyiik keyfi bir sabit ol-
mak iizere, her A > ¢ i¢in saglanmakla birlikte her A > 0 i¢in (4.13) kogulunun
saglanmasini garantiler. Bu nedenle, p'nun nakit degismezligi, genelligi bozmadan
her n igin varsayimdaki X,, > 0’in varligim gerektirir. Sonug olarak ¢ € (0,\ — 1)
aldigimizda p(X,,) < p(A) + 2¢ oldugunu géstermeliyiz.

Varsayimdan;
p((A=e)lk,) < p(A—¢e)+e=p(A)+2

olacak gekilde bir kompakt K, kiimesi vardir. Uyari 4.6’da Dini’nin lemmasindan
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hatirlanacag: gibi her n > ng i¢in K, lizerinde A —e < X, olacak sekilde bir nyp € N

vardir. Sonug¢ olarak monotonluk,
p(Xa) < pl(A = 2)Ik,) < p(A) + 22

u gerektirir.

A/ nin goreceli kompakthigini kanitlamak amaciyla, her ¢ > —p(0) icin

inf Q[ K. ] > 1—e(c+p(0) + 1)
Q€A
olmak iizere, herhangi bir ¢ > 0 icin bir K. C 2 kompakt kiimesinin var oldugunu
gosterecegiz.
A/nin goreceli kompakthgy, .#;’deki zayif kompakt kiimeler i¢in Prohorov’un
karakterizasyonunun bir sonucu olacaktir. 2’min topolojisini olugturan bir § tam
metrigini ve bir sayilabilir yogun {wy, ws, ...} C € kiimesini belirleyelim. r > 0 i¢in,

(r’da A] siirekli fonksiyonlarini

S(w,w;)) A7
r

Al(w):=1-
seklinde tanimlariz. A} fonksiyonu
Bo(w;) = {w € Q| §(w,w;) <r}
kapali metrik yuvarimin karakteristik fonksiyonu ile iistten siirlidir.

X, (w) := max Al (w)

i<n

olsun. Acikgasi, X siireklidir ve n 1T oo i¢in 0 < X] < 1 ile birlikte X " 1'i saglar.

(4.12)’ye gore, her A > 0 igin

inf Q _ct pAR) p;AX")

> inf Ep| X" >
QEA. _QIQAC olXal =

yazabiliriz.
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Simdi )\, := 2% /e ve ry, := 1/k alahm. Bu kanitin ilk kism1 ve (4.13),
pPARX0E) < p(Ap) +1 ==X\ +1

olacak gekilde n; € N'nin varhigim saglar ve dolayisiyla

Qe A
dir.
oo Nk
K.:= (B (w)
k=1i=1

alalim. O halde her bir @) € A, igin

Q[ K- ]

1-Q [ UNa\s., (wi)]

o k=11i=1
> 1-) e27¥%c+1)
k=1

= 1—¢(c+1)

dir. K. kapali, tamamen sinirli ve bu nedenle kompakttir. Bu durumun kisa bir
kanit1 asagida belirtildigi gibidir: (z;), K.’da bir dizi olsun. (z;)'nin bir yakinsak
alt diziye sahip oldugunu gostermeliyiz. Her bir k igin B,, (w,), ..., By, (w,,) ile K.
kapali oldugundan, B,, (w;,)'da yeterince ¢ok z;’yi igeren bir i < ny, vardir. Koge-
genlestirme iddiasi, bir B,, (w;,)’da her bir k’y1 igine alan, bir tek (z;) alt dizisini
saglar. Bu nedenle, (z;/) 6 tam metrigine gore bir Cauchy dizisidir ve dolayisiyla,

bir w € (2 elemanina yakinsar. O

Uyar1 4.7. (4.14) gosteriminin, Cy(Q2) dan tim sinarly ol¢ilebilir fonksiyonlarin X
uzayina genisletilemez olduguna dikkat ediniz. € ’nan kompakt olup sonlu olmadigine
distinelim, boylece Uyart 4.6°da agiklandige gibi (4.13) kosulu saglamir. A ’e ait
olmayan bir sonlu toplamsal Qg € A1 vardur; Ornek 2.1de goriniz  Onerme
4-18"nin kamtr, X € Cy(Q) igin Eg[—X]’e denk gelen p(X) := Eq,[—X] seklinde

tanimlanan bir p tutarl risk ol¢ist olacak sekilde bir Q € A1'in var oldugunu
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gasterir. Ama p, her X € X i¢in

p(X) = sup (Eg[-X] - a(Q))
Qe

seklinde gosterilemez. Ashinda, bu, QQ € A1 ve bir X € X i¢in

Eq,[X]=p(X) = Sup (Eq[—X] — a(Q))

Eq[X] = Eq[-X]-a(@)

oldugundan,

a(Q) > Eq,[X] — EqlX]

i gerektirir, dolayswyla bir Q € A icin a(Q) = oo dur.
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5. L~ UZERINDE KONVEKS RiSK OLCULERI

Bu boliimde L*’daki temsil teoremi Delbaen [9], [10] tarafindan geligtirilmigtir.
Uyar1 4.4 ve 5.8'de agiklanan genel duallik teorisiyle baglantist i¢in [9], [10], [19],

[20]’e bakilabilir.
Tezin kalani igin, (€2,.%) iizerinde belirli bir P olasilik dl¢iisii alalim ve P-hhk
olmak {izere

X =Y ise p(X)=pk) (5.1)

seklindeki p risk 6lgiisiinii diigiinelim.

Bu boliimde sadece P’nin gozard: edilebilir (null) kiimeleri dikkate alinacaktur.

Yardimci Teorem 5.10. p, (5.1)% saglayan ve (4.2)’deki gibi bir o ceza fonksiyonu
ile temsil edilen bir konveks risk dl¢iist olsun. O halde, P’ye gire kesin stirekli

olmayan bir Q € A1 (2, F) i¢in a(Q) = +oo dur.

Kamt. Q € A 4(82,.F), P'ye gore kesinlikle siirekli degilse, Q[A] > 0 ama P[A] =0
olacak sekilde A € .# vardir. Bir X € &7, alalim ve X,, := X — nl, tanimlayalim.
O halde p(X,) = p(X)’tir yani X,, yine .&Z,'nun i¢indedir. Sonug olarak,

a(Q) = amin(Q) = EQ[=Xu] = Eq[=X]+nQ[ A] — oo

dur. 0
(5.1)iniginda X’i, L := L*(),.%, P) Banach uzay1 ile tanmimlayabiliriz. p’ya
gore kesinlikle siirekli olan, (€2, %) iizerinde tiim olasilik 6lgiilerinin kiimesi

M\(P) = M,(Q, F, P)

ile gosterilsin. Yardimci Teorem 5.10’dan olasilik 6lgiileri {izerinde ve dolayisiyla
A (P) tizerinde yogunlagmig bir ceza fonksiyonu ile gosterilebilen L> iizerindeki

konveks risk oOlgiileri asagidaki teoremle gosterilir.

Teorem 5.16. p : L™ — R'nun bir konveks risk dl¢isi oldugunu varsayalim. Bu

durumda asagidaki kosullar denktir:
(a) p, A1(P) tizerinde bir ceza fonksiyonu ile temsil edilebilir.
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(b) p, Qmin minimal ceza fonksiyonunun 4, (P) ye kisitlanmasu ile temsil edilebilir:

X € L™ i¢in

p(X) = sup (EQ[-X] - amin(Q)) (5.2)
olur.
(c) p, tstten sireklidir: P-hhk olmak izere, X,, \ X ise, p(X,) 7 p(X) tir.

(d) p’nun "Fatou ozelligi" vardir: Herhangi bir X e P-hhk olmak iizere, yakinsak

bir sinarly (X,,) dizisi i¢in

p(X) < liminf p(X;,)

ntoo
dir.
(e) p, o(L>®, LY) zayf * toplojisi i¢in alttan sireklidir.

(f) p’'nun <7, kabul kiimesi L>"da zayif * kapalidvr, yani <7,, (L, L) topolojisine
gore kapalidir.

Kanzt.

(f) = (b): Bir X € X belirleyelim ve

m= sup (Egl-X] ~ tmin(Q)) (5.3)
Qe (P)

olsun. Teorem 4.15 1181nda, m > p(X) veya buna denk olarak m + X € .7,
oldugunu gostermemiz yeterlidir. m + X ¢ .7, olsun. Varsayimdan, bostan
farkli <7, konveks kiimesi zayif * kapali olsun. Teorem 2.9’da (L>°, o(L>, L))
yerel konveks uzay1 i¢in € := &7, ve B := {m + X} alahm. (L>, o(L>,L"))

iizerinde

p = Yiggf{pﬁ(Y) >lm+X)=17> -0 (5.4)

olacak sekilde bir siirekli lineer ¢ fonksiyonelini elde ederiz. Onerme 2.5'ten,

bir Z € L' igin ¢, {(Y) = E[Y Z] seklindedir. Gergekten, Z > 0’dir. Bunu

49



gostermek i¢in Y > 0 secelim ve monotonluktan A > 0 icin p(A\Y) < p(0)
olduguna dikkat edelim.

Dolayisiyla, her A > 0 icin AY 4 p(0) € «7,’dur. Bundan
—00 < 7 < LAY + p(0)) = M(Y) + £(p(0))

sonucu ¢ikar. A T oo alinarak ¢(Y) > 0 saglanir ve dolayisiyla Z > 0’dir.
Dahasi, ¢ sifirdan farkh oldugundan P[Z > 0] > 0’dir. Boylece, bir Qg €

A1 (P) olasilik olgiisii
A _ 7
dP = E|Z]

olarak tanimlanir.(5.4)’ten

in(Q) = 510 By [=Y] =~
oldugunu goriiriiz. Ancak,
_Um+X) oy . g ‘
EQO[ X ] +m= E[Z] - E[Z] < E[Z] — _Qmm<Q0)

ifadesi (5.3) ile ¢elisir. Dolayisiyla, m + X € <7, ’dur ve bu nedenle m >
p(X)’tir.

Py Qi (Q) ile temsil edildiginden (b) kabul edildiginde, (a) agiktir.

: Yardimci Teorem 4.8’den (a), (c)’yi gerektirir ve (c) ile (d) birbirine denktir.

(Noktasal yakinsaklik yerine P-hhk yakinsaklik alindiginda.)

: ¢ € Rigin € := {p < c}'nin zayif * kapali oldugunu gosterelim. Bu amagla,

r>0igin €, :=€N{X € L™ | | X||oo <7} alalim. (X,,), L"de bir X rassal
degigkenine yakinsayan, €,’de bir dizi ise, P-hhk olmak {izere yakinsak bir alt
dizi vardir ve p'nun Fatou o6zelligi, X € €, olmasimi gerektirir. Dolayisiyla
¢,, LV’de kapaldir ve Yardimc1 Teorem 2.6, € := {p < c}’'nin zayif * kapali

olmasini gerektirir.

: ¢ = 0 alirsak € = 7, olur. Bu nedenle aciktir.
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Tanim 5.20. P[X > 0] > 0 olacak sekildeki her X € LY i¢in

p(=X) > p(0)

oluyorsa L™ izerindeki bir p konveks risk dl¢iisine p’ya gore duyarlidir (sensitive)
denir. Duyarlhilk, alakal olarak da isimlendirilir.

Ustteki teorem, L™ 'un tistten siirekli herhangi bir konveks risk él¢tisiinin asag-
daki gekilde elde edildigini gosterir. Herhangi bir Q € #1(P) olasilik modelini
diistinelim, ancak bu modeller bir ceza fonksiyonu tarafindan tanimlandigindan, daha
fazla veya daha az ciddiye alinir. Bu nedenle p(X) degeri tim Q € .#1(P) modelleri
uzerinde Eg|—X] beklenen kaybinin en kotid durumu olarak hesaplanar, ancak a(Q)
kadar azaltilir. Ornek 5.9’da, P modeli en ciddiye alinan modeldir ve a(Q) ceza

fonksiyonu, bagil entropi ile élciilen QQ 'nun P’den sapmasi ile orantilidar.

Tanim 5.21. [16] Bir (Q,.F) élgilebilir uzay: izerinde iki olasilik dl¢iisi P ve Q

olsun. Her A € % i¢in
P[A]=0 = Q[A]=0

ise (yani P’ye gore él¢isti 0 olan her kimenin Q’ya gore de olgiisi 0 ise) Q'ya, F
o-cebiri izerinde P’ye gire kesin stirekli (absolutely continuous) denir ve QQ < P
seklinde yazilir. QQ < P ve P < @Q, ikisi birlikte saglanwyorsa, @ ile P denktir
denir ve Q = P seklinde yazilur.

Teorem 5.17. (Radon-Nikodym) Q 'nun F tzerinde P’ye gire kesin sirekli olmast

i¢in gerek ve yeter kosul,
Her F >0 Z-édl¢iilebilir fonksiyonu igin / F dQ :/ F ¢ dP (5.5)

olacak sekilde bir ¢ > 0 F -dl¢iilebilir fonksiyonunun varligidar.

Tanim 5.22. P’ye gore bir @ olasibk dlgisinin bagil entropi (relative
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entropy)si

dQ dQ]
E {— log—| , Q<KP
H(Q | P) = dP °dP
400 . Diger durumlarda

olarak tanimlanar.

Yardimci Teorem 5.11. Herhangi bir Q) olasilik 6l¢iisi i¢in,

H(Q|P) = sup  (Eg[ Z ] —log E[ ¢” )

ZEL=(Q,7,P)
= sup{ Fg| Z ] —1logE[e? ]| e € LY(P) }

dir. Ikinci supremum, Q < P ise Z = log % ‘de elde edilir.

Ornek 5.9.

a(Q) = %H(le)

seklinde tanimlanan o : A, (P) — (0,00] ceza fonksiyonunu diginelim. Burada

B > 0 sabit ve P’ye gore Q € M1 (P) nin bagil entropisi

H(Q| P) = B log 2]

dir, Tanvm 5.22°de gérilebilir. Entropik risk olgisiine karsilik gelen p

p(X)= sup <EQ[—X]—%H<@|P>>
Qe (P)

ile verilir. Bagil entropi icin Yardimer Teorem 5.11°de belirtilen varyasyonel ilke,

Eol-X] - %H(@\P) < Liog Ble

| =

dir ve tist simar e PX | E[ePX] yogunluguna sahip olan él¢ii ile elde edilir. Bu nedenle,
entropik risk 6l¢iisi

p(X) = %ng[e-“J

seklint alur.

Ozel olarak, p, P’ye gére duyarhdur. p’yu temsil eden o minimal ceza fonksiyonu,
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Yardimer Teorem 5.11°den

anin(@) = s ((Eql-X] - Jlog B = JH(@ | P

XeL>

dir. Entropik risk dlciminin finansal yorumu, eksik risk tabiri ile Ornek 11.16’da
ele alinacak.
Teorem 5.16, tutarl risk 6l¢isi icin Sonug 5.2°ye dondsir, kanity Sonug 4.1 i¢in

yapilanla aynidir.

Sonug 5.2. L™ dzerinde bir tutarl risk él¢isinin bir @ C 1 (P) kiimesi ile goste-
rilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart, Teorem 5.16 nin denk kosullarinin saglanmasidar.

Bu durumda, #,(P) yi maksimal gésteren alt kiimesi

Qmaz = {Q € A (P) | amin(Q) = 0}

seklindedir. Ek olarak, p’nun duyarl olmasinin gerek ve yeter sarti; herhangi bir

A€ Z veher Q € Qar iCin
P[A]=0 << Q[A]=0

anlaminda Q,ux ~ P olmasidir.

L dizerindeki alttan siirekli tutarl risk 6l¢ilerinin karakterizasyonunu da vere-
biliriz.
Sonug 5.3. L™ dzerinde bir p tutarl risk ol¢isi icin asagidakt ozellikler denktir:

(a) p alttan sireklidir: X,, /X = p(X,) \¢ p(X).

(b) p ile belirlenen bir Q@ C A, (P) kiimesi vardir oyle ki maksimum elde edilir.
Yani her X € X i¢in

X) = Eol—X
p(X) glgg ol ]
dir.

(¢c) p ile gosterilen bir Q C M1 (P) kimesi vardir éyle ki

_ @
@._{dP’QeQ}
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yoqunluklar kiimesi, L'(Q, Z, P) de zayf kompakttar.

Kanat.

(¢) = (a): Dini’nin lemmasindan ¢ikar (X,,'ler X’e diizgiin yakinsar); Uyar1 4.6’ya bakiniz.
(a) = (b): Onerme 4.12 ve Sonug 4.1'den ¢ikar.

(b) = (c): Genelligi bozmadan, Z2'nin LYde zayif kapali oldugunu varsayabiliriz. Her-
hangi bir X € L™ icin, & iizerinde infimumu elde edilen, L! iizerindeki siirekli
lineer Jx fonksiyoneli

Jx(Z) = E[XZ]

olarak tamimlanir. Onbilgi 2.5’te belirtilen James'in teoremine (Teorem 2.13)

gore bu, 2’ nin zayif kompaktligin1 gosterir.

O

Simdi Boliim 6’da daha detayl ¢alisilacak olan tutarlh risk 6l¢iisiiniin 6rneklerini
verelim.
Onceki sonug kullanilarak risk dlciisiiniin alttan siirekli olmadiginin gosterilmesi

amaciyla asagidaki 6rnek verilmigtir:
Ornek 5.10. Simdiki durumumuzda, (5.1) kosulunun gerektirdigi, en koti durum
risk Olctisii

Pmaz(X) = —essinf X =inf{ m e R | X +m >0, P-hhk }

sekling alir. ppae i tutarh oldugu ve Fatou ézelligini sagladige basit¢e kontrol edilebilir.
Ek olarak, ppaq ' kabul kiimesi, L* 'daki LY pozitif konisine esittir ve bu, herhangi

bir Q € M1 (P) i¢in amin(Q) = 0 oldugunu gdsterir. Bu nedenle

Pmac(X) = sup Eg[—X]
Qe (P)

tir.

Fakat (£2,.#, P)’nin sonlu bir modele indirgenemedigi durumda sag taraftaki

supremum, maksimum ile yer degigtiremez. Gergekten X, esas infimumu kendisine
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ait olmayacak gekilde X € L* olsun. O halde Eg[X]| = essinf X = —ppa.(X)
olacak gekilde bir Q € .#,(P) yoktur. Bu durumda, 6nceki sonuctan p,,,, alttan
siirekli degildir.

Sonug 5.3’te (c) sikkini saglayan bir risk 6rnegi olarak agagidaki 6rnek verilmigtir:

Ornek 5.11. Q,, bir A € (0,1) sabit parametresi icin 1/X ile sinarh olan dQ/dP

yogunluklu tim Q € #,(P)’lerin sinify olsun. Tutarl risk ol¢isine uyan

AVQR,(X) := sup Eg|—X] (5.6)
QeLx

A seviyesinde riskteki ortalama deger (Average Value at Risk at level \) olarak
adlandrilir. Bu terminoloji, AVQR) 'nin detayly bir calismasina iceren Bélim 6’da
agiklanacaktir. Q € Qy igin dQ/dP yogunluklarimin kiimesi L' ’de zayf kapalidar.
Ek olarak, Dunford-Pettis teoremi nedeniyle zayif kompakttir (Teorem 2.14). Bu
nedenle (5.6)’daki supremum elde edilir. Maksimallestiren ol¢iinin agik bir sekilde

elde edilisi, Teorem 6.21"in kanitinda verilecektir.

Bir Q C ., (P) kiimesi ve Sonug 5.3 (b) sikki kullanilarak bir risk ol¢iisiiniin

elde edilisi alttaki 6rnekte verimistir:

Ornek 5.12. Sabit bir A € (0,1) seviyesi i¢in A € .F 'nin P[A] > X olacak sekildeki
tim kogullu P[ - | A] olasilik dagilimlarinin sinafe olarak Q’yu alalim. Q’dan elde

edilen tutarl risk 6l¢ist
WCENX):=sup{ E[-X |A]|AeZF, P[A]>\} (5.7)

A seviyesinde en kéti kogullu beklenti (worst conditional expectation at level \)
adiny alwr. Bolim 6°da, \ seviyesinde en koti kosullu beklentinin olasilik uzayr ye-

terince zenginse Ornek 5.11°deki riskteki ortalama deger ile ¢cakistigina gisterecegiz.

Uyar1 5.8. Uyar 4.4’e benzer sekilde, Teorem 5.16 temsil teoreminde (e) = (a)
gerektirmesi bir parasal risk ol¢iistinin ozellikler: ile birlestirildiginde, L 'daki kon-
veks p foksiyonunun Fenchel-Legendre donisimi icin Teorem 2.11°deki genel dual-
ligin é6zel bir durumu olarak gérilebilir. Bu genel bakis agisindan, 1 < p < oo i¢in

LP(Q, F, P) Banach uzaylar tizerinde konveks risk dl¢iileri i¢in temsil teoremlerinin
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nasil ifade edilecegi aciktor. % + % =1 olacak sekilde q € (1, 00| olsun ve
d
MUP) =1 Q € M(P) dQ e L?
dP
olarak tamimlansin. p’nun LP dzerinde

p(X) = sup (Eg[-X]-a(Q))
Qe.a{(P)

seklinde bir konveks risk 6l¢isii olmasy igin gerek ve yeter sart LP’de alttan yar

strekli olmasidir. Yani Fatou sarty saglaniyorsa,
LP’de X, — X = p(X) < liminf p(X,,)

ntoo

dir.
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6. RISKTEKI DEGER

Riskteki degerin bazi sonuclar1 ve bu béliim, Onerme 6.15 ve Teorem 7.25’teki
bazi uygulamalar1 [3] ve [9]'dan alinmigtir. Riskteki ortalama deger Acerbi ve
Tasche [1], Delbaen [9] ve Rockafellar ve Uryasev [30] tarafindan incelenmigtir. Uyari
6.9, Ruszczynski tarafindan verilmigtir; [27]. V@R notasyonu Pflug ve Ruszczyn-
ski [28]’den alinmigtir.

Bir X finansal pozisyonunun risk 6l¢iimii problemine genel bir yaklagim, verilen
bir P olasilik 6lciisii altinda, X dagiliminin bir dagilim dilimini belirlemeyi icerir.

A € (0,1) i¢in, (2, #, P) iizerinde bir X rassal degiskeninin A-dagilim dilimi

PX<qgl>X ve PX<q <A

ozelligini saglayan herhangi bir g reel sayisidir ve X’in tiim A-dagilim dilimlerinin

kiimesi X’in

gy(t)=sup{ z | P[X <z]<t}=inf{ x| PIX <z] >t}

en diisiik ve

gr(t)=inf{z | PIX<z]>t}=sup{ x| P[X <z|<t}

en yiiksek dagihm dilimi fonksiyonu olmak iizere, bir [ ¢x(A\) , g% ()\) | arahgidir,
Onbilgi 2.2’den goriiliir. Bu béliimde, X finansal pozisyonlarinin uzayi iizerinde bir

fonksiyonel olarak goriilen, g% ()’ nin dzellikleri iizerine odaklanacagiz.

Tanim 6.23. Bir A € (0, 1) seviyesi alalim. Bu durumda

VAR\(X) =—qF M) =¢ x 1 =N =inf{m |P[X+m<0]<A} (6.1)

esitligine X finansal pozisyonu i¢in A seviyesinde risktek:s deger denir.

Finansal olarak, X’e eklendiginde ve risksiz varliga yatirildiginda bir negatif
ciktinin olasiligini A seviyesinin altinda tutacak gekildeki yatirimin en kiiciik mik-

tar1 V@R, (X)'tir. Ancak riskteki deger sadece bir kaybin olasihigini kontrol eder;
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eger varsa, boyle bir kaybin boyutunu yansitmaz. Acikcasi; VQR,, X = LY iizerinde
pozitif homojen bir parasal risk dlgiisiidiir. Asagidaki 6rnek, V@R, ’nin kabul kiime-
sinin tipik olarak konveks olmadigini ve bu nedenle V@R 'nin bir konveks risk 6l¢iisii
olmadigini gosterir. Sonug olarak V@R, yatirimlardaki farklilagtirmay1 tegvik et-

mek yerine caydirabilir.

Ornek 6.13. Sipheli iki sirket senedine bir yaturime disinelim, r > 0 risksiz
yatirman ddemest olmak dizere, her birinin getirisi ¥ > r olsun. i. senette w > 0

olan bir yatirimin indirimli net kazance

% —w ; odenmedigi durumda

w(F—r)
1+r

s diger durumlarda

ile verilir. p < X olasiliguyla ilk senedin borcu ddenmezse

P Xl_w(f—r)

< 0| = P[1.senedin odenmemesi) = p < \
1+7r

dwr. Dolayiswyla,
w(F —r)

<0
14+7r

V@R,\(X)) = —

duvr. Bunun anlama, tiim w yatirimang kaybetme olasilige olmasina ragmen, X1 pozis-
yonu pozitif bir riskte deger tasimadige anlaminda kabul edilebilir bir pozisyondur.
Her iki yatirime da w/2 miktarnca yatirim yaparak portfolyoyu cegitlendire-
biliriz.. Bu bizi Y = (X1 + X3)/2 pozisyonuna gétirir. Kabul edelim ki, iki
senedin ddenmemeler: birbirinden bagimsiz ve p olasilikly olsunlar. Gercekci bir 7
icin Y ‘nin negatif olmasi olasiligr en azindan bir senedin édenmemesi olasiligina esit-
tir: P[Y < 0] = p(2 — p). Ozel olarak; p = 0,009 ve A = 0,01 ise, p< X < p(2 — p)

olur, dolayisiyla,

w r—r

dir. Gérildigi gibi bu deger, yatirilan w sermayesinin yarisina yakindir. Bu drnekte
VQR) 'min kabul kiimesi konveks degildir. Bu drnek ayrica, VQR) min gii¢li bir
sekilde farkly araclara yatirim yapmaktan caydirdigine gosterir. Olaylarin beklenen
sekilde gerceklesmesi durumunda, beklenilen kaybin dnemli bir miktarda azaltilmasing

odiillendirmedigi gibi, bazi seylerin ters gidebilme olasiliginin artmasiny da siddetle
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cezalandvrir. Sonug¢ olarak, VQR) ya gdre bir portfolyonun optimizasyonu, yeteri
kadar ki¢ik borcun ddenmemesi olasiligina sahip biiyik kayiplara yol a¢abilecek bir

tekil varhk tizerine yogunlasan bir portfolyoya sebep olabilir.

Bu boliimiin geri kalaninda; X = L* iizerinde V@R, ’nin aksine konveks veya
bununla birlikte tutarli olan parasal risk ol¢iisii izerine odaklanacagiz. Ozel olarak,
V@R, ’ya yaklasan konveks risk olciilerini ariyoruz. Ilk tahmin, VQR,’y1 iistten
sinirlayan, tistten siirekli en kiiciik konveks risk oOlgiisiinii almak olabilir. Ancak,
V@R,’nin kendisi konveks olmadigindan agagidaki 6nerme, boyle bir VQR,’y1 iist-

ten sinirlayan en kii¢lik konveks risk Olciisiiniin var olmadigini gosterir.

Onerme 6.15. Her X € X wve her A € (0,1) igin,
VQR)(X) =min { p(X) | p konveks, tstten sirekli ve > VQR,}

dar.
Kamit. ¢ := —=VQR,\(X) = ¢%()\) olsun. Dolayisiyla P[ X < ¢ | < Xdir. A € F,
P[ A] > Ny1saghyorsa, P[ AN{X > ¢} | > 0’dir. Bu nedenle bir ()4 6l¢iisiinii

Qa:=P[-|AN{ X >q}]

ile tanimlayabiliriz. Buradan, Eg,[—X]| < —¢ = V@R, (X) sonucu ¢ikar.
Q:={Qa | P[A]> X} olsun ve

p(Y') := sup Eg[-Y]

olacak sekilde bir p tutarh risk 6l¢iisii tanimlamak icin bu kiimeyi kullanalim. O
halde p(X) < VQR,(X)’tir. Dolayisiylaher Y € X i¢in p(Y') > VQR,(Y) oldugunu
gosterebilirsek varsayimimiz ¢ikar. € > 0 olsun ve A :={ Y < —VQR,\(Y) +¢ }
alahm. P[ A ] > X oldugu agiktir ve bu nedenle Q4 € Q’dur. Buna ek olarak,
Qal A] = Vdir ve

p(Y) > Eq,[-Y] > VaR\(Y) — ¢

elde ederiz. € > 0 keyfi oldugundan sonug cikar. O

29



Bu boliimiin geriye kalan kisminda riskteki deger kullanilarak tanimlanan ancak,
bir tutarh risk 6l¢iisiiniin aksiyomlarini saglamayan asagidaki risk olgiisiine yogun-

lagacagiz.

Tanim 6.24. Bir X pozisyonunun A € (0,1] seviyesinde riskteki ortalama

degeri (the Average Value at Risk at level A € (0,1]);
1
AVaR,(X) = | / VaR,(X)dy
0

ile ifade edilir.

Riskteki ortalama deger kogullu riskteki deger (conditional value at risk) veya
beklenen eksiklik (expected shortfall) olarak da adlandirilabilir ve CVQR, (X)) ya
da ES\(X) ile gosterilir. Bu ifadeler daha sonra (6.6) ve (6.2) ile formiilize edile-
cektir. Ama muhtemelen yanhs anlagilabilir: "Kosullu riskteki deger", kogullu bir
dagilima gore, riskteki degeri gostermek icin de kullanilabilir ve beklenen eksik-
lik, X~ eksikliginin beklentisi olarak anlagilabilir. Bu yiizden, riskteki ortalama

deger (Average Value at Risk) terimini tercih ediyoruz. (6.1)’den
1~
AVQR)(X) = _X/ qx(t)dt
0

olduguna dikkat ediniz. Ozel olarak, AV@QR,(X) tanim her bir X € LY(Q,.Z, P)

icin uyarlanabilir ve Lemma 2.2 15181nda
1
AVQR,(X) = —/ qr(t)dt = E[-X]
0

elde ederiz.

Tanim 6.25. @) : R — #,(R) dinigimi her A C R Borel kiimesi i¢in x — Q(z, A)
olgiilebilir fonksiyon oluyorsa, @Q’ya R tzerinde bir stokastik ¢ekirdek (stochastic

kernel)denir.

Tanim 6.26. i ve v, R dzerinde keyfi iki olasilik él¢iisi olsun. Tim swnwrle artan

f € C(R) fonksiyonlary igin
[ tan = [ av
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ise, 1, v’yl stokastik olarak bastirir (u stochastically dominates v) denir ve
L = mon V yazilir.

Ayrica v ve i, A ’de piyangolar olsun. Eger tim u fayda fonksiyonlar: i¢in

/udu > /udu

oluyorsa i, v’ye gore diizgiin tercih edilir (i is uniformly preferred over v) denir

Ve [ Zuni V tle gosterilir.

Teorem 6.18. Herhangi bir u,v € A i¢in asagidaki kosullar denktir:
(a) b =i v diir.
(b) Her f artan fonksiyonu igin /fdu > /fdz/ diir.

(c) Her c € R igin

Jte—arutan) < [t o vian)
tir.

(d) F, ve F,, p ve v’niin dagilvm fonksiyonlar: ise, Ve € R igin

/ " Fy(a)de < / " B(a)de

o0 —0o0
tir.

(e) q. ve qu, p ve v igin dagilim dilimi fonksiyonlary ise, 0 <t < 1 igin

/ gu(s)ds > / i (s)ds

dir.

Swraswyla o ve v dagilimlarina sahip X, ve X, rassal degiskenlerinin tanimls
yoa g © g

oldugu bir (0, .7, P) olasilik uzayr vardur ve
(X, | X, ] <X, (P-ib)

dir.
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(9) R dzerinde asagqidaki sartlary saglayan bir Q(x,dy) stokastik ¢ekirdegi vardur:

i Q('rv ) S
o YV icin m()Q(x, ) < x

e VA C R Borel kiimesi i¢in pQ(A) = /Q(:L‘,A)/L(dl‘) ile tamimlanan pQ

lgtist igin v = p@ 'dur.

Uyar1 6.9. Teorem 6.18, R’de sonlu ortalamaya sahip olasilik dl¢iileri tizerindeks
=uni kismi siralamanan riskteki ortalama deger acisindan karakterize edilebilir ol-
dugunu gosterir: X, ve X, p ve v daglimlarina sahip rastgele degiskenler olmak

tuzere, YA € (0,1] igin

dir.

Uyar1 6.10. X € L™ i¢in
I;{i{)lV@R/\(X) = —essinf X =inf{m | PP X4+m<0]<0}

elde ederiz. Dolayisiyla, Ornek 5.10’da tanvmlanan L™ dzerindeki en koti durum
risk Olctistinii

AVQR)(X) == VQRy(X) := —essinf X

seklinde tanwmlayabiliriz.  Hatirlayalvm ki, bunlar dstten sireklidir ama genellikle

alttan sturekli degilduir.

Yardimci Teorem 6.12. X\ € (0,1) ve X "in herhangi bir g A-dagilvm dilimi igin,

AV@R,(X) = %E (= X)" | —qesinf(E[(r—X)* |- A)  (62)

)\ reR
dir.

Kamit. qx, gx(\) = qolarak ifade edilen bir dagilim dilimi fonksiyonu olsun. Yardimeci
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Teorem 2.2’den

1 1 1 1 A
~El@—X)"]-q=+ / (¢ —qx(t)Tdt —q = ——/ qx (t)dt = AV@QR,(X)
A A Jo A Jo

tir. Bu ilk 6zdesligi kanitlar. Tkincisi de Yardimer Teorem 2.4’ten cikar. U

Teorem 6.19. (2,.7) dzerinde herhangi iki QQ ve P olasilik dl¢ileri i¢in bir N € F
kiimesi ve bir o > 0 F ol¢ilebilir fonksiyonu vardwr dyle ki her Q(N) = 0 ve her
AeZ igin
P[A]:P[AON]Jr/Agon
olur. Burada
P} ¥ , N¢de ise
@ 4 +o0o0 , N'de ise

olur.

Yardimci Teorem 6.13. (Neyman-Pearson Lemmasi) (Q, F) tzerinde P ve Q iki
olasilik dl¢tisii olsun ve Teorem 6.19°daki gibi QQ 'ya gére P’nin Lebesque ayristirma-
sie, A € F igin

P[A]:P[AON]+/%dQ

ile tanmwmlayalim. ¢ > 0 sabiti i¢in

A% = {% >c}

olsun. Burada, N tzerinde dP/dQ = oo diizenlemesinden faydalanilmagtur.

Bir kiimenin karakteristik fonksiyonu 0 ve 1 degerlerini alir. Sadece .# &lgiilebilir
¥ : Q — [0,1] fonksiyonlarimi dikkate alalim. &% bu sekildeki tiim fonksiyonlarin

kiimesi olsun.

Teorem 6.20. II := %(P + Q) olsun ve ¢ := dP/dQ yogunlugunu yukaridaki gibi

tanimlayalim.

(a) ¢ >0 alalim ve TI-hhk olmak dizere, Y° € Z oldugunu kabul edelim.

Ww) = (6.3)
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olur. O halde herhangi bir v € X i¢cin

/@dQSQ/WdQ::>/ﬂdP§§/WdP (6.4)

dir.

(b) Herhangi bir ag € (0,1) igin [¢° dQ = ag olacak sekilde (6.3) te ifade edildigi
gibi bir Y° € Z vardwr. Daha agik olarak, ¢, Q altinda o 'nin bir (1—ag)-dagilom
dilimi ise 1° ",

V0 = Igsey + Kljp=c)

ile tanimlayabiliriz. Burada k,

0 , Qlp=c]=0ise
Ki=19 ao— Qp > (]
Qo=

diger durumlarda

olarak tanimlanar.

(¢c) (6.4)% saglayan herhangi bir ¥° € R, bir ¢ > 0 i¢in (6.3)’te tammlandig
gibidir.
Teorem 6.21. \ € (0,1] i¢in, AVQR) alttan sirekli bir tutarl risk ol¢isidir ve

X € X olmak fizere,

AV@R,(X) = max Eo[—X] (6.5)
A

gosterimine sahiptir. Burada P-hhk olmak izere Qy, dQ/dP yogunluklu 1/\ ile
siarly olan tim QQ < P olasilik olciilerinin kimesidir. Buna ek olarak, Sonuc

5.2den Qy, Qmar maksimal kiimesine egittir.

Kanit. Q1 = {P} oldugundan, A = 1 i¢in varsayim agiktir. 0 < A < 1 igin

pA(X) := sup Eg[—X] tutarh risk élgiisiinii diigiinelim. Oncelikle X < 0 verildigini
QEQ)
varsaylim. dP/dP = X/E[ X 'den bir P ~ P 6lgiisii tammlayalim. O halde,

dir.  Siiphesiz, sagdaki E[p] = X kogulu E[p] < ) ile degistirilebilir. Bu du-

rumda Teorem 6.20’deki gekliyle Neyman-Pearson yardimei teoremini kullanabiliriz.
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E[po] = A oldugunda X'in bir ¢ A-dagilim dilimi ve bir « € [0, 1] i¢in supremum;

o = Iix<qt + Kl{x=g

ile elde edilir. Sonug olarak

()= X gy 1= 2 x

A

dir. dQoy = A "tpodP, Qy’da bir olasilik 6l¢iisii tanimladigindan

pA(X) = max Bo[~X] = Eg,[~X]

?[EQ/\
= T (B -X; X <q]-ar+qP[ X <q])
= $Ela- X"
= AV@R,(X)

sonucuna ulagiriz. Buradaki son adimda (6.2)’yi kullandik. Bu, X < 0 igin (6.5)’1
kanitlar. Keyfi X € L™ igin, py ve AVQR,'nin her ikisinin de nakit degigsmezli-

gini kullaniriz. Geriye Sonu¢ 5.2'nin maksimal kiimesi Q,’y1 kanitlamak kalir. Bu

dogrultuda, @ ¢ Q, icin

sup (Eg[—X]—AVQR\(X) ) =40

XekX

oldugunu gosterelim. dQ/dP yogunlugunu ¢ ile gésterelim. P[ o Ak > 1/X"]> 0
sartini saglayan A" € (0,\) ve k > 1/  vardir. ¢ > 0 igin X© € &7

x(© .— —c(p A k)[{tpzl/)‘/}

ile tanimlayalim.

1 :
P[X(C)<0]:P{cpzy]§)\ <A

oldugundan, V@R, (X)) = 0 elde ederiz ve (6.2)

1
AVQR,(X) = XE[—X@] = §E [gp Nk, @ > ﬂ

65



yii saglar. Diger taraftan

diir. Sonug olarak, Eg[—X©] ve AVQR,(X(®)) arasindaki fark, ¢ 1 oo iken belirli
olur. O

Uyar1 6.11. Yukaridaki kanittan, A € (0,1) igin (6.5)te

19, 1

75 = (Tix<q + £lix=))

yogunluguna sahip olan Qo € Q) dl¢isi tarafindan maksimum elde edilir. Burada,
q, X 'in A-dagilim dilimi ve Kk,

; P[X =¢q] =0 ise

i diger durumlarda

seklindedir.

Sonug 6.4. WCE,, (5.7) de tanimlanan tutarl risk ol¢iisi olmak tizere, her X € X
1cin,

AV@R,\(X)

v

WCOE,(X)
E[-X | — X > VQR\(X) ] (6.6)
> VQR\(X)

v

olur. Dahasi, X stirekli bir dagilima sahip ise
Pl X <ql(X)] = (6.7
olur. Bu durumda ise
AVQR)\(X)=WCE\(X)=E[-X | — X >VQR,(X)]

olur.

Kanit. P[ A] > Xise, P’ye gore P[ - | A ] yogunlugu 1/ ile sinirhdir. Dolayisiyla
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Teorem 6.21, WCE)\(X) < AVQR,(X) olmasin1 gerektirir.
Pl-X >VQR)\(X)—¢c]> A
oldugundan,
WCOENX)>E[-X |- X > VARy(X) — ¢ ]

elde ederiz ve ikinci esitsizlik, € | 0 ic¢in limit alindiginda ¢ikar. Buna ek olarak,

(6.7) saglandig siirece (6.2)’den
AVQR\(X) = E [-X | — X > VAR,\(X) ]

tir. O

Uyar1 6.12. Sonu¢ 7.7’de, eger alttaki olasilik uzayr yeterince zenginse iki tutarl
risk dl¢iist olan AVQRy ve WCE) 'nin 6zdes oldugunu gorecegiz. Olmadigi durumda
ise, (6.6)daki ilk esitsizlik bir X i¢in esitlik olabilir, [1]. Buna ek olarak,

E[-X| —X>VQAR,\(X) ]

fonksiyoneli bir konveks risk ol¢isi tanimlamaz. Sonug olarak; (6.6)’daki ikinci

esitsizlikte, esitlik durumu pek gézlenemez.

Uyar1 6.13. Onerme 6.15’te, VQR, “dan biiyiik en kiicik konveks risk dl¢isinin var
olmadigina gordik. Ama dikkatimizi VQR) ’dan daha biiyik konveks risk ol¢ilerinin
sinafina odaklarsak ve sadece bir rastgele degiskenin dagilimans dikkate alirsak durum
farkldwr. Aslinda, alttaki olasilik uzayr yeterince zengin oldugunda Teorem 7.25te,
AV QR nin bu sinifin en kiictigi oldugunu gorecegiz. Bu anlamda, riskteki ortalama

deger, riskteki degere en ihtiyath yaklasim olarak kabul edilebilir.
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7. YASA DEGISMEZ RiSK OLCULERI

Bu boéliimde verilen yasa degismezi risk Olciilerinin temsilleri ilk olarak tutarh
durumda Kusuoka [26] tarafindan ifade edilmigtir; ayrica genel konveks duruma
genellegtirmesi i¢in Kunze [25], Frittelli ve Rosazza Gianin [20]|’e bakilabilir.

VAR, ve AVQR) sadece verilen P olasilik 6lgiisii altinda bir durumun dagilimin
icerir. Bu béliimde, yasa degigsmezinin bu 06zelligini tagiyan tiim risk olciilerinin

sinifin1 inceleyecegiz.

Tanim 7.27. X = L>(Q, %, P) dzerinde bir p parasal risk ol¢usi, X ve Y, P
altinda ayni dagilima sahip oldugunda p(X) = p(Y) ise yasa degigmezi (law-

invariant) diye isimlendirilir.

Bu béliim boyunca, (€2, %, P) olasilik uzaymin, siirekli bir dagilima sahip bir
rastgele degiskenin desteklenmesi bakimindan yeterince zengin oldugunu varsayiyo-

ruz. Bu kosul, ancak ve ancak (§2,.%, P) atomsuz oldugunda saglanir.
Teorem 7.22. p,v € #,(R) i¢in asaqrdaki kosullar denktir.

(a) 1t > mon Vv diir.

(b) Tim x’ler icin p ve v'nin dagivm fonksiyonlar F,(x) < F,(z)’ saglar.

(c) p ve v igin dagilim dilimi fonksiyonlarinin herhangi bir ¢ifti, hemen hemen

heryerde t € (0,1) igin q,(t) > q,(t) 'yi saglar.

(d) P-hhk olmak tzere X,, > X, olacak sekilde j1 ve v dagilimlarina sahip X, ve

X, rassal degiskenleri olan bir (Q, %, P) olasilik uzay: vardar.

(e) R dizerinde Q(zx, (—o0,x]) = 1 ve v = u@ olacak sekilde bir Q(x,dy) stokastik

cekirdegi vardar. Ozellikle, W > mon V 0lmas, |1 =y, v olmasingy gerektirir.

Uyar1 7.14. Herhangi bir p yasa degismezi parasal risk ol¢isi, Tanim 6.26°de
tammlanan =0, kismi siralamasina gére monotondur. Daha a¢ik bir ifadeyle X,

ve X,, u ve v dagilimlarina sahip rastgele degiskenlerse,

I Zmon V - p(Xu) < p(X,,)
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diir. Bunu kamitlamak amacwyla, 1 ve v icin g, ve q, dagilim dilimi fonksiyonlar:
olsun ve (0,1) dzerinde dizgiin dagilvma sahip bir U rastgele degiskenini alalim. O
halde Teorem 7.22°den X, := q,(U) > q,(U) =: X, diir ve Lemma 2.2°den X,, ve
XI,,XH ve X, gibt ayni dagilima sahiptir. Dolayisiyla, p’nun yasa degismezligi ve

monotonlugu, p(X,) = p(X,) < p(X,) = p(X,) olmasins gerektirir.

Yardimci Teorem 7.14. X € L™ ve Y € L' i¢in,

1
/ qx (t)gy (t)dt = sup E[ XY |
0 X~X
dir. Burada X ~ X olmas, X in X gibi ayne dagilima sahip olan bir rastgele

degisken oldugunu gésterir.

Kanit. Teorem 2.1’deki Hardy-Littlewood egitsizliginin iist tarafindan ">" saglanir.
Esitsizligin tersini kanitlamak icin, 6ncelikle Y 'nin bir siirekli dagilima sahip oldugunu
varsayalim. O halde Yardimci Teorem 2.3, U := Fy(Y)'nin bir diizgiin dagilima
sahip olmasini ve P-hhk olmak iizere, Y = ¢y (U) olmasini gerektirir. Yardimeci

Teorem 2.2’den X := ¢x(U) ~ X oldugundan

E[ XY | = B[ qx(U)gr (U) ] = / ax (B)ay (1)t

yi elde ederiz ve dolayisiyla "<"tir.
Genel durumda, P[ Y = y | > 0 sartim1 saglayan tiim g’lerin kiimesi D olsun
ve bir siirekli dagilima sahip olan bir Z € L! rastgele degiskenini alalim. Onerme

2.4’ten boyle bir rastgele degisken vardir.
1
Yn =Y + EZI{YGD}
dagilimini siireklidir. Gergekten, herhangi bir y icin

PlY,=y|=PY=yY¢D]+> P[Y=zZ=n(y—1)]=0
XeD
dir. Dolaywsiyla, U,, := Fy, (Y,,), (0,1) iizerinde diizgiin dagihr. X,, := ¢x(U,), X ile

ayni dagilima sahiptir. X’e uygun bir sabit eklenerek, genelligi bozmadan X > 0
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oldugunu varsayabiliriz. Y,, > Y oldugundan neredeyse her yerde gy, > ¢y dir ve

kanitin ilk boliimiinden anlagildig: gibi

/0 ey (0dt < limint /0 o (Oay. ()t

ntoo

— liminf sup E [ XY, |

ntoo KX
= supE [ XY]
X~X

dir. Burada her X ~ X icin son Ozdeslikten
~ ~ 1
| B[ XY | = B[ XY ]| < — [ Z]1]| X[l

sonucu cikar. |

Artik konveks risk oOl¢iilerinin yasa degismezligi icin bir karakterizasyon elde ede-

biliriz.

Teorem 7.23. p bir konveks risk ol¢ist olsun ve p’nun tstten sirekli oldugunu

varsayalim. O halde, p’nun yasa degismezi olmast igin gerek ve yeter sart, Gupmin(Q)

aQ

minimal ceza fonksiyonunun Q € #\(P) oldugunda P altinda yalmizca oq = 35

yogunlugunun yasasina bagly olmasidir. Bu durumda p,

0= s ([ 00 (0 (@)

Qe (

gosterimine sahiptir ve minimal ceza fonksiyonu,

Cmin(Q) = sup / 0 x ()pg ()t

Xed,

= o ([ asttiaea0-o0))

XeL>

(7.1)
i saglar.

Kanat. Oncelikle p'nun yasa degismezi oldugunu varsayalim. O halde X € 7, olmasi

her X ~ X icin X € <7, olmasini gerektirir. Dolayisiyla Yardimer Teorem 7.14%iin
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son adimini kullandigimizda,

1
Qmin(Q) = sup E [—XWQ] = sup supF [_Xm] = sup/ q,X(t)qq,Q(t)dt
Xed, Xed, XX XedpJ0o

dir. Buradan a,,(Q)nun sadece g yogunlugunun yasasina bagh oldugu sonucu
cikar. (7.1)’deki ikinci Gzdesligi kontrol etmek amaciyla, her X € L*® icin X :=
X + p(X), &, ya aittir ve ¢_x — p(X), —X i¢in bir dagilim dilimi fonksiyonudur.

Tersine, ay,,(()) nun sadece g yogunlugunun yasasina bagl oldugunu varsaya-
lim. Aym yasaya sahip olan ¢q ve pg5’yu gostermek igin Q ~ Q yazalim. O halde
Yardimci Teorem 7.14,

p(X) = sup (Eq[=X]— amin(Q))
Qe (P)

= sup sup (E [—X%] - Oémm(Q)>
QEAML(P) Q~Q

- (/ x (g ()t (@)

Qe (

yu saglar. O

Ornek 7.14. v : R — R bir artan konkav fonksiyon olsun ve ¢, u(R) nin iginde
verilen bir sabit oldugunda E| uw(X) | > ¢ ise bir X € L pozisyonunun kabul
edilebilir oldugunu varsayalim. Ornek 3.4’te kabul kiimesinden bir p konveks risk
ol¢iisi elde edilebilecegini gormiistik. X ve'Y ayne dagilima sahip iki rassal degisken
ise w(X) = u(Y) olacagindan tanwmladigimiz kabul kiimesine gore ayni risk dege-
rine sahip olurlar. Bu nedenle p’nun yasa defismezi oldugu aciktir ve bu, Oner-
me 11.23°de p’nun alttan ve dolayisiyla tstten surekliligiyle gdsterilecektir. Dahasi,
karsilik gelen minimal ceza fonksiyonu

Qin (Q) = inf %(xo+ /0 1 (N oy (1) )dt)

A>0

olarak hesaplanabilir. Burada,

(y) = Sup (zy +u(—x)) = Sup (zy — (z))

konveks artan ((x) := —u(—x) kaywp fonksiyonunun Fenchel-Legendre donisimidiir.
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Agagidaki teorem, AV@R), risk oOl¢iilerinin ¢ok 6nemli roliinii aciklar. Bu risk
Olciileri, L iizerinde riskin yasa degismezi konveks olciileri icin yapi malzemesi

olarak goriilebilir. Burada (€, %, P) uzay1 atomsuz varsayilacaktur.

Teorem 7.24. Bir p konveks risk dl¢iisiinin yasa degismezi ve tstten stirekli olmasi

iein gerek ve yeter kosul,

Brmin(t) = sup /(0 , AV@QR,(X)p(dN)

Xed,

olmak tizere,

H(X)=  sup ( /(Ol]AV@RA(X)M(d)\)—5mm(ﬂ)) (7.2

pe#1((0,1])
olmasidar.

Kanat. (7.2)’nin sag tarafi, bir yasa degismezi konveks risk 6l¢iisiiniin iistten siirekli

_ daQ

oldugunu tanimlar. Tersine p, yasa degismezi ve iistten siirekli olsun. ¢ := ¢ = 75

olmak iizere, () € .#(P) icin,

JREUROE /( | AVR (X)u(ds)

olacak sekilde bir p € .#,((0,1]) dlgiisiiniin var oldugunu gosterecegiz. Sonra
varsayimi, Teorem 7.23’ten sonuclandiracagiz. ¢_x(t) = VQR;_(X) ve g,(t) =

q; (t) oldugundan, hemen hemen heryerde ¢ € (0, 1) igin

[ e xtuti= [ voroaa - na

dir. ¢} artan ve sagdan siirekli oldugundan (0, 1] iizerindeki sinirh araliklarda sonlu
deger alan bir pozitif v dlgiisii i¢in ¢ (t) = v((1 —t,1]) seklinde yazabiliriz. Ustelik
p(dt) =t v(dt) seklinde verilen p 6lgiisii, (0, 1] tizerinde bir olasilik 6lgiistidiir:

/(071]t v(dt) = /01 v((s,1])ds = — /01 gy (1 —t)dt = /01 gt (s)ds = E[p]=1

dir. Sonug olarak,
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[ xtvun = /IV@RtX>/t L s) dt

1] S
= / / VQR,(X) dt p(ds) (7.3)
= AVQR(X) u(ds)

(0,1]
dir.

Tersine, (0, 1] lizerinde herhangi bir u olasilik 6l¢iisii igin, g(t f(1 o] p(ds)
ile tanimli ¢ fonksiyonu, bir Q) € .#,(P) 6l¢iisiiniin ¢ := q(U) yogunlugunun dagilim
dilimi fonksiyonu olarak goriilebilir. Burada U, (0, 1) {izerinde bir diizgiin dagilima
sahiptir. Bunlarla birlikte, (0, 1] iizerinde p olasilik 6lgiileri ile ¢ yogunluklarinin

dagilimlar: arasinda birebir bir egleme elde ederiz. O
Teorem 7.24 tutarh konveks risk 6lgiileri i¢in asagidaki sekli alir.

Sonug 7.5. Bir p tutarl risk dl¢isinin dstten sirekli ve yasa degismezi olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul, bir A C #1((0,1]) kiimesi i¢in,

p(X) = sup AV@QRyxy p(dX)
pneA J(0,1]

olmasaidar.

Bir G C .# o-cebirine gore bir pozisyon yerine kosullu beklentisini kullandigimizda,
pozisyonun degiskenligi P 6l¢iisiine gore azalir. Konveks bir risk 6l¢iisii yasa degismezi

ise, degiskenligin bu gekilde azaltilmasini riskteki azalma ile gosterecektir.

Sonug 7.6. p’nun dstten surekli ve yasa degismezi olan bir konveks risk 6l¢isi

oldugunu varsayalim. Bu durumda p,
X muni Y <= Her u fayda fonksiyonu igin Eu(X)] > Elu(Y)]
seklinde ifade edilen =,,; siralamasina gore monotondur: Y, X € X i¢in

Yirm X = p(Y) < p(X)
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dir. Ozellikle, X € X, herhangi bir G C .F o-cebiri icin
p(E[ X | G]) < p(X)

ve

tir.

Kanat. Tk esitsizlik, Teorem 7.24 ile Uyar1 6.9’un birlesiminden cikar. Ikinci esit-
sizlik, Teorem 6.18%e gore E| X | G | =y X oldugundan, ilk esitsizligin 6zel bir
durumudur. Ugiinciisii, ikincide G = {0}, Q} almarak elde edilir. O

Teorem 7.22°den p =0, v Olmasi, i =,,; v olmasim gerektirir. Dolayisiyla,
konveks risk olciileri icin verilen yukaridaki sonug, parasal risk élciileri icin verilen

Uyar1 7.14’ten daha giicliidiir.

Uyar1 7.15. Her n € N i¢cin G C Gy C ... C % olacak sekilde artan o-cebirleri

olsun. n 1 oo iken

P(E[ X | Gn]) — p(E[ X | Gx ])

olur. Burada p, Sonug¢ 7.6°da verildigi gibi ve Goo = o(l, Gn) dir. Gergekten
Doob’un martingale yakinsaklik teoreminden ( [4]) P-hhk olmak tzere, n T oo iken

E[ X | G, ]| — E[ X | G |'dur. Dolaysiyla Fatou ozelligi ve ve Sonug 7.6;

PELX | Gu)) = p(TmE X | G, )

< liminf p( E[ X | G, ])

nt

< p(E[X[Gx])

A

oldugunu gosterir.
Onerme 6.157in aksine asaqidaki teorem, dstten sinarly olan tim yasa degismezi
konveks risk dlgileri sinifinda AVQR)'nin VQR) 'ya en korumaci (conservative)

yaklagimi oldugunu gosterir.

Teorem 7.25. AVQR),, tstten strekli olan ve VQR, 1 tstten simirlayan en kiicik

yasa degismezi konveks risk olciistdir.
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Kanit. AVQR,'nin VQR,’y1 iistten siirladigi zaten (6.6)’da verildi. p’'nun VQR,’y1
iistten sinirlayan ve iistten siirekli olan bagka bir yasa degismezi konveks risk ol¢iisii

oldugunu varsayalim. Verilen bir X € X igin
p(X) > AVQR,(X) (7.4)
oldugunu gostermeliyiz. € > 0 alahm ve A :={w € Q: —X(w) > VAR, (X) — e} ve
Y =FE[X | Xla]=X -Tae+E[X | A]- 14

olsun. A€ iizerinde Y > q¥(\)+e > E[ X | A] oldugundan, P[Y < E[ X | A]] =
0 elde ederiz. Diger taraftan P[ Y < E[ X |A ] ] > P[ A] > XNdir ve bu
VQR)\(Y) = E[ =X | A ] olmasim gerektirir. p, VQR,’y1 iistten smirladigindan
p(Y)> E[ —X | A dir. Sonug olarak, Sonug 7.6’dan

p(X)2p(Y)=E[-X| — X >VQR\(X) —¢]
dur. € | 0 alinarak,
p(X) > E[~X | — X > VARy(X) ] > VGR,(X)

saglanir. X'in dagilimi siirekli ise, Sonug 6.4’te belirtilen sagdaki kogullu beklenti,
AVQR,(X)’e esittir ve buradan (7.4)’ti elde ederiz. X’in dagilimi siirekli degilse,
P] X = z | > 0 olacak sekildeki tiim z noktalarinin kiimesini D ile ifade edelim
ve siirekli dagilima sahip bir Z > 0 sirh rastgele degiskenini alalim. Onerme
2.4’ten boyle bir rastgele degisken vardir. Yardimci Teorem 7.14’iin kanitinda X, :=
X + %Z[{XeD}’mn bir siirekli dagilima sahip oldugunu gordiik. Ustelik X,, X’e
azalarak yaklagir. Her X, icin (7.4) egitsizligi saglanir ve iistten siireklilikten X,’ler

X’e genigler. O
Sonug 7.7. Olasilik uzayr atomsuz ise AVQR) ile WCE) denktir.

Kanit. Biz Sonug 6.4’ten X bir siirekli dagilima sahip oldugunda WCE\(X) =
AV@R,(X) oldugunu biliyoruz. Onceki kanitin sonundaki tekrarl yaklagimdan her
X € X icin WCE\(X) = AVQR,(X) saglanir. O
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8. KONKAV CARPIKLIK

Bu boliimdeki Teorem 8.26, ilk olarak [26]’da kamtlanmigtir. Teorem 8.27 ve
Sonug 8.11°deki konkav ¢arpikligin ¢ekirdeginin temsilleri Carlier ve Dana [5] tarafin-
dan verilmigtir. Ayrica, bununla ilgili daha ayrintili uygulamalar icin [6]’ya bakila-
bilir.

Simdi yasa degismezi konveks risk ol¢iileri i¢in Temsil Teoremi 7.24’te belirtilen

pu(X) = /AV@R)\(X) w(dX) (8.1)

tutarh risk olgiilerine yakindan bakalim. Bu p,, risk ol¢iilerini iki sekilde karakterize
edecegiz, ilki 6l¢ii uzayinin P olasilik 6lgiisiiniin baz1 Choquet integralleri olarak,
sonraki boliimde ise, komotonlugun bir 6zelligi ile ifade edilecektir.

Onceki béliimde oldugu gibi, bu bélim boyunca (€2,.%, P) olasilik uzayinin
atomsuz oldugunu varsayacagiz. AVQR, tutarl, alttan siirekli ve yasa degismezi
oldugundan herhangi bir ;1 dagilimindan elde edilen p, karigimi, (0,1) iizerinde en
az bir u olasilik 6lgiisii igin ayni 6zelliklere sahiptir. Uyar1 6.10’a gore AVQR(X) =
—essinf X oldugunda Tanim 6.247i [0, 1] kapali aralig1 iizerinde u olasilik dl¢iilerine
genigletebiliriz. Ancak, p({0}) > 0 ise, AVQR, alttan siirekli olmadigindan p,,,
sadece iistten siirekli olup alttan siirekli olmayacaktir.

1 agagidaki lemmada tanimlanan konkav fonksiyon olsun. Buradaki ilk amacimiz
pu(X)'in, ¢y (A) := (P[ A]) kiime fonksiyonuna gére —X kaybinin Choquet integ-
rali ile tanimlanabilir oldugunu géstermektir. Her ) konkav fonksiyonunun bir sag-
dan siirekli, w; sagdan tiirevine sahip oldugunu hatirlayin; Onerme 2.2'de gériiniiz.

Oncesinde has konveks fonksiyonunun tanimina ihtiyacimiz olacak.

Yardimci Teorem 8.15. 0 <t < 1 i¢in

W) = /( S (8.2)

ozdesligi [0, 1] tzerinde p olasilik dl¢iileri ile ¢ : [0,1] — [0, 1], ¥(0) = 0 ve (1) =
1 olacak sekildeki artan konkav fonksiyonlarn arasinda bire bir esleme tanmimlar.

Dahasi (04+) = p({0}) 'der.

Kanat. Oncelikle (8.2) ve (1) = 1 ile tamimlh ¢ ve yu verilsin. O halde 1, [0, 1]’de

76



de konkav ve artandir. Ustelik,

1 , 1 1
1000 = [ oo e /m; | Tuceenat pias) = wio.1) <1

dir. Sonug olarak, 1(0) := 0 diyebiliriz ve [0, 1]’de artan konkav bir fonksiyon elde
ederiz.

Tersine, 1 verilirse ¢ (¢), (0,1) iizerinde azalan sagdan siirekli bir fonksiyondur
ve (0,1) fizerinde baz1 v yerel sonlu pozitif dlgiisii igin 1, (t) = v((t,1]) olarak
yazabiliriz. 11k olarak (0,1)’de p'yii, u(dt) = t v(dt) ile tanimlayalim. O halde

(8.2)"yi saglar ve Fubini’nin teoreminden

.1 = | /( Ty v (d5) di = 1= (04 <1

dir. Sonug olarak, u({0}) := ¥(0+) secersek [0, 1] tizerinde bir u olasihik Olgiisii

tanimlar. 0

Teorem 8.26. [0, 1] dzerinde bir p olasilik 6l¢isii icin, 1, Yardimer Teorem 8.15’te

tanimlanan konkav fonksiyon olsun. X € X icin,

pu(=X) = B(O-H)AVERy(~X) + / ax(Dw' (1 - t) dt

= / (@/)(P[X>x])—1)dx+/ooow(P[X>x])d:p

—00

tir.

Kanit. VQR,(—X) = g5 (1 — A\)’y1 kullanarak, (7.3)’te oldugu gibi
1 /
| AVaR(-X) (@) = [ ax(o) w1 -1) d
(0,1] 0

yi elde ederiz. Dolayisiyla ilk 6zdesligi elde etmis oluruz. Ikincisi icin, 6ncelikle

X > 0 oldugunu varsayalim. O halde Fx, X’in dagilim fonksiyonu olmak iizere,
gr(t)=sup{ x>0 | Fx(z) <t} = / Itpy @<ty dx
0
tir. [/ (t) dt = (¥(y) — ¥(0+)) Ify=0; oldugundan, Fubini'nin teoremini kulla-
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narak,

1 e’} 1
[ va-va = [ [ tuwan v dda

o0

= /0 (1 — Fx(z)) de —1(0+) ess sup X

elde ederiz. ¥(0+) = pu({0}) ve ess sup X = AVQRy(—X) oldugundan, X > 0 i¢in
bu, ikinci 6zelligi kanitlar. X € L™ keyfi ise, C' := —ess inf X olmak iizere, X +C"yi

diigiinelim. p,’niin nakit degismezliginden

C+p(=X) = /0¢(P[X>x—0])dx
_ /w(P[X>x])d:p+/OO@ZJ(P[X>x])dx
-¢ 0 0 00
= C+/ (¢(P[X>a:])—1)d:c+/0 Y(P[ X >z ]) de

saglanir. O

Ornek 8.15. u = 0, olmak izere, AVQR, risk élcisinin, pp seklinde oldugu
aciktir. A > 0 i¢in, karsilik gelen konkav ¢arpiklik fonksiyonu

o(t) = (;)mz% (tAN)

ile verilir. Sonug¢ olarak, AVQR) mun baska bir gdsterimini elde ederiz: X € L

1cin;
1 (o]
AV@R)\(—X):X/ P X >z |A)Xdx
0

tir.

Sonug 8.8. ¢, ¥’'nin Tanim 2.5 tanvmaindan alinan bir ters fonksiyonu olmak iizere,

Teorem 8.26°da pu({0}) = 0 ise,

/MMI—AqﬂMMﬁ

dir.

Kanit. Yardimcei Teorem 2.1 nedeniyle, Lebesgue 6l¢iisii altinda ¢ dagilimi, ¢ dagilhim

fonksiyonuna ve dolayisiyla ¢ yogunluguna sahiptir. Dolayisiyla Yardimer Teorem
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2.5’in son adimini kullandigimizda

/

/0 ax (1)) di = / g (t) ¥ (1) dt = — / x(1—1) /(1) dt

olur. Teorem 8.26’nin bir uygulamasi, kanit1 sonuglandirir. U

cy(A) = (P[] A]) kiime fonksiyonunun kisa bir ¢aligmasiyla devam edelim.

Tamim 8.28. ¢ : [0,1] — [0, 1], ¥(0) = 0 ve 1(1) = 1 sartlarine saglayan artan bir

fonksiyon olsun. A € F olmak tzere,

kiime fonksiyonu, ¢ ¢arpiklik (distortion) fonksiyonu’'na gore, P olasilik dl¢isinin

carpiklage (distortion) olarak isimlendirilir.

Tamim 8.29. Bir ¢: .7 — [0, 1] kiime fonksiyonu A C B ig¢in
ise monoton (monotone),

ise normallegtirilmig (normalized) olarak isimlendirilir. Bir monoton kiime fonksiy-

onu,

c(AUB)+c¢(ANB) < c(A) + ¢(B)
ise altmodiler (submodular) veya ikili degigen (2-alternating) olarak isimlendirilir.
Herhangi bir cy, ¢carpikliginan, normallestiriimis ve monoton oldugu agiktar.

Onerme 8.16. cy, ¥ carpiklik fonksiyonuna gore, P’nin ¢arpiklge olsun. 1 konkav

ise, ¢y altmodiilerdir. Ustelik, olasilik uzayr atomsuz ise, tersi de dogrudur.

Kanat. Oncelikle ¢nin konkav oldugunu varsayalim. P[ A | < P[ B ] olacak sekilde

A, B € # alalim. ¢ := ¢y'nin

c¢(A) —c(ANB) >c¢(AUB) —¢(B)
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yi sagladigini gostermeliyiz.

ri=P|A]-P|ANB]=P{AUB]-P|B]

olmak iizere, r = 0 ise bu 6nemsizdir. » > 0 i¢in 7’nin konkavlhigindan

c¢(A) —c(ANB)
P[A]-P[ANB]

c¢(AUB) —¢(B)
P[AUB]—P|B]

>

saglanir. Tki taraf r ile carpilarak sonug elde edilir.

Simdi ¢ = ¢y’nin alt modiiler ve (€,.#, P)’nin atomsuz oldugunu varsayalim.
0<z<z<l1lvey=(x+2)/2 oldugunda (y) > (¥(z)+ ¥(z))/2 oldugunu
gostermeliyiz. Sonuglandirmak i¢in, Pl A| = P[B| =y, PlANB | =z ve
P[ AU B | = z olacak sekilde A, B C .# kiimelerine ihtiyacimiz olacaktir. Alg
modiilerlik ayrica 1 (z) + ¥ (z) < 2 ¥ (y)’yi ve dolayisiyla ¢'nin konkavhigini verir.

A ve B kiimelerini olugturmak amaciyla, [0, 1]’de diizgiin dagilima sahip bir rassal

U degiskeni alalim, ki Onerme 2.4’den boyle bir degisken vardir. O halde,
A={0<U<y} ve B:={z—y<U<z}

istenilen gartlar1 saglar. 0
Simdi Ornek 3.7’de tanimlanan Choquet integralinin gosterimini hatirlayalim:

Tanim 8.30. ¢ : F — [0,1], normallestirilmis ve monoton herhangi bir kiime
fonksiyonu olsun. c¢’ye gire (Q,.F) tzerinde bir sinirl élgilebilir X fonksiyonunun

Choquet integrali,

/Xdc::/_(;(c(X>x)—1)d:c+/oooc(X>a:)d:c

seklinde tanimlanar.
¢ bir o-toplamsal olasilik 6l¢iisii wse Choquet integralinin klasik integralle ¢akistigina

dikkat ediniz. (lleride Yardvmer Teorem 9.19°da gériiniiz.)

Bu tanimla Teorem 8.26, p,, risk olciisiinii, zemini olugturan P olasilik él¢iisiiniin

bir ¢, konkav carpikligina gore kaybin Choquet integrali olarak tanimlamamiza izin
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verir.

Sonug 8.9. [0, 1] dzerinde bir p olasilik dl¢isi icin v, Yardimer Teorem 8.15'te
tanmemlanan konkav carpiklik fonksiyonu ve cy, 1 ye gore P nin ¢arpikhge olsun. Bu

durumda X € L i¢in
puX) = [(-) de,

dir.

Sonug 8.9 ile Teorem 7.24’ten, konkav carpikliklar acisindan yasa degigsmezi kon-

veks risk olgiilerinin asagidaki gosterimini elde ederiz:

Sonug 8.10. Bir p konveks risk dl¢iisinin yasa degismezi ve alttan sirekli olmasi

i¢in gerek ve yeter sart,

() =sup [ () des = i)

¥

olmasidir. Burada, tim 1 konkav ¢arpiklik fonksiyonlarinin sinufi dizerinden alinan

supremum,

Vmin(Y) := sup /(—X) dey,

Xed,

dir.

Teorem 8.26'nn diger bir sonucu olarak, p, tutarh risk ol¢iisii i¢in Q,, C .4, (P)

maksimal temsil kiimesinin agik bir tanimini elde ederiz.

Teorem 8.27. pu, [0, 1] uzerinde bir olasilik él¢ist ve ¢, Yardimer Teorem 8.15°te

tanumlanan konkav fonksiyon olsun. O halde, Q,, kimest,

N - dQ
Q, = {Q e M (P)|te(0,1) igin / qy(s)ds < (1 —1t)’ yi saglayan ¢ = ﬁ}

olarak verildiginde, p,,,

pu(X) = sup Eg[—X]
QEQ/,L

olarak gosterilebilir. Dahasi, Q,,, p, yi temsil eden 1 (P) nin maksimal alt kime-

sidir.
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Kamt. p, risk ol¢iisii tutarhdir ve istten siireklidir. Sonug 5.2'den, Q. = {Q €
M1 (P) | @min(Q) = 0} kiimesi iizerinde beklentilerin supremumu alinarak temsil
edilebilir. (7.1) ve Teorem 8.26 kullanilarak bir QQ € .#(P) olgiisiiniin ¢ := dQ/dP
yogunluguyla Q,,..’a ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart, her X € L™ icin
1
| axs) a5 < )

1 (8.3)
= ’QZ)(0+) AV@R()(—X) ‘|‘/(; qX(s) @Z),(l — S) ds

olmasidir. X = ¢ sabit rastgele degigkenleri icin gx = I 17’dir yani her ¢ € (0,1) i¢in

/t 0o(s) ds < H(0+) + / $(1—s) ds = (1 1)

elde ederiz. Sonug olarak Q,,,, C Q,’diir. Ters kapsamin kaniti i¢in verilen bir sabit
Q) € Q, ol¢iisiiniin ¢ yogunlugunun herhangi bir X € L™ i¢in (8.3)’ii sagladigin
gosterelim. v, ¢ (s) = v([0, s]) olacak sekilde [0, 1] iizerinde pozitif yonlii 6l¢ii olsun.

Q,,/niin tamimim ve Fubini'nin teoremini kullanarak,

[ ax() auts) s = [ ] g (s) ds v ()
o

1—1) v (dt)
[0,1]

= w0 v )+ [ - /[ v ds

elde ederiz. Bu (8.3)’lin sag tarafina esittir. O

Teorem 8.28. X =,.; Xo olacak sekildeki herhangi bir X € X icin

E*[ X ] Z/o G (1 _5) QXO(S) ds

dir. Alt sinar X* = f(p) den elde edilir. Burada f; F, x’te sirekli ise,

f(@) = ax, (1= Fy(2))
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ile, diger durumlarda

Fw(z)
o) = ! / axo (1—1) dt

Fo(z—)

ile tanymlanan [0, 00) dzerindeki artan fonksiyondur.

Uyar1 8.16. X* cozimi, P altinda X, ile ayni beklentiye sahiptir.
Sonug 8.11. Teorem 8.27 sartlar:, altinda, asagidaki kosullar denktir.

(a) py, alttan sireklidir.

(b) 1({0}) = 0dur:

(¢) Her X € L™ i¢in p,(X) = énaQXEQ[—X] tir.
€<

Bu denk kosullar saglandiginda, yogunlugu dQx /dP = f(X) olan Qx € Q,, dl¢iisi
ile (c)’deki maksimum elde edilir. x, Fx in bir sireklilik noktasi ise, f azalan

fonksiyonunu

f(x) =1 (Fx())

olarak, diger durumlarda,

1 Fx@ |
10 = =T o

seklinde tanimlariz. Dahasi, A\, (0,1) dzerinde Lebesque dl¢isini gostermek tizere,

-1
0, = {@ <P |Po(52) mmire <w’>—1} (8.9

olur.

Kanit. (a) ve (c) kosullarinin denkligi Sonug 5.3’te zaten kanitlandi. (b) saglanirsa,
Teorem 6.21 ve monoton yakinsaklik nedeniyle p, alttan siireklidir. — Simdi
0 := p({0}) > 0 ise (a) kogulunun saglanmadigimi gosterelim. Bu durumda,

/

po=p( -] (0,1]) olmak iizere,

pp =0 AVQR,+ (1 =19) p,

"
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yazabiliriz. O halde x'({0}) = 0 oldugundan p, alttan siireklidir ancak AVQR,
degildir ve bu yiizden Uyar1 6.10’dan p,,, (a)’y1 saglamaz.

Simdi kalan iddialar kanmitlayalim. ¢ (0+) = p({0}) = 0 oldugundan, ¢ =
dQ/dP yogunluguna sahip bir @ 6l¢iisiiniin Q,,'ye ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
her ¢ igin [ g(s) ds < ['¢'(1 — s) ds olmasidir. ¢'(1 —¢), A altinda ¢ dagilum
i¢in bir dagihm dilimi fonksiyonu oldugundan Teorem 6.18in (e) sikki (8.4) esitligini
gerektirir. Pop™! =,,; Ao (1))~ ! olacak sekilde ¢ yogunluk fonksiyonu kisit1 altinda
maksimallegtirici () x tanimlama problemi E[ ¢ X |'in minimallegtirilmesine denktir.

Oncelikle X > 0 kabul edelim. O halde Teorem 8.28’den PoY ! =,.,; Ao (¢)') !
olacak sekilde Y € L% "y1 f(X) olarak segersek, E[ YX |'i minimallegtirir. Ustelik
Uyar: 8.16, E[ f(X) ]| = fol Y'(t) dt = 1 ve dolayisiyla px = f(X) > 0’m bir
Qx € Q, optimal olasilik él¢iisiiniin yogunlugu oldugunu gosterir. X pozitif degilse,
X + ¢ > 0 olacak gekilde bir ¢ sabiti alabilir ve &nceki ifadeleri uygulayabiliriz. f
icin Fx (X + ¢) = Fx(X) sonucu gikar. O

Uyar1 8.17. Bir yasa degismezi risk kavrama ile ilgilendigimiz stirece, bir X € L

finansal durumunu, onun Fx dagilim fonksiyonu ile veya denk olarak
Gx(t):=1—Fx(t)=P[ X > 1]

fonksiyonu ile gosterebiliriz.

G simfe G(1) = 0 ve G(0) < 1 sartum saglayan [0, 1] dzerindeki sagdan stirekli
azalan fonksiyonlarin kiimesi olsun. Bu durumda X pozisyonlarini sadece [0, 1] de
diginirsek, Gx temsilleri G sinifinda farkly sekillerde gdsterilebilir. Teorem 8.26

nedeniyle, bir p, yasa degismezi tutarl risk ol¢tisi,

UGx) = pu(=X) = [ 0(Gx(0) d

aracihgqiyla temsilcilerin sinafy dzerinde bir U fonksiyonelini ifade eder. 1, artan
ve konkav oldugundan, U fonksiyoneli, [0,1] birim araligs tizerinde Lebesque 6l¢iisti
ile verilen olasilik uzay tizerinde bir von Neumann-Morgenstern fayda fonksiyonels

gosterimine sahiptir. Daha genel olarak, [0,1] tzerinde bir u fayda fonksiyonunu
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u(0) = 0 ile tanimlayabiliriz ve Quiggin tarafindan tanimlanan [29]

U(Gy) = / H(Gx (1)) duft)

fonksiyonelini diginebiliriz. u(x) = x igin bu, "ikili teori (dual theory)"ye indirger,
U(x) = igin,
1
U(Gy) = / Gx (1) dult)
0
1
= — [ u(t) dGx(t)
0

= Elu(X)]

klasik fayda fonksiyonellerini elde ederiz.
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9. KOMONOTONIK RIiSK OLCULERI

Bu boliimde genel kiime fonksiyonlarina gore Choquet integralleri, Choquet [8]
tarafindan verilmistir. Tutarl risk olgiileri ile baglantilar Delbaen [9], [10] tarafin-
dan incelenmigtir. Teorem 9.29’daki gerek sart Dellacherie [11], yeter gartsa Schmei-
dler [31] tarafindan verilmigtir. Yardimci Teorem 9.17'den elde edilen kamt, Den-
neberg [13]'ten alinmigtir. Teorem 9.30, Kusuoka [26]'dan alimmigtir. Teorem 9.31’de
(b) ve (d) arasindaki denklik, ilk olarak [31]'de kanitlanmig, (¢) maddesi de [8]'de
eklenmigtir. Burada verilen kanit [13]'ten alinmigtar.

Cogu durumda, bir X + Y birlestirilmis pozisyonunun riski, bireysel risklerin
toplamindan kesinlikle daha diigiik olacaktir. Ciinkii bir pozisyon, diger pozisyon-
larda olumsuz degisimlere karsi bir énlem olarak goriiliir. Diger taraftan X’in Y
icin bir sigorta olarak calismasinin herhangi bir yolu yoksa, riski basit¢e toplamak
isteyebiliriz. Bu fikri kesinlegtirmek amaciyla, komonotoniklik kavramini tanimla-
yacagiz. Bu boliimde bizim esas amacimiz, komonotonikligin bu 6zelligini paylasan
tiim konveks risk olciileri sinifim1 karakterize etmektir.

Bu kismin ilk iki bolimii igin, (92,.%#) 6l¢iilebilir uzay1 iizerinde tiim sinirh

olgiilebilir fonksiyonlarin lineer uzayim X ile gosterecegiz.

Tanim 9.31. (Q,.%) iizerinde X ve Y él¢iilebilir fonksiyonlari, her (w,w') € Q x Q
1¢cin

(X(w) = X(w))(Y(w) = Y(w)) 20 (9.1)

sartiny saghiyorsa komonoton (comonotone) adini alir. X tzerindeki bir p parasal

risk ol¢isi, X, Y € X komonoton oldugunda,

p(X +Y) = p(X)+ p(Y)

sartin saghyorsa komonotonik (comonotonic) diye isimlendirilir.

Yardimci Teorem 9.16. p, X dzerinde komonotonik parasal risk dl¢isi ise, pozitif

homojgendir.

Kamit. (X, X)’in bir komonoton ¢ift olur. Dolayisiyla p(2X) = 2p(X)’tir. Bu iddi-

anin bir tekrar1 her » > 0 rasyonel sayisi icin p(r X) = r p(X)’i saglar. Yardimci
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Teorem 3.7’deki Lipschitz siirekliliginden p, pozitif homojendir. 0

Agagida her komonotonik parasal risk dl¢iisiiniin, (2, .%) iizerinde belli bir kiime
fonksiyonuna gore Choquet integrali olarak ortaya ¢iktigini gosterecegiz. ¢ : F# —
[0,1], her zaman normallegtirilmig ve monoton bir kiime fonksiyonunu gosterir.
Aksi séylenmedikce, biz ¢'nin toplamsal 6zelliklerinin oldugunu kabul etmeyecegiz..

Tanim 8.30’dan, c’ye gore X € X’in Choquet integralinin

/Xdc _ /_(;(c(X > ) — Dz + /Ooo o(X > z)dz

olarak tanimlandigini hatirlayin.

Sonraki 6nermenin kanit1 Ornek 3.7’de verildi.

Onerme 9.17. Kaybin Choquet integrali olan

X dzerinde pozitif homojen bir parasal risk olciistdiir.

Tanim 9.32. X, (Q,.%) duzerinde bir édl¢ilebilir fonksiyon olsun. Tanwm 2.5°e gore
alinan Gx(z) := 1 — (X > x) artan fonksiyonunun bir rx : (0,1) — R ters
fonksiyonu, c’ye gore X i¢in bir dagilim dilimi fonksiyonu (quantile function)
olarak adlandurilr.

¢ bir olasilik ol¢isii ise, Gx(x) = ¢(X < x)’tir. Bu nedenle onceki tanim, Tanim
2.6’da verilen bir dagilim dilimi fonksiyonu kavramina genisletilir. Asagidaki dner-
me, c’ye gore dagilvm dilimi fonksiyonlart hakkinda Choquet integralinin alternatif

bir gosterimini acija ¢ikarir.

Onerme 9.18. ry, X € X icin c’ye gire bir dagilvm dilimi fonksiyonu olsun. O
halde,
1
/Xdc:/ rx(t) dt
0

Kamit. [(X +m) de = [ X dec+ m’dir ve her m € R ve X + m'nin her rx.,

dir.

dilim fonksiyonu i¢in (neredeyse her yerde) rx,, = rx + m oldugu kolayca kontrol
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edilebilir. Dolayisiyla genelligi bozmadan X > 0 kabul edebiliriz. Bu durumda
Uyar1 2.1 ve Yardimci Teorem 2.1

rx(t)=sup{z>0]| Gx(z) <t} = / Itay )<ty do
0

ile verilen 7} dagilim dilimi fonksiyonunun en biiyiik olmasim gerektirir. (0, 1)

iizerinde neredeyse her yerde rx = r3 oldugundan Fubini’nin teoremi,

1
/ Tx(t) dt = / / [{GX )<t} dx dt
0

- / (1 - Gy(z)) dz

= ]Xdc

olmasini gerektirir. O

Tanim 8.28’de tanimlandigi gibi bir olasilik 6l¢iisiiniin siirekli bir ¢arpikligina

onceki onerme uygulandiginda, Sonuc 8.8’in agagidaki genellemesini verir.

Sonug 9.12. ¢y (A) = Y(P[ A]), ¢ sirekli ¢carpiklik fonksiyonuna gore, P olasilik
olgtistintn ¢arpikhge olsun. @, Tanmim 2.5 anlamindaki ¢ artan fonksiyonu igin bir
ters fonksiyon ise, P’ye gore alman X € X i¢in qx bir dagilim dilimi fonksiyonu

oldugunda, ¢ ye gire Choquet integral

XWM:AQXﬂ—ﬂmdt

y1 saglar.

Kamnit. ¢’nin siirekliligi nedeniyle, ¥(a) < ¢ olmasi i¢in gerek ve yeter sart a <
et (t) = inf{ x| ¥(x) > t } olmasidir. Sonug olarak, c,’ye gore X’in en kiiciik

dagilim dilimi fonksiyonunu,

ry(t) = imf{zeR|1—-cy(X >z)>1t}
= inf{zeR|YP[X>z])<1-1t}
= inf{zeR|P[X>z]|<pt1-1)}
= gx(1—¢"(1-1))
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olarak hesaplayabiliriz. Neredeyse tiim ¢'ler i¢in ¢*(t) = () olduguna dikkat
ediniz. Ustelik o, Lebesgue dlciisii altinda 1) siirekli dagilim fonksiyonuna sahiptir

ve bu yiizden ¢y '1, keyfi ¢x dagilim dilimi fonksiyonu yerine kullanabiliriz. O

Yardimci Teorem 9.17. (§2,.%) dzerinde él¢ilebilir X ve Y fonksiyonlarinin ko-
monoton olmast icin gerek ve yeter sart; (2, F)’de tgiinci bir Z olgilebilir fonk-
siyonunun ve X = f(Z) ve Y = g(Z) olacak gekilde R iizerinde f ve g artan

fonksiyonlarinin var olmasidir.

Kanat. Verilen Z, f ve g i¢in X := f(Z) ve Y := g(Z)’nin komonoton oldugu agiktir.
Tersine, X ve Y’nin komonoton oldugunu varsayalim ve Z := X + Y seklinde Z
tammlayalim. Her w € Q icin z := Z(w) olmak fizere, bir w' € Q vardir 6yle ki,
(z,y) = (X(),Y(w)) ve z = x + y olacak sekilde tek bir ayrigtirma vardir. Bunu
sagladiktan sonra f(z) := x ve g(z) := y diyebiliriz. z = z +y gibi bir ayrigtirmanin
varhgr z := X (w) ve y := Y (w) se¢iminin bir sonucudur. Dolayisiyla geriye sadece
z ve y olas1 degerlerinin var oldugunu gostermek kalir. Sonuca ulasmak icin, w’ € Q

icin X(w) +Y(w) =z = X(w') + Y (") oldugunu varsayahm. O halde,

diir ve komonotonluk, bu ifadenin olamayacagini gosterir.

X(w)+Y(w) =21 < 29 = X(wg) + Y(we)

oldugunu varsayalim. Bu
X(wr) = X(w2) = =(YV(w1) = V(w2))

olmasini gerektirir. Yukaridaki egitligin her iki tarafini (Y (w;)—Y (ws)) ile carparsak;
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olur. Burada,
(Y (w1) = ¥ (w2)))? 0
~(Y(w) = V(@) < 0

v

oldugundan (X (w;) — X(wq)) - (Y(w1) — Y(w2)) < 0 gikar. Komonotonluktan,
(X(w1) = X(w2)) - (Y(wy) = Y(ws)) > 0 olmasi gerektiginden Y (w;) — Y (wz) < 0 ve
X(wy) — X(w2) < 0 olmasini ve dolayisiyla f(z1) < f(22), g(z1) < g(z2)’yi saglar.
O halde f ve g, Z(Q2) iizerinde artandir ve bunun R’de taniml artan fonksiyonlara

genigletilebilecegi aciktir. O

Yardimci Teorem 9.18. X, Y € X, bir ¢ift komonoton fonksiyon verx, ry, rxiy,

c’ye gore dagilim dilimi fonksiyonlar: ise, neredeyse tim t’ler i¢in

Tx+y(t) = Tx(t) + ’f‘y(t)

dir.

Kanit. Yardimer Teorem 9.17°deki gibi X = f(Z) ve Y = ¢g(Z) yazalim. Yardimci
Teorem 2.5'in kanitinda olduguna benzer bir gekilde, Z i¢in rz bir dagihim dilimi
fonksiyonu ise, ¢ altinda X ve Y icin f(rz) ve g(rz)’nin dagilim dilimi fonksiyonlar
oldugunu gosterir. Aym iddianin h := f+ g artan fonksiyonuna uygulanmasi, X +Y
icin h(rz) = f(rz) + g(rz)'nin bir dagilim dilimi fonksiyonu oldugunu gosterir.
Yardimci Teorem 2.1°den, rastgele bir degigkenin tiim dagilim dilimi fonksiyonlarinin

neredeyse her yerde cakigtigl gerceginden sonug elde edilir. O

Uyar1 9.18. Bir dnceki yardimer teorem bir olasilik dl¢iisiine gore, bir dagilim dilims
fonksiyonunun 6zel durumuna uygulandiginda, VQR, ve AVQR) ‘nin komonotonik

olmasini saglar.

Teorem 9.29. X dizerindeki bir p parasal risk olgisinin komonotonik olmasi i¢in

gerek ve yeter gart, (Q, F) tzerinde, X € X i¢in

sartine saglayan normallestirilmis monoton bir ¢ kiime fonksiyonunun var olmasidar.

Bu durumda c, c(A) = p(—14) ile verilir.
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Kanit. Onerme 9.17’dan kaybin Choquet integralinin bir parasal risk 6l¢iisii oldugunu
zaten biliyoruz. Onerme 9.18 ile Yardimec: Teorem 9.18’den komonotonluk sonucu
cikar.

Tersine, p'nun komonotonik oldugunu varsayalim. O halde, Yardimci Teorem
9.16’ya gore, p tutarhidir. Sonug olarak, bir ¢(A) := p(—14) normallegtirilmig mono-
ton kiime fonksiyonunu elde ederiz. Ustelik, p.(X) := [(—=X) dc, X iizerinde bir
komonotonik parasal risk Olciisiidiir ve igaret fonksiyonu iizerindeki p ile Ortiisiir:

p(—14) = c(A) = pe(—14). Simdi, x; € R ve A; € .F i¢in

X:ifljl [Ai
i=1

seklindeki basit rastgele degigkenler iizerinde p ile p.’nin egit oldugunu gosterelim.
Bu rastgele degiskenler L*°’da yogun oldugundan Yardimci Teorem 3.7, p = p.
olmasimi gerektirir. Yukaridaki gibi bir X verildiginde p.(X) := p(X) oldugunu
gostermek icin genelligi bozmadan z; > 25 > ... > x, oldugunu ve A; kiimelerinin
ayrik oldugunu varsayabiliriz. Nakit degigmezliginden ayrica X > 0 yani x,, > 0
kabul edebiliriz. Dolayisiyla, b; == z; — 2,01 > 0, .01 := 0 ve B; := U2:1 A; olmak
tizere, X = " | b; Ip, yazabiliriz. b; Ip, ve by I, mn bir komonoton fonksiyon
¢ifti olduguna dikkat ediniz. Bunun sonucu olarak, ayrica Zf;ll b I, ve by Ip,

komonotondur ve tiimevarimla
p(=X) = b p(—Ip) =Y _b; pe(—Ip,) = pe(—X)
i=1 i=1

i elde ederiz. ]

Sonug 8.9 1g1g1inda 6nceki teorem

P = / AV@R), p(d\)
[0,1]

seklindeki tiim karisimlarinin komonotonik olmasini gerektirir. Tiim konveks risk

olciilerinin yasa degismezi ve komonotonik oldugunu Teorem 9.30’da gorecegiz.

Uyar1 9.19. Onceki kanatin sonundaki ¢ikarim, By =0 ve i = 1,--- ,n icin B; :=
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UZ=1 Ay oldugunda, x1 > -+ > x, > 1,41 := 0 olmak tzere, bir basit rassal

X = i.’lﬂ'z [Al.
i=1

degiskeninin Choquet integrali,
/ X de=> (1;—xis1) ¢(Bi) = Y _x; (¢(By;) — c(Biny))
i=1 i=1

olarak hesaplanabilir.

Su ana kadar, komonotonik parasal risk olciilerinin normallegtirilmis kiime fonk-
siyonlarinin Choquet integralleri ile tanimlanabildigini gosterdik. Simdi amacimiz,
konvekslik ek gart ile risk ol¢iisii tanimlayan kiime fonksiyonlarini karakterize etmek-
tir. Bu amacla, ilk olarak yasa degismezi risk olciilerini dikkate alacagiz. Asagidaki
sonu¢ L iizerinde komonotonik olan tiim yasa degismezi konveks risk olciilerinin
konveks sinifinda AV@R), risk Slgiilerinin u¢ noktalar olarak goriilebilecegini gos-

terir.

Teorem 9.30. Bir atomsuz olasilik uzay izerinde, p € #1(]0,1]) i¢in

pu(X) = / AV@R,(X) 1 (d7)

risk dl¢ilerinin sinift komonotonik olan L™ idzerinde tim yasa degismezi konveks
risk olcilerinin sinafidir. Ozel olarak, yasa degismezi ve komonotonik olan herhangi

bir konveks risk ol¢iisi, ayrica tutarl ve tstten stireklidir.

Kanat. p,’'niin komonotonlugu Sonug 8.9 ve Teorem 9.29’dan cikar. Tersine, p'nun
ayrica komonotonik olan bir yasa degigmezi konveks risk o6lgiisii oldugunu varsa-
yalim. Teorem 9.29’dan, ¢(A) := p(—1I4) i¢in p(X) = [(=X) dc'dir. p'nun yasa
degismezligi ¢(A)'min, P[ A ] olasihgmin bir fonksiyonu olmasim gerektirir, yani
[0, 1] iizerinde, 1(0) = 0, (1) = 1 ve ¢(A) = ¥(P[ A ]) olacak sekilde bir ¢ artan

fonksiyonu vardir. Her A, B € .% ic¢in I up ve I4np'nin bir komonoton fonksiyon
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c¢ifti olduguna dikkat edelim. Bu nedenle p'nun komonotonlugu ve alt toplamsalligi

c(ANB)+c(AUB) = p(—Iang) + p(—Iaug) = p(—1anp — Laup)
= p(—1a—Ip) (9.2)
< ¢(A)+(B)

olmasini gerektirir. Onerme 8.16'ten 1) konkavdir. Sonuc 8.9; Yardimci Teorem
8.15 1mginda v’den elde edilen p igin bir p, risk dlciisiine sahip c’ye goére Choquet

integrali tanimlanabildigini gosterir. O

Simdi, & iizerindeki tiim komonotonic konveks risk oOl¢iilerinin karakterizasyo-
nuna donelim. Bir pozitif homojen parasal risk ol¢iisii icin, konveksligin alt toplam-
salliga egit oldugunu hatirlaymn. Ayrica, tiim sonlu toplamsal normallegtirilmis
Q :.# — [0,1] kiime fonksiyonlarmin kiimesinin # ; := 4, (S, %) ile gosteril-
digini ve Teorem 2.7’de olusturuldugu gibi Q) € .# ;’ye gore X € X’in integralinin
Eqo[ X ] ile gosterildigini hatirlayalim.

Sonug 9.13. X dzerinde bir konveks risk dl¢iisiinin komonotonik olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul, bir alt modiiler, normallestirilmis ve monoton ¢ kiime fonksiyonuna
gore kaybin, Choquet integrali olarak ifade edilmesidir. Bu durumda, Q. = { Q €
M |VA € F dgin Q] A] < c(A) }, Qmax maksimal temsil kiimesine esit

oldugunda c, c(A) = p(—14) ile verilir ve p,

X) = Eyl—X
p(X) max ol—X]

gosterimine sahiptir.

Kanat. c alt modiiler, normallestirilmis ve monoton bir kiime fonksiyonu oldugunda
Teorem 9.29 ve 9.31, p(X) := [(—X)dcnin bir komonotonik tutarh risk élgiisii ola-
cagini ifade eder. Bu risk olgiisii, sonucun ifadesinde séylendigi gibi de gosterilebilir.

Tersine, herhangi bir p konveks risk 6l¢iisii tutarlidir ve Teorem 9.29’dan ¢(A) :=
p(—I14)'min Choquet integrali olarak ortaya ¢ikar. Teorem 9.31, ¢'nin alt modiiler-
ligini verir. UJ
Uyar1 9.20. ¢, normallestirilmis monoton, alt modiiler bir kiime fonksiyonu olsun.

Teorem 9.31, dzellikle ¢’nin Q, cekirdeginin bostan farkl olmaswm geretirir. Ustelik
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c, Q.'den, her A € .F icin

o(A) = max Q[ A]

seklinde elde edilebilir. (N, A, = 0 sartint saglayan olaylarin herhangi bir azalan

herhangi bir QQ € Q. icin de gecerlidir. Bu, Q) ’nun o-toplamsal olmasint gerektirir.
Bu nedenle, karsilik gelen p(X) = [(=X) dc tutarl risk dl¢isi, o-toplamsal olasilik
olgilery cinsinden bir gdsterime sahiptir. Yardimer Teorem 4.8’den p’nun dstten

stirekli oldugu ortaya ¢ikar.

Yardimer Teorem 9.19. X € X ve Q € Ay icin, Eq] X | integrali, [ X dQ

Choquet integraline esittir.

Kanit. X > 0 icin kanitlamak yeterlidir. Oncelikle Uyar1 9.19°da oldugu gibi X =

S @y La, oldugunu varsayahm. O halde

i=1

[x Q=310
=1

U4
k=1

ZZ%Q[Ai]:EQ[X]

olur. Daha genel bir X € X icin sonucu elde etmek istedigimizde X’e diizgiin
yakinsayan, sadece sonlu sayida deger alan X, dizisini secersek, Eg[-] ve [ - dQ’

nun supremum normuna gore Lipschitz siirekliliginden sonuca ulagilir. U

Yardimci Teorem 9.20. Ay, ---, A,, Q' nin ayrik ol¢ilebilir kiimelere bir parcalan-

mast olsun ve normallestirilmis monoton ¢ kiime fonksiyonunun alt modiler oldugunu

varsayalim. %y = o(Ay,- -+, A,) tzerinde bir Q olasilik 6l¢iisini,
k
By :=0 vek >1 olmak tizere By := U A; larigin Q[ Ak | = c(Bg) — ¢(By-1)
j=1
(9.3)
olarak tanimlayalim. O halde, tim swmrl Fo-olgilebilir X = >0 x; La, igin

fX dec > Egl X |’tir ve X'’in degerleri vy > x9 > -+ > x,, seklinde artan sirala-

mada dizenlenmisse esitlik saglanar.

Kamit. Sadece X > 0 durumunu dikkate almak yeterlidir. O halde X'’in degerleri
azalan bir sirada diizenlendiginde Uyar 9.19, [ X dc = Eg[ X ]’ gerektirir.
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Simdi keyfi Fo-ol¢iilebilir X i¢in [ X dec > Eg[ X | oldugunu kanitlayalim.
{1,---,n}'nin herhangi bir ¢ permiitasyonu, yeniden diizenlenen A,q), -, As(n)
parcalanmasina Q’nun tanimini uygulayarak %, iizerinde bir @), olasilik dl¢iisiinii
elde ederiz. Eger o, 2,1) > -+ > T,y olacak sekilde bir permiitasyon ise [ X de=
Eq,[ X ] olur. Bu durumda Eg [ X | > Eg|[ X | oldugunu gosterebilirsek sonucu
elde ederiz. Bunun icin x; < x;4; olacak sekildeki ¢ ve ¢ 4+ 1 indislerinin yerlerini
degistiren bir 7 diizenlemesi i¢in Eg [ X | > Eg[ X | oldugunu gostermek yeterlidir.

Ciinkii o, boyle yer degisikliklerinin bir sonlu ¢arpimi olarak ifade edilebilir.

Eq [ X =Bl X =i (Q-[ Ai] = Q[ A ]) + i (Qr[ Aiia | = Q[ Aiya ]) (94)

olduguna dikkat ediniz. @Q.[ Ay | olasiliklarini hesaplamak i¢in £ = 1, -+, n igin
k
By :=0 ve B :=|]JA.())
j=1
tanimlayalim. O halde k # i i¢in B} = B,’dir. Bu nedenle

Qr[ Ai ] + Q’T[ Az‘—i—l ] = QT[ Ar(i) ] + QT[ AT(H—l) ] = C(Bz'T+1) - C(Bz'll)

(9.5)
= (Biy1) —c(Bi—1) = Q[ Ai | + Q[ Aiy ]

olur. Ustelik BTN B; = B;_1, Bl U B; = B;;,dir ve bu nedenle c¢’nin alt modiiler-
liginden ¢(B;_1) + ¢(Biy1) < ¢(B]) + ¢(B;) dir. Dolayisiyla,

Q[ Air1 ] = c(Bi1) — c(Bi) < o(B) — c(B_y) = Q:[ Ariy | = Q[ Aijr ]

dir. (9.4), (9.5) ve z; < x;41 varsayimimiz kullamirsak Eg [ X | > Eg[ X | saglanir.
U

Teorem 9.31. Bir normallestirilmis monoton ¢ kiime fonksiyonuna gére, Choquet

integrali i¢in asagidaki kosullar denktir.
(a) p(X) := [(—X) de, X izerinde bir konveks risk él¢isidiir.

(b) p(X):= [(=X) dec, X dizerinde bir tutarl risk ¢l¢isidiir.
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(c) Q.. ={ Qe Ay |VAec.F icin QQ A]| <c(A)} olmak tzere X € X igin

X de = Eol X
/ ¢ = max ol X

olur.

(d) ¢ kiime fonksiyonu, alt modilerdir.

Bu durumda, Q., p i¢in Qe maksimal kiimesine egittir.
Kanat.

(a) = (b): Onerme 9.17’ya gére, tiim Choquet integralleri ile verilen risk lgiileri pozitif

homojendir. Pozitif homojenlik altinda tutarhlik ve konvekslik dektir.
(b) = (¢): Sonug4.1’den Q) € A, f, Qmas a ait olmak iizere, p(—X) = maxgeo,,.. Fol X |

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her X € X icin

Eol X ] < p(=X) = /X de (9.6)

olmasidir. Simdi bu Q,,,, kiimesinin Q.’ye esit oldugunu gosterecegiz. Eger
Q € Qs ise, zel olarak her A € .F i¢in Q[ A | < [I4 dc = ¢(A)dir. Bu
nedenle () € Q. dir. Tersine () € Q. varsayalim. X > 0 ise Yardimci1 Teorem
9.19’u kullanirsak,

/Xdc:/oooc(X>a:)d:c2/OooQ[X>x]d:c:EQ[X]

olur. Nakit degismezligi (9.6)’y1 verir.

(¢) = (b): Sonug 9.13'ten, p'nun konveksligi ve Choquet integralinin pozitif homojenligi

¢ikar. Bu da bize p'nun tutarliligini verir.
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(b) = (d):

(9.2)’yi kullanirsak;

c(ANB)+c(AUB) = p(—Ians) + p(—Laup)

_IAﬁB dC+/—IAU3 de

s

(—Iang — Laup) dc

—Iang — Laug)

—I4—1Ip)
—14 dc+/—]B de

) +¢(B)

I
— R

IN

I
2
s

oldugundan c alt modiilerdir.

: Choquet integralinin alt toplamsal oldugunu gostermeliyiz. Yardimeci Teo-

rem 3.7’den, benzer gsekilde sadece sonlu sayida deger alan rassal degigkenler
icin bunu gostermemiz yeterli olacaktir. Bu nedenle Aq,---, A, w'nin sonlu
sayida ayrik olciilebilir kiimelere bir parcalanmasi olsun. X = ). x; Ig,,
Y =),y 14, yazalim ve z; +y; > -+ - > x,, 4y, olacak sekildekii =1,--- ,n
indislerinin diizenlendigini varsayalim. O halde, Yardimci Teorem 9.20’de yapi-

landirdigimiz @) olasilik oOlgiisii icin
/(X+Y) de=Eo| X +Y | = Bo| X | + Eol V'] g/Xdc+/ch

olur. Bu, Choquet integralinin alt toplamsalligimi verir.
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10. BIR FINANSAL PIYASADA RiSK OLCULERI

Bu boliimiin ilk kismi Follmer ve Schied [17]'den, ikinci kismi Carr, Geman ve
Madan [7]’den alinmigtir.

Bu boéliimde, finansal piyasa modelinde ortaya cikan risk olciilerini dikkate ala-
cagiz. Bu modelde, d + 1 varlik, ¢ = 0 ve £ = 1 zamanlarinda fiyatlandirilir. 1
anmindaki fiyatlar, S° = 1+ r (risksiz yatirnm) olmak iizere, bir (Q,.%, P) olasilik
uzay! iizerinde negatif olmayan S° S',--. . S? rastgele degiskenleriyle modellenir. 0
anindaki fiyatlar, 7 = (7%, - - -, ) olmak iizere bir T = (1, 7) vektorii ile verilir. Bir
€ = (€°,¢) ticari stratejisinin net kazancinin giiniimiizdeki kargihgi, & - Y ile verilir.

Burada, Y = (Y1, .- YY) rastgele vektorii, i = 1,- -, d igin

%

147

ile tanimlanir.
Bir X finansal pozisyonu X > 0 ise, risksiz olarak goriilebilir. Bununla bir-

likte, daha genel olarak X, ek maliyetler olmaksizin riskten arindirilabiliyorsa, yani

7-& =0 iken L
€S
1+7r

X+ = X +£Y >0 P-hhk (10.1)

olacak sekilde bir £ = (£°, &) ticaret stratejisi varsa X yine risksiz olarak goriilebilir.

Dolayisiyla, L™ iizerinde kabul edilebilir durumlarin agagidaki kiimesini tanimlariz:
dy:={X € L™ |Biré €R? icin X+¢-Y >0 P — hhk}.

Teorem 10.32. Arbitrajsiz bir piyasa modelinde, meydana gelmesi stupheli bir C

olayina bagly talebin arbitraj sinarlar:

. .| C
Tint (€)= PlggwE l1+r]

C
= max {mE[O,oo)|EI§€]Rd icin m+EY <

< , P-hhk}
147
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ve

an(C) = sup E* |——
= min{mE[O,oo)\EléERd i¢in m+£Y21+T,P—hhk}

ile verilir.

Onerme 10.19. inf{ m € R? | m € o4 } > —oco oldugunu varsayalim. O halde
Po = puy, bir tutarl risk olisidir. Ustelik po i Tanwm 5.20 anlamanda duyarh ol-
mast i¢in gerek ve yeter sart, piyasa modelinin arbitrajsiz olmasidir. Bu durumda, pg

tustten streklidir ve denk riske duyarsiz ol¢ilerin & kiimesi cinsinden elde edilebilir:

po(X)= sup E* [-X]. (10.2)

Prep

Kamit. X > 0 ve X € o olsun. O halde bir ¢ € R? icin X + ¢ Y > 0’dir. Burada
A € € R?oldugundan A X +X £ Y > 0 olur. Bu da bize .27, '1n koni oldugunu gosterir.

X1, X, € o alalim. Bu durumda 3 &,& € R 6yle ki X; +& Y > 0 ve
Xo+& Y > 0’dir. Taraf tarafa toplarsak, (X;+ X3)+ (& +&) Y > 0 olur. Burada
X1+ X, € o ve & + & € RY oldugundan o7, konvekstir.

a7y konveks koni oldugundan Onerme 3.9’den, p, bir tutarl risk dlciisiidiir. Eger
model arbitrajsizsa, Teorem 10.32, (10.2) gosterimini saglar ve buradan py’in duyarh
ve listten siirekli oldugu ¢ikar.

Tersine, po’'in duyarh oldugunu ve piyasa modelinde bir arbitraj firsat1 oldugunu
varsayalim. O halde P-hhk olmak iizere, 0 < £ - Y olacak sekilde £ € R? ve ¢ > 0
vardir ve A := {{-Y > ¢}, P[] A] > 01 saglar. Buradan Y —e Iy > 0
sonucu cikar, yani —e I4 kabul edilebilirdir. Ancak % bir koni oldugundan py’in

tutarliligini kullanirsak, pp'in duyarlilig
po(—€ 1a) =€ po(—1a) > po(0) =0

olmasimi gerektirir. Ancak kabul edilebilir olmasi i¢in riskin < 0 olmasi gerekir.

Burada po(—¢ I4) > 0 giktigindan celigki elde ederiz. O

Sadece tiim stratejilerin R? sinifinin bir . 6z alt kiimesine ait olan ¢ strateji-
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lerinin (10.1)’de alinmasinin birkag sebebi vardir. Ornek olarak; bir yatirimer icin
uygun kaynaklar sinirliysa, riskli araclardaki baglangi¢ yatirimlar: belli bir miktarin
altinda olacak sekildeki stratejiler dikkate alinmalidir. Boyle bir sinirlama, & - 7 iize-
rinde bir iist sinira karsilik gelir. Bagka kisitlamalar da olabilir. Ornegin, karsiliksiz
satig (agiga satig) kisitlamalar portfolyodaki hisselerin sayisi iizerinde alt sinirlardir.
Piyasadaki nakit akisinin az oldugu durumlarda, yatirimci sadece tek bir aragtan cok
fazla bulundurmaktan kacinmak isteyebilir. Ciinkii piyasanin kapasitesi tiim pay-
larin satilmasi i¢in yeterli olmayabilir. Boyle kisitlamalar gézoniine alinacak olursa,

bu béliimiin geri kalan1 boyunca ., agagidaki 6zelliklere sahiptir:
o (0 c dir.
o .7 konvekstir.
e (.Y P-hhk alttan sinirli olmasi bakimindan her bir £ € . kabul edilebilirdir.

Bu kogullar altinda,
o7 ={XecL®|3¢ec icin X +£-Y >0, P-hhk} (10.3)

kiimesi bostan farklidir, konvekstir ve baz1 Z € &/ ’den daha biiyiik olan tiim

X € X’leri bulundurur. Dahasi, bundan sonra
inff{meR|mea” }>—occ0 (10.4)
oldugunu varsayacagiz. Onerme 3.9,
p”(X):=inf{meR|m+Xecag”}

olarak verilen risk Olciisiiniin L>° {izerinde bir konveks risk 6l¢iisii olmasini garantiler.
Bu durumda (10.4)’in saglandigina dikkat ediniz. . bir arbitraj firsati bulundur-
muyorsa, (P-hhkE-Y > 0 olacak gekildeki £ € . nin, P[£-Y = 0] = 1 gerektirmesi

anlaminda) 6zel olarak saglanir.

Uyar1 10.21. Portfolyolarin kabul edilebilirligi dnemli bir kisitlamadur. Ozellikle,

herhangi bir sinirsiz varligin dénlem alinmadan kisa vadeli satislarini engeller. An-
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cak, X +£-Y >0, Y > —||X|| i gerektirdiginden bunun, bizim (10.3)teki sinirly

iddialarimaz i¢in kabul edilebilirlik kavramamazla tutarl olduguna dikkat ediniz.

Burada p” ile ilgili iki soruyla ilgilenecegiz: p” ne zaman iistten siireklidir ve

boylece, olasilik olgiileri cinsinden (5.2) gosterimine ne zaman sahiptir? Ve eger
5%

boyle bir gosterim varsa, .#,(P) lizerinde «;,, minimal ceza fonksiyonunu nasil
tanimlayabiliriz? . = R? durumunda, her iki soru, Onerme 10.19’de irdelendi.
Genel bir . icin, sadece ikinci sorunun dogrudan bir cevabi vardir. Bu cevap On-
erme 10.20’da verilecektir. Onerme 10.19’in kanitindan goriilebilecegi gibi, portfolyo
sinirlamalarinin durumu i¢in, ilk sorunun analizi, arbitraj teorisinin bir geniglemesini
gerektirir.Bu sonug, bu boliimiin basit bir-periyotlu modeli i¢in agagidaki teoremi

saglar.

Tamim 10.33. 7 fiyat faktori, & portfolyo vektori, S olasilija baglh getiri vektorii
olmak tizere, arbitrajsiz bir piyasa modelinde portfolyonun getirisinin neredeyse her
yerde kesinlikle 0 olacagr durum (€-S =0 , P-hhk) portfolyonun su andaki duru-

munun (€ = 0) sifir olmasina gerektirir. Ashnda genelligi bozmadan
£-5S=0, P-hhk = £=0 (10.5)
kabul edilebilir. (10.5)%in saglandigr piyasa modellerine gereksiz araglarin ol-

madzijer (non-redundant) piyasa modeli denir.

Teorem 10.33. Yukaridaki varsayimlara ek olarak; piyasa modelinin Tanim 10.33te
ifade edildigi gibi ve . 'nin, R%’de kapaly bir kiime oldugunu varsayalm. O halde
o7 ‘nin duyarl olmasi icin gerek ve yeter sart, ./ nin arbitraj firsats icermemesidir.

Bu durumda, p” distten siireklidir ve

p”(X)= sup (Bl —X | —sup Eg[¢- Y )) (10.6)
Qe 1 (P) ces

seklinde ifade edilebilir.

Agagidaki 6nermede, (10.6)'daki ceza fonksiyonunun 6zel geklini agiklayacagiz.

Bu sonug, Teorem 10.33’{in ek varsayimlarini gerektirmeyecek.
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Onerme 10.20. Q € .#,(P) i¢in, p” 'nin o, minimal ceza fonksiyonu,

man

)i (Q) =sup Eg[ €Y |
3%

ile verilir. Ozel olarak, ejer p” istten sirekli ve ézellikle .7 de bir arbitraj firsate

yoksa p”, (10.6)’daki gibi gosterilebilir.

Kanit. Q € #,(P) alalim. Kabul edilebilirlikten her bir £ € .% i¢in Eg[ £ - Y |
beklentisinin iyi tanimliligi aciktir. P-hhk olmak iizere X € &/ ise, —X < 7-Y
olacak sekilde n € . vardir. Bu nedenle herhangi bir Q € .#,(P) igin

EQ[_X]SEQ["?'Y]S?SEEQ[g'Y]

olur. Dolayisiyla minimal ceza fonksiyonunun tanimi

min(Q) < sup Eg[ €Y ]
ces

yi saglar.
Esitsizligin tersini kanitlamak icin £ € . alalim. £ kabul edilebilir oldugundan
X = —((£-Y) A k) stirhdir. Ustelik

Xp+&-Y = (§Y —k) Iieysiy >0
oldugunda X, € &/ olur. Dolayisiyla

Anin(@Q) = Eq[ =Xy | = Eq[ (€-Y) Ak ]

man

olur ve bu yiizden monoton yakinsakliktan o, (Q) > Eg[ - Y |'dir. O

man

Uyar: 10.22. . ’nin bir koni oldugunu varsayalim. O halde o/ kabul kiimesi
de bir konidir ve p” bir tutarh risk dl¢iisiidiir. Eger p” iistten siirekli ise Sonuc

5.2°den, bogtan farkl Q7 ~=1{Q € .#,(P) | a7, (Q) = 0} kiimesi i¢in,

min

p”(X)= sup Eg[ —X]

QEQas
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gosterimine sahiptir. Onerme 10.20°dan Q € .4, (P) igin

QecQl,., <= her £€.% icin Eg[¢-Y]<0

max

olmasidar.
Eger p” duyarl ise, . kiimesi herhangi bir arbitraj firsatiny icermez ve tiim
denk martingale élgiilerinin (biyle Glgiiler varsa) P kiimesi, Q7. ’nin i¢indedir.

Daha agik bir sekilde ifade edersek, Q7 ., . ye gore kesin siirekli siipermartingale

max’

olctilerinin kiimest olarak tanimlanabilir.

Simdi (10.3)’teki kabul edilebilirlik kogulunu esnetelim. Artik kabul edilebilir
bir pozisyonun (uygun bir gekilde sigortalanmig) son getirisinin her zaman pozi-
tif olmasinda 1srar etmeyecegiz. Bunun yerine, bir &/ kabul kiimesiyle verilen p,,
konveks risk 0l¢iisii cinsinden sinirli bir pozisyonun kabul edilebilirligini isteyecegiz.

Dolayisiyla

o ={XeL”®|X+EY > A, P-hhk olacak sekildeki ¢ € .7, A € o vardir }
(10.7)

kiimesini tanimlayalim. o7 C &/ oldugu aciktir ve dolayisiyla,
Pt 2 P = Pz
dir. Bundan sonra, 7 igin (10.4)’teki varsayimimiz gerektiren
p > —00

oldugunu kabul edelim.

Onerme 10.21. o, , p” i¢cin minimal ceza fonksiyonu ve Qunin, poy i¢in minimal

ceza fonksiyonu olmak tizere, p i¢in Qi minimal ceza fonksiyonu,

Amin(Q) = Oéim(Q) + Qmin (Q)

ile veriir.
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Kanat.
o ={X7+A| X" cxd”  Ac} (10.8)

olur. X € o ise, X +¢&-Y > A olacak sekilde A € &7 ve £ € .7 vardir. Dolayisiyla
X7 = X — A€ o/”dir. Tersine, X7 € &/ ise, bir £ € . icin X7 +£-Y > 0°dur.
Bu nedenle, herhangi bir A € & icin X7 + A+ ¢&-Y > A € & elde ederiz, yani
X :=X7+Ac o d.

(10.8) 1g181nda,

= sup sup Eg[ X7 —A]
XS e Acd

= sup sup (Egl —X7 ]+ Eg[ —A))

XS e Ace
= sup Eg[—X7]+sup Eg| —A]
XL ed Ace
= )in(Q) + amin(Q)
elde ederiz. O

Bu boliimiin geri kalaninda, [7]’de ifade edilen asagidaki 6rnek olay1 dikkate
alahm. [7]'de oldugu gibi, |Y] € L'(Q;) olmak iizere Q; ~ P denk olasilik 6lgii-
lerinin bir

Qo ={Q1,- -, Qn}

sonlu sinifini belirleyelim. Qy’daki 6l¢iileri deger bigme 6Olgiileri (valuation mea-

sures) olarak adlandiririz.
B={Xel’|i=1,---,n i¢cin Eg[X]>0} (10.9)

ve

By={XeB|i=1-,n icn F[X]=0}

kiimelerini tanimlayalim. @; ~ P denkligi nedeniyle, X > 0 P-hhk ve Eg,[X]| =0
oldugunda, X = 0 P-hhk olacagindan

By N LY. = {0} (10.10)
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olduguna dikkat edelim.
[k kabul kiimesi olarak,
o = BNL® (10.11)

konveks konisini alalim. (10.7)’de tamimlandigi gibi uygun bir sigortalama ile bir-

lestirildiginde kabul edilebilir olan pozisyonlarin kiimesi:
o ={XeL®|X+£-Y € P olacak sekilde 3 ¢ € RY vardir }

olur. J# = {¢-Y | ¢ € R} olmak iizere, # N LY = {0} arbitrajsiz kogulunun

agagidaki giiclii versiyonunu tanimlayalim:
H NB=H NHB. (10.12)

Diger bir deyisle, (10.9)’daki esitsizliklerden herhangi birini kesin yapacak bir £ € R?
portfolyosu yoktur.
(10.10) ve # N LY = L1 kullandigimizda; (10.12)'nin, arbitraj firsatinin yok-

lugunu gerektirdigine dikkat edelim:
A NL, =X NBNL. = NHByNL, ={0}

dir. Dolayisiyla (10.12), ozellikle bir denk martingale ol¢iisiiniin varhgini saglar,
vani &2 # (’dir. Asagidaki 6nerme, varhik fiyatlandirmasinin temel teoremi
(fundamental theorem of asset pricing)’nin bir geniglemesi olarak goriilebilir. Q

sinifi i¢in tiim temsilci (representative) modellerinin sinifini yani tiim karigimlar

=1 i=1

ile gosterelim. Yani her bir Q) € Qy i¢in bunlarin pozitif agirlik ile elde edebilecegimiz

tiim karigimlarin kiimesi & olsun.
Onerme 10.22. Asagidaki iki dzellik denktir:

(a) X NB=H NAB.
(b)) PNRF0.
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Kanzt.

(b)) = (a): Re NZ%Z veV € ¥ NPA olsun. Bu durumda R € #Z oldugundan
ERlV]=) Eq[V]20
i=1

ve R € & oldugundan da Fg[ V | = 0 olur. Sonug olarak V' € %, olur.

¢:={ER[Y]|Re#)} CR?

konveks kiimesini dikkate alalim. €’nin baglangi¢ noktasini icerdigini goster-

meliyiz. Eger degilse, €'nin konveksliginden
Vee€igin€-2>0 (10.13)

ve

dzreliginé-2" >0

olacak sekilde ¢ € R vardir, Onerme 2.1’de gériiniiz. V := &Y € J# olsun.
10.13) kosulu
VReEZR i¢in Egx[V ]|>0

olmasini gerektirir. Boylece V € 2 N A'dir. 2* = Ep[ Y | olacak sekilde
R* € # vardir. Bu durumda V, Eg«[ V' ] > 0’1 saglar ve V ¢ £ N %, olur.

Bu, (a) varsayimi ile celisir.
[

Simdi ./ konveks konisine uyan 7 tutarh risk olciisii icin bir temsil teoremi

verebiliriz. Bu teorem, Teorem 10.35’in 6zel bir durumudur.

Teorem 10.34. (10.12) varsayvma altinda, <7 kabul kiimesine karsilik gelen’p := p—;
tutarl risk 6l¢iist

p(X)= sup FE[-X]
P ePN%

ile verilir.
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Simdi [7]’de oldugu gibi ikinci bir sonlu Q) C #,(P) kimesini |Y| € Z1(Q)
olacak sekilde Q) < P olasilik ol¢iilerinin kiimesi olarak tanimlayalim ve gerilim
testi dlgiileri (stress test measures) olarak adlandyralim. (10.9)’daki degerlendirme

esitsizliklerine ek olarak, uygun bir pozisyonun bir seviye (floor) ile belirlenen her
bir Q € Q1 i¢in
Q) <0

gerilim testinden ge¢mesini bekliyoruz. Dolayiswyla,
By ={Xel | QeQ igin Eg[ X]>~(Q)}
olmak tizere, (10.11)’deki o/ konveks konisi,
= NKB =L"N(BN%)

konveks kiimesine indirgenir. Bir uygqun sigortalama ile birlestirilmis durumlar i¢in

en son elde edilen kabul kimesini
d={XeL®| X+ Y €BNB olacak sekilde ¢ € R vardir }

ile ifade edelim.

Uyar1 10.23.
H N (BNSB) =X NABy (10.14)

daha zayif gorinen (10.12) kosulunun benzeridir, ancak ashinda (10.12)’ye denktir.
Gercekten, X € # NP icin X1 := X olacak sekilde,

Q € Qu igin Eg[ X1 ]>7(Q)

ek kwsitlamalariny saglayan € > 0 bulabiliriz. X, € A NABN Ay oldugundan,
(10.14) kosulu, X1 € # N PBy" saglar, dolayisiyla & N By bir koni oldugundan
X = 1X1 € %ﬂ:@o’dlr.

e

Simdi, .7, konveks kabul kiimesi tarafindan ifade edilmis olan 5, konveks risk
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Olciisiinii tanimlayalim.

%:z{ZA(Q)-Q

QReQ

AQ) =0, > M@ =1 }3%

QeQ

yi @ = Qy U Qy’in konveks ortiisii olarak, @ € Qq i¢in v(Q) = 0 ve R =
Yo MQ) Q € % igin
7 (R):= ) AQ) 7 (Q)

QeQ

olarak tanmimlariz.

Teorem 10.35. (10.12) varsayuma altinda, <71 kabul kiimesi tarafindan ifade edilen

Py konveks risk ol¢iisi

AX) = swp (B[ =X ]+7 (P)) (10.15)

P*e Z2N\%1

ile verilir, yani py,

+00 Q& P NA igin
- (Q) Qe PNA icin

a1 (Q) =

ceza fonksiyonu ile belirlenir.

Kanat. p*, (10.15)’in sag tarafinda tanimlanan konveks risk 6l¢iisiinii ve «7*, kargilik

gelen kabul kiimesini simgelesin:
g ={Xel®|VP e ZN% icin E*[ X |>~ (P}

a/* = o1 oldugunu gostermek yeterlidir.
(a) o/, C &/*1 gostermek icin X € &7| ve P* € 2 N%, alalm. X +&-Y > A;
olacak sekilde ¢ € R? ve A; € &7 vardir. Dolayisiyla P* € %, oldugundan
E* | X+E& Y| >E[A | >~ (PY)
dir.
E X+ E[¢-Y )=y (P)

108



(c)

olur. Burada P* € & oldugundan E*[ £-Y | = 0’dir ve E*[ X | > v (P*) elde
ederiz. Bu nedenle, X € &/* ¢ikar.

a/* C @/, oldugunu gostermek icin X € &/* alahm ve X ¢ .o/, oldugunu
kabul edelim. Bu, N > nigin Q@ = Qo U Q1 = {Q1,---,Qn} olmak iizere,

zi = Eo,[ X ] —7(Q)
bilegenlerine sahip x* = (z7,- -, x}) vektoriiniin

¢:={ (EQi[g'Y])iil,---,N+y|€€Rd7 yGRf}CRN

konveks konisine ait olmadigr anlamina gelir. Bu kanitin (c¢) kisminda ¢’nin

kapali oldugunu gosterecegiz. Dolayisiyla Onerme 2.1°den

Azt <inf Az (10.16)

zel€

olacak gekilde A € RN vardir. € D RY oldugundan ¢ : 1,--- N i¢in A; > 0
elde ederiz ve A # 0 icin 3;\; = 1 kabul edebiliriz.

N
R = Z)\i Qi € %,
i—1

tanimlayahm. €, V € J icin (Eg,[ V |)iz1,.. v vektorlerinin lineer uzayini
kapsadigindan (10.16)’dan

Ve igin Eg[V]=0

olmasini gerektirir ve bu nedenle R € &2 olur. Ustelik, (10.16)’nin sag tarafi

sifir olmak zorundadir. Bu durumda (10.16) kosulu A - z* < 0 olacagindan
ER[ X ] <~ (R)

olur. Bu, bizim X € &/* varsayimimizla celigir.
Geriye €'nin kapalihigini gostermek kaldi. € € R? igin y;(§) = Eg,[ €Y |
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koordinatlariyla y(&)’yi RV de bir vektdr olarak tamimlayalim.
N:={neR*|i=1,--- N igin Eg,[n-Y]|=0}

olmak iizere,

Nt :={¢ecR|VneN igin £&-n=0}

olsun. Bu durumda herhangi bir z € €; z € RY ve £ € N+ igin

r=y)+=2

gosterimine sahiptir.

Tn, © € RMe yakinsayacak sekildeki &, € N+, z, € RY ve n = 1,2,--- igin
bir
Tn = Y(n) + 2n

dizisi alalim. liminf, |£,] < oo ise gerektiginde bir alt diziye gegerek &,’in
¢ € R¥ye yakinsadigini kabul edebiliriz. Bu durumda, z, bir z € RY ya
yakinsamali ve x = y(§) + z € € olmahdir. Simdi lim,, | &, | = co durumunun
bu sartlarda gergeklesmeyecegini gosterelim. Bu durumda «, := (1+1 &, |) 71,
0’a yakinsar ve (, := a,§, vektorleri sinirhdir. Dolayisiyla ¢,’in ( € N+'ye

yakinsadigini varsayabiliriz. Burada,

1

A T T

&n

oldugundan

M@)Z@(Tfﬁﬂ)
y(&n)

1+ & |

Tn — 2n

J— -Zn
T+ el 1+1& |
Tn
= ———— =0y 2

1T+ & |
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Tn
1+ (&l

elde ederiz. Bu, — 0 ve a,, z, € RY oldugundan,

y(¢) = lim y(¢,) = _}LlTro% oy, zn € —RY

ntoo

olmasim gerektirir. ¢ € N+ ve | ¢ | = lim, | ¢, | = 1 oldugundan y(¢) # 01
elde ederiz. Dolayisiyla

Eq[(=0)-Y ]=~u:(¢() 20

esitsizligi her 7 i¢in saglanir ve en az bir ¢ i¢in kesindir. O halde —( € ZUZ dir
ancak —( # %y dir. Bu, (10.12) varsayimimizla geligir.
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11. EKSIK RIiSK

Bu boliimde, Follmer ve Schied [17]’den almmigtir. Teorem 11.36, Orlicz uzay-
lariin klasik bir sonucunun bir genellestirmesidir, Krasnoselskii ve Rutickii [24]’e
bakilabilir. Sigortadaki getiri ilkeleri ve risk olciileri arasindaki bazi matematiksel
baglantilar i¢in Denneberg [14] ve Wang ve Dhaene [32]'ye bakilabilir. Risk 6lgiileri
bakimindan piyasa dengesi Heath ve Ku [22] tarafindan ¢aligilmigtir.

Bu boliimde, beklenen fayda fonksiyonu ve konveks risk olgiileri arasinda bir
baglanti kuracagiz. Riskten kaginan bir yatirimcinin bir X € X finansal pozisy-
onunun eksilen X ~’den elde edilen beklenen getirisi F| u(—X ") |'yi alarak veya
pozisyonun beklenen getirisi E| u(X) |'i diigiinerek asag yonli riski uyguladigini
kabul edelim. Eger agagi yonlii risk iizerine odaklaniyorsak, isaretini degistirmek ve
u yerine ¢(z) := —u(—x) fonksiyonu kullanilabilir. O halde ¢ kesinlikle konveks ve
artan fonksiyondur. Beklenen degerin maksimasyonu E[ ¢(X ™) | eksik riskine veya
E[ ¢(—X) ] beklenen kaybin minimizasyonuna denktir. Her iki durumu birlegtirmek
icin, kesin konvekslik sartin1 kaldiralm. Ozellikle (—oo,0]’da ¢ tanimli olmayabilir

ve bu durumda eksik risk

seklini alir.

Tanim 11.34. ¢/ : R — R fonksiyonu eger sabit degilse ve artansa, bir kayip

fonksiyonu (loss function) olarak adlandiriler.

Bu boliimde sadece konveks kayip fonksiyonlarini dikkate alacagiz. Verilen bir
(Q,.7) olgiilebilir uzayinda tiim simirh 6lgiilebilir fonksiyonlarin X sinifi {izerinde
tanimlanan risk o6lgiilerini dikkate aldigimiz yapiya geri donelim.

Ik olarak, (€2,.%) iizerinde bir P olasilik 6lciisii belirleyelim. Verilen bir ¢ kon-
veks kayip fonksiyonu ve ¢ goriintiisiiniin bir zy i¢ noktasi i¢in agagidaki kabul

kiimesini tanimlayalim:

o ={zeX|E[{(-X)] <o} (11.1)
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Onerme 11.23. &7 kabul kiimesi, alttan sirekli bir p == p., konveks risk 6l¢isi
tanamlar. Ustelik, p i¢in o, minimal ceza fonksiyonu, #(P) izerinde yogun-

lastirilmastir ve p,

p(X) = o ( Eql =X | — amin(Q) ) (11.2)

seklinde gdsterilebilir.

Kamit. < konveks kiimesinin Onerme 3.8 (a)’nin ilk iki 6zelligini sagladigi ve boylece
p'nun bir konveks risk 6l¢iisii oldugu acgiktir. p'nun alttan siirekli oldugunu goster-

meliyiz. Oncelikle

B[4~z X)] =0 (11.3)

estliginin tek ¢oziimii
p(X)=inf{meR|E[{(—-m—X)]| <z}

dir. Gergekten ¢ sonlu konveks fonksiyonu siirekli oldugundan baskin yakinsakliktan
p(X), (11.3)%iin ¢dziimiidiir. Bir ¢ > 0 igin ¢, ({71(xg) — &, 00) iizerinde artan
oldugundan ¢o6ziim tektir.

Simdi (z,), X’te bir € X’e noktasal artan bir dizi olsun. O halde p(X,),
sonlu bir R sinirina azalarak yakinsar. ¢’nin siirekliligi ve baskin yakinsakligi kul-
lanildiginda

B[ ((~p(X,) = X,) | — B[ {(~R — X) |

sonucu gikar. Ancak bu beklentilerin her biri zy’a esittir ve bu nedenle R, (11.3)’iin
bir ¢oziimiidiir. Dolayisiyla R = p(X) tir ve bu, alttan siirekliligi kamtlar. p, (5.1)’i
sagladigindan Onerme 4.12 ve Yardime1 Teorem 5.10°dan (11.2) gosterimi cikar. [

Simdi «,,,;,, minimal ceza fonksiyonunu hesaplayalim.

Ornek 11.16. Bir U(z) = €° distel kaywp fonksiyonu i¢in minimal ceza fonksiyonu,
bagil entropi cinsinden ifade edilebilir ve ortaya ¢ikan risk ol¢iist bir toplamsal sabite

kadar Ornek 5.9’da verilen entropik risk dlcisiyle cakisir. Aslnda,

p(X)=inf{meR | E[ePmX) ] <y} == (logE[ e ]— logux)
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dir.  Bu dzel durumda, o, icin verilen (4.5) genel formili P’ye gére @Q’nun

H(Q | P) bagil entropisi i¢in varyasyonel formiile indirgenir.

amm(Q) = sup ( EQ[ —X ] — l log E[ eiﬁX ]) _ 10g—ZL'Q
)ie;\.’ I} B
= 3 (H(Q | P)— logxo);

Lemma 5.11°de goriniz. (11.2)’de

p(X) =~ (log Ble™™ |~ logzo) ve amin(Q) == (H(Q|P)— logm)

|~
| =

yerlerine yazilirsa;

% (log B[ e#¥ | = logao) = o (5 Bal 5% 1= 5 (HQ| ) togan))
5 (log B[ ]~ togan) = 5 ( mwe ( Fol ~6X 1 H(Q | P) - log
log E[eP*] = g ( Eol =X |- H(Q| P))

olur. Dolayisiyla, p’nun (11.2)°deki gosterimi asagidaki ikili varyasyonel ozdeslige
denktir:

log B ¢ = max ( Eol X]=H(Q|P)).

Genellikle, ., (P) iizerinde o, minimal ceza fonksiyonu,

0*(z) :==sup (zx —{(z) )

z€R

ile tamimlanan ¢ konveks fonksiyonunun ¢* eglenik fonksiyonu (Fenchel-Legendre

do6niigiimii) cinsinden ifade edilebilir.

Yardimci1 Teorem 11.21. (4,), ¢ konveks kayip fonksiyonuna noktasal azalarak
yakinsayan konveks kayip fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. O halde, bunlara karsilik

gelen 0* eslenik fonksiyonlari, £*’a noktasal artarak yakinsar.

Kanit. Her bir £'1n ¢* ile bastirildigi ve £5(z) sinirina artarak yakinsadigi, Fenchel-
Legendre doniigiimiine ait tanimin bir sonucudur. Biz £ = ¢* oldugunu goster-

meliyiz.
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z — (*_(z) doniigiimii alttan yar siirekli fonksiyonlarin artan limiti oldugun-
dan, kendisi de bu 6zellikleri saglar. Ustelik %, ¢* has konveks fonksiyonu ile
bastirildigindan bir has konveks fonksiyondur. £ 'in £%* eglenik fonksiyonunu dikkate
alalm. Onerme 2.3’ten ¢** = ¢ oldugundan ve £’ , ¢* tarafindan bastirildigindan

05 > ¢ olur. Burada, V 2,y € R i¢in g(z) < f(z) olmak iizere,

g(z) < [f(z)
—f(z) < —g(z)
yr—[flz) < yx—g()
sup (y z — f(z)) < sup (y z—g(z))
zeR z€R
) < g9*y)
oldugundan
o<V = lZ>0"=0= 1>/
dir.

Diger taraftan her bir n i¢in benzer gekilde £** < 7, olur. n 1 oo i¢in limit alinirsa

bu, swrasiyla €5 = ¢* ve {3} = {’yi verir. O
Yardimci Teorem 11.22. ¢ ve ¢* fonksiyonlar: asagidaks ozelliklere sahiptir:
(a) 0*(0) = —inf,cr l(x) ve ¥V z igin £*(z) > —£(0) dor.

(b) z > z oldugunda
0*(z) =sup (z z —l(x))

x>0
olacak sekilde bir z, € [0,00) vardir. Ozellikle, (*, [21,00) tizerinde artandar.

)

z

(¢) z 7 oo igin limit alinirsa — 00 olur.
Kanit. (a) z =0 igin
*(0) = sup (0-2—{(z))

z€eR

— sup (—((x))

zeR

¢(0) = —inf ({(z))

z€R

olur.
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x =0 i¢in

(z) = Sup (z z — l(x))
> z-0—/(0)
0(z) > —£(0)

olur.

(b) N:={z€R|(z) =—£(0) } olsun. Ik adimda N # () oldugunu gosterelim.
C’nin konveksligi, tiim = € R'ler icin z = < {(z) — ¢(0) olacak sekildeki tiim
Z’lerin S kiimesinin bostan farkli olmasini gerektirir. Sekil 1’de de goriilebile-
cegi gibi konveks fonksiyonlari her noktada destekleyen bir teget dogrusu
vardir. Bu teget dogrusunu dikkate alirsak V x € R icin ¢(x) > ((0) + z z

olacagindan z x < ¢(z) — £(0) olur. z € S i¢in,

Sekil 11.1. Konveks fonksiyonun destek teget dogrusu

*(z) < —£(0) olur. Diger taraftan, (a)'dan ¢*(z) > —¢(0)’dir. Bu, N

kiimesinin bogtan farkli oldugunu gostermek icin yeterlidir.

Simdi z; = sup N alalim. z; > 0 oldugu agiktir.
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Eger z > 2z ve x < 0 ise,

xz—Llx) <z oz — L) < 0(z) < —£0)

dir. Buradaki son egitsizlik ¢*'in alttan yar siirekliliginden ¢ikar. Ancak

0*(z) > —¢(0)’dir, bu nedenle

sup (z z — l(x)) < *(2)

z<0

olur.

(c) (b)’den z > z; i¢in
£(2)/2 = sup (z = £(z)/7)

x>0

dir. Bu nedenle z, :=sup { « | {(z) < z } olmak iizere,

()

z

>x,—1

olur. ¢ konveks, artan oldugundan ve sonlu degerler aldigindan z 1 oo icin

limit alinirsa z, — oo olur.

O

Teorem 11.36. Herhangi bir { konveks kaywp fonksiyonu i¢in, (11.2) gosterimindeki

minimal ceza fonksiyonu, Q € A1(P) i¢in

i@ =t L (8] (22) ) a1

ile verilir.

Teorem 11.36’min kanitina hazrlamak icin, Onbilgi 2.1’de ifade edilen ( ve (*
fonksiyonlarnin baz 6zelliklerini 6zetleyelim. Ik olarak, 0* mn bir has konveks fonksiyon
yani konveks olduguna ve bazi sonlu degerler aldigina dikkat edelim. Sagdan stirekli

tirevini J := (6*); ile ifade edelim. O halde, x,z € R i¢in,

r=J(z) ise xz<Al(x)+L(2) (11.5)
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dir.

Kamt. Q € .#,(P) alahm ve yogunlugunu ¢ := dQ/dP ile gosterelim. Oncelikle,
xo > £(0) i¢in iddiamizi kanitlamanin yeterli oldugunu gosterelim. Aksi halde x,
¢(R)’nin bir i¢ noktas: olarak kabul edildiginden ¢(—a) < z( olacak gekilde bir a € R
bulabiliriz. {(z) := ((x — a) ve

o ={XeX|E[(-X)]<z}

olsun. /(X) = {(X —a) ve X = X + a olmak iizere,

o = {XeX|EU-X)]<xz}

o = {XeX|EU-X)]<m}

o = {XeX|E{(-X—-a)]<x}
o = {X—acX|E[N(-X)]<z}—a
o = o —a

olur. O halde, & = { X —a | X € & }’dir ve bu nedenle

sup Eo| =X | =sup Eg[ —X |+a (11.6)
Xeod Xed
olur. E(O) < xo gerektirmesi, ¢ konveks kayip fonksiyonu tarafindan da saglanir.

Dolayisiyla bu durumda varsayim kurulursa

o 1 S 1 .
Sup. Eql =X ] =inf + (20 + B[ £"(Ap) ]) = Inf < (w0 + B[ £(Ap) ]) +a
buluruz. Burada ashnda ¢'nin ¢*in Fenchel-Legendre doniigiimiiniin £*(z) = £*(z) +
a 2’yi sagladigr kullamldi. (11.6) ile birlikte bu, ¢(0) < xy indirgemesinin gergekten
dogru oldugunu kanitlar.

Herhangi bir A > 0 ve X € & igin (11.5)'te = z < {(x) — ¢*(z) oldugundan

burada z yerine —X ve z yerine \ ¢ yazilirsa bu,

—Xo = (U(=X) + (A 9))

> =

(=X) (A p) <

> =
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olmasini gerektirir. Bu nedenle herhangi bir A > 0 i¢in

Cmin(Q) < sup ~ (E[H(-X) |+ E[ (A 0) ]) <

sp (0 + B[O ) )

> =

dir. Dolayisiyla, geriye (@) < oo durumunda
1
; > inf — * .
men(Q) 2 inf * (a + B[ (0 ) ) (1.7

oldugunu kanitlamak kalir. Bu, oncelikle asagidaki kosullar altinda yapilacaktir:

Her X <k i¢in {(z) = inf ¢ olacak sekilde x € R vardir. (11.8)
¢, (0,00) iizerinde sonludur. (11.9)
J, (0,00) iizerinde siireklidir. (11.10)

Bu varsayimlarin £(0) < oo ve J(0+) > k'y1 gerektirdigine dikkat edelim. Uste-
lik 2z 1 oo i¢in limit alimirsa J(z), +00’a artarak yakinsar ve bu nedenle ¢(J(z)) de

+oco’a artarak yakinsar.
Her z igin £*(2) > —£(0) > —xy (11.11)
oldugundan (11.5)’ten
lziﬂ)l 0J(2) —xo < lziilol (U(J(2)+ 0 (2) = Eﬁ)l 2J(z) =0

cikar. Bu gercekler ve J’nin siirekliligi, yeterince biiyiik n icin

olacak gekilde bir A, > 0’1in var olmasini gerektirir.
X" = =J(My @) Irp<ny

tanimlayalim. O halde X" simirhdir ve &7’ya aittir. Bu nedenle (11.5)te z = X\, ¢
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ve X = J(\, ¢) alirsak, (11.11)’den

v
&

ol —X"]
B Lip<ny J(An ) (A @) |
E[(((=X") + € (A ©)) Lp<ny ]

(o = £(0) - Pl > n] + E[ (A ¢) T{pzny )
2o — £(0)
)\n

| | |

v

cikar. g < oo oldugunu varsaydigimiz i¢in A,’'nin A, azalan limiti kesin pozitif
olmalidir. ¢* alttan sinirli oldugundan Fatou Lemmasini uygulayabiliriz:

amin(@) 2 limin (0 — £0)- PLp >0 ]+ B[ €0 9) Iipen )

ntoo -

> 3o+ ELE O 0) )

(11.8), (11.9) ve (11.10) varsayimlarimiz altinsa bu, (11.7)’yi kanitlar.

(11.8) ve (11.9) saglansin ancak J siirekli olmasin. z > 0 igin
F(2) () (1 +2) 2)

esitsizligini saglayan
Fe) =)+ [ Ty
0
olacak gekilde iistten yar: siirekli J fonksiyonuna iistten yakinsayan degerler alan

[0,00) arahgindaki J artan siirekli fonksiyonunu bulabiliriz. ¢**, 0*'m Fenchel-

Legendre doniigiimii olsun. (= 0" olur. Ciinkii Onerme 2.3’ten ¢** = ¢’dir ve

burada z yerine yazilarak

+e

elde edilir. Dolayisiyla,

A ={XeX|El(-X)]<z}C{(l+e)X|XeH}=d.
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olur. ¢ i¢in varsayimimizin zaten saglandigini bildigimizden

(o[ (2D ]) 5 k(o[58

= sup Eg[ —X |
Xed

< sup Ep[ —X|]
Xed,:

buluruz. ¢ | 0 igin limit alirsak (11.7)’yi elde ederiz.

Son olarak, (11.8) ve (11.9) kosullarini kaldiralim. Bir z i¢in £*(2) = 400 ise,
{’nin egimi icin z, bir iist sinir olmalidir. Bu nedenle ¢’ye, egimi sinirsiz olan konveks
kayip fonksiyonlarinin bir (¢,) dizisi ile yaklagacagiz. Ayni anda ¢'nin infimumunu
almadigl durumu da ele alabiliriz. Bu amagla s, < ¢(0) < x, olacak sekilde bir

fin | inf £ dizisi secelim. Ornegin
1, N
lo(z) :=0(2) V Ky, + r (e* =1)

tanimlayabiliriz. O halde ¢,,, ’ye noktasal azalarak yakinsar.
Her bir /4,, kayip fonksiyonu (11.8) ve (11.9)’u saglar. Dolayisiyla o . (Q), ¢,,’den

min

elde edilen ceza fonksiyonu olmak iizere, her bir n ve her € > 0 i¢in

0 > pinl@) 2 s (@) 2 1 (a0 + LG 9)]) — ¢

olacak gekilde bir A} vardir. Yardimci Teorem 11.21’den ¢} 7 ¢* olduguna dikkat

ediniz. au,;,(Q) < oo varsayimimiz,

inf 05 (2) > —£,(0) = —£(0) > —a;

z€R

gercegi ve Yardimcr Teorem 11.22'nin (c) kismi, (A),en dizisinin 0 ve sonsuzdan
ayrik olarak sinirli olmasi gerektigini gosterir.

Dolayisiyla A 'nin, bir A\° € (0, 00)’a yakinsadigini varsayabiliriz. n ve 2’ler igin
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0 (z) > —¢(0) gergegini tekrar kullanacak olursak Fatou Lemmasi

min(@) +2 2 i inf = (an+ B[ G0, ¢) ) 2 3-(a0 + B[ X ) )

n

ifadesini saglar. Bu, teoremin kanitini tamamlar. UJ

Ornek 11.17. p > 1 olmak dizere

1 .
—xP ;x>0 ise
l(x) =

0 s diger durumlarda

alalim. O halde, ¢ = p/(p — 1) olagan ikil katsayr olmak tzere,

-z 5 2>0 ise
0F(z) =4 4
400 ;diger durumlarda

olur. Herhangi bir xy > 0 i¢in Teorem 11.36"y1 uyqulayabiliriz. Q € M#1(P), { :=
dQ/dP yogunluguna sahip olsun. Ac¢ik¢asi, eger ¢ ¢ L1, F, P) ise,

. oy dQ
O G )
1 1
— 3 - _ q
= ;\r;% 3 o+ E q()\go) ]
1 A4
= ] — — q
inf < xo+qE[<P])

oldugundan Qi (Q) = 400 'dur. Diger durumlarda

1/q
igin, (11.4)’teki infimum elde edilir. Yani Ao = <E[p’g}1 ]) olmak tizere,

Wmin (Q zo+ E[ (Mg ¢) ])

)Zg(
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olur. Dolaysiyla herhangi bir Q < P i¢in qu,(Q) yu,

o(Q) = (po) 7. { (Z—g)} i

olarak ifade edebiliriz. p | 1 limiti alindiginda riski, beklenen eksik risk ac¢isindan

olgersek, {(x) =z durumunu elde ederiz. Burada

@ = |

elde ederiz.

Onerme 4.11 ile birlikte Teorem11.36, sinirh eksik riskin giiclii notasyonu acisin-
dan tanimlanmig olan risk olgiileri i¢in agagidaki sonucu saglar. Burada ¢*(o0) := oo

tanimlamak uygundur.

Sonug 11.14. Q’nun (2, F) dzerinde olasilik dl¢ilerinin bir ailesi oldugunu ve £, £*
ve xg 1n Teorem 11.36°daki gibi oldugunu varsayalim. Kabul edilebilir pozisyonlarin
bir

o ={XeX |VPeQigcin EJfl(-X)]| <z}

kiimesini tanimlayalim. d@Q/dP, Teorem 6.19’da oldugu gibi Q) 'nun P ’ye gdre Lebesgue
ayristirmasinda ortaya c¢ikan yogunlugu olsun. Bu durumda karsilik gelen konveks

risk dl¢isi, Q € #1(Q, F) olmak iizere,

w@=if 3 (e[ e (2) ])

ceza fonksiyonu seklinde ifade edilebilir.

Ornek 11.18. Ornek 11.16 durumunda, Sonu¢ 11.14’te ifade edilen problem agadi-
daki entropi minimizasyon problemini ortaya ¢ikarir: Verilen bir QQ ve olasilik 6l¢ii-
lerinin bir Q kiimesi i¢in

inf H(Q | P)

PeQ

bulunur.
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Ornek 11.19. (11.1)’de xy = 0 ve {(x) := x alalvm. O halde

0 iz =1 1se
0" (z) =

400 ;diger durumlarda

dir. Bu nedenle, Q # P ise a(Q) = 0o ve p(X) = E[ =X |’tir. Eger Q, olasilik

olgilerinin bir kiimesi ise, Sonu¢ 11.14 teki risk dl¢isi p tutarhdir ve
p(X) =sup Ep[ —X |
PeQ

ile verilir.
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