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daki terih ili³kisi ifade edilerek bu terih s�ralamas�n�n neye göre yap�laa§�ndan
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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ baz� simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da

sunulmu³tur.

R : Gerçel say�lar kümesi

Q : Rasyonel say�lar kümesi

Rn
: n boyutlu gerçel vektörler kümesi

L(X) : X durumunun risk ölçüsü aç�s�ndan kay�p fonksiyonu

U(X) : X durumunun bir terih ili³kisini temsil eden fayda fonksiyonu

Q : Olas�l�k ölçülerinin bir s�n�f�

ρ(X) : X 'in riski

ρmax(Q) : En kötü durum risk ölçüsü

α(Q) : Ceza fonksiyonu

αmin(Q) : Minimal eza fonksiyonu

conv A : A'n�n konveks örtüsü

f
′

−(y) : f 'in y'deki soldan türevi

f
′

+(y) : f 'in y'deki sa§dan türevi

f ∗
: f 'in e³lenik fonksiyonu

P [A] : A'n�n P 'ye göre ölçüsü

(Ω,F ) : Ölçü uzay�

(Ω,F , P ) : Olas�l�k uzay�

qX : X için bir da§�l�m dilimi fonksiyonu

FX : X 'in sürekli da§�l�m fonksiyonu

E[X ] : X 'in beklenen de§eri

µ(A) : A'n�n ölçüsü

Φ : (Ω,F , P )'deki rassal de§i³kenlerin bir kümesi

ess supΦ : Φ'nin esas supremumu

ess inf Φ : Φ'nin esas in�mumu

Bε(x) : x merkezli ε yar�çapl� aç�k yuvar

B1 : Birim yuvar

x



Cb(S) : S üzerindeki tüm s�n�rl� ve sürekli fonksiyonlar�n kümesi

M := M (S,S ) : (S,S ) üzerindeki tüm negatif olmayan sonlu ölçülerin kümesi

M1,f := M1,f(Ω,F ) : Tüm sonlu toplamsal küme fonksiyonlar�n�n kümesi

X
′

: X 'in duali

V@Rλ : λ seviyesinde riskteki de§er

AV@Rλ : λ seviyesinde riskteki ortalama de§er

WCEλ : λ seviyesinde en kötü ko³ullu beklenti

Qc : c'nin çekirde§i

Aρ : ρ'nun kabul kümesi

q−X(t) : X 'in alt da§�l�m dilimi fonksiyonu

q+X(t) : X 'in üst da§�l�m dilimi fonksiyonu

xi



1. G�R��

Bu tez çal�³mas�nda, bir �nansal durumun risk ölçümü probleminden bahsedildi.

X olas� senaryolar�n bir kümesi olmak üzere, senaryolar üzerinde bir olas�l�k ölçüsü

ile ifade edilen bir olas�l�k modelinde, X 'in elde edilen da§�l�m� üzerinde momentler

veya da§�l�mlar aç�s�ndan risk ölçümü amaçland�. Bir klasik risk ölçüsü, varyans

gibi, X 'in �nansal yorumunda basit asimetriyi ifade edemez. Burada önemli olan

a³a§� yönlü (olumsuz) risk (downside risk)tir. Bu asimetri, a³a§�daki da§�t�m

kuyru§u için da§�l�m üzerinde temellendirilmi³ olan böyle riskteki de§er gibi ölçüler

taraf�ndan dikkate al�nd�. Bölüm 6'da bu konu ile ilgilenildi. Riskteki de§er (value at

risk), anak, baz� do§al tutarl� gereklilikleri kar³�lamaz. Böyle gözlemler, kesin temel

aksiyomlar� kar³�layan risk ölçülerinin sistematik ara³t�rmalar�n� harekete geçirir.

Bir yat�r�m�ya göre, bir X durumunun risk ölçüsü aç�s�ndan kay�p fonksiyonu

L(X) = −U(X)

dir. Burada U, �nansal durumlar üzerinde verilen bir ≻ terih ili³kisini temsil eden

fayda fonksiyonelidir. Kuvvetli terihler varsay�m� bizi,

L(X) = sup
Q∈Q

EQ[ ℓ(−X)]

³eklinde tan�mlanan kuvvetli eksik risk (robust shortfall risk) kavram�na götü-

rür. Ki burada ℓ(x) := −u(−x) bir konveks artan kay�p fonksiyonu ve Q olas�l�k

ölçülerinin bir s�n�f�d�r. Bu ³ekildeki kay�p fonksiyonlar�, terih s�ralamas�n�n kon-

vekslik ve monotonluk özellikleri insinden tan�mlanabilir. Özellikle, e§er X 'in bir

güçlü eksik riski verilen bir s�n�r� a³m�yorsa kabul edilebilir (aeptable) olarak

görülebilir.

Bir yat�r�m dan�³manl�k ³irketinin bak�³ aç�s�ndan, belirli bir miktarda parasal

hedef meydana ç�kar. Bu aç�dan risk ölçüsü gerekli sermaye ihtiya� olarak görülür.

Yani, pozisyona eklendi§inde ve bu para üzerinden risksiz yat�r�m yap�ld�§�nda po-

zisyonu kabul edilebilir yapaak minimal sermaye miktar�n� ar�yoruz. Bu parasal

yorum, nakit de§i³mezli§i (ash invariane)nin bir ek aksiyomu taraf�ndan elde

edilir. Bu, konvekslik ve monotonlukla birlikte riskin konveks ölçülerinin s�n�f�n�
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belirler. Bu ölçüler

ρ(X) = sup
Q

( EQ[ −X ]− α(Q) )

³eklinde ifade edilebilir, ki burada α, Ω'da olas�l�k ölçüleri üzerinde tan�mlanan

eza fonksiyonudur. Pozitif homojenlik ek ko³ulu alt�nda, tutarl� (oherent) risk

ölçülerinin s�n�f� elde edilir. Burada Q, Ω'da baz� olas�l�k ölçülerinin s�n�f� olmak

üzere ifade,

ρ(X) = sup
Q∈Q

EQ [ −X ]

³eklini al�r, Önerme 3.7'da görülebilir.

Böyle parasal risk ölçülerine aksiyomatik yakla³�m P. Artzner, F. Delbaen, J.

Eber, ve D. Heath [3℄ taraf�ndan ba³lat�ld� ve bu aksiyomatik yakla³�m tezin ilk

üç bölümünde geli³tirildi. Bölüm 6'da riskteki de§erle ili³kili baz� tutarl� risk ölçü-

lerinden bahsedildi. Bu risk ölçüleri sadee, verilen bir olas�l�k ölçüsü alt�ndaki bir

durumun da§�l�m�n� içerir. Bölüm 7'de yasa de§i³mezinin payla³�lan bu özelli§ine

sahip konveks risk ölçüleri s�n�f� belirlendi. Bölüm 8'de konkav çarp�kl�klar�n rolü

tart�³�ld� ve Bölüm 9'da elde edilen risk ölçüleri, bir komonotonluk özelli§i taraf�n-

dan belirlendi. Bölüm 10'da, bir �nansal piyasa modelinin ³art�nda do§al olarak

ortaya ç�kan risk kavram� taraf�ndan sonuçland�r�lan, parasal risk ölçülerinin yap�s�

analiz edildi. Bölüm 11'de, güçlü eksik risk kavram� ile sonuçland�r�lan, parasal risk

ölçülerinin yap�s� analiz edildi. Bunun için [16℄'ten faydalan�ld�.
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2. ÖNB�LG�

Burada tezde kullan�laak temel tan�m ve teoremler verildi.

2.1. Konvekslik

Bir x ∈ Rn
için Eulid normu

|x| :=
√
x · x

ile ifade edilir.

Tan�m 2.1. Bir C ⊂ Rn
olsun. Her x, y ∈ C ve λ ∈ [0, 1] için λ x + (1 − λ) y ∈ C

ise, C kümesine konveks küme denir.

C ⊂ Rn
konveks bir küme ve f : C → R fonksiyonu verilsin. Her x, y ∈ C ve

λ ∈ [0, 1] için f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ise f fonksiyonuna konveks

fonksiyon denir.

A³a§�daki önerme konveks küme ile d�³�ndaki bir noktan�n do§rusal fonksiyon

yard�m�yla ayr�lmas�n� gösterir. Fonksiyonel analizdeki oldukça önemli olan bu ön-

ermenin kan�t� pek çok kitapta mevuttur.

Önerme 2.1. [16℄ C ⊂ Rn
, 0 /∈ C olaak ³ekilde bo³tan farkl� konveks bir küme

olsun. O halde bir η ∈ Rn
vard�r öyle ki her x ∈ C için η · x ≥ 0 ve en az bir x0 ∈ C

için η · x0 > 0 olur. Üstelik, infx∈C |x| > 0 ise, infx∈C η · x > 0 olaak ³ekilde bir

η ∈ Rn
vard�r.

Tan�m 2.2. A, bir E lineer uzay�n�n herhangi bir alt kümesi olsun.

convA =

{

n
∑

i=1

αi xi

∣

∣

∣

∣

∣

xi ∈ A , αi ≥ 0 ,
n
∑

i=1

αi = 1 , n ∈ N

}

kümesine A'n�n konveks örtüsü (onvex hull) denir ve bu küme convA ile göste-

rilir. convA, A'y� içeren en dar konveks kümedir.

Tan�m 2.3. Konveks bir f fonksiyonu tüm noktalarda +∞ de§erini alm�yorsa bu

fonksiyona has konveks fonksiyon (proper onvex funtion) denir.

3



Önerme 2.2. [16℄ f : R → R ∪ {+∞} bir has konveks fonksiyon olsun ve f 'in

tan�m kümesinin içi D ile gösterilsin.

(a) f , f 'in tan�m kümesi üzerinde üstten yar� sürekli ve D üzerinde yerel Lipshitz

süreklidir.

(b) Her bir y ∈ D'de f 'in soldan ve sa§dan türevleri vard�r:

f
′

−(y) := lim
x↑y

f(x)− f(y)

x− y
ve f

′

+(y) := lim
z↓y

f(z)− f(y)

z − y

dir. f
′

+ ve f
′

− artan fonksiyonlard�r ve f
′

− ≤ f
′

+ olur.

() Sa§dan türev olan f
′

+, sa§dan sürekli ve soldan türev olan f
′

−, soldan süreklidir.

(d) f , D'de hemen hemen her yerde diferansiyellenebilirdir ve herhangi bir x0 ∈ D

için x ∈ D olmak üzere,

f(x) = f(x0) +

∫ x

x0

f
′

+(y) dy = f(x0) +

∫ x

x0

f
′

−(y) dy

dir.

Tan�m 2.4. Bir f : R → R ∪ {+∞} fonksiyonunun Fenhel-Legendre dönü³ümü

bir y ∈ R için,

f ∗(y) := sup
x∈R

(y x− f(x))

olarak tan�mlan�r.

f 6≡ +∞ ise y 7→ y x− f(x) a�n fonksiyonlar�n supremumu iken f ∗
konveks ve

alttan yar� süreklidir. Özellikle f ∗
, kendi etkin tan�m kümesi üzerinde sürekli olan

bir has konveks fonksiyondur. f 'in kendisi bir has konveks fonksiyon ise f ∗
da f 'in

e³lenik (onjugate) fonksiyonu ad�n� al�r.

Önerme 2.3. f bir has konveks fonksiyon olsun.

(a) ∀ x, y ∈ R için

x y ≤ f(x) + f ∗(y)

olur. x, f 'in tan�m kümesinin iç noktas� ve y ∈ [ f
′

−(x), f
′

+(x) ] ise

x y = f(x) + f ∗(y)

4



olur.

(b) f alttan yar� sürekli ise, f ∗∗ = f 'tir, yani x ∈ R için

f(x) = sup
y∈R

(x y − f ∗(y))

dir.

2.2. Da§�l�m Dilimi Fonksiyonlar�

F : (a, b) ⊂ R → R'nin bir azalmayan fonksiyon oldu§unu kabul edelim.

c := lim
x↓a

F (x) ve d := lim
x↑b

F (x)

olsun. Burada bir s ∈ (c, d) için

s− := lim
x↑s

x ve s+ := lim
x↓s

x ,

bir e ∈ (a, b) için

F (e−) := lim
x↑e

F (x) ve F (e+) := lim
x↓e

F (x)

olarak tan�mlan�r.

Tan�m 2.5. Bir q : (c, d) → (a, b) fonksiyonu, her s ∈ (c, d) için

F (q(s)−) ≤ s ≤ F (q(s)+)

ise q'ya F için bir ters fonksiyon (inverse funtion) denir.

q−(s) := sup{x ∈ R | F (x) < s} ve q+(s) := inf{x ∈ R | F (x) > s}

fonksiyonlar�, soldan ve sa§dan sürekli ters fonksiyonlar (left- and right-

ontinious inverse funtions)d�r.

A³a§�daki yard�m� teorem, F 'nin soldan ve sa§dan sürekli ters fonksiyonlar�n�n

q− ve q+ isimlendirmesinin sebebini aç�klar.
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Yard�m� Teorem 2.1. Bir q : (c, d) → (a, b) fonksiyonunun F 'nin bir ters fonk-

siyonu olmas� için gerek ve yeter ko³ul, her s ∈ (c, d) için

q−(s) ≤ q(s) ≤ q+(s)

olmas�d�r. Özellikle, q− ve q+ kendileri de birer ters fonksiyondur. Üstelik, q− soldan

sürekli, q+ sa§dan sürekli ve her bir q ters fonksiyonu artand�r, her s ∈ (c, d) için

q(s−) = q−(s) ve q(s+) = q+(s) olur. Herhangi iki ters fonksiyon (c, d) üzerinde

hemen hemen heryerde çak�³�r, yani q1 ve q2 iki ters fonksiyon ise her s ∈ (c, d) için

q1(s) = q2(s) (P-hhk) olur.

Uyar� 2.1. Soldan ve sa§dan sürekli fonksiyonlar ayr�a

q−(s) = inf {x ∈ R | F (x) ≥ s} ve q+(s) = sup {x ∈ R | F (x) ≤ s}

olarak da ifade edilebilir.

Yard�m� Teorem 2.2. U , bir (Ω,F , P ) olas�l�k uzay� üzerinde, (0, 1) uzay�nda

düzgün da§�lan bir rassal de§i³ken olsun. Yani her s ∈ (0, 1) için P [ U ≤ s ] = s

olsun. q bir normalle³tirilmi³ ( lim
x→∞

F (x) = 1), artan, sa§dan sürekli F : R → [0, 1]

fonksiyonunun ters fonksiyonu ise,

X(ω) := q(U(ω))

rassal de§i³keninin da§�l�m fonksiyonu F 'dir.

Tan�m 2.6. Bir F da§�l�m fonksiyonunun bir q : (0, 1) → R ters fonksiyonu, bir

da§�l�m dilimi fonksiyonu (quantile funtion) olarak adland�r�rl�r. Yani q, her

s ∈ (0, 1) için

F (q(s)−) ≤ s ≤ F (q(s)+)

y� sa§layan bir fonksiyondur. Soldan ve sa§dan sürekli

q−(s) = sup {x ∈ R | F (x) < s} ve q+(s) = inf {x ∈ R | F (x) > s}

ters fonksiyonlar�, alt ve üst da§�l�m dilimi fonksiyonlar� (lower and upper
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quantile funtions) ad�n� al�r.

Yard�m� Teorem 2.3. X bir FX sürekli da§�l�m fonksiyonuna ve qX da§�l�m dilimi

fonksiyonuna sahip olan bir rassal de§i³ken olsun. O halde U := FX(X), (0, 1)

üzerinde düzgün olarak da§�lm�³t�r ve P -hemen hemen kesin (bundan sonra bu ifade

yerine hhk k�saltmas� kullan�laakt�r) olmak üzere X = qX(U)'dur.

Yard�m� Teorem 2.4. X, E[ |X| ] < ∞ olaak ³ekilde, FX da§�l�m fonksiyonu

ve qX da§�l�m dilimi fonksiyonu ile bir rassal de§i³ken olsun. O halde

Ψ(x) :=

∫ x

−∞

FX(z) dz = E[ (x−X)+ ]

konveks fonksiyonunun Fenhel-Legendre dönü³ümü

Ψ∗(y) = sup
x∈R

(x y −Ψ(x)) =











∫ y

0

qX(t)dt , 0 ≤ y ≤ 1

+∞ , di§er durumlarda

ile verilir. Üstelik 0 < y < 1 olmak üzere üstteki supremum de§erine bir x'te ula³�la-

bilmesi için gerek ve yeter ³art, X'in y-da§�l�m dilimi de§erinin x olmas�d�r. Yani

x = qX(y) olmas�d�r.

Yard�m� Teorem 2.5. Bir f artan fonksiyonu için X = f(Y ) ve Y için qY , bir

da§�l�m dilimi fonksiyonu ise, f(qY (t)), X için bir da§�l�m dilimi fonksiyonudur.

Özellikle, X'in herhangi bir qX da§�l�m dilimi fonksiyonu ve t ∈ (0, 1) için hemen

hemen heryerde

qX(t) = qf(Y )(t) = f(qY (t))

dir. f azalansa f(qY (1 − t)), X için bir da§�l�m dilimi fonksiyonudur. Özellikle

t ∈ (0, 1) için hemen hemen heryerde

qX(t) = qf(Y )(t) = f(qY (1− t))

dir.

A³a§�daki teorem Hardy-Littlewood e³itsizli§inin bir versiyonudur. E[XY ] bek-

lentisi, qX ve qY da§�l�m dilimi fonksiyonlar� aç�s�ndan hesaplanm�³t�r.
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Teorem 2.1. X ve Y , qX ve qY da§�l�m dilimlerine sahip (Ω,F , P ) üzerinde iki

rassal de§i³ken olsun. O halde a³a§�daki integraller iyi tan�ml� ise

∫ 1

0

qX(1− s)qY (s)ds ≤ E[XY ] ≤
∫ 1

0

qX(s)qY (s)ds

sa§lan�r. X = f(Y ) ve alt(üst) s�n�r� sonlu ise, alt(üst) s�n�r�n�n elde edilmesi için

gerek ve yeter ³art f 'in bir azalan(artan) fonksiyon olarak seçilebilmesidir.

Tan�m 2.7. (Ω,F , P ) bir olas�l�k uzay� olsun. µ(A) > 0 olaak ³ekilde bir A ∈ F

verilsin. B ⊂ A olaak ³ekildeki her B ∈ F için ya µ(B) = 0 veya µ(A \B) = 0 ise

A'ya atom denir.

Bir (Ω,F , P ) olas�l�k uzay� hiçbir atom içermiyorsa atomsuz (atomless) olarak

adland�r�l�r. Yani P [A] = X > 0 olaak ³ekildeki her A ∈ F ve her α ∈ [0, X ] için

∃B ⊂ A : B ∈ F ve P (B) = α

olur.

Önerme 2.4. Herhangi bir olas�l�k ölçüsü için a³a§�daki ko³ullar denktir:

(a) (Ω,F , P ) atomsuzdur.

(b) Birbirinden ba§�ms�z,

P [X1 = 1] = P [X1 = 0] =
1

2

olmak üzere ayn� Bernoulli da§�l�m�na sahip rassal de§i³kenlerin bir X1, X2, · · ·
dizisi vard�r.

() Herhangi bir µ ∈ M1(R) için birbirinden ba§�ms�z ortak µ da§�l�m�na sahip

(independent identially distributed) Y1, Y2, · · · rassal de§i³kenleri vard�r.

(d) (Ω,F , P ), düzgün da§�l�ma sahip bir rassal de§i³kene sahiptir.

2.3. Bir Rassal De§i³kenler Ailesinin Esas Supremumu

Bu bölümde verilen bir (Ω,F , P ) olas�l�k uzay� üzerinde rassal de§i³kenlerin bir

key� Φ ailesinin esas supremumundan bahsedelim. Önelikle Φ kümesinin say�labilir
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oldu§u durumu dü³ünelim. O halde ϕ∗(ω) := supϕ∈Φ ϕ(ω)'da bir rassal de§i³kendir

yani ϕ∗
ölçülebilirdir. Anak Φ say�lamazsa noktasal supremumun ölçülebilirli§i

sa§lanamayabilir. Noktasal supremum ölçülebilir olsa bile, hhk özelliklere odak-

land�§�m�zda do§ru kavram olmayabilir. Buna bir örnek verelim: Ω := [0, 1] üz-

erinde P 'yi Lebesgue ölçüsü olarak alal�m ve Φ := {I{x} | 0 ≤ x ≤ 1} seçelim. Her

ϕ ∈ Φ için P -hhk ϕ = 0 iken supϕ∈Φ ϕ(x) = 1 olur. Bu, hhk e³itsizlikler ile tan�ml�

bir esas supremumun a³a§�daki gösterimini verir.

Teorem 2.2. (Ω,F , P ) üzerinde rassal de§i³kenlerin herhangi bir kümesi Φ olsun.

(a) Her ϕ ∈ Φ için

ϕ∗ ≥ ϕ , P -hhk (2.1)

olaak ³ekilde bir ϕ∗
rassal de§i³keni vard�r. Üstelik, ϕ∗

a³a§�daki anlamda hhk

olarak tektir. (2.1) özelli§ine sahip herhangi di§er Ψ rassal de§i³keni, P -hhk

olmak üzere Ψ ≥ ϕ∗
'� sa§lar.

(b) Φ yönlendirilmi³ bir küme, yani ϕ, ϕ̃ ∈ Φ için, Ψ ≥ ϕ∨ ϕ̃ olaak ³ekilde Ψ ∈ Φ

oldu§unu varsayal�m. O halde, P -hhk olmak üzere ϕ∗ = limn ϕn olaak ³ekilde

Φ'de bir ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ · · · artan dizisi vard�r.

Tan�m 2.8. Teorem 2.2'teki ϕ∗
rassal de§i³keni, P 'ye göre Φ'nin esas supre-

mumu olarak adland�r�l�r ve

ess sup Φ = ess sup
ϕ∈Φ

ϕ := ϕ∗

yaz�l�r. P 'ye göre Φ'nin esas in�mumu

ess inf Φ = ess inf
ϕ∈Φ

ϕ := −ess sup
ϕ∈Φ

−ϕ

olarak tan�mlan�r.
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2.4. Ölçü Uzaylar�

S bir topolojik uzay olsun. S üzerinde, S'nin topolojisini veren bir d metri§i

varsa S'ye, metrikle³tirilebilir (metrizable) denir. Yani, her x ∈ S ve ε > 0 için

Bε(x) := {y ∈ S | d(x, y) < ε}

³eklinde yaz�labilen kümelerin ailesi S'nin topolojisinin bir taban�d�r. Bu topolojiye

göre bir U ⊂ S kümesinin aç�k olmas� için gerek ve yeter ³art, bu ³ekildeki d yuvar-

lar�n�n bir birle³imi olarak yaz�labilmesidir. Metrikle³tirilebilir uzaylar�n pratik bir ö-

zelli§i, onlar�n topolojik özelliklerinin yak�nsak diziler insinden karakterize edilebilir

olmas�d�r. Örne§in, S metrikle³tirilebilir uzay�n�n bir A alt kümesinin kapal� olmas�

için gerek ve yeter ko³ul, A'daki her bir yak�nsak dizi için limit noktas�n�n da A'da

olmas�d�r. Üstelik bir f : S → R fonksiyonunun y ∈ S'de sürekli olmas� için gerek ve

yeter ko³ul, y'ye yak�nsayan her bir (yn) dizisi için f(yn)'in f(y)'ye yak�nsamas�d�r.

S üzerindeki reel de§erli tüm s�n�rl� ve sürekli fonksiyonlar�n kümesi Cb(S) ile gös-

terilir.

S'nin say�labilir yo§un bir alt kümesi varsa, S metrikle³tirilebilir uzay�na ayr�la-

bilir (separable) denir. Bu durumda S'nin S Borel σ-ebiri, x ∈ {x1, x2, ...} mer-

kezli, ε ∈ Q, ε > 0 yar�çapl� aç�k d yuvarlar� ile üretilir ve bu uzay (S,S ) ile

gösterilir. Bundan sonra her zaman S'yi ayr�labilir ve metrikle³tirilebilir kabul ede-

e§iz. Üstelik S uzay� d metri§ine göre tam ise, yani her bir Cauhy dizisi d'ye

göre S'de bir noktaya yak�ns�yorsa, S bir Polish uzay� (Polish spae) olarak ad-

land�r�l�r. Örne§in, Eulid uzakl�§�na sahip (R, d), bir tam ve ayr�labilir metrik

uzayd�r, dolay�s�yla bir Polish uzay�d�r.

(S,S ) üzerindeki tüm negatif olmayan sonlu ölçülerin kümesini

M (S) := M (S,S )

ile gösterelim. Her µ ∈ M (S), bir α ∈ [0,+∞) katsay�s� ve (S,S ) ölçü uzay�

üzerinde bir ν olas�l�k ölçüsü için µ = αν ³eklindedir. (S,S ) üzerindeki tüm olas�l�k

ölçülerinin uzay�

M1(S) = M1(S,S )
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ile gösterilir.

Tan�m 2.9. M (S) üzerindeki zay�f topoloji (weak topology), her f ∈ Cb(S) ve bir

µ ∈ M (S) için

µ 7→
∫

f dµ

dönü³ümlerini sürekli yapan en kaba topoloji olarak tan�mlan�r.

Teorem 2.3. Zay�f topoloji için M (S) uzay�, ayr�labilir ve metrikle³tirilebilirdir. S

Polish ise, M (S) de Polish'tir. Üstelik S0, S'nin bir yo§un alt kümesi ise, rasyonel

a§�rl�klara sahip olan S0 üzerinde basit ölçülerin

{

n
∑

i=1

αiδxi | αi ∈ Q+ , xi ∈ S0 , n ∈ N

}

kümesi, zay�f topoloji için M (S)'de yo§undur.

Teorem 2.4. M (S)'de herhangi µ, µ1, µ2, ... ölçüleri için a³a§�daki ko³ullar denktir:

(a) (µn)n∈N dizisi zay�f topolojiye göre µ'ye yak�nsar.

(b) µn(S) → µ(S)'dir ve her bir kapal� A ⊂ S için lim sup
n↑∞

µn(A) ≤ µ(A)'d�r.

() µn(S) → µ(S)'dir ve her bir aç�k U ⊂ S için lim inf
n↑∞

µn(U) ≥ µ(U)'dur.

(d) S�n�r� µ ölçüsüne göre 0 olan (µ(∂B) = 0) her B Borel kümesi için µn(B) →
µ(B) olur.

(e) µ hemen hemen heryerde sürekli, s�n�rl� her ölçülebilir f fonksiyonu için

∫

f dµn →
∫

f dµ'dür.

(f) Herbir s�n�rl� ve düzgün sürekli f fonksiyonu için

∫

f dµn →
∫

f dµ'dür.

Tan�m 2.10. Bir M ⊂ M (S) ve her ε > 0 için

sup
µ∈M

µ(Kc) ≤ ε

olaak ³ekilde S'nin kompakt bir K alt kümesi varsa M 'ye s�k� (tight) denir.
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Teorem 2.5. (Phorov) S bir Polish uzay� olsun. M (S)'nin bir M alt kümesinin

zay�f topolojiye göre göreeli kompakt (relatively ompat) olmas� için gerek ve yeter

ko³ul

sup
µ∈M

µ(S) <∞

ve M 'nin s�k� olmas�d�r. Özellikle, S bir kompakt metrik uzay ise M1(S) zay�f

kompaktt�r.

Teorem 2.6. (Riesz) Ω bir kompakt metrik uzay ve I da C(Ω) üzerinde, negatif

olmayan bir lineer fonksiyonel (Ω üzerinde f ≥ 0 ise I(f) ≥ 0) olsun. O halde, her

f ∈ C(Ω) için

I(f) =

∫

f dµ

olaak ³ekilde Ω üzerinde bir tek µ pozitif Borel ölçüsü vard�r.

Tan�m 2.11. (Ω,F ) bir ölçü uzay� olsun. µ(∅) = 0 ve kar³�l�kl� ayr�k A1, ..., An ∈ F

kümelerinin herhangi sonlu kolleksiyonu için

µ

(

n
⋃

i=1

Ai

)

=
n
∑

i=1

µ(Ai)

oluyorsa µ : F → R dönü³ümü, bir sonlu toplamsal küme fonksiyonu (�nitely

additive set funtion) olarak adland�r�l�r. µ(Ω) = 1 olaak ³ekilde normalle³tir-

ilmi³ tüm µ : F → [0, 1] sonlu tolamsal küme fonksiyonlar�n�n kümesini M1,f :=

M1,f(Ω,F ) ile gösterelim. Bir sonlu toplamsal µ küme fonksiyonunun toplam

de§i³imi (total variation)

‖µ‖var := sup

{

n
∑

i=1

|µ(Ai)| | A1, ..., An F 'de ayr�k kümeler ve n ∈ N

}

olarak tan�mlan�r.

Toplam de§i³imi sonlu olan tüm sonlu toplamsal µ ölçülerinin uzay� ba(Ω,F ) ile

ifade edilir.

X , (Ω,F ) üzerindeki tüm s�n�rl� ölçülebilir fonksiyonlar�n uzay� olsun.
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Teorem 2.7. F ∈ X için

ℓ(F ) =

∫

Fdµ

X üzerindeki sürekli, lineer ℓ fonksiyonelleri ile µ ∈ ba sonlu toplamsal küme

fonksiyonlar� aras�nda bire-bir bir e³leme tan�mlar.

Örnek 2.1. (Ω,F ), sonlu bir kümeye indirgenebiliyorsa (F , Ω'n�n sonlu parçala-

n�³�yla üretilebiliyorsa) M1,f kümesinin tüm σ-toplamsal olas�l�k ölçülerinin M1 :=

M1(Ω,F ) kümesiyle çak�³t�§� aç�kt�r. Di§er durumlarda M1, M1,f 'nin öz alt küme-

sidir. Sonsuz say�da ayr�k A1, A2, · · · ∈ F kümesinin var oldu§unu varsayal�m,

ω ∈ An alal�m ve n = 1, 2, · · · için

ℓn(X) :=
1

n

n
∑

i=1

X(ωi)

tan�mlayal�m. X üzerinde ℓn sürekli lineer fonksiyonelleri, X ′

dual Banah uzay�n-

daki B1 birim yuvar�na aittir. Teorem 2.12'den (ℓn)'nin bir ℓ y�§�lma noktas� vard�r.

Herhangi bir X ∈ X için ℓnk
(X) → ℓ(X) olaak ³ekilde bir (nk) alt dizisi vard�r.

Bu durum X ≥ 0 için ℓ(X) ≥ 0 ve ℓ(1) = 1 olmas�n� gerektirir. Dolay�s�yla Teorem

2.7'den bir Q ∈ M1,f için ℓ(X) = EQ[X ] yazabiliriz. Anak, Q[An] = ℓ(IAn) = 0

ve Q[
⋃

nAn ] = 1 oldu§undan Q, σ-toplamsal de§ildir.

2.5. Biraz Fonksiyonel Analiz

Bu tezdeki baz� konular, sonsuz boyutlu vektör uzaylar�yla ilgilidir. Bu konu ile

ilgili önemli örnekler 0 ≤ p ≤ ∞ için Lp uzaylar�d�r. Bu bölümde bu uzaylardan

bahsedee§iz.

Önelikle p ∈ (0,∞] alal�m. (Ω,F , P ) üzerinde bir Z fonksiyonu için

‖Z‖p :=







E[ |Z|p ]1/p , 0 < p <∞ ise

inf { c ≥ 0 | P [ |Z| > c ] = 0 } , p = ∞ ise

(2.2)

tan�mlayal�m. ‖Z‖p < ∞ olaak ³ekildeki (Ω,F , P ) üzerinde tüm F -ölçülebilir Z

fonksiyonlar�n�n kümesini L p(Ω,F , P ) ile gösterelim. Ayr�a L 0(Ω,F , P ) uzay�n�

P -hhk sonlu rassal de§i³kenlerin kümesi olarak tan�mlayabiliriz. σ-ebirine ve ölçüye
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göre L p(Ω,F , P ) yerine k�saa L p(P ) ya da sadee L p
yazabiliriz. p ∈ [0,∞] için

Lp(Ω,F , P ) ya da k�saa Lp uzay�n� bir P -göz ard� edilebilir (null) kümesi d�³�nda

çak�³an L p
'deki rassal de§i³kenler olarak tan�mlayabiliriz. Sonuç olarak

Z ∼ Z̃ :⇐⇒ Z = Z̃ , P -hhk (2.3)

denklik ba§�nt�s�na göre Lp, bu ba§�nt�n�n denklik s�n��ar�ndan olu³ur. p ∈ [1,∞]

ise Lp vektör uzay� (2.2)'te tan�mlanan ‖ · ‖p normuna göre bir Banah uzay�d�r,

yani ‖ · ‖p normuna göre her Cauhy dizisi LP 'de bir elemana yak�nsar. Temelde,

Z bir temsil eleman� olmak üzere, bir Z ∈ L p
rastgele de§i³keni ve bununla ili³kili

[Z] ∈ LP denklik s�n�f� aras�nda bir fark olmal�d�r. �fadeleri basit tutmak için Z'yi

denklik s�n�f� yerine kullanaa§�z ve Z ∈ Lp ³eklinde yazaa§�z.

L 0
uzay�nda, P -ölçüsünde yak�nsakl�§�n topolojisini kullan�r�z. Bu topoloji,

X, Y ∈ L 0
için

d(X, Y ) := E[ |X − Y | ∧ 1 ] (2.4)

metri§i ile üretilir. Ayr�a d'nin bir norm olmad�§�na dikkat ediniz.

Tan�m 2.12. N , üzerinde bir topoloji tan�mlanan vektör uzay� olmak üzere, her

x ∈ N için {x} tekil kümesi bir kapal� küme ve vektör uzay� i³lemleri a³a§�daki

anlamda sürekli ise, bir topolojik vektör uzay� ad�n� al�r:

(x, y) 7−→ x+ y

N ×N 'den N 'ye bir sürekli dönü³ümdür ve

(α, x) 7−→ αx

R×N 'den N 'ye bir sürekli dönü³ümdür.

Teorem 2.8. Bir N topolojik vektör uzay�nda, en az birinin içi bo³tan farkl� olan

herhangi iki ayr�k B ve C konveks kümeleri, N üzerinde s�f�r olmayan sürekli lineer

ℓ fonksiyoneli ile ayr�labilir, yani her x ∈ C ve her y ∈ B için

ℓ(x) ≤ ℓ(y)
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dir.

Tan�m 2.13. Bir N topolojik vektör uzay� ba³lang�ç noktas�nda konveks kümelerden

olu³an bir tabana sahipse, bu uzay yerel konveks uzay olarak adland�r�l�r.

N , ‖ · ‖ normu ile bir Banah uzay� ise; x ∈ N , r > 0 olmak üzere,

{ y ∈ N | ‖y − x‖ < r}

aç�k yuvarlar� N 'deki topoloji için bir taban tan�mlar. Böyle yuvarlar konveks kümeler

oldu§undan herhangi bir Banah uzay� yerel konvekstir. (Ω,F , P ) atomsuzsa,

L0(Ω,F , P ) uzay� P -ölçüsündeki yak�nsakl�§�n topolojisine göre yerel konveks de§ildir.

A³a§�daki teorem 'ay�rma hiperdüzlemleri'nin varl�§� üzerine, klasik Hahn-Banah

teoreminin bir versiyonudur.

Teorem 2.9. (Hahn-Banah) B ve C, bir yerel konveks N uzay�n�n bo³tan farkl�,

ayr�k ve konveks alt kümeleri olsun. O halde, B kompakt ve C kapal� ise

sup
x∈C

ℓ(x) < inf
y∈B

ℓ(y)

olaak ³ekilde N üzerinde bir sürekli lineer ℓ fonksiyoneli vard�r.

Tan�m 2.14. N lineer uzay, F , N 'nin noktalar�n� ay�ran N üzerinde lineer fonksi-

yonellerin bir s�n�f� olsun. N üzerindeki F -topolojisi (σ(N,F ) ile gösterilir); n ∈ N,

x ∈ N , ℓi ∈ F ve r > 0 olmak üzere

{ y ∈ N | |ℓi(y)− ℓi(x)| < r , i=1, · · · , n }

³eklindeki kümeleri taban olarak kabul eden N üzerindeki topolojidir.

N zaten bir yerel konveks topoloji bulunduruyorsa, N
′

-topolojisi (σ(N,N
′

)), N

üzerindeki zay�f topoloji (weak topology) ad�n� al�r.

N sonsuz boyutlu ise, F topolojisi genellikle metriklenemez. Bu durumda, aç�k

ve kapal� kümeleri tan�mlamak için diziler yeterli olmayabilir. A³a§�daki önerme, F

topolojisinin bir çok temel özelli§ini özetler.

Önerme 2.5. a) F topolojisi ile N bir yerel konveks uzayd�r.
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b) F topolojisi her ℓ ∈ F 'yi sürekli yapan N üzerindeki en kaba topolojidir.

) F topolojisi için N 'nin duali F 'ye e³ittir.

Teorem 2.10. N 'nin yerel konveks uzay ve C'nin, N 'nin bir konveks alt kümesi

oldu§unu varsayal�m. O halde C'nin zay�f kapal� olmas� için gerek ve yeter ³art,

N 'nin esas topolojisinde C'nin kapal� olmas�d�r.

Tan�m 2.15. Bir f : N → R ∪ {+∞} fonksiyonunun Fenhel-Legendre dönü³ümü

N
′

'de tan�mlanan

f ∗(ℓ) := sup
x∈N

(ℓ(x)− f(x))

fonksiyonudur.

Teorem 2.11. f yerel konveks bir N uzay� üzerinde bir konveks fonksiyon olsun.

f , σ(N,N
′

)'ye göre alttan yar� sürekli ise f = f ∗∗
'd�r.

Teorem 2.12. (Banah-Alao§lu) N , N
′

duali ile bir Banah uzay� olsun. Bu du-

rumda

‖ℓ‖N ′ := sup
‖x‖N≤1

ℓ(x)

olmak üzere, her r ≥ 0 için {x ∈ N
′ | ‖x‖N ′ ≤ r } zay�f

∗
kompaktt�r.

Yard�m� Teorem 2.6. C, L∞
'un bir konveks alt kümesi olmak üzere, her r > 0

için

Cr := C ∩ {X ∈ L∞ | ‖X‖∞ ≤ r}

L1
'de kapal� ise, C zay�f

∗
kapal�d�r.

Teorem 2.13. (James) Bir N Banah uzay�nda s�n�rl�, zay�f kapal� ve konveks A

alt kümesinin zay�f kompakt olmas� için gerek ve yeter ko³ul her sürekli lineer fonk-

siyonelin A'da supremumunun var olmas�d�r.

Teorem 2.14. (Dunford-Pettis) L1
'in bir A alt kümesinin zay�f göreeli kompakt

olmas� için gerek ve yeter ³art s�n�rl� ve düzgün integrallenebilir olmas�d�r.
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3. R�SK ÖLÇÜLER� VE KABUL KÜMELER�

Tutarl� risk ölçüleri ve bu risk ölçülerinin kabul kümelerine aksiyomatik yakla³�m

ilk olarak Artzner, Delbaen, Eber, ve Heath [3℄ taraf�ndan verilmi³tir ve bu bölümün

sonuçlar�n�n ço§unda bu çal�³ma temel al�nm�³t�r.

Ω, senaryolar�n belirli bir kümesi olsun. Bir �nansal durum, tiari dönemin so-

nunda ω ∈ Ω senaryosu gerçekle³irse, durumun indirimli net de§eri X(ω) olmak

üzere, X rassal de§i³keni X : Ω → R olarak tan�mlan�r. X , �nansal durumlar�n

verilen bir X s�n�f�na ait olmak üzere ama�m�z, baz� ρ(X) say�lar� taraf�ndan X 'in

riskini ölçmektir. Bu bölüm boyuna, X , sabitleri içeren s�n�rl� fonksiyonlar�n bir

lineer uzay� olarak al�naak ve Ω üzerinde verilen bir olas�l�k ölçüsü kabul edilmeye-

ektir.

Tan�m 3.16. ∀X, Y ∈ X a³a§�daki ko³ullar� sa§l�yorsa, ρ : X → R, bir parasal

risk ölçüsü olarak tan�mlan�r:

� Monotonluk: X ≤ Y ise ρ(X) ≥ ρ(Y )

� Nakit de§i³mezli§i (ash invariane): m ∈ R ise ρ(X +m) = ρ(X)−m.

Monotonlu§un �nansal anlam� aç�kt�r: Ödeme pro�li artt�r�ld�§�nda risk aza-

l�r. Nakit de§i³mezli§i, kayd�rma de§i³mezli§i (translation invariane) olarak

da tan�mlan�r. Bu, bir sermaye ihtiya� olarak ρ(X) ile belirlenir yani m, ρ(X)'i

bir dan�³manl�k ³irketinin bak�³ aç�s�ndan kabul edilebilir seviyeye indirmek için X

durumuna eklenmesi gereken nakit miktard�r. Sonuç olarak, duruma m miktar� ek-

lenir ve risksiz yola yat�r�l�rsa, ayn� miktar taraf�ndan sermaye ihtiya� dü³ürülür.

Özellikle, nakit de§i³mezi

ρ(X + ρ(X)) = 0 (3.1)

ve

∀m ∈ R için ρ(m) = ρ(0)−m

demektir.

Birçok amaç için, genelli§i bozmadan, verilen bir parasal risk ölçüsünün

� Normalle³tirme: ρ(0) = 0
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³art�n� sa§lad�§� kabul edilebilir. Anak baz� durumlarda normalle³tirmede �srar

etmek uygun olmayaakt�r.

Uyar� 3.2. X'i, bir �nansal durumun bugünkü de§erini temsil etmek için kullan�yo-

ruz. Örne§in; r, risksiz bir yat�r�m�n getirisi oldu§unda, bugünkü de§er için çarpan

1/(1+r) olarak seçilebilir. Bir �nansal durumun bugünkü de§eri X'in riskini ölçmek

yerine do§rudan geleekteki

X̃ = (1 + r)X

de§eri üzerinden de risk ölçülebilir. Bu risk ölçüsüne kar³�l�k gelen ρ̃(X̃) := ρ(X),

yine monotondur.

ρ̃(X̃ + (1 + r)m) = ρ̃((1 + r)X + (1 + r)m)

= ρ̃((1 + r)(X +m))

= ρ(X +m)

= ρ(X)−m

= ρ̃(X̃)−m

oldu§undan nakit de§i³mezli§i, a³a§�daki ³ekilde ifade edilebilir:

ρ̃(X̃ + (1 + r)m) = ρ̃(X̃)−m (3.2)

olur. Yani, bir m ek miktar�, risksiz olarak yat�r�l�rsa risk, m kadar azal�r. Aksine,

herhangi bir ρ̃ : X → R monoton ve 3.2'yi sa§l�yorsa, ρ(X) := ρ̃((1 + r)X) bir

parasal risk ölçüsü tan�mlar.

Yard�m� Teorem 3.7. Herhangi bir ρ parasal risk ölçüsü, ‖·‖ supremum normuna

göre, Lipshitz süreklidir:

|ρ(X)− ρ(Y )| ≤ ‖X − Y ‖.

Kan�t. Monotonluk ve nakit de§i³mezli§inden X ≤ Y + ‖X − Y ‖'dir ve bu yüzden

ρ(Y )− ‖X − Y ‖ ≤ ρ(X) olur. X ve Y ' nin rolleri de§i³tirilirse, iddia sa§lan�r.

Gerçekten, X ≤ Y+‖X−Y ‖ ve ρ parasal risk ölçüsü oldu§undan monotonluktan;

ρ(X) ≥ ρ(Y + ‖X − Y ‖)
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ve nakit de§i³mezli§inden;

ρ(X) ≥ ρ(Y )− ‖X − Y ‖

olur. Bu ifadeyi düzenlersek,

‖X − Y ‖ ≥ ρ(Y )− ρ(X)

olur. Benzer ³ekilde Y ≤ X + ‖Y −X‖ ve ρ'nun monotonlu§u ve nakit de§i³mezli-

§inden;

ρ(Y ) ≥ ρ(X + ‖Y −X‖)
ρ(Y ) ≥ ρ(X)− ‖Y −X‖
ρ(Y ) ≥ ρ(X)− ‖X − Y ‖

olur. Bu ifadeyi düzenlersek, ‖X − Y ‖ ≥ ρ(X)− ρ(Y ) olur. O halde

|ρ(X)− ρ(Y )| ≤ ‖X − Y ‖

elde ederiz.

Bundan sonras� itibaren ek olarak konvekslik özelli§ine sahip olan parasal risk

ölçülerine odaklanal�m.

Tan�m 3.17. Bir ρ : X → R parasal risk ölçüsü konveks fonksiyonsa yani,

� Konvekslik: 0 ≤ λ ≤ 1 için ρ(λX +(1−λ)Y ) ≤ λρ(X)+ (1−λ)ρ(Y ) ³art�n�

sa§l�yorsa, ρ fonksiyonuna konveks risk ölçüsü denir.

Geleekteki olas� sonuçlar dü³ünülerek, bir yat�r�m� için uygun kaynaklar o-

lu³turulabilir. Bir yat�r�m stratejisi yat�r�m�y� X 'e yönlendirirken, bir di§eri Y 'ye

yönlendirir. Yat�r�m� yat�r�m� çe³itlendirirse, λ kadar�n� birini seçene§e ve geriye

kalan k�sm�n� ikini seçene§e kulland�§�nda λX+(1−λ)Y elde edilir. Sonuç olarak,

konvekslik aksiyomu, de§i³iklik riski art�rmamal� �krinin matematiksel ifadesidir. ρ

konveks ve normalle³tirilmi³ ise,
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0 ≤ λ ≤ 1 için ,

ρ(λX) = ρ(λX + (1− λ)0)

≤ λρ(X) + (1− λ)ρ(0)

= λρ(X) + (1− λ)0

= λρ(X)

λ ≥ 1 için ,

ρ(X) = ρ
(

λX
λ

)

≤ 1
λ
ρ(λX)

λρ(X) ≤ ρ(λX)

ρ(λX) ≥ λρ(X)

oldu§undan,

0 ≤ λ ≤ 1 için ρ(λX) ≤ λρ(X),

λ ≥ 1 için ρ(λX) ≥ λρ(X).

dir.

Tan�m 3.18. ρ bir konveks risk ölçüsü olsun.

� λ ≥ 0 olmak üzere ρ(λX) = λρ(X) (Pozitif homojenlik)

ko³ulunu sa§l�yorsa tutarl� (oherent) risk ölçüsü olarak tan�mlan�r.

Bir ρ parasal risk ölçüsü pozitif homojen ise normalle³tirilmi³tir yani ρ(0) = 0

d�r.

Önerme 3.6. Pozitif homojenlik varsay�m� alt�nda, konvekslik;

� ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y ) (Alt toplamsall�k)

e e³de§erdir: λ ≥ 0, X, Y ∈ X ve α ∈ (0, 1) için ρ(λX) = λρ(X) olmak üzere,

ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y ) ⇐⇒ ρ(αX + (1− α)Y ) ≤ αρ(X) + (1− α)ρ(Y )

d�r.

Kan�t. (⇒) :

ρ(αX + (1− α)Y ) ≤ ρ(αX) + ρ((1− α)Y ) (Alt toplamsall�ktan)

= αρ(X) + (1− α)ρ(Y ) (Pozitif homojenlikten)
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(⇐) :

ρ(X + Y ) = ρ
(

2
(

X+Y
2

))

= 2ρ
(

X
2
+ Y

2

)

(Pozitif homojenlikten)

≤ 2
(

1
2
ρ(X) + 1

2
ρ(Y )

)

(Konvekslikten)

= ρ(X) + ρ(Y )

Bu önerme; farkl� durumlar�n toplam�ndan ortaya ç�kan riski yönetme i³inin be-

lirlenmesini sa§lar. Ayr�k risk limitleri farkl� bölümlere verilmi³se; toplam durumun

riski, bireysel risk limitlerinin toplam� taraf�ndan s�n�rland�r�l�r.

Birçok durumda risk, do§rusal olmadan, durum art�³lar�n�n boyutu olarak büyüye-

bilir. Bu nedenle pozitif homojenlik her zaman sa§lanmayabilir. Bunun yerine kon-

veks risk ölçülerine odaklanaa§�z.

Bir ρ parasal risk ölçüsü, ek sermaye gerektirmeyen anlamda kabul edilebilir

durumlar�n

Aρ := {X ∈ X | ρ(X) ≤ 0}

s�n�f�n� ortaya ç�kar�r. Aρ s�n�f�, ρ' nun kabul kümesi olarak isimlendirilir.

A³a§�daki iki önerme; parasal risk ölçüleri ve onlar�n kabul kümeleri aras�ndaki

ili³kileri özetler.

Önerme 3.7. Bir J : X → R fonksiyonelinin monoton, konkav, pozitif homojen ve

nakit de§i³mezi olmas� için gerek ve yeter ko³ul, X ∈ X için

J(X) = inf
Q∈Q

EQ[ X ]

olaak ³ekilde bir Q ⊂ M1,f kümesinin var olmas�d�r.

Üstelik, Q kümesi her zaman konveks olarak seçilebilir ve üstteki in�mumu daima

elde edilir, yani X ∈ X için

J(X) = min
Q∈Q

EQ[ X ]

iyi tan�ml�d�r.
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Önerme 3.8. Varsayal�m ki ρ, A := Aρ kabul kümesine sahip olan bir parasal risk

ölçüsü olsun.

(a) A bo³tan farkl�d�r ve a³a§�daki iki ko³ulu sa§lar:

inf{ m ∈ R | m ∈ A } > −∞ (3.3)

X ∈ A , Y ∈ X , Y ≥ X =⇒ Y ∈ A . (3.4)

Üstelik, A , a³a§�daki kapal�l�k özelli§ine sahiptir: X ∈ A ve Y ∈ X için

{λ ∈ [0, 1] | λX + (1− λ)Y ∈ A } [0, 1] aral�§�nda kapal�d�r. (3.5)

(b) ρ, A 'dan a³a§�daki ³ekilde elde edilebilir:

ρ(X) = inf{m ∈ R | m+X ∈ A } (3.6)

() ρ'nun bir konveks risk ölçüsü olmas� için gerek ve yeter ³art A 'n�n konveks

olmas�d�r.

(d) ρ'nun pozitif homojen olmas� için gerek ve yeter ³art A 'n�n bir koni olmas�d�r.

Özellikle, ρ'nun tutarl� olmas� için gerek ve yeter ³art, A 'n�n bir konveks koni

olmas�d�r.

Kan�t. (a)

•
Y ≥ X ⇒ ρ(Y ) ≤ ρ(X) (monotonluktan)

⇒ ρ(Y ) ≤ 0 (X ∈ A ise ρ(X) ≤ 0 oldu§undan)

⇒ Y ∈ A

• m1, m2 ∈ R vem1 ≤ m2 olsun. O halde (3.4)'tenm1 ∈ A isem2 ∈ A 'd�r.

Burada m1, m2 ∈ R key� oldu§undan R ⊂ A elde edilir. inf {m ∈ R |
m ∈ A } = inf{m ∈ (R ∩ A )} = inf(R ∩ A ) = inf R = −∞ olur. Bu

durumda ∀m ∈ R için ρ(m) = ρ(0)−m ≤ 0, buradan da ρ(0) ≤ m yani

ρ(0) = −∞ olur. Bu ise bir çeli³kidir.
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• f(λ) = ρ(λX+(1−λ)Y ), [0, 1]'de sürekli oldu§unu gösterelim. Yard�m�

Teorem 3.7'den ρ parasal risk ölçüsü iken Lipshitz süreklilikten

|ρ(X)− ρ(Y )| ≤ ‖X − Y ‖ olur. O halde;

|f(λ1)− f(λ2)| = |ρ(λ1X + (1− λ1)Y )− ρ(λ2X + (1− λ2)Y )|
≤ ‖λ1X + (1− λ1)Y − λ2X − (1− λ2)Y ‖
= ‖(λ1 − λ2)X − (λ1 − λ2)Y ‖
= ‖X − Y ‖|λ1 − λ2|

elde edilir.

Aρ = {X ∈ X | ρ(X) ≤ 0} oldu§undan,

B = {λ ∈ [0, 1] | λX + (1− λ)Y ∈ A }
= {λ ∈ [0, 1] | ρ(λX + (1− λ)Y ) ≤ 0}
= {λ ∈ [0, 1] | f(λ) ≤ 0}
= [0, 1] ∩ f−1((−∞, 0])

elde edilir. O halde B, [0, 1]'de kapal�d�r.

(b) X ∈ X için

inf{m ∈ R | m+X ∈ Aρ}
Aρ=A

= inf{m ∈ R | m+X ∈ A }
(A 'n�n tan�m�ndan) = inf{m ∈ R | ρ(m+X) ≤ 0}

(nakit de§i³mezli§inden) = inf{m ∈ R | ρ(X)−m ≤ 0}
= inf{m ∈ R | ρ(X) ≤ m}
= ρ(X)

elde edilir.

() ρ konveks risk ölçüsü ise A 'n�n konveks oldu§unu gösterelim:

ρ konveks risk ölçüsü,X, Y ∈ X ve λ ∈ [0, 1] olsun. Bu durumda konvekslikten

ρ(λX + (1− λ)Y ) ≤ λρ(X) + (1− λ)ρ(Y )

olur. A 'n�n konveksli§ini göstermek için X, Y ∈ A ve λ ∈ [0, 1] alal�m.
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X ∈ A ⇒ ρ(X) ≤ 0 ⇒ λρ(X) ≤ 0

Y ∈ A ⇒ ρ(X) ≤ 0 ⇒ (1− λ)ρ(Y ) ≤ 0

(alt alta toplan�rsa) ⇒ λρ(X) + (1− λ)ρ(Y ) ≤ 0

(ρ'nun konveksli§inden) ⇒ ρ(λX + (1− λ)Y ) ≤ 0

(A 'n�n tan�m�ndan) ⇒ λX + (1− λ)Y ∈ A

⇒ A konveks olur.

Tersi (3.8) ile beraber Önerme 3.9'dan sonra yap�laakt�r.

(d) ρ pozitif homojen ise A 'n�n bir koni oldu§unu gösterelim:

ρ pozitif homojen, X ∈ A ve λ ≥ 0 olsun. O halde

X ∈ A ⇒ ρ(X) ≤ 0

(λ ≥ 0 oldu§undan) ⇒ λρ(X) ≤ 0

(ρ'nun pozitif homojenli§inden) ⇒ ρ(λX) = λ ρ(X) ≤ 0

⇒ ρ(λX) ≤ 0

⇒ λX ∈ A

⇒ A koni

Tersi (c)'dekine benzer ³ekilde elde edilir.

• ρ tutarl� risk ölçüsü ise A ' n�n konveks koni oldu§unu gösterelim:

ρ tutarl� risk ölçüsü ⇒ ρ konveks ve pozitif homojen

() ve (d)'den ⇒ A konveks ve koni

⇒ A konveks koni

Di§er taraftan,verilen kabul edilebilir durumlar�n bir A ⊂ X s�n�f�, temel amaç

olarak al�nabilir. Bir X ∈ X durumu için sermaye ihtiya�n�, m+X kabul edilebilir

olaak ³ekildeki minimal m miktar� olarak tan�mlayabiliriz:

ρA (X) := inf{m ∈ R | m+X ∈ A }. (3.7)
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Dikkat edilirse, bu gösterime sahip olan (3.6)

ρAρ := ρ (3.8)

³eklini al�r.

Önerme 3.9. (3.3) ve (3.4)'ü sa§layan A , X 'in bo³tan farkl� bir alt kümesi olsun.

Bu durumda, ρA fonksiyoneli, a³a§�daki özelliklere sahiptir:

(a) ρA bir parasal risk ölçüsüdür.

(b) A bir konveks küme ise, ρA bir konveks risk ölçüsüdür.

() A bir koni ise, ρA pozitif homojendir. Özellikle A bir konveks koni ise, ρA

bir tutarl� risk ölçüsüdür.

(d) A , AρA
'n�n bir alt kümesidir. A (3.5)'teki kapal�l�k özelli§ini sa§l�yorsa,

A = AρA
'd�r.

Kan�t. (a) ρA 'n�n monotonlu§u ve nakit de§i³mezli§ini sa§lad�§�n� göstermeliyiz:

� Nakit de§i³mezli§i: X ∈ X ve n ∈ R için

ρA (X + n) = inf{m ∈ R | m+X + n ∈ A }
= inf{m ∈ R | m+ n +X ∈ A }
= inf{m− n ∈ R | m+X ∈ A }
= inf{m ∈ R | m+X ∈ A } − n

= ρA (X)− n

� Monotonluk: X ∈ A ve X ≤ Y ise, Y ∈ A oldu§unu biliyoruz. Buna göre,

X ≤ Y ve X +m ∈ A ⇒ Y +m ∈ A

ve

X ≤ Y ⇒ X +m ≤ Y +m
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oldu§undan

{m ∈ R | X +m ∈ A } ⊂ {m ∈ R | Y +m ∈ A }
inf{m ∈ R | X +m ∈ A } ≥ inf{m ∈ R | Y +m ∈ A }

ρA (X) ≥ ρA (Y )

elde ederiz. Bu da bize ρA 'n�n monotonlu§unu verir.

� ρA 'n�n sonlu de§erler ald�§�n� gösterelim. Bo³tan farkl� A kümesinde bir Y

al�p sabitleyelim. Verilen bir X ∈ X için m+X > Y olaak ³ekilde bir sonlu

say� vard�r, çünkü X ve Y s�n�rl�d�r. O halde

ρA (X)−m = ρA (m+X) ≤ ρA (Y ) ≤ 0

ve dolay�s�yla ρA (X) ≤ m < ∞'dur. Dikkat edilirse, (3.3) ρA (0) > −∞'a

denktir. Key� X ∈ X için ρA (X) > −∞ oldu§unu göstermek için, X+m
′ ≤ 0

olaak ³ekilde m
′

alal�m. Monotonluk ile nakit de§i³mezli§inden ρA (X) ≥
ρA (0) +m

′

> −∞ ile sonuçland�r�l�r.

(b) mi +Xi ∈ A olaak ³ekilde X1, X2 ∈ X ve m1, m2 ∈ R oldu§unu varsayal�m.

A 'n�n konveksli§i ve ρA 'n�n nakit de§i³mezli§inden, λ ∈ [0, 1] olmak üzere,

λ(m1 +X1) + (1− λ)(m2 +X2) ∈ A

⇒ ρA (λ(m1 +X1) + (1− λ)(m2 +X2)) ≤ 0

⇒ ρA ((λX1 + (1− λ)X2) + (λm1 + (1− λ)m2)) ≤ 0

⇒ ρA (λX1 + (1− λ)X2)− (λm1 + (1− λ)m2) ≤ 0

⇒ ρA (λX1 + (1− λ)X2) ≤ λm1 + (1− λ)m2

⇒ ρA (λX1 + (1− λ)X2 ≤ λρA (X1) + (1− λ)ρA (X2)

elde ederiz.

() A koni ise ρA 'n�n pozitif homojen oldu§unu gösterelim: A bir koni, X ∈ X
ve λ ≥ 0 olsun.
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• λ > 0 için

ρA (λX) = inf{m ∈ R | m+ λX ∈ A }
= inf{m ∈ R | m

λ
+X ∈ A }

= inf{λm ∈ R | m+X ∈ A }
= λ inf{m ∈ R | m+X ∈ A }
= λρA (X)

• λ = 0 için λn → 0+ olaak ³ekilde bir λn dizisi seçersek ρA 'nun süreklili-

§inden ρA (λnX) → ρA (0) = 0ρA (X) = 0 elde ederiz.

• A 'n�n konveks koni olmas� ρA 'n�n konveks ve pozitif homojen olmas�n�

yani tutarl� olmas�n� gerektirir.

(d) A ⊆ AρA
kapsamas� aç�kt�r. �imdi A 'n�n (3.5)'i sa§lad�§�n� varsayal�m.

ρA (X) ≤ 0 olan bir X /∈ A oldu§unu kabul edelim. Sonuç için bir

m > ‖X‖ = supw |X(w)| alal�m. Varsay�mdan εm + (1 − ε)X /∈ A olaak

³ekilde bir ε ∈ (0, 1) vard�r. Sonuç olarak,

0 ≤ ρA (εm+ (1− ε)X) = ρA ((1− ε)X)− εm

dir. ρA parasal risk ölçüsü oldu§undan, Yard�m� Teorem 3.7'den

|ρA ((1− ε)X)− ρA (X)| ≤ ε‖X‖

tir. Sonuç olarak

ρA (X) ≥ ρA ((1− ε)X)− ε‖X‖ ≥ ε(m− ‖X‖) > 0

d�r. Bu ise bir çeli³kidir.

A³a§�daki örneklerde X 'i, bir (Ω,F ) ölçülebilir uzay� üzerinde tüm s�n�rl� ölçü-

lebilir fonksiyonlar�n lineer uzay� olarak alal�m ve (Ω,F ) üzerindeki tüm olas�l�k

ölçülerinin s�n�f�n� M1 = M1(Ω,F ) ile gösterelim.

Örnek 3.2 bir risk ölçüsünden kabul kümesinin elde edili³i ile ilgili olarak veril-

mi³tir.
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Örnek 3.2. En kötü durum risk ölçüsü ρmax her X ∈ X için

ρmax(X) = − inf
ω∈Ω

X(ω)

olarak tan�mlans�n. ρmax(X) de§eri, herhangi bir senaryoda ortaya ç�kabileek olas�

kay�p için en küçük üst s�n�rd�r. A kabul kümesi, X 'te negatif olmayan fonksiyon-

lar�n konveks konisi ile verilir. Bu küme konveks koni oldu§undan bir tutarl� risk

ölçüsüdür. X 'te herhangi bir ρ normalle³tirilmi³ parasal risk ölçüsü,

ρ(X) ≤ ρ( inf
ω∈Ω

X(ω)) = ρmax(X)

i sa§lar.

Dikkat edilirse, ρmax,

ρmax(X) = sup
Q∈Q

EQ[−X ] (3.9)

³eklinde gösterilebilir, burada Q, (Ω ,F ) üzerinde tüm olas�l�k ölçülerinin M1 s�n�f�d�r.

(Q = M1)

Örnek 3.3. Q, (Ω ,F ) üzerinde olas�l�k ölçülerinin bir kümesi olsun ve her bir

Q ∈ Q için bir γ(Q) alt seviyesini belirleyen sonlu supQ γ(Q) de§eriyle γ : Q → R

dönü³ümünü dü³ünün. Varsayal�m ki, her Q ∈ Q için,

EQ[X ] ≥ γ(Q)

oldu§unda, bir X durumu kabul edilebilir olsun. Böyle durumlar�n A kümesi (3.3)

ve (3.4)'ü sa§lar ve konvekstir. Sonuç olarak, ρ = ρA ili³kili parasal risk ölçüsü

konvekstir ve

ρ(X) = sup
Q∈Q

(γ(Q)− EQ[X ])

³eklini al�r. Alternatif olarak, Q ∈ Q için α(Q) = −γ(Q) ve di§er durumlarda

α(Q) = +∞ olarak tan�mlanan α : M1 → (−∞,+∞] eza fonksiyonu olmak üzere,

ρ(X) = sup
Q∈M1

(EQ[−X ]− α(Q)) (3.10)

yazabiliriz.
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Örnek 3.4. R'de bir u fayda fonksiyonunu, bir Q ∈ M1 olas�l�k ölçüsünü ve sabit

bir c ∈ R e³i§ini dü³ünün. Bir X pozisyonunu en az�ndan c'ye denk ise, kabul

edilebilir olarak isimlendirelim, yani onun beklenen faydas� EQ[u(X)], u(c) ile alttan

s�n�rl�d�r. Aç�kças�,

A := {X ∈ X |EQ[u(X)] ≥ u(c)}

kümesi bo³tan farkl�d�r, konvekstir , (3.3) ve (3.4)'ü sa§lar. Sonuç olarak, ρA , bir

konveks risk ölçüsüdür. Kaba bir genelle³tirmeyle bir pozisyonun kabul edilebilir-

li§ini (Ω ,F ) üzerindeki tüm Q olas�l�k ölçüleri s�n�f� insinden tan�mlayabilee§imiz

a³ikard�r. Yani, supQ∈Q cQ <∞ olaak ³ekildeki cQ sabitleri ile

A :=
⋂

Q∈Q

{X ∈ X | EQ[u(X)] ≥ u(cQ)},

tan�mlayabiliriz. Kar³�l�k gelen risk ölçüleri Bölüm 10'da daha ayr�nt�l� ineleneek-

tir.

Örnek 3.5. Bir olas�l�ksal model belirledi§imizi varsayal�m. Yani P, (Ω ,F ) üzerin-

de bir olas�l�k ölçüsü olsun. Bu çerçevede, bir kayb�n olas�l�§� verilen bir λ ∈ (0, 1)

seviyesi taraf�ndan s�n�rl�ysa yani,

P [X < 0] ≤ λ

ise, bir X durumunun genellikle kabul edilebilir oldu§u dü³ünülür.

V@Rλ(X) = inf{ m ∈ R | P [m+X < 0] ≤ λ }

ile tan�mlanan V@Rλ kar³�l�k gelen parasal risk ölçüsü, λ seviyesinde riskteki de§er

olarak adland�r�l�r. P -hhk sonlu olan tüm rastgele de§i³kenlerin L 0(Ω ,F , P ) uzay�

üzerinde riskteki de§erin iyi tan�ml� oldu§una dikkat ediniz. Bununla birlikte Φ−1
,

N(0, 1)'deki Φ da§�l�m fonksiyonunun tersini göstermek üzere, X, σ2(X) varyans�na

sahip bir Gauss rastgele de§i³keni ise,

V@Rλ(X) = E[−X ] + Φ−1(1− λ)σ(X) (3.11)
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olur. Aç�kças�, V@Rλ pozitif homojendir ama genellikle konveks de§ildir,(ileride

Örnek 6.13'te gösterildi§i gibi).

Bölüm 6'da, riskteki de§er konusu detayl� olarak ele al�naakt�r. Özellikle, baz�

bunlarla ili³kili, tutarl� ve konveks risk ölçüleri ile çal�³�laakt�r.

Örnek 3.6. Öneki örnekteki gibi, (Ω ,F ) üzerinde sabit bir P olas�l�k ölçüsünü ele

alal�m. Ödemesi X̃ ∈ L 2 = L 2(Ω ,F , P ), �yat� π(X̃) ve varyans� σ2(X̃) 6= 0, olan

bir varl�k için Sharpe oran�;

E[X̃ ]− π(X̃)(1 + r)

σ(X̃)
=
E[X ]

σ(X)

olarak tan�mlan�r. Burada X := X̃ · (1 + r)−1 − π(X̃)'e kar³�l�k gelen indirimli

net de§erdir. Sharpe oran�, bir c > 0 sabiti ile alttan s�n�rl� ise, X durumunu

kabul edilebilir buldu§umuzu varsayal�m. (3.7)'de tan�mlanan L 2
üzerinde ρc sonuç

fonksiyoneli,

A := {X ∈ L
2 | E[X ] ≥ cσ(X)}

s�n�f� için

ρc(X) = E[−X ] + cσ(X)

³eklinde verilir.

σ(·), L 2
'de konveks fonksiyonel oldu§u için nakit de§i³mezidir, pozitif homo-

jendir ve konvekstir. Anak ρc bir parasal risk ölçüsü de§ildir, çünkü monoton

de§ildir. Gerçekten, X = eZ ve Z, N(0, σ2) normal da§�l�m� ile bir rastgele de§i³ken

ise, X ≥ 0'd�r anak

ρc(X) = −eσ2/2 + ceσ
2/2
√

eσ2 − 1

yeteri kadar büyük σ için pozitif olur. X normal da§�l�ma sahipse ve 0 < λ ≤ 1/2

için c = Φ−1(1 − λ) ise (3.11)'in, V@Rλ(X)'in ρc(X)'e e³it oldu§unu gösterdi§ine

dikkat ediniz. Sonuç olarak, ρc ve V@Rλ'n�n ikisi de; L 2
'nin X̃ Gaussian alt

uzay�na k�s�tl� ise yani normal da§�l�ml� rastgele de§i³kenlerden olu³an bir lineer

uzay ise, bir tutarl� risk ölçüsünün tüm özelliklerine sahiptir. Anak Örnek 6.13'te

görülebilee§i gibi (Ω ,F , P ) üzerinde normal rastgele de§i³kenlerin varl�§�, X'in
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rastgele de§i³kenleri de içeree§ini gösterdi§inden ne ρc ve ne de V@Rλ, L 2
uzay�n�n

tamam�nda tutarl� olabilir.

Örnek 3.7. c : F → [0, 1], c(∅) = 0, c(Ω) = 1 ve A ⊂ B ise c(A) ≤ c(B) an-

lam�nda, normalle³tirilmi³ ve monoton herhangi bir küme fonksiyonu olsun. Örne§in,

bir P olas�l�k ölçüsü ve ψ(0) = 0, ψ(1) = 1 ³artlar�n� sa§layan bir ψ : [0, 1] → [0, 1]

artan fonksiyonu için c, c(A) := ψ(P [A]) ile verilebilir. Bir X ≥ 0 s�n�rl� ölçülebilir

fonksiyonunun c'ye göre Choquet integrali,

∫

Xdc :=

∫ ∞

0

c(X > x)dx

olarak tan�mlan�r.

c bir olas�l�k ölçüsü ise, Fubini'nin teoremi'nden;

∫

Xdc, Riemann integrali ile

denktir. Genel durumda, Choquet integrali X'in bir lineer olmayan fonksiyonelidir

anak, λ,m ≥ 0 sabitleri için biz yine

∫

λ ·Xdc = λ ·
∫

Xdc ve

∫

(X +m)dc =
∫

Xdc+m alaa§�z. Key� X ∈ X ve X +m ≥ 0 olaak ³ekilde m ∈ R al�rsak;

∫

(X +m)dc−m =

∫ 0

−m

(c(X > x)− 1)dx+

∫ ∞

0

c(X > x)dx

elde ederiz. Sa§ taraf m ≥ −infX'ten ba§�ms�zd�r ve bu yüzden her X ∈ X için

Choquet integralinin tan�m�n�

∫

Xdc :=

∫ 0

−∞

(c(X > x)− 1)dx+

∫ ∞

0

c(X > x)dx

koyarak geni³letmek mant�kl�d�r. Her λ ≥ 0 ve m ∈ R için

∫

λXdc = λ

∫

Xdc ve

∫

(X +m)dc =

∫

Xdc+m

dir. Dahas�, Y ≥ X için

∫

Y dc ≥
∫

Xdc

olur. Sonuç olarak, kayb�n Choquet integrali,

ρ(X) :=

∫

(−X)dc,
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X üzerinde pozitif homojen parasal risk ölçüsüdür. Bölüm 9'da, komonotonluk

tan�m�n� kullanarak bunlar� karakterize edee§iz. ρ'nun konveks ve dolay�s�yla tutarl�

olmas� için gerek ve yeter ko³ulun c'nin altmodüler (submodular) veya 2'li de§i³en

(2-alternating) yani; A,B ∈ F için

c(A ∩ B) + c(A ∪ B) ≤ c(A) + c(B)

olaa§�n� da gösteree§iz. Bu durumda, ρ ;

ρ(X) := max
Q∈Qc

EQ[−X ] (3.12)

³eklini al�r ki burada, tüm A ∈ F 'ler için Q[A] ≤ c(A) olmak üzere, Q : F →
[0, 1] tüm sonlu toplamsal ve normalle³tirilmi³ küme fonksiyonlar�n�n s�n�f� olarak

tan�mlanan Qc ; c'nin çekirde§idir. Teorem 9.31'e bak�n�z.

Sonraki iki bölümde, sistematik biçimde ortaya ç�kan tutarl� ve konveks risk

ölçüleri için (3.9), (3.12) veya (3.10) ³eklinin nas�l temsil edildi§ini gösteree§iz.
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4. KONVEKS R�SK ÖLÇÜLER�N�N GÜÇLÜ TEMS�L�

Konveks risk ölçülerine genelle³tirme Heath [21℄, Heath ve Ku [22℄, Föllmer ve

Shied [17℄ ve Frittelli ve Rosazza Gianin [19℄ taraf�ndan bahsedilen yay�nlar�nda bir-

birinden ba§�ms�z ³ekillerde verilmi³tir. Bu bölümdeki güçlü temsil teoremi Föllmer

[18℄'den al�nm�³t�r. Bu konu ile ilgili daha fazla bilgi için Kratshmer [23℄'e bak�la-

bilir.

X , (Ω,F ) ölçülebilir uzay� üzerinde tüm s�n�rl� ölçülebilir fonksiyonlar�n kümesi

olsun. Bu durumda supremum normuna göre bir Banah uzay�d�r. (Ω,F ) üzerindeki

tüm olas�l�k ölçülerinin kümesi M1 := M1(Ω,F ) ve Q[ Ω ] = 1 olaak ³ekilde

normalle³tirilmi³ olan Q : F → [0, 1] sonlu toplamsal küme fonksiyonlar�n�n kümesi

de M1,f := M1,f(Ω,F ) ile verilsin. Q ∈ M1,f 'ye göre, X 'in integralini EQ[X ] ile

gösteree§iz.

Önerme 4.10. Bir ρ : X → R fonksiyonelinin tutarl� risk ölçüsü olmas� için gerek

ve yeter ko³ul X ∈ X için

ρ(X) = sup
Q∈Q

EQ[−X ] (4.1)

olaak ³ekildeki M1,f 'in bir Q alt kümesinin var olmas�d�r.

Q, (4.1)'de elde edilen supremum için bir konveks küme olarak seçilebilir.

Bu bölümdeki ilk ama�m�z, konveks risk ölçüleri için bu sonuun bir benzerini

elde etmektir. �kini ama�m�z; bir risk ölçüsünün σ toplamsal olas�l�k ölçüleri insin-

den ifade edilmesini garantileyen kriter elde etmektir.

α : M1,f → R ∪ {+∞},
inf

Q∈M1,f

α(Q) ∈ R

³art�n� sa§layan herhangi bir fonksiyonel olsun. Her bir Q ∈ M1,f fonksiyoneli için

X 7→ EQ[−X ]− α(Q), X üzerinde konveks, monoton ve nakit de§i³mezidir ve bu

üç özellik, Q ∈ M1,f üzerinde supremum al�nd�§�nda korunur. Bu nedenle,

ρ(X) := sup
Q∈M1,f

(EQ[−X ]− α(Q)) (4.2)

X üzerinde

ρ(0) = − inf
Q∈M1,f

α(Q)
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³art�n� sa§layan bir konveks risk ölçüsü tan�mlar. α fonksiyoneli, M1,f üzerinde ρ

için bir eza fonksiyonu (penalty funtion) olarak adland�r�l�r ve ρ, M1,f üzerinde

α ile temsil edilir.

Teorem 4.15. X ∈ X olmak üzere, X üzerinde herhangi bir ρ konveks risk ölçüsü

ρ(X) = max
Q∈M1,f

(EQ[−X ]− αmin(Q)) (4.3)

³eklindedir ki burada, αmin eza fonksiyonudur, Q ∈ M1,f için

αmin(Q) := sup
x∈Aρ

EQ[−X ]

dir. Dahas�, αmin, ρ'yu temsil eden minimal eza fonksiyonudur yani, Q ∈ M1,f

olmak üzere, (4.2)'yi sa§layan herhangi bir α eza fonksiyonu için α(Q) ≥ αmin(Q)

olur.

Kan�t. Birini ad�mda, tüm X ∈ X 'ler için

ρ(X) ≥ sup
Q∈M1,f

(EQ[−X ]− αmin(Q))

oldu§unu gösterelim. (3.1)'den X
′

:= ρ(X) + X ∈ Aρ oldu§unu hat�rlayal�m. Bu

nedenle tüm Q ∈ M1,f 'ler için

αmin(Q) ≥ EQ[−X
′

] = EQ[−X ]− ρ(X)

tir. Buradan iddiam�z ç�kar.

Verilen bir X için öneki ad�mdakine benzer ³ekilde (4.3)'ü kan�tlayaak olan

ρ(X) ≤ EQX
[−X ]− αmin(QX)

olaak ³ekilde bir QX ∈ M1,f bulaa§�z. ρ(X) = 0'� sa§layan X ∈ X için nakit

de§i³mezli§inden bu kan�tlan�r. Üstelik, genelli§i bozmadan ρ(0) = 0 kabul edebili-

riz. Bo³tan farkl�

B := {Y ∈ X | ρ(Y ) < 0}
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konveks kümesi X 'i içermez. Bu yüzden, Yard�m� Teorem 3.7'den B aç�kt�r, Teo-

rem 2.8 ifadesindeki ay�rma teoremine ba³vurabiliriz.

ℓ(X) ≤ inf
Y ∈B

ℓ(Y ) =: b

olaak ³ekildeki X üzerinde s�f�rdan farkl� bir ℓ sürekli lineer fonksiyoneli bunu sa§lar.

Y ≥ 0 ise ℓ(Y ) ≥ 0 oldu§unu iddia ediyoruz. ρ'nun monotonlu§u ve nakit

de§i³mezli§inden herhangi bir λ > 0 için 1 + λ · Y ∈ B sa§lan�r. Dolay�s�yla, tüm

λ > 0'lar için

ℓ(X) ≤ ℓ(1 + λ · Y ) = ℓ(1) + λ · ℓ(Y )

dir ki bu, ℓ(Y ) < 0 ise do§ru olmayabilir.

Sonraki iddiam�z ℓ(1) > 0. ℓ kendili§inden yok olmad�§�ndan, 0 < ℓ(Y ) =

ℓ(Y +) − ℓ(Y −) olaak ³ekilde bir Y var olmal�d�r. Genelli§i bozmadan ‖Y ‖ < 1

oldu§unu varsayal�m. ℓ'nin poziti�i§inden ℓ(Y +) > 0 ve ℓ(1 − Y +) ≥ 0 sa§lan�r.

Dolay�s�yla ℓ(1) = ℓ(1− Y +) + ℓ(Y +) > 0'd�r.

Öneki iki ad�m ve Teorem 2.7'den, tüm Y ∈ X 'ler için

EQX
[ Y ] =

ℓ(Y )

ℓ(1)

³art�n� sa§layan bir QX ∈ M1,f vard�r sonuuna ula³�r�z. Dikkat edersek B ⊂
Aρ'dur, bu nedenle

αmin(QX) = sup
Y ∈Aρ

EQX
[−Y ] ≥ sup

Y ∈B

EQX
[−Y ] = − b

ℓ(1)

olur.

Di§er taraftan, herhangi bir Y ∈ Aρ ve her bir ε > 0 için Y + ε ∈ B'dir. Bu da

asl�nda αmin(QX)'in −b/ℓ(1)'e e³it oldu§unu gösterir. Bunun sonuunda

EQX
[−X ]− αmin(QX) =

1

ℓ(1)
(b− ℓ(X)) ≥ 0 = ρ(X)

ç�kar. Dolay�s�yla, QX istenildi§i gibidir ve (4.3) gösteriminin kan�t� tamamlan�r.

Sonuç olarak α, ρ için herhangi bir eza fonksiyonu olsun. Her QX ∈ M1,f ve
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X ∈ X için

ρ(X) ≥ EQ[−X ]− α(Q)

dir ve dolay�s�yla

α(Q) ≥ sup
X∈X

(EQ[−X ]− ρ(X))

≥ sup
X∈Aρ

(EQ[−X ]− ρ(X))

≥ αmin(Q)

(4.4)

olur. Sonuç olarak , α ≥ αmin olur.

Uyar� 4.3. (a) (4.4)'te α = αmin al�rsak, (4.4)'teki tüm e³itsizlikler özde³lik ol-

mal�d�r. Sonuç olarak; αmin minimal eza fonksiyonu için a³a§�daki alternatif

formülü elde ederiz:

αmin(Q) = sup
X∈X

(EQ[−X ]− ρ(X)) (4.5)

(b) αmin, M1,f üzerindeki a�n sürekli fonksiyonlar�n supremumu olur. Bu yüzden

Tan�m 2.11'de tan�mland�§� gibi M1,f üzerinde toplam de§i³im uzakl�§� için,

αmin'in konveks ve alttan yar� sürekli oldu§una dikkat ediniz.

() Verilen bir A ⊂ X için ρ'nun, ρ := ρA ile tan�mland�§�n� varsayal�m. αmin;

A insinden a³a§�daki ³ekilde belirlenir: Her Q ∈ M1,f için

αmin(Q) = sup
X∈A

EQ[−X ].

Buradan, ∀ε > 0 için X ∈ A oldu§unda, ε+X ∈ Aρ oldu§u sonuu ç�kar.

Uyar� 4.4. (4.5) e³itli§i X Banah uzay� üzerindeki ρ konveks fonksiyonunun Fenhel-

Legendre formuna veya e³lenik fonksiyonuna kar³�l�k gelen αmin eza fonksiyonunu

gösterir. Q ∈ M1,f için ℓQ(X) = EQ[−X ] ³eklinde verilen ℓQ ∈ X ′

olsun. X 'in X ′

dualinde

ρ∗(ℓ) = sup
X∈X

(ℓ(X)− ρ(X))

³eklinde tan�mlanan

ρ∗ : X ′ → R ∪ {+∞}
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için

αmin(Q) = ρ∗(ℓQ) (4.6)

olur. Bu, Teorem 4.15'in kan�t�n�n bir alternati�ni akla getirir. Önelikle, Teo-

rem 2.7'de X ′

'nün, sonlu toplam de§i³im ile sonlu toplamsal küme fonksiyonlar�n�n

ba := ba(Ω,F ) uzay� ile tan�mlanabildi§ine dikkat edelim. Dahas�, ρ, σ(X ,X ′

) zay�f

topolojisine göre alttan yar� süreklidir, çünkü herhangi bir {ρ ≤ c} kümesi Yard�m�

Teorem 3.7 yüzünden konveks, kuvvetli kapal�d�r ve bu nedenle Teorem 2.10'dan za-

y�f kapal�d�r. Sonuç olarak, Teorem 2.11'de belirtildi§i gibi e³lenik fonksiyonlar için

genel ikilik teoremi (duality theorem),

ρ∗∗ = ρ

yu sa§lar, ki burada ρ∗∗, ρ∗'nun e³lenik fonksiyonunu (onjugate funtion) belirtir

yani,

ρ(X) = sup
ℓ∈ba

(ℓ(X)− ρ∗(ℓ)) (4.7)

dir.

�kini ad�mda, Teorem 4.15'in kan�t�n�n ikini bölümündeki iddialar� kullanarak

ρ∗(ℓ) <∞ olaak ³ekildeki herhangi bir ℓ ∈ X ′

= ba için ρ'nun monotonlu§unun ve

nakit de§i³mezli§inin ℓ ≤ 0 ve ℓ(1) = −1'i gerektirdi§i görülebilir. −ℓ'yi Q ∈ M1,f

ile tan�mlay�p (4.6) e³itli§ini kullan�rsak (4.7)'nin,

ρ(X) = sup
Q∈M1,f

(EQ[−X ]− αmin(Q))

³eklinde ifade edildi§ini görürüz. Bu supremum de§erini veren maksimal bir

Q ∈ M1,f vard�r. Gerçekten Teorem 2.12'de belirtilen Banah-Alao§lu teoremi

nedeniyle, M1,f , X ′

= ba'da zay�f∗(weak) kompaktt�r ve bu yüzden üstten yar� sürekli

Q 7→ (EQ[−X ]− αmin(Q)) fonksiyoneli, M1,f üzerinde maksimum de§eri al�r.

Bir Q ⊂ M1,f kümesi ara�l�§�yla bir ρ tutarl� risk ölçüsünün, X ∈ X için,

ρ(X) = sup
Q∈Q

EQ[−X ] (4.8)
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temsilini dü³ünelim. Ceza fonksiyonunu

α(Q) =







0 ;Q ∈ Q
+∞ ;Di§er Durumlarda

³eklinde al�rsak, bu eza fonksiyonuna kar³�l�k gelen risk (4.8)'e denktir. A³a§�daki

sonuç; bir tutarl� risk ölçüsünün minimal eza fonksiyonunun, her zaman bu tipte

oldu§unu gösterir.

Sonuç 4.1. Bir ρ tutarl� risk ölçüsünün minimal eza fonksiyonu αmin, yaln�za 0

ile +∞ de§erlerini al�r. Özellikle (4.8) e³itli§ini sa§layan en geni³

Qmax := {Q ∈ M1,f |αmin(Q) = 0}

konveks kümesi için,

ρ(X) = max
Q∈Qmax

EQ[−X ]

olur.

Kan�t. Önerme 3.8'den, bir tutarl� risk ölçüsünün Aρ kabul kümesinin bir koni

oldu§unu hat�rlay�n. Dolay�s�yla, her Q ∈ M1,f ve λ > 0 için minimal eza fonksi-

yonu

αmin(Q) = sup
X∈Aρ

EQ[−X ] = sup
λ·X∈Aρ

EQ[−λ ·X ] = λ · αmin(Q)

yu sa§lar. Sonuç olarak, αmin sadee 0 ve +∞ de§erlerini al�r.

(4.2) gösteriminde olu³an α eza fonksiyonu tek de§ildir. Buna ek olarak; konveks

bir risk ölçüsünü, minimal olmayan bir eza fonksiyonu ile ifade etmek genellikle

daha uygundur. Minimal eza fonksiyonu, belirli sonlu toplamsal küme fonksiyonlar�

için sonlu olabilirken ba³ka bir α, Örnek 3.2 durumunda oldu§u gibi, sadee olas�l�k

ölçüleri üzerine tan�ml�d�r. Bu tipin ba³ka durumu, konveks risk ölçülerinin bir

ailesinin supremumu olarak olu³turulan risk ölçüleri için ortaya ç�kar.

Önerme 4.11. Varsayal�m ki bir I indeks kümesindeki her i için X üzerinde αi

eza fonksiyonu ile ili³kili, bir ρi konveks risk ölçüsü verilsin. supi∈I ρi(0) <∞ ise

Q ∈ M1,f için,

α(Q) := inf
i∈I

αi(Q)
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eza fonksiyonuna sahip bir konveks risk ölçüsü X ∈ X için,

ρ(X) := sup
i∈I

ρi(X)

ile ifade edilebilir.

Kan�t. ρ(0) = sup
i∈I

ρi(0) <∞ ko³ulu, ρ'nun sadee sonlu de§erler almas�n� gerektirir.

Dahas�,

ρ(X) = sup
i∈I

sup
Q∈M1,f

(EQ[−X ]− αi(Q))

= sup
Q∈M1,f

(EQ[−X ]− inf
i∈I

αi(Q))

d�r ve iddia sonuçlan�r.

A³a§�da, özellikle σ-toplamsal olas�l�k ölçüleri insinden temsil edilebilen konveks

risk ölçüleriyle ilgilenileektir. Böyle bir ρ risk ölçüsü, M1 := M1(Ω,F ) kümesinin

d�³�nda sonsuz olan bir eza fonksiyonu taraf�ndan

ρ(X) = sup
Q∈M1

(EQ[−X ]− α(Q)) (4.9)

³eklinde ifade edilebilir. Bu durumda art�k yukar�daki supremumun elde edilmesi

beklenemez. Bu, Örnek 3.2'de X 'in in�mumu almad�§� durum için gösterilmi³tir.

Olas�l�k ölçüleri aç�s�ndan (4.9) gösterimi, ρ'nun baz� süreklilik özellikleri ile il-

gilidir. Önelikle "üstten süreklilik" için gerekli bir ko³ulu ineleyelim.

Yard�m� Teorem 4.8. M1 üzerinde (4.9)'un gösterimini sa§layan bir konveks

risk ölçüsü üstten süreklidir. Yani,

Xn ց X =⇒ ρ(Xn) ր ρ(X) (4.10)

olur. (Burada ρ(Xn)'in ρ(X)'e artarak yak�nsmas�n�n sebebi ρ'nun monotonlu§udur.)

Dahas�, üstten süreklilik; s�n�rl� noktasal yak�nsakl�§a göre, alttan yar� süreklili§e

denktir: (Xn), X 'de, X ∈ X 'e noktasal yak�nsayan bir s�n�rl� dizi ise;

ρ(X) ≤ lim inf
n↑∞

ρ(Xn) (4.11)

dir.
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Kan�t. Önelikle, (4.11) varsay�m� alt�nda ρ'nun, olas�l�k ölçüleri aç�s�ndan bir gös-

terime sahip oldu§unu gösterelim. Bask�n yak�nsakl�k teoremi, her bir Q ∈ M1 için

EQ[Xn] → EQ[X ]'i gerektirir. Dolay�s�yla,

ρ(X) = sup
Q∈M1

(lim
n↑∞

EQ[−Xn]− α(Q))

≤ lim inf
n↑∞

sup
Q∈M1

( EQ[−Xn]− α(Q))

= lim inf
n↑∞

ρ(Xn)

olur. (4.11) ve (4.10)'un denkli§ini göstermek için önelikle (4.11)'i varsayal�m.

Xn ց X ve monotonluktan, her bir n için ρ(Xn) ≤ ρ(X) ise, ρ(Xn) ր ρ(X)'tir.

�imdi ρ'nun üstten sürekli oldu§unu varsayal�m. Xn, X 'te, X 'e noktasal yak�n-

sayan s�n�rl� bir dizi olsun. Ym := supn≥mXn ∈ X tan�mlayal�m. Sonra Ym, P -hhk

olarak X 'e azalarak yak�nsar. Bu nedenle monotonluktan, (4.10) sa§lan�r ve

lim inf
n↑∞

ρ(Xn) ≥ lim
n↑∞

ρ(Yn) = ρ(X)

tir.

A³a§�daki önerme, ρ için herhangi bir eza fonksiyonunun olas�l�k ölçülerinin

M1 kümesi üzerinde yo§unla³mas�n� garantileyen güçlü bir yeterli ³art vereektir.

Bu ko³ul üstten yerine "alttan süreklilik"tir, Bölüm 11'de örneklerin bir bölümünü

göree§iz.

Önerme 4.12. ρ,

Xn ր X =⇒ ρ(Xn) ց ρ(X)

alttan sürekli olan bir konveks risk ölçüsü olsun ve M1,f üzerinde temsil edilen ρ'nun,

herhangi bir α eza fonksiyonu oldu§unu varsayal�m. α, olas�l�k ölçülerinin M1 s�n�f�

üzerinde yo§unla³t�r�lm�³t�r yani

α(Q) <∞ =⇒ Q bir σ-toplamsald�r.

Kan�t. Q'nun σ-toplamsal olmas� için gerek ve yeter ³art,

⋃

nAn = Ω olaak ³e-

kildeki An ∈ F olaylar�n�n herhangi bir artan dizisi için Q[An] ր 1 olmas�d�r.
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Bu nedenle, Xn := IAn al�rsak, a³a§�daki Yard�m� Teorem 4.9'dan varsay�m�m�z

sa§lan�r.

Yard�m� Teorem 4.9. ρ, M1,f üzerinde α eza fonksiyonu taraf�ndan temsil

edilen, X üzerinde bir konveks risk ölçüsü olsun ve c > −ρ(0) = infQ∈M1,f
α(Q)

için

Λc := {Q ∈ M1,f | α(Q) ≤ c}

seviye kümelerini dü³ünelim. 0 ≤ Xn ≤ 1 olaak ³ekildeki herhangi bir (Xn) dizisi

için, a³a§�daki iki ko³ul denktir:

(a) Her bir λ ≥ 1 için ρ(λXn) −→ ρ(λ)

(b) Tüm c > −ρ(0) için inf
Q∈Λc

EQ[Xn] −→ 1

Kan�t. (a) ⇒ (b) : �lk ad�mda, her Y ∈ X ve her λ > 0 için

inf
Q∈Λc

EQ[Y ] ≥ −c+ ρ(λY )

λ
(4.12)

oldu§unu gösterelim. Asl�nda, α, ρ'yu temsil etti§inden Q ∈ Λc için

c ≥ α(Q) ≥ EQ[−λY ]− ρ(λY )

elde ederiz. Bu ifadenin −λ ile bölümü (4.12)'yi sa§lar.

�imdi (a)'y� sa§layan bir Xn dizisini dü³ünelim. (4.12)'den her λ ≥ 1 için

lim inf
n↑∞

inf
Q∈Λc

EQ[Xn] ≥ lim
n↑∞

c+ ρ(λXn)

λ
= 1− c+ ρ(0)

λ

d�r.

λ→ ∞ al�rsak, Xn ≤ 1 varsay�m� (b)'yi sa§lar.

(b) ⇒ (a) : Her n için,

ρ(λ) ≤ ρ(λXn) = sup
Q∈M1,f

(EQ[−λXn]− α(Q))

oldu§u aç�kt�r.

41



Her Q için EQ[−λXn] ≤ 0 oldu§undan

c := 1− ρ(λ) = 1 + λ− ρ(0)

olarak seçersek, sa§daki supremuma, sadee α(Q) ≤ c olaak ³ekildeki Q'lar etki

eder. Dolay�s�yla her n için

ρ(λXn) = sup
Q∈Λc

(EQ[−λXn]− α(Q))

d�r. Anak (b) ko³ulu, Q ∈ Λc'de düzgün olarak EQ[−λXn] → −λ yak�nsamas�n�

sa§lar ve bu yüzden (a) ortaya ç�kar.

Uyar� 4.5. ρ, alttan sürekli olan bir konveks risk ölçüsü olsun. Önerme 4.12 ve

Yard�m� Teorem 4.8'i birlikte ele ald�§�m�zda görülebilee§i gibi ρ, ayr�a üstten

süreklidir. Sonuç olarak, X'e noktasal olarak yak�nsayan X 'te her (Xn) s�n�rl� dizisi

için ρ(Xn) −→ ρ(X) do§rudan elde edebilee§imiz bir sonuç olur.

Örnek 4.8. R'de bir u fayda fonksiyonunu, Q ∈ M1,f(Ω,F ) bir olas�l�k ölçüsünü

ve sabit bir c ∈ R alt s�n�r�n� dü³ünelim. Örnek 3.4'te oldu§u gibi, EQ[u(X)] bek-

lenen faydas�, u(c) taraf�ndan alttan s�n�rl� oldu§unda, bir X durumunun kabul

edilebilir oldu§unu varsayal�m. Bunun yerine, konveks artan kay�p fonksiyonunu

ℓ(x) = −u(−x) ³eklinde ve x0 := −u(c) oldu§unda kabul edilebilir durumlar�n kon-

veks kümesini

A := { X ∈ X | EQ[ ℓ(−X) ] ≤ x0 }

³eklinde tan�mlayabiliriz. ρ := ρA , A taraf�ndan verilen konveks risk ölçülerini

simgelesin. Bölüm 11'de, ρ'nun üstten sürekli oldu§unu gösteree§iz ve ρ'nun mini-

mal eza fonksiyonu için bir formül üretee§iz.

Bu bölümün geri kalan� için, Ω'n�n bir ayr�k metrik uzay ve F 'nin Borel kümelerinin

σ-ebiri oldu§unu varsayaa§�z. Önesinde oldu§u gibi, X , (Ω,F ) üzerindeki tüm

s�n�rl� ölçülebilir fonksiyonlar�n lineer uzay�d�r. Ω üzerinde, s�n�rl� sürekli fonksiy-

onlar�n alt uzay�n� Cb(Ω) simgesiyle gösterelim ve konveks risk ölçülerinin Cb(Ω)

üzerindeki fonksiyoneller olarak görüldü§ü gösterimler üzerine odaklanal�m.
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Önerme 4.13. ρ, X üzerinde bir konveks risk ölçüsü olsun. Öyle ki;

Cb(Ω)'da λ > 0 sabit rassal de§i³kenine artarak yak�nsayan herhangi bir (Xn)

dizisi için ρ(Xn) ց ρ(λ) olsun.

(4.13)

O halde, M1 üzerinde, X ∈ Cb(Ω) için

ρ(X) = max
Q∈M1

(EQ[−X ]− α(Q)) (4.14)

olaak ³ekilde bir α eza fonksiyonu vard�r. Gerçekten,

α(Q) := inf{ Cb(Ω)' da αmin(Q̃)EQ̃[ · ] = EQ[ · ] } (4.15)

olarak al�nabilir.

Kan�t. αmin, M1,f 'de ρ'nun minimal eza fonksiyonu olsun. αmin(Q̃) <∞'u sa§layan

herhangi bir Q̃ için, her X ∈ Cb(Ω) olmak üzere EQ̃[X ] = EQ[X ] olaak ³ekilde bir

Q ∈ M1 var oldu§unu gösterelim. Bir Y ∈ Cb(Ω)'ya artan, Cb(Ω)'da bir (Yn) dizisi

alal�m ve her n için Xn := 1 + δ(Yn − Y ) ≥ 0 olaak ³ekilde δ > 0 seçelim. Gerçek-

ten Yard�m� Teorem 4.9'dan Xn, (a) ko³ulunu sa§lar ve dolay�s�yla EQ̃[Xn] → 1'dir

yani

EQ̃[Yn] ր EQ̃[Y ]

dir.

Cb(Ω) üzerindeki EQ̃[ · ] lineer fonksiyonelinin bu süreklilik özelli§i, Daniel-Stone

temsil teoreminden ( [15℄'te Teorem 4.5.2), bir σ-toplamsal ölçüye göre Cb(Ω) üzerin-

de bir integralle ifade edilebilir. Bunun için α'y�, (4.15)'teki gibi almam�z yeterlidir.

Uyar� 4.6. Ω kompakt ise, herhangi bir konveks risk ölçüsü Cb(Ω) = C(Ω) uzay�

üzerinde (4.14)'teki gibi bir gösterime sahiptir. (4.13) ko³ulu için Dini'nin lem-

mas�n� ( [16℄) hat�rlayal�m: Kompakt bir küme üzerinde, artan sürekli fonksiyonlar�n

bir Xn dizisi, bir X sürekli fonksiyonuna yak�ns�yorsa, bu yak�nsama düzgündür.

Gerçekten, Kn := {ω ∈ Ω : Xn(ω) ≥ X(ω)− ε} kompakt kümeleri

⋂

nKn = ∅'yi
sa§lar, dolay�s�yla bir n0 için Kn0

= ∅'dir. Çünkü Yard�m� Teorem 3.7'den ρ, C(Ω)
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üzerinde Lipshitz süreklidir ve (4.13) ko³ulunu sa§lar.

Alternatif olarak, α'y� Uyar� 4.4'teki gibi Fenhel-Legendre dönü³ümünün genel

duallik teoremini uygulayarak elde edersek, (4.14) gösterimine ula³�r�z. Burada C(Ω)

üzerinde pozitif ve normal herhangi bir ℓ fonksiyoneli için ℓ(X) = EQ[X ] yaz�m�n�

sa§layaak ³ekilde en az bir Q ∈ M1 olas�l�k ölçüsü oldu§una dikkat etmeliyiz.

(Teorem 2.6'da görünüz)

Tan�m 4.19. X üzerinde bir ρ konveks risk ölçüsü, her λ ≥ 1 için

ρ(λ · IKn) −→ ρ(λ)

y� sa§layan Ω'n�n kompakt alt kümelerinin K1 ⊂ K2 ⊂ ... artan bir dizisi varsa, s�k�

(tight) olarak adland�r�l�r. Ω kompakt ise, her konveks risk ölçüsü s�k� olur.

Önerme 4.14. X üzerinde ρ konveks risk ölçüsünün s�k� oldu§unu varsayal�m. O

halde (4.13) sa§lan�r ve Önerme 4.13'nin sonuu geçerlidir. Dahas�, Ω bir Polish

uzay� ve M1 üzerindeki bir α eza fonksiyonu, X ∈ Cb(Ω) için

ρ(X) = sup
Q∈M1

(EQ[−X ]− α(Q))

³art�n� sa§l�yorsa, Λc = {Q ∈ M1|α(Q) ≤ c} seviye kümeleri, M1 üzerine indirgenen

topolojiye göre kompaktt�r.

Kan�t. Önelikle (4.13)'ü gösterelim. Xn ր λ > 0 olaak ³ekilde Xn ∈ Cb(Ω)

varsayal�m. Genelli§i bozmadan ρ'nun normalle³tirilmi³ oldu§unu kabul edebiliriz.

Konvekslik ve normalle³tirme (ρ(0) = 0); c, 1'den daha büyük key� bir sabit ol-

mak üzere, her λ ≥ c için sa§lanmakla birlikte her λ > 0 için (4.13) ko³ulunun

sa§lanmas�n� garantiler. Bu nedenle, ρ'nun nakit de§i³mezli§i, genelli§i bozmadan

her n için varsay�mdaki Xn ≥ 0'�n varl�§�n� gerektirir. Sonuç olarak ε ∈ (0, λ − 1)

ald�§�m�zda ρ(Xn) ≤ ρ(λ) + 2ε oldu§unu göstermeliyiz.

Varsay�mdan;

ρ((λ− ε)IKn) ≤ ρ(λ− ε) + ε = ρ(λ) + 2ε

olaak ³ekilde bir kompakt Kn kümesi vard�r. Uyar� 4.6'da Dini'nin lemmas�ndan
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hat�rlanaa§� gibi her n ≥ n0 için Kn üzerinde λ− ε ≤ Xn olaak ³ekilde bir n0 ∈ N

vard�r. Sonuç olarak monotonluk,

ρ(Xn) ≤ ρ((λ− ε)IKn) ≤ ρ(λ) + 2ε

u gerektirir.

Λc'nin göreeli kompaktl�§�n� kan�tlamak ama�yla, her c > −ρ(0) için

inf
Q∈Λ̃c

Q[ Kε ] ≥ 1− ε(c+ ρ(0) + 1)

olmak üzere, herhangi bir ε > 0 için bir Kε ⊂ Ω kompakt kümesinin var oldu§unu

gösteree§iz.

Λc'nin göreeli kompaktl�§�, M1'deki zay�f kompakt kümeler için Prohorov'un

karakterizasyonunun bir sonuu olaakt�r. Ω'n�n topolojisini olu³turan bir δ tam

metri§ini ve bir say�labilir yo§un {w1, w2, ...} ⊂ Ω kümesini belirleyelim. r > 0 için,

Ω'da ∆r
i sürekli fonksiyonlar�n�

∆r
i (w) := 1− δ(w,wi) ∧ r

r

³eklinde tan�mlar�z. ∆r
i fonksiyonu

B̄r(wi) := {w ∈ Ω | δ(w,wi) ≤ r}

kapal� metrik yuvar�n�n karakteristik fonksiyonu ile üstten s�n�rl�d�r.

Xr
n(w) := max

i≤n
∆r
i (w)

olsun. Aç�kças�, Xr
n süreklidir ve n ↑ ∞ için 0 ≤ Xr

n ≤ 1 ile birlikte Xr
n ր 1'i sa§lar.

(4.12)'ye göre, her λ > 0 için

inf
Q∈Λc

Q

[

n
⋃

i=1

B̄r(wi)

]

≥ inf
Q∈Λc

EQ[X
r
n] ≥ −c+ ρ(λXr

n)

λ

yazabiliriz.
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�imdi λk := 2k/ε ve rk := 1/k alal�m. Bu kan�t�n ilk k�sm� ve (4.13),

ρ(λkX
rk
nk
) ≤ ρ(λk) + 1 = −λk + 1

olaak ³ekilde nk ∈ N'nin varl�§�n� sa§lar ve dolay�s�yla

sup
Q∈Λc

Q

[

nk
⋂

i=1

Ω\B̄rk(wi)

]

≤ c+ 1

λk
= ε2−k(c+ 1)

dir.

Kε :=

∞
⋂

k=1

nk
⋃

i=1

B̄rk(wi)

alal�m. O halde her bir Q ∈ Λc için

Q[ Kε ] = 1−Q

[

∞
⋃

k=1

nk
⋂

i=1

Ω\B̄rk(wi)

]

≥ 1−
∞
∑

k=1

ε2−k(c+ 1)

= 1− ε(c+ 1)

dir. Kε kapal�, tamamen s�n�rl� ve bu nedenle kompaktt�r. Bu durumun k�sa bir

kan�t� a³a§�da belirtildi§i gibidir: (xj), Kε'da bir dizi olsun. (xj)'nin bir yak�nsak

alt diziye sahip oldu§unu göstermeliyiz. Her bir k için B̄rk(w1), ..., B̄rk(wnk
) ile Kε

kapal� oldu§undan, B̄rk(wik)'da yeterine çok xj'yi içeren bir ik ≤ nk vard�r. Kö³e-

genle³tirme iddias�, bir B̄rk(wik)'da her bir k'y� içine alan, bir tek (xj′ ) alt dizisini

sa§lar. Bu nedenle, (xj′ ) δ tam metri§ine göre bir Cauhy dizisidir ve dolay�s�yla,

bir w ∈ Ω eleman�na yak�nsar.

Uyar� 4.7. (4.14) gösteriminin, Cb(Ω)'dan tüm s�n�rl� ölçülebilir fonksiyonlar�n X
uzay�na geni³letilemez oldu§una dikkat ediniz. Ω'n�n kompakt olup sonlu olmad�§�n�

dü³ünelim, böylee Uyar� 4.6'da aç�kland�§� gibi (4.13) ko³ulu sa§lan�r. M1'e ait

olmayan bir sonlu toplamsal Q0 ∈ M1,f vard�r; Örnek 2.1'de görünüz. Önerme

4.13'nin kan�t�, X ∈ Cb(Ω) için EQ̃[−X ]'e denk gelen ρ(X) := EQ0
[−X ] ³eklinde

tan�mlanan bir ρ tutarl� risk ölçüsü olaak ³ekilde bir Q̃ ∈ M1'in var oldu§unu
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gösterir. Ama ρ, her X ∈ X için

ρ(X) = sup
Q∈M1

(EQ[−X ]− α(Q))

³eklinde gösterilemez. Asl�nda, bu, Q ∈ M1 ve bir X ∈ X için

EQ0
[X ] = ρ(X) = sup

Q∈M1

(EQ[−X ]− α(Q))

EQ0
[X ] ≥ EQ[−X ]− α(Q)

oldu§undan,

α(Q) ≥ EQ0
[X ]− EQ[X ]

i gerektirir, dolay�s�yla bir Q ∈ M1 için α(Q) = ∞'dur.
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5. L∞
ÜZER�NDE KONVEKS R�SK ÖLÇÜLER�

Bu bölümde L∞
'daki temsil teoremi Delbaen [9℄, [10℄ taraf�ndan geli³tirilmi³tir.

Uyar� 4.4 ve 5.8'de aç�klanan genel duallik teorisiyle ba§lant�s� için [9℄, [10℄, [19℄,

[20℄'e bak�labilir.

Tezin kalan� için, (Ω,F ) üzerinde belirli bir P olas�l�k ölçüsü alal�m ve P -hhk

olmak üzere

X = Y ise ρ(X) = ρ(Y ) (5.1)

³eklindeki ρ risk ölçüsünü dü³ünelim.

Bu bölümde sadee P 'nin gözard� edilebilir (null) kümeleri dikkate al�naakt�r.

Yard�m� Teorem 5.10. ρ, (5.1)'i sa§layan ve (4.2)'deki gibi bir α eza fonksiyonu

ile temsil edilen bir konveks risk ölçüsü olsun. O halde, P 'ye göre kesin sürekli

olmayan bir Q ∈ M1,f(Ω,F) için α(Q) = +∞'dur.

Kan�t. Q ∈ M1,f(Ω,F ), P 'ye göre kesinlikle sürekli de§ilse, Q[A] > 0 ama P [A] = 0

olaak ³ekilde A ∈ F vard�r. Bir X ∈ Aρ alal�m ve Xn := X − nIA tan�mlayal�m.

O halde ρ(Xn) = ρ(X)'tir yani Xn yine Aρ'nun içindedir. Sonuç olarak,

α(Q) ≥ αmin(Q) ≥ EQ[−Xn] = EQ[−X ] + nQ[ A ] −→ ∞

dur.

(5.1)'in �³�§�nda X 'i, L∞ := L∞(Ω,F , P ) Banah uzay� ile tan�mlayabiliriz. ρ'ya

göre kesinlikle sürekli olan, (Ω,F ) üzerinde tüm olas�l�k ölçülerinin kümesi

M1(P ) := M1(Ω,F , P )

ile gösterilsin. Yard�m� Teorem 5.10'dan olas�l�k ölçüleri üzerinde ve dolay�s�yla

M1(P ) üzerinde yo§unla³m�³ bir eza fonksiyonu ile gösterilebilen L∞
üzerindeki

konveks risk ölçüleri a³a§�daki teoremle gösterilir.

Teorem 5.16. ρ : L∞ → R'nun bir konveks risk ölçüsü oldu§unu varsayal�m. Bu

durumda a³a§�daki ko³ullar denktir:

(a) ρ, M1(P ) üzerinde bir eza fonksiyonu ile temsil edilebilir.
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(b) ρ, αmin minimal eza fonksiyonunun M1(P )'ye k�s�tlanmas� ile temsil edilebilir:

X ∈ L∞
için

ρ(X) = sup
Q∈M1(P )

(EQ[−X ]− αmin(Q)) (5.2)

olur.

() ρ, üstten süreklidir: P -hhk olmak üzere, Xn ց X ise, ρ(Xn) ր ρ(X)'tir.

(d) ρ'nun "Fatou özelli§i" vard�r: Herhangi bir X'e P -hhk olmak üzere, yak�nsak

bir s�n�rl� (Xn) dizisi için

ρ(X) ≤ lim inf
n↑∞

ρ(Xn)

dir.

(e) ρ, σ(L∞, L1) zay�f ∗
toplojisi için alttan süreklidir.

(f) ρ'nun Aρ kabul kümesi L∞
'da zay�f

∗
kapal�d�r, yani Aρ, σ(L

∞, L1) topolojisine

göre kapal�d�r.

Kan�t.

(f) ⇒ (b): Bir X ∈ X belirleyelim ve

m = sup
Q∈M1(P )

(EQ[−X ]− αmin(Q)) (5.3)

olsun. Teorem 4.15 �³�§�nda, m ≥ ρ(X) veya buna denk olarak m+X ∈ Aρ

oldu§unu göstermemiz yeterlidir. m+X /∈ Aρ olsun. Varsay�mdan, bo³tan

farkl� Aρ konveks kümesi zay�f

∗
kapal� olsun. Teorem 2.9'da (L∞, σ(L∞, L1))

yerel konveks uzay� için C := Aρ ve B := {m + X} alal�m. (L∞, σ(L∞, L1))

üzerinde

β := inf
Y ∈Aρ

ℓ(Y ) > ℓ(m+X) =: γ > −∞ (5.4)

olaak ³ekilde bir sürekli lineer ℓ fonksiyonelini elde ederiz. Önerme 2.5'ten,

bir Z ∈ L1
için ℓ, ℓ(Y ) = E[Y Z] ³eklindedir. Gerçekten, Z ≥ 0'd�r. Bunu
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göstermek için Y ≥ 0 seçelim ve monotonluktan λ ≥ 0 için ρ(λY ) ≤ ρ(0)

oldu§una dikkat edelim.

Dolay�s�yla, her λ ≥ 0 için λY + ρ(0) ∈ Aρ'dur. Bundan

−∞ < γ < ℓ(λY + ρ(0)) = λℓ(Y ) + ℓ(ρ(0))

sonuu ç�kar. λ ↑ ∞ al�narak ℓ(Y ) ≥ 0 sa§lan�r ve dolay�s�yla Z ≥ 0'd�r.

Dahas�, ℓ s�f�rdan farkl� oldu§undan P [Z > 0] > 0'd�r. Böylee, bir Q0 ∈
M1(P ) olas�l�k ölçüsü

dQ0

dP
:=

Z

E[Z]

olarak tan�mlan�r.(5.4)'ten

αmin(Q0) = sup
Y ∈Aρ

EQ0
[−Y ] = − β

E[Z]

oldu§unu görürüz. Anak,

EQ0
[ X ] +m =

ℓ(m+X)

E[Z]
=

γ

E[Z]
<

β

E[Z]
= −αmin(Q0)

ifadesi (5.3) ile çeli³ir. Dolay�s�yla, m+X ∈ Aρ'dur ve bu nedenle m ≥
ρ(X)'tir.

(b) ⇒ (a) : ρ, αmin(Q) ile temsil edildi§inden (b) kabul edildi§inde, (a) aç�kt�r.

(a) ⇒ (c)

(c) ⇔ (d)
: Yard�m� Teorem 4.8'den (a), ()'yi gerektirir ve () ile (d) birbirine denktir.

(Noktasal yak�nsakl�k yerine P -hhk yak�nsakl�k al�nd�§�nda.)

(c) ⇒ (e) : c ∈ R için C := {ρ ≤ c}'nin zay�f

∗
kapal� oldu§unu gösterelim. Bu amaçla,

r > 0 için Cr := C ∩ {X ∈ L∞ | ‖X‖∞ ≤ r} alal�m. (Xn), L
1
'de bir X rassal

de§i³kenine yak�nsayan, Cr'de bir dizi ise, P -hhk olmak üzere yak�nsak bir alt

dizi vard�r ve ρ'nun Fatou özelli§i, X ∈ Cr olmas�n� gerektirir. Dolay�s�yla

Cr, L
1
'de kapal�d�r ve Yard�m� Teorem 2.6, C := {ρ ≤ c}'nin zay�f

∗
kapal�

olmas�n� gerektirir.

(e) ⇒ (f) : c = 0 al�rsak C = Aρ olur. Bu nedenle aç�kt�r.
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Tan�m 5.20. P [X > 0] > 0 olaak ³ekildeki her X ∈ L∞
+ için

ρ(−X) > ρ(0)

oluyorsa L∞
üzerindeki bir ρ konveks risk ölçüsüne ρ'ya göre duyarl�d�r (sensitive)

denir. Duyarl�l�k, alakal� olarak da isimlendirilir.

Üstteki teorem, L∞
'un üstten sürekli herhangi bir konveks risk ölçüsünün a³a§�-

daki ³ekilde elde edildi§ini gösterir. Herhangi bir Q ∈ M1(P ) olas�l�k modelini

dü³ünelim, anak bu modeller bir eza fonksiyonu taraf�ndan tan�mland�§�ndan, daha

fazla veya daha az iddiye al�n�r. Bu nedenle ρ(X) de§eri tüm Q ∈ M1(P ) modelleri

üzerinde EQ[−X ] beklenen kayb�n�n en kötü durumu olarak hesaplan�r, anak α(Q)

kadar azalt�l�r. Örnek 5.9'da, P modeli en iddiye al�nan modeldir ve α(Q) eza

fonksiyonu, ba§�l entropi ile ölçülen Q'nun P 'den sapmas� ile orant�l�d�r.

Tan�m 5.21. [16℄ Bir (Ω,F ) ölçülebilir uzay� üzerinde iki olas�l�k ölçüsü P ve Q

olsun. Her A ∈ F için

P [ A ] = 0 =⇒ Q[ A ] = 0

ise (yani P 'ye göre ölçüsü 0 olan her kümenin Q'ya göre de ölçüsü 0 ise) Q'ya, F

σ-ebiri üzerinde P 'ye göre kesin sürekli (absolutely ontinuous) denir ve Q ≪ P

³eklinde yaz�l�r. Q ≪ P ve P ≪ Q, ikisi birlikte sa§lan�yorsa, Q ile P denktir

denir ve Q ≈ P ³eklinde yaz�l�r.

Teorem 5.17. (Radon-Nikodym) Q'nun F üzerinde P 'ye göre kesin sürekli olmas�

için gerek ve yeter ko³ul,

Her F ≥ 0 F -ölçülebilir fonksiyonu için

∫

F dQ =

∫

F ϕ dP (5.5)

olaak ³ekilde bir ϕ ≥ 0 F -ölçülebilir fonksiyonunun varl�§�d�r.

Tan�m 5.22. P 'ye göre bir Q olas�l�k ölçüsünün ba§�l entropi (relative
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entropy)si

H(Q | P ) :=











E

[

dQ

dP
log

dQ

dP

]

, Q≪ P

+∞ , Di§er durumlarda

olarak tan�mlan�r.

Yard�m� Teorem 5.11. Herhangi bir Q olas�l�k ölçüsü için,

H(Q|P ) = sup
Z∈L∞(Ω,F ,P )

(EQ[ Z ]− logE[ eZ ])

= sup{ EQ[ Z ]− logE[ eZ ] | eZ ∈ L 1(P ) }

dir. �kini supremum, Q≪ P ise Z := log dQ
dP
'de elde edilir.

Örnek 5.9.

α(Q) :=
1

β
H(Q|P )

³eklinde tan�mlanan α : M1(P ) → (0,∞] eza fonksiyonunu dü³ünelim. Burada

β > 0 sabit ve P 'ye göre Q ∈ M1(P )'nin ba§�l entropisi

H(Q | P ) = EQ

[

log
dQ

dP

]

dir, Tan�m 5.22'de görülebilir. Entropik risk ölçüsüne kar³�l�k gelen ρ

ρ(X) = sup
Q∈M1(P )

(EQ[−X ]− 1

β
H(Q|P ))

ile verilir. Ba§�l entropi için Yard�m� Teorem 5.11'de belirtilen varyasyonel ilke,

EQ[−X ]− 1

β
H(Q|P ) ≤ 1

β
logE[e−βX ]

dir ve üst s�n�r e−βX/E[e−βX ] yo§unlu§una sahip olan ölçü ile elde edilir. Bu nedenle,

entropik risk ölçüsü

ρ(X) =
1

β
logE[e−βX ]

³eklini al�r.

Özel olarak, ρ, P 'ye göre duyarl�d�r. ρ'yu temsil eden α minimal eza fonksiyonu,
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Yard�m� Teorem 5.11'den

αmin(Q) = sup
X∈L∞

(

EQ[−X ]− 1

β
logE[e−βX ]

)

=
1

β
H(Q | P )

dir. Entropik risk ölçümünün �nansal yorumu, eksik risk tabiri ile Örnek 11.16'da

ele al�naak.

Teorem 5.16, tutarl� risk ölçüsü için Sonuç 5.2'ye dönü³ür, kan�t� Sonuç 4.1 için

yap�lanla ayn�d�r.

Sonuç 5.2. L∞
üzerinde bir tutarl� risk ölçüsünün bir Q ⊂ M1(P ) kümesi ile göste-

rilebilmesi için gerek ve yeter ³art, Teorem 5.16'n�n denk ko³ullar�n�n sa§lanmas�d�r.

Bu durumda, M1(P )'yi maksimal gösteren alt kümesi

Qmax := {Q ∈ M1(P ) | αmin(Q) = 0}

³eklindedir. Ek olarak, ρ'nun duyarl� olmas�n�n gerek ve yeter ³art�; herhangi bir

A ∈ F ve her Q ∈ Qmax için

P [ A ] = 0 ⇐⇒ Q[ A ] = 0

anlam�nda Qmax ≈ P olmas�d�r.

L∞
üzerindeki alttan sürekli tutarl� risk ölçülerinin karakterizasyonunu da vere-

biliriz.

Sonuç 5.3. L∞
üzerinde bir ρ tutarl� risk ölçüsü için a³a§�daki özellikler denktir:

(a) ρ alttan süreklidir: Xn ր X =⇒ ρ(Xn) ց ρ(X).

(b) ρ ile belirlenen bir Q ⊂ M1(P ) kümesi vard�r öyle ki maksimum elde edilir.

Yani her X ∈ X için

ρ(X) = max
Q∈Q

EQ[−X ]

dir.

() ρ ile gösterilen bir Q ⊂ M1(P ) kümesi vard�r öyle ki

D :=

{

dQ

dP

∣

∣

∣

∣

Q ∈ Q
}
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yo§unluklar kümesi, L1(Ω,F , P ) de zay�f kompaktt�r.

Kan�t.

(c) ⇒ (a): Dini'nin lemmas�ndan ç�kar (Xn'lerX 'e düzgün yak�nsar); Uyar� 4.6'ya bak�n�z.

(a) ⇒ (b): Önerme 4.12 ve Sonuç 4.1'den ç�kar.

(b) ⇒ (c): Genelli§i bozmadan, D 'nin L1
'de zay�f kapal� oldu§unu varsayabiliriz. Her-

hangi bir X ∈ L∞
için, D üzerinde in�mumu elde edilen, L1

üzerindeki sürekli

lineer JX fonksiyoneli

JX(Z) := E[XZ]

olarak tan�mlan�r. Önbilgi 2.5'te belirtilen James'in teoremine (Teorem 2.13)

göre bu, D ' nin zay�f kompaktl�§�n� gösterir.

�imdi Bölüm 6'da daha detayl� çal�³�laak olan tutarl� risk ölçüsünün örneklerini

verelim.

Öneki sonuç kullan�larak risk ölçüsünün alttan sürekli olmad�§�n�n gösterilmesi

ama�yla a³a§�daki örnek verilmi³tir:

Örnek 5.10. �imdiki durumumuzda, (5.1) ko³ulunun gerektirdi§i, en kötü durum

risk ölçüsü

ρmax(X) := −ess infX = inf{ m ∈ R | X +m ≥ 0, P -hhk }

³eklini al�r. ρmax'�n tutarl� oldu§u ve Fatou özelli§ini sa§lad�§� basitçe kontrol edilebilir.

Ek olarak, ρmax'�n kabul kümesi, L∞
'daki L∞

+ pozitif konisine e³ittir ve bu, herhangi

bir Q ∈ M1(P ) için αmin(Q) = 0 oldu§unu gösterir. Bu nedenle

ρmax(X) = sup
Q∈M1(P )

EQ[−X ]

tir.

Fakat (Ω,F , P )'nin sonlu bir modele indirgenemedi§i durumda sa§ taraftaki

supremum, maksimum ile yer de§i³tiremez. Gerçekten X , esas in�mumu kendisine
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ait olmayaak ³ekilde X ∈ L∞
olsun. O halde EQ[X ] = ess infX = −ρmax(X)

olaak ³ekilde bir Q ∈ M1(P ) yoktur. Bu durumda, öneki sonuçtan ρmax alttan

sürekli de§ildir.

Sonuç 5.3'te () ³�kk�n� sa§layan bir risk örne§i olarak a³a§�daki örnek verilmi³tir:

Örnek 5.11. Qλ, bir λ ∈ (0, 1) sabit parametresi için 1/λ ile s�n�rl� olan dQ/dP

yo§unluklu tüm Q ∈ M1(P )'lerin s�n�f� olsun. Tutarl� risk ölçüsüne uyan

AV@Rλ(X) := sup
Q∈Qλ

EQ[−X ] (5.6)

λ seviyesinde riskteki ortalama de§er (Average Value at Risk at level λ) olarak

adland�r�l�r. Bu terminoloji, AV@Rλ'n�n detayl� bir çal�³mas�n� içeren Bölüm 6'da

aç�klanaakt�r. Q ∈ Qλ için dQ/dP yo§unluklar�n�n kümesi L1
'de zay�f kapal�d�r.

Ek olarak, Dunford-Pettis teoremi nedeniyle zay�f kompaktt�r (Teorem 2.14). Bu

nedenle (5.6)'daki supremum elde edilir. Maksimalle³tiren ölçünün aç�k bir ³ekilde

elde edili³i, Teorem 6.21'in kan�t�nda verileektir.

Bir Q ⊂ M1(P ) kümesi ve Sonuç 5.3 (b) ³�kk� kullan�larak bir risk ölçüsünün

elde edili³i alttaki örnekte verimi³tir:

Örnek 5.12. Sabit bir λ ∈ (0, 1) seviyesi için A ∈ F 'nin P [A] > λ olaak ³ekildeki

tüm ko³ullu P [ · | A] olas�l�k da§�l�mlar�n�n s�n�f� olarak Q'yu alal�m. Q'dan elde

edilen tutarl� risk ölçüsü

WCEλ(X) := sup { E [−X | A ] | A ∈ F , P [ A ] > λ } (5.7)

λ seviyesinde en kötü ko³ullu beklenti (worst onditional expetation at level λ)

ad�n� al�r. Bölüm 6'da, λ seviyesinde en kötü ko³ullu beklentinin olas�l�k uzay� ye-

terine zenginse Örnek 5.11'deki riskteki ortalama de§er ile çak�³t�§�n� gösteree§iz.

Uyar� 5.8. Uyar� 4.4'e benzer ³ekilde, Teorem 5.16 temsil teoreminde (e) ⇒ (a)

gerektirmesi bir parasal risk ölçüsünün özellikleri ile birle³tirildi§inde, L∞
'daki kon-

veks ρ foksiyonunun Fenhel-Legendre dönü³ümü için Teorem 2.11'deki genel dual-

li§in özel bir durumu olarak görülebilir. Bu genel bak�³ aç�s�ndan, 1 ≤ p < ∞ için

Lp(Ω,F , P ) Banah uzaylar� üzerinde konveks risk ölçüleri için temsil teoremlerinin
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nas�l ifade edilee§i aç�kt�r.

1
p
+ 1

q
= 1 olaak ³ekilde q ∈ (1,∞] olsun ve

M
q
1 (P ) :=

{

Q ∈ M1(P )

∣

∣

∣

∣

dQ

dP
∈ Lq

}

olarak tan�mlans�n. ρ'nun Lp üzerinde

ρ(X) = sup
Q∈M

q
1
(P )

(EQ[−X ]− α(Q))

³eklinde bir konveks risk ölçüsü olmas� için gerek ve yeter ³art Lp'de alttan yar�

sürekli olmas�d�r. Yani Fatou ³art� sa§lan�yorsa,

Lp'de Xn −→ X =⇒ ρ(X) ≤ lim inf
n↑∞

ρ(Xn)

dir.
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6. R�SKTEK� DE�ER

Riskteki de§erin baz� sonuçlar� ve bu bölüm, Önerme 6.15 ve Teorem 7.25'teki

baz� uygulamalar� [3℄ ve [9℄'dan al�nm�³t�r. Riskteki ortalama de§er Aerbi ve

Tashe [1℄, Delbaen [9℄ ve Rokafellar ve Uryasev [30℄ taraf�ndan inelenmi³tir. Uyar�

6.9, Ruszzynski taraf�ndan verilmi³tir; [27℄. V@R notasyonu P�ug ve Ruszzyn-

ski [28℄'den al�nm�³t�r.

Bir X �nansal pozisyonunun risk ölçümü problemine genel bir yakla³�m, verilen

bir P olas�l�k ölçüsü alt�nda, X da§�l�m�n�n bir da§�l�m dilimini belirlemeyi içerir.

λ ∈ (0, 1) için, (Ω,F , P ) üzerinde bir X rassal de§i³keninin λ-da§�l�m dilimi

P [X ≤ q] ≥ λ ve P [X < q] ≤ λ

özelli§ini sa§layan herhangi bir q reel say�s�d�r ve X 'in tüm λ-da§�l�m dilimlerinin

kümesi X 'in

q−X(t) = sup{ x | P [X < x] < t} = inf{ x | P [X ≤ x] ≥ t }

en dü³ük ve

q+X(t) = inf{ x | P [X ≤ x] > t } = sup{ x | P [X < x] ≤ t }

en yüksek da§�l�m dilimi fonksiyonu olmak üzere, bir [ q−X(λ) , q
+
X(λ) ] aral�§�d�r,

Önbilgi 2.2'den görülür. Bu bölümde, X �nansal pozisyonlar�n�n uzay� üzerinde bir

fonksiyonel olarak görülen, q+X(λ)'n�n özellikleri üzerine odaklanaa§�z.

Tan�m 6.23. Bir λ ∈ (0, 1) seviyesi alal�m. Bu durumda

V@Rλ(X) := −q+X (λ) = q−−X (1− λ) = inf{ m | P [ X +m < 0 ] ≤ λ } (6.1)

e³itli§ine X �nansal pozisyonu için λ seviyesinde riskteki de§er denir.

Finansal olarak, X 'e eklendi§inde ve risksiz varl�§a yat�r�ld�§�nda bir negatif

ç�kt�n�n olas�l�§�n� λ seviyesinin alt�nda tutaak ³ekildeki yat�r�m�n en küçük mik-

tar� V@Rλ(X)'tir. Anak riskteki de§er sadee bir kayb�n olas�l�§�n� kontrol eder;
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e§er varsa, böyle bir kayb�n boyutunu yans�tmaz. Aç�kças�; V@Rλ, X = L0
üzerinde

pozitif homojen bir parasal risk ölçüsüdür. A³a§�daki örnek, V@Rλ'n�n kabul küme-

sinin tipik olarak konveks olmad�§�n� ve bu nedenle V@Rλ'n�n bir konveks risk ölçüsü

olmad�§�n� gösterir. Sonuç olarak V@Rλ, yat�r�mlardaki farkl�la³t�rmay� te³vik et-

mek yerine ayd�rabilir.

Örnek 6.13. �üpheli iki ³irket senedine bir yat�r�m� dü³ünelim, r ≥ 0 risksiz

yat�r�m�n ödemesi olmak üzere, her birinin getirisi r̃ > r olsun. i. senette ω > 0

olan bir yat�r�m�n indirimli net kazan�

Xi =







−ω ; ödenmedi§i durumda

ω(r̃−r)
1+r

; di§er durumlarda

ile verilir. p ≤ λ olas�l�§�yla ilk senedin boru ödenmezse

P

[

X1 −
ω(r̃ − r)

1 + r
< 0

]

= P [1.senedin ödenmemesi] = p ≤ λ

d�r. Dolay�s�yla,

V@Rλ(X1) = −ω(r̃ − r)

1 + r
< 0

d�r.Bunun anlam�, tüm ω yat�r�m�n� kaybetme olas�l�§� olmas�na ra§men, X1 pozis-

yonu pozitif bir riskte de§er ta³�mad�§� anlam�nda kabul edilebilir bir pozisyondur.

Her iki yat�r�m� da ω/2 miktar�na yat�r�m yaparak portfolyoyu çe³itlendire-

biliriz. Bu bizi Y := (X1 + X2)/2 pozisyonuna götürür. Kabul edelim ki, iki

senedin ödenmemeleri birbirinden ba§�ms�z ve p olas�l�kl� olsunlar. Gerçekçi bir r̃

için Y 'nin negatif olmas� olas�l�§� en az�ndan bir senedin ödenmemesi olas�l�§�na e³it-

tir: P [Y < 0] = p(2− p). Özel olarak; p = 0, 009 ve λ = 0, 01 ise, p < λ < p(2− p)

olur, dolay�s�yla,

V@Rλ(Y ) =
ω

2

(

1− r̃ − r

1 + r

)

dir. Görüldü§ü gibi bu de§er, yat�r�lan ω sermayesinin yar�s�na yak�nd�r. Bu örnekte

V@Rλ'n�n kabul kümesi konveks de§ildir. Bu örnek ayr�a, V@Rλ'n�n güçlü bir

³ekilde farkl� araçlara yat�r�m yapmaktan ayd�rd�§�n� gösterir. Olaylar�n beklenen

³ekilde gerçekle³mesi durumunda, beklenilen kayb�n önemli bir miktarda azalt�lmas�n�

ödüllendirmedi§i gibi, baz� ³eylerin ters gidebilme olas�l�§�n�n artmas�n� da ³iddetle

58



ezaland�r�r. Sonuç olarak, V@Rλ'ya göre bir portfolyonun optimizasyonu, yeteri

kadar küçük borun ödenmemesi olas�l�§�na sahip büyük kay�plara yol açabileek bir

tekil varl�k üzerine yo§unla³an bir portfolyoya sebep olabilir.

Bu bölümün geri kalan�nda; X = L∞
üzerinde V@Rλ'n�n aksine konveks veya

bununla birlikte tutarl� olan parasal risk ölçüsü üzerine odaklanaa§�z. Özel olarak,

V@Rλ'ya yakla³an konveks risk ölçülerini ar�yoruz. �lk tahmin, V@Rλ'y� üstten

s�n�rlayan, üstten sürekli en küçük konveks risk ölçüsünü almak olabilir. Anak,

V@Rλ'n�n kendisi konveks olmad�§�ndan a³a§�daki önerme, böyle bir V@Rλ'y� üst-

ten s�n�rlayan en küçük konveks risk ölçüsünün var olmad�§�n� gösterir.

Önerme 6.15. Her X ∈ X ve her λ ∈ (0, 1) için,

V@Rλ(X) = min { ρ(X) | ρ konveks, üstten sürekli ve ≥ V@Rλ}

d�r.

Kan�t. q := −V@Rλ(X) = q+X(λ) olsun. Dolay�s�yla P [ X < q ] ≤ λ'd�r. A ∈ F ,

P [ A ] > λ'y� sa§l�yorsa, P [ A ∩ {X ≥ q} ] > 0'd�r. Bu nedenle bir QA ölçüsünü

QA := P [ · | A ∩ { X ≥ q } ]

ile tan�mlayabiliriz. Buradan, EQA
[−X ] ≤ −q = V@Rλ(X) sonuu ç�kar.

Q := {QA | P [ A ] > λ } olsun ve

ρ(Y ) := sup
Q∈Q

EQ[−Y ]

olaak ³ekilde bir ρ tutarl� risk ölçüsü tan�mlamak için bu kümeyi kullanal�m. O

halde ρ(X) ≤ V@Rλ(X)'tir. Dolay�s�yla her Y ∈ X için ρ(Y ) ≥ V@Rλ(Y ) oldu§unu

gösterebilirsek varsay�m�m�z ç�kar. ε > 0 olsun ve A := { Y ≤ −V@Rλ(Y ) + ε }
alal�m. P [ A ] > λ oldu§u aç�kt�r ve bu nedenle QA ∈ Q'dur. Buna ek olarak,

QA[ A ] = 1'dir ve

ρ(Y ) ≥ EQA
[−Y ] ≥ V@Rλ(Y )− ε

elde ederiz. ε > 0 key� oldu§undan sonuç ç�kar.

59



Bu bölümün geriye kalan k�sm�nda riskteki de§er kullan�larak tan�mlanan anak,

bir tutarl� risk ölçüsünün aksiyomlar�n� sa§lamayan a³a§�daki risk ölçüsüne yo§un-

la³aa§�z.

Tan�m 6.24. Bir X pozisyonunun λ ∈ (0, 1] seviyesinde riskteki ortalama

de§eri (the Average Value at Risk at level λ ∈ (0, 1]);

AV@Rλ(X) =
1

λ

∫ λ

0

V@Rγ(X)dγ

ile ifade edilir.

Riskteki ortalama de§er ko³ullu riskteki de§er (onditional value at risk) veya

beklenen eksiklik (expeted shortfall) olarak da adland�r�labilir ve CV@Rλ(X) ya

da ESλ(X) ile gösterilir. Bu ifadeler daha sonra (6.6) ve (6.2) ile formülize edile-

ektir. Ama muhtemelen yanl�³ anla³�labilir: "Ko³ullu riskteki de§er", ko³ullu bir

da§�l�ma göre, riskteki de§eri göstermek için de kullan�labilir ve beklenen eksik-

lik, X−
eksikli§inin beklentisi olarak anla³�labilir. Bu yüzden, riskteki ortalama

de§er (Average Value at Risk) terimini terih ediyoruz. (6.1)'den

AV@Rλ(X) = −1

λ

∫ λ

0

qx(t)dt

oldu§una dikkat ediniz. Özel olarak, AV@Rλ(X) tan�m� her bir X ∈ L1(Ω,F , P )

için uyarlanabilir ve Lemma 2.2 �³�§�nda

AV@R1(X) = −
∫ 1

0

q+X(t)dt = E[−X ]

elde ederiz.

Tan�m 6.25. Q : R → M1(R) dönü³ümü her A ⊂ R Borel kümesi için x 7→ Q(x,A)

ölçülebilir fonksiyon oluyorsa, Q'ya R üzerinde bir stokastik çekirdek (stohasti

kernel)denir.

Tan�m 6.26. µ ve ν, R üzerinde key� iki olas�l�k ölçüsü olsun. Tüm s�n�rl� artan

f ∈ C(R) fonksiyonlar� için
∫

fdµ ≥
∫

fdν
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ise, µ, ν'yü stokastik olarak bast�r�r (µ stohastially dominates ν) denir ve

µ �mon ν yaz�l�r.

Ayr�a ν ve µ, M 'de piyangolar olsun. E§er tüm u fayda fonksiyonlar� için

∫

udµ ≥
∫

udν

oluyorsa µ, ν'ye göre düzgün terih edilir (µ is uniformly preferred over ν) denir

ve µ �uni ν ile gösterilir.

Teorem 6.18. Herhangi bir µ, ν ∈ M için a³a§�daki ko³ullar denktir:

(a) µ <uni ν'dür.

(b) Her f artan fonksiyonu için

∫

fdµ ≥
∫

fdν'dür.

() Her c ∈ R için

∫

(c− x)+µ(dx) ≤
∫

(c− x)+ν(dx)

tir.

(d) Fµ ve Fν, µ ve ν'nün da§�l�m fonksiyonlar� ise, ∀c ∈ R için

∫ c

−∞

Fµ(x)dx ≤
∫ c

−∞

Fν(x)dx

tir.

(e) qµ ve qν, µ ve ν için da§�l�m dilimi fonksiyonlar� ise, 0 < t < 1 için

∫ 1

0

qµ(s)ds ≥
∫ 1

0

qν(s)ds

dir.

(f) S�ras�yla µ ve ν da§�l�mlar�na sahip Xµ ve Xν rassal de§i³kenlerinin tan�ml�

oldu§u bir (Ω,F , P ) olas�l�k uzay� vard�r ve

E[ Xν | Xµ ] ≤ Xµ (P -hhk)

dir.
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(g) R üzerinde a³a§�daki ³artlar� sa§layan bir Q(x, dy) stokastik çekirde§i vard�r:

• Q(x, ·) ∈ µ

• ∀x için m()Q(x, ·) ≤ x

• ∀A ⊂ R Borel kümesi için µQ(A) :=

∫

Q(x,A)µ(dx) ile tan�mlanan µQ

ölçüsü için ν = µQ'dur.

Uyar� 6.9. Teorem 6.18, R'de sonlu ortalamaya sahip olas�l�k ölçüleri üzerindeki

<uni k�smi s�ralaman�n riskteki ortalama de§er aç�s�ndan karakterize edilebilir ol-

du§unu gösterir: Xµ ve Xν, µ ve ν da§�l�mlar�na sahip rastgele de§i³kenler olmak

üzere, ∀λ ∈ (0, 1] için

µ <uni ν ⇐⇒ AV@Rλ(Xµ) ≤ AV@Rλ(Xν)

dür.

Uyar� 6.10. X ∈ L∞
için

lim
λ↓0

V@Rλ(X) = −ess infX = inf{ m | P [ X +m < 0 ] ≤ 0 }

elde ederiz. Dolay�s�yla, Örnek 5.10'da tan�mlanan L∞
üzerindeki en kötü durum

risk ölçüsünü

AV@R0(X) := V@R0(X) := −ess infX

³eklinde tan�mlayabiliriz. Hat�rlayal�m ki, bunlar üstten süreklidir ama genellikle

alttan sürekli de§ildir.

Yard�m� Teorem 6.12. λ ∈ (0, 1) ve X'in herhangi bir q λ-da§�l�m dilimi için,

AV@Rλ(X) =
1

λ
E [ (q −X)+ ]− q =

1

λ
inf
r∈R

(E [ (r −X)+ ]− λr) (6.2)

dir.

Kan�t. qX , qX(λ) = q olarak ifade edilen bir da§�l�m dilimi fonksiyonu olsun. Yard�m�
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Teorem 2.2'den

1

λ
E [ (q −X)+ ]− q =

1

λ

∫ 1

0

(q − qX(t))
+dt− q = −1

λ

∫ λ

0

qX(t)dt = AV@Rλ(X)

tir. Bu ilk özde³li§i kan�tlar. �kinisi de Yard�m� Teorem 2.4'ten ç�kar.

Teorem 6.19. (Ω,F ) üzerinde herhangi iki Q ve P olas�l�k ölçüleri için bir N ∈ F

kümesi ve bir ϕ ≥ 0 F ölçülebilir fonksiyonu vard�r öyle ki her Q(N) = 0 ve her

A ∈ F için

P [ A ] = P [ A ∩N ] +

∫

A

ϕ dQ

olur. Burada

dP

dQ
:=







ϕ , N c
'de ise

+∞ , N 'de ise

olur.

Yard�m� Teorem 6.13. (Neyman-Pearson Lemmas�) (Ω,F ) üzerinde P ve Q iki

olas�l�k ölçüsü olsun ve Teorem 6.19'daki gibi Q'ya göre P 'nin Lebesgue ayr�³t�rma-

s�n�, A ∈ F için

P [ A ] = P [ A ∩N ] +

∫

A

dP

dQ
dQ

ile tan�mlayal�m. c ≥ 0 sabiti için

A0 :=

{

dP

dQ
> c

}

olsun. Burada, N üzerinde dP/dQ = ∞ düzenlemesinden faydalan�lm�³t�r.

Bir kümenin karakteristik fonksiyonu 0 ve 1 de§erlerini al�r. Sadee F ölçülebilir

ψ : Ω → [0, 1] fonksiyonlar�n� dikkate alal�m. R bu ³ekildeki tüm fonksiyonlar�n

kümesi olsun.

Teorem 6.20. Π := 1
2
(P + Q) olsun ve ϕ := dP/dQ yo§unlu§unu yukar�daki gibi

tan�mlayal�m.

(a) c ≥ 0 alal�m ve Π-hhk olmak üzere, ψ0 ∈ R oldu§unu kabul edelim.

ψ0(ω) =







1 , ϕ(ω) > c

0 , ϕ(ω) < c
(6.3)
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olur. O halde herhangi bir ψ ∈ R için

∫

ψ dQ ≤
∫

ψ0 dQ =⇒
∫

ψ dP ≤
∫

ψ0 dP (6.4)

dir.

(b) Herhangi bir a0 ∈ (0, 1) için
∫

ψ0 dQ = a0 olaak ³ekilde (6.3)'te ifade edildi§i

gibi bir ψ0 ∈ R vard�r. Daha aç�k olarak, c, Q alt�nda ϕ'nin bir (1−a0)-da§�l�m
dilimi ise ψ0

'�,

ψ0 = I{ϕ>c} + κI{ϕ=c}

ile tan�mlayabiliriz. Burada κ,

κ :=











0 , Q[ϕ = c] = 0 ise

a0 −Q[ϕ > c]

Q[ϕ = c]
, di§er durumlarda

olarak tan�mlan�r.

() (6.4)'ü sa§layan herhangi bir ψ0 ∈ R, bir c ≥ 0 için (6.3)'te tan�mland�§�

gibidir.

Teorem 6.21. λ ∈ (0, 1] için, AV@Rλ alttan sürekli bir tutarl� risk ölçüsüdür ve

X ∈ X olmak üzere,

AV@Rλ(X) = max
Q∈Qλ

EQ[−X ] (6.5)

gösterimine sahiptir. Burada P -hhk olmak üzere Qλ, dQ/dP yo§unluklu 1/λ ile

s�n�rl� olan tüm Q ≪ P olas�l�k ölçülerinin kümesidir. Buna ek olarak, Sonuç

5.2'den Qλ, Qmax maksimal kümesine e³ittir.

Kan�t. Q1 = {P} oldu§undan, λ = 1 için varsay�m aç�kt�r. 0 < λ < 1 için

ρλ(X) := sup
Q∈Qλ

EQ[−X ] tutarl� risk ölçüsünü dü³ünelim. Önelikle X < 0 verildi§ini

varsayl�m. dP̃ /dP = X/E[ X ]'den bir P̃ ≈ P ölçüsü tan�mlayal�m. O halde,

ρλ(X) =
E[−X ]

λ
sup { Ẽ[ ϕ ] | 0 ≤ ϕ ≤ 1, E[ ϕ ] = λ }

d�r. �üphesiz, sa§daki E[ϕ] = λ ko³ulu E[ϕ] ≤ λ ile de§i³tirilebilir. Bu du-

rumda Teorem 6.20'deki ³ekliyle Neyman-Pearson yard�m� teoremini kullanabiliriz.
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E[ϕ0] = λ oldu§unda X 'in bir q λ-da§�l�m dilimi ve bir κ ∈ [0, 1] için supremum;

ϕ0 = I{X<q} + κI{X=q}

ile elde edilir. Sonuç olarak

ρλ(X) =
E[−X ]

λ
· Ẽ[ ϕ0 ] =

1

λ
E[−Xϕ0]

d�r. dQ0 = λ−1ϕ0dP , Qλ'da bir olas�l�k ölçüsü tan�mlad�§�ndan

ρλ(X) = max
Q∈Qλ

EQ[−X ] = EQ0
[−X ]

=
1

λ
(E[ −X ; X < q ]− qλ+ qP [ X < q ])

=
1

λ
E[(q −X)+]− q

= AV@Rλ(X)

sonuuna ula³�r�z. Buradaki son ad�mda (6.2)'yi kulland�k. Bu, X < 0 için (6.5)'i

kan�tlar. Key� X ∈ L∞
için, ρλ ve AV@Rλ'n�n her ikisinin de nakit de§i³mezli-

§ini kullan�r�z. Geriye Sonuç 5.2'nin maksimal kümesi Qλ'y� kan�tlamak kal�r. Bu

do§rultuda, Q /∈ Qλ için

sup
X∈X

(EQ[−X ]−AV@Rλ(X) ) = +∞

oldu§unu gösterelim. dQ/dP yo§unlu§unu ϕ ile gösterelim. P [ ϕ ∧ k ≥ 1/λ
′

] > 0

³art�n� sa§layan λ
′ ∈ (0, λ) ve k > 1/λ

′

vard�r. c > 0 için X(c) ∈ X 'i

X(c) := −c(ϕ ∧ k)I{ϕ≥1/λ′}

ile tan�mlayal�m.

P [ X(c) < 0 ] = P

[

ϕ ≥ 1

λ′

]

≤ λ
′

< λ

oldu§undan, V@Rλ(X
(c)) = 0 elde ederiz ve (6.2)

AV@Rλ(X
(c)) =

1

λ
E[−X(c)] =

c

λ
E

[

ϕ ∧ k; ϕ ≥ 1

λ′

]
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yü sa§lar. Di§er taraftan

EQ[−X(c)] = c · E
[

ϕ · ϕ ∧ k; ϕ ≥ 1

λ′

]

≥ c

λ′
E

[

ϕ ∧ k; ϕ ≥ 1

λ′

]

dür. Sonuç olarak, EQ[−X(c)] ve AV@Rλ(X
(c)) aras�ndaki fark, c ↑ ∞ iken belirli

olur.

Uyar� 6.11. Yukar�daki kan�ttan, λ ∈ (0, 1) için (6.5)'te

dQ0

dP
=

1

λ

(

I{X<q} + κI{X=q}

)

yo§unlu§una sahip olan Q0 ∈ Qλ ölçüsü taraf�ndan maksimum elde edilir. Burada,

q, X'in λ-da§�l�m dilimi ve κ,

κ :=











0 ; P [X = q] = 0 ise

λ− P [X < q]

P [X = q]
; di§er durumlarda

³eklindedir.

Sonuç 6.4. WCEλ, (5.7)'de tan�mlanan tutarl� risk ölçüsü olmak üzere, her X ∈ X
için,

AV@Rλ(X) ≥ WCEλ(X)

≥ E[ −X | −X ≥ V@Rλ(X) ]

≥ V@Rλ(X)

(6.6)

olur. Dahas�, X sürekli bir da§�l�ma sahip ise

P [ X ≤ q+λ (X) ] = λ (6.7)

olur. Bu durumda ise

AV@Rλ(X) = WCEλ(X) = E[−X | −X ≥ V@Rλ(X)]

olur.

Kan�t. P [ A ] ≥ λ ise, P 'ye göre P [ · | A ] yo§unlu§u 1/λ ile s�n�rl�d�r. Dolay�s�yla
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Teorem 6.21, WCEλ(X) ≤ AV@Rλ(X) olmas�n� gerektirir.

P [−X ≥ V@Rλ(X)− ε ] > λ

oldu§undan,

WCEλ(X) ≥ E [−X | −X ≥ V@Rλ(X)− ε ]

elde ederiz ve ikini e³itsizlik, ε ↓ 0 için limit al�nd�§�nda ç�kar. Buna ek olarak,

(6.7) sa§land�§� süree (6.2)'den

AV@Rλ(X) = E [−X | −X ≥ V@Rλ(X) ]

tir.

Uyar� 6.12. Sonuç 7.7'de, e§er alttaki olas�l�k uzay� yeterine zenginse iki tutarl�

risk ölçüsü olan AV@Rλ veWCEλ'n�n özde³ oldu§unu göree§iz. Olmad�§� durumda

ise, (6.6)'daki ilk e³itsizlik bir X için e³itlik olabilir, [1℄. Buna ek olarak,

E [ −X | −X ≥ V@Rλ(X) ]

fonksiyoneli bir konveks risk ölçüsü tan�mlamaz. Sonuç olarak; (6.6)'daki ikini

e³itsizlikte, e³itlik durumu pek gözlenemez.

Uyar� 6.13. Önerme 6.15'te, V@Rλ'dan büyük en küçük konveks risk ölçüsünün var

olmad�§�n� gördük. Ama dikkatimizi V@Rλ'dan daha büyük konveks risk ölçülerinin

s�n�f�na odaklarsak ve sadee bir rastgele de§i³kenin da§�l�m�n� dikkate al�rsak durum

farkl�d�r. Asl�nda, alttaki olas�l�k uzay� yeterine zengin oldu§unda Teorem 7.25'te,

AV@Rλ'n�n bu s�n�f�n en küçü§ü oldu§unu göree§iz. Bu anlamda, riskteki ortalama

de§er, riskteki de§ere en ihtiyatl� yakla³�m olarak kabul edilebilir.
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7. YASA DE���MEZ R�SK ÖLÇÜLER�

Bu bölümde verilen yasa de§i³mezi risk ölçülerinin temsilleri ilk olarak tutarl�

durumda Kusuoka [26℄ taraf�ndan ifade edilmi³tir; ayr�a genel konveks duruma

genelle³tirmesi için Kunze [25℄, Frittelli ve Rosazza Gianin [20℄'e bak�labilir.

V@Rλ ve AV@Rλ sadee verilen P olas�l�k ölçüsü alt�nda bir durumun da§�l�m�n�

içerir. Bu bölümde, yasa de§i³mezinin bu özelli§ini ta³�yan tüm risk ölçülerinin

s�n�f�n� ineleyee§iz.

Tan�m 7.27. X = L∞(Ω,F , P ) üzerinde bir ρ parasal risk ölçüsü, X ve Y , P

alt�nda ayn� da§�l�ma sahip oldu§unda ρ(X) = ρ(Y ) ise yasa de§i³mezi (law-

invariant) diye isimlendirilir.

Bu bölüm boyuna, (Ω,F , P ) olas�l�k uzay�n�n, sürekli bir da§�l�ma sahip bir

rastgele de§i³kenin desteklenmesi bak�m�ndan yeterine zengin oldu§unu varsay�yo-

ruz. Bu ko³ul, anak ve anak (Ω,F , P ) atomsuz oldu§unda sa§lan�r.

Teorem 7.22. µ, ν ∈ M1(R) için a³a§�daki ko³ullar denktir.

(a) µ �mon ν'dür.

(b) Tüm x'ler için µ ve ν'nün da§�l�m fonksiyonlar� Fµ(x) ≤ Fν(x)'i sa§lar.

() µ ve ν için da§�l�m dilimi fonksiyonlar�n�n herhangi bir çifti, hemen hemen

heryerde t ∈ (0, 1) için qµ(t) ≥ qν(t)'yi sa§lar.

(d) P -hhk olmak üzere Xµ ≥ Xν olaak ³ekilde µ ve ν da§�l�mlar�na sahip Xµ ve

Xν rassal de§i³kenleri olan bir (Ω,F , P ) olas�l�k uzay� vard�r.

(e) R üzerinde Q(x, (−∞, x]) = 1 ve ν = µQ olaak ³ekilde bir Q(x, dy) stokastik

çekirde§i vard�r. Özellikle, µ �mon ν olmas�, µ �uni ν olmas�n� gerektirir.

Uyar� 7.14. Herhangi bir ρ yasa de§i³mezi parasal risk ölçüsü, Tan�m 6.26'de

tan�mlanan �mon k�smi s�ralamas�na göre monotondur. Daha aç�k bir ifadeyle Xµ

ve Xν, µ ve ν da§�l�mlar�na sahip rastgele de§i³kenlerse,

µ �mon ν =⇒ ρ(Xµ) ≤ ρ(Xν)
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dür. Bunu kan�tlamak ama�yla, µ ve ν için qµ ve qν da§�l�m dilimi fonksiyonlar�

olsun ve (0, 1) üzerinde düzgün da§�l�ma sahip bir U rastgele de§i³kenini alal�m. O

halde Teorem 7.22'den X̃µ := qµ(U) ≥ qν(U) =: X̃ν'dür ve Lemma 2.2'den X̃µ ve

X̃ν,Xµ ve Xν gibi ayn� da§�l�ma sahiptir. Dolay�s�yla, ρ'nun yasa de§i³mezli§i ve

monotonlu§u, ρ(Xµ) = ρ(X̃µ) ≤ ρ(X̃ν) = ρ(Xν) olmas�n� gerektirir.

Yard�m� Teorem 7.14. X ∈ L∞
ve Y ∈ L1

için,

∫ 1

0

qX(t)qY (t)dt = sup
X̃∼X

E[ X̃Y ]

dir. Burada X̃ ∼ X olmas�, X̃ in X gibi ayn� da§�l�ma sahip olan bir rastgele

de§i³ken oldu§unu gösterir.

Kan�t. Teorem 2.1'deki Hardy-Littlewood e³itsizli§inin üst taraf�ndan "≥" sa§lan�r.
E³itsizli§in tersini kan�tlamak için, önelikle Y 'nin bir sürekli da§�l�ma sahip oldu§unu

varsayal�m. O halde Yard�m� Teorem 2.3, U := FY (Y )'nin bir düzgün da§�l�ma

sahip olmas�n� ve P -hhk olmak üzere, Y = qY (U) olmas�n� gerektirir. Yard�m�

Teorem 2.2'den X̃ := qX(U) ∼ X oldu§undan

E[ X̃Y ] = E[ qX(U)qY (U) ] =

∫ 1

0

qX(t)qY (t)dt

yi elde ederiz ve dolay�s�yla "≤"tir.
Genel durumda, P [ Y = y ] > 0 ³art�n� sa§layan tüm y'lerin kümesi D olsun

ve bir sürekli da§�l�ma sahip olan bir Z ∈ L1
+ rastgele de§i³kenini alal�m. Önerme

2.4'ten böyle bir rastgele de§i³ken vard�r.

Yn := Y +
1

n
ZI{Y ∈D}

da§�l�m�n� süreklidir. Gerçekten, herhangi bir y için

P [ Yn = y ] = P [ Y = y, Y /∈ D ] +
∑

X∈D

P [ Y = x, Z = n(y − x) ] = 0

d�r. Dolay�s�yla, Un := FYn(Yn), (0, 1) üzerinde düzgün da§�l�r. Xn := qX(Un), X ile

ayn� da§�l�ma sahiptir. X 'e uygun bir sabit eklenerek, genelli§i bozmadan X ≥ 0
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oldu§unu varsayabiliriz. Yn ≥ Y oldu§undan neredeyse her yerde qYn ≥ qY 'dir ve

kan�t�n ilk bölümünden anla³�ld�§� gibi

∫ 1

0

qX(t)qY (t)dt ≤ lim inf
n↑∞

∫ 1

0

qX(t)qYn(t)dt

= lim inf
n↑∞

sup
X̃∼X

E [ X̃Yn ]

= sup
X̃∼X

E [ X̃Y ]

dir. Burada her X̃ ∼ X için son özde³likten

| E[ ˜XYn ]−E[ X̃Y ] | ≤ 1

n
‖Z‖1‖X‖∞

sonuu ç�kar.

Art�k konveks risk ölçülerinin yasa de§i³mezli§i için bir karakterizasyon elde ede-

biliriz.

Teorem 7.23. ρ bir konveks risk ölçüsü olsun ve ρ'nun üstten sürekli oldu§unu

varsayal�m. O halde, ρ'nun yasa de§i³mezi olmas� için gerek ve yeter ³art, αmin(Q)

minimal eza fonksiyonunun Q ∈ M1(P ) oldu§unda P alt�nda yaln�za ϕQ := dQ
dP

yo§unlu§unun yasas�na ba§l� olmas�d�r. Bu durumda ρ,

ρ(X) = sup
Q∈M1(P )

(
∫ 1

0

q−X(t)qϕQ
(t)dt− αmin(Q)

)

gösterimine sahiptir ve minimal eza fonksiyonu,

αmin(Q) = sup
X∈Aρ

∫ 1

0

q−X(t)qϕQ
(t)dt

= sup
X∈L∞

(
∫ 1

0

q−X(t)qϕQ
(t)− ρ(X)

)
(7.1)

i sa§lar.

Kan�t. Önelikle ρ'nun yasa de§i³mezi oldu§unu varsayal�m. O haldeX ∈ Aρ olmas�

her X̃ ∼ X için X̃ ∈ Aρ olmas�n� gerektirir. Dolay�s�yla Yard�m� Teorem 7.14'ün

70



son ad�m�n� kulland�§�m�zda,

αmin(Q) = sup
X∈Aρ

E [−XϕQ
] = sup

X∈Aρ

sup
X̃∼X

E [−X̃ϕQ
] = sup

X∈Aρ

∫ 1

0

q−X(t)qϕQ
(t)dt

dir. Buradan αmin(Q)'nun sadee ϕQ yo§unlu§unun yasas�na ba§l� oldu§u sonuu

ç�kar. (7.1)'deki ikini özde³li§i kontrol etmek ama�yla, her X ∈ L∞
için X̃ :=

X + ρ(X), Aρ'ya aittir ve q−X − ρ(X), −X̃ için bir da§�l�m dilimi fonksiyonudur.

Tersine, αmin(Q)'nun sadee ϕQ yo§unlu§unun yasas�na ba§l� oldu§unu varsaya-

l�m. Ayn� yasaya sahip olan ϕQ ve ϕQ̃'yu göstermek için Q̃ ∼ Q yazal�m. O halde

Yard�m� Teorem 7.14,

ρ(X) = sup
Q∈M1(P )

(EQ[−X ]− αmin(Q))

= sup
Q∈M1(P )

sup
Q̃∼Q

(

E [−Xϕ
Q̃
]− αmin(Q)

)

= sup
Q∈M1(P )

(
∫ 1

0

q−X(t)qϕQ
(t)dt− αmin(Q)

)

yu sa§lar.

Örnek 7.14. u : R → R bir artan konkav fonksiyon olsun ve c, u(R)'nin içinde

verilen bir sabit oldu§unda E[ u(X) ] ≥ c ise bir X ∈ L∞
pozisyonunun kabul

edilebilir oldu§unu varsayal�m. Örnek 3.4'te kabul kümesinden bir ρ konveks risk

ölçüsü elde edilebilee§ini görmü³tük. X ve Y ayn� da§�l�ma sahip iki rassal de§i³ken

ise u(X) = u(Y ) olaa§�ndan tan�mlad�§�m�z kabul kümesine göre ayn� risk de§e-

rine sahip olurlar. Bu nedenle ρ'nun yasa de§i³mezi oldu§u aç�kt�r ve bu, Öner-

me 11.23'de ρ'nun alttan ve dolay�s�yla üstten süreklili§iyle gösterileektir. Dahas�,

kar³�l�k gelen minimal eza fonksiyonu

αmin(Q) = inf
λ>0

1

λ

(

x0 +

∫ 1

0

ℓ∗(λ · qϕQ
(t) )dt

)

olarak hesaplanabilir. Burada,

ℓ∗(y) = sup
x∈R

(xy + u(−x)) = sup
x∈R

(xy − ℓ(x))

konveks artan ℓ(x) := −u(−x) kay�p fonksiyonunun Fenhel-Legendre dönü³ümüdür.
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A³a§�daki teorem, AV@Rλ risk ölçülerinin çok önemli rolünü aç�klar. Bu risk

ölçüleri, L∞
üzerinde riskin yasa de§i³mezi konveks ölçüleri için yap� malzemesi

olarak görülebilir. Burada (Ω,F , P ) uzay� atomsuz varsay�laakt�r.

Teorem 7.24. Bir ρ konveks risk ölçüsünün yasa de§i³mezi ve üstten sürekli olmas�

için gerek ve yeter ko³ul,

βmin(µ) = sup
X∈Aρ

∫

(0,1]

AV@Rλ(X)µ(dλ)

olmak üzere,

ρ(X) = sup
µ∈M1((0,1])

(
∫

(0,1]

AV@Rλ(X)µ(dλ)− βmin(µ)

)

(7.2)

olmas�d�r.

Kan�t. (7.2)'nin sa§ taraf�, bir yasa de§i³mezi konveks risk ölçüsünün üstten sürekli

oldu§unu tan�mlar. Tersine ρ, yasa de§i³mezi ve üstten sürekli olsun. ϕ := ϕQ = dQ
dP

olmak üzere, Q ∈ M1(P ) için,

∫ 1

0

q−X(t)qϕ(t)dt =

∫

(0,1]

AV@Rs(X)µ(ds)

olaak ³ekilde bir µ ∈ M1((0, 1]) ölçüsünün var oldu§unu gösteree§iz. Sonra

varsay�m�, Teorem 7.23'ten sonuçland�raa§�z. q−X(t) = V@R1−t(X) ve qϕ(t) =

q+ϕ (t) oldu§undan, hemen hemen heryerde t ∈ (0, 1) için

∫ 1

0

q−X(t)qϕ(t)dt =

∫ 1

0

V@Rt(X)q+ϕ (1− t)dt

dir. q+ϕ artan ve sa§dan sürekli oldu§undan (0, 1] üzerindeki s�n�rl� aral�klarda sonlu

de§er alan bir pozitif ν ölçüsü için q+ϕ (t) = ν((1− t, 1]) ³eklinde yazabiliriz. Üstelik

µ(dt) = t ν(dt) ³eklinde verilen µ ölçüsü, (0, 1] üzerinde bir olas�l�k ölçüsüdür:

∫

(0,1]

t ν(dt) =

∫ 1

0

ν((s, 1])ds = −
∫ 1

0

q+ϕ (1− t)dt =

∫ 1

0

q+ϕ (s)ds = E[ ϕ ] = 1

dir. Sonuç olarak,
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∫ 1

0

q−X(t)qϕ(t)dt =

∫ 1

0

V@Rt(X)

∫

(t,1]

1

s
µ(ds) dt

=

∫

(0,1]

1

s

∫ s

0

V@Rt(X) dt µ(ds)

=

∫

(0,1]

AV@Rs(X) µ(ds)

(7.3)

dir.

Tersine, (0, 1] üzerinde herhangi bir µ olas�l�k ölçüsü için, q(t) :=
∫

(1−t,1]
s−1 µ(ds)

ile tan�ml� q fonksiyonu, bir Q ∈ M1(P ) ölçüsünün ϕ := q(U) yo§unlu§unun da§�l�m

dilimi fonksiyonu olarak görülebilir. Burada U , (0, 1) üzerinde bir düzgün da§�l�ma

sahiptir. Bunlarla birlikte, (0, 1] üzerinde µ olas�l�k ölçüleri ile ϕ yo§unluklar�n�n

da§�l�mlar� aras�nda birebir bir e³leme elde ederiz.

Teorem 7.24 tutarl� konveks risk ölçüleri için a³a§�daki ³ekli al�r.

Sonuç 7.5. Bir ρ tutarl� risk ölçüsünün üstten sürekli ve yasa de§i³mezi olmas� için

gerek ve yeter ko³ul, bir M ⊂ M1((0, 1]) kümesi için,

ρ(X) = sup
µ∈M

∫

(0,1]

AV@Rλ(X) µ(dλ)

olmas�d�r.

Bir G ⊂ F σ-ebirine göre bir pozisyon yerine ko³ullu beklentisini kulland�§�m�zda,

pozisyonun de§i³kenli§i P ölçüsüne göre azal�r. Konveks bir risk ölçüsü yasa de§i³mezi

ise, de§i³kenli§in bu ³ekilde azalt�lmas�n� riskteki azalma ile göstereektir.

Sonuç 7.6. ρ'nun üstten sürekli ve yasa de§i³mezi olan bir konveks risk ölçüsü

oldu§unu varsayal�m. Bu durumda ρ,

X <uni Y :⇐⇒ Her u fayda fonksiyonu için E[u(X)] ≥ E[u(Y )]

³eklinde ifade edilen <uni s�ralamas�na göre monotondur: Y,X ∈ X için

Y <uni X =⇒ ρ(Y ) ≤ ρ(X)
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dir. Özellikle, X ∈ X , herhangi bir G ⊂ F σ-ebiri için

ρ(E[ X | G ]) ≤ ρ(X)

ve

ρ(E[ X ]) = ρ(0)− E[ X ] ≤ ρ(X)

tir.

Kan�t. �lk e³itsizlik, Teorem 7.24 ile Uyar� 6.9'un birle³iminden ç�kar. �kini e³it-

sizlik, Teorem 6.18'e göre E[ X | G ] <uni X oldu§undan, ilk e³itsizli§in özel bir

durumudur. Üçünüsü, ikinide G = {∅,Ω} al�narak elde edilir.

Teorem 7.22'den µ <mon ν olmas�, µ <uni ν olmas�n� gerektirir. Dolay�s�yla,

konveks risk ölçüleri için verilen yukar�daki sonuç, parasal risk ölçüleri için verilen

Uyar� 7.14'ten daha güçlüdür.

Uyar� 7.15. Her n ∈ N için G1 ⊂ G2 ⊂ ... ⊂ F olaak ³ekilde artan σ-ebirleri

olsun. n ↑ ∞ iken

ρ(E[ X | Gn ]) −→ ρ(E[ X | G∞ ])

olur. Burada ρ, Sonuç 7.6'da verildi§i gibi ve G∞ = σ(
⋃

n Gn)'dir. Gerçekten

Doob'un martingale yak�nsakl�k teoreminden ( [4℄) P -hhk olmak üzere, n ↑ ∞ iken

E[ X | Gn ] → E[ X | G∞ ]'dur. Dolay�s�yla Fatou özelli§i ve ve Sonuç 7.6;

ρ(E[ X | G∞]) = ρ( lim
n↑∞

E[ X | Gn ])

≤ lim inf
n↑∞

ρ( E[ X | Gn ])

≤ ρ( E[ X | G∞ ])

oldu§unu gösterir.

Önerme 6.15'in aksine a³a§�daki teorem, üstten s�n�rl� olan tüm yasa de§i³mezi

konveks risk ölçüleri s�n�f�nda AV@Rλ'n�n V@Rλ'ya en koruma� (onservative)

yakla³�m� oldu§unu gösterir.

Teorem 7.25. AV@Rλ, üstten sürekli olan ve V@Rλ y� üstten s�n�rlayan en küçük

yasa de§i³mezi konveks risk ölçüsüdür.
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Kan�t. AV@Rλ'n�n V@Rλ'y� üstten s�n�rlad�§� zaten (6.6)'da verildi. ρ'nun V@Rλ'y�

üstten s�n�rlayan ve üstten sürekli olan ba³ka bir yasa de§i³mezi konveks risk ölçüsü

oldu§unu varsayal�m. Verilen bir X ∈ X için

ρ(X) ≥ AV@Rλ(X) (7.4)

oldu§unu göstermeliyiz. ε > 0 alal�m ve A := {ω ∈ Ω : −X(ω) ≥ V@Rλ(X)− ε} ve

Y := E[ X | XIAc ] = X · IAc + E[ X | A ] · IA

olsun. Ac üzerinde Y > q+X(λ) + ε ≥ E[ X | A ] oldu§undan, P [ Y < E[ X | A ] ] =

0 elde ederiz. Di§er taraftan P [ Y ≤ E[ X | A ] ] ≥ P [ A ] > λ'd�r ve bu

V@Rλ(Y ) = E[ −X | A ] olmas�n� gerektirir. ρ, V@Rλ'y� üstten s�n�rlad�§�ndan

ρ(Y ) ≥ E[ −X | A ]'d�r. Sonuç olarak, Sonuç 7.6'dan

ρ(X) ≥ ρ(Y ) = E[ −X | −X ≥ V@Rλ(X)− ε ]

dur. ε ↓ 0 al�narak,

ρ(X) ≥ E[ −X | −X ≥ V@Rλ(X) ] ≥ V@Rλ(X)

sa§lan�r. X 'in da§�l�m� sürekli ise, Sonuç 6.4'te belirtilen sa§daki ko³ullu beklenti,

AV@Rλ(X)'e e³ittir ve buradan (7.4)'ü elde ederiz. X 'in da§�l�m� sürekli de§ilse,

P [ X = x ] > 0 olaak ³ekildeki tüm x noktalar�n�n kümesini D ile ifade edelim

ve sürekli da§�l�ma sahip bir Z ≥ 0 s�n�rl� rastgele de§i³kenini alal�m. Önerme

2.4'ten böyle bir rastgele de§i³ken vard�r. Yard�m� Teorem 7.14'ün kan�t�nda Xn :=

X + 1
n
ZI{X∈D}'n�n bir sürekli da§�l�ma sahip oldu§unu gördük. Üstelik Xn, X 'e

azalarak yakla³�r. Her Xn için (7.4) e³itsizli§i sa§lan�r ve üstten süreklilikten Xn'ler

X 'e geni³ler.

Sonuç 7.7. Olas�l�k uzay� atomsuz ise AV@Rλ ile WCEλ denktir.

Kan�t. Biz Sonuç 6.4'ten X bir sürekli da§�l�ma sahip oldu§unda WCEλ(X) =

AV@Rλ(X) oldu§unu biliyoruz. Öneki kan�t�n sonundaki tekrarl� yakla³�mdan her

X ∈ X için WCEλ(X) = AV@Rλ(X) sa§lan�r.
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8. KONKAV ÇARPIKLIK

Bu bölümdeki Teorem 8.26, ilk olarak [26℄'da kan�tlanm�³t�r. Teorem 8.27 ve

Sonuç 8.11'deki konkav çarp�kl�§�n çekirde§inin temsilleri Carlier ve Dana [5℄ taraf�n-

dan verilmi³tir. Ayr�a, bununla ilgili daha ayr�nt�l� uygulamalar için [6℄'ya bak�la-

bilir.

�imdi yasa de§i³mezi konveks risk ölçüleri için Temsil Teoremi 7.24'te belirtilen

ρµ(X) :=

∫

AV@Rλ(X) µ(dλ) (8.1)

tutarl� risk ölçülerine yak�ndan bakal�m. Bu ρµ risk ölçülerini iki ³ekilde karakterize

edee§iz, ilki ölçü uzay�n�n P olas�l�k ölçüsünün baz� Choquet integralleri olarak,

sonraki bölümde ise, komotonlu§un bir özelli§i ile ifade edileektir.

Öneki bölümde oldu§u gibi, bu bölüm boyuna (Ω,F , P ) olas�l�k uzay�n�n

atomsuz oldu§unu varsayaa§�z. AV@Rλ tutarl�, alttan sürekli ve yasa de§i³mezi

oldu§undan herhangi bir µ da§�l�m�ndan elde edilen ρµ kar�³�m�, (0, 1) üzerinde en

az bir µ olas�l�k ölçüsü için ayn� özelliklere sahiptir. Uyar� 6.10'a göre AV@R0(X) =

−ess infX oldu§unda Tan�m 6.24'ü [0, 1] kapal� aral�§� üzerinde µ olas�l�k ölçülerine

geni³letebiliriz. Anak, µ({0}) > 0 ise, AV@R0 alttan sürekli olmad�§�ndan ρµ,

sadee üstten sürekli olup alttan sürekli olmayaakt�r.

ψ a³a§�daki lemmada tan�mlanan konkav fonksiyon olsun. Buradaki ilk ama�m�z

ρµ(X)'in, cψ(A) := ψ(P [ A ]) küme fonksiyonuna göre −X kayb�n�n Choquet integ-

rali ile tan�mlanabilir oldu§unu göstermektir. Her ψ konkav fonksiyonunun bir sa§-

dan sürekli, ψ
′

+ sa§dan türevine sahip oldu§unu hat�rlay�n; Önerme 2.2'de görünüz.

Önesinde has konveks fonksiyonunun tan�m�na ihtiya�m�z olaak.

Yard�m� Teorem 8.15. 0 < t < 1 için

ψ
′

+(t) =

∫

(t,1]

s−1 µ(ds) (8.2)

özde³li§i [0, 1] üzerinde µ olas�l�k ölçüleri ile ψ : [0, 1] → [0, 1], ψ(0) = 0 ve ψ(1) =

1 olaak ³ekildeki artan konkav fonksiyonlar�n aras�nda bire bir e³leme tan�mlar.

Dahas� ψ(0+) = µ({0})'d�r.

Kan�t. Önelikle (8.2) ve ψ(1) = 1 ile tan�ml� ψ ve µ verilsin. O halde ψ, [0, 1]'de
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de konkav ve artand�r. Üstelik,

1− ψ(0+) =

∫ 1

0

ψ
′

(t) dt =

∫

(0,1]

1

s

∫ 1

0

I{t<s≤1}dt µ(ds) = µ((0, 1]) ≤ 1

dir. Sonuç olarak, ψ(0) := 0 diyebiliriz ve [0, 1]'de artan konkav bir fonksiyon elde

ederiz.

Tersine, ψ verilirse ψ
′

+(t), (0, 1) üzerinde azalan sa§dan sürekli bir fonksiyondur

ve (0, 1) üzerinde baz� ν yerel sonlu pozitif ölçüsü için ψ
′

+(t) = ν((t, 1]) olarak

yazabiliriz. �lk olarak (0, 1]'de µ'yü, µ(dt) = t ν(dt) ile tan�mlayal�m. O halde

(8.2)'yi sa§lar ve Fubini'nin teoreminden

µ((0, 1]) =

∫ 1

0

∫

(0,1]

I{t<s} ν (ds) dt = 1− ψ(0+) ≤ 1

dir. Sonuç olarak, µ({0}) := ψ(0+) seçersek [0, 1] üzerinde bir µ olas�l�k ölçüsü

tan�mlar.

Teorem 8.26. [0, 1] üzerinde bir µ olas�l�k ölçüsü için, ψ, Yard�m� Teorem 8.15'te

tan�mlanan konkav fonksiyon olsun. X ∈ X için,

ρµ(−X) = ψ(0+)AV@R0(−X) +

∫ 1

0

qX(t)ψ
′

(1− t) dt

=

∫ 0

−∞

(ψ(P [ X > x ])− 1) dx+

∫ ∞

0

ψ(P [ X > x ]) dx

tir.

Kan�t. V@Rλ(−X) = q−X(1− λ)'y� kullanarak, (7.3)'te oldu§u gibi

∫

(0,1]

AV@Rλ(−X) µ(dλ) =

∫ 1

0

qX(t) ψ
′

(1− t) dt

yi elde ederiz. Dolay�s�yla ilk özde³li§i elde etmi³ oluruz. �kinisi için, önelikle

X ≥ 0 oldu§unu varsayal�m. O halde FX , X 'in da§�l�m fonksiyonu olmak üzere,

q+X(t) = sup{ x ≥ 0 | FX(x) ≤ t } =

∫ ∞

0

I{FX(x)≤t} dx

tir.

∫ y

0
ψ

′

(t) dt = (ψ(y) − ψ(0+)) I{y>0} oldu§undan, Fubini'nin teoremini kulla-

77



narak,

∫ 1

0

qX(t) ψ
′

(1− t) dt =

∫ ∞

0

∫ 1

0

I{FX(x)≤1−t} ψ
′

(t) dt dx

=

∫ ∞

0

ψ(1− FX(x)) dx− ψ(0+) ess sup X

elde ederiz. ψ(0+) = µ({0}) ve ess sup X = AV@R0(−X) oldu§undan, X ≥ 0 için

bu, ikini özelli§i kan�tlar. X ∈ L∞
key� ise, C := −ess inf X olmak üzere, X+C'yi

dü³ünelim. ρµ'nün nakit de§i³mezli§inden

C + ρµ(−X) =

∫ 1

0

ψ(P [ X > x− C ]) dx

=

∫ 0

−C

ψ(P [ X > x ]) dx+

∫ ∞

0

ψ(P [ X > x ]) dx

= C +

∫ 0

−∞

(ψ(P [ X > x ])− 1) dx+

∫ ∞

0

ψ(P [ X > x ]) dx

sa§lan�r.

Örnek 8.15. µ = δλ olmak üzere, AV@Rλ risk ölçüsünün, ρµ ³eklinde oldu§u

aç�kt�r. λ > 0 için, kar³�l�k gelen konkav çarp�kl�k fonksiyonu

ψ(t) =

(

t

λ

)

∧ 1 =
1

λ
(t ∧ λ)

ile verilir. Sonuç olarak, AV@Rλ'n�n ba³ka bir gösterimini elde ederiz: X ∈ L∞
+

için;

AV@Rλ(−X) =
1

λ

∫ ∞

0

P [ X > x ] ∧ λ dx

tir.

Sonuç 8.8. ϕ, ψ'nin Tan�m 2.5 tan�m�ndan al�nan bir ters fonksiyonu olmak üzere,

Teorem 8.26'da µ({0}) = 0 ise,

ρµ(X) = −
∫ 1

0

qX(ϕ(t)) dt

dir.

Kan�t. Yard�m� Teorem 2.1 nedeniyle, Lebesgue ölçüsü alt�nda ϕ da§�l�m�, ψ da§�l�m

fonksiyonuna ve dolay�s�yla ψ
′

yo§unlu§una sahiptir. Dolay�s�yla Yard�m� Teorem
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2.5'in son ad�m�n� kulland�§�m�zda

∫ 1

0

qX(ϕ(t)) dt =

∫ 1

0

qX(t) ψ
′

(t) dt = −
∫ 1

0

q−X(1− t) ψ
′

(t) dt

olur. Teorem 8.26'n�n bir uygulamas�, kan�t� sonuçland�r�r.

cψ(A) = ψ(P [ A ]) küme fonksiyonunun k�sa bir çal�³mas�yla devam edelim.

Tan�m 8.28. ψ : [0, 1] → [0, 1], ψ(0) = 0 ve ψ(1) = 1 ³artlar�n� sa§layan artan bir

fonksiyon olsun. A ∈ F olmak üzere,

cψ(A) := ψ(P [ A ])

küme fonksiyonu, ψ çarp�kl�k (distortion) fonksiyonu'na göre, P olas�l�k ölçüsünün

çarp�kl�§� (distortion) olarak isimlendirilir.

Tan�m 8.29. Bir c : F → [0, 1] küme fonksiyonu A ⊂ B için

c(A) ≤ c(B)

ise monoton (monotone),

c(∅) = 0 ve c(Ω) = 1

ise normalle³tirilmi³ (normalized) olarak isimlendirilir. Bir monoton küme fonksiy-

onu,

c(A ∪ B) + c(A ∩ B) ≤ c(A) + c(B)

ise altmodüler (submodular) veya ikili de§i³en (2-alternating) olarak isimlendirilir.

Herhangi bir cψ çarp�kl�§�n�n, normalle³tirilmi³ ve monoton oldu§u aç�kt�r.

Önerme 8.16. cψ, ψ çarp�kl�k fonksiyonuna göre, P 'nin çarp�kl�§� olsun. ψ konkav

ise, cψ altmodülerdir. Üstelik, olas�l�k uzay� atomsuz ise, tersi de do§rudur.

Kan�t. Önelikle ψ'nin konkav oldu§unu varsayal�m. P [ A ] ≤ P [ B ] olaak ³ekilde

A,B ∈ F alal�m. c := cψ'nin

c(A)− c(A ∩ B) ≥ c(A ∪ B)− c(B)
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yi sa§lad�§�n� göstermeliyiz.

r := P [ A ]− P [ A ∩ B ] = P [ A ∪B ]− P [ B ]

olmak üzere, r = 0 ise bu önemsizdir. r > 0 için ψ'nin konkavl�§�ndan

c(A)− c(A ∩B)

P [ A ]− P [ A ∩B ]
≥ c(A ∪B)− c(B)

P [ A ∪ B ]− P [ B ]

sa§lan�r. �ki taraf r ile çarp�larak sonuç elde edilir.

�imdi c = cψ'nin alt modüler ve (Ω,F , P )'nin atomsuz oldu§unu varsayal�m.

0 ≤ x ≤ z ≤ 1 ve y = (x + z)/2 oldu§unda ψ(y) ≥ (ψ(x) + ψ(z))/2 oldu§unu

göstermeliyiz. Sonuçland�rmak için, P [ A ] = P [ B ] = y, P [ A ∩ B ] = x ve

P [ A ∪ B ] = z olaak ³ekilde A,B ⊂ F kümelerine ihtiya�m�z olaakt�r. Alt

modülerlik ayr�a ψ(x) + ψ(z) ≤ 2 ψ(y)'yi ve dolay�s�yla ψ'nin konkavl�§�n� verir.

A ve B kümelerini olu³turmak ama�yla, [0, 1]'de düzgün da§�l�ma sahip bir rassal

U de§i³keni alal�m, ki Önerme 2.4'den böyle bir de§i³ken vard�r. O halde,

A := {0 ≤ U ≤ y} ve B := {z − y ≤ U ≤ z}

istenilen ³artlar� sa§lar.

�imdi Örnek 3.7'de tan�mlanan Choquet integralinin gösterimini hat�rlayal�m:

Tan�m 8.30. c : F → [0, 1], normalle³tirilmi³ ve monoton herhangi bir küme

fonksiyonu olsun. c'ye göre (Ω,F ) üzerinde bir s�n�rl� ölçülebilir X fonksiyonunun

Choquet integrali,

∫

Xdc :=

∫ 0

−∞

(c( X > x )− 1) dx+

∫ ∞

0

c( X > x ) dx

³eklinde tan�mlan�r.

c bir σ-toplamsal olas�l�k ölçüsü ise Choquet integralinin klasik integralle çak�³t�§�na

dikkat ediniz.(�leride Yard�m� Teorem 9.19'da görünüz.)

Bu tan�mla Teorem 8.26, ρµ risk ölçüsünü, zemini olu³turan P olas�l�k ölçüsünün

bir cψ konkav çarp�kl�§�na göre kayb�n Choquet integrali olarak tan�mlamam�za izin
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verir.

Sonuç 8.9. [0, 1] üzerinde bir µ olas�l�k ölçüsü için ψ, Yard�m� Teorem 8.15'te

tan�mlanan konkav çarp�kl�k fonksiyonu ve cψ, ψ ye göre P nin çarp�kl�§� olsun. Bu

durumda X ∈ L∞
için

ρµ(X) =

∫

(−X) dcψ

dir.

Sonuç 8.9 ile Teorem 7.24'ten, konkav çarp�kl�klar aç�s�ndan yasa de§i³mezi kon-

veks risk ölçülerinin a³a§�daki gösterimini elde ederiz:

Sonuç 8.10. Bir ρ konveks risk ölçüsünün yasa de§i³mezi ve alttan sürekli olmas�

için gerek ve yeter ³art,

ρ(X) = sup
ψ

(
∫

(−X) dcψ − γmin(ψ)

)

olmas�d�r. Burada, tüm ψ konkav çarp�kl�k fonksiyonlar�n�n s�n�f� üzerinden al�nan

supremum,

γmin(ψ) := sup
X∈Aρ

∫

(−X) dcψ

dir.

Teorem 8.26'n�n di§er bir sonuu olarak, ρµ tutarl� risk ölçüsü için Qµ ⊂ M1(P )

maksimal temsil kümesinin aç�k bir tan�m�n� elde ederiz.

Teorem 8.27. µ, [0, 1] üzerinde bir olas�l�k ölçüsü ve ψ, Yard�m� Teorem 8.15'te

tan�mlanan konkav fonksiyon olsun. O halde, Qµ kümesi,

Qµ :=

{

Q ∈ M1(P ) | t ∈ (0, 1) için

∫ 1

t

qϕ(s)ds ≤ ψ(1− t)' yi sa§layan ϕ :=
dQ

dP

}

olarak verildi§inde, ρµ,

ρµ(X) = sup
Q∈Qµ

EQ[−X ]

olarak gösterilebilir. Dahas�, Qµ, ρµ'yü temsil eden M1(P )'nin maksimal alt küme-

sidir.
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Kan�t. ρµ risk ölçüsü tutarl�d�r ve üstten süreklidir. Sonuç 5.2'den, Qmax = {Q ∈
M1(P ) | αmin(Q) = 0} kümesi üzerinde beklentilerin supremumu al�narak temsil

edilebilir. (7.1) ve Teorem 8.26 kullan�larak bir Q ∈ M1(P ) ölçüsünün ϕ := dQ/dP

yo§unlu§uyla Qmax'a ait olmas� için gerek ve yeter ³art, her X ∈ L∞
için

∫ 1

0

qX(s) qϕ(s) ds ≤ ρµ(−X)

= ψ(0+) AV@R0(−X) +

∫ 1

0

qX(s) ψ
′

(1− s) ds

(8.3)

olmas�d�r. X ≡ t sabit rastgele de§i³kenleri için qX = I[t,1]'dir yani her t ∈ (0, 1) için

∫ 1

t

qϕ(s) ds ≤ ψ(0+) +

∫ 1

t

ψ
′

(1− s) ds = ψ(1− t)

elde ederiz. Sonuç olarak Qmax ⊂ Qµ'dür. Ters kapsam�n kan�t� için verilen bir sabit

Q ∈ Qµ ölçüsünün ϕ yo§unlu§unun herhangi bir X ∈ L∞
için (8.3)'ü sa§lad�§�n�

gösterelim. ν, q+X(s) = ν([0, s]) olaak ³ekilde [0, 1] üzerinde pozitif yönlü ölçü olsun.

Qµ'nün tan�m�n� ve Fubini'nin teoremini kullanarak,

∫ 1

0

qX(s) qϕ(s) ds =

∫

[0,1]

∫ 1

t

qϕ(s) ds ν (dt)

≤
∫

[0,1]

ψ(1− t) ν (dt)

= ψ(0+) ν ([0, 1]) +

∫ 1

0

ψ
′

(1− s)

∫

[0,s]

ν (dt) ds

elde ederiz. Bu (8.3)'ün sa§ taraf�na e³ittir.

Teorem 8.28. X <uni X0 olaak ³ekildeki herhangi bir X ∈ X için

E∗[ X ] ≥
∫ 1

0

qϕ (1− s) qX0
(s) ds

dir. Alt s�n�r X∗ = f(ϕ)'den elde edilir. Burada f ; Fϕ x'te sürekli ise,

f(x) := qX0
(1− Fϕ(x))
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ile, di§er durumlarda

f(x) :=
1

Fϕ(x)− Fϕ(x−)

∫ Fϕ(x)

Fϕ(x−)

qX0
(1− t) dt

ile tan�mlanan [0,∞) üzerindeki artan fonksiyondur.

Uyar� 8.16. X∗
çözümü, P alt�nda X0 ile ayn� beklentiye sahiptir.

Sonuç 8.11. Teorem 8.27 ³artlar� alt�nda, a³a§�daki ko³ullar denktir.

(a) ρµ, alttan süreklidir.

(b) µ({0}) = 0'd�r.

() Her X ∈ L∞
için ρµ(X) = max

Q∈Qµ

EQ[−X ]'tir.

Bu denk ko³ullar sa§land�§�nda, yo§unlu§u dQX/dP = f(X) olan QX ∈ Qµ ölçüsü

ile (c)'deki maksimum elde edilir. x, FX in bir süreklilik noktas� ise, f azalan

fonksiyonunu

f(x) := ψ
′

(FX(x))

olarak, di§er durumlarda,

f(x) :=
1

FX(x)− FX(x−)

∫ FX(x)

FX(x−)

ψ
′

dt

³eklinde tan�mlar�z. Dahas�, λ, (0, 1) üzerinde Lebesgue ölçüsünü göstermek üzere,

Qµ =

{

Q≪ P | P ◦
(

dQ

dP

)−1

<uni λ ◦ (ψ′

)−1

}

(8.4)

olur.

Kan�t. (a) ve (c) ko³ullar�n�n denkli§i Sonuç 5.3'te zaten kan�tland�. (b) sa§lan�rsa,

Teorem 6.21 ve monoton yak�nsakl�k nedeniyle ρµ alttan süreklidir. �imdi

δ := µ({0}) > 0 ise (a) ko³ulunun sa§lanmad�§�n� gösterelim. Bu durumda,

µ
′

:= µ( · | (0, 1]) olmak üzere,

ρµ = δ AV@R0 + (1− δ) ρµ′
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yazabiliriz. O halde µ
′

({0}) = 0 oldu§undan ρµ′ alttan süreklidir anak AV@R0

de§ildir ve bu yüzden Uyar� 6.10'dan ρµ, (a)'y� sa§lamaz.

�imdi kalan iddialar� kan�tlayal�m. ψ(0+) = µ({0}) = 0 oldu§undan, ϕ =

dQ/dP yo§unlu§una sahip bir Q ölçüsünün Qµ'ye ait olmas� için gerek ve yeter ³art,

her t için
∫ 1

t
qϕ(s) ds ≤

∫ 1

t
ψ

′

(1 − s) ds olmas�d�r. ψ
′

(1 − t), λ alt�nda ψ
′

da§�l�m�

için bir da§�l�m dilimi fonksiyonu oldu§undan Teorem 6.18'in (e) ³�kk� (8.4) e³itli§ini

gerektirir. P ◦ϕ−1 <uni λ◦(ψ′

)−1
olaak ³ekilde ϕ yo§unluk fonksiyonu k�s�t� alt�nda

maksimalle³tiriiQX tan�mlama problemi E[ ϕ X ]'in minimalle³tirilmesine denktir.

Önelikle X ≥ 0 kabul edelim. O halde Teorem 8.28'den P ◦Y −1 <uni λ ◦ (ψ′

)−1

olaak ³ekilde Y ∈ L1
+ 'y� f(X) olarak seçersek, E[ Y X ]'i minimalle³tirir. Üstelik

Uyar� 8.16, E[ f(X) ] =
∫ 1

0
ψ

′

(t) dt = 1 ve dolay�s�yla ϕX := f(X) ≥ 0'�n bir

QX ∈ Qµ optimal olas�l�k ölçüsünün yo§unlu§u oldu§unu gösterir. X pozitif de§ilse,

X + c ≥ 0 olaak ³ekilde bir c sabiti alabilir ve öneki ifadeleri uygulayabiliriz. f

için FX+c(X + c) = FX(X) sonuu ç�kar.

Uyar� 8.17. Bir yasa de§i³mezi risk kavram� ile ilgilendi§imiz süree, bir X ∈ L∞

�nansal durumunu, onun FX da§�l�m fonksiyonu ile veya denk olarak

GX(t) := 1− FX(t) = P [ X > t ]

fonksiyonu ile gösterebiliriz.

G s�n�f� G(1) = 0 ve G(0) ≤ 1 ³art�n� sa§layan [0, 1] üzerindeki sa§dan sürekli

azalan fonksiyonlar�n kümesi olsun. Bu durumda X pozisyonlar�n� sadee [0, 1]'de

dü³ünürsek, GX temsilleri G s�n�f�nda farkl� ³ekillerde gösterilebilir. Teorem 8.26

nedeniyle, bir ρµ yasa de§i³mezi tutarl� risk ölçüsü,

U(GX) := ρµ(−X) =

∫ 1

0

ψ(GX(t)) dt

ara�l�§�yla temsililerin s�n�f� üzerinde bir U fonksiyonelini ifade eder. ψ, artan

ve konkav oldu§undan, U fonksiyoneli, [0, 1] birim aral�§� üzerinde Lebesgue ölçüsü

ile verilen olas�l�k uzay� üzerinde bir von Neumann-Morgenstern fayda fonksiyoneli

gösterimine sahiptir. Daha genel olarak, [0, 1] üzerinde bir u fayda fonksiyonunu
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u(0) = 0 ile tan�mlayabiliriz ve Quiggin taraf�ndan tan�mlanan [29℄

U(GX) :=

∫ 1

0

ψ(GX(t)) du(t)

fonksiyonelini dü³ünebiliriz. u(x) = x için bu, "ikili teori (dual theory)"ye indirger,

ψ(x) = x için,

U(GX) =

∫ 1

0

GX(t) du(t)

= −
∫ 1

0

u(t) d GX(t)

= E[ u(X) ]

klasik fayda fonksiyonellerini elde ederiz.
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9. KOMONOTON�K R�SK ÖLÇÜLER�

Bu bölümde genel küme fonksiyonlar�na göre Choquet integralleri, Choquet [8℄

taraf�ndan verilmi³tir. Tutarl� risk ölçüleri ile ba§lant�lar Delbaen [9℄, [10℄ taraf�n-

dan inelenmi³tir. Teorem 9.29'daki gerek ³art Dellaherie [11℄, yeter ³artsa Shmei-

dler [31℄ taraf�ndan verilmi³tir. Yard�m� Teorem 9.17'den elde edilen kan�t, Den-

neberg [13℄'ten al�nm�³t�r. Teorem 9.30, Kusuoka [26℄'dan al�nm�³t�r. Teorem 9.31'de

(b) ve (d) aras�ndaki denklik, ilk olarak [31℄'de kan�tlanm�³, (c) maddesi de [8℄'de

eklenmi³tir. Burada verilen kan�t [13℄'ten al�nm�³t�r.

Ço§u durumda, bir X + Y birle³tirilmi³ pozisyonunun riski, bireysel risklerin

toplam�ndan kesinlikle daha dü³ük olaakt�r. Çünkü bir pozisyon, di§er pozisyon-

larda olumsuz de§i³imlere kar³� bir önlem olarak görülür. Di§er taraftan X 'in Y

için bir sigorta olarak çal�³mas�n�n herhangi bir yolu yoksa, riski basitçe toplamak

isteyebiliriz. Bu �kri kesinle³tirmek ama�yla, komonotoniklik kavram�n� tan�mla-

yaa§�z. Bu bölümde bizim esas ama�m�z, komonotonikli§in bu özelli§ini payla³an

tüm konveks risk ölçüleri s�n�f�n� karakterize etmektir.

Bu k�sm�n ilk iki bölümü için, (Ω,F ) ölçülebilir uzay� üzerinde tüm s�n�rl�

ölçülebilir fonksiyonlar�n lineer uzay�n� X ile gösteree§iz.

Tan�m 9.31. (Ω,F ) üzerinde X ve Y ölçülebilir fonksiyonlar�, her (ω, ω
′

) ∈ Ω× Ω

için

(X(ω)−X(ω
′

))(Y (ω)− Y (ω
′

)) ≥ 0 (9.1)

³art�n� sa§l�yorsa komonoton (omonotone) ad�n� al�r. X üzerindeki bir ρ parasal

risk ölçüsü, X, Y ∈ X komonoton oldu§unda,

ρ(X + Y ) = ρ(X) + ρ(Y )

³art�n� sa§l�yorsa komonotonik (omonotoni) diye isimlendirilir.

Yard�m� Teorem 9.16. ρ, X üzerinde komonotonik parasal risk ölçüsü ise, pozitif

homojendir.

Kan�t. (X,X)'in bir komonoton çift olur. Dolay�s�yla ρ(2X) = 2ρ(X)'tir. Bu iddi-

an�n bir tekrar� her r ≥ 0 rasyonel say�s� için ρ(r X) = r ρ(X)'i sa§lar. Yard�m�

86



Teorem 3.7'deki Lipshitz süreklili§inden ρ, pozitif homojendir.

A³a§�da her komonotonik parasal risk ölçüsünün, (Ω,F ) üzerinde belli bir küme

fonksiyonuna göre Choquet integrali olarak ortaya ç�kt�§�n� gösteree§iz. c : F →
[0, 1], her zaman normalle³tirilmi³ ve monoton bir küme fonksiyonunu gösterir.

Aksi söylenmedikçe, biz c'nin toplamsal özelliklerinin oldu§unu kabul etmeyee§iz..

Tan�m 8.30'dan, c'ye göre X ∈ X 'in Choquet integralinin

∫

Xdc =

∫ 0

−∞

(c(X > x)− 1)dx+

∫ ∞

0

c(X > x)dx

olarak tan�mland�§�n� hat�rlay�n.

Sonraki önermenin kan�t� Örnek 3.7'de verildi.

Önerme 9.17. Kayb�n Choquet integrali olan

ρ(X) :=

∫

(−X) dc,

X üzerinde pozitif homojen bir parasal risk ölçüsüdür.

Tan�m 9.32. X, (Ω,F ) üzerinde bir ölçülebilir fonksiyon olsun. Tan�m 2.5'e göre

al�nan GX(x) := 1 − c(X > x) artan fonksiyonunun bir rX : (0, 1) → R ters

fonksiyonu, c'ye göre X için bir da§�l�m dilimi fonksiyonu (quantile funtion)

olarak adland�r�l�r.

c bir olas�l�k ölçüsü ise, GX(x) = c(X ≤ x)'tir. Bu nedenle öneki tan�m, Tan�m

2.6'da verilen bir da§�l�m dilimi fonksiyonu kavram�na geni³letilir. A³a§�daki öner-

me, c'ye göre da§�l�m dilimi fonksiyonlar� hakk�nda Choquet integralinin alternatif

bir gösterimini aç�§a ç�kar�r.

Önerme 9.18. rX , X ∈ X için c'ye göre bir da§�l�m dilimi fonksiyonu olsun. O

halde,

∫

Xdc =

∫ 1

0

rX(t) dt

dir.

Kan�t.

∫

(X + m) dc =
∫

X dc + m'dir ve her m ∈ R ve X + m'nin her rX+m

dilim fonksiyonu için (neredeyse her yerde) rX+m = rX +m oldu§u kolaya kontrol
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edilebilir. Dolay�s�yla genelli§i bozmadan X ≥ 0 kabul edebiliriz. Bu durumda

Uyar� 2.1 ve Yard�m� Teorem 2.1

r+X(t) = sup{ x ≥ 0 | GX(x) ≤ t } =

∫ ∞

0

I{GX(x)≤t} dx

ile verilen r+X da§�l�m dilimi fonksiyonunun en büyük olmas�n� gerektirir. (0, 1)

üzerinde neredeyse her yerde rX = r+X oldu§undan Fubini'nin teoremi,

∫ 1

0

rX(t) dt =

∫ 1

0

∫ ∞

0

I{GX(x)≤t} dx dt

=

∫ ∞

0

(1−GX(x)) dx

=

∫

X dc

olmas�n� gerektirir.

Tan�m 8.28'de tan�mland�§� gibi bir olas�l�k ölçüsünün sürekli bir çarp�kl�§�na

öneki önerme uyguland�§�nda, Sonuç 8.8'in a³a§�daki genellemesini verir.

Sonuç 9.12. cψ(A) = ψ(P [ A ]), ψ sürekli çarp�kl�k fonksiyonuna göre, P olas�l�k

ölçüsünün çarp�kl�§� olsun. ϕ, Tan�m 2.5 anlam�ndaki ψ artan fonksiyonu için bir

ters fonksiyon ise, P 'ye göre al�nan X ∈ X için qX bir da§�l�m dilimi fonksiyonu

oldu§unda, cψ'ye göre Choquet integrali

∫

X dcψ =

∫ 1

0

qX (1− ϕ(t)) dt

yi sa§lar.

Kan�t. ψ'nin süreklili§i nedeniyle, ψ(a) ≤ t olmas� için gerek ve yeter ³art a ≤
ϕ+(t) = inf{ x | ψ(x) > t } olmas�d�r. Sonuç olarak, cψ'ye göre X 'in en küçük

da§�l�m dilimi fonksiyonunu,

r−X(t) = inf{ x ∈ R | 1− cψ(X > x) ≥ t }
= inf{ x ∈ R | ψ(P [ X > x ]) ≤ 1− t }
= inf{ x ∈ R | P [ X > x ] ≤ ϕ+(1− t) }
= q−X(1− ϕ+(1− t))
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olarak hesaplayabiliriz. Neredeyse tüm t'ler için ϕ+(t) = ϕ(t) oldu§una dikkat

ediniz. Üstelik ϕ, Lebesgue ölçüsü alt�nda ψ sürekli da§�l�m fonksiyonuna sahiptir

ve bu yüzden q−X 'i, key� qX da§�l�m dilimi fonksiyonu yerine kullanabiliriz.

Yard�m� Teorem 9.17. (Ω,F ) üzerinde ölçülebilir X ve Y fonksiyonlar�n�n ko-

monoton olmas� için gerek ve yeter ³art; (Ω,F )'de üçünü bir Z ölçülebilir fonk-

siyonunun ve X = f(Z) ve Y = g(Z) olaak ³ekilde R üzerinde f ve g artan

fonksiyonlar�n�n var olmas�d�r.

Kan�t. Verilen Z, f ve g içinX := f(Z) ve Y := g(Z)'nin komonoton oldu§u aç�kt�r.

Tersine, X ve Y 'nin komonoton oldu§unu varsayal�m ve Z := X + Y ³eklinde Z

tan�mlayal�m. Her ω ∈ Ω için z := Z(ω) olmak üzere, bir ω
′ ∈ Ω vard�r öyle ki,

(x, y) = (X(ω
′

), Y (ω
′

)) ve z = x + y olaak ³ekilde tek bir ayr�³t�rma vard�r. Bunu

sa§lad�ktan sonra f(z) := x ve g(z) := y diyebiliriz. z = x+y gibi bir ayr�³t�rman�n

varl�§� x := X(ω) ve y := Y (ω) seçiminin bir sonuudur. Dolay�s�yla geriye sadee

x ve y olas� de§erlerinin var oldu§unu göstermek kal�r. Sonua ula³mak için, ω
′ ∈ Ω

için X(ω) + Y (ω) = z = X(ω
′

) + Y (ω
′

) oldu§unu varsayal�m. O halde,

X(ω)−X(ω
′

) = −(Y (ω)− Y (ω
′

))

dür ve komonotonluk, bu ifadenin olamayaa§�n� gösterir.

X(ω1) + Y (ω1) = z1 ≤ z2 = X(ω2) + Y (ω2)

oldu§unu varsayal�m. Bu

X(ω1)−X(ω2) = −(Y (ω1)− Y (ω2))

olmas�n� gerektirir. Yukar�daki e³itli§in her iki taraf�n� (Y (ω1)−Y (ω2)) ile çarparsak;

(X(ω1)−X(ω2)) · (Y (ω1)− Y (ω2)) = −(Y (ω1)− Y (ω2)) · (Y (ω1)− Y (ω2))

(X(ω1)−X(ω2)) · (Y (ω1)− Y (ω2)) = −(Y (ω1)− Y (ω2))
2
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olur. Burada,

(Y (ω1)− Y (ω2)))
2 ≥ 0

−(Y (ω1)− Y (ω2))
2 ≤ 0

oldu§undan (X(ω1) − X(ω2)) · (Y (ω1) − Y (ω2)) ≤ 0 ç�kar. Komonotonluktan,

(X(ω1)−X(ω2)) · (Y (ω1)− Y (ω2)) ≥ 0 olmas� gerekti§inden Y (ω1)− Y (ω2) ≤ 0 ve

X(ω1) − X(ω2) ≤ 0 olmas�n� ve dolay�s�yla f(z1) ≤ f(z2), g(z1) ≤ g(z2)'yi sa§lar.

O halde f ve g, Z(Ω) üzerinde artand�r ve bunun R'de tan�ml� artan fonksiyonlara

geni³letilebilee§i aç�kt�r.

Yard�m� Teorem 9.18. X, Y ∈ X , bir çift komonoton fonksiyon ve rX , rY , rX+Y ,

c'ye göre da§�l�m dilimi fonksiyonlar� ise, neredeyse tüm t'ler için

rX+Y (t) = rX(t) + rY (t)

dir.

Kan�t. Yard�m� Teorem 9.17'deki gibi X = f(Z) ve Y = g(Z) yazal�m. Yard�m�

Teorem 2.5'in kan�t�nda oldu§una benzer bir ³ekilde, Z için rZ bir da§�l�m dilimi

fonksiyonu ise, c alt�nda X ve Y için f(rZ) ve g(rZ)'nin da§�l�m dilimi fonksiyonlar�

oldu§unu gösterir. Ayn� iddian�n h := f+g artan fonksiyonuna uygulanmas�, X+Y

için h(rZ) = f(rZ) + g(rZ)'nin bir da§�l�m dilimi fonksiyonu oldu§unu gösterir.

Yard�m� Teorem 2.1'den, rastgele bir de§i³kenin tüm da§�l�m dilimi fonksiyonlar�n�n

neredeyse her yerde çak�³t�§� gerçe§inden sonuç elde edilir.

Uyar� 9.18. Bir öneki yard�m� teorem bir olas�l�k ölçüsüne göre, bir da§�l�m dilimi

fonksiyonunun özel durumuna uyguland�§�nda, V@Rλ ve AV@Rλ'n�n komonotonik

olmas�n� sa§lar.

Teorem 9.29. X üzerindeki bir ρ parasal risk ölçüsünün komonotonik olmas� için

gerek ve yeter ³art, (Ω,F ) üzerinde, X ∈ X için

ρ(X) =

∫

(−X)dc

³art�n� sa§layan normalle³tirilmi³ monoton bir c küme fonksiyonunun var olmas�d�r.

Bu durumda c, c(A) = ρ(−IA) ile verilir.
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Kan�t. Önerme 9.17'dan kayb�n Choquet integralinin bir parasal risk ölçüsü oldu§unu

zaten biliyoruz. Önerme 9.18 ile Yard�m� Teorem 9.18'den komonotonluk sonuu

ç�kar.

Tersine, ρ'nun komonotonik oldu§unu varsayal�m. O halde, Yard�m� Teorem

9.16'ya göre, ρ tutarl�d�r. Sonuç olarak, bir c(A) := ρ(−IA) normalle³tirilmi³ mono-

ton küme fonksiyonunu elde ederiz. Üstelik, ρc(X) :=
∫

(−X) dc, X üzerinde bir

komonotonik parasal risk ölçüsüdür ve i³aret fonksiyonu üzerindeki ρ ile örtü³ür:

ρ(−IA) = c(A) = ρc(−IA). �imdi, xi ∈ R ve Ai ∈ F için

X =
n
∑

i=1

xi IAi

³eklindeki basit rastgele de§i³kenler üzerinde ρ ile ρc'nin e³it oldu§unu gösterelim.

Bu rastgele de§i³kenler L∞
'da yo§un oldu§undan Yard�m� Teorem 3.7, ρ = ρc

olmas�n� gerektirir. Yukar�daki gibi bir X verildi§inde ρc(X) := ρ(X) oldu§unu

göstermek için genelli§i bozmadan x1 ≥ x2 ≥ ... ≥ xn oldu§unu ve Ai kümelerinin

ayr�k oldu§unu varsayabiliriz. Nakit de§i³mezli§inden ayr�a X ≥ 0 yani xn ≥ 0

kabul edebiliriz. Dolay�s�yla, bi := xi − xi+1 ≥ 0, xn+1 := 0 ve Bi :=
⋃i
k=1Ak olmak

üzere, X =
∑n

i=1 bi IBi
yazabiliriz. bi IBi

ve bk IBk
'n�n bir komonoton fonksiyon

çifti oldu§una dikkat ediniz. Bunun sonuu olarak, ayr�a

∑k−1
i=1 bi IBi

ve bk IBk

komonotondur ve tümevar�mla

ρ(−X) =
n
∑

i=1

bi ρ(−IBi
) =

n
∑

i=1

bi ρc(−IBi
) = ρc(−X)

i elde ederiz.

Sonuç 8.9 �³�§�nda öneki teorem

ρµ =

∫

[0,1]

AV@Rλ µ(dλ)

³eklindeki tüm kar�³�mlar�n�n komonotonik olmas�n� gerektirir. Tüm konveks risk

ölçülerinin yasa de§i³mezi ve komonotonik oldu§unu Teorem 9.30'da göree§iz.

Uyar� 9.19. Öneki kan�t�n sonundaki ç�kar�m, B0 := ∅ ve i = 1, · · · , n için Bi :=
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⋃i
k=1Ak oldu§unda, x1 ≥ · · · ≥ xn ≥ xn+1 := 0 olmak üzere, bir basit rassal

X =
n
∑

i=1

xi IAi

de§i³keninin Choquet integrali,

∫

X dc =

n
∑

i=1

(xi − xi+1) c(Bi) =

n
∑

i=1

xi (c(Bi)− c(Bi−1))

olarak hesaplanabilir.

�u ana kadar, komonotonik parasal risk ölçülerinin normalle³tirilmi³ küme fonk-

siyonlar�n�n Choquet integralleri ile tan�mlanabildi§ini gösterdik. �imdi ama�m�z,

konvekslik ek ³art� ile risk ölçüsü tan�mlayan küme fonksiyonlar�n� karakterize etmek-

tir. Bu amaçla, ilk olarak yasa de§i³mezi risk ölçülerini dikkate alaa§�z. A³a§�daki

sonuç L∞
üzerinde komonotonik olan tüm yasa de§i³mezi konveks risk ölçülerinin

konveks s�n�f�nda AV@Rλ risk ölçülerinin uç noktalar olarak görülebilee§ini gös-

terir.

Teorem 9.30. Bir atomsuz olas�l�k uzay� üzerinde, µ ∈ M1([0, 1]) için

ρµ(X) :=

∫

AV@Rλ(X) µ (dλ)

risk ölçülerinin s�n�f� komonotonik olan L∞
üzerinde tüm yasa de§i³mezi konveks

risk ölçülerinin s�n�f�d�r. Özel olarak, yasa de§i³mezi ve komonotonik olan herhangi

bir konveks risk ölçüsü, ayr�a tutarl� ve üstten süreklidir.

Kan�t. ρµ'nün komonotonlu§u Sonuç 8.9 ve Teorem 9.29'dan ç�kar. Tersine, ρ'nun

ayr�a komonotonik olan bir yasa de§i³mezi konveks risk ölçüsü oldu§unu varsa-

yal�m. Teorem 9.29'dan, c(A) := ρ(−IA) için ρ(X) =
∫

(−X) dc'dir. ρ'nun yasa

de§i³mezli§i c(A)'n�n, P [ A ] olas�l�§�n�n bir fonksiyonu olmas�n� gerektirir, yani

[0, 1] üzerinde, ψ(0) = 0, ψ(1) = 1 ve c(A) = ψ(P [ A ]) olaak ³ekilde bir ψ artan

fonksiyonu vard�r. Her A,B ∈ F için IA∪B ve IA∩B'nin bir komonoton fonksiyon
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çifti oldu§una dikkat edelim. Bu nedenle ρ'nun komonotonlu§u ve alt toplamsall�§�

c(A ∩ B) + c(A ∪ B) = ρ(−IA∩B) + ρ(−IA∪B) = ρ(−IA∩B − IA∪B)

= ρ(−IA − IB)

≤ c(A) + c(B)

(9.2)

olmas�n� gerektirir. Önerme 8.16'ten ψ konkavd�r. Sonuç 8.9; Yard�m� Teorem

8.15 �³�§�nda ψ'den elde edilen µ için bir ρµ risk ölçüsüne sahip c'ye göre Choquet

integrali tan�mlanabildi§ini gösterir.

�imdi, X üzerindeki tüm komonotoni konveks risk ölçülerinin karakterizasyo-

nuna dönelim. Bir pozitif homojen parasal risk ölçüsü için, konveksli§in alt toplam-

sall�§a e³it oldu§unu hat�rlay�n. Ayr�a, tüm sonlu toplamsal normalle³tirilmi³

Q : F → [0, 1] küme fonksiyonlar�n�n kümesinin M1,f := M1,f(Ω,F ) ile gösteril-

di§ini ve Teorem 2.7'de olu³turuldu§u gibi Q ∈ M1,f 'ye göre X ∈ X 'in integralinin

EQ[ X ] ile gösterildi§ini hat�rlayal�m.

Sonuç 9.13. X üzerinde bir konveks risk ölçüsünün komonotonik olmas� için gerek

ve yeter ko³ul, bir alt modüler, normalle³tirilmi³ ve monoton c küme fonksiyonuna

göre kayb�n, Choquet integrali olarak ifade edilmesidir. Bu durumda, Qc = { Q ∈
M1,f | ∀A ∈ F için Q[ A ] ≤ c(A) }, Qmax maksimal temsil kümesine e³it

oldu§unda c, c(A) = ρ(−IA) ile verilir ve ρ,

ρ(X) = max
Q∈Qc

EQ[−X ]

gösterimine sahiptir.

Kan�t. c alt modüler, normalle³tirilmi³ ve monoton bir küme fonksiyonu oldu§unda

Teorem 9.29 ve 9.31, ρ(X) :=
∫

(−X)dc'nin bir komonotonik tutarl� risk ölçüsü ola-

a§�n� ifade eder. Bu risk ölçüsü, sonuun ifadesinde söylendi§i gibi de gösterilebilir.

Tersine, herhangi bir ρ konveks risk ölçüsü tutarl�d�r ve Teorem 9.29'dan c(A) :=

ρ(−IA)'n�n Choquet integrali olarak ortaya ç�kar. Teorem 9.31, c'nin alt modüler-

li§ini verir.

Uyar� 9.20. c, normalle³tirilmi³ monoton, alt modüler bir küme fonksiyonu olsun.

Teorem 9.31, özellikle c'nin Qc çekirde§inin bo³tan farkl� olmas�n� geretirir. Üstelik
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c, Qc'den, her A ∈ F için

c(A) = max
Q∈Qc

Q[ A ]

³eklinde elde edilebilir.

⋂

nAn = ∅ ³art�n� sa§layan olaylar�n herhangi bir azalan

An dizisi için c(An) → 0 olaak ³ekilde c, süreklilik özelli§ine sahipse, bu özellik

herhangi bir Q ∈ Qc için de geçerlidir. Bu, Q'nun σ-toplamsal olmas�n� gerektirir.

Bu nedenle, kar³�l�k gelen ρ(X) =
∫

(−X) dc tutarl� risk ölçüsü, σ-toplamsal olas�l�k

ölçüleri insinden bir gösterime sahiptir. Yard�m� Teorem 4.8'den ρ'nun üstten

sürekli oldu§u ortaya ç�kar.

Yard�m� Teorem 9.19. X ∈ X ve Q ∈ M1,f için, EQ[ X ] integrali,
∫

X dQ

Choquet integraline e³ittir.

Kan�t. X ≥ 0 için kan�tlamak yeterlidir. Önelikle Uyar� 9.19'da oldu§u gibi X =
∑n

i=1 xi IAi
oldu§unu varsayal�m. O halde

∫

X dQ =

n
∑

i=1

(xi − xi+1) Q

[

i
⋃

k=1

Ak

]

=

n
∑

i=1

xi Q[ Ai ] = EQ[ X ]

olur. Daha genel bir X ∈ X için sonuu elde etmek istedi§imizde X 'e düzgün

yak�nsayan, sadee sonlu say�da de§er alan Xn dizisini seçersek, EQ[ · ] ve
∫

· dQ'
nun supremum normuna göre Lipshitz süreklili§inden sonua ula³�l�r.

Yard�m� Teorem 9.20. A1, · · · , An, Ω'n�n ayr�k ölçülebilir kümelere bir parçalan-

mas� olsun ve normalle³tirilmi³ monoton c küme fonksiyonunun alt modüler oldu§unu

varsayal�m. F0 := σ(A1, · · · , An) üzerinde bir Q olas�l�k ölçüsünü,

B0 := ∅ ve k ≥ 1 olmak üzere Bk :=

k
⋃

j=1

Aj 'lar için Q[ Ak ] := c(Bk)− c(Bk−1)

(9.3)

olarak tan�mlayal�m. O halde, tüm s�n�rl� F0-ölçülebilir X =
∑n

i=1 xi IAi
için

∫

X dc ≥ EQ[ X ]'tir ve X'in de§erleri x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn ³eklinde artan s�rala-

mada düzenlenmi³se e³itlik sa§lan�r.

Kan�t. Sadee X ≥ 0 durumunu dikkate almak yeterlidir. O halde X 'in de§erleri

azalan bir s�rada düzenlendi§inde Uyar� 9.19,

∫

X dc = EQ[ X ]'i gerektirir.
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�imdi key� F0-ölçülebilir X için

∫

X dc ≥ EQ[ X ] oldu§unu kan�tlayal�m.

{1, · · · , n}'nin herhangi bir σ permütasyonu, yeniden düzenlenen Aσ(1), · · · , Aσ(n)
parçalanmas�na Q'nun tan�m�n� uygulayarak F0 üzerinde bir Qσ olas�l�k ölçüsünü

elde ederiz. E§er σ, xσ(1) ≥ · · · ≥ xσ(n) olaak ³ekilde bir permütasyon ise

∫

X dc =

EQσ [ X ] olur. Bu durumda EQσ [ X ] ≥ EQ[ X ] oldu§unu gösterebilirsek sonuu

elde ederiz. Bunun için xi < xi+1 olaak ³ekildeki i ve i + 1 indislerinin yerlerini

de§i³tiren bir τ düzenlemesi için EQτ [ X ] ≥ EQ[ X ] oldu§unu göstermek yeterlidir.

Çünkü σ, böyle yer de§i³ikliklerinin bir sonlu çarp�m� olarak ifade edilebilir.

EQτ [ X ]−EQ[ X ] = xi (Qτ [ Ai ]−Q[ Ai ]) + xi+1 (Qτ [ Ai+1 ]−Q[ Ai+1 ]) (9.4)

oldu§una dikkat ediniz. Qτ [ Ak ] olas�l�klar�n� hesaplamak için k = 1, · · · , n için

Bτ
0 := ∅ ve Bτ

k :=

k
⋃

j=1

Aτ (j)

tan�mlayal�m. O halde k 6= i için Bτ
k = Bk'd�r. Bu nedenle

Qτ [ Ai ] +Qτ [ Ai+1 ] = Qτ [ Aτ(i) ] +Qτ [ Aτ(i+1) ] = c(Bτ
i+1)− c(Bτ

i−1)

= c(Bi+1)− c(Bi−1) = Q[ Ai ] +Q[ Ai+1 ]
(9.5)

olur. Üstelik Bτ
i ∩ Bi = Bi−1, B

τ
i ∪ Bi = Bi+1'dir ve bu nedenle c'nin alt modüler-

li§inden c(Bi−1) + c(Bi+1) ≤ c(Bτ
i ) + c(Bi)'dir. Dolay�s�yla,

Q[ Ai+1 ] = c(Bi+1)− c(Bi) ≤ c(Bτ
i )− c(Bτ

i−1) = Qτ [ Aτ(i) ] = Qτ [ Ai+1 ]

dir. (9.4), (9.5) ve xi < xi+1 varsay�m�m�z� kullan�rsak EQτ [ X ] ≥ EQ[ X ] sa§lan�r.

Teorem 9.31. Bir normalle³tirilmi³ monoton c küme fonksiyonuna göre, Choquet

integrali için a³a§�daki ko³ullar denktir.

(a) ρ(X) :=
∫

(−X) dc, X üzerinde bir konveks risk ölçüsüdür.

(b) ρ(X) :=
∫

(−X) dc, X üzerinde bir tutarl� risk ölçüsüdür.
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() Qc := { Q ∈ M1,f | ∀A ∈ F için Q[ A ] ≤ c(A) } olmak üzere X ∈ X için

∫

X dc = max
Q∈Qc

EQ[ X ]

olur.

(d) c küme fonksiyonu, alt modülerdir.

Bu durumda, Qc, ρ için Qmax maksimal kümesine e³ittir.

Kan�t.

(a) ⇒ (b): Önerme 9.17'ya göre, tüm Choquet integralleri ile verilen risk ölçüleri pozitif

homojendir. Pozitif homojenlik alt�nda tutarl�l�k ve konvekslik dektir.

(b) ⇒ (c): Sonuç 4.1'denQ ∈ M1,f ,Qmax'a ait olmak üzere, ρ(−X) = maxQ∈Qmax EQ[ X ]

olmas� için gerek ve yeter ko³ul, her X ∈ X için

EQ[ X ] ≤ ρ(−X) =

∫

X dc (9.6)

olmas�d�r. �imdi bu Qmax kümesinin Qc'ye e³it oldu§unu gösteree§iz. E§er

Q ∈ Qmax ise, özel olarak her A ∈ F için Q[ A ] ≤
∫

IA dc = c(A)'d�r. Bu

nedenle Q ∈ Qc'dir. Tersine Q ∈ Qc varsayal�m. X ≥ 0 ise Yard�m� Teorem

9.19'u kullan�rsak,

∫

X dc =

∫ ∞

0

c(X > x) dx ≥
∫ ∞

0

Q[ X > x ] dx = EQ[ X ]

olur. Nakit de§i³mezli§i (9.6)'y� verir.

(c) ⇒ (b): Sonuç 9.13'ten, ρ'nun konveksli§i ve Choquet integralinin pozitif homojenli§i

ç�kar. Bu da bize ρ'nun tutarl�l�§�n� verir.
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(b) ⇒ (d): (9.2)'yi kullan�rsak;

c(A ∩ B) + c(A ∪ B) = ρ(−IA∩B) + ρ(−IA∪B)
=

∫

−IA∩B dc+

∫

−IA∪B dc

=

∫

(−IA∩B − IA∪B) dc

= ρ(−IA∩B − IA∪B)

= ρ(−IA − IB)

≤
∫

−IA dc+
∫

−IB dc

= c(A) + c(B)

oldu§undan c alt modülerdir.

(d) ⇒ (a): Choquet integralinin alt toplamsal oldu§unu göstermeliyiz. Yard�m� Teo-

rem 3.7'den, benzer ³ekilde sadee sonlu say�da de§er alan rassal de§i³kenler

için bunu göstermemiz yeterli olaakt�r. Bu nedenle A1, · · · , An, ω'n�n sonlu

say�da ayr�k ölçülebilir kümelere bir parçalanmas� olsun. X =
∑

i xi IAi
,

Y =
∑

i yi IAi
yazal�m ve x1+ y1 ≥ · · · ≥ xn+ yn olaak ³ekildeki i = 1, · · · , n

indislerinin düzenlendi§ini varsayal�m. O halde, Yard�m� Teorem 9.20'de yap�-

land�rd�§�m�z Q olas�l�k ölçüsü için

∫

(X + Y ) dc = EQ[ X + Y ] = EQ[ X ] + EQ[ Y ] ≤
∫

X dc+

∫

Y dc

olur. Bu, Choquet integralinin alt toplamsall�§�n� verir.
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10. B�R F�NANSAL P�YASADA R�SK ÖLÇÜLER�

Bu bölümün ilk k�sm� Föllmer ve Shied [17℄'den, ikini k�sm� Carr, Geman ve

Madan [7℄'den al�nm�³t�r.

Bu bölümde, �nansal piyasa modelinde ortaya ç�kan risk ölçülerini dikkate ala-

a§�z. Bu modelde, d + 1 varl�k, t = 0 ve t = 1 zamanlar�nda �yatland�r�l�r. 1

an�ndaki �yatlar, S0 ≡ 1 + r (risksiz yat�r�m) olmak üzere, bir (Ω,F , P ) olas�l�k

uzay� üzerinde negatif olmayan S0, S1, · · · , Sd rastgele de§i³kenleriyle modellenir. 0

an�ndaki �yatlar, π = (π1, · · · , πd) olmak üzere bir π = (1, π) vektörü ile verilir. Bir

ξ = (ξ0, ξ) tiari stratejisinin net kazan�n�n günümüzdeki kar³�l�§�, ξ · Y ile verilir.

Burada, Y = (Y 1, · · · , Y d) rastgele vektörü, i = 1, · · · , d için

Y i =
Si

1 + r
− πi

ile tan�mlan�r.

Bir X �nansal pozisyonu X ≥ 0 ise, risksiz olarak görülebilir. Bununla bir-

likte, daha genel olarak X , ek maliyetler olmaks�z�n riskten ar�nd�r�labiliyorsa, yani

π · ξ = 0 iken

X +
ξ.S

1 + r
= X + ξ.Y ≥ 0 P -hhk (10.1)

olaak ³ekilde bir ξ = (ξ0, ξ) tiaret stratejisi varsa X yine risksiz olarak görülebilir.

Dolay�s�yla, L∞
üzerinde kabul edilebilir durumlar�n a³a§�daki kümesini tan�mlar�z:

A0 := {X ∈ L∞ | Bir ξ ∈ Rd
için X + ξ · Y ≥ 0 P − hhk}.

Teorem 10.32. Arbitrajs�z bir piyasa modelinde, meydana gelmesi ³üpheli bir C

olay�na ba§l� talebin arbitraj s�n�rlar�

πinf(C) = inf
P ∗∈P

E∗

[

C

1 + r

]

= max

{

m ∈ [0,∞) | ∃ ξ ∈ Rd
için m+ ξ Y ≤ C

1 + r
, P -hhk

}
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ve

πsup(C) = sup
P ∗∈P

E∗

[

C

1 + r

]

= min

{

m ∈ [0,∞) | ∃ ξ ∈ Rd
için m+ ξ Y ≥ C

1 + r
, P -hhk

}

ile verilir.

Önerme 10.19. inf{ m ∈ Rd | m ∈ A0 } > −∞ oldu§unu varsayal�m. O halde

ρ0 := ρA0
bir tutarl� risk ölçüsüdür. Üstelik ρ0'�n Tan�m 5.20 anlam�nda duyarl� ol-

mas� için gerek ve yeter ³art, piyasa modelinin arbitrajs�z olmas�d�r. Bu durumda, ρ0

üstten süreklidir ve denk riske duyars�z ölçülerin P kümesi insinden elde edilebilir:

ρ0(X) = sup
P ∗∈P

E∗ [−X ]. (10.2)

Kan�t. λ > 0 ve X ∈ A0 olsun. O halde bir ξ ∈ Rd
için X + ξ Y ≥ 0'd�r. Burada

λ ξ ∈ Rd
oldu§undan λ X+λ ξ Y ≥ 0 olur. Bu da bize A0'�n koni oldu§unu gösterir.

X1, X2 ∈ A0 alal�m. Bu durumda ∃ ξ1, ξ2 ∈ Rd
öyle ki X1 + ξ1 Y ≥ 0 ve

X2+ ξ2 Y ≥ 0'dir. Taraf tarafa toplarsak, (X1+X2)+(ξ1+ ξ2) ·Y ≥ 0 olur. Burada

X1 +X2 ∈ A0 ve ξ1 + ξ2 ∈ Rd
oldu§undan A0 konvekstir.

A0 konveks koni oldu§undan Önerme 3.9'den, ρ0 bir tutarl� risk ölçüsüdür. E§er

model arbitrajs�zsa, Teorem 10.32, (10.2) gösterimini sa§lar ve buradan ρ0'�n duyarl�

ve üstten sürekli oldu§u ç�kar.

Tersine, ρ0'�n duyarl� oldu§unu ve piyasa modelinde bir arbitraj f�rsat� oldu§unu

varsayal�m. O halde P -hhk olmak üzere, 0 ≤ ξ · Y olaak ³ekilde ξ ∈ Rd
ve ε > 0

vard�r ve A := {ξ · Y ≥ ε}, P [ A ] > 0'� sa§lar. Buradan ξ · Y − ε IA ≥ 0

sonuu ç�kar, yani −ε IA kabul edilebilirdir. Anak A0 bir koni oldu§undan ρ0'�n

tutarl�l�§�n� kullan�rsak, ρ0'�n duyarl�l�§�

ρ0(−ε IA) = ε ρ0(−IA) > ρ0(0) = 0

olmas�n� gerektirir. Anak kabul edilebilir olmas� için riskin ≤ 0 olmas� gerekir.

Burada ρ0(−ε IA) > 0 ç�kt�§�ndan çeli³ki elde ederiz.

Sadee tüm stratejilerin Rd
s�n�f�n�n bir S öz alt kümesine ait olan ξ strateji-
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lerinin (10.1)'de al�nmas�n�n birkaç sebebi vard�r. Örnek olarak; bir yat�r�m� için

uygun kaynaklar s�n�rl�ysa, riskli araçlardaki ba³lang�ç yat�r�mlar� belli bir miktar�n

alt�nda olaak ³ekildeki stratejiler dikkate al�nmal�d�r. Böyle bir s�n�rlama, ξ ·π üze-

rinde bir üst s�n�ra kar³�l�k gelir. Ba³ka k�s�tlamalar da olabilir. Örne§in, kar³�l�ks�z

sat�³ (aç�§a sat�³) k�s�tlamalar� portfolyodaki hisselerin say�s� üzerinde alt s�n�rlard�r.

Piyasadaki nakit ak�³�n�n az oldu§u durumlarda, yat�r�m� sadee tek bir araçtan çok

fazla bulundurmaktan kaç�nmak isteyebilir. Çünkü piyasan�n kapasitesi tüm pay-

lar�n sat�lmas� için yeterli olmayabilir. Böyle k�s�tlamalar gözönüne al�naak olursa,

bu bölümün geri kalan� boyuna S , a³a§�daki özelliklere sahiptir:

• 0 ∈ S 'dir.

• S konvekstir.

• ξ · Y P -hhk alttan s�n�rl� olmas� bak�m�ndan her bir ξ ∈ S kabul edilebilirdir.

Bu ko³ullar alt�nda,

A
S := {X ∈ L∞ | ∃ ξ ∈ S için X + ξ · Y ≥ 0 , P -hhk} (10.3)

kümesi bo³tan farkl�d�r, konvekstir ve baz� Z ∈ A S
'den daha büyük olan tüm

X ∈ X 'leri bulundurur. Dahas�, bundan sonra

inf{ m ∈ R | m ∈ A
S } > −∞ (10.4)

oldu§unu varsayaa§�z. Önerme 3.9,

ρS (X) := inf{ m ∈ R | m+X ∈ A
S }

olarak verilen risk ölçüsünün L∞
üzerinde bir konveks risk ölçüsü olmas�n� garantiler.

Bu durumda (10.4)'ün sa§land�§�na dikkat ediniz. S bir arbitraj f�rsat� bulundur-

muyorsa, (P -hhkξ ·Y ≥ 0 olaak ³ekildeki ξ ∈ S 'nin, P [ ξ ·Y = 0 ] = 1 gerektirmesi

anlam�nda) özel olarak sa§lan�r.

Uyar� 10.21. Portfolyolar�n kabul edilebilirli§i önemli bir k�s�tlamad�r. Özellikle,

herhangi bir s�n�rs�z varl�§�n önlem al�nmadan k�sa vadeli sat�³lar�n� engeller. An-
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ak, X + ξ · Y ≥ 0, ξ · Y ≥ −‖X‖'i gerektirdi§inden bunun, bizim (10.3)'teki s�n�rl�

iddialar�m�z için kabul edilebilirlik kavram�m�zla tutarl� oldu§una dikkat ediniz.

Burada ρS
ile ilgili iki soruyla ilgilenee§iz: ρS

ne zaman üstten süreklidir ve

böylee, olas�l�k ölçüleri insinden (5.2) gösterimine ne zaman sahiptir? Ve e§er

böyle bir gösterim varsa, M1(P ) üzerinde αS
min minimal eza fonksiyonunu nas�l

tan�mlayabiliriz? S = Rd
durumunda, her iki soru, Önerme 10.19'de irdelendi.

Genel bir S için, sadee ikini sorunun do§rudan bir evab� vard�r. Bu evap Ön-

erme 10.20'da verileektir. Önerme 10.19'in kan�t�ndan görülebilee§i gibi, portfolyo

s�n�rlamalar�n�n durumu için, ilk sorunun analizi, arbitraj teorisinin bir geni³lemesini

gerektirir.Bu sonuç, bu bölümün basit bir-periyotlu modeli için a³a§�daki teoremi

sa§lar.

Tan�m 10.33. π �yat faktörü, ξ portfolyo vektörü, S olas�l�§a ba§l� getiri vektörü

olmak üzere, arbitrajs�z bir piyasa modelinde portfolyonun getirisinin neredeyse her

yerde kesinlikle 0 olaa§� durum (ξ · S = 0 , P -hhk) portfolyonun ³u andaki duru-

munun (ξ = 0) s�f�r olmas�n� gerektirir. Asl�nda genelli§i bozmadan

ξ · S = 0 , P -hhk =⇒ ξ = 0 (10.5)

kabul edilebilir. (10.5)'in sa§land�§� piyasa modellerine gereksiz araçlar�n ol-

mad�§� (non-redundant) piyasa modeli denir.

Teorem 10.33. Yukar�daki varsay�mlara ek olarak; piyasa modelinin Tan�m 10.33'te

ifade edildi§i gibi ve S 'nin, Rd
'de kapal� bir küme oldu§unu varsayal�m. O halde

ρS
'nin duyarl� olmas� için gerek ve yeter ³art, S 'nin arbitraj f�rsat� içermemesidir.

Bu durumda, ρS
üstten süreklidir ve

ρS (X) = sup
Q∈M1(P )

(EQ[ −X ]− sup
ξ∈S

EQ[ ξ · Y ]) (10.6)

³eklinde ifade edilebilir.

A³a§�daki önermede, (10.6)'daki eza fonksiyonunun özel ³eklini aç�klayaa§�z.

Bu sonuç, Teorem 10.33'ün ek varsay�mlar�n� gerektirmeyeek.
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Önerme 10.20. Q ∈ M1(P ) için, ρ
S
'nin αS

min minimal eza fonksiyonu,

αS

min(Q) = sup
ξ∈S

EQ[ ξ · Y ]

ile verilir. Özel olarak, e§er ρS
üstten sürekli ve özellikle S 'de bir arbitraj f�rsat�

yoksa ρS
, (10.6)'daki gibi gösterilebilir.

Kan�t. Q ∈ M1(P ) alal�m. Kabul edilebilirlikten her bir ξ ∈ S için EQ[ ξ · Y ]

beklentisinin iyi tan�ml�l�§� aç�kt�r. P -hhk olmak üzere X ∈ A S
ise, −X ≤ η · Y

olaak ³ekilde η ∈ S vard�r. Bu nedenle herhangi bir Q ∈ M1(P ) için

EQ[ −X ] ≤ EQ[ η · Y ] ≤ sup
ξ∈S

EQ[ ξ · Y ]

olur. Dolay�s�yla minimal eza fonksiyonunun tan�m�

αS

min(Q) ≤ sup
ξ∈S

EQ[ ξ · Y ]

yi sa§lar.

E³itsizli§in tersini kan�tlamak için ξ ∈ S alal�m. ξ kabul edilebilir oldu§undan

Xk := −((ξ · Y ) ∧ k) s�n�rl�d�r. Üstelik

Xk + ξ · Y = (ξ · Y − k) I{ξ·Y≥k} ≥ 0

oldu§unda Xk ∈ A S
olur. Dolay�s�yla

αS

min(Q) ≥ EQ[ −Xk ] = EQ[ (ξ · Y ) ∧ k ]

olur ve bu yüzden monoton yak�nsakl�ktan αS
min(Q) ≥ EQ[ ξ · Y ]'dir.

Uyar� 10.22. S 'nin bir koni oldu§unu varsayal�m. O halde A S
kabul kümesi

de bir konidir ve ρS
bir tutarl� risk ölçüsüdür. E§er ρS

üstten sürekli ise Sonuç

5.2'den, bo³tan farkl� QS
max = {Q ∈ M1(P ) | αS

min(Q) = 0} kümesi için,

ρS (X) = sup
Q∈QS

max

EQ[ −X ]
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gösterimine sahiptir. Önerme 10.20'dan Q ∈ M1(P ) için

Q ∈ QS

max ⇐⇒ her ξ ∈ S için EQ[ ξ · Y ] ≤ 0

olmas�d�r.

E§er ρS
duyarl� ise, S kümesi herhangi bir arbitraj f�rsat�n� içermez ve tüm

denk martingale ölçülerinin (böyle ölçüler varsa) P kümesi, QS
max'nin içindedir.

Daha aç�k bir ³ekilde ifade edersek, QS
max, S 'ye göre kesin sürekli süpermartingale

ölçülerinin kümesi olarak tan�mlanabilir.

�imdi (10.3)'teki kabul edilebilirlik ko³ulunu esnetelim. Art�k kabul edilebilir

bir pozisyonun (uygun bir ³ekilde sigortalanm�³) son getirisinin her zaman pozi-

tif olmas�nda �srar etmeyee§iz. Bunun yerine, bir A kabul kümesiyle verilen ρA

konveks risk ölçüsü insinden s�n�rl� bir pozisyonun kabul edilebilirli§ini isteyee§iz.

Dolay�s�yla

A := { X ∈ L∞ | X + ξ.Y ≥ A , P -hhk olaak ³ekildeki ξ ∈ S , A ∈ A vard�r }
(10.7)

kümesini tan�mlayal�m. A ⊂ A oldu§u aç�kt�r ve dolay�s�yla,

ρA ≥ ρ := ρ
A

d�r. Bundan sonra, A S
için (10.4)'teki varsay�m�m�z� gerektiren

ρ > −∞

oldu§unu kabul edelim.

Önerme 10.21. αS
min, ρ

S
için minimal eza fonksiyonu ve αmin, ρA için minimal

eza fonksiyonu olmak üzere, ρ için αmin minimal eza fonksiyonu,

αmin(Q) = αS

min(Q) + αmin(Q)

ile verilir.
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Kan�t.

A = {XS + A | XS ∈ A
S
, A ∈ A } (10.8)

olur. X ∈ A ise, X + ξ · Y ≥ A olaak ³ekilde A ∈ A ve ξ ∈ S vard�r. Dolay�s�yla

XS := X−A ∈ A S
'dir. Tersine, XS ∈ A S

ise, bir ξ ∈ S için XS +ξ ·Y ≥ 0'd�r.

Bu nedenle, herhangi bir A ∈ A için XS + A + ξ · Y ≥ A ∈ A elde ederiz, yani

X := XS + A ∈ A 'd�r.

(10.8) �³�§�nda,

αmin(Q) = sup
X∈A

EQ[ −X ]

= sup
XS ∈A S

sup
A∈A

EQ[ −XS −A ]

= sup
XS ∈A S

sup
A∈A

(

EQ[ −XS ] + EQ[ −A ]
)

= sup
XS ∈A S

EQ[ −XS ] + sup
A∈A

EQ[ −A ]

= αS
min(Q) + αmin(Q)

elde ederiz.

Bu bölümün geri kalan�nda, [7℄'de ifade edilen a³a§�daki örnek olay� dikkate

alal�m. [7℄'de oldu§u gibi, |Y | ∈ L1(Qi) olmak üzere Qi ≈ P denk olas�l�k ölçü-

lerinin bir

Q0 = {Q1, · · · , Qn}

sonlu s�n�f�n� belirleyelim. Q0'daki ölçüleri de§er biçme ölçüleri (valuation mea-

sures) olarak adland�r�r�z.

B := {X ∈ L0 | i = 1, · · · , n için EQi
[ X ] ≥ 0} (10.9)

ve

B0 := {X ∈ B | i = 1, · · · , n için EQi
[X ] = 0}

kümelerini tan�mlayal�m. Qi ≈ P denkli§i nedeniyle, X ≥ 0 P -hhk ve EQi
[X ] = 0

oldu§unda, X = 0 P -hhk olaa§�ndan

B0 ∩ L0
+ = {0} (10.10)
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oldu§una dikkat edelim.

�lk kabul kümesi olarak,

A := B ∩ L∞
(10.11)

konveks konisini alal�m. (10.7)'de tan�mland�§� gibi uygun bir sigortalama ile bir-

le³tirildi§inde kabul edilebilir olan pozisyonlar�n kümesi:

A := {X ∈ L∞ | X + ξ · Y ∈ B olaak ³ekilde ∃ ξ ∈ Rd
vard�r }

olur. K := {ξ · Y | ξ ∈ Rd} olmak üzere, K ∩ L0
+ = {0} arbitrajs�z ko³ulunun

a³a§�daki güçlü versiyonunu tan�mlayal�m:

K ∩ B = K ∩ B0. (10.12)

Di§er bir deyi³le, (10.9)'daki e³itsizliklerden herhangi birini kesin yapaak bir ξ ∈ Rd

portfolyosu yoktur.

(10.10) ve B ∩ L0
+ = L0

+'� kulland�§�m�zda; (10.12)'nin, arbitraj f�rsat�n�n yok-

lu§unu gerektirdi§ine dikkat edelim:

K ∩ L0
+ = K ∩ B ∩ L0

+ = K ∩ B0 ∩ L0
+ = {0}

d�r. Dolay�s�yla (10.12), özellikle bir denk martingale ölçüsünün varl�§�n� sa§lar,

yani P 6= ∅'dir. A³a§�daki önerme, varl�k �yatland�rmas�n�n temel teoremi

(fundamental theorem of asset priing)'nin bir geni³lemesi olarak görülebilir. Q0

s�n�f� için tüm temsili (representative) modellerinin s�n�f�n� yani tüm kar�³�mlar�

R :=

{

n
∑

i=1

λi Qi | λi > 0,

n
∑

i=1

λi = 1

}

ile gösterelim. Yani her birQ ∈ Q0 için bunlar�n pozitif a§�rl�k ile elde edebilee§imiz

tüm kar�³�mlar�n kümesi R olsun.

Önerme 10.22. A³a§�daki iki özellik denktir:

(a) K ∩ B = K ∩ B0.

(b) P ∩ R 6= ∅.
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Kan�t.

(b) ⇒ (a): R ∈ P ∩ R ve V ∈ K ∩ B olsun. Bu durumda R ∈ R oldu§undan

ER[ V ] =

n
∑

i=1

EQi
[ V ] ≥ 0

ve R ∈ P oldu§undan da ER[ V ] = 0 olur. Sonuç olarak V ∈ B0 olur.

(a) ⇒ (b):

C := {ER[ Y ] | R ∈ R} ⊂ Rd

konveks kümesini dikkate alal�m. C'nin ba³lang�ç noktas�n� içerdi§ini göster-

meliyiz. E§er de§ilse, C'nin konveksli§inden

∀x ∈ C için ξ · x ≥ 0 (10.13)

ve

∃ x∗ ∈ C için ξ · x∗ ≥ 0

olaak ³ekilde ξ ∈ Rd
vard�r, Önerme 2.1'de görünüz. V := ξ · Y ∈ K olsun.

10.13) ko³ulu

∀ R ∈ R için ER[ V ] ≥ 0

olmas�n� gerektirir. Böylee V ∈ K ∩ B'dir. x∗ = ER∗ [ Y ] olaak ³ekilde

R∗ ∈ R vard�r. Bu durumda V , ER∗ [ V ] > 0'� sa§lar ve V /∈ K ∩ B0 olur.

Bu, (a) varsay�m� ile çeli³ir.

�imdi A konveks konisine uyan ρ tutarl� risk ölçüsü için bir temsil teoremi

verebiliriz. Bu teorem, Teorem 10.35'in özel bir durumudur.

Teorem 10.34. (10.12) varsay�m� alt�nda, A kabul kümesine kar³�l�k gelen ρ := ρ
A

tutarl� risk ölçüsü

ρ(X) = sup
P ∗∈P∩R

E∗[ −X ]

ile verilir.
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�imdi [7℄'de oldu§u gibi ikini bir sonlu Q1 ⊂ M1(P ) kümesini |Y | ∈ L 1(Q)

olaak ³ekilde Q ≪ P olas�l�k ölçülerinin kümesi olarak tan�mlayal�m ve gerilim

testi ölçüleri (stress test measures) olarak adland�ral�m. (10.9)'daki de§erlendirme

e³itsizliklerine ek olarak, uygun bir pozisyonun bir seviye (�oor) ile belirlenen her

bir Q ∈ Q1 için

γ(Q) < 0

gerilim testinden geçmesini bekliyoruz. Dolay�s�yla,

B1 := { X ∈ L0 | Q ∈ Q için EQ[ X ] ≥ γ (Q) }

olmak üzere, (10.11)'deki A konveks konisi,

A1 := A ∩ B1 = L∞ ∩ (B ∩ B1)

konveks kümesine indirgenir. Bir uygun sigortalama ile birle³tirilmi³ durumlar için

en son elde edilen kabul kümesini

A 1 := {X ∈ L∞ | X + ξ · Y ∈ B ∩ B1 olaak ³ekilde ξ ∈ Rd
vard�r }

ile ifade edelim.

Uyar� 10.23.

K ∩ (B ∩ B1) = K ∩ B0 (10.14)

daha zay�f görünen (10.12) ko³ulunun benzeridir, anak asl�nda (10.12)'ye denktir.

Gerçekten, X ∈ K ∩ B için X1 := εX olaak ³ekilde,

Q ∈ Q1 için EQ[ X1 ] ≥ γ (Q)

ek k�s�tlamalar�n� sa§layan ε > 0 bulabiliriz. X1 ∈ K ∩ B ∩ B1 oldu§undan,

(10.14) ko³ulu, X1 ∈ K ∩ B0'� sa§lar, dolay�s�yla K ∩ B0 bir koni oldu§undan

X = 1
ε
X1 ∈ K ∩ B0'd�r.

�imdi, A 1 konveks kabul kümesi taraf�ndan ifade edilmi³ olan ρ1 konveks risk
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ölçüsünü tan�mlayal�m.

R1 :=

{

∑

Q∈Q

λ(Q) ·Q
∣

∣

∣

∣

∣

λ(Q) ≥ 0 ,
∑

Q∈Q

λ(Q) = 1

}

⊃ R

yi Q = Q0 ∪ Q1'in konveks örtüsü olarak, Q ∈ Q0 için γ(Q) := 0 ve R =
∑

Q λ(Q) Q ∈ R1 için

γ (R) :=
∑

Q∈Q

λ(Q) γ (Q)

olarak tan�mlar�z.

Teorem 10.35. (10.12) varsay�m� alt�nda, A 1 kabul kümesi taraf�ndan ifade edilen

ρ1 konveks risk ölçüsü

ρ1(X) = sup
P ∗∈P∩R1

(E∗[ −X ] + γ (P ∗)) (10.15)

ile verilir, yani ρ1,

α1(Q) :=







+∞ ;Q /∈ P ∩ R1 için

−γ (Q) ;Q ∈ P ∩ R1 için

eza fonksiyonu ile belirlenir.

Kan�t. ρ∗, (10.15)'in sa§ taraf�nda tan�mlanan konveks risk ölçüsünü ve A ∗
, kar³�l�k

gelen kabul kümesini simgelesin:

A
∗ := {X ∈ L∞ | ∀ P ∗ ∈ P ∩ R1 için E∗[ X ] ≥ γ (P ∗)}.

A ∗ = A 1 oldu§unu göstermek yeterlidir.

(a) A 1 ⊂ A ∗
'� göstermek için X ∈ A 1 ve P

∗ ∈ P ∩ R1 alal�m. X + ξ · Y ≥ A1

olaak ³ekilde ξ ∈ Rd
ve A1 ∈ A1 vard�r. Dolay�s�yla P

∗ ∈ R1 oldu§undan

E∗[ X + ξ · Y ] ≥ E∗[ A1 ] ≥ γ (P ∗)

d�r.

E∗[ X ] + E∗[ ξ · Y ] ≥ γ (P ∗)
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olur. Burada P ∗ ∈ P oldu§undan E∗[ ξ ·Y ] = 0'd�r ve E∗[ X ] ≥ γ (P ∗) elde

ederiz. Bu nedenle, X ∈ A ∗
ç�kar.

(b) A ∗ ⊂ A 1 oldu§unu göstermek için X ∈ A ∗
alal�m ve X /∈ A 1 oldu§unu

kabul edelim. Bu, N ≥ n için Q = Q0 ∪Q1 = {Q1, · · · , QN} olmak üzere,

x∗i := EQi
[ X ]− γ (Qi)

bile³enlerine sahip x∗ = (x∗1, · · · , x∗N) vektörünün

C := { (EQi
[ ξ · Y ])i=1,··· ,N + y | ξ ∈ Rd , y ∈ RN

+ } ⊂ RN

konveks konisine ait olmad�§� anlam�na gelir. Bu kan�t�n () k�sm�nda C'nin

kapal� oldu§unu gösteree§iz. Dolay�s�yla Önerme 2.1'den

λ · x∗ < inf
x∈C

λ · x (10.16)

olaak ³ekilde λ ∈ RN
vard�r. C ⊃ RN

+ oldu§undan i : 1, · · · , N için λi ≥ 0

elde ederiz ve λ 6= 0 için Σiλi = 1 kabul edebiliriz.

R :=

N
∑

i=1

λi Qi ∈ R1

tan�mlayal�m. C, V ∈ K için (EQi
[ V ])i=1,··· ,N vektörlerinin lineer uzay�n�

kapsad�§�ndan (10.16)'dan

V ∈ K için ER[ V ] = 0

olmas�n� gerektirir ve bu nedenle R ∈ P olur. Üstelik, (10.16)'n�n sa§ taraf�

s�f�r olmak zorundad�r. Bu durumda (10.16) ko³ulu λ · x∗ < 0 olaa§�ndan

ER[ X ] < γ (R)

olur. Bu, bizim X ∈ A ∗
varsay�m�m�zla çeli³ir.

() Geriye C'nin kapal�l�§�n� göstermek kald�. ξ ∈ Rd
için yi(ξ) = EQi

[ ξ · Y ]
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koordinatlar�yla y(ξ)'yi RN
'de bir vektör olarak tan�mlayal�m.

N := { η ∈ Rd | i = 1, · · · , N için EQi
[ η · Y ] = 0 }

olmak üzere,

N⊥ := { ξ ∈ Rd | ∀ η ∈ N için ξ · η = 0 }

olsun. Bu durumda herhangi bir x ∈ C; z ∈ RN
+ ve ξ ∈ N⊥

için

x = y(ξ) + z

gösterimine sahiptir.

xn, x ∈ RN
'e yak�nsayaak ³ekildeki ξn ∈ N⊥

, zn ∈ RN
+ ve n = 1, 2, · · · için

bir

xn = y(ξn) + zn

dizisi alal�m. lim infn |ξn| < ∞ ise gerekti§inde bir alt diziye geçerek ξn'in

ξ ∈ Rd
'ye yak�nsad�§�n� kabul edebiliriz. Bu durumda, zn bir z ∈ RN

+ 'ya

yak�nsamal� ve x = y(ξ) + z ∈ C olmal�d�r. �imdi limn | ξn | = ∞ durumunun

bu ³artlarda gerçekle³meyee§ini gösterelim. Bu durumda αn := (1+ | ξn |)−1
,

0'a yak�nsar ve ζn := αnξn vektörleri s�n�rl�d�r. Dolay�s�yla ζn'in ζ ∈ N⊥
'ye

yak�nsad�§�n� varsayabiliriz. Burada,

ζ := αn ξn =
1

1 + | ξn | ξn

oldu§undan

y(ζn) = y

(

ξn
1 + | ξn |

)

=
y(ξn)

1 + | ξn |
=

xn − zn
1 + | ξn |

=
xn

1 + |ξn|
− 1

1 + | ξn | · zn

=
xn

1 + | ξn | − αn zn
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elde ederiz. Bu,

xn
1 + |ξn|

→ 0 ve αn zn ∈ RN
+ oldu§undan,

y(ζ) = lim
n↑∞

y(ζn) = − lim
n↑∞

αn zn ∈ −RN
+

olmas�n� gerektirir. ζ ∈ N⊥
ve | ζ | = limn | ζn | = 1 oldu§undan y(ζ) 6= 0'�

elde ederiz. Dolay�s�yla

EQi
[ (−ζ) · Y ] = −yi(ζ) ≥ 0

e³itsizli§i her i için sa§lan�r ve en az bir i için kesindir. O halde−ζ ∈ K ∪B'dir

anak −ζ 6= B0'd�r. Bu, (10.12) varsay�m�m�zla çeli³ir.
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11. EKS�K R�SK

Bu bölümde, Föllmer ve Shied [17℄'den al�nm�³t�r. Teorem 11.36, Orliz uzay-

lar�n�n klasik bir sonuunun bir genelle³tirmesidir, Krasnoselskii ve Rutikii [24℄'e

bak�labilir. Sigortadaki getiri ilkeleri ve risk ölçüleri aras�ndaki baz� matematiksel

ba§lant�lar için Denneberg [14℄ ve Wang ve Dhaene [32℄'ye bak�labilir. Risk ölçüleri

bak�m�ndan piyasa dengesi Heath ve Ku [22℄ taraf�ndan çal�³�lm�³t�r.

Bu bölümde, beklenen fayda fonksiyonu ve konveks risk ölçüleri aras�nda bir

ba§lant� kuraa§�z. Riskten kaç�nan bir yat�r�m�n�n bir X ∈ X �nansal pozisy-

onunun eksilen X−
'den elde edilen beklenen getirisi E[ u(−X−) ]'yi alarak veya

pozisyonun beklenen getirisi E[ u(X) ]'i dü³ünerek a³a§� yönlü riski uygulad�§�n�

kabul edelim. E§er a³a§� yönlü risk üzerine odaklan�yorsak, i³aretini de§i³tirmek ve

u yerine ℓ(x) := −u(−x) fonksiyonu kullan�labilir. O halde ℓ kesinlikle konveks ve

artan fonksiyondur. Beklenen de§erin maksimasyonu E[ ℓ(X−) ] eksik riskine veya

E[ ℓ(−X) ] beklenen kayb�n minimizasyonuna denktir. Her iki durumu birle³tirmek

için, kesin konvekslik ³art�n� kald�ral�m. Özellikle (−∞, 0]'da ℓ tan�ml� olmayabilir

ve bu durumda eksik risk

E[ ℓ(X−) ] = E[ ℓ[ (−X) ]

³eklini al�r.

Tan�m 11.34. ℓ : R → R fonksiyonu e§er sabit de§ilse ve artansa, bir kay�p

fonksiyonu (loss funtion) olarak adland�r�l�r.

Bu bölümde sadee konveks kay�p fonksiyonlar�n� dikkate alaa§�z. Verilen bir

(Ω,F ) ölçülebilir uzay�nda tüm s�n�rl� ölçülebilir fonksiyonlar�n X s�n�f� üzerinde

tan�mlanan risk ölçülerini dikkate ald�§�m�z yap�ya geri dönelim.

�lk olarak, (Ω,F ) üzerinde bir P olas�l�k ölçüsü belirleyelim. Verilen bir ℓ kon-

veks kay�p fonksiyonu ve ℓ görüntüsünün bir x0 iç noktas� için a³a§�daki kabul

kümesini tan�mlayal�m:

A := { x ∈ X | E[ ℓ(−X) ] ≤ x0 }. (11.1)
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Önerme 11.23. A kabul kümesi, alttan sürekli bir ρ := ρA konveks risk ölçüsü

tan�mlar. Üstelik, ρ için αmin minimal eza fonksiyonu, M1(P ) üzerinde yo§un-

la³t�r�lm�³t�r ve ρ,

ρ(X) = max
Q∈M1(P )

( EQ[ −X ]− αmin(Q) ) (11.2)

³eklinde gösterilebilir.

Kan�t. A konveks kümesinin Önerme 3.8 (a)'n�n ilk iki özelli§ini sa§lad�§� ve böylee

ρ'nun bir konveks risk ölçüsü oldu§u aç�kt�r. ρ'nun alttan sürekli oldu§unu göster-

meliyiz. Önelikle

E[ ℓ(−z −X) ] = x0 (11.3)

e³tli§inin tek çözümü

ρ(X) = inf{ m ∈ R | E[ ℓ(−m−X) ] ≤ x0 }

d�r. Gerçekten ℓ sonlu konveks fonksiyonu sürekli oldu§undan bask�n yak�nsakl�ktan

ρ(X), (11.3)'ün çözümüdür. Bir ε > 0 için ℓ, (ℓ−1(x0) − ε,∞) üzerinde artan

oldu§undan çözüm tektir.

�imdi (xn), X 'te bir x ∈ X 'e noktasal artan bir dizi olsun. O halde ρ(Xn),

sonlu bir R s�n�r�na azalarak yak�nsar. ℓ'nin süreklili§i ve bask�n yak�nsakl�§� kul-

lan�ld�§�nda

E[ ℓ(−ρ(Xn)−Xn) ] −→ E[ ℓ(−R −X) ]

sonuu ç�kar. Anak bu beklentilerin her biri x0'a e³ittir ve bu nedenle R, (11.3)'ün

bir çözümüdür. Dolay�s�yla R = ρ(X) tir ve bu, alttan süreklili§i kan�tlar. ρ, (5.1)'i

sa§lad�§�ndan Önerme 4.12 ve Yard�m� Teorem 5.10'dan (11.2) gösterimi ç�kar.

�imdi αmin minimal eza fonksiyonunu hesaplayal�m.

Örnek 11.16. Bir ℓ(x) = eβx üstel kay�p fonksiyonu için minimal eza fonksiyonu,

ba§�l entropi insinden ifade edilebilir ve ortaya ç�kan risk ölçüsü bir toplamsal sabite

kadar Örnek 5.9'da verilen entropik risk ölçüsüyle çak�³�r. Asl�nda,

ρ(X) = inf{ m ∈ R | E[ e−β(m+X) ] ≤ x0 } =
1

β
( logE[ e−βX ]− log x0)
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d�r. Bu özel durumda, αmin için verilen (4.5) genel formülü P 'ye göre Q'nun

H(Q | P ) ba§�l entropisi için varyasyonel formüle indirgenir.

αmin(Q) = sup
X∈X

(

EQ[ −X ]− 1

β
log E[ e−βX ]

)

− log x0
β

=
1

β
(H(Q | P )− log x0) ;

Lemma 5.11'de görünüz. (11.2)'de

ρ(X) =
1

β
(log E[ e−βX ]− log x0) ve αmin(Q) =

1

β
(H(Q | P )− log x0)

yerlerine yaz�l�rsa;

1

β
(log E[ e−βX ]− log x0) = max

Q∈M1(P )

(

1

β
EQ[ −βX ]− 1

β
(H(Q | P )− log x0)

)

1

β
(log E[ e−βX ]− log x0) =

1

β

(

max
Q∈M1(P )

( EQ[ −βX ]−H(Q | P ))− log x0

)

log E[ e−βX ] = max
Q∈M1(P )

( EQ[ −βX ]−H(Q | P ))

olur. Dolay�s�yla, ρ'nun (11.2)'deki gösterimi a³a§�daki ikili varyasyonel özde³li§e

denktir:

log E[ eX ] = max
Q∈M1(P )

( EQ[ X ]−H(Q | P ) ).

Genellikle, M1(P ) üzerinde αmin minimal eza fonksiyonu,

ℓ∗(z) := sup
x∈R

( z x− ℓ(x) )

ile tan�mlanan ℓ konveks fonksiyonunun ℓ∗ e³lenik fonksiyonu (Fenhel-Legendre

dönü³ümü) insinden ifade edilebilir.

Yard�m� Teorem 11.21. (ℓn), ℓ konveks kay�p fonksiyonuna noktasal azalarak

yak�nsayan konveks kay�p fonksiyonlar�n�n bir dizisi olsun. O halde, bunlara kar³�l�k

gelen ℓ∗ e³lenik fonksiyonlar�, ℓ∗'a noktasal artarak yak�nsar.

Kan�t. Her bir ℓ∗n'�n ℓ
∗
ile bast�r�ld�§� ve ℓ∗n(z) s�n�r�na artarak yak�nsad�§�, Fenhel-

Legendre dönü³ümüne ait tan�m�n bir sonuudur. Biz ℓ∗∞ = ℓ∗ oldu§unu göster-

meliyiz.
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z 7→ ℓ∗∞(z) dönü³ümü alttan yar� sürekli fonksiyonlar�n artan limiti oldu§un-

dan, kendisi de bu özellikleri sa§lar. Üstelik ℓ∗∞, ℓ
∗
has konveks fonksiyonu ile

bast�r�ld�§�ndan bir has konveks fonksiyondur. ℓ∗∞'�n ℓ
∗∗
∞ e³lenik fonksiyonunu dikkate

alal�m. Önerme 2.3'ten ℓ∗∗ = ℓ oldu§undan ve ℓ∗∞, ℓ
∗
taraf�ndan bast�r�ld�§�ndan

ℓ∗∗∞ ≥ ℓ olur. Burada, ∀ x, y ∈ R için g(x) ≤ f(x) olmak üzere,

g(x) ≤ f(x)

−f(x) ≤ −g(x)
y x− f(x) ≤ y x− g(x)

sup
x∈R

(y x− f(x)) ≤ sup
x∈R

(y x− g(x))

f ∗(y) ≤ g∗(y)

oldu§undan

ℓ∗∞ ≤ ℓ∗ =⇒ ℓ∗∗∞ ≥ ℓ∗∗ = ℓ =⇒ ℓ∗∗∞ ≥ ℓ

dir.

Di§er taraftan her bir n için benzer ³ekilde ℓ∗∗ ≤ ℓn olur. n ↑ ∞ için limit al�n�rsa

bu, s�ras�yla ℓ∗∞ = ℓ∗ ve ℓ∗∗∞ = ℓ'yi verir.

Yard�m� Teorem 11.22. ℓ ve ℓ∗ fonksiyonlar� a³a§�daki özelliklere sahiptir:

(a) ℓ∗(0) = − infx∈R ℓ(x) ve ∀ z için ℓ∗(z) ≥ −ℓ(0)'d�r.

(b) z ≥ z1 oldu§unda

ℓ∗(z) = sup
x≥0

(x z − ℓ(x))

olaak ³ekilde bir z1 ∈ [0,∞) vard�r. Özellikle, ℓ∗, [z1,∞) üzerinde artand�r.

() z ↑ ∞ için limit al�n�rsa

ℓ∗(z)

z
→ ∞ olur.

Kan�t. (a) z = 0 için

ℓ∗(0) = sup
x∈R

(0 · x− ℓ(x))

= sup
x∈R

(−ℓ(x))

ℓ∗(0) = −inf
x∈R

(ℓ(x))

olur.
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x = 0 için

ℓ∗(z) = sup
x∈R

(z x− ℓ(x))

≥ z · 0− ℓ(0)

ℓ∗(z) ≥ −ℓ(0)

olur.

(b) N := { z ∈ R | ℓ∗(z) = −ℓ(0) } olsun. �lk ad�mda N 6= ∅ oldu§unu gösterelim.

ℓ'nin konveksli§i, tüm x ∈ R'ler için z x ≤ ℓ(x)− ℓ(0) olaak ³ekildeki tüm

z'lerin S kümesinin bo³tan farkl� olmas�n� gerektirir. �ekil 1'de de görülebile-

e§i gibi konveks fonksiyonlar� her noktada destekleyen bir te§et do§rusu

vard�r. Bu te§et do§rusunu dikkate al�rsak ∀ x ∈ R için ℓ(x) ≥ ℓ(0) + z x

olaa§�ndan z x ≤ ℓ(x)− ℓ(0) olur. z ∈ S için,

1

2

3

4

5

6

−1

−2

−3

1 2−1−2−3

ℓ(x)

ℓ(0) + z · x

z · x

�ekil 11.1. Konveks fonksiyonun destek te§et do§rusu

ℓ∗(z) ≤ −ℓ(0) olur. Di§er taraftan, (a)'dan ℓ∗(z) ≥ −ℓ(0)'d�r. Bu, N

kümesinin bo³tan farkl� oldu§unu göstermek için yeterlidir.

�imdi z1 = supN alal�m. z1 ≥ 0 oldu§u aç�kt�r.
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E§er z > z1 ve x < 0 ise,

x z − ℓ(x) ≤ x z1 − ℓ(x) ≤ ℓ∗(z1) ≤ −ℓ(0)

d�r. Buradaki son e³itsizlik ℓ∗'�n alttan yar� süreklili§inden ç�kar. Anak

ℓ∗(z) > −ℓ(0)'d�r, bu nedenle

sup
x<0

(x z − ℓ(x)) < ℓ∗(z)

olur.

() (b)'den z > z1 için

ℓ∗(z)/z = sup
x≥0

(x− ℓ(x)/z)

dir. Bu nedenle xz := sup { x | ℓ(x) ≤ z } olmak üzere,

ℓ∗(z)

z
≥ xz − 1

olur. ℓ konveks, artan oldu§undan ve sonlu de§erler ald�§�ndan z ↑ ∞ için

limit al�n�rsa xz → ∞ olur.

Teorem 11.36. Herhangi bir ℓ konveks kay�p fonksiyonu için, (11.2) gösterimindeki

minimal eza fonksiyonu, Q ∈ M1(P ) için

αmin(Q) = inf
λ>0

1

λ

(

x0 + E

[

ℓ∗
(

λ
dQ

dP

) ])

(11.4)

ile verilir.

Teorem 11.36'n�n kan�t�n� haz�rlamak için, Önbilgi 2.1'de ifade edilen ℓ ve ℓ∗

fonksiyonlar�n�n baz� özelliklerini özetleyelim. �lk olarak, ℓ∗'�n bir has konveks fonksiyon

yani konveks oldu§una ve baz� sonlu de§erler ald�§�na dikkat edelim. Sa§dan sürekli

türevini J := (ℓ∗)
′

+ ile ifade edelim. O halde, x, z ∈ R için,

x = J(z) ise x z ≤ ℓ(x) + ℓ∗(z) (11.5)

117



dir.

Kan�t. Q ∈ M1(P ) alal�m ve yo§unlu§unu ϕ := dQ/dP ile gösterelim. Önelikle,

x0 > ℓ(0) için iddiam�z� kan�tlaman�n yeterli oldu§unu gösterelim. Aksi halde x0,

ℓ(R)'nin bir iç noktas� olarak kabul edildi§inden ℓ(−a) < x0 olaak ³ekilde bir a ∈ R

bulabiliriz. ℓ̃(x) := ℓ(x− a) ve

Ã := { X̃ ∈ X | E[ ℓ̃(−X̃) ] ≤ x0 }

olsun. ℓ̃(X) = ℓ(X − a) ve X = X̃ + a olmak üzere,

A = { X ∈ X | E[ ℓ(−X) ] ≤ x0 }
Ã = { X̃ ∈ X | E[ ℓ̃(−X̃) ] ≤ x0 }
Ã = { X̃ ∈ X | E[ ℓ(−X̃ − a) ] ≤ x0 }
Ã = { X − a ∈ X | E[ ℓ(−X) ] ≤ x0 } − a

Ã = A − a

olur. O halde, Ã = { X − a | X ∈ A }'d�r ve bu nedenle

sup
X̃∈Ã

EQ[ −X̃ ] = sup
X∈A

EQ[ −X ] + a (11.6)

olur. ℓ̃(0) < x0 gerektirmesi, ℓ̃ konveks kay�p fonksiyonu taraf�ndan da sa§lan�r.

Dolay�s�yla bu durumda varsay�m kurulursa

sup
X̃∈Ã

EQ[ −X̃ ] = inf
λ>0

1

λ
(x0 + E[ ℓ̃∗(λϕ) ]) = inf

λ>0

1

λ
(x0 + E[ ℓ∗(λϕ) ]) + a

buluruz. Burada asl�nda ℓ̃'nin ℓ̃∗'�n Fenhel-Legendre dönü³ümünün ℓ̃∗(z) = ℓ∗(z) +

a z'yi sa§lad�§� kullan�ld�. (11.6) ile birlikte bu, ℓ(0) < x0 indirgemesinin gerçekten

do§ru oldu§unu kan�tlar.

Herhangi bir λ > 0 ve X ∈ A için (11.5)'te x z ≤ ℓ(x) − ℓ∗(z) oldu§undan

burada x yerine −X ve z yerine λ ϕ yaz�l�rsa bu,

−Xϕ =
1

λ
(−X) (λ ϕ) ≤ 1

λ
(ℓ(−X) + ℓ∗(λ ϕ))
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olmas�n� gerektirir. Bu nedenle herhangi bir λ > 0 için

αmin(Q) ≤ sup
X∈A

1

λ
(E[ ℓ(−X) ] + E[ ℓ∗(λ ϕ) ]) ≤ 1

λ
(x0 + E[ ℓ∗(λ ϕ) ])

d�r. Dolay�s�yla, geriye αmin(Q) <∞ durumunda

αmin(Q) ≥ inf
λ>0

1

λ
(x0 + E[ ℓ∗(λ ϕ) ]) (11.7)

oldu§unu kan�tlamak kal�r. Bu, önelikle a³a§�daki ko³ullar alt�nda yap�laakt�r:

Her X ≤ κ için ℓ(x) = inf ℓ olaak ³ekilde κ ∈ R vard�r. (11.8)

ℓ∗, (0,∞) üzerinde sonludur. (11.9)

J, (0,∞) üzerinde süreklidir. (11.10)

Bu varsay�mlar�n ℓ∗(0) <∞ ve J(0+) ≥ κ'y� gerektirdi§ine dikkat edelim. Üste-

lik z ↑ ∞ için limit al�n�rsa J(z), +∞'a artarak yak�nsar ve bu nedenle ℓ(J(z)) de

+∞'a artarak yak�nsar.

Her z için ℓ∗(z) ≥ −ℓ(0) > −x0 (11.11)

oldu§undan (11.5)'ten

lim
z↓0

ℓ(J(z))− x0 < lim
z↓0

(ℓ(J(z)) + ℓ∗(z)) = lim
z↓0

zJ(z) = 0

ç�kar. Bu gerçekler ve J 'nin süreklili§i, yeterine büyük n için

E[ ℓ(J(λn ϕ) I{ϕ≤n}) ] = x0

olaak ³ekilde bir λn > 0'�n var olmas�n� gerektirir.

Xn := −J(λn ϕ) I{ϕ≤n}

tan�mlayal�m. O halde Xn
s�n�rl�d�r ve A 'ya aittir. Bu nedenle (11.5)'te z = λn ϕ
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ve X = J(λn ϕ) al�rsak, (11.11)'den

αmin(Q) ≥ EQ[ −Xn ]

=
1

λn
E[ I{ϕ≤n} J(λn ϕ) (λn ϕ) ]

=
1

λn
E[ (ℓ(−Xn) + ℓ∗ (λn ϕ)) I{ϕ≤n} ]

=
1

λn
(x0 − ℓ(0) · P [ϕ > n] + E[ ℓ∗(λn ϕ) I{ϕ≤n} ])

≥ x0 − ℓ(0)

λn

ç�kar. αQ < ∞ oldu§unu varsayd�§�m�z için λn'nin λ∞ azalan limiti kesin pozitif

olmal�d�r. ℓ∗ alttan s�n�rl� oldu§undan Fatou Lemmas�n� uygulayabiliriz:

αmin(Q) ≥ lim inf
n↑∞

1

λn
(x0 − ℓ(0) · P [ ϕ > n ] + E[ ℓ∗(λn ϕ) I{ϕ≤n} ])

≥ 1

λ∞
(x0 + E[ ℓ∗(λ∞ ϕ) ]).

(11.8), (11.9) ve (11.10) varsay�mlar�m�z alt�nsa bu, (11.7)'yi kan�tlar.

(11.8) ve (11.9) sa§lans�n anak J sürekli olmas�n. z ≥ 0 için

ℓ∗(z) ≤ ℓ̃∗(z) ≤ ℓ∗((1 + ε) z)

e³itsizli§ini sa§layan

ℓ̃∗(z) := ℓ∗(0) +

∫ z

0

J̃(y)dy

olaak ³ekilde üstten yar� sürekli J fonksiyonuna üstten yak�nsayan de§erler alan

[0,∞) aral�§�ndaki J artan sürekli fonksiyonunu bulabiliriz. ℓ̃∗∗, ℓ̃∗'�n Fenhel-

Legendre dönü³ümü olsun. ℓ̃ := ℓ̃∗∗ olur. Çünkü Önerme 2.3'ten ℓ∗∗ = ℓ'dir ve

burada z yerine

x

1 + ε
yaz�larak

ℓ

(

x

1 + ε

)

≤ ℓ̃(x) ≤ ℓ(x)

elde edilir. Dolay�s�yla,

Ã := {X ∈ X | E[ ℓ̃(−X) ] ≤ x0} ⊆ {(1 + ε) X | X ∈ A } =: Aε
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olur. ℓ̃ için varsay�m�m�z�n zaten sa§land�§�n� bildi§imizden

inf
λ>0

1

λ

(

x0 + E

[

ℓ∗
(

λ
dQ

dP

) ])

≤ inf
λ>0

1

λ

(

x0 + E

[

ℓ̃∗
(

λ
dQ

dP

) ])

= sup
X∈Ã

EQ[ −X ]

≤ sup
X∈Aε

EQ[ −X ]

= (1 + ε) αmin(Q)

buluruz. ε ↓ 0 için limit al�rsak (11.7)'yi elde ederiz.

Son olarak, (11.8) ve (11.9) ko³ullar�n� kald�ral�m. Bir z için ℓ∗(z) = +∞ ise,

ℓ'nin e§imi için z, bir üst s�n�r olmal�d�r. Bu nedenle ℓ'ye, e§imi s�n�rs�z olan konveks

kay�p fonksiyonlar�n�n bir (ℓn) dizisi ile yakla³aa§�z. Ayn� anda ℓ'nin in�mumunu

almad�§� durumu da ele alabiliriz. Bu amaçla κn ≤ ℓ(0) < x0 olaak ³ekilde bir

κn ↓ inf ℓ dizisi seçelim. Örne§in

ℓn(x) := ℓ(x) ∨ κn +
1

n
(ex − 1)+

tan�mlayabiliriz. O halde ℓn, ℓ'ye noktasal azalarak yak�nsar.

Her bir ℓn kay�p fonksiyonu (11.8) ve (11.9)'u sa§lar. Dolay�s�yla αnmin(Q), ℓn'den

elde edilen eza fonksiyonu olmak üzere, her bir n ve her ε > 0 için

∞ > αmin(Q) ≥ αnmin(Q) ≥
1

λεn
(x0 + E[ ℓ∗n(λ

ε
n ϕ) ])− ε

olaak ³ekilde bir λεn vard�r. Yard�m� Teorem 11.21'den ℓ∗n ր ℓ∗ oldu§una dikkat

ediniz. αmin(Q) <∞ varsay�m�m�z,

inf
z∈R

ℓ∗n(z) ≥ −ℓn(0) = −ℓ(0) > −x0

gerçe§i ve Yard�m� Teorem 11.22'nin () k�sm�, (λεn)n∈N dizisinin 0 ve sonsuzdan

ayr�k olarak s�n�rl� olmas� gerekti§ini gösterir.

Dolay�s�yla λεn'nin, bir λ
ε ∈ (0,∞)'a yak�nsad�§�n� varsayabiliriz. n ve z'ler için
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ℓ∗n(z) ≥ −ℓ(0) gerçe§ini tekrar kullanaak olursak Fatou Lemmas�

αmin(Q) + ε ≥ lim inf
n↑∞

1

λεn
(x0 + E[ ℓ∗n(λ

ε
n ϕ) ]) ≥

1

λε
(x0 + E[ λε ϕ) ])

ifadesini sa§lar. Bu, teoremin kan�t�n� tamamlar.

Örnek 11.17. p > 1 olmak üzere

ℓ(x) :=











1

p
xp ; x ≥ 0 ise

0 ; di§er durumlarda

alal�m. O halde, q = p/(p− 1) ola§an ikil katsay� olmak üzere,

ℓ∗(z) :=











1

q
zq ; z ≥ 0 ise

+∞ ; di§er durumlarda

olur. Herhangi bir x0 > 0 için Teorem 11.36'y� uygulayabiliriz. Q ∈ M1(P ), ℓ :=

dQ/dP yo§unlu§una sahip olsun. Aç�kças�, e§er ϕ /∈ Lq(Ω,F , P ) ise,

αmin(Q) = inf
λ>0

1

λ

(

x0 + E

[

ℓ∗(λ
dQ

dP
)

])

= inf
λ>0

1

λ

(

x0 + E

[

1

q
(λϕ)q

])

= inf
λ>0

1

λ

(

x0 +
λq

q
E[ ϕq ]

)

oldu§undan αmin(Q) = +∞'dur. Di§er durumlarda

λQ =

(

px0
E[ ϕq ]

)1/q

için, (11.4)'teki in�mum elde edilir. Yani λQ =
(

px0
E[ ϕq ]

)1/q

olmak üzere,

αmin(Q) =
1

λQ
(x0 + E[ ℓ∗(λQ ϕ) ])
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olur. Dolay�s�yla herhangi bir Q≪ P için αmin(Q)'yu,

αpmin(Q) = (px0)
1/p.E

[(

dQ

dP

)q]1/q

olarak ifade edebiliriz. p ↓ 1 limiti al�nd�§�nda riski, beklenen eksik risk aç�s�ndan

ölçersek, ℓ(x) = x+ durumunu elde ederiz. Burada

α1
min(Q) = x0.

∥

∥

∥

∥

dQ

dP

∥

∥

∥

∥

∞

elde ederiz.

Önerme 4.11 ile birlikte Teorem11.36, s�n�rl� eksik riskin güçlü notasyonu aç�s�n-

dan tan�mlanm�³ olan risk ölçüleri için a³a§�daki sonuu sa§lar. Burada ℓ∗(∞) := ∞
tan�mlamak uygundur.

Sonuç 11.14. Q'nun (Ω,F ) üzerinde olas�l�k ölçülerinin bir ailesi oldu§unu ve ℓ, ℓ∗

ve x0'�n Teorem 11.36'daki gibi oldu§unu varsayal�m. Kabul edilebilir pozisyonlar�n

bir

A := {X ∈ X | ∀P ∈ Q için Ep[ ℓ(−X) ] ≤ x0, }

kümesini tan�mlayal�m. dQ/dP , Teorem 6.19'da oldu§u gibi Q'nun P 'ye göre Lebesgue

ayr�³t�rmas�nda ortaya ç�kan yo§unlu§u olsun. Bu durumda kar³�l�k gelen konveks

risk ölçüsü, Q ∈ M1(Ω,F ) olmak üzere,

α(Q) = inf
λ>0

1

λ

(

x0 + inf
P∈Q

EP

[

ℓ∗
(

λ
dQ

dP

) ])

eza fonksiyonu ³eklinde ifade edilebilir.

Örnek 11.18. Örnek 11.16 durumunda, Sonuç 11.14'te ifade edilen problem a³a§�-

daki entropi minimizasyon problemini ortaya ç�kar�r: Verilen bir Q ve olas�l�k ölçü-

lerinin bir Q kümesi için

inf
P∈Q

H(Q | P )

bulunur.
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Örnek 11.19. (11.1)'de x0 = 0 ve ℓ(x) := x alal�m. O halde

ℓ∗(z) :=







0 ; z = 1 ise

+∞ ; di§er durumlarda

dir. Bu nedenle, Q 6= P ise α(Q) = ∞ ve ρ(X) = E[ −X ]'tir. E§er Q, olas�l�k

ölçülerinin bir kümesi ise, Sonuç 11.14'teki risk ölçüsü ρ tutarl�d�r ve

ρ(X) = sup
P∈Q

EP [ −X ]

ile verilir.
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