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SIMGELER

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler, agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler

En

da
dt

ds
det (x,y)

det (x,y,2)

Aciklama

Oklid uzay

E™ de teget vektor

E™ de asli normal vektor

E™ de binormal vektor

E™ de afin teget vektor

E™ de afin asli normal vektor
E™ de afin binormal vektor
E™ de egrilik fonksiyonu

E™ de burulma (torsiyon)

Oklidiyen yay parametresine gore tiirev

Afin yay parametresine gore tirev

R2 nin standart alan formu

R3 (in standart hacim formu

Vi



1. GIRIS

Afin diferensiyel geometri ¢alismalar1 A. Transon un 1841 de yayinladigi afin
diferensiyel geometri kitabina kadar dayanir. 1872 de F. Klein geometrik dontistimler
grubu altinda invaryant kalan Ozellikleri inceledi. Afin diferensiyel geometri afin
dontigiimler grubunun invaryantlarinin bir ¢aligmasidir. L. Berwalt ve W. Blaschke hacim
koruyan afin doniisiimlerinin grubu olan equi-afin (unimodular) doniisiimleri altinda egri
ve ylzeyleri calistilar [1]. Afin geometrinin igerisinde var olan diger doniisiim grubu
Otelemesi olmayan ve L(n, R) ie gosterilen centro-afin doniistimler grubudur. Schirokow
1962 de bu konudaki kaynagim yaymlamistir [2]. 1991 de K. Nomizu ve T. Sasaki R3
uzayinda equi-afin homojen yiizeyleri siniflandirmis ve afin konneksiyonlar1 incelemistir
[3,4]. Benzer galismay1 R* uzayimnda F. Dillen ve L. Vrancken 1993 yilinda yapmustir [5,6].
3 boyutlu equi-afin uzayinda egri teorisi bir boliim olarak ele alinmistir. Na Hu 2012
yilinda homojen uzaylar ve uzay egrilerinin afin geometrisi konusunda doktora tezi
hazirlamistir [7,8]. G. Cansu 2015 de Afin diferensiyel geometride egriler teorisi
konusunda bir yliksek lisans tezi hazirlayarak afin uzayda egrileri incelemistir [9].

Bu tezde afin uzayda dizlemsel ve uzay equi-afin egrilerin diferensiyel geometrik
Ozellikleri incelenecektir.



1.1.Temel Tanim ve Teoremler
Tamim 1.1.1. A # @ bir cimle ve V de F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger bir
Y:AxA -V

doniistimii P, Q € A noktalar1 igin

(P,Q) — (PQ) eV

Seklinde tanmimlanmis ve asagidaki iki aksiyomu saglhiyor ise A clmlesine V ile
birlestirilmis bir afin uzay denir.

i. VP,Q,R€AicinPR=PQ+ QR dir,
ii. VPeEAveVaeVigin PQ = a olacak bicimde bir tek Q € A noktasi vardir.

w vektorinde P noktasina baslangic noktasi ve Q noktasina u¢ noktasi denir. Diger
yandan A nin boyutu

boy A = boyV
olarak tanimlanir [10,11].

Tamim 1.1.2. Bir V vektor uzayi ile birlesen afin uzaylardan biri A olsun. Py, Py, ..., B, € A
noktalart i¢in PyP;, PyP,, ..., PoP, €V vektorlerinin sistemi V nin bir bazi ise
{Py, Py, ..., B} nokta (n + 1) - lisine A afin uzaymin bir afin ¢atis1 (afine frame) denir.
Burada P, noktasina ¢catimn baslangic noktas1 ve P; noktalarina da ¢atimin birim
noktalar1 denir [10,11].

Teorem 1.1.1. Bir vektor uzayi ile birlesen afin uzaylardan biri A olsun. Belli bir P, € A
noktasi se¢ildiginde baslangici P, olan bir afin ¢at1 vardir [10,11].

ispat: V nin bir bazi {ay, ..., a,} olsun. Her bir i,1 < i < n, icin PyP, = a; olacak sekilde
bir tek P; € A noktasmnin var oldugunu biliyoruz. O halde {P,,P,,...,B,} nokta
(n + 1) — lisi bir afin ¢atidir ve {a, ..., a, } baz1 verildiginde tektir.

Sonug 1.1.1. Bir V vektor uzayi ile birlesen bir A afin uzay: verildiginde A da bir P, € A
noktas1 ve V de bir {a,, ..., a,} baz1 verildiginde baslangic1 P, olan afin gat1 ile V deki
{a4, ..., a,} baz1 birbirine karsilik gelirler [10,11].

Tammm 1.1.3. n - boyutlu bir V' vektér uzayr ile birlesen bir A afin uzayinin afin
catilarindan biri

{Py, Py, ..., P}

olsun. Bu c¢at1 A da asagidaki gibi afin koordinat sistemi denen bir koordinat sistemi
belirtir.



V nin bir baz1 {PyPy, PyP;, ..., PP, } olduundan VP € 4 icin PO_P) € V vektorlni bu baza
gore tek tirli

n
WZZaim, a; €F
-

L

ifade edebiliriz. A nin birlestigi V vektor uzayr F cismi iizerinde tanimlandigina gére
xitA—> F, 1<i<n
fonksiyonlarimi VP € A igin
P — x(P)=a;, 1<i<n
bi¢iminde tanimlayalim. Boylece P € A noktasina F" standart afin uzayinin bir

(xl(P); x2 (P)' ey xn(P))
elemanini karsilik tutmus oluruz; bu sirali n - liye P noktasimin koordinatlar: denir.

Tersine n tane ay, a, ...,a, € F sayilar verildiginde koordinatlar1 {a;, ..., a,} olan
bir tek P € A noktasi vardir. Gergekten

n
<Zaim>EV

i=1

vektoriinii ele alalim. Bu halde ikinci afin aksiyom uyarinca

n
PP = afF,

L

olacak bigcimde bir tek P € A noktasi vardir.

Boylece x;,x5,X3,...,x, : A — F fonksiyonlarmimn bir {x;,x,,...,x,} sistemini
elde etmis oluruz. Bu sistem yardimiyla bir
birebir .
A —— F™" (standart afin uzay)
doniistimii elde edilmis olur. Bu fonksiyonlar sistemine A nin bir afin koordinat sistemi
denir. O halde {x;, x5, ..., x,} afin koordinat sisteminde x; : A — F fonksiyonlar1 afin
anlamda koordinat fonksiyonlaridirlar. {x, x5, ..., x,} sistemini belirleyen {P,, P,, ..., B,}

afin ¢atisindaki Py, Py, ..., P, € A noktalarindan P, baslangi¢ noktasi ve digerleri birim
noktalardir [10,11].



Ornek 1.1.1. n - boyutlu bir A afin uzayinda bir afin ¢at1 {P,, P,, ..., B,} ise Py, Py, ..., P,
noktalarinin koordinatlart P, = (0,0, ...,0), P, = (1,0,...,0), ... , B, =(0,0,...,1) dur.
Buradan da P, in A da baslangi¢ noktas1 ve P; nin de A da i — yinci birim nokta oldugu
gorilmektedir [10,11].

Ornek 1.1.2. n — boyutlu standart afin uzay F™ de

E, =(0,0,..,0), E, =(10,..,0), ... , E,=(0,0,..,1) noktalarin1 alalim.
{Ey,Ey, ..., E;} catisina standart afin cati ve bu ¢atiya karsilik gelen afin koordinat
sistemine de standart koordinat sistemi denir. Bu koordinat sisteminde V P € F"
noktasma aq, a, ...,a, € F sayilari, P nin koordinatlar1 olarak P = (a, ..., a,) biciminde
karsilik gelir [10,11].

Tamim 1.1.4. (Afin Koordinat Sistemlerinin Degisimi) A n - boyutlu bir afin uzay ve
{P;} ={Py, Py, ..., B} ile {Q;} ={Qp,Q14,...,Q,} de A da farkli iki afin ¢at1 olsun. {P;}
catisnin {Q;} catisina gore konumu asagidaki bi¢imde ifade edilebilir:

{Q;} afin gatis1 yardimiyla belirlenen afin koordinat sisteminde P, € A oldugundan Q,P, €
V ve dolayistyla

QP = ) a0l (1.1.1)

i=1

ve benzer sekilde Py, P; € A oldugundan m € V ve dolayisiyla
n
PyP = z 4000, 1<i<n, (1.1.2)
j=1

yazilabilir. (1.1.1) ifadesinden goriilmektedir ki {P;} catisindaki P, baslangi¢ noktasinin
{Q;} catisina gore afin koordinatlari [a;] dir. Benzer olarak (1.1.2) ifadesinden

gériilmektedir ki A = [a;;] matrisinin i - yinci kolonu PP, € V vektdriinin V deki {QoQ,}
bazina gbére koordinatlarindan olusur. Diger yandan {KP;, 1<i< n} ve

{QOQL, 1<i< n} sistemleri V nin birer baz1 olduklarindan A4 matrisi regilerdir. O halde

{P;} ve {Q;} afin ¢atilarinin rollerini degistirerek (1.1.1) ve (1.1.2) ifadeleri yerine, sirasi
ile,

n

Pa0o = ) biPoh, (1.1.3)
i=1
n

Q0Q, = Z biiPoP,, 1<i<n, (1.1.4)
i=1

elde edilir. (1.1.4) deki 8 = [b;] = F* matrisi (1.1.2) deki A = [a;;] € F* matrisinin
inversidir. Dolayistyla



AB =BA =1, = [6;;] € FP

dir. P € A keyfi bir nokta olmak (zere birinci afin aksiyomdan

QOP = QOPO + POP (115)

yazabiliriz. Burada P nin {Q;} ¢atisina gére koordinatlar1 [y;] olmak izere

QP = ) %00, (1.16)
i=1

L

dir. Ayn1 bi¢gimde P nin {P;} ¢atisina gore koordinatlar1 [x;] olmak (izere

n
PP = ) x o0, (1.1.7)
L,

L

dir. (1.1.1), (1.1.6) ve (1.1.7) nin (1.1.5) de yerlerine yazilmasi ile

QoP = QoPy + PP

i=1 i=1 j=1
n n n
e+ (z w)
i=1 j=1 i=1
n n [ n
Zylm=z Zaijxj +ai>m
i=1 i=1 \Jj=1
veya iki vektoriin esitligi tanimindan
n
yi=Zaijxj+ai , 1<i<n, (1.1.8)
j=1

veya matris formundaki ifade ile
Y=AX+C, Y=[yleF, A=]|a; (1.1.9)
elde edilir. Burada det A # 0 dir.

(1.1.5) ifadesinde P € A noktasi keyfi oldugundan {P;} ve {Q;} catilar1 tarafindan
belirtilen iki koordinat sistemi arasindaki baginti (1.1.8) ile verilebilir. Bu ifadenin (1.1.9)
ile verilen matris formu acik olarak yazilirsa



Y1 A1 Q2 . Qip 44 [*1]
[}’2] Az1 Qzz .. dzp QA Ile

Pl= : : | (1.1.10)
lynJ lanl Anz - Qpn anJ [xn

1 0 0 0 14t1

elde edilir [10,11].
Teorem 1.1.2. A bir afin uzay ve {P;} ile {Q;} de A da iki afin ¢at1 olsun. Bu iki ¢at1
n n
0Py = ) @0 ve PFi=) @00, 1<isn
i=1 j=1
bigiminde bagntili ise bu gatilarin belirledigi afin koordinat sistemleri olan {x;} ve {y;} de
Y1_[A C1[X X]_[A™Y —A"IC|[Y
[1]‘[0 1”1] ve [1]_[0 1 ”1]
biciminde bagintilidirlar.

P, = Q, olmasi 6zel halinde su sonug elde edilir [10,11].

Teorem 1.1.3. A bir afin uzay ve {P;} ile {Q;} de A uzayinda iki afin ¢at1 olsun. Py = Q,
ise bu iki ¢atinin belirledigi {x;} ve {y;} afin koordinat sistemleri arasindaki bagint1

Y =AX veya X =AY
dir, burada A = [aij] € F;t dir [10,11].

Teorem 1.1.4. A bir afin uzay ve {P;} ile {Q;} de A uzayinda iki afin ¢at1 olsun.
Vi, 1<i<n icin P,P = Q,0, ise bu catiya karsilik gelen {x;} ve {y;} koordinat
sistemleri arasindaki baginti

=16 6] vere =[5 1G]
ifadeleri koordinat eksenlerinin 0telenmesi hareketine karsilik gelir [10,11].
Ornek 1.1.3. iki boyutlu bir reel vektdr uzayi ile birlesen bir afin uzay A olsun.
y1=3x1+2
V2 = 4x; =7

doniistimii A daki iki afin koordinat sistemi arasindaki bagintiyr gostermektedir. Gergekten
bu sistemi matris formunda yazarsak

V1 3 0 271
Y
1 0 0 1 1



oldugunu goriiriiz ki bu da (1.1.10) formundadir. Buradan x; , x, Yyi y; , ¥, cinsinden
hesaplarsak

1 2
M B ° 3
[x,| = 0 17 0y,l
L
15y o 111

bulunur. Buradan

matrislerine karsilik

thﬂ_l:

S Wl
N =)

oldugu goriiliir [10,11].

Teorem 1.1.5. F standart afin uzayinda bir {P,, Py, ..., B,} nokta sisteminin bir afin gati
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

[Pw Py .. Pln]
PZO P21 an P2n
det]| : : : |#0
anO Pnl PnnJ
1 1 .. 1
olmasidir, burada
Py;
P, = %i,1Si<n
Pni
dir [10,11].
Ispat:
Py — Pyg
BoP = P —:on
Pni - PnO

dir. Biliyoruz ki {POR} vektorlerinin F™ standart vektor uzayinda bir baz olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul, kolonlar1



Pli_PIO
— |Py—P
P()Pl: Zl: 20 ,1<lSTl

Pni_PnO

olan nxn matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasidir, yani,

Pll_P10 P12_P10 Pln_P10
det P21_P20 PZZ_PZO PZn_PZO
Pnl_PnO PnZ_PnO Pnn PnO
[P10 Py Py P1n]
|P20 P21 P22 P2n|
(=)™ det | : #0
PnO Pnl Pn2 Pnn
1 1 1 1

dir. Diger taraftan {PyB} sistemi F™ vektér uzayinda bir baz olusturursa {P;} 1 <i<n,
nokta sistemi de F™ vektor uzay:r ile birlestirilen F™ standart afin uzayinda bir gati
olusturur.

Tamim 1.1.5. (Afin Déniisiimler) Bir F cismi iizerinde tanimlanan iki vektor uzay1 V; ve
V, ile birlestirilmis afin uzaylar, sirasi ile, A; ve A, olsun.

fidy — A
bir doniisiim olsun. Herhangi bir P € A; noktasi i¢in bir

YpiVy — V,

doniistimiinii su sekilde tanimlayalim: a € V; vektoru igin a = P—Q) olacak sekilde ikinci
afin aksiyoma gore tek olarak var olan nokta, Q € A; olduguna gore

Yp(@) = FPIF (@
dir [10,11].
Tamm 1.1.6. A; ve A, birer afin uzay olmak tzere bir
fidy — A

afin donilistimii birebir ve lizerine ise afin izomorfizm admi alir. A; = A, olmasi 6zel
halinde afin izomorfizme afin otomorfizm adi verilir. Afin otomorfizm kavrami yerine
kisaca afinite de denir [10,11].



Tamm 1.1.7. Bir F cismi tizerinde tanimlanan n — boyutlu afin uzaylardan biri A olsun.
A(n,F) = 0t(A) = {fIf:A — A , afin otomorfizm (afinite)} ciimlesini ele alalim.
A(n,F) cimlesinde otomorfizmlerin ¢arpimi isleminin bir grup islemi oldugu kolayca
g6sterilebilir. A da bir afin koordinat sistemi tespit edilirse bu grup, A € GL(n,F) ve C €
F{* olmak Uzere,

A C
[0 1] € Fri
bicimindeki matrislerin grubu ile temsil edilebilir.

F cismi Uzerinde n — boyutlu bir afin uzay A olsun. A € GL(n,F) ve C € F{*
olmak iizere, elemanlari

A C
[ ] eFmi
olan matris grubuna afin grup denir ve A(n, F) veya Ot(A) ile gosterilir [10,11].

Tamm 1.1.8. B # @ olmak tizere B < A olsun. A afin bir uzayi ile birlesen vektor uzayr V
ile gosterildigine gore herhangi bir P € B noktasi se¢ildiginde VX € B igin

Wp(B) = {PX | X € B}

vektor cumlesi V nin bir alt uzay1 ise B cumlesine A afin uzaymin bir afin altuzay denir
[10,11].

Tammm 1.1.9. n — boyutlu bir A afin uzaymin iki altuzay1 B; , B, Ve
boy B; = boy B, = r < n olsun. Eger

B, =B,
veya
boy(BiUB,) =r+1 ve BiNB, =@
ise B, ile B, paraleldir denir [10,11].

Tamm 1.1.10. (r — boyutlu Paralelyiziin Hacmi): Bu paragrafta E™ Oklid uzayinda
r — boyutlu paralelyizin r —boyutlu hacmini hesaplayacagiz. a; = ﬁ , 1<i<r,
vektorleri lineer bagimsiz olmak tizere Py, Py, ..., B- € E™ noktalarini1 alalim. Bu halde bu
r + 1 nokta E™ den segilmis lineer bagimsiz noktalar olurlar.

.
P={X€En|ﬁ=ztim,03ti31}

i=1

ciimlesi E™ de koseleri Py, P, ..., B- olan r — boyutlu bir paralelyizdir. Bu paralelytizi
kisaca



P=(Py,P, .., B)
seklinde gosterelim. r lizerinde timevarim metodu ile r — boyutlu hacim diyecegimiz
V.(Py, Py, ..., B)
hacmini tanimlayacagiz.
r = 1 igin 1 — boyutlu hacim diye V; (P, P,) = ||PoP; || tanimliyoruz.
r = 2 i¢in 2 — boyutlu hacim V, (P,, P, P,) ile gosterilir ve su sekilde tanimlanir:

P, noktasinin 1 — boyutlu F = Sp{P,, P;} alt uzayina olan uzakligini h ile gosterirsek h ya
yukseklik olarak bakabiliriz ve

V2 (Po, Py, P,) = hV; (P, Py)
diyelim. Bu sekilde devam ederek kabul edelim ki
Vr—l(PO' Pl' T Pr—l)

tanimlanmis olsun. O zaman P, noktasinin (r — 1) boyutlu F = Sp{P,, P, ..., P,_1} alt
uzayma olan uzakhigi h = d(B., F) ile gosterilirse r — boyutlu hacim diyecegimiz
V.(Py, Py, ..., B-) hacmi

]/T'(POI Pl’ "'JPT‘) = hVT—l(PO' Pl’ 0o PT'—l)

olarak tanimlanmis olur. Burada V,.(Py, Py, ..., B.) hacmi Py, P;, ..., B- kose noktalarinin
sirasindan bagimsizdir.

(1.1.9) esitligi ile verilen afin doniisiim hacim (alan) koruyorsa afin doniisiime
es-afin (equi-afin) doniisiim denir [10,11].

Tanmm 1.1.11. n — boyutlu bir reel i¢ ¢arpim uzay:r V olsun. V ile birlesen bir A afin
uzayina n — boyutlu Oklid uzayi denir ve E™ ile gosterilir [10,11].

Tamm 1.1.12. E™ n — boyutlu Oklid uzayinda bir nokta X olsun. E™ de bir afin koordinat
sistemine gore X noktasinin koordinatlart (xy, x5, ..., x,,) olsun.

x;t E" - R
bilesenine E™ in i — yinci koordinat fonksiyonu denir [10,11].

Tamm 1.1.13. 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli @ : I ¢ R — E3 egrisi i¢in T(s) =
a'(s) esitligiyle belirli T(s) vektoriine a egrisinin s noktasindaki birim teget vektorii

denir. T, « egrisi iizerinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina birim teget vektor alam
denir [10,11].

10



Tanim 1.1.14. 3-boyutlu Oklid uzaymnda birim hizh a : I € R — E™ egrisi igin,
k:] — R
s — k(s) = ||F)(s)||

fonksiyonuna a egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s) sayisina egrinin s noktasindaki
egriligi denir.

Dizlemde « regiiler bir egri olsun.
k:]l — R
olmak Uzere a = (aq, @,) egrisinin egriligi:

i) t €I yay parametresi olmak lzere k = ||a@(t)]|,
ii) t €I yay parametresi degilse

o |y (W) (W) — dy (W, (W]

CHO (u))%

olarak tanimlanir [10,11].
Uzayda a regiiler bir egri olsun.
k:I — R
olmak tzere @ = (a4, @) egrisinin egriligi:

i) t € I yay parametresi olmak tzere k = ||a(t)|l,
i) t €I yay parametresi degilse

_ Nlla@) A a@)ll
la@II®

olarak tanimlanir [10,11].

Tamm 1.1.15. 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli a : I € R — E3 egrisi igin,

esitligi ile belirli N(s) vektdriine, egrinin s noktasindaki asli normali denir. N, a egrisi

tizerinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina asli vektor alam denir [10,11].

Tamm 1.1.16. 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli a : I € R — E3 egrisi i¢in,

B(s) = T(s) AN(s)

11



esitligi ile tanimli B(s) vektdriine, egrinin s noktasindaki binormali denir. B vektor
alanina da « egrisinin binormal vektor alani denir [10,11].

Tammm 1.1.17. @ : I € R — E3 birim hizli egrisinin Frenet vektdrleri 7, N , B olmak
UZGI’G,

7:1—> R, 7(s) = —(B(s),N'(s))

fonksiyonuna, a egrisinin burulma fonksiyonu denir. t(s) sayisina egrinin s noktasindaki
burulmasi denir [10,11].

Teorem 1.1.6.
a: (a,b) — E?
regiiler egri olsun.

i) a,bir dogru pargasidir & k(t) =0

i) a, r > 0 yarigapli bir gemberin pargasidir & |k(t)| = % olmasidir [12].

Tamm 1.1.18. Dizlemde a regiiler birim hizli bir egri olsun. T(t) = @(t), @ nin birim
teget vektorli ve N (t) birim normal vektori olmak Uzere,

T(t) = k(DN (t)
dir. {T(t), N(t)} sistemi ortogonal bir sistemdir.

t € I yay parametresi olmak lizere « egrisi igin,

74 _da
=a(t) = ar
L a)
N =1zl

olmak Uzere {f(t), N (t)} egrinin Frenet 2-ayaklisidir.

a egrisinin Oklid diizlem Serret-Frenet catis1 @ = T olmak Uzere,

olarak tanimlanir.

=~
e—
1]

|

= o
(@) X
= =~
e—

12



Burada det [f, N ] = 1 ve tiirevler Oklidiyen yay parametresine gore alinmustir [10,11].

Not1.1.1. a : (a,b) — ES3 regiiler bir egri olsun.
1) k=0 a,bir dogrudur.
i) 7 =0 a,bir diizlemsel egridir.
Iil) k = sabit > 0 ve T = sabit < «a egrisi bir dairesel helistir.

Iv) E = sabit < «a egrisi bir silindirik helistir [12].

Tamm 1.1.19. (Oklid Uzay1 Serret-Frenet Formiilleri)

Uzayda «a regiiler birim hizli bir egri olsun. f(t) = @(t), a nin birim teget vektori, N (t)
birim normal vektorl ve §(t) birim binormal vektorii olmak Uzere; ?(t) = K(t)ﬁ(t)
seklindedir ve {T'(t), N(t), B(t)} sistemi ortogonal bir sistemdir.

1) t €I yay parametresi olmak Uzere a egrisi igin,
T(©) = () = o
T

)
NO = GOl

B() =T@) AN()

olmak Uzere {T(t), N(@),B (t)} egrinin Frenet 3-ayaklisidir.

i) u € I yay parametresi degilse a egrisi i¢in,

Sy a(u)
T =zl
N@w) =B AT )
S a(u) Aa(u)
B0 = e ra@l

olmak Uzere {T(u), N@),B (u)} egrinin Frenet 3-ayaklisidir.

a egrisinin Oklid uzay Serret-Frenet ¢atis1 @ = T olmak Uzere;

13



-l
|

|
q~|
=

olarak tanimlanir.

0 x O[T
=|l-k 0 <t||N
0 -t ollp

Burada det[f N , B ] = 1 ve tiirevler Oklidiyen yay parametresine alinmistir. [10,11].

- =l =3
I

2. AFIN UZAYDA DUZLEMSEL EGRILER

Bu bolumde de [8] ve [9] nolu kaynaklar temel alinarak hazirlanmistir.

R? uzayinda x = (x1,x,), ¥ = (¥1,¥2) € R? vektorleri ile belli olan paralelkenarin
alani

det [x,y] = x1y, — %24

olarak tanimlanir. Bu bdliimde alan koruyan afin doniigiimler grubu altinda invaryant olan
diizlemdeki egrilerin 6zelliklerini inceleyecegiz. Alan koruyan afin doniisiimler grubu,
SL(2,R) lineer grubunun elemanlari ve R? nin 6teleme grubu tarafindan iiretilen gruptur.

Y=A4X+a
olmak Uzere X,Y € R%,A € SL(2,R) ve a € R? dir.

Bu boliimde alan koruyan afin doniisiimler grubu altinda invaryant olan diizlemsel
egrilerin afin anlamda ve Oklid anlaminda &zelliklerini ve birbiri arasindaki iliskileri
inceleyecegiz.

2.1. Afin Diizlem Egrileri
Tanim 2.1.1.

a:] ¢ R — R?
regiiler bir egri olsun. Eger

da _ d*a
det I% (T),W(T)l #0,vrel

14



Ise a egrisine afin e@ri denir [7,8].
Tanim 2.1.2.
a:] c R — R?

reguler bir egri olsun.
det| (5, % 9| = s e 1
Has sz | TS

ise s ye afin yay parametresi denir [7,8].
Afin egriler yay parametresi ile yeniden parametrelendirilebilir.
Tamim 2.1.3. Duzlemde regller bir a egrisinin afin egriligi
k:1 —> R
s — k(s) =det[a"(s),a" (s)]
olarak tanimlanir.
s afin yay parametresi, u herhangi bir parametre olmak tzere,

da du

_()_EE

dza( )= d’a (du)2 N da d?u
5= que ds du ds?

seklindedir. Afin yay parametresi olabilmesi i¢in

[—() (s)]=1

olmalidir. Bu durumda

= der|dxdu d?a (du)2+dad2u
— “Hauds duz \ds du ds?
_ geg|de 4@ (du)3
Nauw auz|\as

bulunur. Buradan afin yay parametresi fonksiyonu u, € I igin,

1
B fud . da d?a §d
= et (w), T2 (w| du

Uog

seklinde bulunur.

15



Regiiler her afin egri parametre degisimi ile birim hizli hale getirilebilir. uy € I igin,

f+:R—R
u 5 1
d d 3
s — f(uw) = fdetlﬁ(u),d—uz(u)l du

doniistimii ile verilen « afin egrisi birim hizli hale doniistiiriilebilir [13].

2.2. Afin Diizlem Egrileri I¢cin Cati

Diizlemde, a afin regiiler birim hizli bir egri olsun. £ = a’(s), a afin egrisinin birim afin
teget vektorii £(s) ve 7i(s) birim afin normal vektorii olmak iizere,

a' =t ve n'(s) = k(s)E(s)
dir. {£(s), 7i(s)} sistemi ortonormal bir sistemdir.

s € I afin yay parametresi olmak Uzere a egrisi igin,

7 2 ! da
t =a'(s), a =I5

n=a'(s)
olmak lzere {E(s), r_i(s)} egrinin afin Frenet 2-ayaklisidir.
a egrisinin afin Diizlem Serret-Frenet gatis1 a’ = t olmak Uizere,

t' =n

n = —kt

-1l

Burada det [E, r_i] =1 wve tirevler afin yay parametresine gore alinmistir.

olarak tanmimlanir.

det [a'(s), a” (s)] = 1 esitliginin tirevi alinirsa,
det[a"(s),a’’ (s)] + det[a'(s),a”"'(s)] =0
bulunur. Buradan diizlemsel afin egriler i¢in

a(s) +k(s)a'(s) =0
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esitligini elde ederiz [9].
Sonug 2.2.1. Sabit afin egrilikli a regiiler egrisi, asagidaki esitliklerden birine denktir:

1) k = 0ise parabol,
i) k> 0ise elips,
iii) k < 0 ise hiperbol belirtir.

Diizlemde x Oklidiyen egriligi sabit olan sadece ¢embersel yaylar ve dogru pargalaridir.
Fakat k afin egriligi sabit olan sadece konik yaylardir [9].

2.2.1. Afin ile Oklid Yay Parametresi Arasindaki Iliski

Diizlemde bir a(t) = y(s(t)) egrisi alalim. ¢, Oklid yay parametresi ve s, afin yay
parametresi olmak uzere;

. da

T @
Oklid yay parametresine gore tiirev ve

. da

T s

afin yay parametresine gore tlrev olsun.

@=T, T=k«kN, N=—«T ise det(T,N)=1 ve

— —

a'=t t' =7, n' =—kt ise det(t,n) =1 oldugu bilinmektedir.

?_._da da_dads_.z
T Y a Tasae

esitliklerinden T = $f = & bulunur.

-

T=d= kN, kN=(8)%*i+5t, N=((s)*1+5t)x™" bulunur.
det (T, N) = 1 oldugundan

S 0
=1

Skt (8)%k7t
olup determinant degeri hesaplanirsa,
3kt =1

($)?® =«

17



5 = (03

elde edilir. Boylece afin yay parametresi ile Oklidiyen yay parametresi arasindaki baginti,

1
e 3
7 = 0
seklinde elde edilir [9].

Diizlemde bir a(t) = y(s(t)) egrisi alalim. ¢, Oklid yay parametresi ve s, afin yay
parametresi olmak Uzere;

. da
T
Oklid yay parametresine gore tiirev ve
, da
* s

afin yay parametresine gore tiirev olsun. Boliim 2.2.1 in basinda afin yay parametresi ile

Oklidiyen yay parametresi arasindaki bagintry1 T =st esitliginde yerine yazilirsa;
g l -
T=(k)3t

bulunur. Gerekli hesaplamalar yapilarak ($)3 = x elde edilir. ($)3 = k esitliginin tiirevi
almirsa,

, 1. .2
= — 3
s 3 (k) 3k

bulunur. N = (($)? 7 + § )k~ esitliginde yerine yazilirsa;
— 1 _E - —l —
N=§(K) 3kt+ (k) 3n
bulunur.

Bu durumda catilar arasindaki geg¢is matrisi asagidaki gibidir:

Sonug: Afin ¢atidan Oklid catiya gecis matrisi,

T I (K)% 0
=11, 5. 1
N g(rc) 3k (k)7 3| >

=+l

ve

Oklid catidan Afin catiya gecis matrisi ise;
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~+y
~|

()3 0
= 1 5 1
S CHEC:

=l

N
n

seklindedir [9].

2.2.2. Afin ile Oklid Egrilikler Arasindaki Iliski

Diizlemde bir a(t) = y(s(t)) egrisi alahm. ¢, Oklid yay parametresi ve s, afin yay
parametresi olmak Uzere;

. da
“=
Oklid yay parametresine gore tiirev ve
, _da
&y ds

afin yay parametresine gore tlrev olsun. a egrisinin afin tiirevlerini alalim.

~l

a = (K)_%

1 5 — —
a' = —§(K)_§ KT + (k)3 N

a" = (g ()3 ()2 — % () ~2ié — K) T

Afin egrilik k = det [@”, a'”'] olarak tanimlidir. Bulunan tiirevler yerleri yazilarak gerekli
diizenlemeler yapilirsa,

1 5 1
=(K)3k ()3
k=15 P

§(K)‘3(K)2 — §(K)"2ic' —x 0

41 5 5 5
= (9743007 -2 () 7300

seklinde olup k ve k arasindaki iliski;

9k* — 5(k)? + 3Kk
k= 7

9k3

seklindedir [9].
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Ornek 2.2.1. a(u) = (u, u?) egrisini gdz dniine alalim.
Turevleri alinirsa,
a'(u) = (1,2u)
a’"(w) = (0,2)

bulunur. Afin yay parametresi ise,
u
1
s = f det [a'(u),a" (W)]3 du
Uo

olmak tizere

12
a(s) = (2 3s, 2 352)

olup

o+
Il
—
N
|
Wi
[\
W] =
[9%)
N———

ve
a"'(s) = (0,0)
bulunur. Afin egrilik,
k(s) = det[a”(s),a"'(s)]

1
:‘023
0 O

seklinde elde edilir ve k(s) = 0 oldugundan a, bir parabol belirtir [9].
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Ornek 2.2.2.

X2 y?
pr + i 1 merkezcil elips egrisi,

x =acosu,y = bsinu ic¢in f(u) = (acosu, b sinu) egrisini ele alalim.
Tiirevleri alinirsa,
f'(w) = (—asinu,bcosu)
B"(u) = (—acosu,—bsinu)

bulunur. Afin yay parametresi ise,
u
1
s = | dec(pra,p" @l du
Uo
esitliginden
1
s = (ab)3u

1
olarak hesaplanir. u = (ab) 3 s yerine yazilirsa afin egri,

B(s) = (a cos (ab)_% s,b sin(ab)_% s)

olup,

+l

= (—a(ab)_% sin(ab)_% S, b(ab)_% cos (ab)_% s)

S

= (—a(ab)_é cos (ab)_% s, —b(ab)% sin(ab)_% s)
ve
B (s) = (a(ab)‘lsin(ab)_% s,—b(ab)™* cos (ab)_% s)

bulunur. Afin egrilik,
k(s) = det[B"(s),B"(s)]
esitliginden
2
k(s) = (ab)’3

seklinde elde edilir ve k(s) > 0 oldugundan g, bir elips belirtir [9].
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Ornek 2.2.3.

2 2

z—z—%=1, x =acoshu,y = bsinhu
icin y(u) = (acoshu, b sinhu) egrisini ele alalim.
Tirevleri alinirsa,

y'(u) = (asinhu, b coshu)

y"(u) = (acoshu, b sinhu)

bulunur. Afin yay parametresi ise,

- 1
s = f det [y’ (w), 7" )3 du

esitliginden

(—ab)% u

1%
Il

1
olarak hesaplanir. u = (—ab) 3 s yerine yazilirsa,
1 .1
y(s) = (a cosh (—ab) 3 s,bsinh(—ab) 3 s)

olup,

=+l

= (a(—ab)_% sinh(ab)_% S, b(—ab)_% cosh (—ab)_% s)

n = (a(—ab)_é cosh (—ab)_% s,b(—ab)_% sinh(—ab)_% s)
ve
y"'(s) = (a(—ab)_lsinh(—ab)_% s,b(—ab)~ ! cosh (—ab)_% s)

bulunur. Afin egrilik,
k(s) = det[y"(s),y"(s)]
esitliginden
2
k(s) = (—ab)3

seklinde elde edilir ve k(s) < 0 oldugundan y, bir hiperbol belirtir [9].
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3. AFIN UZAY EGRILERIi

Bu bolumde de [8] ve [9] nolu kaynaklar temel alinarak hazirlanmistir.

Rs uzaylnda X = (xl, X3, x3), y = (yl, Y2, yg), zZ = (Zl' Zy, Z3) € R3 VEktO”erI ile
belirlenen geometrik seklin hacmi,

X1 Xz X3
det[x,y,z] = [y1 Y2 V3
Zy Zp Z3

= X1Y2Z3 t+ X3Y3Z1 + X3Y1Z2 — X3YV1Z2 — X2YV1Z3 — X1Y3Z>

ile tanimlidir. Burada X,Y € R3, 4 € SL(3,R), a € R3 seklindedir.

Hacim koruyan afin doniisiimler Y = AX + a formundaki dontisiimler olup, bu grup
SL(3,R) ve R3 iin 6teleme grubu tarafindan iiretilen gruptur.

Bu bolimde 3-boyutlu afin uzayda hacim koruyan afin doniisiimler grubu altinda invaryant
kalan egrilerin afin anlamda ve Oklid anlaminda &zelliklerini ve birbirleriyle olan iligkileri
inceleyecegiz. Bolimiin son kisminda, kiiresel afin egriler igin bir karakterizasyon
verecegiz.

3.1. Afin Uzayda Egri
Tanmm 3.1.1.

a:Ic R — R3
regiiler bir egri olsun. Eger

d’a 3

det |22 da 0, Vreli
et | (1), -5 (), —5 )| #0, r €l ise

a egrisine afin uzay egrisi denir [7,8].
Tamm 3.1.2.

a:lc R —> R3
regiiler bir egri olsun. Eger

d’a

det | %% (5, 2% (5, 2% ()] = 1
€ dss'dszs'ds3s -

ise s ye afin uzay yay parametresi denir [7,8].
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s afin yay parametresi, u herhangi bir parametre olmak Uzere,

da _ da du
ds duds

d*a B d*a (du)2 N da d*u
ds?2  du?\ds du ds?

d3a B d3a (du)3 d?a d?udu N da d3u
ds3  du3\ds du?ds?ds duds3

seklindedir. Burada s nin afin yay parametresi olabilmesi igin
det [a'(s),a"(s),a"'(s)] =1

olmalidir. Buradan afin yay parametresi fonksiyonu uy € I igin,

u
s = fdet
Ug

seklinde hesaplanabilir [9].

1
da d’a _d3a 6
T (w), TuZ (w) T (w)| du

Tanim 3.1.3. (Afin Uzay Egrinin Egriligi)
a:lc R —> R3
uzay egrisinin afin egriligi
k(s) =det[a'(s),a" (s),a""(s)]
olarak tanimlanir [8].
Tanim 3.1.4. (Afin Uzay Egrinin Torsiyonu)
a:lc R —> R3
uzay egrisinin afin torsiyonu
Ta(s) = —det[a"(s),a(s),a"" (s)]
olarak tanimlanir [8].
det [a'(s),a” (s),a’’ (s)] = 1 esitliginin tiirevi alinirsa, 3-boyutlu afin uzayda egriler igin,
a'(s) +t(s)a’(s) + k(s)a""(s) =0

esitligi elde edilir.
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3.2. Afin Uzay Egrileri Icin Cat1

Uzayda afin yay parametresine gore tiirevler alinarak afin teget vektor £ = ', afin normal
vektor 7 = a'" ve afin binormal vektor b = a'”’ yardimiyla @’ = £ olmak iizere afin cat;

t

a’'=n

Wz(lnlzl_))

seklinde tanimlanir.
Burada,

det [a'(s),a”(s),a’"’(s)] =1

t 0 1 O01[¢f
nl=1|0 0o 1
b -t -k 0

Burada det [f, n, b] = 1 ve tiirevler afin yay parametresine gore alinmistir.

dir [8].

S S

Tanim 3.2.1. (Afin Uzayinda Frenet Diizlemleri)
Afin uzayda birim hizh a : [ — R3 egrisinin Frenet vektorleri t, n, b olsun.

i) {t(s),n(s)} tarafindan gerilen diizleme, a(s) noktasindaki afin oskulator diizlem

denir.

i) {t(s),b(s)} tarafindan gerilen diizleme, a(s) noktasindaki afin rektifiyan dizlem
denir.

iii) {b(s),n(s)} tarafindan gerilen diizleme, a(s) noktasindaki afin normal duzlem
denir.

a:1 — R3 birim hizli regiiler bir afin uzay egrisi olsun. Burada s, € I olmak (zere
egrinin a(sy) noktast komsulugunda Frenet diizlemlerini inceleyecegiz.

a(s) egrisinin, a(sy) noktasindaki afin egriligini k ve afin torsiyonu t,, ile gosterelim. «
fonksiyonun s, noktasi komsulugunda Taylor a¢ilimi h = s — s, olmak iizere yazilirsa,

1 1

a(s) —a(sy) = (s—— s“—l 's>)a'(sy) + 1sz——ks“—l(k’+ )s®
o) = 417%° Tgte 0/ T2 T4l 5! fa

n 1 3 1 5 nr
a (so)+(§s 5 )a (sg) + -+
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1 1 1 1 1
= (s — — 1,5t ——r(’xss>t + (—52 —Eksd‘ _E(k, + Ta)55>n +

4! 5! 2
(%53 —%ss)b +
= (s —%TaS‘l —%r{xss)t + (%sz —%ks”‘ —%(k’ + Ta)55>n +
(55" -5

bulunur. Burada a(s) — a(s,) vektori, a(s,y) noktasindan a(s) noktasina giden vektordiir.

a(s) — a(sg) vektorinin {t, n, b} ortonormal ¢atisina gore bilesenlerine x, y, z denirse;

1 1 1 1 1
a(s) — a(sy) = (s ——1,st——1} 55) t+ (—52 — Eks4 — E(k, + Ta)55>n

4! 51°¢ 2
1
L3 _ 5
+(3!S 51° )b
esitligine gore yaklasik olarak
1 1
x=s—atas4—§n’x$5
1 1 1
yzzsz—aks4—a(k’+ra)55
1 1
_ 1 3_1s
ST

yazilabilir [9].

3.2.1. Afin ile Oklid Yay Parametresi ve Frenet Vektorleri Arasindaki iliski

Uzayda bir a(t) = y(s(t)) egrisi alaim. ¢, Oklid yay parametresi ve s, afin yay
parametresi olmak (zere;

. da
T
Oklid yay parametresine gore tiirev ve
, da
* = ds

afin yay parametresine gore tiirev olsun. @ = T ve a' = { esitliklerinden,
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i

=%, n=b, b= —T,t+ k7l ise det(t,n,b) =1
seklinde elde edilir. Boliim 2.2.1 deki afin ile Oklid yay parametresi arasinda bulunan

d 1
d—i = (K’)§

bagintis1 uzayda da gecerlidir [9].

Uzayda bir a(t) = y(s(t)) egrisi alalim. ¢, Oklid yay parametresi ve s, afin yay
parametresi olmak (zere;

da

a = E
Oklid yay parametresine gore tiirev ve

_da
T ds

!

afin yay parametresine gore tlrev olsun. Bélim 2.2.1 de
g l -
T=(x)3t (3.1)
— 1 _E - —1 —
N=§(K)3lét+(lc)3n (3.2)
seklinde hesaplanmuistir. (3.2) denkleminin tiirevi alinirsa
- - 5 _8 1 _5 N
T+ 7B = (=3 00T ()2 +5007 & )+
bulunur. (3.1) deki denklemler kullanilarak,

-

k()3 T+ 7B = (—g(;c)_g(lc')2+%(lc)_gfé)f+b

g -

B = (—g(K)_%(K)2+%(K)_%k' +(K)§)E+b

elde edilir. Buradan uzayda Oklid binormal vektérii ile afin binormal vektdrii arasindaki
gegis,

5 8 1 s a4y .o
B—(—g(lc) JOEHORE: +(K)3)T £+ bt

seklinde hesaplanir [9].
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Sonug: Afin ¢atidan Oklid catiya gecis matrisi,

=~

] ()3 0 0 H
1 5 1
le Lo 3 0|5

(20037 +3005k +(3)rt 0 r‘l_lBJ

—
=|

B
ve
Oklid catidan Afin catiya gecis matrisi,
- _1 T —
[ t] ()73 0 O0}[T]
| | 1 .5 1]
|7L|= —§(K) 3K (k)3 0 |IV|
5 1
15l |G 2=k -x) o <flf]
Seklindedir [9].

3.2.2. Afin Uzay Egrilerin Karakterizasyonlari
Afin uzay egrilerini karakterize etmek i¢in,
det [a'(s),a"(s),a"'(s)] =1

Denkleminin tiirevini alirsak,

a""(s) + k(s)a"(s) +t,a'(s) =0 (3.3)
denklemini elde ederiz.
a'(s) 0 1 0][a'(s)
% ') =] 0 0 1| |aes) (3.4)
a'(s) —Ta(s) —k(s) O] la"'(s)
®

Afin uzay egrilerinin temel teoremine gore, afin egrilikler R® deki afin déniisiimler altinda
belirlenebilir. Asagida (3.3) denklemindeki baslangic deger probleminin ¢oziimi
yardimiyla sabit egrilikli egriler elde edilir. Bu egrileri bulmak i¢in asagidaki Gnerme
kullanilacaktir.
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Onerme 3.2.1. (Shengjin’ in Formiilii)
ax®+bx*+cx+d=0, (a,b,c,d € R,a # 0)

tek degerli kiibik denklemi i¢in,

A = b? —3ac

B = bc —9ad

C =c?—-3bd
esitlikleri tamamlanarak

A = B? — 4AC

hesaplanirsa asagidaki ¢oziimler elde edilir:
(1) Eger A = B = 0 ise denklemin kokleri,

b c 3d

seklinde elde edilir.

(2) Eger A = B? — 4AC = 0 ise denklemin kokleri,

b m B
x1=—E+m, x2=x3=?, (mzZ,Ath)

seklinde elde edilir.

(3) Eger A = B2 — 4AC > 0 ise denklemin kokleri,

b= - Y - V)
3a

X1
—2b+ 35+ 35 T3
XZ = X3 =
6a
ve
Y,y =Ab+3—a(—B$ B2 —44C)
1,02 2
seklinde elde edilir.
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(4) Eger A = B2 — 4AC < 0 ise denklemin kokleri,

—b—+VA cos%
1= 3a
—b+ \/Z(cos% + ﬁsing)
X2 =% = 3a
ve
0 (o p=2Ab3aB 1<t<1
= arccost, =) , -
2V/A3
seklinde elde edilir.

Shengjin’ in bu Onermesini kullanarak (3.4) denklemindeki R katsayilar matrisinin
6zdegerlerini hesaplamak icin,

A =1 0
[AI—R|=| 0 A =1 =2B+kl+1,=0 (3.5)
-1, —k A

Tek degiskenli 3. dereceden denklem olan (3.5) denkleminde a =1,b =0,c =k, d = 1,
degerleri elde edilir. Bulunan bu degerleri yerine yazarsak,

A =b?—3ac = -3k
B = bc —9ad = —97, (3.6)
C =c%?—3bd = k?
olarak hesaplanir.
(3.6) denkleminde hesaplanan bu degerler kullanildiginda,
A = B? —4AC
= 8172 + 12k3 (3.7)
seklinde ifade edilebilir [7,8].

Yukarida bulunan degerlerin sonucu olarak asagidaki teoremi yazabiliriz:
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Teorem 3.2.1. Sabit afin egrilikli ve sabit afin torsiyonlu bir nondegenere afin uzay egrisi

a, agagidaki esitliklerden birine esdegerdir:

(1) A2 + B? = 0 ise a egrisi,

1 1
= —_g2 _g¢3
a(s) (S’ZS '65 )

seklinde bulunur.

(2) A2+ B? + 0ve A = B — 4AC = 0 ise a egrisi,

1
— os os __ —20S
a(s) (e ,se’s, 1805 e )

seklinde bulunur.

(38) A2+ B? # 0 ve A = B — 4AC > 0 ise a egrisi,
g
1 1 1
( k? (—kzs, sin (kZS) ,COS (kzs)), T, =0

a(s) =
i 1 8—2015' e(U1+Uz)S, e(al—(rz)s' . #0
20,0,(90% + 02)(0f + 02) *

04 3

1 3\/3(9%{ +/12k3 + 8112) N 3]3(9ra —J12k3 + 8172)
"6 2 2

V3 3\/3(91(1 +/12k3 + 8172) 3\/3(9% —J12k3 + 8172)
Oy = — -
2 2

27 6

seklinde bulunur.
(4) A> + B> # 0ve A = B2 — 4AC < 0 ise a egrisi,
1 1 1
—k? (—(—k)Zs,sinh (—k25> ,cosh (—k25>>, 7, =0
a(s) =

1

e
k40102 (902 — 02)(0? + 03)

—2015’ 3(01"'02)5’ e(al—az)s' Ty # 0

1 1 27 _3
o =3 —3k cos (garccos (7%{(—3’() 2))

1 27 3
0, = V—ksin <§ arccos (7 Ta(—Sk)_f»
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seklinde bulunur [7,8].
Ispat: Shengjin’ in formuliinii kullanarak bu dort durumu incelersek:

(1) A2+ B? =0 ise k =1, = 0 seklinde hesaplanir. Bu sartlarda (3.5) denkleminin
koklerini,

11=AZ=A3=0

seklinde elde ederiz. Bu kokler yardimiyla (3.5) diferensiyel denkleminin temel ¢oziimleri
1, s ve s? olarak bulunur. Bu temel ¢dziimler kullanilarak (3.5) diferensiyel denkleminin
¢cozUmund,

a'(s) = ¢y + 38 + c382, c;(i=1,23)

R3 de sabit vektorler seklinde yazabiliriz. s parametresinin, afin yay parametresi
olabilmesi igin det [a'(s), a” (s), @'’ (s)] = 1 olmalidir. a’(s) esitliginin tiirevleri alinirsa,

a'(s) = ¢y + ¢35 + 382, a’(s) = cy + 2¢3s, a''(s) = 2c3 bulunur. Burada

co = (0,0,0), ¢ =(1,0,0), ¢, =(0,1,0), c;=0,0,3) secilerek det [cy,c;, 5] =3

2
bulunur ve s afin yay parametresi olur.

Boylece A2 + B? = 0 durumunda afin egriyi,

)= (s.g527s%)+
a(s) = (s,55%¢s Co

seklinde elde edebiliriz.

2
3Tq

(2)A2+B?#0ve A=B?—4AC=0ise k = — (T)E < 0 seklinde hesaplanir. Bu
sartlarda (3.5) denkleminin kokleri,

1
M= =0, A3 = =20, a=<%a)3

seklinde elde edilir. Bu kokler yardimiyla (3.5) diferensiyel denkleminin temel ¢oziimleri
e, se? ve e 2% olarak bulunur. Bu temel ¢dziimler kullamlarak (3.5) diferensiyel
denkleminin ¢6zimd,

a'(s) = c,e%5 + c,5e% + c3e~2%%, c;(i=123)

R3 de sabit vektorler seklinde olur. s parametresinin, afin yay parametre olabilmesi icin
det [a'(s),a” (s),a"'(s)] = 1 olmalidir. Tiirevler alinirsa,

a'(s) = c,e% + cy5e% + c3e™ 208
a'' (s) = c,0e% + c,(e% + soe’) — 20c;e™ %%

a''(s) = c;0%e% + c,(20e% + so%e%%) + 40?c3e 208
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bulunur. Burada ¢, = (0,0,0), ¢; = (0,0,0), ¢, =(0,0,0), c3 = (0, 0, ﬁ) secilerek

det [cy, ¢y, c3] = ﬁ bulunur ve s afin yay parametresi olur. Boylece A2 + B2 # 0 ve A =
B2 — 4AC = 0 durumundaki afin egriyi,

1
a(s) = (e"s,se“, TS e‘z"s) + ¢

seklinde elde edebiliriz.

(3) A2+ B?#0 ve A=B?—4AC >0 ise (3.5) diferensiyel denkleminin kokleri,
A =—20,, A, =01 +i0,, A3 = 01 — i0, olacaktir. Buna gore,

1/3(9ra +/12k3 + 8172) N 3]3(91(1 — J12k3 + 8172)
2 2

1
01:8

0-2:?

3\/3(910( +/12k3 + 8172) 3]3(9%( — J12k3 + 8172)
2 2

olarak bulunur. Buradan (3.5) diferensiyel denkleminin temel c¢oziimleri e~2915,
e?1% cos (0,5) ve e’ sin(og,s) seklinde elde edilir. Burada temel ¢oziimler kullanilarak
(3.5) diferensiyel denkleminin ¢6ziimunu,

a'(s) = c;e72915 + ¢,e915 cos (0,5) + ¢35 sin(0,5) c;(i=1,23)

R3 de sabit vektorler seklinde yazabiliriz. s parametresinin, afin yay parametre olabilmesi
icin det [a'(s), a’'(s),a’’ (s)] = 1 olmalidir.

3
@7t,=0 ise, o, =0 ve det[cy,cyc3] =k 2 olarak hesaplanir. Burada
1 1 1
¢, =(0,0,0), ¢; = (—k‘E, 0, 0), C, = (O,k‘E, 0), c3 = (O, 0,—k‘5) secilerek s afin yay
parametre olur. Boylece A%2 + B2 # 0 ve A = B2 — 4AC > 0 ise afin egri,

1 1 1
a(s) = k? (—kES, sin <k75> ,COS (kfs)) + ¢
seklinde elde edilebilir.

(b) T, # 0 ise, a; = 0 ve det [cy,cy,C3] = bulunur. Burada ¢, = (0,0, 0),

(9 1—0'2) 02

c1 = (02(901 Y e7107)’ ) c; = (0,05,01), ¢3 =(0,01,—0,) secersek s afin yay

parametre olur. Boylece A2 + B? # 0 ve A = B2 — 4AC > 0 ise afin egri,
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1
e
20,0,(90% + 02) (0% + 07)

—20'15’ e(01+02)5’ 8(01—02)5 + CO

a(s) =

seklinde elde edilebilir.
(4) A2 + B? #+ 0 ve A = B2 — 4AC < 0 ise (3.5) denkleminin kokleri,
/11=—20'1, AZ=O-1+O-2, A3=0-1_0-2

1 1 27 _3
01 = 3V=3k cos (§ arccos (7Ta(—3k) 2))

1 27 3
0, = V—ksin (§ arccos (7 Ta(—Sk)_?»

27 _3
k<O, TTQ(—Bk) 2e(—-1,1)

olarak hesaplanabilir. Buradan (3.5) diferensiyel denkleminin temel ¢oziimleri e~2915,
e(01+02)s ye ¢(91-92)S glarak bulunur. Bu diferensiyel denklemin ¢ézimii,

a'(s) = c;e72915 + ¢,e(01+02)s | o p(01702)s c;(i=123)

R3 de sabit vektorler seklinde yazabiliriz. s parametresinin, afin yay parametre olabilmesi
icin det [a'(s), a’'(s),a’’ (s)] = 1 olmalidir.

3
(@ 1, =0 ise, g, =0, 0, =k ve det[cy,cyc5] = %k_i olarak hesaplanir. Burada
1 _1 _1 1 T _1 ]
co=(0,0,0), c; = (0.5(=k)Z,2(=k)2), ¢ = (0.5 (=k) 2, =3 (=k)2) segilerek s
afin yay parametre olur. Boylece A2 + B? # 0 ve A = B? — 4AC < 0 ise afin egri,

1 1 1
a(s) = —k? <—(—k)75, sinh (—kfs) ,cosh (—k§s>> + ¢
seklinde elde edilebilir.

b))z, #0 ise, oy +0, #0, gy —0, # 0 ve det[cy,cy, 5] olarak

= 205(0%-907)
hesaplanir.  Burada ¢y =(0,0,0), ¢; =(0,(0;+0,),0), ¢, = (0, 0,(oq — 02)),
1
(202(022—903)(012 -03)’

ve A = B2 — 4AC < 0 ise afin egri,

C3 = 0, O) secersek s afin yay parametre olur. Boylece A% + B? # 0

1
—201s ,(01+0y)s ,(01—0%)s
e 1 e 1 2 , e 1 2 + CO
40,0,(902 — 02) (02 + 02)

)

a(s) =

seklinde elde edilebilir.

Boylece teoremin ispati bitirilebilir [7,8].
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3.2.3. Afin Uzayda Kiiresel Egriler icin Karakterizasyonlari

Tamm 3.2.3. 3-boyutlu Oklid uzayinda bir x(t) egrisinin her noktasindaki normal
dizlemleri bir tek noktada kesiyorsa, x(t) egrisine kiiresel egri denir [14].

Bu tanim1 kullanabilmek icin egrinin Oklid Serret-Frenet vektorlerinden elde edilebilen bir
modifiye ¢atrya ihtiyacimiz vardir. x egrisinin Oklid Frenet catis1 T, N, B olmak Uizere,

da = kds, df =+ k?+1%ds, dy = tds

alalm. A = ¥/ icin

T' = AN
N' =B —AT (3.8)
B'=-N

yazabiliriz.

Eger x egrisinin herhangi bir P noktasinda, dogrultmani egrinin normal diizleminde uzanan
bir S konisi vardir. Dogrultmani {N, B} de olan ve x'(s) noktasindan gegen regle yiizey,

y(r,s) =x(s)+r (a(s)ﬁ(s) + a(s)ﬁ(s))
olup koni olmasi i¢in
x(s) +v(s)N(s) + w(s)B(s) =k (3.9)
v(s) = r(s)A(s), w(s) =r(s)B(s) ve C: bir sabit vektor.
esitligini saglayan s ye bagli r(s) fonksiyonun var olmasidir. (3.9) tiirevi alinarak
%+ VN +vN +WwB +wB =0 (3.10)
(3.8) esitlikleri ve x = %T alinirsa (3.10) esitligi
T T + vN + v(B— AT) + wWB —wN =0

T, N, B nin katsayilar1 sifir olacagindan
ve buradan

p+p=0 (3.11)

olup denklemin ¢ozimleri
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N

p(s) = Reos(y(s) + 7o), ¥(s) = j o(s)ds

So

(3.12)

formundadir. Burada R, x egrisinin {lizerinde oldugu kiirenin yaricapidir. (3.12) esitligi x

egrisinin kiiresel egri olmasi i¢in gerek ve yeter sarttir.

(3.11) esitligi kullanilarak T # 0 igin,

(/) +pr=0

karakterizasyonu elde edilir [14].

x egrisi A; 3-boyutlu afin uzayda degerlendirilecek olursa dncelikle su tanimi

vermemiz gerekecektir.

Tanim 3.2.4. A, afin uzayda bir egrinin tiim afin normal diizlemleri sabit bir noktadan

geciyorsa bu egriye afin kiiresel egri denir.

x(s) egrisi i¢in egrinin her noktasinda dogrultmani afin egrinin normal diizleminde

uzanan regle yizey,
Y(r,s) = x(s) + r(a(s)ﬁ + b(s)B)

ve bu yiizeyin koni olmasi igin

x(s) + v(s) + w(s)b = k
esitligini saglayan s ye bagli r(s) nin bulunmasidir. Burada

v(s) = r(s)a(s), w(s) =r(s)b(s) ve C: bir sabit vektor
(3.13) esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
t+v'i+vn+wb+wb =0
esitlik diizenlenir ve katsayilar sifira esitlenirse,
T,w=1, v =kw, v+w' =0

olup

k=1q (T&/Tz),

¢coziimu elde edilir [14].

(3.13)
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Teorem 3.2.3. x(s) A5 afin uzayda C? smifindan 7, # 0 olan bir egri olsun. Bu durumda
x bir kiiresel egridir.

X" +k(s)x=0
-1 %0
X= Ta

saglanmasidir [14].
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