T.C
USAK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

BUKULMUS YUZEYLERIN OZELLIKLERI

YUKSEK LiSANS TEZi

SEVIM DOLASIR

HAZIRAN 2018
USAK



T.C
USAK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

BUKULMUS YUZEYLERIN OZELLIKLERI

YUKSEK LiSANS TEZi

SEVIM DOLASIR

USAK 2018



Sevim DOLASIR tarafindan hazirlanan Biikiilmiis Yiizeylerin Ozellikleri adli bu tezin

Yiiksek Lisans tezi olarak uygun oldugunu onaylarim.
Dog. Dr. Semra NURKAN, Matematik Ana Bilim Dal1 ....................................

Bu caligsma, jiirimiz tarafindan oy birligi / oy ¢oklugu ile Matematik Anabilim Dalinda

Yiiksek Lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Dog. Dr. Murat Kemal KARACAN e

Usak Universitesi, Matematik

Dog¢. Dr. Semra NURKAN

Usak Universitesi, Matematik

Dog. Dr. Mustafa Kemal BERKTAS

Usak Universitesi, Matematik

Dog. Dr. Hiiseyin KOCAYIGIT

Celal Bayar Universitesi, Matematik

Dr. Ogr. Uyesi Serpil UNAL KARACAM e,
Usak Universitesi, Istatistik
19/06/2018

Bu tez ile U.U. Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu Yiiksek Lisans derecesini

onaylamistir.

Fen Bilimleri Enstitist Muduri



TEZ BILDIRIMI
Tez i¢indeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ergevesinde elde edilerek

sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu ¢alismada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

Sevim DOLASIR



BUKULMUS YUZEYLERIN OZELLIKLERI
( Yiiksek Lisans Tezi )

Sevim DOLASIR

USAK UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
Haziran 2018

OZET

Bu tezin amac1 3- boyutlu Izotropik uzayda biikiilmiis yiizeylerin ne tiir bir parametrizasyona
sahip olacag1 problemini ortaya koymak ve problemin ¢ézliimii dogrultusunda tanim,teorem ve
ornekler vermektir. Ayrica Oklid uzayda biikiilmiis yiizeyleri olustururken Involiit-Evoliit ve
Bertrand egri ciftlerinden yararlanarak biikiilmiis yiizey kavramina degisik bir bakis acis1
getirmek hedeflenmistir.

Yedi béliimden olusan bu tezin birinci boliimii giris kismina ayrilmustir. Ikinci boliimde ileri
béliimlerde gerekli olan kavramlar ve tanimlar verilmistir. Ugiincii ve dérdiincii boliimlerde
sirastyla 3- boyutlu Oklid uzayda ve 3- boyutlu Minkowski uzayda biikiilmiis yiizeylerin
egrilikleri ile ilgili teoremler ve &rnekler incelenmstir. Besinci boliimde 3- boyutlu Izotropik
Uzayda biikiilmiis yiizeylerin karakterizasyonlari, egrilik hesaplamalar1 ele alinmistir. Altinct
béliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda Involiit egri ile olusturulan biikiilmiis yiizeyle ilgili egrilik
hesaplamalari, teorem ve Ornekler verilmistir.

Son olarak, yedinci boliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin Bertrand ¢ifti olan egri ile

olusturulan biikiilmiis yilizeyler ele alinmistir.
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1.GIRIS

Diferansiyel geometri tarihi boyunca, farkli 6zel yiizey siniflar1 popiiler aragtirma
konularini olusturmustur. Bunlara 6rnek olarak donel yiizeyler, kanal yiizeyleri, regle
yiizeyler, oteleme yiizeyleri verilebilir. Ayrica, bir yiizey sinifin1 bagka bir yiizey sinifindan
olusturan ya da ¢ok sayida ylizey siniflarini genellestiren yiizey siniflart ayrintili olarak

inceleyen bircok matematikgi olmustur. Ornegin Oklid 3-uzayinda

x(s,t) = (f(t) coss, f(t)sins, g(t) + gs)......... (1)

ile parametrelendirilmis helikoidal ytizeyler, helikoidal hareket(vida hareketi) altinda
invaryant kalir ve bu nedenle helikoidal yiizeyler donel yilizeylerin bir genellestirilmesidir.

Gergekten de ¢ = 0 durumunda (1) denklemi bir donel ylizey gosterir.

Ozel bir yiizey sinifi olan biikiilmiis yiizeylerden ilk olarak bahseden Gray Mobius seridi
ve Klein sisesini liretmek i¢in kullanilan yapiy1 genellestirmek icin 'biikiilmiis ytizey'
terimini ortaya atmistir[1]. Stanilov ve Slavova, biikiilmiis yiizeylerin
yonlendirilebilirligini ve kuvvet serilerini incelemislerdir [2]. Goemans ve Woestyne ii¢
boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda biikiilmiis yiizeylerin tanimlarin1 verip, Gauss ve
ortalama egrilik hesaplamalarini yapmis,ayn1 zamanda biikiilmiis yiizeylerin minimal, flat,

sabit egrilikli olma karakterizasyonlarin1 ifade etmislerdir [3, 4].

Bu ¢aligmada ise Izotropik uzayda biikiilmiis yiizeyle ilgili 6rnekler, egrilik hesaplamalart
ve karakterizasyonlar1 verilmistir. Ayn1 zamanda ii¢ boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin
involiitiiniin ve Bertrand ¢iftinin olusturdugu biikiilmiis yiizeylerden bahsedilmis ve

ornekler verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Oklid 3- Uzayda Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayi da V olsun. V’de

<,>:VxXxV->R

n
x = (X1, X3, -, Xp
=<y |
& z £ Y\ = 012, 9

Seklinde bir i¢ ¢arpim tanimlanirsa, A afin uzayina Oklid uzay: denir ve E™ ile gosterilir
[5].
Tanim 2.1.2.
x:R3x R3 - R3
(@,B) > axp

seklinde taniml “X” i¢ islemine vektorel carpim islemi denir ve a X [ vektoriine de a

ile £ nin vektorel carpimi denir [5].

Teorem 2.1.1. a, B € R3o0lmak iizere

n
aXxp= Z det(e;, @, B)e;
i=1

seklindedir [5].



Tanim 2.1.3. V bir reel vektdr uzayt olsun. V {izerinde asagidaki aksiyomlari ile

tanimlanan doniisiime i¢ carpim denir [6].
<,>:V XV - R olmak iizere

(i)  Simetri aksiyomu
<uv>=<wv,u> Vuv eV
(ii)  Bilineerlik aksiyomu
<cu,v>=c<uyv>=<ucv> VceERVuvevrv
<UL+ UV >=< UV > +< Uy, V> VU, Uy, VEV
<UVv+v, >=<u,v; >+<uU,v, > Yu,v,,v, EV
(iii)  Pozitif tanimlilik aksiyomu

<uv>=20 VYuevlV

<uu>=0 u=0

Tamim 2.1.4. V bir i¢ ¢arpim uzayi ve x € V olsun. x vektoriiniin normu ||x|| olmak tizere

v oo e 1 3 52 . x .
x vektoriiniin Tl skalar1 ile carpilmisina x’in normlanmis1 denir ve x, = Tl ile

gosterilir[6].
Tamm 2.1.5. I € R bir agik aralik olmak tizere(/, @) koordinat komsulugu ile tanimlanan
a:l—-E"
t - a(t)

seklindeki a’ya egri denir.] € R aralifina « egrisinin parametre araligt ve t €[

degiskenine de a egrisinin parametresi denir [5].
Tanmim 2.1.6 M c R egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin.
la'll: 1 - R
t = lla’li(®) = lla’' @)l

seklinde tanimli ||@'|| fonksiyonuna M egrisinin (I, @) koordinat komsuluguna gore skalar
hiz fonksiyonu ve ||a'(t)]| reel sayisina da M nin (I, @) koordinat komsuluguna gére a(t)

noktasindaki skalar hizi denir [5].



Tanmm 2.1.7. M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger, Vs € I i¢in
la'(s)|l =1 ise M egrisi a’ya gore birim hizh egri denir. Bu durumda, egrinin s € [

parametresine yay parametresi ad1 verilir [5].

Tamm 2.1.8. Her noktasindaki hiz vektori sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir

[5].
Tamm 2.1.9. X ¢ R3 regiiler bir yiizey i¢in birim normalini U ile gosterirsek

X, X X,

U(u, =
WY = R XX

(u,v)

seklindedir ve (u,v) € R3 noktalarinda X,, X X,, sifirdan farklidir[7].
Tamim 2.1.10. M < E™ egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,

Y = {a', a’ .. a® } sistemi lineer bagimsiz ve V, a® k> r icin a® € Sp{y} olmak
tizere, Y den elde edilen {V;, V5, ..., V. } ortonormal sistemine, M egrisinin Serret-Frenet r-
ayakh alam1 ve m € M igin {V;(m),V,(m),...,V.(m) } ifadesine de m € M noktasindaki

Serret-Frenet r-ayakhis1 denir. Her bir V;, 1 < i < r ye Serret-Frenet vektorii ad1 verilir

[5].

Teorem 2.1.2. M € R3 egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. t € I keyfi
parametre olmak tizere a(t) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi, {T'(t), N(t), B(t) } ise

a'(t) _ad®mxad'®)
ol YT Roxaon

{T(t) = N(t) = B(t) x T(t)}

seklindedir [5].

Teorem 2.1.3. M € R® egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. t €1 yay
parametresi olmak tizere a(t) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi, {T'(t), N(t), B(t) } ise

{T(t) —a'(s), N(b) = % B(t) = T(t) x N(t)}

seklindedir [5].

Teorem 2.1.4. a(c,d) » R3 ; ¢ <s < d igin k(s) > 0 ile birim hizl bir egri olsun. O

halde Frenet Formiilleri:



T' = kN
N' = —xkN + 1B
B' = —tN

dir. T egrinin torsiyonu, k egrinin egriligidir [5].

Tammm 2.1.11. M,N c E3 iki egri olsun. M ve N swras1 ile (I,a),(I,B) koordinat

komsuluklari ile verilsin. a(s) ve f(s) noktalarinda M ve N’in Frenet r-ayaklilart sirasiyla
{Vi(s), ... ()}
ve
{Vi(s), ... V" (s)}
olmak iizere
<Vi(s),Vi(s) >=0
ise N ye M nin involiitii, M ye de N nin evoliitii denir [5].

Tamm 2.1.12. M,N c E?3 egrileri (I, a), (I, 8) koordinat komsuluklari verilsin. s €1 ya
karsilik gelen a(s) € M ve B(s) € N noktalarinda , M ve N nin {V,(s),...,V.(s)} ,
{Vi(s),..,V;*(s)} Frenet r- ayaklilar1 verildiginde Vs €l igin {V,(s),V5(s)} lineer
bagimli ise (M, N) egri 2-lisine bir Bertrand ¢ifti denir [5].

Teorem 2.1.5. (M, N) Bertrand ¢ifti verilsin. M ve N, sirasiyla, (I, @), (I, ) koordinat
komsuluklari ile verildigine gore, Vs € I i¢in d(a(s),B(s)) = sabittir [5].

Teorem 2.1.6. M, N c E3 egrileri (I, a), (I, B) koordinat komsuluklari ile verilsin. M nin
egrilikleri k4, k, ise (M, N) Bertrand ¢iftidir. &3 4, 4 € Rigin

Aky + pky, =1
dir [5].
Tamm 2.1.13. X : U - R3
:(u,v) » X(u,v) biryiizeyve E,F,G: U — R’ e tamiml1 olmak {iizere,

E =< X, X, >



F =< X, X,>
G =< X, X, >
dir.
ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?

X yiizeyinin Riemann metrigi ya da birinci temel formu denir. Buradaki E,F,G; X in

birinci temel formunun katsayilaridir [7].
Tanm 2.1.14.X : U -> R3
:(u,v) - X(u, v) bir yiizey, U yiizeyin birim normali ve e, f,g : U - R

fonksiyonlarini tanimlarsak

e =<U, Xy >

f=<UZXyuy>

g =<UX,, >
dir.

II = edu? + 2fdudv + gdv?

X yiizeyinin ikinci temel formu denir. Buradaki e, f,g; X nin ikini temel formun

katsayilaridir [7].

Tammm 2.1.15 E™in bir hiperylizeyi M ve M’nin birim normal vektdr alami U
verilsin. E™’de Riemann konneksiyonu D olmak tizere VX € y(M) i¢in S(X) = DyU
seklinde tanimli, S donilistimiine M {izerinde sekil operatorii veya M ’nin Weingarten

doniisiimii denir [7].

Tamm 2.1.16. M ylizeyinin birinci temel formunun katsayilar1 E,F,G ve ikinci temel

formunun katsayilari e, f, g olmak iizere yiizeyin sekil operatdrii matrisi S

1 Ge—Ff Ef —Fe

S=Ec—Filef—Fg Eg-Ff

seklindedir [7].



Tamim 2.1.17. R3 te regiiler bir yiizey M olsun. M yiizeyinin Gauss egriligi K, Ortalama

egriligi H ve K, H: M — R olmak {izere sirasiyla
K(P) = det(S(P))

ve
1
H(P) = iz(S(P))

seklinde tanimlanir [8].

Tamm 2.1.18. Gauss egriligi her yerde sifir olan E3 deki yiizeylere flat (diiz) yiizeyler
denir [7].

Tamm 2.1.19. E3 de H ortalama egriligi sifir olan regiiler yiizeylere minimal yiizeyler
denir [7].

Teorem 2.1.7.M : U — R3 bir regiiler yiizey olsun. M in Gauss egriligi ve ortalama
egriligi formiilleri;

_eg—f?
" EG — F2

K
ve

_eG—2fF+gE
~ 2(EG-F?)

dir. e,f,g; M’in ikinci temel formunun katsayilar1 ve E,F,G; M’in birinci temel

formunun katsayilaridir [7].
Tamm 2.1.20. SR: [0,27] X (a,b) — R3 yiizeyi

SR(u,v) = (p(v)cosu, p(v)sinu, P(v))
M donel yiizeyinin standart parametrizasyonu denir [8].

Tamm 2.1.21. R® de bir vektér ii¢ eksenden herhangi biri etrafinda dénebilir. Asagida

verilen matris formundaki ifadeler donmeleri temsil eder ve bunlar



sinf cos@ O
0 0 1

cosf@ —sin@ O
P, z, ekseni etrafinda donme Py =

1 0 0
Q, x ekseni ile ilgili donme Qy = [O cosf —sin 9]
0 sinf@ cos@

cosd 0 —sinf
R, y ekseni ile ilgili donme Rg=1] 0 1 0
sinf 0 cosé

dir [6].
2.2. Minkowski 3- Uzayda Temel Kavramlar

Tamm 2.2.1. R3 standart reel vektdr uzay iizerinde
<,>R¥x R*-> R

(a,g) ->< C_i,B >L = a1b1 + a2b2 - a3b3

Minkowski i¢ carpimi almirsa, R? afin uzayi, Minkowski 3- uzay1 olarak adlandirilir ve E3

ile gosterilir [9].

Tamim 2.2.2. E3 uzayimda herhangi bir vektdr d = (a4, a,, as) olmak iizere;

i. <d,a>>0veyaa = 0 ise d ya spacelike vektor,
ii. < da,a><0ised yatimelike vektor,
iii. <d,a>=0ved # 0ise d vektoriine lightlike (veya null) vektor denir [10].



Tamm 2.2.3. E; uzayinda herhangi bir vektdr d = (a4, a,, az) olmak {izere;

i. 1 ise d ya birim spacelike vektor,

Q&
Q

< >
< > = — 1 ise d ya birim timelike vektor

Qu

ii. a
denir [10].
Tamm 2.2.4. (Isik konisi) E3 uzayinda

A={d €E}:<d,d>=0,a # 0}

ctimlesine Isik konisi ad1 verilir.

E3 uzayindaki timelike vektorler A min iginde, lightlike (veya null) vektorler A nin iizerinde

ve spacelike vektorlerde A nin disinda bulunurlar (Sekil 2.2.1), [9].

b Gight —like
¢ space — ke

Sekil 2.2.1. Minkowski 3- uzayinda vektorler

Tanim 2.2.5. Minkowski 3- uzay1 E; deki bir @ = a/(t) egrisi icin a’(t) hiz vektorleri

spacelike, timelike veya null ise @ = a/(t) egrisi sirasiyla spacelike, timelike ve null egri

olarak adlandirilir. Non-null bir @ = a(s) egrisi i¢in < a’(s), a’(s) > = +1 oluyorsa s
yari- yay parametresi ile parametrelendirilmistir denir. Bu halde a = a(s) egrisi birim

hizl egri olarak adlandirilir [10].

Tanim 2.2.6. E3 Minkowski 3 - uzayn bir diizlemi D olsun. Bu takdirde D nin bir
spacelike (timelike, null) diizlem olmasi i¢in gerek ve yeter sart D ye normal olan vektoriin

timelike (spacelike, null) olmasidir [9].



Tamm 2.2.7. E} de bir eksen etrafinda Lorentzian donmeler su sekildedir.

cosf —sinf 0
Timelike z ekseni etrafinda donme: |sin@ cos0 0],
0 0 1

1 0 0
spacelike x ekseni etrafinda donme: [O coshf sinh 9],
0 sinh6 cosh6

coshf 0 sinh6
spacelike y ekseni etrafinda donme: | 0 1 0

sinhd 0 coshé

dir [11].
2.3. izotropik 3- Uzayda Temel Kavramlar

R3de hareketler ve metrik izotropik geometri asagidaki denklemler ile verilmistir.
(x,y,2z) > (x',y',2")
x' = a+ xcosf — ysinf
y' = b + xsinf + ycosO
zZ'=c+cex+tcey+z

Burada a,b,c,cq,c,,0 reel sayilardir. Bu afin  doniistimler izotropik kongriians
doniistimleri veya izotropik hareketler olarak adlandirilir. Bahsedilen izotropik
doniisiimlerin xy — diizlemine izdiisiimii Oklid hareketlerini (bir donme ve bir 6teleme)
verir. P = (x,y,z) - P' = (x,y,0) doniisiimiine "listten goriiniim"(izdiisiim) [12] olarak
adlandirilir. Dolayisiyla, izotropik bir hareket, xy diizleminde bir Oklid hareketi ve z-

dogrultusunda bir afin kayma(6teleme) doniisiimiinden olusur [12].
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Tanmm 2.3.1. P = (xq,y41,2;) ve Q = (x3,¥2,2,) noktalarinin izdiisimleri arasindaki

Oklid uzaklig

d(pP,Q); = \/(x1 —x2)% + (y1 — ¥2)?
iki nokta arasindaki izotropik uzaklik olarak adlandirilir [12].

Izotropik metrik, z-dogrultusundaki dogrular boyunca dejenere olur ve bu tiir dogrulara

izotropik dogrular denir [12].
Tamm 2.3.2. 3-boyutlu izotropik uzay I® olarak adlandirilir [12].
Tamm 2.3.3. I3 de diizlemler iki cesittir:

a) z-dogrultusuna paralel olmayan diizlemlere izotropik olmayan diizlemler denir.Bu
diizlemlerde temel olarak Oklid metrigi vardir.
b) z-dogrultusuna paralel diizlemlere izotropik diizlemler denir.Bu diizlemlerde

izotropik metrik vardir [12, 13].
Tamm 2.3.4. I3 de iki vektdr X = (xq,y4,21) ve Y = (x3,¥5,2,) olsun. X ve Y
nin izotropik i¢ carpimi

Z1Z,, egerx;=7y; =0 ise
X1Xp + y1Y,,  diger durumlarda

(X,Y); ={

seklinde tanimlanir [14].

Tamm 2.3.5. 13 de X = (0,0, z) formundaki vektdrlere izotropik vektorler, digerlerine de

izotropik olmayan vektorler denir [14].

Tamm 2.3.6. I3 de X(s,t) = (x(s, t),v(s,t),z(s, t)) seklinde parametrelendirilmis bir
C"-yiizey M olsun.I® e daldirilmis bir M yiizeyinin izotropik olan tanjant diizlemi yoksa

bu yiizeye kabul edilebilir yiizey denir.

M yiizeyi i¢in izotropik i¢ ¢arpim kullanilarak I.Temel formun E(s,t), F(s,t) ve G(s,t)
katsayilarini ve yiizeyin her zaman izotropik olan birim normal vektdr alanina gore
hesaplayacagimiz II. Temel formun L(s, t), M(s,t) ve N (s, t) katsayilarini 1 sekilde
hesaplayabiliriz:

E = <xS) xs)i ) F = <xSI xt)i ’ G = (xtl xt)i

11



L — det(xsy xtl xSS) M — det(xSl xt’ xSt) N — det(xSr xtl xtt)

VEG —F2 ' VEG—F2 VEG — F2

Buradan M yiizeyi igin I. ve II. Temel formlari

I = Eds?* + Fdsdt + Gdt?

Il = Lds? 4+ Mdsdt + Ndt*
dir.Yiizeyin izotropik birim normali U = (0,0,1) dir.
[zotropik Gauss Egriligi ve izotropik Ortalama egrilik formiilleri

o _LN-M2 . EN —2FM +GL
“EG—F2 YV T T 2(EG - F?)

dir [2, 13, 15].

Tamm 2.3.7. Eger M yiizeyinin izotropik Gauss Egriligi sifir ise M ylizeyine izotropik
flattir denir. Eger M yiizeyinin izotropik Ortalama Egriligi sifir ise M yiizeyine izotropik

minimaldir denir [2, 13, 15].

Tamm 2.3.8. I3 de bir vektdr sadece z ekseni etrafinda doner. Ciinkii izotropik uzayda

sadece z ekseni ile ilgili donme uygulanabilir.

cos@ —sinf 0
I3 de z ekseni ile ilgili donme Py = [sin6 cosf® 0
0 0 1

dir [12].
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3. OKLID 3- UZAYDA BUKULMUS YUZEYLER

Biikiilmiis yiizey bir diizlemsel egrinin kendi destek diizlemi i¢inde diizleme dik bir eksen
etrafinda donmesi ve es zamanli olarak destek diizleminin de bir cksen etrafinda
donmesiyle olusur. Burada bahsi gecen donmeler senkronize bir sekilde yapilan

donmelerdir.

3 —boyutlu Oklid uzayinda biikiilmiis bir yiizey olusturmak igin 6ncelikle herhangi bir
diizlem segilir. Bu diizlemde bulunan « diizlemsel egrisi eksenlerden herhangi birine
paralel olarak gecen bir dogru etrafinda donerken destek diizlemide bir eksen etrafinda

doner.

——t— i

Sekil 3.1. Biikiilmiis yiizeyin olusumu ile ilgili koordinat diizlemde ¢izim

f.g reel degerli fonksiyonlar olmak {izere xz diizleminde bulunan bir «a diizlemsel
egrisine a(t) = ( f(®),0, g(t)) ilk olarak (a,0,0) noktasindan gecen y eksenine paralel

dogru etrafinda donme uygulanir ve buradan
a cos(bs) 0 —sin(bs)\ /f(t) a + f(t) cos(bs) — g(t)sin(bs)
(0) + < 0 1 0 ) ( 0 > = ( 0 )
0 sin(bs) 0 cos(bs) / \g(t) f(t) sin(bs) + g(t)cos(bs)
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elde edilir. Egrinin dogru etrafindaki donmesi ile elde edilen ifadeye z eksenine gore

donme uygulanirsa,

sin(s) cos(s) O 0

<cos(s) —sin(s) 0) (a + f(t) cos(bs) — g(t)sin(bs))
0 0 1 f(t) sin(bs) + g(t)cos(bs)

biikiilmiis yiizeyi ortaya ¢ikmaktadir. Boylece biikiilmiis yiizeyle ilgili tanimi1 verebiliriz [3,
4].

Tamm 3.1. E3 Oklid uzayinda, diizlemsel bir a egrisi a(t) = ( f(),0, g(t)) olmak tizere,

x(s,t) = (a + f(t) cos(bs) — g(t) sin(bs))(cos(s),sin(s),0) + (0,0, f(t) sin(bs)
+ g(t)cos(bs)

seklinde parametrelendirilmis yiizeye profil egrisi ¢ olan bir biikiilmiis yiizey denir [3, 4].

Dikkat edilmelidir ki b =0 oldugunda yiizey bir donel yiizey belirtir. Bu yiizden
biikiilmiis yiizeyler donel yiizeylerin genellestirilmisi olarak diisiiniilebilir. [3, 4].

Ornek 3.1. a(t) = (¢,0,0) ve b = % , a=1 olmak iizere

s s s
x(s,t) = (coss + tcoszcoss,sins + tcoszsins,tsinz)

seklindeki parametrelendirilen bir Mébius seridini Oklid uzayda biikiilmiis yiizey drnegi

olarak verilebilir [8].

Sekil 3.2. Mdbius seridi

14



Ornek 3.2. a(t) = (sint,0,sin2t) ile parametrelendirilmis bir sekiz egrisi ve b :%
olmak tizere,

S S S

x(s,t) = (a +sint cosz —sin 2t Sinz)(cos s,sins,0) + (0,0 sint sinz

s
+ sin 2t cos E)

yiizeyi yonlendirilemez bir Klein sisesini belirten E3 de biikiilmiis yiizey drnegidir [8].

/

i

97
l’/ \1’ ’/,;/"“lll 1
i

Sekil 3.3. Klein sisesi

Ornek 3.3. Profil egrisini Pascal Limagonu a(t) = (2cost + 1)(cost,0,sint)

a =4 ve b = 2 olarak aldigimizda biikiilmiis ylizey drneginin sekli asagida verilmistir [3,

4].
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Sekil 3.4. Pascal Limagonunun olusturdugu biikiilmiis ylizey

Ornek 3.4. Profil egrisini a(t) = (Jcost|°cost,O0,|sint| sint) olarak a =2,b =1

ve ¢ = 2 aldigimizda biikiilmiis ylizey 6rnegi(elmas seklinde) asagida verilmistir [3, 4].

Sekil 3.5. a(t) = (Jcost|? cost,0,|sint|?sint) profil egrisinin olusturdugu biikiilmiis
yizey
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3.1. E3 de Biikiilmiis Yiizeylerin Gauss ve Ortalama Egriligi

Biikiilmiis ylizeylerin Gauss egriligini hesaplamak i¢in genelligi bozmadan

a(t) = (t,0,g(t)) egrisini goz oniine alarak veb # 0 olmak iizere biikiilmils yiizey

denklemini

x(s,t) = <a + %hs(s, t)) (coss,sins,0) + (0,0, h(s, t)),

seklinde ifade edebiliriz. Burada
h(s,t) = tsin(bs) + g(t) cos(bs)

dir. h(s,t) ifadesi h(s,t) nins parametresine gore tirevidir. Burada b = 0 olursa yiizey
bir donel yiizey belirtir. Hatta bu durumda olusan flat dénel yiizeyin diizlemin bir parcast,
bir dairesel koni veya dairesel bir silindir olacagi kolaylikla goriilebilir [8]. Ayrica donel

yiizeylerin Gauss egriligi hesab1 oldukga bilinen bir hesaplamadir [16]. Dolasiyla b # 0
durumunu incelemek daha uygun olacaktir.

I. Temel formun E(s,t),F(s,t) ve ,G(s,t) katsayillarim1 hesaplarsak gorebiliriz ki bir

biikiilmiis yiizeyin dejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart

1 2 2
E(s,t)G(s,t) — F(s,t)? = <a + EhS(S’ t)) 1+g'®O»)+b*(t+9Dg' @) =0

denkleminin saglanmasidir. Buradan biikiilmiis ylizeyin asla dejenere olmadig1 sonucuna
ulasabiliriz.

II. Temel formun L(s, t), M (s, t) ve, N(s, t) katsayilarin1 hesaplarsak biikiilmiis yiizeyin

Gauss egriligi
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_L(s,t)N(s, t) — M(s,t)?

KD = F6.060,0 = Fs, 02

_ 1

T E(s,D)G(s,t) — F(s, )2

1
x |- (a + EhS(s’ t)> g" (@) {—sz(t +9(@®g' ®))h(s,t)
1 1+ b?
+ (a + EhS(s' t)> (bh(s, t)hg (s, t) — (a + hs(s, t)) he(s, t)}
1 2

- {(t +g(®)g'(©)hs(s,t) —b(1 + g'()?) (a + Ehs(s, t))} ]

oldugu goriiliir [3, 4].

3.2. E3 de Flat Biikiilmiis Yiizeyler

Teorem 3.2.1. Donel yiizeyleri harig tutarsak E® de bir biikiilmiis yiizey flattir gerek ve
yeter sart biikiilmiis yiizey profil egrisi

((cos bs — c sin bs) cos s, (cos bs — ¢ sin bs) sin s, sin(bs) + ¢ cos bs)

olan egrinin olusturdugu tepe noktasi orjin olan bir koni ( koninin bir kismi)dir. Burada ¢

bir reel sayidir [3, 4].
Ispat: Bir onceki boliimde elde etigimiz K(s,t) Gauss egriligi ifadesini sifira
esitledigimizde

4 3
Z A;(t)cost(bs) + Z B;(t)cos’ (bs) sin(bs) = 0,
i=0 =0

elde ederiz. Burada A;(t) ve Bj(t) ifadeleri bilinmeyen g fonksiyonunun ve bu

fonksiyonun birinci, ikinci tlirevlerini gosteren terimlerdir.

Yukaridaki denklemin s degiskenine gore ard arda tlirevleri alimirsa ve terim terim

ayrilirsa
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i €{0,1,2,3,4} ve j € {0,1,2,3} igin A;(t) = B;(t) = 0 elde edilir. Buradan

A4(t) = —g"(O[t(Bg*(t) — t1)g'(t) + g(©)(g*(t) — 3t?)]
terimini sifira esitledigimizde iki durum ortaya ¢ikar.
Ilk olarak g"'(t) = 0 oldugu goz éniine alirsak ¢,d € R olmak iizere g(t) = ct +d
A;(t) = 0ve Bj(t) = 0 denklemlerinde bu ifadeyi kullanirsak a = d = 0 oldugu
goriliir. Bu ise biikiilmiis yiizey denkleminde g6z 6niine alinirsa biikiilmiis ylizey bir koni
olur.

Bir diger durum g''(t) # 0 olsun. Buradan 3g%(t) # t? ve bdylece
NIQICHOEED)
t(3g%(t) —t?)
ifadesi elde edilir. 4;(t) = 0 ve B;(t) = 0 denklemlerinde yerine yazilir. Ancak 6rnegin
(¢ = g*®)’
t(3g%(t) — t?)

g'(t) =

B3(t) = g'®) =0

esitligi i¢in bu bir ¢eligkidir [3, 4].
Boylece donel yiizeyler disinda tek flat biikiilmiis yiizeyin koni oldugu sdylenebilir [3, 4].

Sekil 3.6. b = 1/2 ve ¢ = 1 olmak iizere E3 de flat biikiilmiis yiizey
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Sekil 3.7. b = ¢ = 1 olmak iizere E3de flat biikiilmiis yiizey

3.3. 3 de Flat olmayan,Sabit Gauss Egrilikli Biikiilmiis Yiizeyler

Teorem 3.2.2. Donel yiizeyler haricinde E* de bir biikiilmiis yiizey sabit Gauss egriliklidir
gerek ve yeter sart blikiilmiis yiizey bir kiiredir ( kiirenin bir kismidir) [3, 4].

Ispat: Bir 6nceki teoreme benzer olarak K(s,t) Gauss egriligi ifadesini sabit bir ¢ € R

esitledigimizde

3
B;(t)cos’ (bs) sin(bs) = ¢
j=0

Z A;(t)cost(bs) +
i=0

elde ederiz. Burada A;(t) ve B;(t) ifadeleri bilinmeyen g fonksiyonu ve bu fonksiyonun

birinci, ikinci tlirevlerini iceren terimleri gostermektedir. Yukaridaki denklemin s

degiskenine gore ard arda tiirevleri alinirsa ve terim terim ayrilirsa i € {0,1,2,3,4} ve j €

{0,1,2,3}
gt) ==+ E—tz vea=0

elde edilir. Boylece a profil egrisi a(t) = <t, 0,+ ’% — tz) seklindeki ¢ember olan

biikiilmiis yiizey bir kiire olur [3, 4].
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3.4. E3de Minimal Biikiilmiis Yiizeyler

Bir ylizey yonlendirilemese bile, normal olarak bir birim normal olarak tanimlanabilir.
Dolayistyla ortalama egriligi hesaplayabiliriz. Bir yilizeyin minimal olmasi i¢in gerek ve
yeter sart ortalama egriliginin sifir olmasidir. Diizlemlerin yan1 sira katenoidler minimal
olan tek donel yiizeylerdir [8].

Teorem 3.4.1. Donel ylizeyler hari¢ tutulursa, minimal biikiilmiis yiizey yoktur [3, 4].

Ispat: Biikiilmiis yiizey icin Ortalama egrilik formiilii sifira esitlendiginde
3 3
Z A;(t)cos'(bs) + z B;(t)cos’ (bs) sin(bs) = 0
i=0 j=0

ifadesi elde edilir. Burada A;(t) ve B;(t) ifadeleri bilinmeyen g fonksiyonu ve bu
fonksiyonun birinei, ikinci tilirevlerini iceren terimleri gostermektedir. Yukaridaki
denklemin s degiskenine goére ard arda tlirevleri alinirsa ve terim terim ayrilirsa i €
{0,1,2,3} ve j € {0,1,2} i¢in A;(t) = B;(t) = 0 elde edilir. Bu sartlar1 goz niine alarak

gerekli sadelestirmeler yapilirsa

A3(t) = 3g*(t) — tH)tg" (1) + (g*(1) — tH)g' (1) — 2tg(t)g'(®)* + (g*(t) — t>)g'(t)
— 2tg(t)

ifadesinin sifir olmas1 gerektigi goriiliir. Bu denklemle birlikte iki durum ortaya gikar. ilk

t

olarak g(t) = + N

olsun. A;(t) = 0 oldugundan —%\/gtz =0 elde edilir. Bu bir
celiskidir. ikinci durumda eger g(t) # i% ise A3(t) = 0 denkleminden g"'(t) ifadesini
cekebiliriz ve diger A;(t) = 0 ve Bj(t) =0 denklemlerde yerine yazabiliriz. B,(t) = 0

olmas1

(2 +g* W) A+ g OO+ _
tB3g2(0) — t?) -

denklemini verir. Buradan g(t) = +Vc —t? olur ve bikiilmiis yiizey bir kiiredir.
Dolayistyla minimal degildir. Sonug¢ olarak donel yilizeyler hari¢ tutuldugunda biikiilmiis

yiizeyler minimal degildir [3, 4]
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4. MINKOWSKI 3-UZAYDA BUKULMUS YUZEY

4.1. Minkowski Uzayda Biikiilmiis Yiizeylerin Farklh Parametrizasyonlari

E3 de bir biikiilmiis yiizeyin yapimi1 Oklid uzaydakine benzer olup, a diizlemsel egrisi
yattig1 destek diizlemine dik olan bir dogru etrafinda donerken, diizlemde baska bir eksen
etrafinda doner. Burada null donme eksenleri hari¢ bu destek diizlem ve donme eksenleri

icin farkli olasiliklar1 inceleyecegiz [3, 4].
4.1.1. Profil Egrisi Timelike Diizlemde Yatan Biikiilmiis Yiizey

xz- diizleminde yatan bir a egrisi a(t) = ( f(),0, g(t)) olsun.
a) Bir Spacelike ve Bir Timelike Ekseni ile ilgili Donme
a egrisi y eksenine paralel (a,0,0) noktasindan gegen dogru etrafinda donerse
a cosh(bs) 0 sinh(bs)\ /f(t) a + f(t) cosh(bs) + g(t)sinh(bs)
(O) + ( 0 1 0 )( 0 ) = < 0 )
0 sinh(bs) 0 cosh(bs)/ \g(t) f(t) sinh(bs) + g(t)cosh(bs)

olur.Ayn1 zamanda timelike z ekseni ile ilgili ddonme uygulanirsa

sin(s) cos(s) O 0

cos(s) —sin(s) O (a + f(t) cosh(bs) + g(t)sinh(bs)
( 0 0 1) f(t) sinh(bs) + g(t)cosh(bs) >

elde edilir. Dolayisiyla E de biikiilmiis yiizeyin ilk olasi parametrelendirmesi
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x(s,t) = (a + f(t) cosh(bs) + g(t)sinh(bs))(cos(s),sin(s),0)(0,0, f(t) sinh(bs)
+ g(t)cosh(bs)

seklindedir [3, 4].
b) Bir Spacelike Eksen Etrafinda iki Kez Donme

(a) sikkina benzer olarak a egrisi y eksenine paralel (0,0, a) noktasindan gegen dogru
etrafinda déner ve ikinci donme olarak x ekseni etrafinda donme almirsa E3 de biikiilmiis

yiizeyin ikinci olasi parametrelendirmesi

x(s,t) = (a + f(t) sinh(bs) + g(t) cosh(bs))(0,sinh(s),cosh(s)) + (f(t)cosh(bs)
+ g(t) sinh(bs),0,0,)

seklindedir [3, 4].
4.1.2. Profil Egrisi Spacelike Diizlemde Yatan Biikiilmiis Yiizey

xy- diizleminde bulunan a egrisi a(t) = (f(t),g(t),0) goézonine alalim. @ egrisini z
eksenine paralel (a, 0, 0) noktasindan gegen timelike dogru etrafinda ve ardindan y ekseni

etrafinda déndiirdiigiimiizde E3 de bir biikiilmiis yiizeyin olas1 iigiincii parametrizasyonu

x(s,t) = (a+ f(t) cos(bs) — g(t)sin(bs))(cosh(s),0,sinh(s)) + (0, f(t)sin(bs)
+ g(t) cos(bs),0)

olur [3, 4].
Ornek 4.1. Profil egrisi a(t) = —( 2cost + 1)(cost, 0, sin(t)) Pascal Limagon olan

a=1 veb = 1/2 olmak iizere

1
x(s,t) = (1 — (2cost + 1)cost cosh (ES)

— ( 2cost + 1)sin(t) sinh (% S))(COS(S) ,sin(s), 0)

(1 , 1
+ (0,0, —( 2cost + 1) cos(t)sinh (E s) — (2cost + 1) sin(t)cosh (E s))
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E3} de biikiilmiis yiizeyde gerekli ifadeleri yerine yazdigimizda ve yiizeyi cizdirdigimizde
olusan ylizey asagidaki gibidir [3, 4].

Sekil 4.1. a profil egrisi Pascal Limagon olan E3 de bir biikiilmiis yiizey

Ornek 4.2. Profil egrisi a(t) = (sin(t),0,sin(2t)) olan sekiz egrisia =1 ve b = 1/2

olmak tzere

x(s, t) = (1 + sin(t) cosh (%s)
1 1
+ sin(2t) sinh (E s)) (cos(s),sin(s),0)(0,0, sin(t) sinh (E s)
+ sin(Zt)cosh(% S)

Minkowski uzayda olusan biikiilmiis yiizey asagidaki gibidir [3, 4].
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Sekil 4.2. a profil sekiz egrisi olan E3 de bir biikiilmiis yiizey
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5.1ZOTROPIK 3- UZAYDA BUKULMUS YUZEYLER

Diizlemsel egri a(t) = (f(t),0,g(t)) ve f,g reel degerli fonksiyonlar olmak tiizere, ilk
olarak y ekseni ile paralel (0,0, a) noktasindaki dogru ile ilgili z ekseni etrafinda dénme

uygulanir ve buradan
0 cos(bs) —sin(bs) 0\ /f(t) f(t) cos(bs)
<0> + (sin(bs) cos(bs) 0)( 0 ) = f(t)sin(bs)
a 0 0 1/ \g(t) a+ g(t)
elde edilir. Es zamanli olarak ekseni etrafinda donme uygulayarak

sin(s) cos(s) O0]| f(®)sin(bs) | =| f(¢t) cos(bs)sin(s) + f(t)sin(bs) cos(s)

<Cos(s) —sin(s) 0) f(t) cos(bs) f(t) cos(bs)cos(s) — f(t)sin(bs)sin(s)
0 0 1 a+g(t) a+g(t)

1zotropik uzaydaki biikiilmiis ylizey olusur.

Sekil 5.1. Izotropik uzaydaki biikiilmiis yiizey olusumu ile ilgili koordinat diizlemindeki

¢izim
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Tamm 5.1. 3-boyutlu izotropik uzayda izotropik olmayan a diizlemsel egrisini gézoniine

alalim. Profil egrisi a(t) = (f(t),0, g(t)) olan bir biikiilmis yiizey
x IXR¥>T3
2 (s, t) = x(s,t)

x(s,t) = (f(t) cos(bs)cos(s) — f(t)sin(bs)sin(s), f (t) cos(bs)sin(s)
+ f(t)sin(bs) cos(s),a + g(t))

seklinde parametrelendirilir.

5.1. I3 de Biikiilmiis Yiizeylerin Gauss Egriligi

Flat yada sabit Gauss egrilikli biikiilmiis ylizeyi belirlemek icin Gauss egriligi hesaplanir.

I. Temel formun E(s, t), F(s, t) ve, G(s, t) katsayilarini hesaplarsak gorebiliriz ki

1zotropik uzayda bir biikiilmiis ylizeyin dejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart
W = E(s,0)G(s,t) = F¥(s,6) = (1 + b)2f2(0)f*(£) = 0

denkleminin saglanmasidir. Buradan biikiilmiis yiizeyin asla dejenere olmadig1 sonucuna

ulasabiliriz.
II. Temel formun L(s, t), M(s,t) ve, N(s, t) katsayilarin1 hesaplarsak biikiilmiis yiizeyin
Gauss egriligi

L(s,t)N(s,t) — M(s,t)? _ 9g'®(=g' @®)f" @)+ (©)g" ()
E(s,t)G(s,t) — F(s,t)2 FOF*

K(s, t) =

oldugu goriiliir.
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5.2. I3 de Flat Biikiilmiis Yiizeyler

Bir yiizeyin flat olmasi i¢in gerek ve yeter sart yiizeyin Gauss egriliginin sifir olmasidir.
Asagidaki teoremle 3- boyutlu izotropik uzayda tiim flat bikiilmis ylizeyleri

smiflandiracagiz.

Teorem 5.1. Standart parametreli donel yilizeyleri hari¢ tuttugumuzda, biikiilmiis ylizey

izotropik flattir gerek ve yeter sart g fonksiyonunun

g) = c veya g(t) = f(t)ex + 2
seklinde olmasidir.

Ispat: Izotropik uzayda biikiilmiis yiizeyin parametrizasyonu c;,c; ve ¢ € R olmak iizere

x(s,t) = (f(t) cos(bs)cos(s) — f(t)sin(bs)sin(s), f (t) cos(bs)sin(s)
+ f(t)sin(bs) cos(s),a + f(t)c1 + c2)

Biikiilmiis ylizey i¢in K (s,t) = 0 ifadesinden,

IO OO+ Og"®) _
FOF*(@®)

sonucuna ulagsilir.

Bu ifadenin sifir olmasi i¢in g'(t) ifadesinin sifir olmasi, dolayisiyla
g(t) = cveya g(t) = f(t)c1 + ¢z

olmasi gerekir.

Boylece f(t) ve g(t) fonksiyonlari lineer bagimhidir. f(t) fonksiyonun se¢imlerine bagl

olarak g(t) fonksiyonunun diger formlarini elde etmek miimkiindiir.
ORNEK 5.1. 3- boyutlu izotropik uzayda bir izotropik flat biikiilmiis yiizey
x(s,t) = (t cos(2s)cos(s) — tsin(2s) sin(s), t cos(2s)sin(s) + tsin(2s) cos(s), 3t

+6)
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dir. Burada a(t) = (t,0,3t +5) ve b = 2,a =1 olarak segilsin. Elde edilen izotropik
flat biikiilmiis yiizey sekildeki gibidir.

Sekil 5.2. Izotropik uzayda flat yiizey

ORNEK 5.2. izotropik uzayda bir izotropik flat biikiilmiis yiizey
x(s,t) = (t cos(2s)cos(s) — tsin(2s) sin(s), t cos(2s)sin(s) + tsin(2s) cos(s),5)

dir. Burada a(t) =(t,0,5) ve b=2, a=1 oldugunda elde edilen yiizeyin sekli

verilmigtir.

Sekil 5.3. izotropik uzayda flat yiizey
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5.3. I3 de Sabit Egrilikli Biikiilmiis Yiizeyler

3- boyutlu izotropik uzayda biikiilmiis ylizeyi géz oniine alalim. . Temel formun katsayilari

___AHpPP®g® - DO OO - f 09" ®)
J (L+b)f2(Of *(®) J L+ b2 f2(Of*(®)

elde edilir. Boylece biikiilmiis ylizeylerin K Gauss egriligi

PEAQIGIAQ) SO SO EO)
FOF*(@®)

dir. Biikiilmiis ylizey K, sabit Gauss egriligine sahip olsun. Burada K Gauss egriligine

esitlenen K, sabiti sifir degildir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda

log(Kof (0 + [Ko(cy + Ko f2(0))
N

1
9 = ¢ =5 FOer + Ko 17 =

%S

log(Kof (0 + [Ko(ey + Ko f2(0))
N

1
9© = ¢ + 5 FOJer + Ko 170 +

¢Oziimlerine ulasilir. Burada ¢4, c; € R dir.
ORNEK 5.3. I® de biikiilmiis yiizeylerin sabit Gauss egriligi igin

x(s,t) = (t cos(2s)cos(s) — tsin(2s) sin(s), t cos(2s)sin(s)

2log(3t + V9t2 + 6)
V3

1
+ tsin(2s) cos(s), — 5 3t2+2+6— )

yiizeyi verilsin. Burada

1 2log(3t + V9t + 6)
a(t) = t,0,—§ 3t2+2+6—

V3
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ve ¢1=2,6=5 K,=3, b=2,a=1 olsun. Elde edilen biikiilmiis yiizey asagida

goriilmektedir.

Sekil 5.4. I3 de sabit Gauss egrilikli biikiilmiis yiizey

5.4. 13 de Biikiilmiis Yiizeylerin Ortalama Egriligi

Minimal ya da sabit ortalama egrilikli biikiilmiis yiizeyler ig¢in ortalama egrilik

hesaplamalar1 yapilmalidir.

Profil egrisi a(t) = (f(t),0,g(t)) olan bikilmis ylzey i¢in I. Temel formun
E(s, t),F(s,t) ve G(s,t) katsayilarin1 ve II. Temel formun L(s,t),M(s,t) ve N(s,t)

katsayilarin1 hesaplarsak ortalama egrilik

o= E(s,t)N(s,t) — 2F(s,t)M(s,t) + G(s,t) L(s,t)
B 2(E(s,t)G(s,t) — F%(s,t))

_A+DPFAOU 09O - FOGOF" @ + fFOf (9" (@)
2((1+ b F2 O * () 7z

H(s,t) =

dir.
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5.5. I3 de Minimal Biikiilmiis Yiizeyler

Benzer sekilde eger bir yiizeyin ortalama egriligi sifirsa yiizey minimaldir. Ayrica I3 de

yiizeyler i¢in ayni ifadeden bahsedebiliriz.

Teorem 5.2 Donel yiizeylerin standart parametrizasyonu harig¢ tutuldugunda , bir biikiilmiis

ylizey bir izotropik minimaldir gerek ve yeter sart c;,c; € R olmak {izere profil egrisinin
a(t) = (f(1),0,¢;1og(f() + ¢z)

olmasidir.

Ispat: Biikiilmiis yiizeyler icin H (s,t) = 0 ifadesi

_A+bPFPOU®I® - FOg'OF" O + FOF 9" ©) _

0
2((1+ b2F2(0)f 2 (1)) 2

denkleminin saglanmasini gerektirir. Boylece gerekli hesaplamalar yapildiginda
gt) =c; IOg(f(t)) +C;

¢Ozlimiine ulasilir.

Ornek 5.4. Bir izotropik biikiilmiis yiizey

x(s,t) = (t cos(2s)cos(s) — tsin(2s) sin(s), t cos(2s)sin(s) + tsin(2s) cos(s), 6
+ 3log(t))

verilsin. Burada a(t) = (¢,0,5+ 3log(t)) ve ¢c1 =3,c; =5, b=2,a=1 degerlerini

g0z Oniine alarak olusturdugumuz minimal biikiilmiis ylizeyin sekli asagidaki gibidir.
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Sekil 5.5. 13de Minimal biikiilmiis yiizey

5.6. I3 de Sabit Ortalama Egrilikli Biikiilmiis Yiizeyler

Teorem 5.3 Donel ylizeylerin standart parametrizasyonu hari¢ tutuldugunda, bir biikiilmiis

yiizey sabit ortalama egriliklidir gerek ve yerter sart g fonksiyonunu

cof OV (L + b2 f (' (1)?
2(1+b)f'(®

git) =c;+ ¢, log(f(t)) -

denklemini saglar. Burada c¢,cq,c; € R ve ¢ ylizeyin sabit olan ortalama egriligidir.

Ispat: Biikiilmiis yiizeyler i¢in verdigimiz ortalama egrilik ifadesini bir ¢ € R degerine

esitlersek

H(s,t)= ¢

_A+BPFPOGO' @) — fOg' O '@ + FOF BDg" @) _
20+ D22 Of ()72

elde edilir. Buradan gerekli ¢oztimlemeler yapildiginda

cf (O (1 + b)2f()2f' ()2
2(1+b)f' (1)

gt) =c;+ ¢ log(f(t)) -
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ifadesine ulasilir.
Ornek 5.5. izotropik uzayda sabit ortalama bir egrilikli biikiilmiis yiizey 6rnegi

x(s,t) = (t cos(2s)cos(s) — tsin(2s) sin(s), t cos(2s)sin(s) + tsin(2s) cos(s), —2t>
+ 6 + 3log(t))

seklindedir. Burada
a(t) = (t,0,—2t* + 5 + 3log(t))

b=2,a=1,c, =3,c; =5 olmak iizere bu 6rnege ait ylizey asagida cizilmistir.

Sekil 5.6. [3de sabit ortalama egrilikli biikiilmiis yiizey
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6. OKLID 3- UZAYDA EGRININ INVOLUTU iLE OLUSAN BUKULMUS
YUZEYLER

a(t) = (f(t),0,g(t)) olmak a birim hizh egrisinin involiitii a* olsun. Involiit tanini

geregince

a” = (f() + (c =t)f'(£),0,9(t) + (c =) g' (D)

dir. Burada a egrisinin birim hizli olmas1 f 2y g’2 = 1 esitliginin saglanmasi ile

mumkin olur.

Elde edilen a* egrisi de xz diizleminde bulunmaktadir. a* egrisini xz diizleminde (a, 0,0)
noktasindan gegen y eksenine paralel bir dogru etrafinda dondiiriirken eszamanli olarak
destek diizlemini z ekseni etrafinda dondiiriirsek biikiilmiis yiizeyi elde etmis oluruz.

Dolayisiyla ilk olarak

a cos(bs) 0 —sin(bs)\ /f(t) +(c—t)f'(t)
<0> + < 0 1 0 ) ( 0 )
0 sin(bs) 0 cos(bs) gt)+(c—t)g'(t)

0

a+ f(t)cos(bs) + (c —t)f'(t)cos(bs) — g(t)sin(bs) + (c — t)g'(t)sin(bs)
( f(t)sin(bs) + (c — t)f'(t)sin(bs) + g(t)cos(bs) + (c — t)g'(t)cos(bs) )

seklindeki donmeyi ve ayn1 zamanda

sin(s) cos(bs) 0 0

(cos(s) —sin(s) 0) (a + f(t) cos(bs) + (c — t)f'(t)cos(bs) — g(t)sin(bs) + (c — t)g’(t)sin(bs))
0 0 1 f(t)sin(bs) + (c — t)f'(t)sin(bs) + g(t)cos(bs) + (c — t)g'(t)cos(bs)

seklindeki z ekseni ile donmeyi uyguladigimizda
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x(s,t) = (acos(s)
+ £(t) cos(bs) cos(s) + (c — t)f (t)cos(bs) cos(s) — g(t)sin(bs) cos(s) + (¢
— t)g (t)sin(bs) cos(s), asin(s)
+ £(¢) cos(bs) sin(s) + (c — ) (t)cos(bs) sin(s) — g()sin(bs) sin(s)
+ (c — g (Dsin(bs) sin(s), f(£) sin(bs) + (c — )f (¢)sin(bs)
+ g(©)cos(bs) + (¢ — )g (t)cos(bs))

involiit egriye gore biikiilmiis yiizey parametrizasyonunu elde edebiliriz.

Ornek 6.1 a(t) = (cos(t),0,sin(t)) olan diizlemsel bir egrinin Involiitiiniin olusturdugu

biikiilmiis yiizey a = 1,b = 2,¢c = 3 olmak {izere

x(s,t) = (cos(s)
+ cos(t) cos(2s) cos(s) + (3 — t)sin(t)cos(2s) cos(s)
— sin(t)sin(2s) cos(s) + (3 — t)cos(t)sin(2s) cos(s), sin(s)
+ cos(t) cos(2s) sin(s) — (3 — t)sin(t)cos(2s) sin(s) — sin(t)sin(2s) sin(s)
+ (3 = t)cos(t)sin(2s) sin(s), cos(t) sin(2s) + (3 — t)sin(t)sin(2s)
+ sin(t)cos(2s) + (3 — t)cos(t)cos(2s))

seklindedir. Bu 6rnege ait ylizey asagida cizilmistir.

Sekil 6.1. E3de a(t) = ( cos(t),0,sin(t)) egrisinin involiitii ile olusan biikiilmiis yiizey
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7. OKLID 3- UZAYDA EGRINiN BERTRAND CiFTi iLE OLUSAN BUKULMUS

YUZEYLER

a(t) = (f(t),0,g(t) ) olmak iizere a birim hizli egri olsun. a egrisinin Bertrand ¢ifti
egrisi

Vi) 9" ®
B (f( ) f[[(t)2+gll(t)2 g( ) f”(t)2+g”(t)2

dir. Burada A reel bir sabittir. Elde edilen S egrisi de xz diizleminde bulunmaktadir. f
egrisini xz diizleminde (a, 0,0) noktasindan gegen y eksenine paralel bir dogru etrafinda
dondiiriirken eszamanli olarak destek diizlemini z ekseni etrafinda dondiiriirsek biikiilmiis

yiizeyi elde etmis oluruz. Dolayisiyla ilk olarak

'
)+
! V@2 + g"(t)z\\

( 0 |
K

a cos(bs) 0 —sin(bs)
<0>+< 0 1 0 )

0 sin(bs) 0 cos(bs) g (@)
)+
g \/fll(t)z + gu(t)Z/
f'(@® g" () .
A bs) — A b
/a + (f(t) + \/f”(t)z s )cos(bs) — (g(t) + \/f”(t)z ~ g”(t)z)sm( s)\‘
(@) . g" ()
A b A b
k (O + e Jin(b) + (90 + A e 055 /

seklindeki donmeyi ve ayn1 zamanda
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f”(t) grl(t) .
(Cos(s) o) 0) |//a T v g Y T O e S)\\l
|

sin(s) cos(bs) 0 |

0
0 0o 1 f@® : 9" ®) )
A b A b
\K U+ EOETEOE )sin(bs) + (g(t) + o g”(t)z)COS( s)

seklindeki z ekseni ile donmeyi uyguladigimizda

x(s,t) = (acos(s) + (f(¢)

+ 1 f® )cos(bs) cos(s)

f (2 +g"(®)?

:

L (g(t) AP A0 sin(bs) cos(s), asin(s) + (£(¢)

Jror+ g”(t)2/

+ 1 f© )cos(bs) sin(s)

f(©?+g"()?

:

o) 42—29 sin(bs) sin(s) , ( £(¢)
) /f”(t)z +9"(£)?
+ 2 f O )sin(bs) + (g(t) + 1 9 )cos(bs))

:

F©2+g'©®° /f”<t)2 +9' (1)

biikiilmiis yiizey elde edilir.

Ornek 7.1. a(t) = (cos(t),0,sin(t)) egrisinin a=1,b=2,c=3 olmak iizere

Bertrand ¢iftinin olusturdugu biikiilmiis ylizeyin denklemi

x(s,t) = ((cos(s) — 2 cos(t) cos(2s) cos(s) + 2 sin(t) sin(2s) cos(s), sin(s)
— 2 cos(2s) sin(s) cos(t) + 2sin(2s) sin(s) sin(t), 2 sin(2s)cos(t)
— 2sin(t) cos(2s))

dir. Biikiilmiis yiizeyin sekli asagida verilmistir.
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Sekil 7.1. E3de a(t) = ( cos(t), 0, sin(t)) egrisinin Bertrandi ile olusan biikiilmiis yiizey
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r={a *Cos[s] +txCos[bx s] xCos[s] -g[t] *Sin[b »s] *cos[s], a *sSiIn[s] +
txCos[bs] *Sin [s]-g[t] *Sin[bs] *Sin[s], t* Sin[bxs] +g[t] *cos[bxs]}

{aCos[s]+t Cos[s] Cos[bs]-cos[s]g[t]Sin[bs],

asin(s]+t Cos[bs]Sin[(s]-g[t]Sin[{s]Sin[bs], cos[bs]g[t]+t Sin[bs]}

rt=D[r, t]

{Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g[t],
Cos[bs]Sin(s]-Sin[s]Sin[bs]g'[t], Sin[bs]+cos[bs]g'[t]}

rs=D[r, S]

{-bcos[s] Cos[bs]g[t]-aSin[s] -
t Cos[bs]Sin[s]-bt Cos[s] Sin[bs] -g[t]Sin[bs]cos’[s],

t Cos[s] Cos[bs]-bCos[bs]g[t]Sin[s]-Cos[s]g[t]Sin[bs] -
bt Sin[s]Sin[bs]+asin’[s], bt Cos[bs]+bg[t]cos'[bs]}

Simplify[EE = rs.rs]
(bcos[s] Cos[bs]g[t]+aSin[s] +
t Cos[bs]Sin[s]+bt Cos[s]Sin[bs]+g[t]Sin[bs]cos [s])?+
(bt Cos[bs] +bg[t]cos’ [bs])?+ (t Cos[s] Cos[bs]-bt Sin[s]Sin[bs]-
g[t] (bCos[bs]Sin[s]+Cos[s]Sin[bs])+asin[s])?

Simplify[F = rs.rt]

b (t Cos[bs]+g[t]cos’'[bs]) (Sin[bs]+cos[bs]g/'[t]) +

(bcos[s]Cos[bs]g[t}+aSin[ s]+t Cos[bs]Sin[s] +bt Cos[s] Sin[bs] +
g[t]Sin[bs]cos’'[s]) (-Cos[s] Cos[bs]+cos[s]Sin[bs] gt 1)

Sin[s] (Cos[bs] -Sin[bs] ’[ 1) (-t Cos[s] Cos[bs]+bt Sin[s]Sin[bs] +

g(t] (bCos[bs]Sin[(s] +Cos[s]Sin[bs])-asin’'[s])

Simplify[GC = rt._rt]

(Sin[bs] +cos[bs] g [t])2+Sin[s]? (Cos[bs]-Sinbs]g[t])?+
(Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g[t])?

rss = D[rs, S]

{-aCos[s] -t Cos[s] Cos[bs]-b?t Cos[s] Cos[bs]+b*cos[s]g[t]Sin[bs]+
2bt Sin[{s]Sin[bs]-2bCos[bs]g[t]cos’'[s]-g[t]Sin[bs]cos”[s],
-2bCos[s] Cos[bs]g[t]-t Cos[bs]Sin[s]-b?t Cos[bs] Sin[s]-
2bt Cos[s]Sin[bs]+g[t]Sin[s]Sin[bs]+b?g[t]Sin[s]Sin[bs]+asin”’[s],
-b%t Sin[bs] +b*g[t]cos”[bs]}

rst = D[rs, t]
{-Cos[bs]Sin[s]-bCos[s]Sin[bs]-bcos[s]Cos[bs]g'[t]-Sin[bs]cos’[s]
Cos[s] Cos[bs]-bSin[s]Sin[bs]-bCos[bs]Sin[s]g [t]-Cos[s]Sin[bs] g’
bCos[bs]+bcos’'[bs]g[t]}

g'[t],
[t1.
t
rtt = D[rt, t]
{-cos[s]Sin[bs]g”[t], -Sin[s]Sin[bs]g”[t], cos[bs]g’[t]}
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W=+EE+*G-F«F
\/(7((btCos[bs]+bg[t]cos’[bs]) (Sin[bs]+cos[bs] g [t]) +
(-bcos[s] Cos[bs]g[t]-aSin[s] -t Cos[bs]Sin[s]-bt Cos[s]Sin[bs] -
g(t]Sin[bs]cos’[s]) (Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g[t])+
(Cos[bs]Sin[s]-Sin[(s]Sin[bs]g’'[t]) (t Cos[s] Cos[bs]-bCos[bs]
g[t]Sin[s]-Cos[s]g[t]Sin[bs]-bt Sin[s]Sin[bs]+asin[s]))%+
((Sinfbs]+cos[bs]g[t])?+ (Cos[s]Cos[bs]-cos[s]Sin(bs]g[t])*~
(Cos[bs]Sin[s]-Sin(s]Sin[bs]g[t])?)
((—bcos[s}Oos[bs]g[t}—aSin[s}—tOos[bs]Sin[s]—btCos[s}Sin[bs]—
g[t]Sinbs]cos’[s])?+ (bt Cos[bs]+bg[t]cos [bs])?
(t Cos[s] Cos[bs]-bCos[bs]g[t]Sin[(s]-Cos[s]g[t]Sin[bs] -
bt Sinfs]Sin[bs]+asin[s])?))

Det[{rs, rt, rss}]
) W
((bSin[s] (t Cos[bs] +g]
(Sin[bs] +cos|[b

// Simplify

t]cos’'[bs]) (-Cos[bs]+Sin(bs]g'[t]) -
s]g'[t]) (-t Cos[s] Cos[bs]+bt Sin[(s]Sin[bs] +
g[t] (bCos[bs]Sin[s] +Cos[s]Sin[bs])-asin[s]))
(-aCos[s] -t Cos[s] Cos[bs]-b?t Cos[s] Cos[bs]+b?cos[s]g[t]Sin[bs]+
2bt Sin[(s]Sin[bs]-g[t] (2bCos[bs]cos’'[s }+S|n[bs]cos”[s]))+
b? (-Sin[s] (bcos[s] Cos[bs]g[t]+aSin[s]+t Cos[bs]Sin[s] +
bt Cos[s] Sin[bs] +g[t]Sin[bs]cos’[s]) (Cos[bs]-Sin[bs]g'[t]) -
(Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g'[t]) (t Cos[s] Cos[bs] -
bt Sin[s]Sin[bs]-g[t] (bCos[bs]Sin[s]+Cos[s]Sin[bs]) +
asin’[s])) (-t Sin[bs] +g[t]cos”[bs]) -
(-(bcos[s]Cos[bs]g[t]+aSin[s]+t Cos[bs]Sin[s]+bt Cos[s]Sin[bs] +
g(t]Sin[bs]cos’[s]) (Sin[bs] +cos[bs]g'[t]) -
b (t Cos[bs]+g[t]cos’'[bs]) (Cos[s]Cos[bs]-cos[s]Sinbs]g[t]))
(-t ((1+b?) Cos[bs]Sin(s]+2bCos[s]Sin[bs]) +
g[t] (-2bCos[s] Cos[bs]+ (1+b?)Sin[s]Sin[bs])+asin’[s]))/
(v (- (b (t Cos[bs]+g[t]cos'[bs]) (Sin[bs]+cos[bs]g'[t])+
(bcos[s]Oos[bs]g[t]+aSin[ s]+t Cos[bs]Sin[s] +bt Cos[s] Sin[bs] +
g[t] Sin[bs]cos’'[s]) (-Cos[s] Cos[bs]+cos[s]Sin[bs]g'[t ])
Sin[s] (Cos[bs]-Sin[bs] ’[ ]) (-t Cos[s] Cos[bs]+bt Sin[s]Sin[bs] +
g[t] (bCos[bs]Sin[s]+Cos[s] Sin[bs])-asin[s]))%+
((Sinfbs]+cos[bs]g[t])?+Sin[s]? (Cos[bs]-Sinfbs]g[t])?
(Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g[t])?
((bcos[s] Cos[bs]g[t]+aSin(s]+t Cos[bs]Sin[s]+
bt Cos[s]Sin[bs]+g[t]Sin[bs]cos [s])%+
(bt Cos[bs]+bg[t]cos’ [bs])?+ (t Cos[s] Cos[bs]-bt Sin[s]Sin[bs]-
g[t] (bCos[bs]Sin(s]+Cos[s]Sinbs])+asin[s])?)))
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N Det[{rs, rt, rtt}]

| W

// Simplify

Sin[s]Sin[bs] (bt Cos[s]+ (a+t Cos[bs])Sin[s]Sinfbs]+
g[t] (Sin[bs]?cos’[s] +bCos[s] Cos[bs]cos'[bs])) +
1
Ecos[bs] (2bcos[s] Cos[bs]?g[t]Sin[s]+g[t] (-Cos[s]

(2bCos[bs]?Sin[s] +Cos[s] Sin[2bs])+Sin[s]Sin[2bs]cos’[s]) +
Cos[bs] (a-aCos[2s] +2t Cos[bs] +2aCos|[s] si n'[s})) -

1
Ecos[s] (glt] (2Cos[s]Sin[bs]®+bSin[s]Sin[2bs]cos'[bs])-2Sin[bs]

(-bt Sin[s]+t Cos[s] Cos[bs]Sin[bs]+aSin[bs] si n’[s]))) g”[t]]/

(v (- (b (t Cos[bs]+g[t]cos'[bs]) (Sin[bs]+cos[bs]g[t])+
(bcos[s] Cos[bs]g(t]+aSin(s]+t Cos[bs]Sin[s]+bt Cos[s]Sinbs] +
g(t]Sin[bs]cos’'[s]) (-Cos[s] Cos[bs] +cos[s]Sin[bs]g[t])-
Sin[(s] (Cos[bs]-Sin[bs]g’'[t]) (-t Cos[s] Cos[bs] +bt Sin[s]
Sin[bs]+g[t] (bCos[bs]Sin[s]+Cos[s]Sin[bs])-asin[s]))%+
((Sinfbs]+cos[bs]g[t])2+Sin[s]? (Cos[bs]-Sin[bs]g[t])%+
(Cos[s] Cos[bs]-cos(s]Sin[bs]g[t])?)
((bcos[s}Cos[bs]g[t}+aSin[s}+tCos[bs]Sin[s}+
bt Cos[s]Sin[bs]+g[t]Sin[bs]cos’[s])?+
(bt Cos[bs]+bg[t]cos' [bs])2+ (t Cos[s] Cos[bs]-bt Sin[s]Sin[bs] -
g[t] (bCos[bs]Sin[s]+Cos[s]Sinbs])+asin[s])?)))
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Det[{rs, rt, rst}]

w
(- (Cos[s]Cos[bs]-bSin(s]Sin[bs]-(bCos[bs]Sin[s]+Cos[s]Sin[bs])g[t])
(-(bcos[s]Cos[bs]g[t]+aSin[s] +t Cos[bs] Sin[s] +
bt Cos[s] Sin[bs]+g[t]Sin[bs]cos’[s]) (Sin[bs]+cos[bs]g[t]) -
b (t Cos[bs]+g[t]cos'[bs]) (Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g[t]
(-Cos[bs]Sin[s]-bCos[s]Sin[bs]-bcos[s] Cos[bs]g[t]-
Sin(bs]cos’'[s]g[t])
(bSin[s] (t Cos[bs] +g[t]cos’'[bs]) (-Cos[bs]+Sin[bs]g'[t]) -
(Sin[bs]+cos[bs]g'[t]) (-t Cos[s] Cos[bs]+bt Sin[s]Sin[bs]+
g[t] (bCos[bs]Sin[s]+Cos[s]Sin[bs])-asin[s])) +
b (Cos[bs] +cos’'[bs]g’'[t]) (-Sin[s] (bcos[s] Cos[bs]g[t]+aSin[s] +
t Cos[bs]Sin[s]+bt Cos[s]Sin[bs] +g[t]Sin[bs]cos’[s])
(Cos[bs]-Sin[bs]g'[t]) - (Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g[t])
(t Cos[s] Cos[bs]-bt Sin[s]Sin[bs] -
g[(t] (bCos[bs] Sin[s ]+Oos[s}Sin[bs])+asin’[s])))/
(v (- (b (t Cos[bs]+g[t]cos'[bs]) (Sin[bs]+cos[bs]g[t])+
(bcos[s] Cos[bs]glt ]+aSin[ ]+t Cos[bs]Sin[s]+bt Cos[s] Sin[bs] +
g(t]Sin[bs]cos’[s]) s[s]Cos[bs] +rcos[s]Sin[bs] g'[t]
Sin[s] (Oos[bs}fsin[bs] ’[ ]) (-t Cos[s] Cos[bs]+bt Sin[s]Sin[bs] +
g[t] (bCos[bs]Sin[s]+Cos[s]Sin[bs])-asin[s]))?
((Sin[bs}+cos[bs}g’[ 1)2+Sin[s]? (Cos[bs]-Sin[bs]g[t])?
(Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g[t])?)
((bcos[s]Oos[bs}g[t]+asin[s]+tCos[bs]Sin[s]+
bt Cos[s]Sin[bs]+g[t]Sin[bs]cos'[s])?+
(bt Cos[bs] +bg[t]cos’ [bs])?+ (t Cos[s] Cos[bs]-bt Sin[s]Sin[bs]-
g[t] (bCos[bs]Sin[s]+Cos[s]Sin[bs])+asin[s])?)))

// Simplify

« L+NN - M~2 Simplify
= — // Simpli
EExG-FxF P

(- (Cos[s] Cos[bs]-bSin[s]Sin[bs]-(bCos[bs]Sin[s]+Cos[s]Sin[bs])g[t])

(-(bcos[s] Cos[bs]g[t]+aSin[s]+t Cos[bs] Sin[s]+bt Cos[s]
Sin[bs]+g[t]Sin[bs]cos’'[s]) (Sin[bs] +cos[bs]g'[t]) -
b (t Cos[bs]+g[t]cos'[bs]) (Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g[t]))+
(-Cos[bs]Sin[s]-bCos[s]Sin[lbs]-bcos[s]Cos[bs]g'[t]-
Sin[bs]cos’'[s]g[t])
(bSin[s] (t Cos[bs] +g[t]cos’'[bs]) (-Cos[bs]+Sin[bs
(Sin[bs] +cos[bs]g'[t]) (-t Cos[s] Cos[bs]+bt Sin|
glt] (bCos[bs] nis] +Cos[s]Sin[bs]) -asin[s]
b (Cos[bs]+cos’'[bs]g'[t]) (-Sin[s] (bcos[s] Cos[bs] g[t
t Cos[bs]Sin[s]+bt Cos[s] Sin[bs] +g[t]Sin[bs] cos
(Cos[bs]-Sinbs]g'[t])- (Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g[t])
(t Cos[s] Cos[bs]-bt Sin[s]Sin[bs] -
g[t] (bCos[bs]Sin[(s]+Cos[s]Sin[bs])+asin[s])))%+

9’
Si
[

Sin[s] Sin[bs] (thos[s]+(a+tCos[bs])Sin[s]Sin[bs]+
g[t] (Sin(bs]?cos’[s] +bCos[s] Cos[bs]cos [bs])) +

1
Ecos[bs} (2bcos[s] Cos[bs]?g[t]Sin[s]+g[t] (-Cos|s]

(2bCos[bs]?Sin[s] +Cos[s] Sin[2bs]) +Sin[s]Sin[2bs]cos’[s]) +
Cos[bs] (a-aCos[2s] +2t Cos[bs] +2aCos|[s] si n’[s])) -
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1
Ecos[s} (g[t] (2Cos[s] Sin[bs]®+bSin[s]Sin[2bs]cos’'[bs]) -

2Sin[bs] (-bt Sin[s]+t Cos[s] Cos[bs]Sin[bs]+aSin[bs] si n’[s]))

9" [t] ((bSin[sJ (t Cos[bs]+g[t]cos’'[bs]) (-Cos[bs]+Sin[bs]g'[t])-
(Sin[bs] +cos[bs]g'[t]) (-t Cos[s]Cos[bs]+bt Sin[(s]Sin[bs] +
g(t] (bCos[bs]Sin[s]+Cos[s]Sin[bs])-asin[s]))
(-aCos[s] -t Cos[s] Cos[bs]-b®t Cos[s] Cos[bs]+b?cos[s]g[t]Sin[bs]+
2bt Sin[(s]Sin[bs]-g[t] (2bCos[bs] cos’[s ]+S|n[bs]cos”[s]))+
b? (-Sin[s] (bcos[s] Cos[bs]g[t]+aSin[s]+t Cos[bs]Sin[s]+
bt Cos[s]Sin[bs]+g[t]Sin[bs]cos’[s]) (Cos[bs]-Sin[bs]g'[t]) -
(Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g[t]) (t Cos[s] Cos[bs] -
bt Sin(s]Sinfbs]-g[t] (bCos[bs] Sin[s]+Cos[s]Sin[bs]) +
asin[s])) (-t Sin[bs] +g[t]cos”[bs]) -
(-(bcos[s]Cos[bs]g(t]+aSin(s]+t Cos[bs]Sin[s]+bt Cos[s]Sin[bs] +
g[t]Sin[bs]cos’[s]) (Sin[bs] +cos[bs]g’'[t]) -
b (t Cos[bs] +g[t]cos’'[bs]) (Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g[t]))
(-t ((1+b2)Oos[bs}Sin[s]+2bCos[s]Sin[bs})+

g[t] (-2bCos[s] Co +(1+b%) Sin[s]Sin[bs]) +asi n”[s])))/

(

((b (t Cos[bs]+g[t]cos'[bs]) (Sin[b
(bcos[s] Cos[bs]g[t] +aS|n[s

]

]+cos[bs]g[t]) +
+t Cos[bs]Sin[(s] +bt Cos[s] Sin[bs] +

s

] S
g(t]Sin[bs] cos’[s]) Cos [s s[bs]+cos[s]Sin[bs] gt 1)
) [

(s

12

Sin[s] (Cos[bs]fsin[bs] ‘[t
g[t] (bCos[bs]Sin[s] +Cos Sin[bs])-asin[s]))?-
((Sin[bs}+cos[bs}g’[ 1)2+Sin[s]? (Cos[bs]-Sin[bs] g [t])%+
(Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g[t])?)
((bcos[s]Cos[bs}g[t]+a8in[s]+tCos[bs]Sin[s]+
bt Cos[s]Sin[bs]+g[t]Sin[bs]cos'[s])?+
(bt Cos[bs] +bg[t]cos’ [bs])?+ (t Cos[s] Cos[bs]-bt Sin[s]Sin[bs]-
g[t] (bCos[bs]Sin[s] +Cos[s]Sin[bs]) +asi n’[s])z))z

] Co
(-t Cos[s] Cos[bs] +bt Sin[s]Sin[bs] +
]

L*xG+EE*NN-2%«FxM
2 (EExG- FxF)

// Simplify

-2 (b (t Cos[bs] +g[t]cos’'[bs]) (Sin[bs]+cos[bs]g'[t])+

(bcos[s]Cos[bs]g[t]+aSin[s]
g[t]Sin[bs]cos'[s]) (-Cos|
Sin{s] (Cos[bs]-Sin{bs]g'[t])
g[t] (bCos[bs]Sin[s] +Cos]|s
(- (Cos[s] Cos[bs]-bSin[s]Sin[b
g'[t]) (-(bcos[s] Cos[bs]g[t]+aSin[s]+t Cos[bs]Sin[s] +
bt Cos[s]Sin[bs]+g[t]Sin[bs]cos’[s]) (Sin[bs]+cos[bs]g[t]) -
b (t Cos[bs]+g[t]cos'[bs]) (Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g'[t]
(-Cos[bs]Sin[s]-bCos[s]Sin[bs]-bcos[s]Cos[bs]g'[t]-
Sin[bs]cos'[s]g'[t])
(bSin[s] (t Cos[bs] +g[t]cos’'[bs]) (-Cos[bs] +Sin[bs] g
(Sin[bs] +cos[bs]g'[t]) (-t Cos[s] Cos[bs]+bt Sin[s]
g(t] (bCos[bs]Sin[s]+Cos[s]Sin[bs])-asin[s])) +
b (Cos[bs]+cos’'[bs]g'[t]) (-Sin[s] (bcos[s]Cos[bs]g[t]+aSin[s]+
t Cos[bs]Sin[s]+bt Cos[s]Sin[bs] +g[t]Sin[bs]cos’[s])
(Cos[bs] -Sin[bs]g'[t]) - (Cos[s] Cos[bs] -cos[s]Sin[bs]g[t])

+t Cos[bs]Sin[s] +bt Cos|
S

s]Sin[bs] +
] Cos[bs] +cos[s]Sin[b }Q[H

(-t Cos[s] Cos[bs]+bt Sin[s]Sin[bs] +
]Sinbs])-asin’[s]))
s]-(bCos[bs]Sin[s]+Cos[s] Sin[bs])

[t]) -
Sin[bs] +
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(t Cos[s] Cos[bs]-bt Sin[s]Sin[bs] -
g[t] (bCos[bs]Sin[s]+Cos[s]Sin[bs])+asin[s]))) -
((bcos[s]Cos[bs}g[t]+aSin[s}+t Cos[bs]Sin[s]+bt Cos[(s]Sin[bs] +
g[t]Sin[bs]cos’ [s])%+
(bt Cos[bs]+bg[t]cos [bs])?+ (t Cos[s] Cos[bs]-btSin[s]Sin[bs]-
g[t] (bCos[bs]Sin(s]+Cos[s]Sin[bs]) +asi n’[s])z)

Sin[s]Sin[bs] (thos[s]+(a+tCos[bs])Sin[s]Sin[bs}+
g[t] (Sin[bs]?cos’[s] +bCos[s] Cos[bs]cos [bs])) +

1
Ecos[bs] (2bcos[s] Cos[bs]?g[t]Sin[s]+g[t] (-Cos[s]

(2bCos[bs]?Sin[s] +Cos[s] Sin[2bs])+Sin[s]Sin[2bs]cos’[s]) +
Cos[bs] (a-aCos[2s] +2t Cos[bs] +2aCos|[s] si n’[s])) -

1
Ecos[s] (g[t] (2Cos[s] Sin(bs]®*+bSin[s]Sin[2bs]cos'[bs]) -

2Sin[bs] (-bt Sin[s] +t Cos[s] Cos[bs]Sin[bs]+aSin[bs] si n’[s}))

g/[t]+ ((Sinfbs]+cos[bs]g[t])?+Sin[s]? (Cos[bs]-Sinlbs]g[t])?+
(Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g[t])?)
((bSin[s] (t Cos[bs]+g[t]cos’'[bs]) (-Cos[bs]+Sin[bs]g[t])-
(Sin[bs] +cos[bs]g'[t]) (-t Cos[s] Cos[bs] +bt Sin[s]Sin[bs] +
g(t] (bCos[bs]Sin[(s] +Cos[s]Sin[bs])-asin[s]))
(-aCos[s] -t Cos[s] Cos[bs]-b®t Cos[s] Cos[bs]+b®cos[s]g[t]Sin[bs]+
2bt Sin[(s]Sin[bs]-g[t] (2bCos[bs] cos’[s 1+Sm[bs}cos”[s}))+
b? (-Sin[s] (bcos[s] Cos[bs]g[t]+aSin[s]+t Cos[bs]Sin[s] +
[

bt Cos[s] Sin[bs] +g[t]Sin[bs]cos’[s]) (Cos[bs]-Sin[bs]g'[t]) -
(Cos[s] Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g'[t]) (t Cos[s] Cos[bs] -

bt Sin[s]Sin[bs] -g[t] (bCos[bs]Sin[s]+Cos[s]Sin[bs]) +

asin[s])) (-t Sin[bs]+g[t]cos”[bs]) -

(-(bcos[s]Cos[bs]g(t]+aSin[s]+t Cos[bs]Sin[s]+bt Cos[s]Sin[bs] +
g(t]Sin[bs]cos’'[s]) (Sin[bs] +cos[bs]g'[t]) -
b (t Cos[bs]+g[t]cos’'[bs]) (Cos[s]Cos[bs]-cos[s]Sin[bs]g[t]))
(-t ((1+b?) Cos[bs]Sin[s]+2bCos[s]Sin[bs])+

glt] (-2bCos[s] Cos[bs]+ (1+b?)Sin(s]Sin(bs])+asi n”[s})))/

(2 (7(b (t Cos[bs]+g[t]cos'[bs]) (Sin[bs]+cos[bs]g'[t]) + (bcos[s] Cos[bs]
git]+aSin[(s]+t Cos[bs] Sin[s]+bt Cos[s] Sin[bs] +g[t]
Sin[bs]cos’'[s]) (-Cos[s] Cos[bs]+cos[s]Sin[bs]g[t])-

Sin[s] (Cos[bs]-Sinbs]g[t]) (-t Cos[s] Cos[bs] +bt Sin[s]
Sin[bs]+g[t] (bCos[bs]Sin[s]+Cos[s]Sin[bs])-asin[s]))?+
((Sinfbs]+cos[bs]g[t])2+Sin[s]? (Cos[bs]-Sin[bs]g'[t])*+
(Oos[s]Oos[bs}—cos[s]sin[bs}g’[t})z)
((bcos[s}Oos[bs]g[t}+aSin[s}+tCos[bs]Sin[s1+
bt Cos[s]Sin[bs]+g[t]Sin[bs]cos [s])%+
(bt Cos[bs]+bg[t]cos [bs])2+ (t Cos[s] Cos[bs]-bt Sin[s]Sin[bs]-
g[t] (bCos[bs]Sin[s]+Cos[s]Sin[bs]) +asi n'[s])z))w)



r = {a *Cos[s] + F[t] *Cosh[b* s] *Cos[s] +g[t] *Sinh[b *s] *xcos[s],
a xSin[s] + F[t] *xCosh[b* s] *Sin[s] +
g[t] *Sinh[b *s] *=Sin[s] , f[t] *Sinh[b *s] +g[t] * Cosh[b* s]}
{aCos[s] +Cos[s] Cosh[bs]f[t]+cos[s]g[t]Sinh[bs],
aSin[s] +Cosh[bs]f[t]Sin[s]+g[t]Sin[s]Sinh[bs],
Cosh[bs]g[t]+f[t]Sinh[bs]}

rt=D[r, t]

{Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+cos[s] Sinh[bs] g'[t],
Cosh[bs]Sin[s]f’'[t]+Sin[s]Sinh[bs]g'[t], Sinh[bs]f’[t]+Cosh[bs]g'[t]}

rs=D[r, s]

{bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s] -
Cosh[bs]f[t]Sin[s] +bCos[s]f[t]Sinh[bs]+g[t]Sinh[bs]cos'[s],

aCos[s] +Cos[s] Coshibs]f[t]+bCosh[bs]g[t]Sin[s]+Cos[s]g[t]Sinh[bs] +
bf[t]Sin[s] Sinh[bs], bCosh[bs]f[t]+bg[t]Sinh[bs]}

AS =rs

{bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s] -
Cosh[bs]f[t]Sin[s]+bCos[s]f[t]Sinh[bs]+g[t] Sinh[bs]cos’[s],

aCos[s] +Cos[s] Cosh[bs]f[t]+bCosh[bs]g[t]Sin[s]+Cos[s]g[t]Sinh[bs]+
bf[t]Sin[s] Sinh[bs], bCosh[bs]f[t]+bg[t]Sinh[bs]}

BS = {bcos[s] Cosh[bs] g[t] -aSin[s] -
Cosh[bs] f[t] Sin[s] +b Cos[s] F[t] Sinh[bs] +g[t] Sinh[bs] cos’[s],
aCos[s] +Cos[s] Cosh[bs] f[t] +bCosh[bs] g[t] Sin[s] +Cos[s] g[t] Sinh[bs] +
b f[t] Sin[s] Sinh[bs], -bCosh[bs] f[t] -bg[t] Sinh[bs]}

{bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s] -

Cosh[bs]f[t]Sin[s]+bCos[s]f[t]Sinh[bs]+g[t]Sinh[bs]cos’[s],
aCos[s] +Cos[s] Cosh[bs]f[t]+bCosh[bs]g[t]Sin[s]+Cos[s]g[t]Sinh[bs]+
bf(t]Sin[s]Sinh[bs], -bCosh[{bs]f[t]-bg[t]Sinh[bs]}

Simplify[EE = AS_BS]

- (bCosh[bs]f[t]+bg[t]Sinh[bs])?

(aCos[s] +g[t] (bCosh[bs]Sin[s] +Cos|[s] Si nh[bs])+
f[t] (Cos[s] Cosh[bs] +bSin[s] Sinh[bs]))2+

(bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s]+f[t] (-Cosh[bs]Sin[s]+bCos[s]Sinh[bs]) +
g[t] Sinh[bs]cos'[s])?

AT = rt
{Cos[s] Cosh[bs]f’'[t]+cos[s] Sinh[bs] g'[t],
Cosh[bs]Sin[s]f’'[t]+Sin[s]Sinh[bs]g'[t], Sinh[bs]f’[t]+Cosh[bs]g'[t]}

BT = {Cos[s] Cosh[bs] F[t] +cos[s] Sinh[bs] g’ [t],
Cosh[bs] Sin[s] ' [t] +Sin[s] Sinh[bs] g’ [t], -Sinh[bs] F[t] -Cosh[bs] g'[t]}
{Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+cos[s] Sinh[bs] g'[t],
Cosh[bs]Sin[s]f’[t]+Sin[s]Sinh[bs]g'[t], -Sinh[bs]f’[t] -Cosh[bs]g'[t]}
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Simplify[F = BS_rt]
-b (Cosh[bs]f[t]+g[t]Sinh[bs]) (Sinh(bs]f’[t]+Cosh[bs]g'[t]) +
Sin[(s] (aCos[s] +g[t] (bCosh[{bs]Sin[s] +Cos[s] Sinh[bs]) +
f[t] (Cos[s] Cosh[bs]+bSin[s]Sinh[(bs])) (Cosh[bs]f’[t]+Sinh[bs]g[t])+
(bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s]+f[t] (-Cosh[bs]Sin[s]+bCos[s]Sinh[bs]) +
g[t] Sinh[bs]cos’'[s]) (Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+cos[s]Sinh[(bs]g'[t])

Simplify[G = AT.BT]

- (Sinh[bs]f’'[t]+Cosh[bs]g[t])?
(Cos[s}Oosh[bs]f'[t}+cos[s}S|nh[b 1o [t])2+
(Cosh[bs]Sin[s]f'[t]+Sin[s]Sinh[bs] g [t])?

rss = D[rs, S]

{-aCos[s] -Cos[s] Cosh[bs]f[t]+b>Cos[s] Cosh[bs]f[t]+b*cos[s]g[t]Sinh[bs]-
2bf[t]Sin[s]Sinh[bs]+2bCosh[bs]g[t]cos'[s]+g[t]Sinh[bs]cos”[s],
2bCos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s]-Cosh[bs]f[t]Sin[s]+b%2Cosh[{bs]f[t]Sin[s]+
2bCos[s]f[t]Sinh[bs]-g[t]Sin[s]Sinh[bs]+b?g[t]Sin[s]Sinh[bs],

b? Cosh[bs] g[t] +b*f [t]Sinh[bs]}

rst = D[rs, t]

{-Cosh[bs]Sin[s]f’'[t] +bCos[s] Sinh[bs]f’'[t] +
bcos[s] Cosh{bs] g’ [t] +Sinh[bs]cos’'[s]g'[t],
Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+bSin[s]Sinh[bs]f’[t] +bCosh[bs]Sin[s]g[t]+
Cos[s] Sinh[bs]g'[t], bCosh[{bs]f’'[t]+bSinh[bs] g [t]}

rtt = D[rt, t]

{Cos[s] Cosh[bs]f”[t]+cos[s] Sinh[bs]g”[t],
Cosh[bs]Sin[s]f”[t]+Sin[s] Sinh[bs]g”[t], Sinh[bs]f”[t]+Cosh[bs]g”’[t]}

W=+EE+*G-F=xF

V(f((beosh[bs]f[t}fbg[t}Sinh[bs}) (Sinh[bs]f’[t] +Cosh[bs]g'[t]) +
(bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s] -Cosh[bs]f[t]Sin[s]+
bCos[s]f[t]Sinh[bs] +g[t]Sinh[bs]cos'[s])
(Cos[s] Cosh[bs]f’[t] +cos[s] Sinh[bs]g'[t]) +
(aCos[s] +Cos[s] Cosh[bs]f[t]+bCosh[bs]g[t]Sin[s]+
Cos[s]g(t]Sinh[bs]+bf[t]Sin[s]Sinh[bs])

(Cosh[bs]Sin[s]f'[t]+Sin[s]Sinh[bs] g [t]))?
((beosh[bs}f[t]fbg[t]Sinh[bs]) (b Cosh[bs]ft }+bg[ ]Sinh[bs]) +
(aCos[s] +Cos[s] Cosh[bs]f[t]+bCosh[b ]g[t]Sln[ ]+
Cos[s]g[t]Sinh[bs]+bf[t]Sin[s]Sinh[bs])?
(bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s]-Cosh[b ]f[t]Sln[ ]+
bCos[s]f[t]Sinh[bs]+g[t]Sinh[bs]cos'[s]) )

((—Si nhibs]f'[t]-Cosh[bs]g'[t]) (Sinh{bs]f’[t] +Cosh[bs]g'[t]) +
(Cos[s] Cosh[bs]f’'[t]+cos[s]Sinh[bs] g [t])?+
(Cosh[bs]Sin[s}f’[t}+Sin[s}Sinh[bs}g’[t})z))
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Det[{rs, rt, rss}]
) w
(-(-asSin{s]+f[t] ((-1+b?) Cosh[bs]Sin[s]+2bCos[s] Sinh[bs]) +
g[t] (2bCos[s] Cosh[bs]+ (-1+b?) Sin[s]Sinh[bs]))
((bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin(s] +
f[t] (-Cosh[bs]Sin[s]+bCos[s] Sinh[bs]) +g[t] Sinh[bs]cos'[s])
(Sinh[bs]f’'[t] +Cosh[bs]g'[t])-b (Cosh[bs]f[t]+g[t]Sinh[bs])
(Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+cos[s]Sinh[bs]g'[t])) +
b? (Cosh[bs]g[t]+f[t]Sinh[bs]) (Sin[s] (bcos[s] Cosh[bs] g[t] -
aSin[s]+f[t] (-Cosh[bs]Sin[s]+bCos[s] Sinh[bs]) +
g[t] Sinh[bs]cos’'[s]) (Cosh[bs]f’[t]+Sinh[bs]g'[t]) -
(aCos[s]+g[t] (bCosh[bs]Sin(s]+Cos[s]Sinh[bs]) +
f[t] (Cos[s] Cosh[bs]+bSin[s]Sinh[bs]))
(Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+cos[s]Sinh[bs]g'[t])) +
(Cos[s} Sinh[bs] (a+g[t]Sinh[bs])f'[t]+
(aCos[s] Cosh[bs] +bg[t]Sin[s] +Cos[s] Cosh[bs]g[t]Sinh[bs])g'[t]~+
f[t] ((-bSin[s]+Cos[s] Cosh[bs]Sinh[bs])f'[t]+Cos[s] Coshibs]?g[t]))
(-aCos[s] +b®cos[s] g[t]Sinh[bs]+
f{t] ((-1+b?) Cos[s] Cosh[bs]-2bSin[s]Sinh[bs])+
2bCosh[bs}g[t]cos’[s]+g[t]Sinh[bs]cos”[s]))/
(v (- (-b (Cosh[bs]f[t]+g[t]Sinh(bs]) (Sinh[bs]f'[t]+Cosh[bs]g'[t])+
Sin[ ] (aCos[s]+g[t] (bCosh[bs]Sin[s]+Cos[s]Sinh[bs]) +
f[t] (Cos[s] Cosh[bs]+bSin[s]Sinh[bs]))
(Cosh[bs]f’[t]+Sinh[bs] g [t])+ (bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s]+
f[t] (-Cosh[bs]Sin[s]+bCos[s]Sinh[bs])+g[t]Sinh[bs]cos' [s])
(Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+cos[s] Sinh[bs] g [t]))%+
(—(bCosh[bs}f[t]+bg[t]Sinh[bs])2+(aCos[s}+g[t} (b Cosh[bs] Sin[s] +
Cos[s] Sinh[bs]) +f[t] (Cos[s] Cosh[bs] +bSin[s] Sinh[bs]))?
(bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s]+f[t] (-Cosh[bs] Sin[s]+b
Cos([s] Sinh[bs])+g[t] Sinh[bs]cos[s])?)
(—(Sinh[bs]f’[t]+Oosh[bs]g’[t])2+(Cos[s]Oosh[bs]f’[t]+cos[s]
Sinh(bs]g'[t])?+ (Cosh[bs]Sin[s]f/[t]+Sin[s]Sinh[bs]g[t])?)))

// Simplify
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Det[{rs, rt, rtt}]
B W

// Simplify

[(aOos[s}ZCosh[b312+bCos[s} Cosh[bs]3g[t]Sin[s] +aCosh[bs]?Sin[s]?

Cos[s]%2Cosh[bs]?g[t] Sinh[bs] -bCos[s] Cosh[bs]g[t]Sin[s]Sinh[bs]?-
aSin[s]?Sinh[bs]?-cos[s] (aCos[s] Sinh[bs]?+g[t]
(b Cosh[bs]®Sin(s]-bCosh[bs]Sin[s]Sinh[bs]?+Cos[s]Sinh[bs]3)) +

fIt] (Oosh[bs]s—bcos[s] Cosh[bs]?Sin[s] Sinh[bs] -
Cosh[bs] Sin[s]2Sinh[bs]?+bCos[s] Sin[s] Sinh[bs]®

1
cos[s] Sinh[bs] (bSin[s] 75003[3} Si nh[2bs})) -
Cosh[bs]?g[t]Sin[(s] Sinh[bs]cos'[s]+g[t]Sin[s]Sinh[bs]®cos’'[s]

(@ TtTE7[t] —f[t] g”[t]))/

(V(-(-b (Cosh[bs]f[t]+g[t]Sinh[bs]) (Sinh[bs]f'[t]+Cosh[bs]g[t])+
Sln[ ] (aCos[s] +g[t] (bCosh[bs]Sin[s] +Cos[s] Sinh[bs]) +
f[t] (Cos[s] Cosh[bs] +bSin[s] Sinh[bs]))
(Cosh[bs]f’'[t]+Sinh[bs]g'[t])+ (bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s]+
f(t] (-Cosh[bs]Sin[s] +bCos[s]Sinh[bs])+g[t]Sinh[bs]cos’'[s])
(Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+cos[s]Sinh[bs]g'[t]))%+
(7(bCosh[bs}f[t]+bg[t]Sinh[bs])2+(aOos[s}+g[t} (bCosh[bs] Sin[s] +
Cos[s] Sinh[bs]) +f[t] (Cos[s] Cosh[bs] +bSin[s] Sinh[bs]))?
(bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s]+f[t] (-Cosh[bs]Sin[s]+b
Cos[s] Sinh[bs])+g[t]Sinh(bs]cos'[s])?)
(7<Sinh[bs]f’[t]+Oosh[bs]g’[t])2+(Oos[s]Oosh[bs]f’[t]+cos[s]
Sinh[bs]g'[t])?+ (Cosh(bs]Sin[(s]f'[t]+Sin[s]Sinh[bs]g[t])?)))
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Det[{rs, rt, rst}]

) w
(((—Cosh[bs] Sin[s] +bCos[s] Sinh[bs]) f'[t] +
(bcos[s] Cosh[bs]+Sinh[bs]cos'[s]) g’
t]
[

// Simplify

[tn
(Cos[s] Sinh[bs] (a+g[t]Sinh[bs])f'[t]+
(aCos[s] Cosh[bs]+bg[t]Sin[s] +Cos[s] Cosh[bs]g[t]Sinh[bs])g[t]+
f[t] ((-bSin[s]+Cos[s] Cosh[bs]Sinh[bs])f'[t]+Cos[s] Cosh[bs]®g'[t]))-
((Cos[s] Cosh[bs]+bSin[s]Sinh[bs]) f'[t] +
(bCosh[bs]Sin[s] +Cos[s] Sinh[bs])g[t])
((bcos[ ] Cosh[bs]g[t]-aSin[s] +
fit] (-Cosh[bs]Sin[(s]+bCos[s] Sinh[bs]) +g[t]Sinh[bs]cos'[s])
(Sinh[bs]f’[t]+Cosh[bs]g[t]) - b(Oosh[ ]f[t} g(t] Sinh{bs])
(Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+cos[s] Sinh[bs] g )) +
b (Cosh[bs]f’'[t]+Sinh[bs] g [t]) (Sin[s] (bcos[ s] Cosh[bs]g[t] -
aSin[s]+f[t] (-Cosh[bs]Sin[s] +bCos[s] Sinh[bs]) +
g[t] Sinh[bs]cos’'[s]) (Cosh[bs]f’[t]+Sinh[bs]g'[t]) -
(aCos[s]+g[t] (bCosh[bs]Sin(s]+Cos[s] Sinh[bs]) +
f[t] (Cos[s] Cosh[bs]+bSin[s]Sinh[bs]))
(Oos[ ]Cosh[bs]f’[t]+cos[s]Sinh[bs]g’[t])))/
(v (- (-b (Cosh[bs]f[t]+g[t]Sinh(bs]) (Sinh[bs]f'[t]+Cosh[bs]g'[t])+
Sln[ ] (aCos[s] +g[t] (bCosh[bs]Sin[(s]+Cos[s]Sinh[bs]) +
f[t] (Cos[s] Cosh[bs] +bSin[s]Sinh[bs]))
(Cosh[bs]f’'[t]+Sinh[bs]g'[t])+ (bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s] +
f[t] (-Cosh[bs]Sin[s]+bCos[s]Sinh[bs])+g[t]Sinh[bs]cos'[s])
(Cos[s] Cosh[bs]f’[t] +cos[s] Sinh[bs] g/ [t]))%+
(—(bOosh[bs]f[t]+bg[t]Sinh[bs])2+(aCos[s}+g[t} (bCosh[bs] Sin[s] +
Cos[s] Sinh[bs]) +f[t] (Cos[s] Cosh[bs] +bSin[s] Sinh[bs]))?
(bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s]+f[t] (-Cosh[bs] Sin[s] +b
Cos[s] Sinh[bs])+g[t] Sinh[bs]cos[s])?)
(—(Sinh[bs]f’[t]+Oosh[bs]g’[t])2+(Oos[s]Cosh[bs]f’[t]+cos[s]

Sinh(bs] g [t])?+ (Cosh[bs]Sin(s]f/[t]+Sin[s]Sinh(bs]g[t])?)))

K L+xNN - M~2 Simplify
= —// m 1
EExG-FxF P

-(((-Cosh[bs] Sin[s]+bCos[s] Sinh[bs]) f'[t]+

(bcos([s] Cosh[bs] +Sinh[bs]cos’ [s]) g [t])
(Cos[s} Sinh[bs] (a+g[t]Sinh[bs])f’[t] + (aCos[s] Cosh[bs] +
bg(t]Sin[s] +Cos[s] Cosh[bs]g[t]Sinh[bs])g'[t]+
ft] (( bSin[(s] +Cos[s] Cosh[bs] Sinh[bs]) f’[t] +
Cos[s] Cosh[bs]?g'[t])) - ((Cos[s] Cosh[(bs]+bSin[s]Sinh[bs])
f'[t]+ (bCosh[b s}Sln[ ] +Cos[s] Sinh[bs]) g'[t])
((bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s]+f[t] (-Cosh[bs]Sin[s] +
bCos[s] Sinh[bs]) +g[t] Sinh[bs] cos’'[s])
(Sinh[bs]f’[t] +Cosh[bs]g'[t])-b (Cosh[bs]f[t]+g[t]Sinh[bs])
(Cos[s] Cosh[bs]f’'[t]+cos[s] Sinh[bs]g'[t])) +
b (Cosh{bs]f’'[t]+Sinh[bs]g'[t]) (Sin[s] (bcos[s] Cosh{bs]g[t] -
aSin[s]+f[t] (-Cosh[bs] Sin[s] +bCos[s] Sinh[bs]) +
g(t] Sinh[bs]cos’'[s]) (Cosh[bs]f’[t]+Sinh[bs]g[t]) -
(aCos[s]+g[ ] (bCosh[bs]Sin[s] +Cos[s] Sinh[bs]) +
f[t] (Cos[s] Cosh[bs]+bSin[s]Sinh[bs]))
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(Cos[s] Cosh[bs]f’[t] +cos[s] Sinh[bs] g’[t})))2+
aCos[s]2Cosh[bs]?+bCos[s] Cosh[bs]3g[t]Sin[s]+

a

Cosh[bs]?

Sin[s]?+Cos[s]?

Cosh[bs]?

g[t] Sinh{bs] -

b Cos[s] Cosh[bs]g[t]Sin[s] Sinh[bs]?-

aSin[s]?2Sinh[bs]?-

cos[s] (aCos[s] Sinh[bs]?+g[t]
(bCosh[bs]®Sin[s]-bCosh[bs]Sin[s]Sinh[bs]?+Cos[s]Sinh[bs]?))+

f[t] |Cosh[bs]3-bCos[s] Cosh[bs]2Sin[s] Sinh[bs] -
Cosh[bs] Sin[s]?2Sinh[bs]?2+bCos[s] Sin[s] Sinh[bs]®

)_

1
cos[s] Sinh[bs] [b Sin[s] - EOos[s] Sinh[2bs]

Cosh[bs]?g[t] Sin[s] Sinh[bs]cos'[s] +
g[t]Sin[s] Si nh[bs}3cos’[s})

(-(-aSin[s]+f[t] ((-1+b?) Cosh[bs]Sin[s]+2bCos[s]Sinh[bs]) +
g[t] (2bCos[s] Cosh(bs]+ (-1+b?) Sin[s]Sinh[bs]))
((bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s]+f[t]
(-Cosh[bs]Sin[{s] +bCos[s] Sinh[bs]) +g[t] Sinh[bs]cos'[s])
(Sinh{bs]f’[t] +Cosh[bs] g [t])-b (Cosh[bs]f[t]+g[t]Sinh[bs])
(Cos[s] Cosh[bs]f’'[t]+cos[s] Sinh[bs]g'[t])) +
b? (Cosh[bs]g[t]+f[t]Sinh[bs]) (Sin[s] (bcos[s] Cosh[bs]g[t] -
aSin[s]+f[t] (-Cosh[bs]Sin[s] +bCos[s]Sinh[bs]) +
g(t] Sinh[bs]cos’[s]) (Cosh[bs]f’'[t]+Sinh[bs]g[t])-
(aCos[s]+g[t] (bCosh[bs]Sin[s] +Cos[s]Sinh[bs]) +
f[t] (Cos[s] Cosh[bs] +bSin[s]Sinh[bs]))
(Cos[s] Cosh[bs]f’'[t]+cos[s]Sinh[bs]g'[t])) +
(Oos[sJSi nhibs] (a+g[t]Sinh[bs])f’'[t]+ (aCos[s] Cosh[bs] +
bg(t]Sin[s] +Cos[s] Cosh[bs]g[t]Sinh{bs])g'[t]+f[t]
((—bSin[s]+Cos[s]Cosh[bs]Sinh[bs])f’[t}+Oos[s]Oosh[bs]2g’[t]))
(-aCos[s] +b®cos[s]g[t]Sinh(bs]+f[t] ((-1+b?) Cos[s] Cosh[bs] -
2bSin[s] Sinh[bs])+2bCosh[bs]g[t]cos'[s] +

g[t] Sinh[bs]cos”[s])) <g’[t]f“[t]—f'[t]g”[t]))/

((-b (Cosh[bs]f[t]+g[t]Sinh[bs]) (Sinh[bs]f’[t]+Cosh{bs]g[t])+
Sin[ s] (aCos[s] +g[t] (bCosh[bs] Sin[(s]+Cos[s] Sinh[bs]) +
f[t] (Cos[s] Cosh[bs]+bSin[s]Sinh[bs]))
(Cosh[ s]f’'[t]+Sinh[bs]g'[t])+ (bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s] +
f[t] (-Cosh[bs]Sin[s]+bCos[s]Sinh[bs])+g[t]Sinh[bs]cos' [s])
(Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+cos[s] Sinh[bs]g[t]))%-
(- (bCosh(bs]f[t]+bg[t]Sinh[bs])?
(aCos[s]+g[t] (bCosh[bs] Sin[s] +Cos|s }Sinh[bs}>+
f[t] (Cos[s] Cosh[bs] +bSin[s]Sinh[bs]))?+
(bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s]+f[t] (-Cosh[bs] Sin[s]+Db
Cos[s] Sinh[bs]) +g[t] Sinh[bs] cos’ [])2)
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(-(Sinh[bs]f'[t]+Cosh[bs]g[t])?+ (Cos[s] Coshibs] f/[t]+
cos[s] Sinh[bs]g[t])?+
(Cosh[bs]Sin[s]f'[t]+Sin[s]Sinh(bs]g[t])?))’

LxG+EE*NN-2%xF=xM
© 2 (EE+G- FxF)

/7 Simplify

-2 (-b (Cosh[bs]f[t]+g[t]Sinh[bs]) (Sinh[bs]f’[t]+Cosh[bs]g'[t]) +

Sin[ ] (aCos[s] +g[t] (bCosh[bs]Sin[s] +Cos[s] Sinh[bs]) +
f[t] (Cos[s] Cosh[bs]+bSin[s]Sinh[bs]))
(Cosh[bs]f’'[t]+Sinh[bs]g'[t])+ (bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s]
flt] (-Cosh[bs]Sin[(s]+bCos[s] Sinh[bs]) +g[t]Sinh[bs]cos'[s])
(Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+cos[s] Sinh[bs]g'[t]))
(((—Cosh[bs}Sin[s]+bCos[s]Sinh[bs])f’[t}+
(bcos[s] Cosh[bs] +Sinh[bs]cos'[s]) Qg [t])
(Oos[s]Si nh{bs] (a+g[t]Sinh[bs])f’[t]+ (aCos[s] Cosh[bs] +
bg(t]Sin[(s] +Cos[s] Cosh[{bs]g[t]Sinh[bs])g[t]+f][t]
((-bSin[s] +Cos[s] Cosh[bs]Sinh[bs])f'[t]+Cos[s] Cosh[bs]®g'[t]))-
((Cos[s] Cosh[bs] +bSin[s]Sinh[bs]) f’[t] +
(bCosh[bs]Sin[s] +Cos[s] Sinh[bs]) g'[t])
((bcos[ ] Cosh[bs]g[t]-aSin[s] +
f[t] (-Cosh[bs]Sin[s]+bCos[s]Sinh[bs])+g[t]Sinh[bs]cos'[s])
(Sinh[bs]f’'[t] +Cosh[bs]g'[t])-b (Cosh{bs]f[t]+g[t]Sinh[bs])
(Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+cos[s]Sinh[bs]g'[t])) +
b (Cosh{bs]f’'[t]+Sinh[bs]g'[t]) (Sin[s] (bcos[s] Cosh[bs]g[t] -
aSin[s]+f[t] (-Cosh[bs]Sin[s] +bCos[s] Sinh[bs]) +
g[t] Sinh[bs]cos’'[s]) (Cosh[bs]f’[t]+Sinh[bs]g[t]) -
(aCos[s]+g[t] (bCosh[bs]Sin[s] +Cos[s] Sinh[bs]) +
f[t] (Cos[s] Cosh[bs]+bSin[s]Sinh[bs]))
(Cos[s]Oosh[bs]f’[t]+cos[s]Sinh[bs]g’[t])))+
(-(Sinh[bs]f'[t]+Coshibs]g[t])?+
(Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+cos[s]Sinh[bs]g[t])?+
(Cosh[bs]Sin[s}f’[t}+Sin[s}Sinh[bs}g'[t})z)
(-(-asin[s]+f[t] ((-1+b?) Cosh[bs]Sin[s]+2bCos[s]Sinh[bs])+
g[t] (2bCos[s] Cosh[bs]+ (-1+b?) Sin[s]Sinh[bs]))
((bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin(s]+f[t]
(-Cosh[bs]Sin[s] +bCos[s] Sinh[bs]) +g[t] Sinh[bs]cos'[s])
(Sinh[bs]f’'[t] +Cosh[bs]g'[t])-b (Cosh[bs]f[t]+g[t]Sinh[bs])
(Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+cos[s]Sinh[bs]g'[t])) +
b? (Cosh[bs]g[t]+f[t]Sinh[bs]) (Sin[s] (bcos[s] Cosh[bs] g[t] -
aSin[s]+f[t] (-Cosh[bs]Sin[s] +bCos[s] Sinh[bs]) +
g[t] Sinh[bs]cos’'[s]) (Cosh[bs]f’[t]+Sinh[bs]g'[t]) -
(aCos[s]+g[t] (bCosh[bs]Sin[s] +Cos[s] Sinh[bs]) +
f[t] (Cos[s] Cosh[bs]+bSin[s]Sinh[bs]))
(Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+cos[s]Sinh[bs]g'[t])) +
(Cos[s] Sinh[bs] (a+g[t]Sinh[bs])f'[t]+ (aCos[s] Cosh[bs] +
bg(t]Sin[s] +Cos[s] Cosh[bs]g[t]Sinh{bs])g'[t]+f][t]
((-bSin[s]+Cos[s] Cosh[bs]Sinh[bs])f'[t]+Cos[s] Cosh[bs]?g[t]))
(-aCos[s] +b®cos[s] g[t] Sinh[bs]+
f[t] ((-1+b?) Cos[s] Cosh[bs]-2bSin[s]Sinh[bs])+
2bCosh[bs]g[t]cos'[s]+g[t]Sinh[bs]cos”[s]])+

+
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aCos[s]?Cosh[bs]?+bCos[s] Cosh[bs]3g[t] Sin[s] +
aCosh[bs]?2Sin[s]?
Cos[s]%2Cosh[bs]?g[t] Sinh[bs] -
b Cos[s] Cosh[bs] g[t]Sin[s] Sinh[bs]?-
aSin[s]?2Sinh[bs]?-
cos[s] (aCos[s] Sinh[bs]?+glt]
(b Cosh[bs]®Sin[s] -bCosh[bs] Sin[s]Sinh[bs]?+Cos[s] Sinh[bs]3)) +
f[t] |[Cosh[bs]®-bCos[s] Cosh[bs]?Sin[s] Sinh[bs] -

Cosh[bs] Sin[s]?2Sinh[bs]?+bCos[s] Sin[s] Sinh[bs]?3

1
cos[s] Sinh[bs] |[bSin[s] —ECos[s] Sinh[2bs]

Cosh[bs]?g[t]Sin[s]Sinh[bs]cos [s]+g[t]Sin[s]Si nh[bs]3cos’[s]]

(-(bCosh[bs]f[t]+bg[t]Sinh[bs])?
(aCos[s] +g[t] (bCosh[bs] Sin[(s]+Cos[s] Sinh[bs]) +
f[t] (Cos[s] Cosh[bs]+bSin[s]Sinh[bs]))?+
(bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s] +f[t] (-Cosh[bs] Sin[s] +bCos|[s]

Sinh[bs]) +g[t] Sinh[bs] cos’[s])z) ([t f7[ty-f"[1t] g"[t}))/

(2 (7(7b(Oosh[bs]f[t}+g[t}Sinh[bs}) (Sinh[bs]f’'[t]+Cosh[bs]g[t])+
Sin[(s] (aCos[s] +g[t] (bCosh[bs]Sin[s] +Cos[s] Sinh[bs]) +f[t]
(Cos[s] Cosh[bs] +bSin[s] Sinh[bs])) (Cosh[bs] f [t]+
Sinh[bs]g'[t])+ (bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin(s]+f[t]
(-Cosh[bs]Sin[s] +bCos[s] Sinh[bs]) +g[t] Sinh[bs]cos’[s])
(Cos[s] Cosh[bs]f’[t]+cos[s] Sinh[bs] g [t]))?+
(-(bCosh[bs]f[t]+bg[t]Sinh[bs])?+ (aCos[s]+g[t] (bCoshibs]Sin[s]+
Cos[s] Sinh[bs]) +f[t] (Cos[s] Cosh[bs]+bSin[s]Sinh[bs]))?
(bcos[s] Cosh[bs]g[t]-aSin[s]+f[t] (-Cosh[bs]Sin[s] +
bCos[s] Sinh[bs]) +g[t]Sinh[bs]cos'[s])?)
(7(Sinh[bs}f’[t}+Oosh[bs}g’[t})2+(Oos[s}Oosh[bs}f’[t}+cos[s}8inh[

bs]g[t])?+ (Coshibs]Sin[s]f'[t]+Sin[s]Sinh[bs] g'[t])2>)3/2)



r = {f[t] *Cosh[bx s] +g[t] *Sinh[b *s] ,
a »Sinh[s] + F[t] = Sinh[s] * Sinh[bxs] +g[t] * Cosh[b * Ss] %=Sinh[s], a *Cosh[ S] +
f[t] »Cosh[s] *Sinh[bxs] +g[t] *Cosh[bx s] *Cosh[ s]}

{Cosh[bs]f[t]+g[t] Sinh[bs],

aSinh(s] +Cosh[bs]g[t] Sinh[s]+f[t]Sinh[s] Sinh[bs],

a Cosh[s] +Cosh[s] Cosh[bs]g[t] +Cosh[s]f[t]Sinh[bs]}

rt=D[r, t]

{Cosh[bs]f’'[t]+Sinh[bs]g'[t], Sinh{s] Sinh[bs]f’[t]+Cosh[bs] Sinh[s]g'[t],
Cosh[s] Sinh[bs]f’[t] +Cosh[s] Cosh[bs] g'[t]}

rs=D[r, s]

{bCosh[bs]g[t]+bf[t]Sinh[bs], aCosh([s] +Cosh([s] Cosh[bs]g[t] +
bCosh[bs]f[t]Sinh[(s] +Cosh(s]f[t]Sinh[bs]+bg[t]Sinh[s]Sinh[bs],
b Cosh[s] Cosh[bs]f[t]+aSinh[s] +Cosh[bs]g[t]Sinh[s]+
bCosh[s]g[t]Sinh[bs] +f[t]Sinh[s]Sinh[bs]}

AS =rs

{bCosh[bs]g[t]+bf[t]Sinh[bs], aCosh[s] +Cosh[s] Cosh[bs]g[t] +
bCosh[bs]f[t}Smh[ s] +Cosh[s]f[t]Sinh[bs] +bg[t] Sinh[s]Sinh[bs],
b Cosh[s] Cosh[bs]f[t]+aSinh[s] +Cosh[bs]g[t]Sinh[s] +
b Coshis] g [ ]Sinh[bs] +f[t]Sinh[s] Sinh[bs]}

BS = {bCosh[bs] g[t] +b F[t] Sinh[bs], aCosh[s] + Cosh[s] Cosh[bs] g[t] +
b Cosh[b s] f[t] Sinh[s] + Cosh[s] f[t] Sinh[bs] +bg[t] Sinh[s] Sinh[bs],
-b Cosh[s] Cosh[bs] f[t] -aSinh[s] -Cosh[bs] g[t] Sinh[s] -
b Cosh[s] g[t] Sinh[bs] - F[t] Sinh[s] Sinh[bs]}
{bCosh[bs]g[t]+bf[t]Sinh[bs], aCosh[s] +Cosh[s] Cosh[bs]g[t]+
bCoshibs]f[t]Sinh[s]+Cosh(s]f[t]Sinh[bs]+bg[t]Sinh(s]Sinh[bs],
-b Cosh[s] Cosh[bs]f[t]-aSinh[{s]-Cosh[bs]g[t] Sinh(s]-
bCoshi{s]g[t]Sinh[bs]-f[t]Sinh[s]Sinh[bs]}

Simplify[EE = AS_BS]

1
5 (2a®+ (-1-2b*+Cosh[2bs]) f[t]®*+4aCosh[bs]g[t]+

(1+2b%+Cosh[2bs]) g[t]?+4f[t] (a+Cosh[bs]g[t])Sinh(bs])

AT = rt
{Cosh[bs]f’[t]+Sinh[bs]g'[t], Sinh{s] Sinh[bs]f’[t]+Cosh[bs] Sinh(s]g'[t],
Cosh[s] Sinh[bs] f’'[t] +Cosh[s] Cosh[bs] g [t]}

BT = {Cosh[bs] f[t] +Sinh[bs] g'[t],
Sinh[s] Sinh[bs] F[t] + Cosh[bs] Sinh[s] g'[t],
- Cosh[s] Sinh[bs] f[t] -Cosh[s] Cosh[bs] g’ [t]}

{Cosh[bs]f’'[t]+Sinh[bs] g [t], Sinh(s]Sinh[bs]f’[t] +Cosh[bs] Sinh[s]g'[t],
-Cosh[s] Sinh[bs]f’'[t] -Cosh[s] Cosh[bs] g'[t]}

Simplify[F = BS_rt]

b(gtyfrit]-fltyg(tl)
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Simplify[G = AT.BT]
frit12-grt)?
rss = D[rs, S]

{b?Cosh[bs]f[t]+b®g[t]Sinh(bs], 2bCosh(s] Cosh[bs]f[t]+
aSinh[s] +Cosh[bs]g[t]Sinh[s]+b?Cosh[bs]g[t]Sinh[s] +
2bCosh[s]g[t]Sinh[bs]+f[t]Sinh(s]Sinh[{bs]+b?f[t]Sinh[s]Sinh[bs],
aCosh[s] +Cosh[s] Cosh[bs] g[t]+Db?Cosh[s] Cosh[bs]g[t]+
2bCosh[bs]f[t]Sinh[s] +Cosh[s]f[t]Sinh[bs] +
b? Cosh[s] f [t]Sinh[bs]+2bg[t]Sinh[s]Sinh[bs]}

rst = D[rs, t]

{bSinh[bs]f’[t] +bCosh[bs] g[t],

b Cosh[bs]Sinh[(s]f’'[t] +Cosh[s] Sinh[bs]f'[t] +
Cosh[s] Cosh[bs]g'[t] +bSinh[s] Sinh[bs]g'[t], bCosh[s] Cosh[bs]f'[t] +
Sinh(s] Sinh[bs]f’[t] +Cosh[bs] Sinh{s]g'[t] +bCosh[s] Sinh[bs]g'[t]}

rtt = D[rt, t]

{Cosh[bs]f”[t]+Sinh[bs]g”[t], Sinh[s] Sinh[bs]f”[t] +Cosh[bs] Sinh[s]g"[t],
Cosh([s] Sinh[bs] f”[t] +Cosh[s] Cosh[bs] g”[t]}

W=+vVEE*xG-FxF
V(f((beosh[s] Cosh[bs]f[t]-aSinh[s]-Cosh[bs]g[t]Sinh[s] -
b Cosh(s] g[t]Sinh[bs] -f[t]Sinh[s] Sinh[bs])
(Cosh[s] Sinh[bs]f’[t] +Cosh[s] Cosh[bs]g'[t]) +
(aCosh[s] +Cosh[s] Cosh[bs]g[t] +bCosh[bs]f[t]Sinh[s] +
Cosh[s]f[t]Sinh[bs]+bg[t] Sinh[s] Sinh[bs])
(Sinh{s] Sinh[bs]f’[t] +Cosh[bs] Sinh[s]g'[t]) +
(bCosh[bs]g[t]+bf[t]Sinh[bs]) (Cosh[bs]f’'[t]+Sinh[bs]g[t]))?+
((bOosh[bs} g[t]+bf[t]Sinh[bs])%2+ (-bCosh[s] Cosh[bs]f[t]-aSinh[s]-
Cosh[bs]g[t]Sinh[(s]-bCosh[s]g[t]Sinh[bs]-f[t]Sinh[{s]Sinh[bs])
(b Cosh[s] Cosh[bs]f[t]+aSinh[s] +Cosh[bs]g[t]Sinh[s] +
bCosh[s]g[t]Sinh[bs] +f[t]Sinh(s]Sinh[bs]) +
(aCosh[s] +Cosh[s] Cosh[bs]g[t] +bCosh[bs]f[t]Sinh[s]+
Cosh[s]f[t]Sinh(bs]+bg[t]Sinh(s]Sinhbs])?)
((7Oosh[s] Sinh[bs]f’[t]-Cosh[s] Cosh[bs] g'[t])
(Cosh[s] Sinh[bs] f'[t] +Cosh[s] Cosh[bs] g'[t]) +
(Sinh[s] Sinh[bs]f'[t]+Cosh[bs]Sinh(s] g [t])%+
(Cosh(bs]f'[t]+Sinh[bs]g[t])?))
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Det[{rs, rt, rss}]
) W
(- (4a*Cosh[bs] +2Cosh[bs] (-1-4b?+Cosh[2bs])f[t]?+
4a (1+b*+Cosh[2bs])g[t]+2Cosh(bs] (1+2b*+Cosh[2bs])g[t]?+
4f[t] (2aCosh[bs]+ (1-b?+Cosh[2bs]) g[t])Sinh[bs])f[t]-
2 (f[t] (2a(-1-b?>+Cosh[2bs])+2Cosh[bs] (-1+b*+Cosh[2bs])g[t]) +
(—1-2b2+003h[2bs])f[ t12Sinh[bs] +
(2a®+4aCosh(b + 1+4b2+005h[2bs})g[t}z)Sinh[bs])g'[t})/

// Simplify

<
(2+/2 /(((-1-2b%+Cosh| 2bs)f 2,2 (a+Cosh[bs]g[t])2+
4f [t (a+Oosh[bs]g[t})Slnh[bs])f’[t}2+
4b2f[t]glt]f(t]g(t]-((1+2b%+Cosh(2bs])g[t]?+
4Coshibs]g[t] (a+f[t]Sinh[(bs])+2 (a+f[t]Sinh[bs])?)g [t]?))

Det[{rs, rt, rtt}]
) W
(V2 (a+Cosh(bs]g[t]+f[t]Sinh[bs]) (g’[tlf”[tl—f’[t]g”[t]>)/
(V(((-1-2b*>+Cosh[2bs]) f[t]?+2 (a+Cosh[bs]g[t])®+
4f[t] (a+Cosh(bs]g[t])Sinh[bs])f/[t]2+4b*f[t]gl[t]f [t]g/[t]-
((1+2b?+Cosh[2bs]) g[t]?+4Cosh[bs]g[t] (a+f[t]Sinh[bs])+
2 (a+f[t]Sinh[bs])?) g'[t]?))

/7 Simplify

Det[{rs, rt, rst}]
) w
- (V2 b ((a+Coshibs]g[t]) fr(t)2-
(Cosh[bs]f[t]-g[t]Sinh[bs])f'[t]g[t]-(a+f[t]Si nh[bs})g’[t]z))/
(V(((-1-2b?>+Cosh[2bs])f[t]?+2 (a+Cosh[bs] g[t])®+
4f[t] (a+Cosh[bs]g[t]) S nh[bs])f’[t}2+
4b2f[t]glt]f(t]g(t]-((1+2b%+Cosh(2bs])g[t]?+
4Cosh[bs]g(t] (a+f[t]Sinh[bs])+2 (a+f[t]Sinh[bs])?)g [t]?))

// Simplify
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L*NN - M2 } }
K= ———— /7 Simplify
EExG-FxF

(74b2 (-(a+Cosh[bs]g[t])f'[t]?+ (Cosh{bs]f([t]-g[t]Sinh(bs])f [t]g[t]+
(a+f[t]Sinh[bs])g’[t]2)2+(a+Cosh[bs]g[t]+f[t]Sinh[bs])
(-(4a*Cosh[bs] +2Cosh[bs] (-1-4b?+Cosh[2bs])f[t]?+
4a(1+b*+Cosh[2bs])g[t]+2Cosh[bs] (1+2b*+Cosh[2bs])g[t]?+
4f[t] (2aCosh[bs]+ (1-b?+Cosh[2bs]) g[t])Sinh[bs])f[t]-
[t] (2a (-1-b*+Cosh[2bs])+2Cosh[bs] (-1+b?+Cosh[2bs])g[t])+
(-1-2b*+Cosh[2bs]) f[t]®Sinh[bs]+
(2a®+4aCosh(bs]g[t]+ (1+4b”+Cosh(2bs])g[t]?)Sinh[bs])g'[t])
(@ [t]fr[t ]—f’[t]g”[t]))/<(<—1—2b2+Cosh[2bs])f[t]2+
2 (a+Cosh[bs]g[t])?+4f[t] (a+Cosh[bs]g[t])Sinh(bs])f [t]%+
4b*f[t]gt]f(t]g(t]-((1+2b*+Cosh[2bs])g[t]?+
4Cosh[bs]g[t] (a+f[t]Sinh[bs])+2 (a+f[t]Sinh[bs])?) g [t]?)

2 (f

2

LxG+EE*NN-2%xF=xM
" 2 (EE+G- FxF)

/7 Simplify

((-(4a®Cosh[bs] +2Cosh[bs] (-1-4b?+Cosh[2bs])f[t]?+
4a(1+b*+Cosh(2bs])g[t]+2Cosh(bs] (1+2b*+Cosh[2bs])g[t]?+
4f[t] (2aCosh[bs]+ (1-b*+Cosh[2bs])g[t])Sinh[bs])f'[t]-
[t] (2a (-1-b*+Cosh[2bs]) +2Cosh(bs] (-1+b®+Cosh[2bs])g[t])+
(-1-2b?+Cosh[2bs])f[t]?Sinh[bs] +
(2a® +4aCosh(bs] g[t]+ (1+4b?+Cosh(2bs])g[t]?)Sinh[(bs])g'[t])
(frrt12-g[t1?) +8b2 (gt frt]-ftygity
((a+Cosh(bs]g[t]) fr[t]?-
(Oosh[bs]f[t}—g[t}Sinh[bs})f’[t]g’[t]—(a+f[tJSinh[bs1>g’[t]2)+
2 (a+Cosh[bs]g[t]+f[t]Sinh[bs]) (2a®+ (-1-2b*+Cosh[2bs])f[t]?+
4aCosh[bs]g[t]+(1+2b%*+Cosh(2bs])g[t]?+
4f[t] (a+Cosh[bs]g[t])Sinh[bs]) <g’[t]f”[t]—f’[t]g”[t]))/
(2\/2_(((—1—2b2+Cosh[2bs])f[t]2+2(a+Oosh[bs]g[t])2+
4f[t] (a+Cosh[bs]g[t])Sinh(bs])f [t]?+
4b%f[t]gt)f(t)]g(t]-((1+2b*+Cosh[2bs])g[t]?+
4Cosh[bs]g[t] (a+f[t]Sinh[bs])+2 (a+f[t]Si nh[bs])z)g’[t]z)S/z)

2 (f



r = {a *Cosh[s] + f[t] *Cos[b* s] *xCosh[ s] -g[t] *Sin[b *s] xCosh[ s],
F[t] *Sin[bxs] +g[t] *xCos[bx s] , a *Sinh[s] + F[t] *xCos[b* s] *SIinh[s] -
g[t] *Sin[b »s] * Sinh[s]}
{aCosh[s] +Cos[bs] Cosh(s]f[t]-Cosh[s]g[t]Sin[bs],
Cos[bs]g[t]+f[t]Sin[bs],
aSinh(s] +Cos[bs]f[t]Sinh[s]-g[t]Sin[bs] Sinh[s]}

rt=D[r, t]

{Cos[bs] Cosh[s]f’[t] -Cosh[s] Sin[bs] g'[t],
Sinfbs]f’[t]+Cos[bs]g[t], Cos[bs] Sinh[s]f’[t]-Sin[bs]Sinh{s]g'[t]}

rs =D[r, s]
{-bCos[bs] Cosh[s]g[t]-bCosh[s]f[t]Sin[bs]+
aSinh[{s] +Cos[bs]f[t]Sinh[s]-g[t]Sin[bs] Sinh[s],
bCos[bs]f[t]-bg[t]Sin[bs], aCosh[s] +Cos[bs] Cosh(s]f[t] -
Cosh[s]g[t]Sin[bs]-bCos[bs]g[t]Sinh[{s]-bf[t]Sin[bs]Sinh(s]}

AS =rs
{-bCos[bs] Cosh[s]g[t] -bCosh[s]f[t]Sin[bs]+
aSinh(s] +Cos[bs]f[t]Sinh(s]-g[t]Sin[bs] Sinh[s],
bCos[bs]f[t]-bg[t]Sin[bs], aCosh[s] +Cos[bs] Cosh[s]f[t]-
Cosh[s]g[t]Sin[bs] -bCos[bs]g[t]Sinh[s]-bf[t]Sin[bs]Sinh(s]}

BS = {-bCos[bs] Cosh[s] g[t] -bCosh[s] f[t] Sin[bs] +
aSinh[s] +Cos[bs] F[t] Sinh[s] -g[t] Sin[bs] Sinh[s],
bCos[bs] f[t] -bg[t] Sin[bs], - aCosh[s] -Cos[bs] Cosh[s] f[t] +
Cosh[s] g[t] Sin[bs] +bCos[bs] g[t] Sinh[s] +b f[t] Sin[bs] Sinh[s]}

{-bCos[bs] Cosh[s]g[t] -bCosh[s]f[t]Sin[bs]+
aSinh[{s] +Cos[bs]f[t]Sinh(s]-g[t]Sin[bs] Sinh[s],
bCos[bs]f[t]-bg[t]Sin[bs], —~aCosh[s] -Cos[bs] Cosh(s]f[t]+
Cosh(s]g[t]Sin[bs]+bCos[bs]g[t]Sinh[s]+bf[t]Sin[bs] Sinh[s]}

Simplify[EE = AS_BS]

1
5 (-2a®-(1-2b*+Cos[2bs])f[t]?+ (-1+2b*+Cos[2bs])g[t]®+

4ag[t]Sinibs]+4Cos[bs]f[t] (-a+g[t]Sin[bs]))
AT = rt
{Cos[bs] Cosh[s]f’'[t] -Cosh[s] Sin[bs]g'[t],
Sin[bs]f’[t] +Cos[bs]g[t], Cos[bs] Sinh[s]f’'[t]-Sin[bs] Sinh[s]g'[t]}
BT = {Cos[b s] Cosh[s] F[t] -Cosh[s] Sin[bs] g’'[t],

Sin[bs] F[t] +Cos[bs] g [t], -Cos[bs] Sinh[s] F[t] +Sin[bs] Sinh[s] g’ [t]}
{Cos[bs] Cosh[s]f’[t] -Cosh[s]Sin[bs] g'[t],
Sin[bs]f’[t] +Cos[bs] g [t], -Cos[bs]Sinh[(s]f’'[t]+Sin[bs] Sinh[(s]g'[t]}
Simplify[F = BS.rt]
~bgt]fr(t]+bf[t]g[t]

Simplify[G = AT.BT]
frrt12+g/t]?
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rss = D[rs, S]

{aOosh[s} +Cos[bs] Cosh[s]f[t]-b2Cos[bs] Cosh(s]f[t]-Cosh[s]g[t]Sin[bs]+
b? Cosh[s] g[t]Sin[bs]-2bCos[bs]g[t]Sinh[(s]-2bf[t]Sin[(bs] Sinh[s],
-b?Cos[bs]g[t]-b%f[t]Sin[bs], -2bCos[bs] Cosh[s]g[t] -
2bCosh[s]f[t]Sin[bs]+aSinh[s]+Cos[bs]f[t]Sinh[s] -
b®Cos[bs]f[t]Sinh[s]-g[t]Sin[bs]Sinh[s]+b®g[t]Sin[bs]Sinh[s]}

rst = D[rs, t]
{-b Cosh[s] Sin[b f'[t]+Cos[bs]Sinh[s]f’'[t] -bCos[bs] Cosh[s]g'[t]-

S]
Sin[bs] Sinh[s]g'[t], bCos[bs]f'[t]-bSin[bs] g [t], Cos[bs] Cosh[s]f’'[t] -
bSinbs]Sinh[s]f’'[t] -Cosh[s]Sin[bs]g'[t]-bCos[bs] Sinh(s]g'[t]}

rtt = D[rt, t]

{Cos[bs] Cosh[s]f”[t] -Cosh[s] Sin[bs]g”[t],
Sinfbs]f”[t]+Cos[bs]g”[t], Cos[bs] Sinh[(s]f”[t]-Sin[bs] Sinh[s]g”[t]}

W=+EE+*G-F=xF

V(f((bCos[bs]f[t]fbg[t}Sin[bs]) (Sinfbs]f’[t]+Cos[bs]g'[t]) +
(-bCos[bs] Cosh[s]g[t] -bCosh[s]f[t]Sin[bs]+
aSinh[s] +Cos[bs]f[t]Sinh[(s]-g[t]Sin[bs] Sinh[s])
(Cos[bs] Cosh[s]f’[t] -Cosh[s] Sin[bs] g [t])+
(-aCosh[s] -Cos[bs] Cosh[s]f[t]+Cosh(s]g[t]Sin[bs] +
bCos[bs]g[t]Sinh[s]+bf[t]Sin[bs] Sinh[s])
(Cos[bs]Sinh[(s]f’'[t]-Sin[bs]Sinh[s]g'[t]))%+
((bOos[bs] [t]-bg[t]Sinbs])?+ (aCosh[s] +Cos[bs] Cosh[s]f[t]-

Coshis]g[t]Sin[bs]-bCos[bs]g[t]Sinh(s]-bf[t]Sin[bs]Sinh[s])
(-aCosh[s] -Cos[bs] Cosh[s]f[t]+Cosh(s]g[t]Sin[bs] +
bCos[bs]g

]
[t]Sinh[s]+bf[t]Sin[bs] Sinh[s]) +
shis]g(t] -bCosh[s]f[t]Sin[bs]+aSinh[s]+

[

(-bCos[bs] Co
s(bs]f[t]Sinh[s]-g[t]Sin[bs]Sinh(s])?)
((Sin[bs]f [t]+Cos[bs]g[t])2+ (Cos[bs] Cosh[s]f'[t]-
h{s]Sinbs]g[t])?+ (Cos[bs]Sinh[s]f’[t]-Sin[bs]Sinh(s]g[t])
frit)

Cosh[s
(-Cos[bs] Sinh[s]f'[t]+Sin[bs]Sinh[s]g'[t])))

Det[{rs, rt, rss}]
) W
(-2 (2a*+4aCos[bs]f[t]+(1-4b*>+Cos[2bs])f[t]?)Sin[bs]f'[t]-

(4a®Cos[bs]+4a (1-b*>+Cos[2bs])f[t]+2Cos[bs] (1-2b*+Cos[2bs])f[t]?)

g'[t]+grt]?

(2 (-1+2b?+Cos[2bs]) Sin(bs]f'[t]+2Cos[bs] (-1+4b*+Cos[2bs])g'[t])+

2g[t] ((-2a(-1+b?+Cos[2bs])+2Cos[bs] (1+b?-Cos[2bs])f[t])f [t]+

2 (ZaOOS[bS}+(1+b2+OOS[2bS}>f[t}>Sin[bs}g’[t}))/

(2\5\/(_((1-2b2+003[2b51)f[t12+4Cos[b51f[t] (a-g[t]Sin[bs]) +
2 (a-g[t]Sin[bs])?) f[t]2+4b?f[t]gt]f[t]g[t]+
(-2a®-2Cos[bs]?f[t]?+ (-1+2b”+Cos[2bs])g[t]?+4ag[t]Sin[bs]+
4Cos[bs]f[t] (-a+g[t]Sin[bs]))g[t]?))

// Simplify
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N Det[{rs, rt, rtt}]
W
(V2 (a+Cos(bs]f(t]-git]Sin(bs]) (-g'[t]f [t]+f'[t]g"[t]))/
(V(-((1-2b*>+Cos[2bs])f[t]?+4Cos[bs]f[t] (a-g[t]Sinbs])+
2 (a-g[t]Sin(bs])?)f[t]2+4b2f[t]g[t]f [t]g[t]+
(-2a*-2Cos[bs]?f[t]?+ (-1+2b*+Cos[2bs])g[t]?+4ag[t]Sin[bs]+
4Cos[bs]f[t] (-a+g[t]Sin[bs]))g[t]?))

// Simplify

Mo Det[{rs, rt, rst}]
W
(V2 b ((a-g[t]sin{bs])fr(t)?-
(Cos[bs]g[t}—f[t}Sin[bs])f’[t}g’[t1+(a+Cos[bs]f[t1>g’[t]2))/
(V(-((1-2b*>+Cos[2bs]) f[t]?+4Cos[bs]f[t] (a-g[t]Sin[bs])+
2 (a-g[t]Sin(bs])?) f[t]2+4b?f[t]g[t]f[t]g[t]+
(-2a*-2Cos[bs]?f[t]?+ (-1+2b*+Cos[2bs])g[t]?+4ag[t]Sin[bs]+
4Cos(bs]f[t] (-a+g[t]Sin[bs]))g[t]?))

/7 Simplify

« L+NN - M~2 Simplify
= — // Simpli
EExG-FxF .

(74b2 ((a-g[t]Sinibs])f'[t]?- (Cos[bs]g[t]-f[t]Sin[bs])f'[t]g[t]+

(a+Cos[bs]f[t]) g’[t}2)2+ (a+Cos[bs]f[t]-g[t]Sin[bs])
(-2 (2a*+4aCos[bs]f[t]+(1-4b*+Cos[2bs])f[t]?)Sin[bs]f'[t]-
(4a®Cos[bs]+4a (1-b?+Cos[2bs])f[t]+
2Cos[bs] (1-2b*+Cos[2bs])f[t]?) g [t]+g[t]®(2(-1+2b*+Cos[2bs])
Sinfbs]f'[t]+2Cos[bs] (-1+4b*+Cos[2bs])g[t])+
29g[t] ((-2a(-1+b*+Cos[2bs])+2Cos[bs] (1+b?-Cos[2bs])f[t])f[t]+
2 (2aCos[bs]+(1+b*+Cos[2bs])f[t])Sin[bs]g[t]))
(—g’[t}f”[t}+f’[t]g”[t]))/(((1—2b2+Cos[2bs})f[t}2+
4Cos[bs]f[t] (a-g[t]Sinfbs])+2(a-g[t]Sinfbs])?)f/[t]?-
4b%f[t]gt]f(t]g(t]+(2a®+2Cos[bs]?f[t]?-(-1+2b*+Cos[2bs])g[t]®-

4ag[t]Sin[bs]+4Cos[bs]f[t] (apg[t}Sin[bs]))g'[t]z)2
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H L+*xG+EE*NN-2%F=*M Simplify
= // Simpli
2(EE+*G- FxF)

(8b% (gt [t] -ft]gt])
((a-g[t]Sinbs])f[t]?- (Cos[bs]g[t]-f[t]Sinfbs])f[t]g[t]+
(a+Cos[bs]ft])g[t)?)«(f[t]?+g'[t]?)
(-2 (2a*+4aCos[bs]f[t]+(1-4b*+Cos[2bs])f[t]?)Sin[bs]f'[t]-
(4a®Cos[bs]+4a (1-b?>+Cos[2bs])f[t]+2Cos[bs] (1-2b”+Cos[2bs])
f[t]?)g[t)+g(t]®(2(-1+2b?+Cos[2bs])Sin(bs]f'[t]+
2Cos[bs] (-1+4b”>+Cos[2bs])g'[t])+
29g[t] ((-2a(-1+b*+Cos[2bs])+2Cos[bs] (1+b?-Cos[2bs])f[t])f[t]+
2 (2aCos[bs]+(1+b*+Cos[2bs])f[t])Sin(bs]g[t]))+
2 (a+Cos[bs]f[t]-g[t]Sinlbs]) (2a®+ (1-2b”+Cos[2bs])f[t]?-
(-1+2b?+Cos[2bs])g[t]?-4ag(t]Sin[bs]+
4Cos[bs]f[t] (a-g[t]Sin[bs])) (g[t]f~[t] —f’[t]g"[t]))/
(2\5(-((1-2b2+003[2b31)f[t12+4Cos[b31f[t] (a-g[t]Sin[bs]) +
2 (a-g[t]Sinbs])?)f(t]2+4b*f[t]g[t]f [t]g[t]+

(-2a*-2Cos[bs]?f[t]®+ (-1+2b*+Cos[2bs])g[t]®+4ag[t]Sin[bs]+
3/2)

4Cos[bs]f[t] (-a+g[t]Sin[bs]))g'[t]?)



r = {f[t] Cos[s] Cos[bs] -Ff[t] Sin[bs] Sin[s],
Ff[t] Cos[bs] Sin[s] +F[t] Sin[bs] Cos[s], a+ g[t] }

{Cos[s] Cos[bs]f[t]-f[t]Sin[s]Sin[bs],
Cos[bs]f[t]Sin[s]+Cos[s]f[t]Sin[bs], a+g[t]}

rs=D[r, s]

{- Cos[bs}f[t]Sln[ ]-bCos[bs]f[t]Sin[s] -
s[s]f[t]Sin[bs]-bCos[s]f[t]Sin[bs], Cos[s]Cos[bs]f[t]+
bCos[s}Oos[ s]f[t]-f[t]Sin[s]Sin[bs]-bf[t]Sin[s]Sin[bs], 0}

rt=D[r, t]

{Cos[s] Cos[bs]f’'[t]-Sin[s]Sin[bs]f’[t],
Cos[bs]Sin[s]f'[t]+Cos[s] Sin[bs]f’[t], g'[t]}
Simplify[EE = rs.rs]

(L+b)2f [t]?

Simplify[F = rs_rt]
0

Simplify[GC = rt._rt]
frit12+gt)?
rss = D[rs, S]

{-Cos[s] Cos[bs]f[t]-2bCos[s] Cos[bs]ft
f(t]Sin[s]Sin[b +2bf[t]Sin[s]Sin[b

] - ] - s[s] Cos[bs]f[t

S] S]
-Cos[bs]f[t]Sin[s]-2bCos[bs]f[t]Sin[s] -

s] - s]-

]
+b []Sin[}Sin[ s],
s(bs]f[t]Sin[s]-

s,

+

b?
Cos[s]f[t]Sin[b 2bCos[s]f[t]Sin[b bOos[]f[}Sln[ 0}
rst = D[rs, t]
{-Cos[bs]Sin[s]f’'[t] -bCos[bs]Sin[s]f’'[t] -
Cos[s]Sin[bs]f’'[t] -bCos[s]Sin[bs]f'[t], Cos[s] Cos[bs]f’[t] +
bCos[s]Cos[bs]f’'[t]-Sin[s]Sin[bs]f’'[t]-bSin[{s]Sin[bs]f’[t], 0}

rtt = D[rt, t]

{Cos[s] Cos[bs]f”[t]-Sin[s]Sin[bs] f"[t],
Cos[bs]Sin(s]f”[t]+Cos[s]Sin[bs]f”[t], g’[t]}

W=\/EE*f’[t]2—F*F
vV (((-Cos[bs]f[t]Sin[s]-bCos[bs]f[t]Sin[s]-
Cos[s]f[t]Sin[bs]-bCos[s]f[t]Sin[bs])?
(Cos[s] Cos[bs]f[t]+bCos[s]Cos[bs]f[t]-f[t]Sin[s]Sin[bs]-
bf[t]Sin[(s]Sinfbs])?)fr[t]?-
((Cos[s] Cos[bs]f[t]+bCos[s]Cos[bs]f[t]-f[t]Sin[s]Sin[bs] -
bf[t]Sin[s]Sin[bs]) (Cos[bs] Sin[s]f’[t]+Cos[s]Sin[bs]f’[t]) +
(-Cos[bs]f(t]Sin[s]-bCos[bs]f[t]Sin[s]-Cos[s]f[t]Sin[bs]-
bCos[s]f[t]Sin[bs]) (Cos[s] Cos[bs]f'[t] —Sin[s]Sin[bs}f’[t}))z)
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Det[{rs, rt, rss}]

// Simpli
" plify
(1+b)3f[t]2g/[t]
(Leb)2f(t]2F 2
Det[{rs, rt, rtt}] _ .
= // Simplify

w
(L+b) f[t] (gt f7[t]-f[t]g7[t])

Ju+m2HH2PHF

Det[{rs, rt, rst}]
B W

/7 Simplify

L*NN - M~2
K= // Simplify
EE«+ T [t]?-F«F
g(t] (-g'[t]f [ty +f[tjgrit])

freyfoqt)?

Lxf[t]2+EE*NN-2%F %M
"~ 2 (EEx+F[t]2- F«F)

// Simplify

—(u+m3ﬂu2UWHZQH]J[HgﬁHf%H+fH]VU]WH]H/
(2 ((1+b)2f [t]zf,[t]2>3/2)

g'[t] (-g'[t] fie] « F[e] gUe])

DSoIve[
i) Fe)

= C, g[t], t]

Ve ey et it
{{ort1-cr2) t]1/Cr1] +Cf [ -C[ ) tog[Ct 1) 2%«: e ]}
C[1] Log|Cf [t ] NIGRYISIE! J+CHIt)2 |

2+/C

{g[}»c +—f \/C +Cf [ +

g'[t] (-g'[t] F/[t] +F[t] g”[t])
fre] Fe)?
{{g[t] >C[1]}, {g[t] >C[2] +C[1]1f[t]}}

DSoIve[

=0, g[t], t]

DSoIve[- ((1+b)3F[t]? (F[t1? g [t] - F[t] g’ [t] F/[t] + F[t] F[L] g”[t]))/
(2 ((l+b)2f[t]2f’[t]2)3/2) =C, g[t], t]

cf [t]x/(1+b)2f[t]2f’[t]2 }}

t C[2] +C[1]) Log[f [t]] -
{{grt1 > cr2y«+cray Logif (t7) PRTRISE.
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DSoIve[— ((L+b)3F[E]2 (FE]2g[t] - Flt] g’ [t] F/[t] + F[t] F[T] g"[t]))/
(2 (@+0)2 Fre12 7 (11%)*7) =0, grt1, ]
{{g[t]->C[2] +C[1] Log[f [t]]}}
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