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ÖZET 

 

Bu tezin amacı 3- boyutlu İzotropik uzayda bükülmüş yüzeylerin ne tür bir parametrizasyona 

sahip olacağı problemini ortaya koymak ve problemin çözümü doğrultusunda tanım,teorem ve 

örnekler vermektir.Ayrıca Öklid uzayda bükülmüş yüzeyleri oluştururken İnvolüt-Evolüt ve 

Bertrand eğri çiftlerinden yararlanarak bükülmüş yüzey kavramına değişik bir bakış açısı 

getirmek hedeflenmiştir. 
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Uzayda bükülmüş yüzeylerin karakterizasyonları, eğrilik hesaplamaları ele alınmıştır. Altıncı 

bölümde 3-boyutlu Öklid uzayında İnvolüt eğri ile oluşturulan bükülmüş yüzeyle ilgili eğrilik 

hesaplamaları, teorem ve örnekler verilmiştir. 

Son olarak, yedinci bölümde 3-boyutlu Öklid uzayında bir eğrinin Bertrand çifti olan eğri ile 

oluşturulan bükülmüş yüzeyler ele alınmıştır.  
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SİMGELER VE KISALTMALAR  

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler                                  Açıklama 

𝑽    Reel vektör uzayı 

×    Vektörel çarpım 

𝜶    Eğri 

𝜿    Eğrinin eğriliği 

𝝉    Eğrinin torsiyonu 

𝑴    Yüzey 

<, >    Öklid iç çarpımı 

𝑲    Gauss eğriliği 

𝑯    Ortalama eğriliği 

𝑬, 𝑭, 𝑮    Birinci temel formun katsayıları 

𝒆, 𝒇, 𝒈    İkinci temel formun katsayıları 

𝑺    Şekil operatörü 

𝑻    Eğrinin teğet vektör alanı 

𝑵    Eğrinin normal vektör alanı 

𝑩     Eğrinin binormal vektör alanı 

𝑬𝒏    n- boyutlu Öklid uzay 

𝑬𝟑    3- boyutlu Öklid uzay 

𝑬𝟏
𝟑    3- boyutlu Minkowski uzay 

<, >𝑳     Minkowski uzayda iç çarpım 

𝕀𝟑    3- boyutlu İzotropik uzay 

𝒅(𝑷, 𝑸)𝒊   İzotropik uzayda iki nokta arası uzaklık 

𝑰    Yüzeyin birinci temel formu 

𝑰𝑰    Yüzeyin ikinci temel formu 
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1.GİRİŞ 

 

 

 

 

Diferansiyel geometri tarihi boyunca, farklı özel yüzey sınıfları popüler araştırma 

konularını oluşturmuştur. Bunlara örnek olarak dönel yüzeyler, kanal yüzeyleri, regle 

yüzeyler, öteleme yüzeyleri verilebilir. Ayrıca, bir yüzey sınıfını başka bir yüzey sınıfından 

oluşturan ya da çok sayıda yüzey sınıflarını genelleştiren yüzey sınıfları ayrıntılı olarak 

inceleyen birçok matematikçi olmuştur. Örneğin Öklid 3-uzayında  

𝑥(𝑠, 𝑡) = (𝑓(𝑡) cos 𝑠 , 𝑓(𝑡)sins, 𝑔(𝑡) + 𝑞𝑠)………(1) 

ile parametrelendirilmiş helikoidal yüzeyler, helikoidal hareket(vida hareketi) altında 

invaryant kalır ve bu nedenle helikoidal yüzeyler dönel yüzeylerin bir  genelleştirilmesidir. 

Gerçekten de 𝑞 = 0 durumunda (1) denklemi bir dönel yüzey gösterir. 

Özel bir yüzey sınıfı olan bükülmüş yüzeylerden ilk olarak bahseden Gray Möbius şeridi 

ve Klein şişesini üretmek için kullanılan yapıyı genelleştirmek için 'bükülmüş yüzey' 

terimini ortaya atmıştır[1]. Stanilov ve Slavova, bükülmüş yüzeylerin 

yönlendirilebilirliğini ve kuvvet serilerini incelemişlerdir [2]. Goemans ve Woestyne  üç 

boyutlu Öklid  ve Minkowski uzaylarında bükülmüş yüzeylerin tanımlarını verip, Gauss ve 

ortalama eğrilik hesaplamalarını yapmış,aynı zamanda bükülmüş yüzeylerin  minimal, flat, 

sabit eğrilikli olma karakterizasyonlarını  ifade etmişlerdir [3, 4]. 

Bu çalışmada ise İzotropik uzayda bükülmüş yüzeyle ilgili örnekler, eğrilik hesaplamaları 

ve karakterizasyonları verilmiştir.Aynı zamanda üç boyutlu Öklid uzayında bir eğrinin 

involütünün ve Bertrand çiftinin oluşturduğu bükülmüş yüzeylerden bahsedilmiş ve 

örnekler verilmiştir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

 

 

 

2.1. Öklid 3- Uzayda Temel Kavramlar 

 

Tanım 2.1.1. Bir reel afin uzay 𝐴 ve 𝐴 ile birleşen vektör uzayı da 𝑉 olsun. 𝑉’de 

< , >: 𝑉 × 𝑉 → ℝ 

(𝑥, 𝑦) →< 𝑥, 𝑦 >=∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

({
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛
𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛

) 

Şeklinde bir iç çarpım tanımlanırsa, 𝐴  afin uzayına Öklid uzayı denir ve 𝐸𝑛 ile gösterilir 

[5]. 

Tanım 2.1.2.  

×:ℝ3 ×ℝ3 → ℝ3 

(𝛼, 𝛽) → 𝛼 × 𝛽 

şeklinde tanımlı “×” iç işlemine vektörel çarpım işlemi denir ve  𝛼 × 𝛽 vektörüne de 𝛼 

ile 𝛽 nın vektörel çarpımı denir [5]. 

Teorem 2.1.1. 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ3olmak üzere  

𝛼 × 𝛽 =∑det (𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

, 𝛼, 𝛽)𝑒𝑖 

şeklindedir [5]. 
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Tanım 2.1.3.  𝑉 bir reel vektör uzayı olsun. 𝑉 üzerinde aşağıdaki aksiyomları ile 

tanımlanan dönüşüme iç çarpım denir [6]. 

<,>: 𝑉 × 𝑉 → ℝ olmak üzere 

(i) Simetri aksiyomu 

< 𝑢, 𝑣 > =< 𝑣, 𝑢 >   ∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 

(ii) Bilineerlik aksiyomu 

  < 𝑐𝑢, 𝑣 > = 𝑐 < 𝑢, 𝑣 > = < 𝑢, 𝑐𝑣 >    ∀𝑐 ∈ ℝ, ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 

< 𝑢1 + 𝑢2, 𝑣 > =< 𝑢1, 𝑣 > +< 𝑢2, 𝑣 >   ∀𝑢1, 𝑢2, 𝑣 ∈ 𝑉 

< 𝑢, 𝑣1 + 𝑣2 > =< 𝑢, 𝑣1 > +< 𝑢, 𝑣2 >  ∀𝑢, 𝑣1, 𝑣2  ∈ 𝑉 

(iii) Pozitif tanımlılık aksiyomu 

< 𝑢, 𝑣 > ≥ 0     ∀ 𝑢 ∈ 𝑉 

< 𝑢, 𝑢 > = 0      𝑢 = 0⃗  

 

Tanım 2.1.4. 𝑉 bir iç çarpım uzayı ve 𝑥 ∈ 𝑉 olsun. 𝑥 vektörünün normu ‖𝑥‖ olmak üzere 

𝑥 vektörünün  1

‖𝑥‖
   skaları ile çarpılmışına 𝑥’in normlanmışı denir ve 𝑥0 =

𝑥

‖𝑥‖
 ile 

gösterilir[6].  

Tanım 2.1.5. 𝐼 ⊆ ℝ bir açık aralık olmak üzere(𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile tanımlanan 

𝛼 ∶ 𝐼 → 𝐸𝑛 

       𝑡 → 𝛼(𝑡) 

şeklindeki 𝛼’ya eğri denir. 𝐼 ⊆ ℝ aralığına 𝛼 eğrisinin parametre aralığı ve 𝑡 ∈ 𝐼 

değişkenine de 𝛼 eğrisinin parametresi denir [5]. 

Tanım 2.1.6  𝑀 ⊂ ℝ  eğrisi (𝐼, 𝛼)  koordinat komşuluğu ile verilsin.  

‖𝛼′‖: 𝐼 → ℝ 

𝑡 → ‖𝛼′‖(𝑡) = ‖𝛼′(𝑡)‖ 

şeklinde tanımlı ‖𝛼′‖ fonksiyonuna 𝑀 eğrisinin (𝐼, 𝛼)  koordinat komşuluğuna göre skalar 

hız fonksiyonu ve ‖𝛼′(𝑡)‖ reel sayısına da 𝑀’nin (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğuna göre 𝛼(𝑡) 

noktasındaki skalar hızı denir [5].  
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Tanım 2.1.7. 𝑀 eğrisi (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. Eğer, ∀𝑠 ∈ 𝐼 için 

‖𝛼′(𝑠)‖ = 1 ise 𝑀 eğrisi 𝛼’ya göre birim hızlı eğri denir. Bu durumda, eğrinin 𝑠 ∈ 𝐼 

parametresine yay parametresi adı verilir [5]. 

Tanım 2.1.8.  Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri denir 

[5]. 

Tanım 2.1.9. 𝑋 ⊂ ℝ𝟑   regüler bir yüzey için birim normalini 𝑈 ile gösterirsek 

𝑈(𝑢, 𝑣) =
𝑋𝑢 × 𝑋𝑣
‖𝑋𝑢 × 𝑋𝑣‖

(𝑢, 𝑣) 

şeklindedir ve  (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ𝟑 noktalarında 𝑋𝑢 × 𝑋𝑣 sıfırdan farklıdır[7]. 

Tanım 2.1.10. 𝑀 ⊂ 𝐸𝑛 eğrisi (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumda,  

 𝜓 = {𝛼′, 𝛼′′, … , 𝛼(𝑟) }  sistemi lineer bağımsız ve  ∀, 𝛼(𝑘), 𝑘 > 𝑟  için 𝛼(𝑘) ∈ 𝑆𝑝{𝜓} olmak 

üzere, 𝜓 den elde edilen {𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉𝑟 } ortonormal sistemine, 𝑀 eğrisinin Serret-Frenet r-

ayaklı alanı ve 𝑚 ∈ 𝑀 için {𝑉1(𝑚), 𝑉2(𝑚),… , 𝑉𝑟(𝑚) }  ifadesine de 𝑚 ∈ 𝑀 noktasındaki 

Serret-Frenet r-ayaklısı denir. Her bir 𝑉𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 ye Serret-Frenet vektörü adı verilir 

[5]. 

Teorem 2.1.2.  𝑀 ∈ ℝ𝟑 eğrisi (𝐼, 𝛼)  koordinat komşuluğu ile verilsin. 𝑡 ∈ 𝐼 keyfi 

parametre olmak üzere 𝛼(𝑡) noktasındaki Frenet 3-ayaklısı, {𝑇(𝑡), 𝑁(𝑡), 𝐵(𝑡) } ise  

{𝑇(𝑡) =
𝛼′(𝑡)

‖𝛼′(𝑡)‖
,       𝐵(𝑡) =

𝛼′(𝑡) × 𝛼′′(𝑡)

‖𝛼′(𝑡) × 𝛼′′(𝑡)‖
, 𝑁(𝑡) = 𝐵(𝑡) ×  𝑇(𝑡)} 

şeklindedir [5]. 

Teorem 2.1.3. 𝑀 ∈ ℝ𝟑 eğrisi (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilsin. 𝑡 ∈ 𝐼  yay 

parametresi olmak üzere 𝛼(𝑡) noktasındaki Frenet 3-ayaklısı, {𝑇(𝑡),𝑁(𝑡), 𝐵(𝑡) } ise  

{𝑇(𝑡) = 𝛼′(𝑠),       𝑁(𝑡) =
𝛼′′(𝑠)

‖𝛼′′(𝑠)‖
, 𝐵(𝑡) = 𝑇(𝑡) ×  𝑁(𝑡)} 

şeklindedir [5]. 

Teorem 2.1.4. 𝛼(𝑐, 𝑑) → ℝ3 ; 𝑐 < 𝑠 < 𝑑  için 𝜅(𝑠) > 0 ile birim hızlı bir eğri olsun. O 

halde Frenet Formülleri:  
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𝑇′ = 𝜅𝑁 

𝑁′ = −𝜅𝑁 + 𝜏𝐵 

𝐵′ = −𝜏𝑁 

dir. 𝜏 eğrinin torsiyonu, 𝜅 eğrinin eğriliğidir [5]. 

Tanım 2.1.11. 𝑀,𝑁 ⊂ 𝐸3 iki eğri olsun. 𝑀 ve 𝑁 sırası ile (𝐼, 𝛼), (𝐼, 𝛽) koordinat 

komşulukları ile verilsin. 𝛼(𝑠) ve 𝛽(𝑠) noktalarında 𝑀 ve 𝑁’in Frenet r-ayaklıları sırasıyla  

{ 𝑉1(𝑠),… , 𝑉𝑟(𝑠)} 

ve 

{ 𝑉1
∗(𝑠), … , 𝑉𝑟

∗(𝑠)} 

olmak üzere 

< 𝑉1(𝑠), 𝑉1
∗(𝑠) > = 0 

ise 𝑁 ye 𝑀 nin involütü, 𝑀 ye de 𝑁 nin evolütü denir [5]. 

Tanım 2.1.12. 𝑀,𝑁 ⊂ 𝐸3 eğrileri (𝐼, 𝛼), (𝐼, 𝛽) koordinat komşulukları verilsin. s ∈ I ya 

karşılık gelen 𝛼(𝑠) ∈ 𝑀 ve  𝛽(𝑠) ∈ 𝑁  noktalarında , 𝑀 ve 𝑁 nin { 𝑉1(𝑠),… , 𝑉𝑟(𝑠)}  , 

{𝑉1
∗(𝑠), … , 𝑉𝑟

∗(𝑠)}  Frenet r- ayaklıları verildiğinde ∀ s ∈ I için  { 𝑉2(𝑠), 𝑉2∗(𝑠)}  lineer 

bağımlı ise (𝑀,𝑁) eğri 2-lisine bir Bertrand çifti denir [5]. 

Teorem 2.1.5. (𝑀,𝑁) Bertrand çifti verilsin.  𝑀 ve 𝑁, sırasıyla, (𝐼, 𝛼), (𝐼, 𝛽) koordinat 

komşulukları ile verildiğine göre, ∀ s ∈ I  için  𝑑(𝛼(𝑠), 𝛽(𝑠)) = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡𝑡ir [5]. 

Teorem 2.1.6. 𝑀,𝑁 ⊂ 𝐸3 eğrileri (𝐼, 𝛼), (𝐼, 𝛽) koordinat komşulukları ile verilsin. 𝑀 nin 

eğrilikleri  𝑘1, 𝑘2 ise (𝑀,𝑁) Bertrand çiftidir.  ∃ 𝜆, 𝜇 ∈  ℝ için  

𝜆𝑘1 +  𝜇𝑘2 = 1 

dir [5]. 

Tanım 2.1.13. 𝑋 ∶   𝑈 →  ℝ3  

     :(𝑢, 𝑣) → 𝑋(𝑢, 𝑣)   bir yüzey ve 𝐸, 𝐹, 𝐺: 𝑈 → ℝ’ e tanımlı olmak üzere, 

𝐸 =< 𝑋𝑢, 𝑋𝑢 > 
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𝐹 =< 𝑋𝑢, 𝑋𝑣 > 

𝐺 =< 𝑋𝑣, 𝑋𝑣 > 

dir. 

𝑑𝑠2 = 𝐸𝑑𝑢2 + 2𝐹𝑑𝑢𝑑𝑣 + 𝐺𝑑𝑣2 

𝑋 yüzeyinin Riemann metriği ya da birinci temel formu denir. Buradaki 𝐸, 𝐹, 𝐺; 𝑋 in 

birinci temel formunun katsayılarıdır [7]. 

Tanım 2.1.14. 𝑋 ∶   𝑈 →  ℝ3  

      :(𝑢, 𝑣) → 𝑋(𝑢, 𝑣) bir yüzey, 𝑈 yüzeyin birim normali ve 𝑒, 𝑓, 𝑔 ∶ 𝑈 → ℝ 

fonksiyonlarını tanımlarsak        

  𝑒 =< 𝑈, 𝑋𝑢𝑢 > 

𝑓 =< 𝑈, 𝑋𝑢𝑣 > 

𝑔 =< 𝑈, 𝑋𝑣𝑣 > 

dir.  

 𝐼𝐼 = 𝑒𝑑𝑢2 + 2𝑓𝑑𝑢𝑑𝑣 + 𝑔𝑑𝑣2 

𝑋 yüzeyinin ikinci temel formu denir. Buradaki  𝑒, 𝑓, 𝑔;  𝑋 nin ikini temel formun 

katsayılarıdır [7]. 

Tanım 2.1.15 𝐸𝑛’in bir hiperyüzeyi 𝑀 ve 𝑀’nin birim normal vektör alanı 𝑈 

verilsin. 𝐸𝑛’de Riemann konneksiyonu 𝐷 olmak üzere ∀ 𝑋 ∈ 𝜒(𝑀) için  𝑆(𝑋) = 𝐷𝑋𝑈  

şeklinde tanımlı, 𝑆 dönüşümüne 𝑀  üzerinde şekil operatörü veya 𝑀’nin Weingarten 

dönüşümü denir [7]. 

Tanım 2.1.16. 𝑀 yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları 𝐸, 𝐹, 𝐺 ve ikinci temel 

formunun katsayıları 𝑒, 𝑓, 𝑔 olmak üzere yüzeyin şekil operatörü matrisi 𝑆 

𝑆 =
1

𝐸𝐺 − 𝐹2
|
𝐺𝑒 − 𝐹𝑓 𝐸𝑓 − 𝐹𝑒
𝐺𝑓 − 𝐹𝑔 𝐸𝑔 − 𝐹𝑓

| 

şeklindedir [7]. 
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Tanım 2.1.17. ℝ3 te regüler bir yüzey 𝑀 olsun. 𝑀 yüzeyinin Gauss eğriliği 𝐾, Ortalama 

eğriliği 𝐻  ve 𝐾,𝐻:𝑀 → ℝ  olmak üzere sırasıyla  

𝐾(𝑃) = det (𝑆(𝑃)) 

 ve 

𝐻(𝑃) =
1

2
𝑖𝑧 (𝑆(𝑃)) 

 şeklinde tanımlanır [8].  

Tanım 2.1.18. Gauss eğriliği her yerde sıfır olan  𝐸3 deki yüzeylere flat (düz) yüzeyler 

denir [7].  

Tanım 2.1.19.  𝐸3 de 𝐻 ortalama eğriliği sıfır olan regüler yüzeylere minimal yüzeyler 

denir [7]. 

Teorem 2.1.7. 𝑀 ∶   𝑈 →  ℝ3 bir regüler yüzey olsun. 𝑀 in Gauss eğriliği ve ortalama 

eğriliği formülleri; 

𝐾 =
𝑒𝑔 − 𝑓2

𝐸𝐺 − 𝐹2
 

                        

 ve  

𝐻 =
𝑒𝐺 − 2𝑓𝐹 + 𝑔𝐸

2(𝐸𝐺 − 𝐹2)
 

dir. 𝑒, 𝑓, 𝑔 ;  𝑀’in ikinci temel formunun katsayıları ve 𝐸, 𝐹, 𝐺 ;  𝑀’in birinci temel 

formunun katsayılarıdır [7]. 

Tanım 2.1.20. 𝑆𝑅: [0,2𝜋] × (𝑎, 𝑏) → ℝ3 yüzeyi 

𝑆𝑅(𝑢, 𝑣) = (𝜑(𝑣)𝑐𝑜𝑠𝑢, 𝜑(𝑣)𝑠𝑖𝑛𝑢, 𝜓(𝑣)) 

𝑀 dönel yüzeyinin standart parametrizasyonu denir [8]. 

Tanım 2.1.21. ℝ3  de bir vektör üç eksenden herhangi biri etrafında dönebilir. Aşağıda 

verilen matris formundaki ifadeler dönmeleri temsil eder ve  bunlar 
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𝑃, z, ekseni etrafında dönme    𝑃𝜃  =  [
cos 𝜃 −sin𝜃 0
sin 𝜃 cos 𝜃 0
0 0 1

] 

 

 

𝑄, 𝑥 ekseni ile ilgili dönme     𝑄𝜃 = [
1 0 0
0 cos 𝜃 −sin 𝜃
0 sin 𝜃 cos 𝜃

] 

 

 

 𝑅, 𝑦 ekseni ile ilgili dönme    𝑅𝜃 = [
cos 𝜃 0 − sin 𝜃
0 1 0
sin 𝜃 0 cos 𝜃

] 

dir [6]. 

 

2.2. Minkowski 3- Uzayda Temel Kavramlar 

 

Tanım 2.2.1. ℝ3 standart reel vektör uzayı üzerinde  

< , >:ℝ3 × ℝ3 →  ℝ 

(𝑎 , �⃗�  ) →< 𝑎 , �⃗� >𝑳 = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3 

Minkowski iç çarpımı alınırsa, ℝ3 afin uzayı, Minkowski 3- uzayı olarak adlandırılır ve 𝐸13 

ile gösterilir [9].  

Tanım 2.2.2. 𝐸13 uzayında herhangi bir vektör 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) olmak üzere; 

i. < 𝑎 , 𝑎 > > 0 veya 𝑎 = 0 ise 𝑎  ya spacelike vektör, 

ii. < 𝑎 , 𝑎 > < 0 ise 𝑎  ya timelike vektör, 

iii. < 𝑎 , 𝑎 > = 0 ve 𝑎 ≠ 0 ise 𝑎  vektörüne lightlike (veya null) vektör denir [10].  
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Tanım 2.2.3. 𝐸13 uzayında herhangi bir vektör 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) olmak üzere; 

i. < 𝑎 , 𝑎 > = 1 ise 𝑎  ya birim spacelike vektör, 

ii. < 𝑎 , 𝑎 > = − 1 ise 𝑎  ya birim timelike vektör  

denir [10]. 

Tanım 2.2.4. (Işık konisi) 𝐸13 uzayında  

⋏= {𝑎  ∈ 𝐸1
3 ∶ < 𝑎 , 𝑎 > = 0, 𝑎 ≠ 0} 

cümlesine Işık konisi adı verilir. 

𝐸1
3 uzayındaki timelike vektörler ⋏ nın içinde, lightlike (veya null) vektörler ⋏ nın üzerinde 

ve spacelike vektörlerde ⋏ nın dışında bulunurlar (Şekil 2.2.1), [9]. 

 

Şekil 2.2.1.  Minkowski 3- uzayında vektörler 

 

Tanım 2.2.5. Minkowski 3- uzayı 𝐸13 deki bir 𝛼 = 𝛼(𝑡) eğrisi için 𝛼′(𝑡) hız vektörleri 

spacelike, timelike veya null ise 𝛼 = 𝛼(𝑡) eğrisi sırasıyla spacelike, timelike ve null eğri  

olarak adlandırılır. Non-null bir 𝛼 = 𝛼(𝑠) eğrisi için < 𝛼′(𝑠), 𝛼′(𝑠) > = ±1 oluyorsa s 

yarı- yay parametresi ile parametrelendirilmiştir denir. Bu halde 𝛼 = 𝛼(𝑠) eğrisi birim 

hızlı eğri olarak adlandırılır [10]. 

Tanım 2.2.6. 𝐸13  Minkowski 3 - uzayın bir düzlemi 𝐷 olsun. Bu takdirde 𝐷 nin bir 

spacelike (timelike, null) düzlem olması için gerek ve yeter şart 𝐷 ye normal olan vektörün 

timelike (spacelike, null) olmasıdır [9]. 
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Tanım 2.2.7.  𝐸13  de bir eksen etrafında Lorentzian dönmeler şu şekildedir.  

 

Timelike 𝑧 ekseni etrafında dönme: [
cos 𝜃 −sin 𝜃 0
sin 𝜃 cos 𝜃 0
0 0 1

], 

spacelike 𝑥 ekseni etrafında dönme:  [
1 0 0
0 cos ℎ𝜃 sinh𝜃
0 sinh 𝜃 cosh 𝜃

],  

       

 spacelike  𝑦 ekseni  etrafında dönme: [
cosh 𝜃 0 sinh𝜃
0 1 0

sinh 𝜃 0 cosh 𝜃
] 

dir [11]. 

 

2.3. İzotropik 3- Uzayda Temel Kavramlar 

 

ℝ3de hareketler ve metrik izotropik geometri aşağıdaki denklemler ile verilmiştir. 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) → (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) 

𝑥′ = 𝑎 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑦𝑠𝑖𝑛𝜃  

𝑦′ = 𝑏 + 𝑥𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑦𝑐𝑜𝑠𝜃  

𝑧′ = 𝑐 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑦 + 𝑧 

Burada 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑐1, 𝑐2, 𝜃 reel sayılardır. Bu afin dönüşümler izotropik kongrüans 

dönüşümleri veya izotropik hareketler olarak adlandırılır. Bahsedilen izotropik 

dönüşümlerin 𝑥𝑦 − düzlemine izdüşümü Öklid hareketlerini (bir dönme ve bir öteleme) 

verir. 𝑃 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) → 𝑃′ = (𝑥, 𝑦, 0) dönüşümüne "üstten görünüm"(izdüşüm) [12] olarak 

adlandırılır. Dolayısıyla, izotropik bir hareket, xy düzleminde bir Öklid hareketi ve z-

doğrultusunda bir afin kayma(öteleme) dönüşümünden oluşur [12]. 
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Tanım 2.3.1. 𝑃 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ve 𝑄 = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) noktalarının izdüşümleri arasındaki 

Öklid uzaklığı  

𝑑(𝑃, 𝑄)𝑖 = √(𝑥1 − 𝑥2)2 + (𝑦1 − 𝑦2)2 

iki nokta arasındaki izotropik uzaklık olarak adlandırılır [12]. 

İzotropik metrik, 𝑧-doğrultusundaki doğrular boyunca dejenere olur ve bu tür doğrulara 

izotropik doğrular denir [12]. 

Tanım 2.3.2. 3-boyutlu izotropik uzay 𝕀3 olarak adlandırılır [12]. 

Tanım 2.3.3. 𝕀3 de düzlemler iki çeşittir: 

a) 𝑧-doğrultusuna paralel olmayan düzlemlere izotropik olmayan düzlemler denir.Bu 

düzlemlerde temel olarak Öklid metriği vardır. 

b) 𝑧-doğrultusuna paralel düzlemlere izotropik düzlemler denir.Bu düzlemlerde 

izotropik metrik vardır [12, 13]. 

Tanım 2.3.4. 𝕀3 de iki vektör 𝑋 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ve 𝑌 = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) olsun. 𝑋 ve Y 

 nin izotropik iç çarpımı 

〈𝑋, 𝑌〉𝑖 = {
𝑧1𝑧2,      𝑒ğ𝑒𝑟 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 = 0  𝑖𝑠𝑒 

𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2,       𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎                       
 

şeklinde tanımlanır [14]. 

Tanım 2.3.5.  𝕀3 de 𝑋 = (0,0, 𝑧) formundaki vektörlere izotropik vektörler, diğerlerine de 

izotropik olmayan vektörler denir [14]. 

Tanım 2.3.6. 𝕀3 de  𝑋(𝑠, 𝑡) = (𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡)) şeklinde parametrelendirilmiş bir 

𝐶𝑟-yüzey 𝑀 olsun.𝕀3  e daldırılmış bir  𝑀 yüzeyinin izotropik olan  tanjant düzlemi yoksa 

bu yüzeye kabul edilebilir yüzey denir. 

𝑀  yüzeyi için izotropik iç çarpım kullanılarak I.Temel formun 𝐸(𝑠, 𝑡), 𝐹(𝑠, 𝑡) ve 𝐺(𝑠, 𝑡) 

katsayılarını ve yüzeyin her zaman izotropik olan birim normal vektör alanına göre 

hesaplayacağımız II. Temel formun 𝐿(𝑠, 𝑡),𝑀(𝑠, 𝑡) ve 𝑁(𝑠, 𝑡) katsayılarını şı şekilde 

hesaplayabiliriz: 

𝐸 = 〈𝑥𝑠, 𝑥𝑠〉𝑖  , 𝐹 = 〈𝑥𝑠, 𝑥𝑡〉𝑖  , 𝐺 = 〈𝑥𝑡, 𝑥𝑡〉𝑖     
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𝐿 =
𝑑𝑒𝑡(𝑥𝑠, 𝑥𝑡 , 𝑥𝑠𝑠)

√𝐸𝐺 − 𝐹2
  , 𝑀 =

𝑑𝑒𝑡(𝑥𝑠, 𝑥𝑡 , 𝑥𝑠𝑡)

√𝐸𝐺 − 𝐹2
   , 𝑁 =

𝑑𝑒𝑡(𝑥𝑠, 𝑥𝑡, 𝑥𝑡𝑡)

√𝐸𝐺 − 𝐹2
    

Buradan 𝑀  yüzeyi için I. ve II. Temel formları  

𝐼 = 𝐸𝑑𝑠2 + 𝐹𝑑𝑠𝑑𝑡 + 𝐺𝑑𝑡2 

𝐼𝐼 = 𝐿𝑑𝑠2 +𝑀𝑑𝑠𝑑𝑡 + 𝑁𝑑𝑡2 

dir.Yüzeyin izotropik birim normali 𝑈 = (0,0,1) dir. 

İzotropik Gauss Eğriliği ve izotropik Ortalama eğrilik formülleri 

𝐾 =
𝐿𝑁 −𝑀2

𝐸𝐺 − 𝐹2
   𝑣𝑒 𝐻 =

𝐸𝑁 − 2𝐹𝑀 + 𝐺𝐿

2(𝐸𝐺 − 𝐹2)
 

dir [2, 13, 15]. 

Tanım 2.3.7. Eğer 𝑀  yüzeyinin izotropik Gauss Eğriliği sıfır ise 𝑀  yüzeyine izotropik 

flattır denir. Eğer 𝑀  yüzeyinin izotropik Ortalama Eğriliği sıfır ise 𝑀  yüzeyine izotropik 

minimaldir denir [2, 13, 15]. 

Tanım 2.3.8.  𝕀3 de bir vektör sadece 𝑧 ekseni etrafında döner. Çünkü izotropik uzayda 

sadece 𝑧 ekseni ile ilgili dönme uygulanabilir. 

 

𝕀3 de 𝑧 ekseni ile ilgili dönme    𝑃𝜃  =  [
cos 𝜃 −sin𝜃 0
sin 𝜃 cos 𝜃 0
0 0 1

] 

dir [12]. 
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3. ÖKLİD 3- UZAYDA BÜKÜLMÜŞ YÜZEYLER 

 

 

 

 

Bükülmüş yüzey bir düzlemsel eğrinin kendi destek düzlemi içinde düzleme dik bir eksen 

etrafında dönmesi ve eş zamanlı olarak destek düzleminin de bir eksen etrafında 

dönmesiyle oluşur. Burada bahsi geçen dönmeler senkronize bir şekilde yapılan 

dönmelerdir. 

  3 −boyutlu Öklid uzayında bükülmüş bir yüzey oluşturmak için öncelikle herhangi bir 

düzlem seçilir. Bu düzlemde bulunan 𝛼  düzlemsel eğrisi eksenlerden herhangi birine 

paralel olarak geçen  bir doğru etrafında dönerken destek düzlemide bir eksen etrafında 

döner. 

 

Şekil 3.1. Bükülmüş yüzeyin oluşumu ile ilgili koordinat düzlemde çizim 

 

𝑓 , 𝑔    reel değerli fonksiyonlar olmak üzere 𝑥𝑧 düzleminde bulunan bir 𝛼 düzlemsel 

eğrisine 𝛼(𝑡) = (𝑓(𝑡), 0, 𝑔(𝑡))  ilk olarak  (𝑎, 0, 0)  noktasından geçen 𝑦 eksenine paralel 

doğru etrafında dönme uygulanır ve buradan  

(
𝑎
0
0
) + (

cos (𝑏𝑠) 0 −sin (𝑏𝑠)
0 1 0

sin (𝑏𝑠) 0 cos (𝑏𝑠)
)(
𝑓(𝑡)
0
𝑔(𝑡)

) = (
𝑎 + 𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠) − 𝑔(𝑡)sin (𝑏𝑠)

0
𝑓(𝑡) sin(𝑏𝑠) + 𝑔(𝑡)cos (𝑏𝑠)

)  
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elde edilir. Eğrinin doğru etrafındaki dönmesi ile elde edilen ifadeye 𝑧 eksenine göre 

dönme uygulanırsa, 

(
cos (𝑠) −sin (𝑠) 0
sin (𝑠) cos (𝑠) 0
0 0 1

)(
𝑎 + 𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠) − 𝑔(𝑡)sin (𝑏𝑠)

0
𝑓(𝑡) sin(𝑏𝑠) + 𝑔(𝑡)cos (𝑏𝑠)

) 

 

bükülmüş yüzeyi ortaya çıkmaktadır. Böylece bükülmüş yüzeyle ilgili tanımı verebiliriz [3, 

4]. 

Tanım 3.1. 𝔼
3 Öklid uzayında, düzlemsel bir 𝛼 eğrisi 𝛼(𝑡) = (𝑓(𝑡), 0, 𝑔(𝑡)) olmak üzere, 

𝑥(𝑠, 𝑡) = (𝑎 + 𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠) − 𝑔(𝑡) sin(𝑏𝑠))(cos(𝑠) , sin(𝑠) , 0) + (0, 0, 𝑓(𝑡) sin(𝑏𝑠)

+ 𝑔(𝑡)cos (𝑏𝑠) 

şeklinde parametrelendirilmiş yüzeye profil eğrisi 𝛼  olan bir bükülmüş yüzey denir [3, 4].  

Dikkat edilmelidir ki 𝑏 = 0  olduğunda yüzey bir dönel yüzey belirtir. Bu yüzden 

bükülmüş yüzeyler dönel yüzeylerin genelleştirilmişi olarak düşünülebilir. [3, 4]. 

Örnek 3.1. 𝛼(𝑡) = (𝑡, 0, 0) ve  𝑏 = 1

2
  , a=1 olmak üzere 

𝑥(𝑠, 𝑡) = (cos 𝑠 + 𝑡 𝑐𝑜𝑠
𝑠

2
cos 𝑠 , sin 𝑠 + 𝑡 cos

𝑠

2
sin 𝑠 , 𝑡𝑠𝑖𝑛

𝑠

2
) 

şeklindeki parametrelendirilen bir Möbius şeridini Öklid uzayda bükülmüş yüzey örneği 

olarak verilebilir [8].  

 

 

 

 

 

 

    Şekil 3.2. Möbius şeridi 
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Örnek 3.2.  𝛼(𝑡) = (sin 𝑡 , 0, sin 2𝑡) ile parametrelendirilmiş bir sekiz eğrisi ve  𝑏 = 1

2
 

olmak üzere,  

𝑥(𝑠, 𝑡) = (𝑎 + sin 𝑡 𝑐𝑜𝑠
𝑠

2
− sin 2𝑡 𝑠𝑖𝑛

𝑠

2
)(cos 𝑠 , sin 𝑠 , 0) + (0, 0 sin 𝑡  𝑠𝑖𝑛

𝑠

2

+ sin 2𝑡 𝑐𝑜𝑠
𝑠

2
) 

yüzeyi yönlendirilemez bir Klein şişesini belirten 𝔼3  de bükülmüş yüzey örneğidir [8].  

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.3. Klein şişesi 

 

Örnek 3.3. Profil eğrisini Pascal Limaçonu  𝛼(𝑡) = (2 cos 𝑡 + 1)(cos 𝑡 , 0, sin 𝑡) 

𝑎 = 4  ve 𝑏 = 2 olarak aldığımızda bükülmüş yüzey örneğinin şekli aşağıda verilmiştir [3, 

4]. 
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Şekil 3.4. Pascal Limaçonunun  oluşturduğu  bükülmüş yüzey 

 

Örnek 3.4. Profil eğrisini 𝛼(𝑡) = (|cos 𝑡|𝑐 cos 𝑡 , 0, |sin 𝑡|𝑐 sin 𝑡 ) olarak 𝑎 = 2, 𝑏 = 1 

ve 𝑐 = 2  aldığımızda bükülmüş yüzey örneği(elmas şeklinde) aşağıda verilmiştir [3, 4]. 

 

 

 

  

 

 

 

Şekil 3.5. 𝛼(𝑡) = (|cos 𝑡|2 cos 𝑡 , 0, |sin 𝑡|2 sin 𝑡 )  profil eğrisinin oluşturduğu  bükülmüş       

yüzey 
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3.1. 𝔼𝟑 de Bükülmüş Yüzeylerin Gauss  ve Ortalama Eğriliği 

 

Bükülmüş yüzeylerin Gauss eğriliğini hesaplamak için genelliği bozmadan  

 

𝛼(𝑡) = (𝑡, 0, 𝑔(𝑡)) eğrisini göz önüne alarak ve 𝑏 ≠ 0 olmak üzere bükülmüş yüzey 

denklemini 

�̅�(𝑠, 𝑡) = (𝑎 +
1

𝑏
ℎ𝑠(𝑠, 𝑡)) (cos 𝑠 , sin 𝑠 , 0) + (0,0, ℎ𝑠(𝑠, 𝑡)), 

şeklinde ifade edebiliriz. Burada  

ℎ(𝑠, 𝑡) = 𝑡 sin(𝑏𝑠) + 𝑔(𝑡) cos (𝑏𝑠) 

dir.  ℎ𝑠(𝑠, 𝑡) ifadesi ℎ(𝑠, 𝑡)  nin 𝑠 parametresine göre türevidir. Burada 𝑏 = 0 olursa yüzey 

bir dönel yüzey belirtir. Hatta bu durumda oluşan flat dönel yüzeyin düzlemin bir parçası, 

bir dairesel koni veya dairesel bir silindir olacağı kolaylıkla görülebilir [8]. Ayrıca dönel 

yüzeylerin Gauss eğriliği hesabı oldukça bilinen bir hesaplamadır [16]. Dolasıyla 𝑏 ≠ 0 

durumunu incelemek daha uygun olacaktır.  

I. Temel formun  𝐸(𝑠, 𝑡), 𝐹(𝑠, 𝑡) ve , 𝐺(𝑠, 𝑡) katsayılarını hesaplarsak görebiliriz ki bir 

bükülmüş yüzeyin dejenere olması için gerek ve yeter şart 

𝐸(𝑠, 𝑡)𝐺(𝑠, 𝑡) − 𝐹(𝑠, 𝑡)2 = (𝑎 +
1

𝑏
ℎ𝑠(𝑠, 𝑡))

2

(1 + 𝑔′(𝑡)2) + 𝑏2(𝑡 + 𝑔(𝑡)𝑔′(𝑡))
2
= 0 

denkleminin sağlanmasıdır. Buradan bükülmüş yüzeyin asla dejenere olmadığı sonucuna 

ulaşabiliriz.  

II. Temel formun 𝐿(𝑠, 𝑡),𝑀(𝑠, 𝑡) ve , 𝑁(𝑠, 𝑡) katsayılarını hesaplarsak bükülmüş yüzeyin 

Gauss eğriliği 
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𝐾(𝑠, 𝑡) =
𝐿(𝑠, 𝑡)𝑁(𝑠, 𝑡) − 𝑀(𝑠, 𝑡)2

𝐸(𝑠, 𝑡)𝐺(𝑠, 𝑡) − 𝐹(𝑠, 𝑡)2

=
1

𝐸(𝑠, 𝑡)𝐺(𝑠, 𝑡) − 𝐹(𝑠, 𝑡)2
2

× [−(𝑎 +
1

𝑏
ℎ𝑠(𝑠, 𝑡)) 𝑔

′′(𝑡) {−2𝑏2(𝑡 + 𝑔(𝑡)𝑔′(𝑡))ℎ(𝑠, 𝑡)

+ (𝑎 +
1

𝑏
ℎ𝑠(𝑠, 𝑡)) (𝑏ℎ(𝑠, 𝑡)ℎ𝑠𝑡(𝑠, 𝑡) − (𝑎 +

1 + 𝑏2

𝑏
ℎ𝑠(𝑠, 𝑡)) ℎ𝑡(𝑠, 𝑡)}

− {(𝑡 + 𝑔(𝑡)𝑔′(𝑡))ℎ𝑠𝑡(𝑠, 𝑡) − 𝑏(1 + 𝑔
′(𝑡)2) (𝑎 +

1

𝑏
ℎ𝑠(𝑠, 𝑡))}

2

] 

olduğu görülür [3, 4]. 

 

3.2. 𝔼𝟑 de Flat Bükülmüş Yüzeyler   

 

Teorem 3.2.1. Dönel yüzeyleri hariç tutarsak 𝔼3 de bir bükülmüş yüzey flattır gerek ve 

yeter şart bükülmüş yüzey profil eğrisi  

 ((cos 𝑏𝑠 − 𝑐 sin 𝑏𝑠) cos 𝑠 , (cos 𝑏𝑠 − 𝑐 sin 𝑏𝑠) sin 𝑠 , sin(𝑏𝑠) + 𝑐 cos 𝑏𝑠) 

olan eğrinin oluşturduğu tepe noktası orjin olan bir koni ( koninin bir kısmı)dir. Burada 𝑐 

bir reel sayıdır [3, 4]. 

İspat: Bir önceki bölümde elde etiğimiz 𝐾(𝑠, 𝑡)  Gauss eğriliği ifadesini sıfıra 

eşitlediğimizde  

∑𝐴𝑖(𝑡)𝑐𝑜𝑠
𝑖(𝑏𝑠) +∑𝐵𝑗(𝑡)𝑐𝑜𝑠

𝑗(𝑏𝑠)

3

𝑗=0

sin(𝑏𝑠)

4

𝑖=0

= 0, 

elde ederiz. Burada 𝐴𝑖(𝑡) ve 𝐵𝑗(𝑡) ifadeleri bilinmeyen  𝑔 fonksiyonunun ve bu 

fonksiyonun birinci, ikinci türevlerini gösteren terimlerdir. 

 Yukarıdaki denklemin 𝑠 değişkenine göre ard arda türevleri alınırsa ve terim terim 

ayrılırsa 



19 

 

𝑖 ∈ {0,1,2,3,4} ve 𝑗 ∈ {0,1,2,3} için 𝐴𝑖(𝑡) = 𝐵𝑗(𝑡) = 0 elde edilir. Buradan 

𝐴4(𝑡) = −𝑔′′(𝑡)[𝑡(3𝑔
2(𝑡) − 𝑡2)𝑔′(𝑡) + 𝑔(𝑡)(𝑔2(𝑡) − 3𝑡2)] 

terimini sıfıra eşitlediğimizde iki durum ortaya çıkar. 

İlk olarak 𝑔′′(𝑡) = 0 olduğu göz önüne alırsak 𝑐, 𝑑 ∈  ℝ olmak üzere 𝑔(𝑡) = 𝑐𝑡 + 𝑑 

𝐴𝑖(𝑡) = 0 ve   𝐵𝑗(𝑡) = 0 denklemlerinde  bu ifadeyi kullanırsak a = d =  0  olduğu 

görülür. Bu ise bükülmüş yüzey denkleminde göz önüne alınırsa bükülmüş yüzey bir koni 

olur. 

Bir diğer durum  𝑔′′(𝑡) ≠ 0 olsun. Buradan 3𝑔2(𝑡) ≠ 𝑡2 ve böylece 

𝑔′(𝑡) = −
𝑔(𝑡)(𝑔2(𝑡) − 3𝑡2)

𝑡(3𝑔2(𝑡) − 𝑡2)
 

ifadesi elde edilir. 𝐴𝑖(𝑡) = 0 ve   𝐵𝑗(𝑡) = 0 denklemlerinde yerine yazılır. Ancak örneğin 

 𝐵3(𝑡) = −
(𝑡2 − 𝑔2(𝑡))

3

𝑡(3𝑔2(𝑡) − 𝑡2)
𝑔′′(𝑡) = 0 

eşitliği için bu bir çelişkidir [3, 4]. 

Böylece dönel yüzeyler dışında tek flat bükülmüş yüzeyin koni olduğu söylenebilir [3, 4]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.6. 𝑏 = 1/2 ve 𝑐 = 1 olmak üzere 𝔼3 de flat bükülmüş yüzey 
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Şekil 3.7. 𝑏 = 𝑐 = 1 olmak üzere 𝔼3de flat bükülmüş yüzey 

 

3.3. 𝔼𝟑 de Flat olmayan,Sabit Gauss Eğrilikli Bükülmüş Yüzeyler 

 

Teorem 3.2.2. Dönel yüzeyler haricinde 𝔼3  de bir bükülmüş yüzey sabit Gauss eğriliklidir 

gerek ve yeter şart bükülmüş yüzey bir küredir ( kürenin bir kısmıdır) [3, 4]. 

İspat: Bir önceki teoreme benzer olarak 𝐾(𝑠, 𝑡) Gauss eğriliği ifadesini sabit bir  𝑐 ∈  ℝ 

eşitlediğimizde  

∑𝐴𝑖(𝑡)𝑐𝑜𝑠
𝑖(𝑏𝑠) +∑𝐵𝑗(𝑡)𝑐𝑜𝑠

𝑗(𝑏𝑠)

3

𝑗=0

sin(𝑏𝑠)

4

𝑖=0

= 𝑐 

elde ederiz. Burada 𝐴𝑖(𝑡) ve   𝐵𝑗(𝑡) ifadeleri bilinmeyen 𝑔 fonksiyonu ve bu fonksiyonun 

birinci, ikinci türevlerini içeren terimleri göstermektedir. Yukarıdaki denklemin 𝑠 

değişkenine göre ard arda türevleri alınırsa ve terim terim ayrılırsa 𝑖 ∈ {0,1,2,3,4} ve 𝑗 ∈

{0,1,2,3} 

𝑔(𝑡) = ±√
1

𝑐
− 𝑡2  ve 𝑎 = 0 

elde edilir. Böylece 𝛼 profil eğrisi 𝛼(𝑡) = (𝑡, 0, ±√1
𝐾
− 𝑡2)  şeklindeki çember olan 

bükülmüş yüzey bir küre olur [3, 4]. 

 

 



21 

 

3.4. 𝔼𝟑de Minimal Bükülmüş Yüzeyler 

 

Bir yüzey yönlendirilemese bile, normal olarak bir birim normal olarak tanımlanabilir. 

Dolayısıyla ortalama eğriliği hesaplayabiliriz. Bir yüzeyin minimal olması için gerek ve 

yeter şart ortalama eğriliğinin sıfır olmasıdır. Düzlemlerin yanı sıra katenoidler minimal 

olan tek dönel yüzeylerdir [8]. 

Teorem 3.4.1. Dönel yüzeyler hariç tutulursa, minimal bükülmüş yüzey yoktur [3, 4]. 

İspat: Bükülmüş yüzey için Ortalama eğrilik formülü sıfıra eşitlendiğinde  

∑𝐴𝑖(𝑡)𝑐𝑜𝑠
𝑖(𝑏𝑠) +

3

𝑖=0

∑𝐵𝑗(𝑡)𝑐𝑜𝑠
𝑗(𝑏𝑠)

3

𝑗=0

sin(𝑏𝑠) = 0 

ifadesi elde edilir. Burada 𝐴𝑖(𝑡) ve 𝐵𝑗(𝑡) ifadeleri bilinmeyen 𝑔 fonksiyonu ve bu 

fonksiyonun birinci, ikinci türevlerini içeren terimleri göstermektedir. Yukarıdaki 

denklemin 𝑠 değişkenine göre ard arda türevleri alınırsa ve terim terim ayrılırsa  𝑖 ∈

{0,1,2,3} ve 𝑗 ∈ {0,1,2} için 𝐴𝑖(𝑡) = 𝐵𝑗(𝑡) = 0 elde edilir. Bu şartları göz önüne alarak 

gerekli sadeleştirmeler yapılırsa  

𝐴3(𝑡) = (3𝑔
2(𝑡) − 𝑡2)𝑡𝑔′′(𝑡) + (𝑔2(𝑡) − 𝑡2)𝑔′(𝑡)3 − 2𝑡𝑔(𝑡)𝑔′(𝑡)2 + (𝑔2(𝑡) − 𝑡2)𝑔′(𝑡)

− 2𝑡𝑔(𝑡) 

ifadesinin sıfır olması gerektiği görülür. Bu denklemle birlikte iki durum ortaya çıkar. İlk 

olarak  𝑔(𝑡) = ±
𝑡

√3
 olsun. 𝐴3(𝑡) = 0 olduğundan −

32

27
√3𝑡2 = 0 elde edilir. Bu bir 

çelişkidir. İkinci durumda eğer  𝑔(𝑡) ≠ ± 𝑡

√3
 ise 𝐴3(𝑡) = 0 denkleminden 𝑔′′(𝑡) ifadesini 

çekebiliriz ve diğer 𝐴𝑖(𝑡) = 0 ve  𝐵𝑗(𝑡) = 0  denklemlerde yerine yazabiliriz. 𝐵2(𝑡) = 0 

olması 

(𝑡2 + 𝑔2(𝑡))
2
(1 + 𝑔′(𝑡)2)(𝑔(𝑡)𝑔′(𝑡) + 𝑡)

𝑡(3𝑔2(𝑡) − 𝑡2)
= 0 

denklemini verir. Buradan 𝑔(𝑡) = ±√𝑐 − 𝑡2 olur ve bükülmüş yüzey bir küredir. 

Dolayısıyla minimal değildir. Sonuç olarak dönel yüzeyler hariç tutulduğunda bükülmüş 

yüzeyler minimal değildir [3, 4] 
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4. MİNKOWSKİ 3-UZAYDA BÜKÜLMÜŞ YÜZEY 

 

 

 

 

4.1. Minkowski Uzayda Bükülmüş Yüzeylerin Farklı Parametrizasyonları 

 

𝐸1
3 de bir bükülmüş yüzeyin yapımı Öklid uzaydakine  benzer olup, 𝛼 düzlemsel eğrisi 

yattığı destek düzlemine dik olan bir doğru etrafında dönerken, düzlemde başka bir eksen 

etrafında döner. Burada null dönme eksenleri hariç bu destek düzlem ve dönme eksenleri 

için farklı olasılıkları inceleyeceğiz [3, 4]. 

 

4.1.1. Profil Eğrisi Timelike Düzlemde Yatan Bükülmüş Yüzey 

 

𝑥𝑧- düzleminde yatan bir 𝛼 eğrisi 𝛼(𝑡) = (𝑓(𝑡), 0, 𝑔(𝑡)) olsun. 

a) Bir Spacelike ve Bir Timelike Ekseni ile ilgili Dönme 

𝛼 eğrisi 𝑦 eksenine paralel  (𝑎, 0, 0) noktasından geçen  doğru etrafında dönerse 

(
𝑎
0
0
) + (

cosh(𝑏𝑠) 0 sinh(𝑏𝑠)
0 1 0

sinh(𝑏𝑠) 0 cosh(𝑏𝑠)
)(
𝑓(𝑡)
0
𝑔(𝑡)

) = (
𝑎 + 𝑓(𝑡) cosh(𝑏𝑠) + 𝑔(𝑡)sinh(𝑏𝑠)

0
𝑓(𝑡) sinh(𝑏𝑠) + 𝑔(𝑡)cosh(𝑏𝑠)

) 

olur.Aynı zamanda timelike  𝑧  ekseni ile ilgili dönme uygulanırsa 

(
cos(𝑠) −sin(𝑠) 0
sin(𝑠) cos(𝑠) 0
0 0 1

)(
𝑎 + 𝑓(𝑡) cosh(𝑏𝑠) + 𝑔(𝑡)sinh(𝑏𝑠)

0
𝑓(𝑡) sinh(𝑏𝑠) + 𝑔(𝑡)cosh(𝑏𝑠)

) 

elde edilir. Dolayısıyla  𝐸13 de  bükülmüş yüzeyin ilk olası parametrelendirmesi  
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𝑥(𝑠, 𝑡) = (𝑎 + 𝑓(𝑡) cos ℎ(𝑏𝑠) +  𝑔(𝑡) sin ℎ(𝑏𝑠))(cos(𝑠) , sin(𝑠) , 0)(0, 0, 𝑓(𝑡) sinh(𝑏𝑠)

+ 𝑔(𝑡)cosh(𝑏𝑠) 

şeklindedir [3, 4]. 

      b) Bir Spacelike Eksen Etrafında İki Kez Dönme  

(a) şıkkına benzer olarak 𝛼 eğrisi 𝑦 eksenine paralel  (0, 0, 𝑎) noktasından geçen  doğru 

etrafında döner ve ikinci dönme olarak 𝑥 ekseni etrafında dönme alınırsa  𝐸13 de  bükülmüş 

yüzeyin ikinci olası parametrelendirmesi  

𝑥(𝑠, 𝑡) = (𝑎 + 𝑓(𝑡) sinh(𝑏𝑠) +  𝑔(𝑡) cosh(𝑏𝑠))(0, sinh(𝑠) , cosh(𝑠)) + (𝑓(𝑡)cosh(𝑏𝑠)

+ 𝑔(𝑡) sinh(𝑏𝑠) , 0, 0, ) 

şeklindedir [3, 4]. 

 

4.1.2. Profil Eğrisi Spacelike Düzlemde Yatan Bükülmüş Yüzey 

 

𝑥𝑦- düzleminde bulunan 𝛼 eğrisi α(t) = ( f(t), g(t), 0 )  gözönüne alalım. 𝛼 eğrisini 𝑧 

eksenine paralel (𝑎, 0, 0) noktasından geçen timelike doğru etrafında ve ardından 𝑦 ekseni 

etrafında döndürdüğümüzde 𝐸13 de bir bükülmüş yüzeyin olası üçüncü parametrizasyonu  

𝑥(𝑠, 𝑡) = (𝑎 + 𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠) −  𝑔(𝑡) sin(𝑏𝑠))(cosh(𝑠) , 0, sinh(𝑠)) + (0, 𝑓(𝑡)sin(𝑏𝑠)

+ 𝑔(𝑡) cos(𝑏𝑠) , 0) 

olur [3, 4]. 

Örnek 4.1. Profil eğrisi 𝛼(𝑡) = −( 2𝑐𝑜𝑠𝑡 + 1)(𝑐𝑜𝑠𝑡, 0, 𝑠𝑖𝑛(𝑡)) Pascal Limaçon olan 

 𝑎 = 1  ve 𝑏 = 1/2 olmak üzere 

𝑥(𝑠, 𝑡) = (1 − ( 2𝑐𝑜𝑠𝑡 + 1)𝑐𝑜𝑠𝑡 cosh (
1

2
𝑠)

− ( 2𝑐𝑜𝑠𝑡 + 1)𝑠𝑖𝑛(𝑡) sinh (
1

2
𝑠))(cos(𝑠) , sin(𝑠), 0)

+ (0,0, −( 2𝑐𝑜𝑠𝑡 + 1) cos ( 𝑡)sinh (
1

2
𝑠) − ( 2𝑐𝑜𝑠𝑡 + 1) 𝑠𝑖𝑛(𝑡)cosh (

1

2
𝑠)) 
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𝐸1
3 de bükülmüş yüzeyde gerekli ifadeleri yerine yazdığımızda ve yüzeyi çizdirdiğimizde 

oluşan yüzey aşağıdaki gibidir [3, 4]. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.1. 𝛼 profil eğrisi Pascal Limaçon olan 𝐸13 de bir bükülmüş yüzey 

 

Örnek 4.2. Profil eğrisi 𝛼(𝑡)  = (𝑠𝑖𝑛(𝑡), 0, 𝑠𝑖𝑛(2𝑡)) olan sekiz eğrisi 𝑎 = 1  ve 𝑏 = 1/2 

olmak üzere   

𝑥(𝑠, 𝑡) = (1 + sin(𝑡) cos ℎ (
1

2
𝑠)

+ sin(2𝑡) sin ℎ (
1

2
𝑠)) (cos(𝑠) , sin(𝑠) , 0)(0, 0, 𝑠𝑖𝑛(𝑡) sinh (

1

2
𝑠)  

+ 𝑠𝑖𝑛(2𝑡)cosh(
1

2
 s) 

Minkowski uzayda oluşan bükülmüş yüzey aşağıdaki gibidir [3, 4]. 
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Şekil 4.2. 𝛼 profil sekiz eğrisi olan 𝐸13 de bir bükülmüş yüzey 
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5. İZOTROPİK 3- UZAYDA BÜKÜLMÜŞ YÜZEYLER 

 

 

 

 

Düzlemsel eğri 𝛼(𝑡) = (𝑓(𝑡), 0, 𝑔(𝑡)) ve 𝑓, 𝑔 reel değerli fonksiyonlar olmak üzere, ilk 

olarak 𝑦 ekseni ile paralel (0, 0, 𝑎) noktasındaki doğru ile ilgili 𝑧 ekseni etrafında dönme 

uygulanır ve buradan  

(
0
0
𝑎
) + (

cos(𝑏𝑠) −sin(𝑏𝑠) 0
sin(𝑏𝑠) cos(𝑏𝑠) 0
0 0 1

)(
𝑓(𝑡)
0
𝑔(𝑡)

) = (

𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠)

𝑓(𝑡)sin(𝑏𝑠)

𝑎 + 𝑔(𝑡)
) 

elde edilir. Eş zamanlı olarak ekseni etrafında dönme uygulayarak  

(
cos(𝑠) −sin(𝑠) 0

sin(𝑠) cos(𝑠) 0
0 0 1

)(

𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠)

𝑓(𝑡)sin(𝑏𝑠)

𝑎 + 𝑔(𝑡)
) = (

𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠)cos(𝑠) − 𝑓(𝑡)sin(𝑏𝑠)sin(𝑠)

𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠)sin(𝑠) + 𝑓(𝑡)sin(𝑏𝑠) cos(𝑠)

𝑎 + 𝑔(𝑡)
) 

izotropik uzaydaki bükülmüş yüzey oluşur.  

 

Şekil 5.1. İzotropik uzaydaki bükülmüş yüzey oluşumu ile ilgili koordinat düzlemindeki 

çizim 
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Tanım 5.1. 3-boyutlu izotropik uzayda izotropik olmayan 𝛼 düzlemsel eğrisini gözönüne 

alalım. Profil eğrisi 𝛼(𝑡) = (𝑓(𝑡), 0, 𝑔(𝑡)) olan bir bükülmüş yüzey  

𝒙   ∶  𝐼 × ℝ3 → 𝕀3 

 ∶   (𝑠, 𝑡) → 𝒙(𝑠, 𝑡) 

𝒙(𝑠, 𝑡) = (𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠)cos(𝑠) − 𝑓(𝑡)sin(𝑏𝑠)sin(𝑠) , 𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠)sin(𝑠)

+ 𝑓(𝑡)sin(𝑏𝑠) cos(𝑠), 𝑎 + 𝑔(𝑡)) 

şeklinde parametrelendirilir.  

 

5.1. 𝕀𝟑 de Bükülmüş Yüzeylerin Gauss Eğriliği 

 

Flat yada sabit Gauss eğrilikli bükülmüş yüzeyi belirlemek için Gauss eğriliği hesaplanır.  

I. Temel formun 𝐸(𝑠, 𝑡), 𝐹(𝑠, 𝑡) ve , 𝐺(𝑠, 𝑡) katsayılarını hesaplarsak görebiliriz ki 

izotropik uzayda  bir bükülmüş yüzeyin dejenere olması için gerek ve yeter şart  

𝑊 = 𝐸(𝑠, 𝑡)𝐺(𝑠, 𝑡) − 𝐹2(𝑠, 𝑡) = (1 + 𝑏)2𝑓2(𝑡)𝑓′
2
(𝑡) = 0 

denkleminin sağlanmasıdır. Buradan  bükülmüş yüzeyin asla dejenere olmadığı sonucuna 

ulaşabiliriz.  

II. Temel formun 𝐿(𝑠, 𝑡),𝑀(𝑠, 𝑡) ve , 𝑁(𝑠, 𝑡) katsayılarını hesaplarsak bükülmüş yüzeyin 

Gauss eğriliği 

𝐾(𝑠, 𝑡) =
𝐿(𝑠, 𝑡)𝑁(𝑠, 𝑡) − 𝑀(𝑠, 𝑡)2

𝐸(𝑠, 𝑡)𝐺(𝑠, 𝑡) − 𝐹(𝑠, 𝑡)2
=
𝑔′(𝑡)(−𝑔′(𝑡)𝑓′′(𝑡) + 𝑓′(𝑡)𝑔′′(𝑡)

𝑓(𝑡)𝑓′4(𝑡)
 

olduğu görülür. 
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5.2. 𝕀𝟑 de Flat Bükülmüş Yüzeyler 

 

Bir yüzeyin flat olması için gerek ve yeter şart yüzeyin Gauss eğriliğinin sıfır olmasıdır. 

Aşağıdaki teoremle 3- boyutlu izotropik uzayda tüm flat bükülmüş yüzeyleri 

sınıflandıracağız. 

Teorem 5.1. Standart parametreli dönel yüzeyleri hariç tuttuğumuzda, bükülmüş yüzey  

izotropik flattır gerek ve yeter şart 𝑔 fonksiyonunun 

𝑔(𝑡)  =  𝑐   veya    𝑔(𝑡)  =  𝑓(𝑡)𝑐₁ +  𝑐₂ 

şeklinde olmasıdır. 

İspat: İzotropik uzayda bükülmüş yüzeyin parametrizasyonu 𝑐₁, 𝑐₂ ve 𝑐 ∈  ℝ olmak üzere 

 

𝒙(𝑠, 𝑡) = (𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠)cos(𝑠) − 𝑓(𝑡)sin(𝑏𝑠)sin(𝑠) , 𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠)sin(𝑠)

+ 𝑓(𝑡)sin(𝑏𝑠) cos(𝑠), 𝑎 + 𝑓(𝑡)𝑐₁ +  𝑐₂ ) 

 

Bükülmüş yüzey için 𝐾(𝑠, 𝑡) = 0 ifadesinden, 

𝑔′(𝑡)(−𝑔′(𝑡)𝑓′′(𝑡) + 𝑓′(𝑡)𝑔′′(𝑡)

𝑓(𝑡)𝑓′4(𝑡)
= 0 

sonucuna ulaşılır. 

Bu ifadenin sıfır olması için 𝑔′(𝑡) ifadesinin sıfır olması, dolayısıyla   

𝑔(𝑡)  =  𝑐 veya  𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑐₁ + 𝑐₂  

olması gerekir. 

Böylece 𝑓(𝑡) ve 𝑔(𝑡)  fonksiyonları lineer bağımlıdır. 𝑓(𝑡) fonksiyonun seçimlerine bağlı 

olarak 𝑔(𝑡) fonksiyonunun diğer formlarını elde etmek mümkündür. 

ÖRNEK 5.1. 3- boyutlu izotropik uzayda bir izotropik flat bükülmüş yüzey  

𝒙(𝑠, 𝑡) = (𝑡 cos(2𝑠)cos(𝑠) − 𝑡sin(2𝑠) sin(𝑠) , 𝑡 cos(2𝑠)sin(𝑠) + 𝑡sin(2𝑠) cos(𝑠), 3𝑡

+ 6 ) 
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dir. Burada 𝛼(𝑡)  = (𝑡, 0, 3𝑡 + 5) ve 𝑏 =  2, 𝑎 = 1 olarak seçilsin. Elde edilen izotropik 

flat bükülmüş yüzey şekildeki gibidir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 5.2. İzotropik uzayda flat yüzey 

 

ÖRNEK 5.2. İzotropik uzayda bir izotropik flat bükülmüş yüzey 

𝒙(𝑠, 𝑡) = (𝑡 cos(2𝑠)cos(𝑠) − 𝑡sin(2𝑠) sin(𝑠) , 𝑡 cos(2𝑠)sin(𝑠) + 𝑡sin(2𝑠) cos(𝑠), 5 ) 

dır. Burada 𝛼(𝑡) = ( 𝑡, 0, 5 ) ve  𝑏 = 2, 𝑎 = 1 olduğunda elde edilen yüzeyin şekli 

verilmiştir.  

 

 

 

 

 

 

Şekil 5.3. İzotropik uzayda flat yüzey 
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5.3.  𝕀𝟑 de Sabit Eğrilikli Bükülmüş Yüzeyler 

 

3- boyutlu izotropik uzayda bükülmüş yüzeyi göz önüne alalım. ǁ.Temel formun katsayıları 

𝐿 = −
(1 + 𝑏)3𝑓2(𝑡)𝑔′(𝑡)

√(1 + 𝑏)2𝑓2(𝑡)𝑓′2(𝑡)

,𝑀 = 0,𝑁 =
(1 + 𝑏)𝑓(𝑡)(𝑔′(𝑡)𝑓′′(𝑡) − 𝑓′(𝑡)𝑔′′(𝑡))

√(1 + 𝑏)2𝑓2(𝑡)𝑓′2(𝑡)

 

elde edilir. Böylece bükülmüş yüzeylerin 𝐾 Gauss eğriliği  

𝑲 =
𝑔′(𝑡)(−𝑔′(𝑡)𝑓′′(𝑡) − 𝑓′(𝑡)𝑔′′(𝑡))

𝑓(𝑡)𝑓′4(𝑡)
 

dir. Bükülmüş yüzey 𝑲ₒ sabit Gauss eğriliğine sahip olsun. Burada 𝑲 Gauss eğriliğine 

eşitlenen  𝑲ₒ sabiti sıfır değildir. Gerekli hesaplamalar yapıldığında  

𝑔(𝑡) = 𝑐2 −
1

2
𝑓(𝑡)√𝑐1 +𝐾ₒ 𝑓2(𝑡) −

𝑐1log (𝐾ₒ𝑓(𝑡) + √𝐾ₒ(𝑐1 + 𝐾ₒ 𝑓2(𝑡)))

2√𝐾ₒ
 

 

ve 

𝑔(𝑡) = 𝑐2 +
1

2
𝑓(𝑡)√𝑐1 +𝐾ₒ 𝑓2(𝑡) +

𝑐1log (𝐾ₒ𝑓(𝑡) + √𝐾ₒ(𝑐1 + 𝐾ₒ 𝑓2(𝑡)))

2√𝐾ₒ
 

çözümlerine ulaşılır. Burada 𝑐₁, 𝑐₂ ∈  ℝ dir.  

ÖRNEK 5.3. 𝕀3 de bükülmüş yüzeylerin sabit Gauss eğriliği için 

𝒙(𝑠, 𝑡) = (𝑡 cos(2𝑠)cos(𝑠) − 𝑡sin(2𝑠) sin(𝑠) , 𝑡 cos(2𝑠)sin(𝑠)

+ 𝑡sin(2𝑠) cos(𝑠),−
1

2
√3𝑡2 + 2 + 6 −

2log (3𝑡 + √9𝑡2 + 6)

√3
 ) 

yüzeyi verilsin. Burada  

𝛼(𝑡) = (𝑡, 0, −
1

2
√3𝑡2 + 2 + 6 −

2log (3𝑡 + √9𝑡2 + 6)

√3
 ) 
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ve 𝑐₁ = 2, 𝑐₂ = 5, 𝐾ₒ = 3, 𝑏 = 2, 𝑎 = 1 olsun. Elde edilen bükülmüş yüzey aşağıda 

görülmektedir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 5.4. 𝕀3 de sabit  Gauss eğrilikli  bükülmüş yüzey  

 

5.4.  𝕀𝟑  de Bükülmüş Yüzeylerin Ortalama Eğriliği 

 

Minimal ya da sabit ortalama eğrilikli bükülmüş yüzeyler için  ortalama eğrilik 

hesaplamaları yapılmalıdır.  

Profil eğrisi 𝛼(𝑡) = (𝑓(𝑡), 0, 𝑔(𝑡)) olan bükülmüş yüzey için I. Temel formun 

𝐸(𝑠, 𝑡), 𝐹(𝑠, 𝑡) ve 𝐺(𝑠, 𝑡) katsayılarını ve II. Temel formun 𝐿(𝑠, 𝑡),𝑀(𝑠, 𝑡) ve 𝑁(𝑠, 𝑡) 

katsayılarını hesaplarsak ortalama eğrilik  

 

𝑯 =
𝐸(𝑠, 𝑡)𝑁(𝑠, 𝑡) − 2𝐹(𝑠, 𝑡)𝑀(𝑠, 𝑡) + 𝐺(𝑠, 𝑡) 𝐿(𝑠, 𝑡)

2(𝐸(𝑠, 𝑡)𝐺(𝑠, 𝑡) − 𝐹2(𝑠, 𝑡))
 

 

𝑯(𝑠, 𝑡) = −
(1 + 𝑏)3𝑓2(𝑡)(𝑓′

2(𝑡)𝑔′(𝑡) − 𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑓′′(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝑓′(𝑡)𝑔′′(𝑡)

2((1 + 𝑏)2𝑓2(𝑡)𝑓′2(𝑡))
3
2⁄

 

dir. 
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5.5.  𝕀𝟑  de Minimal Bükülmüş Yüzeyler 

 

Benzer şekilde eğer bir yüzeyin ortalama eğriliği sıfırsa yüzey minimaldir. Ayrıca 𝕀3 de 

yüzeyler için aynı ifadeden bahsedebiliriz. 

Teorem 5.2 Dönel yüzeylerin standart parametrizasyonu hariç tutulduğunda , bir bükülmüş 

yüzey bir izotropik minimaldir gerek ve yeter şart 𝑐₁, 𝑐₂ ∈  ℝ olmak üzere profil eğrisinin 

𝛼(𝑡) = (𝑓(𝑡), 0, 𝑐1 log(f(t)) + 𝑐2) 

olmasıdır. 

İspat: Bükülmüş yüzeyler için 𝑯 (𝑠, 𝑡) = 0  ifadesi 

−
(1 + 𝑏)3𝑓2(𝑡)(𝑓′

2(𝑡)𝑔′(𝑡) − 𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑓′′(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝑓′(𝑡)𝑔′′(𝑡)

2((1 + 𝑏)2𝑓2(𝑡)𝑓′2(𝑡))
3
2⁄

= 0 

denkleminin sağlanmasını gerektirir. Böylece gerekli hesaplamalar yapıldığında 

𝑔(𝑡) = 𝑐1 log(f(t)) + 𝑐2 

çözümüne ulaşılır. 

Örnek 5.4. Bir izotropik bükülmüş yüzey 

𝒙(𝑠, 𝑡) = (𝑡 cos(2𝑠)cos(𝑠) − 𝑡sin(2𝑠) sin(𝑠) , 𝑡 cos(2𝑠)sin(𝑠) + 𝑡sin(2𝑠) cos(𝑠), 6

+  3 log(t)) 

verilsin. Burada 𝛼(𝑡) = (𝑡, 0,5 +  3 log(t)) ve 𝑐₁ = 3, 𝑐₂ = 5, 𝑏 = 2, 𝑎 = 1 değerlerini 

göz önüne alarak oluşturduğumuz minimal bükülmüş yüzeyin şekli aşağıdaki gibidir. 
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Şekil 5.5. 𝕀3de Minimal bükülmüş yüzey  

 

5.6. 𝕀𝟑 de Sabit Ortalama Eğrilikli Bükülmüş Yüzeyler 

 

Teorem 5.3 Dönel yüzeylerin standart parametrizasyonu hariç tutulduğunda, bir bükülmüş 

yüzey sabit ortalama eğriliklidir gerek ve yerter şart 𝑔 fonksiyonunu  

𝑔(𝑡) = 𝑐2 + 𝑐1 log(𝑓(𝑡)) −
𝑐𝑓(𝑡)√(1 + 𝑏)𝟐𝑓(𝑡)𝟐𝑓′(𝑡)𝟐

2(1 + 𝑏)𝑓′(𝑡)
 

denklemini sağlar. Burada 𝑐, 𝑐₁, 𝑐₂ ∈  ℝ  ve c yüzeyin sabit olan ortalama eğriliğidir. 

İspat: Bükülmüş yüzeyler için verdiğimiz ortalama eğrilik ifadesini bir 𝑐 ∈  ℝ  değerine 

eşitlersek  

𝑯 (𝑠, 𝑡) =  𝑐 

 

−
(1 + 𝑏)3𝑓2(𝑡)(𝑓′

2(𝑡)𝑔′(𝑡) − 𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑓′′(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝑓′(𝑡)𝑔′′(𝑡)

2((1 + 𝑏)2𝑓2(𝑡)𝑓′2(𝑡))
3
2⁄

= 𝑐 

elde edilir. Buradan gerekli çözümlemeler yapıldığında  

𝑔(𝑡) = 𝑐2 + 𝑐1 log(𝑓(𝑡)) −
𝑐𝑓(𝑡)√(1 + 𝑏)𝟐𝑓(𝑡)𝟐𝑓′(𝑡)𝟐

2(1 + 𝑏)𝑓′(𝑡)
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ifadesine ulaşılır. 

Örnek 5.5. İzotropik uzayda sabit  ortalama  bir eğrilikli bükülmüş yüzey örneği 

𝒙(𝑠, 𝑡) = (𝑡 cos(2𝑠)cos(𝑠) − 𝑡sin(2𝑠) sin(𝑠) , 𝑡 cos(2𝑠)sin(𝑠) + 𝑡sin(2𝑠) cos(𝑠), −2𝑡2

+ 6 + 3 log(t)) 

şeklindedir. Burada  

𝛼(𝑡) = (𝑡, 0, −2𝑡2 + 5 + 3 log(t)) 

𝑏 = 2, 𝑎 = 1, 𝑐₁ = 3, 𝑐₂ = 5 olmak üzere bu örneğe ait  yüzey aşağıda çizilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 5.6. 𝕀3de sabit ortalama eğrilikli bükülmüş yüzey 
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6. ÖKLİD 3- UZAYDA EĞRİNİN İNVOLÜTÜ İLE OLUŞAN BÜKÜLMÜŞ 

YÜZEYLER  

 

 

 

 

𝛼(𝑡) = ( 𝑓(𝑡), 0, 𝑔(𝑡) ) olmak 𝛼  birim hızlı eğrisinin involütü 𝛼∗ olsun. İnvolüt tanımı 

gereğince   

𝛼∗ = (𝑓(𝑡) + (𝑐 − 𝑡)𝑓′(𝑡), 0, 𝑔(𝑡) + (𝑐 − 𝑡)𝑔′(𝑡)  

dir. Burada 𝛼 eğrisinin  birim hızlı olması   𝑓′2 + 𝑔′2 = 1 eşitliğinin sağlanması ile 

mümkün olur. 

Elde edilen 𝛼∗ eğrisi de  𝑥𝑧 düzleminde bulunmaktadır. 𝛼∗ eğrisini 𝑥𝑧 düzleminde (𝑎, 0,0) 

noktasından geçen 𝑦 eksenine paralel bir doğru etrafında döndürürken eşzamanlı olarak 

destek düzlemini z ekseni etrafında döndürürsek bükülmüş yüzeyi elde etmiş oluruz. 

Dolayısıyla ilk olarak  

(
𝑎
0
0
) + (

cos(𝑏𝑠) 0 − sin(𝑏𝑠)
0 1 0

sin(𝑏𝑠) 0 cos(𝑏𝑠)
)(
𝑓(𝑡) + (𝑐 − 𝑡)𝑓′(𝑡)

0
𝑔(𝑡) + (𝑐 − 𝑡)𝑔′(𝑡)

) 

 

= (
𝑎 + 𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠) + (𝑐 − 𝑡)𝑓′(𝑡)cos(𝑏𝑠) − 𝑔(𝑡)sin(𝑏𝑠) + (𝑐 − 𝑡)𝑔′(𝑡)sin(𝑏𝑠)

0
𝑓(𝑡) sin(𝑏𝑠) + (𝑐 − 𝑡)𝑓′(𝑡)sin(𝑏𝑠) + 𝑔(𝑡)cos(𝑏𝑠) + (𝑐 − 𝑡)𝑔′(𝑡)cos(𝑏𝑠)

) 

şeklindeki dönmeyi ve aynı zamanda   

(
cos(𝑠) − sin(𝑠) 0
sin(𝑠) cos(𝑏𝑠) 0
0 0 1

)(
𝑎 + 𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠) + (𝑐 − 𝑡)𝑓′(𝑡)cos(𝑏𝑠) − 𝑔(𝑡)sin(𝑏𝑠) + (𝑐 − 𝑡)𝑔′(𝑡)sin(𝑏𝑠)

0
𝑓(𝑡) sin(𝑏𝑠) + (𝑐 − 𝑡)𝑓′(𝑡)sin(𝑏𝑠) + 𝑔(𝑡)cos(𝑏𝑠) + (𝑐 − 𝑡)𝑔′(𝑡)cos(𝑏𝑠)

) 

şeklindeki 𝑧 ekseni ile dönmeyi uyguladığımızda 
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𝒙(𝑠, 𝑡) = (𝑎 cos(𝑠)

+ 𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠) cos(𝑠)+ (𝑐 − 𝑡)𝑓′(𝑡)cos(𝑏𝑠) cos(𝑠)− 𝑔(𝑡)sin(𝑏𝑠) cos(𝑠) + (𝑐

− 𝑡)𝑔′(𝑡)sin(𝑏𝑠) cos(𝑠), 𝑎 sin(𝑠)

+ 𝑓(𝑡) cos(𝑏𝑠) sin(𝑠) + (𝑐 − 𝑡)𝑓′(𝑡)cos(𝑏𝑠) sin(𝑠)− 𝑔(𝑡)sin(𝑏𝑠) sin(𝑠)

+ (𝑐 − 𝑡)𝑔′(𝑡)sin(𝑏𝑠) sin(𝑠) ,  𝑓(𝑡) sin(𝑏𝑠) + (𝑐 − 𝑡)𝑓′(𝑡)sin(𝑏𝑠)

+ 𝑔(𝑡)cos(𝑏𝑠) + (𝑐 − 𝑡)𝑔′(𝑡)cos(𝑏𝑠)) 

 

involüt eğriye göre bükülmüş yüzey parametrizasyonunu elde edebiliriz. 

Örnek 6.1  𝛼(𝑡) = ( cos (𝑡), 0, sin (𝑡))  olan düzlemsel bir eğrinin İnvolütünün oluşturduğu 

bükülmüş yüzey  𝑎 = 1, 𝑏 = 2, 𝑐 = 3  olmak üzere 

𝒙(𝑠, 𝑡) = (cos(𝑠)

+ cos (𝑡) cos(2𝑠) cos(𝑠) + (3 − 𝑡)sin (𝑡)cos(2𝑠) cos(𝑠)

− sin (𝑡)sin(2𝑠) cos(𝑠) + (3 − 𝑡)cos (𝑡)sin(2𝑠) cos(𝑠), sin(𝑠)

+ cos (𝑡) cos(2𝑠) sin(𝑠) − (3 − 𝑡)sin (𝑡)cos(2𝑠) sin(𝑠) − sin (𝑡)sin(2𝑠) sin(𝑠)

+ (3 − 𝑡)cos (𝑡)sin(2𝑠) sin(𝑠) , cos (𝑡) sin(2𝑠) + (3 − 𝑡)sin (𝑡)sin(2𝑠)

+ sin (𝑡)cos(2𝑠) + (3 − 𝑡)cos (𝑡)cos(2𝑠)) 

şeklindedir. Bu örneğe ait yüzey aşağıda çizilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 6.1. 𝔼𝟑de 𝛼(𝑡) = ( cos (𝑡), 0, sin (𝑡))  eğrisinin  involütü ile oluşan bükülmüş yüzey 
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7. ÖKLİD 3- UZAYDA EĞRİNİN BERTRAND ÇİFTİ İLE OLUŞAN BÜKÜLMÜŞ  

YÜZEYLER 

 

 

 

 

𝛼(𝑡) = ( 𝑓(𝑡), 0, 𝑔(𝑡) ) olmak üzere 𝛼 birim hızlı eğri olsun. 𝛼 eğrisinin Bertrand çifti 𝛽 

eğrisi 

𝛽 = (𝑓(𝑡) + 𝜆
𝑓′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2+𝑔′′(𝑡)2
, 0, 𝑔(𝑡) + 𝜆

𝑔′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2+𝑔′′(𝑡)2
   

dir. Burada 𝜆 reel bir sabittir. Elde edilen  𝛽 eğrisi de  𝑥𝑧 düzleminde bulunmaktadır.  𝛽 

eğrisini 𝑥𝑧 düzleminde (𝑎, 0,0) noktasından geçen 𝑦 eksenine paralel bir doğru etrafında 

döndürürken eşzamanlı olarak destek düzlemini z ekseni etrafında döndürürsek bükülmüş 

yüzeyi elde etmiş oluruz. Dolayısıyla ilk olarak  

(
𝑎
0
0
) + (

cos(𝑏𝑠) 0 − sin(𝑏𝑠)
0 1 0

sin(𝑏𝑠) 0 cos(𝑏𝑠)
)

(

 
 
 
𝑓(𝑡) + 𝜆

𝑓′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)2

0

𝑔(𝑡) + 𝜆
𝑔′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)2)

 
 
 

 

 

=

(

 
 
 
𝑎 + (𝑓(𝑡) + 𝜆

𝑓′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)2
)cos(𝑏𝑠) − (𝑔(𝑡) + 𝜆

𝑔′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)2
)sin(𝑏𝑠)

0

(𝑓(𝑡) + 𝜆
𝑓′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)2
)sin(𝑏𝑠) + (𝑔(𝑡) + 𝜆

𝑔′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)2
)cos(𝑏𝑠)

)

 
 
 

 

şeklindeki dönmeyi ve aynı zamanda   
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(
cos(𝑠) − sin(𝑠) 0

sin(𝑠) cos(𝑏𝑠) 0
0 0 1

)

(

 
 
 
 

(

 
 
 
𝑎 + (𝑓(𝑡) + 𝜆

𝑓′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)2
)cos(𝑏𝑠) − (𝑔(𝑡) + 𝜆

𝑔′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)2
)sin(𝑏𝑠)

0

(𝑓(𝑡) + 𝜆
𝑓′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)2
)sin(𝑏𝑠) + (𝑔(𝑡) + 𝜆

𝑔′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)2
)cos(𝑏𝑠)

)

 
 
 

)

 
 
 
 

 

şeklindeki 𝑧 ekseni ile dönmeyi uyguladığımızda 

 

𝒙(𝑠, 𝑡) = (𝑎 cos(𝑠) + (𝑓(𝑡)

+ 𝜆
𝑓′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)2
)cos(𝑏𝑠) cos(𝑠)

−

(

 𝑔(𝑡) + 𝜆
𝑔′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)2
)

 sin(𝑏𝑠) cos(𝑠) , 𝑎 sin(𝑠) + (𝑓(𝑡)

+ 𝜆
𝑓′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)2
)cos(𝑏𝑠) sin(𝑠)

−

(

 𝑔(𝑡) + 𝜆
𝑔′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)2
)

 sin(𝑏𝑠) sin(𝑠) , ( 𝑓(𝑡)

+ 𝜆
𝑓′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)
2

)sin(𝑏𝑠) + (𝑔(𝑡) + 𝜆
𝑔′′(𝑡)

√𝑓′′(𝑡)2 + 𝑔′′(𝑡)2
)cos(𝑏𝑠)) 

 bükülmüş yüzey elde edilir. 

Örnek 7.1. 𝛼(𝑡) = ( cos (𝑡), 0, sin (𝑡))  eğrisinin 𝑎 = 1, 𝑏 = 2, 𝑐 = 3  olmak üzere   

Bertrand  çiftinin oluşturduğu  bükülmüş yüzeyin denklemi 

𝒙(𝑠, 𝑡) = ((cos(𝑠)− 2 cos(𝑡) cos(2𝑠) cos(𝑠) + 2 sin(𝑡) sin(2𝑠) cos(𝑠) , sin(𝑠)

− 2 cos(2𝑠) sin(𝑠) cos(𝑡) + 2sin(2𝑠) sin(𝑠) sin(𝑡) ,  2 sin(2𝑠)cos(𝑡)

− 2 sin(𝑡) cos (2𝑠)) 

dir. Bükülmüş yüzeyin şekli aşağıda verilmiştir. 
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Şekil 7.1. 𝔼𝟑de 𝛼(𝑡) = ( cos (𝑡), 0, sin (𝑡)) eğrisinin Bertrandı ile oluşan bükülmüş yüzey 
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r = 8a ∗ Cos@sD + t ∗ Cos@b ∗ sD ∗ Cos@sD − g@tD ∗ Sin@b ∗ sD ∗ cos@sD, a ∗ sin@sD +

t ∗ Cos@b sD ∗ Sin @sD − g@tD ∗ Sin@b sD ∗ Sin@sD, t ∗ Sin@b ∗ sD + g@tD ∗ cos@b ∗ sD<8a Cos@sD + t Cos@sD Cos@b sD − cos@sD g@tD Sin@b sD,

a sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD − g@tD Sin@sD Sin@b sD, cos@b sD g@tD + t Sin@b sD<
rt = D@r, tD
8Cos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g

′@tD,

Cos@b sD Sin@sD − Sin@sD Sin@b sD g
′@tD, Sin@b sD + cos@b sD g

′@tD<
rs = D@r, sD
8−b cos@sD Cos@b sD g@tD − a Sin@sD −

t Cos@b sD Sin@sD − b t Cos@sD Sin@b sD − g@tD Sin@b sD cos
′@sD,

t Cos@sD Cos@b sD − b Cos@b sD g@tD Sin@sD − Cos@sD g@tD Sin@b sD −

b t Sin@sD Sin@b sD + a sin
′@sD, b t Cos@b sD + b g@tD cos

′@b sD<
Simplify@EE = rs.rsD
Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD +

t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD Sin@b sD cos
′@sDL2

+Hb t Cos@b sD + b g@tD cos
′@b sDL2

+ Ht Cos@sD Cos@b sD − b t Sin@sD Sin@b sD −

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL + a sin
′@sDL2

Simplify@F = rs.rtD
b Ht Cos@b sD + g@tD cos

′@b sDL HSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL +Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD Sin@b sD +

g@tD Sin@b sD cos
′@sDL H−Cos@sD Cos@b sD + cos@sD Sin@b sD g

′@tDL −

Sin@sD HCos@b sD − Sin@b sD g
′@tDL H−t Cos@sD Cos@b sD + b t Sin@sD Sin@b sD +

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL − a sin
′@sDL

Simplify@G = rt.rtD

HSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL2

+ Sin@sD2 HCos@b sD − Sin@b sD g
′@tDL2

+HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g
′@tDL2

rss = D@rs, sD

9−a Cos@sD − t Cos@sD Cos@b sD − b
2

t Cos@sD Cos@b sD + b
2

cos@sD g@tD Sin@b sD +

2 b t Sin@sD Sin@b sD − 2 b Cos@b sD g@tD cos
′@sD − g@tD Sin@b sD cos

′′@sD,

−2 b Cos@sD Cos@b sD g@tD − t Cos@b sD Sin@sD − b
2

t Cos@b sD Sin@sD −

2 b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD Sin@sD Sin@b sD + b
2

g@tD Sin@sD Sin@b sD + a sin
′′@sD,

−b
2

t Sin@b sD + b
2

g@tD cos
′′@b sD=

rst = D@rs, tD
8−Cos@b sD Sin@sD − b Cos@sD Sin@b sD − b cos@sD Cos@b sD g

′@tD − Sin@b sD cos
′@sD g

′@tD,

Cos@sD Cos@b sD − b Sin@sD Sin@b sD − b Cos@b sD Sin@sD g
′@tD − Cos@sD Sin@b sD g

′@tD,

b Cos@b sD + b cos
′@b sD g

′@tD<
rtt = D@rt, tD
8−cos@sD Sin@b sD g

′′@tD, −Sin@sD Sin@b sD g
′′@tD, cos@b sD g

′′@tD<



W = EE ∗ G − F ∗ F,I−HHb t Cos@b sD + b g@tD cos
′@b sDL HSin@b sD + cos@b sD g

′@tDL +H−b cos@sD Cos@b sD g@tD − a Sin@sD − t Cos@b sD Sin@sD − b t Cos@sD Sin@b sD −

g@tD Sin@b sD cos
′@sDL HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g

′@tDL +HCos@b sD Sin@sD − Sin@sD Sin@b sD g
′@tDL Ht Cos@sD Cos@b sD − b Cos@b sD

g@tD Sin@sD − Cos@sD g@tD Sin@b sD − b t Sin@sD Sin@b sD + a sin
′@sDLL2

+IHSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL2

+ HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g
′@tDL2

+HCos@b sD Sin@sD − Sin@sD Sin@b sD g
′@tDL2MIH−b cos@sD Cos@b sD g@tD − a Sin@sD − t Cos@b sD Sin@sD − b t Cos@sD Sin@b sD −

g@tD Sin@b sD cos
′@sDL2

+ Hb t Cos@b sD + b g@tD cos
′@b sDL2

+Ht Cos@sD Cos@b sD − b Cos@b sD g@tD Sin@sD − Cos@sD g@tD Sin@b sD −

b t Sin@sD Sin@b sD + a sin
′@sDL2MM

L =

Det@8rs, rt, rss<D
W

êê Simplify

IHb Sin@sD Ht Cos@b sD + g@tD cos
′@b sDL H−Cos@b sD + Sin@b sD g

′@tDL −HSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL H−t Cos@sD Cos@b sD + b t Sin@sD Sin@b sD +

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL − a sin
′@sDLLI−a Cos@sD − t Cos@sD Cos@b sD − b

2
t Cos@sD Cos@b sD + b

2
cos@sD g@tD Sin@b sD +

2 b t Sin@sD Sin@b sD − g@tD H2 b Cos@b sD cos
′@sD + Sin@b sD cos

′′@sDLM +

b
2 H−Sin@sD Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD +

b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD Sin@b sD cos
′@sDL HCos@b sD − Sin@b sD g

′@tDL −HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g
′@tDL Ht Cos@sD Cos@b sD −

b t Sin@sD Sin@b sD − g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL +

a sin
′@sDLL H−t Sin@b sD + g@tD cos

′′@b sDL −H−Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD Sin@b sD +

g@tD Sin@b sD cos
′@sDL HSin@b sD + cos@b sD g

′@tDL −

b Ht Cos@b sD + g@tD cos
′@b sDL HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g

′@tDLLI−t II1 + b
2M Cos@b sD Sin@sD + 2 b Cos@sD Sin@b sDM +

g@tD I−2 b Cos@sD Cos@b sD + I1 + b
2M Sin@sD Sin@b sDM + a sin

′′@sDMM ëI,I−Hb Ht Cos@b sD + g@tD cos
′@b sDL HSin@b sD + cos@b sD g

′@tDL +Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD Sin@b sD +

g@tD Sin@b sD cos
′@sDL H−Cos@sD Cos@b sD + cos@sD Sin@b sD g

′@tDL −

Sin@sD HCos@b sD − Sin@b sD g
′@tDL H−t Cos@sD Cos@b sD + b t Sin@sD Sin@b sD +

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL − a sin
′@sDLL2

+IHSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL2

+ Sin@sD2 HCos@b sD − Sin@b sD g
′@tDL2

+HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g
′@tDL2MIHb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD +

b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD Sin@b sD cos
′@sDL2

+Hb t Cos@b sD + b g@tD cos
′@b sDL2

+ Ht Cos@sD Cos@b sD − b t Sin@sD Sin@b sD −

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL + a sin
′@sDL2MMM
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NN =

Det@8rs, rt, rtt<D
W

êê Simplify

− Sin@sD Sin@b sD Ib t Cos@sD + Ha + t Cos@b sDL Sin@sD Sin@b sD +

g@tD ISin@b sD2
cos

′@sD + b Cos@sD Cos@b sD cos
′@b sDMM +

1

2

cos@b sD I2 b cos@sD Cos@b sD2
g@tD Sin@sD + g@tD I−Cos@sD

I2 b Cos@b sD2
Sin@sD + Cos@sD Sin@2 b sDM + Sin@sD Sin@2 b sD cos

′@sDM +

Cos@b sD Ha − a Cos@2 sD + 2 t Cos@b sD + 2 a Cos@sD sin
′@sDLM −

1

2

cos@sD Ig@tD I2 Cos@sD Sin@b sD3
+ b Sin@sD Sin@2 b sD cos

′@b sDM − 2 Sin@b sD
H−b t Sin@sD + t Cos@sD Cos@b sD Sin@b sD + a Sin@b sD sin

′@sDLM g
′′@tD ì

I,I−Hb Ht Cos@b sD + g@tD cos
′@b sDL HSin@b sD + cos@b sD g

′@tDL +Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD Sin@b sD +

g@tD Sin@b sD cos
′@sDL H−Cos@sD Cos@b sD + cos@sD Sin@b sD g

′@tDL −

Sin@sD HCos@b sD − Sin@b sD g
′@tDL H−t Cos@sD Cos@b sD + b t Sin@sD

Sin@b sD + g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL − a sin
′@sDLL2

+IHSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL2

+ Sin@sD2 HCos@b sD − Sin@b sD g
′@tDL2

+HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g
′@tDL2MIHb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD +

b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD Sin@b sD cos
′@sDL2

+Hb t Cos@b sD + b g@tD cos
′@b sDL2

+ Ht Cos@sD Cos@b sD − b t Sin@sD Sin@b sD −

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL + a sin
′@sDL2MMM
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M =

Det@8rs, rt, rst<D
W

êê Simplify

H−HCos@sD Cos@b sD − b Sin@sD Sin@b sD − Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL g
′@tDLH−Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD +

b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD Sin@b sD cos
′@sDL HSin@b sD + cos@b sD g

′@tDL −

b Ht Cos@b sD + g@tD cos
′@b sDL HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g

′@tDLL +H−Cos@b sD Sin@sD − b Cos@sD Sin@b sD − b cos@sD Cos@b sD g
′@tD −

Sin@b sD cos
′@sD g

′@tDLHb Sin@sD Ht Cos@b sD + g@tD cos
′@b sDL H−Cos@b sD + Sin@b sD g

′@tDL −HSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL H−t Cos@sD Cos@b sD + b t Sin@sD Sin@b sD +

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL − a sin
′@sDLL +

b HCos@b sD + cos
′@b sD g

′@tDL H−Sin@sD Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD +

t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD Sin@b sD cos
′@sDLHCos@b sD − Sin@b sD g

′@tDL − HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g
′@tDLHt Cos@sD Cos@b sD − b t Sin@sD Sin@b sD −

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL + a sin
′@sDLLL ëI,I−Hb Ht Cos@b sD + g@tD cos

′@b sDL HSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL +Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD Sin@b sD +

g@tD Sin@b sD cos
′@sDL H−Cos@sD Cos@b sD + cos@sD Sin@b sD g

′@tDL −

Sin@sD HCos@b sD − Sin@b sD g
′@tDL H−t Cos@sD Cos@b sD + b t Sin@sD Sin@b sD +

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL − a sin
′@sDLL2

+IHSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL2

+ Sin@sD2 HCos@b sD − Sin@b sD g
′@tDL2

+HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g
′@tDL2MIHb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD +

b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD Sin@b sD cos
′@sDL2

+Hb t Cos@b sD + b g@tD cos
′@b sDL2

+ Ht Cos@sD Cos@b sD − b t Sin@sD Sin@b sD −

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL + a sin
′@sDL2MMM

K =

L ∗ NN − M^2

EE ∗ G − F ∗ F

êê Simplify

− H−HCos@sD Cos@b sD − b Sin@sD Sin@b sD − Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL g
′@tDL

H−Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD
Sin@b sD + g@tD Sin@b sD cos

′@sDL HSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL −

b Ht Cos@b sD + g@tD cos
′@b sDL HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g

′@tDLL +H−Cos@b sD Sin@sD − b Cos@sD Sin@b sD − b cos@sD Cos@b sD g
′@tD −

Sin@b sD cos
′@sD g

′@tDLHb Sin@sD Ht Cos@b sD + g@tD cos
′@b sDL H−Cos@b sD + Sin@b sD g

′@tDL −HSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL H−t Cos@sD Cos@b sD + b t Sin@sD Sin@b sD +

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL − a sin
′@sDLL +

b HCos@b sD + cos
′@b sD g

′@tDL H−Sin@sD Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD +

t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD Sin@b sD cos
′@sDLHCos@b sD − Sin@b sD g

′@tDL − HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g
′@tDLHt Cos@sD Cos@b sD − b t Sin@sD Sin@b sD −

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL + a sin
′@sDLLL2

+

Sin@sD Sin@b sD Ib t Cos@sD + Ha + t Cos@b sDL Sin@sD Sin@b sD +

g@tD ISin@b sD2
cos

′@sD + b Cos@sD Cos@b sD cos
′@b sDMM +

1

2

cos@b sD I2 b cos@sD Cos@b sD2
g@tD Sin@sD + g@tD I−Cos@sD

I2 b Cos@b sD2
Sin@sD + Cos@sD Sin@2 b sDM + Sin@sD Sin@2 b sD cos

′@sDM +

Cos@b sD Ha − a Cos@2 sD + 2 t Cos@b sD + 2 a Cos@sD sin
′@sDLM −
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1

2

cos@sD Ig@tD I2 Cos@sD Sin@b sD3
+ b Sin@sD Sin@2 b sD cos

′@b sDM −

2 Sin@b sD H−b t Sin@sD + t Cos@sD Cos@b sD Sin@b sD + a Sin@b sD sin
′@sDLM

g
′′@tD IHb Sin@sD Ht Cos@b sD + g@tD cos

′@b sDL H−Cos@b sD + Sin@b sD g
′@tDL −HSin@b sD + cos@b sD g

′@tDL H−t Cos@sD Cos@b sD + b t Sin@sD Sin@b sD +

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL − a sin
′@sDLLI−a Cos@sD − t Cos@sD Cos@b sD − b

2
t Cos@sD Cos@b sD + b

2
cos@sD g@tD Sin@b sD +

2 b t Sin@sD Sin@b sD − g@tD H2 b Cos@b sD cos
′@sD + Sin@b sD cos

′′@sDLM +

b
2 H−Sin@sD Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD +

b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD Sin@b sD cos
′@sDL HCos@b sD − Sin@b sD g

′@tDL −HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g
′@tDL Ht Cos@sD Cos@b sD −

b t Sin@sD Sin@b sD − g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL +

a sin
′@sDLL H−t Sin@b sD + g@tD cos

′′@b sDL −H−Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD Sin@b sD +

g@tD Sin@b sD cos
′@sDL HSin@b sD + cos@b sD g

′@tDL −

b Ht Cos@b sD + g@tD cos
′@b sDL HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g

′@tDLLI−t II1 + b
2M Cos@b sD Sin@sD + 2 b Cos@sD Sin@b sDM +

g@tD I−2 b Cos@sD Cos@b sD + I1 + b
2M Sin@sD Sin@b sDM + a sin

′′@sDMM ì
IHb Ht Cos@b sD + g@tD cos

′@b sDL HSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL +Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD Sin@b sD +

g@tD Sin@b sD cos
′@sDL H−Cos@sD Cos@b sD + cos@sD Sin@b sD g

′@tDL −

Sin@sD HCos@b sD − Sin@b sD g
′@tDL H−t Cos@sD Cos@b sD + b t Sin@sD Sin@b sD +

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL − a sin
′@sDLL2

−IHSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL2

+ Sin@sD2 HCos@b sD − Sin@b sD g
′@tDL2

+HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g
′@tDL2MIHb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD +

b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD Sin@b sD cos
′@sDL2

+Hb t Cos@b sD + b g@tD cos
′@b sDL2

+ Ht Cos@sD Cos@b sD − b t Sin@sD Sin@b sD −

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL + a sin
′@sDL2MM2

H =

L ∗ G + EE ∗ NN − 2 ∗ F ∗ M

2 HEE ∗ G − F ∗ FL
êê Simplify

−2 Hb Ht Cos@b sD + g@tD cos
′@b sDL HSin@b sD + cos@b sD g

′@tDL +

Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD Sin@b sD +

g@tD Sin@b sD cos
′@sDL H−Cos@sD Cos@b sD + cos@sD Sin@b sD g

′@tDL −

Sin@sD HCos@b sD − Sin@b sD g
′@tDL H−t Cos@sD Cos@b sD + b t Sin@sD Sin@b sD +

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL − a sin
′@sDLLH−HCos@sD Cos@b sD − b Sin@sD Sin@b sD − Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL

g
′@tDL H−Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD +

b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD Sin@b sD cos
′@sDL HSin@b sD + cos@b sD g

′@tDL −

b Ht Cos@b sD + g@tD cos
′@b sDL HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g

′@tDLL +H−Cos@b sD Sin@sD − b Cos@sD Sin@b sD − b cos@sD Cos@b sD g
′@tD −

Sin@b sD cos
′@sD g

′@tDLHb Sin@sD Ht Cos@b sD + g@tD cos
′@b sDL H−Cos@b sD + Sin@b sD g

′@tDL −HSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL H−t Cos@sD Cos@b sD + b t Sin@sD Sin@b sD +

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL − a sin
′@sDLL +

b HCos@b sD + cos
′@b sD g

′@tDL H−Sin@sD Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD +

t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD Sin@b sD cos
′@sDLHCos@b sD − Sin@b sD g

′@tDL − HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g
′@tDL

−
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HCos@b sD − Sin@b sD g
′@tDL − HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g

′@tDLHt Cos@sD Cos@b sD − b t Sin@sD Sin@b sD −

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL + a sin
′@sDLLL −IHb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD Sin@b sD +

g@tD Sin@b sD cos
′@sDL2

+Hb t Cos@b sD + b g@tD cos
′@b sDL2

+ Ht Cos@sD Cos@b sD − b t Sin@sD Sin@b sD −

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL + a sin
′@sDL2M

Sin@sD Sin@b sD Ib t Cos@sD + Ha + t Cos@b sDL Sin@sD Sin@b sD +

g@tD ISin@b sD2
cos

′@sD + b Cos@sD Cos@b sD cos
′@b sDMM +

1

2

cos@b sD I2 b cos@sD Cos@b sD2
g@tD Sin@sD + g@tD I−Cos@sD

I2 b Cos@b sD2
Sin@sD + Cos@sD Sin@2 b sDM + Sin@sD Sin@2 b sD cos

′@sDM +

Cos@b sD Ha − a Cos@2 sD + 2 t Cos@b sD + 2 a Cos@sD sin
′@sDLM −

1

2

cos@sD Ig@tD I2 Cos@sD Sin@b sD3
+ b Sin@sD Sin@2 b sD cos

′@b sDM −

2 Sin@b sD H−b t Sin@sD + t Cos@sD Cos@b sD Sin@b sD + a Sin@b sD sin
′@sDLM

g
′′@tD + IHSin@b sD + cos@b sD g

′@tDL2
+ Sin@sD2 HCos@b sD − Sin@b sD g

′@tDL2
+HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g

′@tDL2MIHb Sin@sD Ht Cos@b sD + g@tD cos
′@b sDL H−Cos@b sD + Sin@b sD g

′@tDL −HSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL H−t Cos@sD Cos@b sD + b t Sin@sD Sin@b sD +

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL − a sin
′@sDLLI−a Cos@sD − t Cos@sD Cos@b sD − b

2
t Cos@sD Cos@b sD + b

2
cos@sD g@tD Sin@b sD +

2 b t Sin@sD Sin@b sD − g@tD H2 b Cos@b sD cos
′@sD + Sin@b sD cos

′′@sDLM +

b
2 H−Sin@sD Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD +

b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD Sin@b sD cos
′@sDL HCos@b sD − Sin@b sD g

′@tDL −HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g
′@tDL Ht Cos@sD Cos@b sD −

b t Sin@sD Sin@b sD − g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL +

a sin
′@sDLL H−t Sin@b sD + g@tD cos

′′@b sDL −H−Hb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD Sin@b sD +

g@tD Sin@b sD cos
′@sDL HSin@b sD + cos@b sD g

′@tDL −

b Ht Cos@b sD + g@tD cos
′@b sDL HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g

′@tDLLI−t II1 + b
2M Cos@b sD Sin@sD + 2 b Cos@sD Sin@b sDM +

g@tD I−2 b Cos@sD Cos@b sD + I1 + b
2M Sin@sD Sin@b sDM + a sin

′′@sDMM ì
J2 I−Hb Ht Cos@b sD + g@tD cos

′@b sDL HSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL + Hb cos@sD Cos@b sD

g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD + b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD
Sin@b sD cos

′@sDL H−Cos@sD Cos@b sD + cos@sD Sin@b sD g
′@tDL −

Sin@sD HCos@b sD − Sin@b sD g
′@tDL H−t Cos@sD Cos@b sD + b t Sin@sD

Sin@b sD + g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL − a sin
′@sDLL2

+IHSin@b sD + cos@b sD g
′@tDL2

+ Sin@sD2 HCos@b sD − Sin@b sD g
′@tDL2

+HCos@sD Cos@b sD − cos@sD Sin@b sD g
′@tDL2MIHb cos@sD Cos@b sD g@tD + a Sin@sD + t Cos@b sD Sin@sD +

b t Cos@sD Sin@b sD + g@tD Sin@b sD cos
′@sDL2

+Hb t Cos@b sD + b g@tD cos
′@b sDL2

+ Ht Cos@sD Cos@b sD − b t Sin@sD Sin@b sD −

g@tD Hb Cos@b sD Sin@sD + Cos@sD Sin@b sDL + a sin
′@sDL2MM3ê2N
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r = 8a ∗ Cos@sD + f@tD ∗ Cosh@b ∗ sD ∗ Cos@sD + g@tD ∗ Sinh@b ∗ sD ∗ cos@sD,

a ∗ Sin@sD + f@tD ∗ Cosh@b ∗ sD ∗ Sin@sD +

g@tD ∗ Sinh@b ∗ sD ∗ Sin@sD , f@tD ∗ Sinh@b ∗ sD + g@tD ∗ Cosh@b ∗ sD<8a Cos@sD + Cos@sD Cosh@b sD f@tD + cos@sD g@tD Sinh@b sD,

a Sin@sD + Cosh@b sD f@tD Sin@sD + g@tD Sin@sD Sinh@b sD,

Cosh@b sD g@tD + f@tD Sinh@b sD<
rt = D@r, tD
8Cos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tD,

Cosh@b sD Sin@sD f
′@tD + Sin@sD Sinh@b sD g

′@tD, Sinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD g

′@tD<
rs = D@r, sD
8b cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD −

Cosh@b sD f@tD Sin@sD + b Cos@sD f@tD Sinh@b sD + g@tD Sinh@b sD cos
′@sD,

a Cos@sD + Cos@sD Cosh@b sD f@tD + b Cosh@b sD g@tD Sin@sD + Cos@sD g@tD Sinh@b sD +

b f@tD Sin@sD Sinh@b sD, b Cosh@b sD f@tD + b g@tD Sinh@b sD<
AS = rs

8b cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD −

Cosh@b sD f@tD Sin@sD + b Cos@sD f@tD Sinh@b sD + g@tD Sinh@b sD cos
′@sD,

a Cos@sD + Cos@sD Cosh@b sD f@tD + b Cosh@b sD g@tD Sin@sD + Cos@sD g@tD Sinh@b sD +

b f@tD Sin@sD Sinh@b sD, b Cosh@b sD f@tD + b g@tD Sinh@b sD<
BS = 8b cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD −

Cosh@b sD f@tD Sin@sD + b Cos@sD f@tD Sinh@b sD + g@tD Sinh@b sD cos
′@sD,

a Cos@sD + Cos@sD Cosh@b sD f@tD + b Cosh@b sD g@tD Sin@sD + Cos@sD g@tD Sinh@b sD +

b f@tD Sin@sD Sinh@b sD, −b Cosh@b sD f@tD − b g@tD Sinh@b sD<8b cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD −

Cosh@b sD f@tD Sin@sD + b Cos@sD f@tD Sinh@b sD + g@tD Sinh@b sD cos
′@sD,

a Cos@sD + Cos@sD Cosh@b sD f@tD + b Cosh@b sD g@tD Sin@sD + Cos@sD g@tD Sinh@b sD +

b f@tD Sin@sD Sinh@b sD, −b Cosh@b sD f@tD − b g@tD Sinh@b sD<
Simplify@EE = AS.BSD

−Hb Cosh@b sD f@tD + b g@tD Sinh@b sDL2
+Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL +

f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLL2
+Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD + f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL +

g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL2

AT = rt

8Cos@sD Cosh@b sD f
′@tD + cos@sD Sinh@b sD g

′@tD,

Cosh@b sD Sin@sD f
′@tD + Sin@sD Sinh@b sD g

′@tD, Sinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD g

′@tD<
BT = 8Cos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tD,

Cosh@b sD Sin@sD f
′@tD + Sin@sD Sinh@b sD g

′@tD, −Sinh@b sD f
′@tD − Cosh@b sD g

′@tD<8Cos@sD Cosh@b sD f
′@tD + cos@sD Sinh@b sD g

′@tD,

Cosh@b sD Sin@sD f
′@tD + Sin@sD Sinh@b sD g

′@tD, −Sinh@b sD f
′@tD − Cosh@b sD g

′@tD<



Simplify@F = BS.rtD
−b HCosh@b sD f@tD + g@tD Sinh@b sDL HSinh@b sD f

′@tD + Cosh@b sD g
′@tDL +

Sin@sD Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL +

f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLL HCosh@b sD f
′@tD + Sinh@b sD g

′@tDL +Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD + f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL +

g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL HCos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tDL

Simplify@G = AT.BTD

−HSinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD g

′@tDL2
+HCos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tDL2

+HCosh@b sD Sin@sD f
′@tD + Sin@sD Sinh@b sD g

′@tDL2

rss = D@rs, sD

9−a Cos@sD − Cos@sD Cosh@b sD f@tD + b
2

Cos@sD Cosh@b sD f@tD + b
2

cos@sD g@tD Sinh@b sD −

2 b f@tD Sin@sD Sinh@b sD + 2 b Cosh@b sD g@tD cos
′@sD + g@tD Sinh@b sD cos

′′@sD,

2 b Cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD − Cosh@b sD f@tD Sin@sD + b
2

Cosh@b sD f@tD Sin@sD +

2 b Cos@sD f@tD Sinh@b sD − g@tD Sin@sD Sinh@b sD + b
2

g@tD Sin@sD Sinh@b sD,

b
2

Cosh@b sD g@tD + b
2

f@tD Sinh@b sD=
rst = D@rs, tD
8−Cosh@b sD Sin@sD f

′@tD + b Cos@sD Sinh@b sD f
′@tD +

b cos@sD Cosh@b sD g
′@tD + Sinh@b sD cos

′@sD g
′@tD,

Cos@sD Cosh@b sD f
′@tD + b Sin@sD Sinh@b sD f

′@tD + b Cosh@b sD Sin@sD g
′@tD +

Cos@sD Sinh@b sD g
′@tD, b Cosh@b sD f

′@tD + b Sinh@b sD g
′@tD<

rtt = D@rt, tD
8Cos@sD Cosh@b sD f

′′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′′@tD,

Cosh@b sD Sin@sD f
′′@tD + Sin@sD Sinh@b sD g

′′@tD, Sinh@b sD f
′′@tD + Cosh@b sD g

′′@tD<
W = EE ∗ G − F ∗ F,I−HH−b Cosh@b sD f@tD − b g@tD Sinh@b sDL HSinh@b sD f

′@tD + Cosh@b sD g
′@tDL +Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD − Cosh@b sD f@tD Sin@sD +

b Cos@sD f@tD Sinh@b sD + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDLHCos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tDL +Ha Cos@sD + Cos@sD Cosh@b sD f@tD + b Cosh@b sD g@tD Sin@sD +

Cos@sD g@tD Sinh@b sD + b f@tD Sin@sD Sinh@b sDLHCosh@b sD Sin@sD f
′@tD + Sin@sD Sinh@b sD g

′@tDLL2
+IH−b Cosh@b sD f@tD − b g@tD Sinh@b sDL Hb Cosh@b sD f@tD + b g@tD Sinh@b sDL +Ha Cos@sD + Cos@sD Cosh@b sD f@tD + b Cosh@b sD g@tD Sin@sD +

Cos@sD g@tD Sinh@b sD + b f@tD Sin@sD Sinh@b sDL2
+Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD − Cosh@b sD f@tD Sin@sD +

b Cos@sD f@tD Sinh@b sD + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL2MIH−Sinh@b sD f

′@tD − Cosh@b sD g
′@tDL HSinh@b sD f

′@tD + Cosh@b sD g
′@tDL +HCos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tDL2

+HCosh@b sD Sin@sD f
′@tD + Sin@sD Sinh@b sD g

′@tDL2MM
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L =

Det@8rs, rt, rss<D
W

êê Simplify

I−I−a Sin@sD + f@tD II−1 + b
2M Cosh@b sD Sin@sD + 2 b Cos@sD Sinh@b sDM +

g@tD I2 b Cos@sD Cosh@b sD + I−1 + b
2M Sin@sD Sinh@b sDMMHHb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD +

f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDLHSinh@b sD f

′@tD + Cosh@b sD g
′@tDL − b HCosh@b sD f@tD + g@tD Sinh@b sDLHCos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tDLL +

b
2 HCosh@b sD g@tD + f@tD Sinh@b sDL HSin@sD Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD −

a Sin@sD + f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL +

g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL HCosh@b sD f

′@tD + Sinh@b sD g
′@tDL −Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL +

f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLLHCos@sD Cosh@b sD f
′@tD + cos@sD Sinh@b sD g

′@tDLL +ICos@sD Sinh@b sD Ha + g@tD Sinh@b sDL f
′@tD +Ha Cos@sD Cosh@b sD + b g@tD Sin@sD + Cos@sD Cosh@b sD g@tD Sinh@b sDL g

′@tD +

f@tD IH−b Sin@sD + Cos@sD Cosh@b sD Sinh@b sDL f
′@tD + Cos@sD Cosh@b sD2

g
′@tDMMI−a Cos@sD + b

2
cos@sD g@tD Sinh@b sD +

f@tD II−1 + b
2M Cos@sD Cosh@b sD − 2 b Sin@sD Sinh@b sDM +

2 b Cosh@b sD g@tD cos
′@sD + g@tD Sinh@b sD cos

′′@sDMM ëI,I−H−b HCosh@b sD f@tD + g@tD Sinh@b sDL HSinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD g

′@tDL +

Sin@sD Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL +

f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLLHCosh@b sD f
′@tD + Sinh@b sD g

′@tDL + Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD +

f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDLHCos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tDLL2

+I−Hb Cosh@b sD f@tD + b g@tD Sinh@b sDL2
+ Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD +

Cos@sD Sinh@b sDL + f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLL2
+Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD + f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b

Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL2MI−HSinh@b sD f

′@tD + Cosh@b sD g
′@tDL2

+ HCos@sD Cosh@b sD f
′@tD + cos@sD

Sinh@b sD g
′@tDL2

+ HCosh@b sD Sin@sD f
′@tD + Sin@sD Sinh@b sD g

′@tDL2MMM
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NN =

Det@8rs, rt, rtt<D
W

êê Simplify

a Cos@sD2
Cosh@b sD2

+ b Cos@sD Cosh@b sD3
g@tD Sin@sD + a Cosh@b sD2

Sin@sD2
+

Cos@sD2
Cosh@b sD2

g@tD Sinh@b sD − b Cos@sD Cosh@b sD g@tD Sin@sD Sinh@b sD2
−

a Sin@sD2
Sinh@b sD2

− cos@sD Ia Cos@sD Sinh@b sD2
+ g@tDIb Cosh@b sD3

Sin@sD − b Cosh@b sD Sin@sD Sinh@b sD2
+ Cos@sD Sinh@b sD3MM +

f@tD Cosh@b sD3
− b Cos@sD Cosh@b sD2

Sin@sD Sinh@b sD −

Cosh@b sD Sin@sD2
Sinh@b sD2

+ b Cos@sD Sin@sD Sinh@b sD3
+

cos@sD Sinh@b sD b Sin@sD −

1

2

Cos@sD Sinh@2 b sD −

Cosh@b sD2
g@tD Sin@sD Sinh@b sD cos

′@sD + g@tD Sin@sD Sinh@b sD3
cos

′@sD
Hg

′@tD f
′′@tD − f

′@tD g
′′@tDL ì

I,I−H−b HCosh@b sD f@tD + g@tD Sinh@b sDL HSinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD g

′@tDL +

Sin@sD Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL +

f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLLHCosh@b sD f
′@tD + Sinh@b sD g

′@tDL + Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD +

f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDLHCos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tDLL2

+I−Hb Cosh@b sD f@tD + b g@tD Sinh@b sDL2
+ Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD +

Cos@sD Sinh@b sDL + f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLL2
+Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD + f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b

Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL2MI−HSinh@b sD f

′@tD + Cosh@b sD g
′@tDL2

+ HCos@sD Cosh@b sD f
′@tD + cos@sD

Sinh@b sD g
′@tDL2

+ HCosh@b sD Sin@sD f
′@tD + Sin@sD Sinh@b sD g

′@tDL2MMM
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M =

Det@8rs, rt, rst<D
W

êê Simplify

IHH−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL f
′@tD +Hb cos@sD Cosh@b sD + Sinh@b sD cos

′@sDL g
′@tDLICos@sD Sinh@b sD Ha + g@tD Sinh@b sDL f

′@tD +Ha Cos@sD Cosh@b sD + b g@tD Sin@sD + Cos@sD Cosh@b sD g@tD Sinh@b sDL g
′@tD +

f@tD IH−b Sin@sD + Cos@sD Cosh@b sD Sinh@b sDL f
′@tD + Cos@sD Cosh@b sD2

g
′@tDMM −HHCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDL f

′@tD +Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL g
′@tDLHHb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD +

f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDLHSinh@b sD f

′@tD + Cosh@b sD g
′@tDL − b HCosh@b sD f@tD + g@tD Sinh@b sDLHCos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tDLL +

b HCosh@b sD f
′@tD + Sinh@b sD g

′@tDL HSin@sD Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD −

a Sin@sD + f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL +

g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL HCosh@b sD f

′@tD + Sinh@b sD g
′@tDL −Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL +

f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLLHCos@sD Cosh@b sD f
′@tD + cos@sD Sinh@b sD g

′@tDLLM ëI,I−H−b HCosh@b sD f@tD + g@tD Sinh@b sDL HSinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD g

′@tDL +

Sin@sD Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL +

f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLLHCosh@b sD f
′@tD + Sinh@b sD g

′@tDL + Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD +

f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDLHCos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tDLL2

+I−Hb Cosh@b sD f@tD + b g@tD Sinh@b sDL2
+ Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD +

Cos@sD Sinh@b sDL + f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLL2
+Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD + f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b

Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL2MI−HSinh@b sD f

′@tD + Cosh@b sD g
′@tDL2

+ HCos@sD Cosh@b sD f
′@tD + cos@sD

Sinh@b sD g
′@tDL2

+ HCosh@b sD Sin@sD f
′@tD + Sin@sD Sinh@b sD g

′@tDL2MMM
K =

L ∗ NN − M^2

EE ∗ G − F ∗ F

êê Simplify

−IHH−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL f
′@tD +

Hb cos@sD Cosh@b sD + Sinh@b sD cos
′@sDL g

′@tDLICos@sD Sinh@b sD Ha + g@tD Sinh@b sDL f
′@tD + Ha Cos@sD Cosh@b sD +

b g@tD Sin@sD + Cos@sD Cosh@b sD g@tD Sinh@b sDL g
′@tD +

f@tD IH−b Sin@sD + Cos@sD Cosh@b sD Sinh@b sDL f
′@tD +

Cos@sD Cosh@b sD2
g

′@tDMM − HHCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDL
f

′@tD + Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL g
′@tDLHHb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD + f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD +

b Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDLHSinh@b sD f

′@tD + Cosh@b sD g
′@tDL − b HCosh@b sD f@tD + g@tD Sinh@b sDLHCos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tDLL +

b HCosh@b sD f
′@tD + Sinh@b sD g

′@tDL HSin@sD Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD −

a Sin@sD + f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL +

g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL HCosh@b sD f

′@tD + Sinh@b sD g
′@tDL −Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL +

f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLL LM2
+
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f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLLHCos@sD Cosh@b sD f
′@tD + cos@sD Sinh@b sD g

′@tDLLM2
+

a Cos@sD2
Cosh@b sD2

+ b Cos@sD Cosh@b sD3
g@tD Sin@sD +

a

Cosh@b sD2

Sin@sD2
+ Cos@sD2

Cosh@b sD2

g@tD Sinh@b sD −

b Cos@sD Cosh@b sD g@tD Sin@sD Sinh@b sD2
−

a Sin@sD2
Sinh@b sD2

−

cos@sD Ia Cos@sD Sinh@b sD2
+ g@tDIb Cosh@b sD3

Sin@sD − b Cosh@b sD Sin@sD Sinh@b sD2
+ Cos@sD Sinh@b sD3MM +

f@tD Cosh@b sD3
− b Cos@sD Cosh@b sD2

Sin@sD Sinh@b sD −

Cosh@b sD Sin@sD2
Sinh@b sD2

+ b Cos@sD Sin@sD Sinh@b sD3
+

cos@sD Sinh@b sD b Sin@sD −

1

2

Cos@sD Sinh@2 b sD −

Cosh@b sD2
g@tD Sin@sD Sinh@b sD cos

′@sD +

g@tD Sin@sD Sinh@b sD3
cos

′@sD
I−I−a Sin@sD + f@tD II−1 + b

2M Cosh@b sD Sin@sD + 2 b Cos@sD Sinh@b sDM +

g@tD I2 b Cos@sD Cosh@b sD + I−1 + b
2M Sin@sD Sinh@b sDMMHHb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD + f@tDH−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos

′@sDLHSinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD g

′@tDL − b HCosh@b sD f@tD + g@tD Sinh@b sDLHCos@sD Cosh@b sD f
′@tD + cos@sD Sinh@b sD g

′@tDLL +

b
2 HCosh@b sD g@tD + f@tD Sinh@b sDL HSin@sD Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD −

a Sin@sD + f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL +

g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL HCosh@b sD f

′@tD + Sinh@b sD g
′@tDL −Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL +

f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLLHCos@sD Cosh@b sD f
′@tD + cos@sD Sinh@b sD g

′@tDLL +ICos@sD Sinh@b sD Ha + g@tD Sinh@b sDL f
′@tD + Ha Cos@sD Cosh@b sD +

b g@tD Sin@sD + Cos@sD Cosh@b sD g@tD Sinh@b sDL g
′@tD + f@tDIH−b Sin@sD + Cos@sD Cosh@b sD Sinh@b sDL f

′@tD + Cos@sD Cosh@b sD2
g

′@tDMMI−a Cos@sD + b
2

cos@sD g@tD Sinh@b sD + f@tD II−1 + b
2M Cos@sD Cosh@b sD −

2 b Sin@sD Sinh@b sDM + 2 b Cosh@b sD g@tD cos
′@sD +

g@tD Sinh@b sD cos
′′@sDMM Hg

′@tD f
′′@tD − f

′@tD g
′′@tDL ì

IH−b HCosh@b sD f@tD + g@tD Sinh@b sDL HSinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD g

′@tDL +

Sin@sD Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL +

f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLLHCosh@b sD f
′@tD + Sinh@b sD g

′@tDL + Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD +

f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDLHCos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tDLL2

−I−Hb Cosh@b sD f@tD + b g@tD Sinh@b sDL2
+Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL +

f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLL2
+Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD + f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b

Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL2M

2
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Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL2MI−HSinh@b sD f

′@tD + Cosh@b sD g
′@tDL2

+ HCos@sD Cosh@b sD f
′@tD +

cos@sD Sinh@b sD g
′@tDL2

+HCosh@b sD Sin@sD f
′@tD + Sin@sD Sinh@b sD g

′@tDL2MM2

H =

L ∗ G + EE ∗ NN − 2 ∗ F ∗ M

2 HEE ∗ G − F ∗ FL
êê Simplify

−2 H−b HCosh@b sD f@tD + g@tD Sinh@b sDL HSinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD g

′@tDL +

Sin@sD Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL +

f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLLHCosh@b sD f
′@tD + Sinh@b sD g

′@tDL + Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD +

f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDLHCos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tDLLIHH−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL f

′@tD +Hb cos@sD Cosh@b sD + Sinh@b sD cos
′@sDL g

′@tDLICos@sD Sinh@b sD Ha + g@tD Sinh@b sDL f
′@tD + Ha Cos@sD Cosh@b sD +

b g@tD Sin@sD + Cos@sD Cosh@b sD g@tD Sinh@b sDL g
′@tD + f@tDIH−b Sin@sD + Cos@sD Cosh@b sD Sinh@b sDL f

′@tD + Cos@sD Cosh@b sD2
g

′@tDMM −HHCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDL f
′@tD +Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL g

′@tDLHHb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD +

f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDLHSinh@b sD f

′@tD + Cosh@b sD g
′@tDL − b HCosh@b sD f@tD + g@tD Sinh@b sDLHCos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tDLL +

b HCosh@b sD f
′@tD + Sinh@b sD g

′@tDL HSin@sD Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD −

a Sin@sD + f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL +

g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL HCosh@b sD f

′@tD + Sinh@b sD g
′@tDL −Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL +

f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLLHCos@sD Cosh@b sD f
′@tD + cos@sD Sinh@b sD g

′@tDLLM +I−HSinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD g

′@tDL2
+HCos@sD Cosh@b sD f

′@tD + cos@sD Sinh@b sD g
′@tDL2

+HCosh@b sD Sin@sD f
′@tD + Sin@sD Sinh@b sD g

′@tDL2MI−I−a Sin@sD + f@tD II−1 + b
2M Cosh@b sD Sin@sD + 2 b Cos@sD Sinh@b sDM +

g@tD I2 b Cos@sD Cosh@b sD + I−1 + b
2M Sin@sD Sinh@b sDMMHHb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD + f@tDH−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos

′@sDLHSinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD g

′@tDL − b HCosh@b sD f@tD + g@tD Sinh@b sDLHCos@sD Cosh@b sD f
′@tD + cos@sD Sinh@b sD g

′@tDLL +

b
2 HCosh@b sD g@tD + f@tD Sinh@b sDL HSin@sD Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD −

a Sin@sD + f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL +

g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL HCosh@b sD f

′@tD + Sinh@b sD g
′@tDL −Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL +

f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLLHCos@sD Cosh@b sD f
′@tD + cos@sD Sinh@b sD g

′@tDLL +ICos@sD Sinh@b sD Ha + g@tD Sinh@b sDL f
′@tD + Ha Cos@sD Cosh@b sD +

b g@tD Sin@sD + Cos@sD Cosh@b sD g@tD Sinh@b sDL g
′@tD + f@tDIH−b Sin@sD + Cos@sD Cosh@b sD Sinh@b sDL f

′@tD + Cos@sD Cosh@b sD2
g

′@tDMMI−a Cos@sD + b
2

cos@sD g@tD Sinh@b sD +

f@tD II−1 + b
2M Cos@sD Cosh@b sD − 2 b Sin@sD Sinh@b sDM +

2 b Cosh@b sD g@tD cos
′@sD + g@tD Sinh@b sD cos

′′@sDMM +
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a Cos@sD2
Cosh@b sD2

+ b Cos@sD Cosh@b sD3
g@tD Sin@sD +

a Cosh@b sD2
Sin@sD2

+

Cos@sD2
Cosh@b sD2

g@tD Sinh@b sD −

b Cos@sD Cosh@b sD g@tD Sin@sD Sinh@b sD2
−

a Sin@sD2
Sinh@b sD2

−

cos@sD Ia Cos@sD Sinh@b sD2
+ g@tDIb Cosh@b sD3

Sin@sD − b Cosh@b sD Sin@sD Sinh@b sD2
+ Cos@sD Sinh@b sD3MM +

f@tD Cosh@b sD3
− b Cos@sD Cosh@b sD2

Sin@sD Sinh@b sD −

Cosh@b sD Sin@sD2
Sinh@b sD2

+ b Cos@sD Sin@sD Sinh@b sD3
+

cos@sD Sinh@b sD b Sin@sD −

1

2

Cos@sD Sinh@2 b sD −

Cosh@b sD2
g@tD Sin@sD Sinh@b sD cos

′@sD + g@tD Sin@sD Sinh@b sD3
cos

′@sD
I−Hb Cosh@b sD f@tD + b g@tD Sinh@b sDL2

+Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL +

f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLL2
+Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD + f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD

Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL2M Hg

′@tD f
′′@tD − f

′@tD g
′′@tDL ì

J2 I−H−b HCosh@b sD f@tD + g@tD Sinh@b sDL HSinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD g

′@tDL +

Sin@sD Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD + Cos@sD Sinh@b sDL + f@tDHCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLL HCosh@b sD f
′@tD +

Sinh@b sD g
′@tDL + Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD + f@tDH−Cosh@b sD Sin@sD + b Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos

′@sDLHCos@sD Cosh@b sD f
′@tD + cos@sD Sinh@b sD g

′@tDLL2
+I−Hb Cosh@b sD f@tD + b g@tD Sinh@b sDL2

+ Ha Cos@sD + g@tD Hb Cosh@b sD Sin@sD +

Cos@sD Sinh@b sDL + f@tD HCos@sD Cosh@b sD + b Sin@sD Sinh@b sDLL2
+Hb cos@sD Cosh@b sD g@tD − a Sin@sD + f@tD H−Cosh@b sD Sin@sD +

b Cos@sD Sinh@b sDL + g@tD Sinh@b sD cos
′@sDL2MI−HSinh@b sD f

′@tD + Cosh@b sD g
′@tDL2

+ HCos@sD Cosh@b sD f
′@tD + cos@sD Sinh@

b sD g
′@tDL2

+ HCosh@b sD Sin@sD f
′@tD + Sin@sD Sinh@b sD g

′@tDL2MM3ê2N
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r = 8f@tD ∗ Cosh@b ∗ sD + g@tD ∗ Sinh@b ∗ sD ,

a ∗ Sinh@sD + f@tD ∗ Sinh@sD ∗ Sinh@b ∗ sD + g@tD ∗ Cosh@b ∗ sD ∗ Sinh@sD, a ∗ Cosh@ sD +

f@tD ∗ Cosh@sD ∗ Sinh@b ∗ sD + g@tD ∗ Cosh@b ∗ sD ∗ Cosh@ sD<8Cosh@b sD f@tD + g@tD Sinh@b sD,

a Sinh@sD + Cosh@b sD g@tD Sinh@sD + f@tD Sinh@sD Sinh@b sD,

a Cosh@sD + Cosh@sD Cosh@b sD g@tD + Cosh@sD f@tD Sinh@b sD<
rt = D@r, tD
8Cosh@b sD f

′@tD + Sinh@b sD g
′@tD, Sinh@sD Sinh@b sD f

′@tD + Cosh@b sD Sinh@sD g
′@tD,

Cosh@sD Sinh@b sD f
′@tD + Cosh@sD Cosh@b sD g

′@tD<
rs = D@r, sD
8b Cosh@b sD g@tD + b f@tD Sinh@b sD, a Cosh@sD + Cosh@sD Cosh@b sD g@tD +

b Cosh@b sD f@tD Sinh@sD + Cosh@sD f@tD Sinh@b sD + b g@tD Sinh@sD Sinh@b sD,

b Cosh@sD Cosh@b sD f@tD + a Sinh@sD + Cosh@b sD g@tD Sinh@sD +

b Cosh@sD g@tD Sinh@b sD + f@tD Sinh@sD Sinh@b sD<
AS = rs

8b Cosh@b sD g@tD + b f@tD Sinh@b sD, a Cosh@sD + Cosh@sD Cosh@b sD g@tD +

b Cosh@b sD f@tD Sinh@sD + Cosh@sD f@tD Sinh@b sD + b g@tD Sinh@sD Sinh@b sD,

b Cosh@sD Cosh@b sD f@tD + a Sinh@sD + Cosh@b sD g@tD Sinh@sD +

b Cosh@sD g@tD Sinh@b sD + f@tD Sinh@sD Sinh@b sD<
BS = 8b Cosh@b sD g@tD + b f@tD Sinh@b sD, a Cosh@sD + Cosh@sD Cosh@b sD g@tD +

b Cosh@b sD f@tD Sinh@sD + Cosh@sD f@tD Sinh@b sD + b g@tD Sinh@sD Sinh@b sD,

−b Cosh@sD Cosh@b sD f@tD − a Sinh@sD − Cosh@b sD g@tD Sinh@sD −

b Cosh@sD g@tD Sinh@b sD − f@tD Sinh@sD Sinh@b sD<8b Cosh@b sD g@tD + b f@tD Sinh@b sD, a Cosh@sD + Cosh@sD Cosh@b sD g@tD +

b Cosh@b sD f@tD Sinh@sD + Cosh@sD f@tD Sinh@b sD + b g@tD Sinh@sD Sinh@b sD,

−b Cosh@sD Cosh@b sD f@tD − a Sinh@sD − Cosh@b sD g@tD Sinh@sD −

b Cosh@sD g@tD Sinh@b sD − f@tD Sinh@sD Sinh@b sD<
Simplify@EE = AS.BSD
1

2

I2 a
2

+ I−1 − 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM f@tD2
+ 4 a Cosh@b sD g@tD +

I1 + 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tD2
+ 4 f@tD Ha + Cosh@b sD g@tDL Sinh@b sDM

AT = rt

8Cosh@b sD f
′@tD + Sinh@b sD g

′@tD, Sinh@sD Sinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD Sinh@sD g

′@tD,

Cosh@sD Sinh@b sD f
′@tD + Cosh@sD Cosh@b sD g

′@tD<
BT = 8Cosh@b sD f

′@tD + Sinh@b sD g
′@tD,

Sinh@sD Sinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD Sinh@sD g

′@tD,

− Cosh@sD Sinh@b sD f
′@tD − Cosh@sD Cosh@b sD g

′@tD<8Cosh@b sD f
′@tD + Sinh@b sD g

′@tD, Sinh@sD Sinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD Sinh@sD g

′@tD,

−Cosh@sD Sinh@b sD f
′@tD − Cosh@sD Cosh@b sD g

′@tD<
Simplify@F = BS.rtD
b Hg@tD f

′@tD − f@tD g
′@tDL



Simplify@G = AT.BTD

f
′@tD2

− g
′@tD2

rss = D@rs, sD

9b
2

Cosh@b sD f@tD + b
2

g@tD Sinh@b sD, 2 b Cosh@sD Cosh@b sD f@tD +

a Sinh@sD + Cosh@b sD g@tD Sinh@sD + b
2

Cosh@b sD g@tD Sinh@sD +

2 b Cosh@sD g@tD Sinh@b sD + f@tD Sinh@sD Sinh@b sD + b
2

f@tD Sinh@sD Sinh@b sD,

a Cosh@sD + Cosh@sD Cosh@b sD g@tD + b
2

Cosh@sD Cosh@b sD g@tD +

2 b Cosh@b sD f@tD Sinh@sD + Cosh@sD f@tD Sinh@b sD +

b
2

Cosh@sD f@tD Sinh@b sD + 2 b g@tD Sinh@sD Sinh@b sD=
rst = D@rs, tD
8b Sinh@b sD f

′@tD + b Cosh@b sD g
′@tD,

b Cosh@b sD Sinh@sD f
′@tD + Cosh@sD Sinh@b sD f

′@tD +

Cosh@sD Cosh@b sD g
′@tD + b Sinh@sD Sinh@b sD g

′@tD, b Cosh@sD Cosh@b sD f
′@tD +

Sinh@sD Sinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD Sinh@sD g

′@tD + b Cosh@sD Sinh@b sD g
′@tD<

rtt = D@rt, tD
8Cosh@b sD f

′′@tD + Sinh@b sD g
′′@tD, Sinh@sD Sinh@b sD f

′′@tD + Cosh@b sD Sinh@sD g
′′@tD,

Cosh@sD Sinh@b sD f
′′@tD + Cosh@sD Cosh@b sD g

′′@tD<
W = EE ∗ G − F ∗ F,I−HH−b Cosh@sD Cosh@b sD f@tD − a Sinh@sD − Cosh@b sD g@tD Sinh@sD −

b Cosh@sD g@tD Sinh@b sD − f@tD Sinh@sD Sinh@b sDLHCosh@sD Sinh@b sD f
′@tD + Cosh@sD Cosh@b sD g

′@tDL +Ha Cosh@sD + Cosh@sD Cosh@b sD g@tD + b Cosh@b sD f@tD Sinh@sD +

Cosh@sD f@tD Sinh@b sD + b g@tD Sinh@sD Sinh@b sDLHSinh@sD Sinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD Sinh@sD g

′@tDL +Hb Cosh@b sD g@tD + b f@tD Sinh@b sDL HCosh@b sD f
′@tD + Sinh@b sD g

′@tDLL2
+IHb Cosh@b sD g@tD + b f@tD Sinh@b sDL2

+ H−b Cosh@sD Cosh@b sD f@tD − a Sinh@sD −

Cosh@b sD g@tD Sinh@sD − b Cosh@sD g@tD Sinh@b sD − f@tD Sinh@sD Sinh@b sDLHb Cosh@sD Cosh@b sD f@tD + a Sinh@sD + Cosh@b sD g@tD Sinh@sD +

b Cosh@sD g@tD Sinh@b sD + f@tD Sinh@sD Sinh@b sDL +Ha Cosh@sD + Cosh@sD Cosh@b sD g@tD + b Cosh@b sD f@tD Sinh@sD +

Cosh@sD f@tD Sinh@b sD + b g@tD Sinh@sD Sinh@b sDL2MIH−Cosh@sD Sinh@b sD f
′@tD − Cosh@sD Cosh@b sD g

′@tDLHCosh@sD Sinh@b sD f
′@tD + Cosh@sD Cosh@b sD g

′@tDL +HSinh@sD Sinh@b sD f
′@tD + Cosh@b sD Sinh@sD g

′@tDL2
+HCosh@b sD f

′@tD + Sinh@b sD g
′@tDL2MM
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L =

Det@8rs, rt, rss<D
W

êê Simplify

I−I4 a
2

Cosh@b sD + 2 Cosh@b sD I−1 − 4 b
2

+ Cosh@2 b sDM f@tD2
+

4 a I1 + b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tD + 2 Cosh@b sD I1 + 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tD2
+

4 f@tD I2 a Cosh@b sD + I1 − b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tDM Sinh@b sDM f
′@tD −

2 If@tD I2 a I−1 − b
2

+ Cosh@2 b sDM + 2 Cosh@b sD I−1 + b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tDM +I−1 − 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM f@tD2
Sinh@b sD +

I2 a
2

+ 4 a Cosh@b sD g@tD + I1 + 4 b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tD2M Sinh@b sDM g
′@tDM í

I2 2
,III−1 − 2 b

2
+ Cosh@2 b sDM f@tD2

+ 2 Ha + Cosh@b sD g@tDL2
+

4 f@tD Ha + Cosh@b sD g@tDL Sinh@b sDM f
′@tD2

+

4 b
2

f@tD g@tD f
′@tD g

′@tD − II1 + 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tD2
+

4 Cosh@b sD g@tD Ha + f@tD Sinh@b sDL + 2 Ha + f@tD Sinh@b sDL2M g
′@tD2MM

NN =

Det@8rs, rt, rtt<D
W

êê Simplify

I 2 Ha + Cosh@b sD g@tD + f@tD Sinh@b sDL Hg
′@tD f

′′@tD − f
′@tD g

′′@tDLM í
I,III−1 − 2 b

2
+ Cosh@2 b sDM f@tD2

+ 2 Ha + Cosh@b sD g@tDL2
+

4 f@tD Ha + Cosh@b sD g@tDL Sinh@b sDM f
′@tD2

+ 4 b
2

f@tD g@tD f
′@tD g

′@tD −II1 + 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tD2
+ 4 Cosh@b sD g@tD Ha + f@tD Sinh@b sDL +

2 Ha + f@tD Sinh@b sDL2M g
′@tD2MM

M =

Det@8rs, rt, rst<D
W

êê Simplify

−I 2 b IHa + Cosh@b sD g@tDL f
′@tD2

−

HCosh@b sD f@tD − g@tD Sinh@b sDL f
′@tD g

′@tD − Ha + f@tD Sinh@b sDL g
′@tD2MM í

I,III−1 − 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM f@tD2
+ 2 Ha + Cosh@b sD g@tDL2

+

4 f@tD Ha + Cosh@b sD g@tDL Sinh@b sDM f
′@tD2

+

4 b
2

f@tD g@tD f
′@tD g

′@tD − II1 + 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tD2
+

4 Cosh@b sD g@tD Ha + f@tD Sinh@b sDL + 2 Ha + f@tD Sinh@b sDL2M g
′@tD2MM
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K =

L ∗ NN − M^2

EE ∗ G − F ∗ F

êê Simplify

J−4 b
2 I−Ha + Cosh@b sD g@tDL f

′@tD2
+ HCosh@b sD f@tD − g@tD Sinh@b sDL f

′@tD g
′@tD +

Ha + f@tD Sinh@b sDL g
′@tD2M2

+ Ha + Cosh@b sD g@tD + f@tD Sinh@b sDLI−I4 a
2

Cosh@b sD + 2 Cosh@b sD I−1 − 4 b
2

+ Cosh@2 b sDM f@tD2
+

4 a I1 + b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tD + 2 Cosh@b sD I1 + 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tD2
+

4 f@tD I2 a Cosh@b sD + I1 − b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tDM Sinh@b sDM f
′@tD −

2 If@tD I2 a I−1 − b
2

+ Cosh@2 b sDM + 2 Cosh@b sD I−1 + b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tDM +I−1 − 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM f@tD2
Sinh@b sD +I2 a

2
+ 4 a Cosh@b sD g@tD + I1 + 4 b

2
+ Cosh@2 b sDM g@tD2M Sinh@b sDM g

′@tDM
Hg

′@tD f
′′@tD − f

′@tD g
′′@tDLN í III−1 − 2 b

2
+ Cosh@2 b sDM f@tD2

+

2 Ha + Cosh@b sD g@tDL2
+ 4 f@tD Ha + Cosh@b sD g@tDL Sinh@b sDM f

′@tD2
+

4 b
2

f@tD g@tD f
′@tD g

′@tD − II1 + 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tD2
+

4 Cosh@b sD g@tD Ha + f@tD Sinh@b sDL + 2 Ha + f@tD Sinh@b sDL2M g
′@tD2M2

H =

L ∗ G + EE ∗ NN − 2 ∗ F ∗ M

2 HEE ∗ G − F ∗ FL
êê Simplify

II−I4 a
2

Cosh@b sD + 2 Cosh@b sD I−1 − 4 b
2

+ Cosh@2 b sDM f@tD2
+

4 a I1 + b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tD + 2 Cosh@b sD I1 + 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tD2
+

4 f@tD I2 a Cosh@b sD + I1 − b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tDM Sinh@b sDM f
′@tD −

2 If@tD I2 a I−1 − b
2

+ Cosh@2 b sDM + 2 Cosh@b sD I−1 + b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tDM +I−1 − 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM f@tD2
Sinh@b sD +I2 a

2
+ 4 a Cosh@b sD g@tD + I1 + 4 b

2
+ Cosh@2 b sDM g@tD2M Sinh@b sDM g

′@tDMIf
′@tD2

− g
′@tD2M + 8 b

2 Hg@tD f
′@tD − f@tD g

′@tDLIHa + Cosh@b sD g@tDL f
′@tD2

−HCosh@b sD f@tD − g@tD Sinh@b sDL f
′@tD g

′@tD − Ha + f@tD Sinh@b sDL g
′@tD2M +

2 Ha + Cosh@b sD g@tD + f@tD Sinh@b sDL I2 a
2

+ I−1 − 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM f@tD2
+

4 a Cosh@b sD g@tD + I1 + 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tD2
+

4 f@tD Ha + Cosh@b sD g@tDL Sinh@b sDM Hg
′@tD f

′′@tD − f
′@tD g

′′@tDLM í
J2 2 III−1 − 2 b

2
+ Cosh@2 b sDM f@tD2

+ 2 Ha + Cosh@b sD g@tDL2
+

4 f@tD Ha + Cosh@b sD g@tDL Sinh@b sDM f
′@tD2

+

4 b
2

f@tD g@tD f
′@tD g

′@tD − II1 + 2 b
2

+ Cosh@2 b sDM g@tD2
+

4 Cosh@b sD g@tD Ha + f@tD Sinh@b sDL + 2 Ha + f@tD Sinh@b sDL2M g
′@tD2M3ê2N
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r = 8a ∗ Cosh@ sD + f@tD ∗ Cos@b ∗ sD ∗ Cosh@ sD − g@tD ∗ Sin@b ∗ sD ∗ Cosh@ sD ,

f@tD ∗ Sin@b ∗ sD + g@tD ∗ Cos@b ∗ sD , a ∗ Sinh@sD + f@tD ∗ Cos@b ∗ sD ∗ Sinh@sD −

g@tD ∗ Sin@b ∗ sD ∗ Sinh@sD<8a Cosh@sD + Cos@b sD Cosh@sD f@tD − Cosh@sD g@tD Sin@b sD,

Cos@b sD g@tD + f@tD Sin@b sD,

a Sinh@sD + Cos@b sD f@tD Sinh@sD − g@tD Sin@b sD Sinh@sD<
rt = D@r, tD
8Cos@b sD Cosh@sD f

′@tD − Cosh@sD Sin@b sD g
′@tD,

Sin@b sD f
′@tD + Cos@b sD g

′@tD, Cos@b sD Sinh@sD f
′@tD − Sin@b sD Sinh@sD g

′@tD<
rs = D@r, sD
8−b Cos@b sD Cosh@sD g@tD − b Cosh@sD f@tD Sin@b sD +

a Sinh@sD + Cos@b sD f@tD Sinh@sD − g@tD Sin@b sD Sinh@sD,

b Cos@b sD f@tD − b g@tD Sin@b sD, a Cosh@sD + Cos@b sD Cosh@sD f@tD −

Cosh@sD g@tD Sin@b sD − b Cos@b sD g@tD Sinh@sD − b f@tD Sin@b sD Sinh@sD<
AS = rs

8−b Cos@b sD Cosh@sD g@tD − b Cosh@sD f@tD Sin@b sD +

a Sinh@sD + Cos@b sD f@tD Sinh@sD − g@tD Sin@b sD Sinh@sD,

b Cos@b sD f@tD − b g@tD Sin@b sD, a Cosh@sD + Cos@b sD Cosh@sD f@tD −

Cosh@sD g@tD Sin@b sD − b Cos@b sD g@tD Sinh@sD − b f@tD Sin@b sD Sinh@sD<
BS = 8−b Cos@b sD Cosh@sD g@tD − b Cosh@sD f@tD Sin@b sD +

a Sinh@sD + Cos@b sD f@tD Sinh@sD − g@tD Sin@b sD Sinh@sD,

b Cos@b sD f@tD − b g@tD Sin@b sD, − a Cosh@sD − Cos@b sD Cosh@sD f@tD +

Cosh@sD g@tD Sin@b sD + b Cos@b sD g@tD Sinh@sD + b f@tD Sin@b sD Sinh@sD<8−b Cos@b sD Cosh@sD g@tD − b Cosh@sD f@tD Sin@b sD +

a Sinh@sD + Cos@b sD f@tD Sinh@sD − g@tD Sin@b sD Sinh@sD,

b Cos@b sD f@tD − b g@tD Sin@b sD, −a Cosh@sD − Cos@b sD Cosh@sD f@tD +

Cosh@sD g@tD Sin@b sD + b Cos@b sD g@tD Sinh@sD + b f@tD Sin@b sD Sinh@sD<
Simplify@EE = AS.BSD
1

2

I−2 a
2

− I1 − 2 b
2

+ Cos@2 b sDM f@tD2
+ I−1 + 2 b

2
+ Cos@2 b sDM g@tD2

+

4 a g@tD Sin@b sD + 4 Cos@b sD f@tD H−a + g@tD Sin@b sDLM
AT = rt

8Cos@b sD Cosh@sD f
′@tD − Cosh@sD Sin@b sD g

′@tD,

Sin@b sD f
′@tD + Cos@b sD g

′@tD, Cos@b sD Sinh@sD f
′@tD − Sin@b sD Sinh@sD g

′@tD<
BT = 8Cos@b sD Cosh@sD f

′@tD − Cosh@sD Sin@b sD g
′@tD,

Sin@b sD f
′@tD + Cos@b sD g

′@tD, −Cos@b sD Sinh@sD f
′@tD + Sin@b sD Sinh@sD g

′@tD<8Cos@b sD Cosh@sD f
′@tD − Cosh@sD Sin@b sD g

′@tD,

Sin@b sD f
′@tD + Cos@b sD g

′@tD, −Cos@b sD Sinh@sD f
′@tD + Sin@b sD Sinh@sD g

′@tD<
Simplify@F = BS.rtD
−b g@tD f

′@tD + b f@tD g
′@tD

Simplify@G = AT.BTD

f
′@tD2

+ g
′@tD2



rss = D@rs, sD

9a Cosh@sD + Cos@b sD Cosh@sD f@tD − b
2

Cos@b sD Cosh@sD f@tD − Cosh@sD g@tD Sin@b sD +

b
2

Cosh@sD g@tD Sin@b sD − 2 b Cos@b sD g@tD Sinh@sD − 2 b f@tD Sin@b sD Sinh@sD,

−b
2

Cos@b sD g@tD − b
2

f@tD Sin@b sD, −2 b Cos@b sD Cosh@sD g@tD −

2 b Cosh@sD f@tD Sin@b sD + a Sinh@sD + Cos@b sD f@tD Sinh@sD −

b
2

Cos@b sD f@tD Sinh@sD − g@tD Sin@b sD Sinh@sD + b
2

g@tD Sin@b sD Sinh@sD=
rst = D@rs, tD
8−b Cosh@sD Sin@b sD f

′@tD + Cos@b sD Sinh@sD f
′@tD − b Cos@b sD Cosh@sD g

′@tD −

Sin@b sD Sinh@sD g
′@tD, b Cos@b sD f

′@tD − b Sin@b sD g
′@tD, Cos@b sD Cosh@sD f

′@tD −

b Sin@b sD Sinh@sD f
′@tD − Cosh@sD Sin@b sD g

′@tD − b Cos@b sD Sinh@sD g
′@tD<

rtt = D@rt, tD
8Cos@b sD Cosh@sD f

′′@tD − Cosh@sD Sin@b sD g
′′@tD,

Sin@b sD f
′′@tD + Cos@b sD g

′′@tD, Cos@b sD Sinh@sD f
′′@tD − Sin@b sD Sinh@sD g

′′@tD<
W = EE ∗ G − F ∗ F,I−HHb Cos@b sD f@tD − b g@tD Sin@b sDL HSin@b sD f

′@tD + Cos@b sD g
′@tDL +H−b Cos@b sD Cosh@sD g@tD − b Cosh@sD f@tD Sin@b sD +

a Sinh@sD + Cos@b sD f@tD Sinh@sD − g@tD Sin@b sD Sinh@sDLHCos@b sD Cosh@sD f
′@tD − Cosh@sD Sin@b sD g

′@tDL +H−a Cosh@sD − Cos@b sD Cosh@sD f@tD + Cosh@sD g@tD Sin@b sD +

b Cos@b sD g@tD Sinh@sD + b f@tD Sin@b sD Sinh@sDLHCos@b sD Sinh@sD f
′@tD − Sin@b sD Sinh@sD g

′@tDLL2
+IHb Cos@b sD f@tD − b g@tD Sin@b sDL2

+ Ha Cosh@sD + Cos@b sD Cosh@sD f@tD −

Cosh@sD g@tD Sin@b sD − b Cos@b sD g@tD Sinh@sD − b f@tD Sin@b sD Sinh@sDLH−a Cosh@sD − Cos@b sD Cosh@sD f@tD + Cosh@sD g@tD Sin@b sD +

b Cos@b sD g@tD Sinh@sD + b f@tD Sin@b sD Sinh@sDL +H−b Cos@b sD Cosh@sD g@tD − b Cosh@sD f@tD Sin@b sD + a Sinh@sD +

Cos@b sD f@tD Sinh@sD − g@tD Sin@b sD Sinh@sDL2MIHSin@b sD f
′@tD + Cos@b sD g

′@tDL2
+ HCos@b sD Cosh@sD f

′@tD −

Cosh@sD Sin@b sD g
′@tDL2

+ HCos@b sD Sinh@sD f
′@tD − Sin@b sD Sinh@sD g

′@tDLH−Cos@b sD Sinh@sD f
′@tD + Sin@b sD Sinh@sD g

′@tDLMM
L =

Det@8rs, rt, rss<D
W

êê Simplify

I−2 I2 a
2

+ 4 a Cos@b sD f@tD + I1 − 4 b
2

+ Cos@2 b sDM f@tD2M Sin@b sD f
′@tD −I4 a

2
Cos@b sD + 4 a I1 − b

2
+ Cos@2 b sDM f@tD + 2 Cos@b sD I1 − 2 b

2
+ Cos@2 b sDM f@tD2M

g
′@tD + g@tD2

I2 I−1 + 2 b
2

+ Cos@2 b sDM Sin@b sD f
′@tD + 2 Cos@b sD I−1 + 4 b

2
+ Cos@2 b sDM g

′@tDM +

2 g@tD II−2 a I−1 + b
2

+ Cos@2 b sDM + 2 Cos@b sD I1 + b
2

− Cos@2 b sDM f@tDM f
′@tD +

2 I2 a Cos@b sD + I1 + b
2

+ Cos@2 b sDM f@tDM Sin@b sD g
′@tDMM í

I2 2
,I−II1 − 2 b

2
+ Cos@2 b sDM f@tD2

+ 4 Cos@b sD f@tD Ha − g@tD Sin@b sDL +

2 Ha − g@tD Sin@b sDL2M f
′@tD2

+ 4 b
2

f@tD g@tD f
′@tD g

′@tD +I−2 a
2

− 2 Cos@b sD2
f@tD2

+ I−1 + 2 b
2

+ Cos@2 b sDM g@tD2
+ 4 a g@tD Sin@b sD +

4 Cos@b sD f@tD H−a + g@tD Sin@b sDLM g
′@tD2MM
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NN =

Det@8rs, rt, rtt<D
W

êê Simplify

I 2 Ha + Cos@b sD f@tD − g@tD Sin@b sDL H−g
′@tD f

′′@tD + f
′@tD g

′′@tDLM í
I,I−II1 − 2 b

2
+ Cos@2 b sDM f@tD2

+ 4 Cos@b sD f@tD Ha − g@tD Sin@b sDL +

2 Ha − g@tD Sin@b sDL2M f
′@tD2

+ 4 b
2

f@tD g@tD f
′@tD g

′@tD +I−2 a
2

− 2 Cos@b sD2
f@tD2

+ I−1 + 2 b
2

+ Cos@2 b sDM g@tD2
+ 4 a g@tD Sin@b sD +

4 Cos@b sD f@tD H−a + g@tD Sin@b sDLM g
′@tD2MM

M =

Det@8rs, rt, rst<D
W

êê Simplify

I 2 b IHa − g@tD Sin@b sDL f
′@tD2

−

HCos@b sD g@tD − f@tD Sin@b sDL f
′@tD g

′@tD + Ha + Cos@b sD f@tDL g
′@tD2MM í

I,I−II1 − 2 b
2

+ Cos@2 b sDM f@tD2
+ 4 Cos@b sD f@tD Ha − g@tD Sin@b sDL +

2 Ha − g@tD Sin@b sDL2M f
′@tD2

+ 4 b
2

f@tD g@tD f
′@tD g

′@tD +I−2 a
2

− 2 Cos@b sD2
f@tD2

+ I−1 + 2 b
2

+ Cos@2 b sDM g@tD2
+ 4 a g@tD Sin@b sD +

4 Cos@b sD f@tD H−a + g@tD Sin@b sDLM g
′@tD2MM

K =

L ∗ NN − M^2

EE ∗ G − F ∗ F

êê Simplify

J−4 b
2 IHa − g@tD Sin@b sDL f

′@tD2
− HCos@b sD g@tD − f@tD Sin@b sDL f

′@tD g
′@tD +

Ha + Cos@b sD f@tDL g
′@tD2M2

+ Ha + Cos@b sD f@tD − g@tD Sin@b sDLI−2 I2 a
2

+ 4 a Cos@b sD f@tD + I1 − 4 b
2

+ Cos@2 b sDM f@tD2M Sin@b sD f
′@tD −I4 a

2
Cos@b sD + 4 a I1 − b

2
+ Cos@2 b sDM f@tD +

2 Cos@b sD I1 − 2 b
2

+ Cos@2 b sDM f@tD2M g
′@tD + g@tD2 I2 I−1 + 2 b

2
+ Cos@2 b sDM

Sin@b sD f
′@tD + 2 Cos@b sD I−1 + 4 b

2
+ Cos@2 b sDM g

′@tDM +

2 g@tD II−2 a I−1 + b
2

+ Cos@2 b sDM + 2 Cos@b sD I1 + b
2

− Cos@2 b sDM f@tDM f
′@tD +

2 I2 a Cos@b sD + I1 + b
2

+ Cos@2 b sDM f@tDM Sin@b sD g
′@tDMM

H−g
′@tD f

′′@tD + f
′@tD g

′′@tDLN í III1 − 2 b
2

+ Cos@2 b sDM f@tD2
+

4 Cos@b sD f@tD Ha − g@tD Sin@b sDL + 2 Ha − g@tD Sin@b sDL2M f
′@tD2

−

4 b
2

f@tD g@tD f
′@tD g

′@tD + I2 a
2

+ 2 Cos@b sD2
f@tD2

− I−1 + 2 b
2

+ Cos@2 b sDM g@tD2
−

4 a g@tD Sin@b sD + 4 Cos@b sD f@tD Ha − g@tD Sin@b sDLM g
′@tD2M2
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H =

L ∗ G + EE ∗ NN − 2 ∗ F ∗ M

2 HEE ∗ G − F ∗ FL
êê Simplify

I8 b
2 Hg@tD f

′@tD − f@tD g
′@tDLIHa − g@tD Sin@b sDL f

′@tD2
− HCos@b sD g@tD − f@tD Sin@b sDL f

′@tD g
′@tD +Ha + Cos@b sD f@tDL g

′@tD2M + If
′@tD2

+ g
′@tD2MI−2 I2 a

2
+ 4 a Cos@b sD f@tD + I1 − 4 b

2
+ Cos@2 b sDM f@tD2M Sin@b sD f

′@tD −I4 a
2

Cos@b sD + 4 a I1 − b
2

+ Cos@2 b sDM f@tD + 2 Cos@b sD I1 − 2 b
2

+ Cos@2 b sDM
f@tD2M g

′@tD + g@tD2 I2 I−1 + 2 b
2

+ Cos@2 b sDM Sin@b sD f
′@tD +

2 Cos@b sD I−1 + 4 b
2

+ Cos@2 b sDM g
′@tDM +

2 g@tD II−2 a I−1 + b
2

+ Cos@2 b sDM + 2 Cos@b sD I1 + b
2

− Cos@2 b sDM f@tDM f
′@tD +

2 I2 a Cos@b sD + I1 + b
2

+ Cos@2 b sDM f@tDM Sin@b sD g
′@tDMM +

2 Ha + Cos@b sD f@tD − g@tD Sin@b sDL I2 a
2

+ I1 − 2 b
2

+ Cos@2 b sDM f@tD2
−I−1 + 2 b

2
+ Cos@2 b sDM g@tD2

− 4 a g@tD Sin@b sD +

4 Cos@b sD f@tD Ha − g@tD Sin@b sDLM Hg
′@tD f

′′@tD − f
′@tD g

′′@tDLM í
J2 2 I−II1 − 2 b

2
+ Cos@2 b sDM f@tD2

+ 4 Cos@b sD f@tD Ha − g@tD Sin@b sDL +

2 Ha − g@tD Sin@b sDL2M f
′@tD2

+ 4 b
2

f@tD g@tD f
′@tD g

′@tD +I−2 a
2

− 2 Cos@b sD2
f@tD2

+ I−1 + 2 b
2

+ Cos@2 b sDM g@tD2
+ 4 a g@tD Sin@b sD +

4 Cos@b sD f@tD H−a + g@tD Sin@b sDLM g
′@tD2M3ê2N
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r = 8f@tD Cos@sD Cos@b sD − f@tD Sin@b sD Sin@sD,

f@tD Cos@b sD Sin@sD + f@tD Sin@b sD Cos@sD, a + g@tD <8Cos@sD Cos@b sD f@tD − f@tD Sin@sD Sin@b sD,

Cos@b sD f@tD Sin@sD + Cos@sD f@tD Sin@b sD, a + g@tD<
rs = D@r, sD
8−Cos@b sD f@tD Sin@sD − b Cos@b sD f@tD Sin@sD −

Cos@sD f@tD Sin@b sD − b Cos@sD f@tD Sin@b sD, Cos@sD Cos@b sD f@tD +

b Cos@sD Cos@b sD f@tD − f@tD Sin@sD Sin@b sD − b f@tD Sin@sD Sin@b sD, 0<
rt = D@r, tD
8Cos@sD Cos@b sD f

′@tD − Sin@sD Sin@b sD f
′@tD,

Cos@b sD Sin@sD f
′@tD + Cos@sD Sin@b sD f

′@tD, g
′@tD<

Simplify@EE = rs.rsD

H1 + bL2
f@tD2

Simplify@F = rs.rtD
0

Simplify@G = rt.rtD

f
′@tD2

+ g
′@tD2

rss = D@rs, sD

9−Cos@sD Cos@b sD f@tD − 2 b Cos@sD Cos@b sD f@tD − b
2

Cos@sD Cos@b sD f@tD +

f@tD Sin@sD Sin@b sD + 2 b f@tD Sin@sD Sin@b sD + b
2

f@tD Sin@sD Sin@b sD,

−Cos@b sD f@tD Sin@sD − 2 b Cos@b sD f@tD Sin@sD − b
2

Cos@b sD f@tD Sin@sD −

Cos@sD f@tD Sin@b sD − 2 b Cos@sD f@tD Sin@b sD − b
2

Cos@sD f@tD Sin@b sD, 0=
rst = D@rs, tD
8−Cos@b sD Sin@sD f

′@tD − b Cos@b sD Sin@sD f
′@tD −

Cos@sD Sin@b sD f
′@tD − b Cos@sD Sin@b sD f

′@tD, Cos@sD Cos@b sD f
′@tD +

b Cos@sD Cos@b sD f
′@tD − Sin@sD Sin@b sD f

′@tD − b Sin@sD Sin@b sD f
′@tD, 0<

rtt = D@rt, tD
8Cos@sD Cos@b sD f

′′@tD − Sin@sD Sin@b sD f
′′@tD,

Cos@b sD Sin@sD f
′′@tD + Cos@sD Sin@b sD f

′′@tD, g
′′@tD<

W = EE ∗ f
′@tD2

− F ∗ F,IIH−Cos@b sD f@tD Sin@sD − b Cos@b sD f@tD Sin@sD −

Cos@sD f@tD Sin@b sD − b Cos@sD f@tD Sin@b sDL2
+HCos@sD Cos@b sD f@tD + b Cos@sD Cos@b sD f@tD − f@tD Sin@sD Sin@b sD −

b f@tD Sin@sD Sin@b sDL2M f
′@tD2

−HHCos@sD Cos@b sD f@tD + b Cos@sD Cos@b sD f@tD − f@tD Sin@sD Sin@b sD −

b f@tD Sin@sD Sin@b sDL HCos@b sD Sin@sD f
′@tD + Cos@sD Sin@b sD f

′@tDL +H−Cos@b sD f@tD Sin@sD − b Cos@b sD f@tD Sin@sD − Cos@sD f@tD Sin@b sD −

b Cos@sD f@tD Sin@b sDL HCos@sD Cos@b sD f
′@tD − Sin@sD Sin@b sD f

′@tDLL2M



L =

Det@8rs, rt, rss<D
W

êê Simplify

−

H1 + bL3
f@tD2

g′@tD
H1 + bL2

f@tD2
f′@tD2

NN =

Det@8rs, rt, rtt<D
W

êê Simplify

H1 + bL f@tD Hg′@tD f′′@tD − f′@tD g′′@tDL
H1 + bL2

f@tD2
f′@tD2

M =

Det@8rs, rt, rst<D
W

êê Simplify

0

K =

L ∗ NN − M^2

EE ∗ f′@tD2
− F ∗ F

êê Simplify

g′@tD H−g′@tD f′′@tD + f′@tD g′′@tDL
f@tD f′@tD4

H =

L ∗ f′@tD2
+ EE ∗ NN − 2 ∗ F ∗ M

2 IEE ∗ f′@tD2
− F ∗ FM

êê Simplify

−IH1 + bL3
f@tD2 If

′@tD2
g

′@tD − f@tD g
′@tD f

′′@tD + f@tD f
′@tD g

′′@tDMM í
J2 IH1 + bL2

f@tD2
f

′@tD2M3ê2N
DSolveB

g′@tD H−g′@tD f′′@tD + f′@tD g′′@tDL
f@tD f′@tD4

== C, g@tD, tF

::g@tD → C@2D −

1

2

f@tD C@1D + C f@tD2
−

C@1D LogBC f@tD + C C@1D + C f@tD2 F
2 C

>,

:g@tD → C@2D +

1

2

f@tD C@1D + C f@tD2
+

C@1D LogBC f@tD + C C@1D + C f@tD2 F
2 C

>>
DSolveB

g′@tD H−g′@tD f′′@tD + f′@tD g′′@tDL
f@tD f′@tD4

� 0, g@tD, tF

88g@tD → C@1D<, 8g@tD → C@2D + C@1D f@tD<<
DSolveB−IH1 + bL3

f@tD2 If
′@tD2

g
′@tD − f@tD g

′@tD f
′′@tD + f@tD f

′@tD g
′′@tDMM í

J2 IH1 + bL2
f@tD2

f
′@tD2M3ê2N � C, g@tD, tF

::g@tD → C@2D + C@1D Log@f@tDD −

C f@tD H1 + bL2
f@tD2

f′@tD2

2 H1 + bL f′@tD >>
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DSolveB−IH1 + bL3
f@tD2 If

′@tD2
g

′@tD − f@tD g
′@tD f

′′@tD + f@tD f
′@tD g

′′@tDMM í

J2 IH1 + bL2
f@tD2

f
′@tD2M3ê2N � 0, g@tD, tF

88g@tD → C@2D + C@1D Log@f@tDD<<
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