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ÖZET 

Zaman skalasında bazı önemli kesirli integral eşitsizliklerinin incelendiği bu tez çalışması 

dokuz bölümden oluşmaktadır.  

Tezin giriş bölümünde kesirli analiz ve zaman skalası kavramları tanıtılmış ve konunun 

tarihçesiyle ilgili bilgi verilmiştir. İkinci bölümde konu ile ilgili temel tanımlar ve örnekler 

yer almaktadır. Tezin üçüncü bölümünde genelleştirilmiş kesirli integraller yardımıyla 

Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikler incelenmiştir. Dördüncü bölümde, kesirli integral içeren 

Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikler araştırılmış ve genelleştirilmiştir.  Beşinci bölümde, s-

konveks fonksiyonlar yardımıyla kesirli integral eşitsizlikleri incelenmiştir. Altıncı 

bölümde,  genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyonlar ve eşitsizliklerle ilgili teorem ve 

lemmalara yer verilmiştir. Yedinci bölümde, bazı farklı kesirli integral eşitsizlikleri 

araştırılmıştır.  

Son bölümde Delta Riemann-Liouville kesirli integrali kullanılarak zaman skalasında bazı 

yeni integral eşitsizlikleri elde edilmiş ve son olarak da sonuç ve önerilere yer verilmiştir. 
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This thesis study, which examines some important fractional integral inequalities in time 
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SİMGELER DİZİNİ 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

SİMGELER AÇIKLAMA 

𝜞(x) Euler-Gamma fonksiyonu 

𝜷(𝒙, 𝒚) Euler-Beta fonksiyonu 

𝑰 ℝ’de bir aralık 

𝑰° 𝐼’nın içi 

𝑲𝒔
𝟏 Birinci anlamda s-konveks fonksiyonlar 

sınıfı 

𝑲𝒔
𝟐 İkinci anlamda s-konveks fonksiyonlar 

sınıfı 

𝑳𝟏[𝒂, 𝒃] [𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilen 

fonksiyonların kümesi 

𝑱𝜶𝒇(𝒙) 𝛼. mertebeden Riemann-Liouville kesirli 

integrali 

𝑱𝒂+
𝜶

 𝛼. mertebeden sağdan Riemann-Liouville 

kesirli integrali 

𝑱𝒃−
𝜶  𝛼. mertebeden soldan Riemann-Liouville 

kesirli integrali 

𝑱𝒂+
𝜶

 𝛼. mertebeden sağdan Hadamard kesirli 

integrali 

𝑱𝒃−
𝜶  𝛼. mertebeden soldan Hadamard kesirli 

integrali 

𝑰𝒂+
𝜶𝝆

 𝛼. mertebeden sağdan genelleştirilmiş 

kesirli integral 

𝑰𝒃−
𝜶𝝆

 𝛼. mertebeden soldan genelleştirilmiş 

kesirli integral 

𝑪𝒓𝒅 Sağ-yoğun sürekli fonksiyonların kümesi 

𝑲𝒂
𝜶 Delta-Riemann-Liouville kesirli integral 

operatörü 
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1. GİRİŞ 

“Türev ve integraller sadece tamsayılar için mi vardır?” sorusundan yola çıkılarak kesirli 

türev ve kesirli integral kavramları ilk olarak Liouville tarafından ortaya atılmıştır. Kesirli 

türev ve integral kavramları 17. yüzyıldan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville 

ve diğer birçok matematikçinin çalışmalarıyla gelişmeye başlamıştır. Keyfi mertebeli 

diferensiyel ve integrasyon kavramları, tam sayı mertebeli türev ve integralleri birleştiren ve 

genelleştiren kavramlardır. 

 

Kesirli diferensiyel teorisi, çeşitli madde ve işlemlerin kalıtsal özelliklerinin 

tanımlanmasında kullanılabilecek çok iyi bir araçtır. Bu ise tamsayı mertebeli türevlerle 

karşılaştırıldığı zaman kesirli türevler için önemli bir avantajdır. Kesirli türevler nesnelerin 

mekanik ve elektriksel özelliklerinin matematiksel modellemelerinde, akışkanlar teorisi, 

elektrik devreleri, elektro-analitik kimya gibi diğer birçok alanda kullanılmaktadır. 

 

Eşitsizlikler ile ilgili ilk temel çalışma 1934 yılında Hardy, Littlewod ve P�́�lya tarafından 

“Inequalities” [1] adlı kitapta toplanmıştır. Bu kitap yeni eşitsizlikler ve uygulamaları ile 

ilgili konuları geniş çapta ele almaktadır. 1934-1960 yılları arasında elde edilen yeni ilginç 

eşitsizlikleri içeren “Inequalities” [2] adlı yeni bir kitap 1961 yılında E.F. Beckenbach ve R. 

Bellman tarafından yeniden yazılmıştır. Daha sonra 1970 yılında Mitrinovi�́� “Analitic 

Inequalities”[3] adlı kitap ile o güne kadar yapılmış tüm yeni eşitsizlikleri bir başlık altında 

toplamıştır. 1993 yılında Mitrinovi�́�, Pe�̆�ari�́� ve Fink daha genel olan “Classical and New 

Inequalities in Analysis”[4] adlı kitabı yazmışlardır. 

 

Konveks fonksiyonların ise geçmişi çok eski olmasına rağmen 19. yüzyılın sonlarına doğru 

varlığını göstermiştir. 1893 yılında Hadamard’ın çalışmalarında açık olarak 

belirtilmemesine rağmen fonksiyonların bu tipteki temel özellikleri ifade edilmiştir. 1905 ve 

1906 yıllarında Jensen’in yaptığı çalışmalar kabul görerek konveks fonksiyonlar sistematik 

olarak çalışılmaya başlanmış ve hızla konveks fonksiyonlar teorisi bu alandaki çalışmalara 

önderlik etmiştir. 1934 yılında Hardy, Littlewod ve P�́�lya, 1961 yılında Beckenbach ve 

Bellman ve 1970 yılında da Mitrinovi�́� gibi araştırmacıların kitaplarında konveks 
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fonksiyonlar için temel eşitsizlikler ele alınmıştır. Ayrıca 1987 yılında Pe�̆�ari�́� tarafından 

sadece konveks fonksiyonları içeren genel eşitsizlikler ile ilgili “Convex Functions: 

Inequalities”[5] adlı ilk temel kitabı yazmıştır. Konveks fonksiyonların Analiz, Uygulamalı 

Matematik, Olasılık teorisi ve matematiğin diğer birçok alanında uygulamaları vardır. 

Ayrıca konveks fonksiyonlar, eşitsizlik teorisi ve konveks fonksiyonların uygulamasının bir 

sonucu olan birçok eşitsizlik ile bağlantılıdır.  

 

Doğa olayları ne tam olarak sürekli ne de tam olarak kesiklidir. Dolayısıyla bu tür olaylara 

ilişkin denklemlerin modellemelerinde yeni bir teoriye ihtiyaç duyulmaktadır. İşte bu 

teorinin adı zaman skalasıdır. Son yıllarda üzerinde birçok çalışmalar yapılan zaman skalası 

teorisini Stefan Hilger, 1988 yılındaki doktora tezinde sürekli ve ayrık analizi birleştirmek 

amacıyla kurmuştur. Zaman skalası teorisi ile birlikte, hem süreklilik hem de süreksizlik 

içeren olayların matematiksel modellemesi yapılabilmektedir. Zaman skalası üzerinde 

tanımlanan bu denklemlere dinamik denklemler denir. Dinamik denklemler zaman 

skalasının özel durumlarında, fark denklemi ya da diferensiyel denklem haline dönüşür. 

Ayrıca Kuantum fiziğinde ortaya çıkan kuantum fark denklemlerine de dönüşür. Böylece 

fark denklemi ve diferensiyel denklem için ayrı ayrı sonuçlar bulmak yerine, keyfi zaman 

skalaları için geçerli birleştirilmiş sonuçlar elde edilir. Yani “birleştirme ve genişletme” 

zaman skalası analizinin iki ana özelliğidir. 
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2. TEMEL TANIM VE ÖRNEKLER 

Bu bölümde, diğer bölümlerde kullanılan temel tanımlar ve teoremler verilecektir. 

Tanım 2.1 (Konvekslik) : 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu ∀𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝜆 ∈ [0,1] için, 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝜆𝑓(𝑥) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑦) 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓 fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eşitsizlik yön değiştirirse 

fonksiyon konkavdır denir. 

Tanım 2.2 (Gamma Fonksiyonu) : Gamma fonksiyonu 𝑛 > 0 için,  

𝛤(𝑛) = ∫ 𝑥𝑛−1𝑒−𝑥𝑑𝑥

∞

0

 

ile tanımlanır. Bu integral 𝑛 > 0 için yakınsaktır. Bazı önemli özellikleri aşağıdaki gibidir. 

i. 𝛤(𝑛 + 1) = 𝑛𝛤(𝑛) = 𝑛! 

ii. 𝛤 (
1

2
) = √𝜋 

Tanım 2.3 (Beta Fonksiyonu) : 𝑚, 𝑛 > 0 için; 

𝛽(𝑚, 𝑛) = ∫𝑥𝑚−1(1 − 𝑥)𝑛−1𝑑𝑥

1

0

 

şeklinde tanımlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir. 

Tanım 2.4 (Riemann-Liouville Kesirli İntegrali) : 𝛼 ≥ 0 iken 𝛼. mertebeden Riemann-

Liouville kesirli integrali  𝑓 ∈ 𝐶𝜇, (𝜇 ≥ −1) olmak üzere, 𝛼 > 0 ve  𝑥 > 0 için, 

𝐽𝛼𝑓(𝑥) =
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑥 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑥

0

                                                                                        (2.1) 

şeklinde tanımlanmıştır. Bu integral operatörü için 𝛼, 𝛽 ≥ 0 olmak üzere, yarı-grup özelliği  
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𝐽𝛼𝐽𝛽𝑓(𝑡) = 𝐽𝛼+𝛽𝑓(𝑡) 

ve değişme özelliği  

𝐽𝛼𝐽𝛽𝑓(𝑡) = 𝐽𝛽𝐽𝛼𝑓(𝑡) 

sağlanmaktadır. (2.1) eşitliğinde 𝑓(𝑡) = 𝑡𝜇 olarak seçilirse 𝛼 > 0, 𝜇 > −1 ve 𝑡 > 0 için,  

daha sonra kullanılacak olan aşağıdaki eşitlik elde edilebilir. 

𝐽𝛼𝑡𝜇 =
𝛤(𝜇 + 1)

𝛤(𝛼 + 𝜇 + 1)
𝑡𝛼+𝜇                                                                                                          (2.2) 

İspat : (2.1) eşitliğinde 𝑓(𝑡) = 𝑡𝜇 olarak seçilirse 𝛼 > 0, 𝜇 > −1 ve 𝑡 > 0 için,   

𝐽𝛼𝑡𝜇 =
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝜏𝜇𝑑𝜏

𝑡

0

=
1

𝛤(𝛼)
∫ [𝑡 (1 −

𝜏

𝑡
)]
𝛼−1

𝜏𝜇𝑑𝜏

𝑡

0

=
1

𝛤(𝛼)
∫ 𝑡𝛼−1 (1 −

𝜏

𝑡
)
𝛼−1

𝜏𝜇
𝑡𝜇

𝑡𝜇
𝑑𝜏

𝑡

0

=
1

𝛤(𝛼)
∫ 𝑡𝛼+𝜇−1 (1 −

𝜏

𝑡
)
𝛼−1

(
𝜏

𝑡
)
𝜇

𝑑𝜏

𝑡

0

 

yazılabilir. Bu eşitlikte 
𝜏

𝑡
= 𝑢 , 𝑑𝜏 = 𝑡𝑑𝑢 dönüşümü uygulanırsa, 

1

𝛤(𝛼)
∫ 𝑡𝛼+𝜇−1 (1 −

𝜏

𝑡
)
𝛼−1

(
𝜏

𝑡
)
𝜇

𝑑𝜏

𝑡

0

=
1

𝛤(𝛼)
∫ 𝑡𝛼+𝜇−1(1 − 𝑢)𝛼−1𝑢𝜇𝑡𝑑𝑢

1

0

=
𝑡𝛼+𝜇

𝛤(𝛼)
∫(1 − 𝑢)𝛼−1𝑢𝜇𝑑𝑢

1

0

=
𝑡𝛼+𝜇

𝛤(𝛼)
𝛽((𝜇 + 1), 𝛼) 

elde edilir. 𝛽(𝑥, 𝑦) =
𝛤(𝑥)𝛤(𝑦)

𝛤(𝑥+𝑦)
 eşitliğinden faydalanarak, 

𝑡𝛼+𝜇

𝛤(𝛼)
𝛽((𝜇 + 1), 𝛼) =

𝑡𝛼+𝜇

𝛤(𝛼)

𝛤(𝜇 + 1)𝛤(𝛼)

𝛤(𝜇 + 𝛼 + 1)
=
𝑡𝛼+𝜇𝛤(𝜇 + 1)

𝛤(𝜇 + 𝛼 + 1)
 

eşitliğine ulaşılabilir. 
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Tanım 2.5 : 𝛼. mertebeden sağdan Riemann-Liouville kesirli integrali  𝛼 > 0 ve  𝑥 > 𝑎 için, 

aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

𝛤(𝛼)
∫(𝑥 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏.

𝑥

𝑎

 

𝛼. mertebeden soldan Riemann-Liouville kesirli integrali  𝛼 > 0 ve 𝑥 < 𝑏 için aşağıdaki gibi 

tanımlanmıştır. 

𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

𝛤(𝛼)
∫(𝜏 − 𝑥)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑥

. 

Tanım 2.6 (Hadamard Kesirli İntegrali) : 𝑱𝑎+
𝛼 , 𝛼. mertebeden sağdan Hadamard kesirli 

integrali  𝛼 > 0 ve 𝑥 > 𝑎 için,  

𝑱𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

𝛤(𝛼)
∫ (ln

𝑥

𝜏
)
𝛼−1 𝑓(𝜏)

𝜏
𝑑𝜏

𝑥

𝑎

                                                                                      (2.3) 

şeklinde tanımlanır. 

𝑱𝑏−
𝛼 , 𝛼. mertebeden soldan Hadamard kesirli integrali  𝛼 > 0 ve 𝑥 < 𝑏 için aşağıdaki gibi 

tanımlanmıştır. 

𝑱𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

𝛤(𝛼)
∫(ln

𝜏

𝑥
)
𝛼−1 𝑓(𝜏)

𝜏
𝑑𝜏

𝑏

𝑥

.                                                                                     (2.4) 

Katugampola Riemann-Liouville ve Hadamard kesirli integrallerini tek bir formda aşağıdaki 

şekilde genelleştirmiştir [6]. 

Tanım 2.7 (Genelleştirilmiş Kesirli İntegral)  : 𝜌 > 0 olsun. 𝐼𝑎+
𝛼 𝑓

𝜌
, 𝑓’in 𝛼. mertebeden 

sağdan genelleştirilmiş kesirli integrali olmak üzere 𝛼 > 0 ve 𝑥 > 𝑎  için, 

𝐼𝑎+
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) =
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

𝜏𝜌−1

(𝑥𝜌 − 𝜏𝜌)1−𝛼
𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑥

𝑎

                                                                             (2.5) 



 

6 

şeklinde tanımlanmıştır. 

 𝐼𝑏−
𝛼 𝑓

𝜌
, 𝑓’in 𝛼. mertebeden soldan genelleştirilmiş kesirli integrali olmak üzere 𝛼 > 0 ve  

𝑥 < 𝑏 için, 

𝐼𝑏−
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) =
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

𝜏𝜌−1

(𝜏𝜌 − 𝑥𝜌)1−𝛼
𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑥

                                                                             (2.6) 

olarak tanımlanır. 

Tanım 2.8 (Hermite-Hadamard Eşitsizliği) : 𝐼, reel sayıların bir alt aralığı 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve    

𝑎 < 𝑏 olsun. 𝑓: 𝐼 → ℝ konveks bir fonksiyon ise, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2

𝑏

𝑎

                                                                        (2.7) 

eşitsizliği geçerlidir. Bu eşitsizlik literatürde Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak bilinir. 

İspat : 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise, 

 𝑓, (𝑎, 𝑏) aralığında süreklidir. 

 𝑓, [𝑎, 𝑏] aralığında sınırlıdır. 

Bu iki özellik gereği 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilirdir. 

𝑡 ∈ [0,1] için 𝑥 = 𝑎(1 − 𝑡) + 𝑏𝑡 eşitliğinde konvekslik kullanılırsa, 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑎(1 − 𝑡) + 𝑏𝑡)(𝑏 − 𝑎)𝑑𝑡 = (𝑏 − 𝑎)∫𝑓(𝑎(1 − 𝑡) + 𝑏𝑡)𝑑𝑡

1

0

1

0

𝑏

𝑎

 

≤ (𝑏 − 𝑎)∫[(1 − 𝑡)𝑓(𝑎) + 𝑡𝑓(𝑏)]𝑑𝑡 = (𝑏 − 𝑎) [𝑓(𝑎)∫(1 − 𝑡)𝑑𝑡 + 𝑓(𝑏)∫ 𝑡𝑑𝑡
1

0

1

0

]

1

0
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= (𝑏 − 𝑎) [𝑓(𝑎) (𝑡 −
𝑡2

2
)|
0

1

+ 𝑓(𝑏)
𝑡2

2
|
0

1

] = (𝑏 − 𝑎) (
𝑓(𝑎)

2
+
𝑓(𝑏)

2
)  

eşitsizliği bulunur.  
1

(𝑏−𝑎)
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤
𝑏

𝑎
(
𝑓(𝑎)+𝑓(𝑏)

2
) elde edilir ve (2.7) eşitsizliğinin sağ kısmı 

ispatlanmış olur. 

1

(𝑏 − 𝑎)
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

1

(𝑏 − 𝑎)

[
 
 
 
 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎+𝑏
2

𝑎+𝑏
2

𝑎
]
 
 
 
 𝑏

𝑎

 

eşitliğinde parçalanmış ilk integralde 𝑥 = 𝑎 + 𝑡 (
𝑏−𝑎

2
) dönüşümü , ikinci integralde  

𝑥 = 𝑏 − 𝑡 (
𝑏−𝑎

2
)  dönüşümü yapılır ve konvekslik kullanılırsa, 

1

(𝑏 − 𝑎)
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=
1

(𝑏 − 𝑎)
[(
𝑏 − 𝑎

2
)∫𝑓 (𝑎 + 𝑡 (

𝑏 − 𝑎

2
))𝑑𝑡

1

0

+ (
𝑏 − 𝑎

2
)∫𝑓 (𝑏 − 𝑡 (

𝑏 − 𝑎

2
))𝑑𝑡

1

0

]

=
1

2
[∫𝑓 (𝑎 + 𝑡 (

𝑏 − 𝑎

2
))𝑑𝑡 +∫𝑓 (𝑏 − 𝑡 (

𝑏 − 𝑎

2
))𝑑𝑡

1

0

1

0

]

≥ ∫𝑓 (
𝑎

2
+
𝑏

2
) = 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)

1

0

 

eşitsizliğin sol kısmı da elde edilmiş olur. 

Tanım 2.9 : 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu, (𝑎, 𝑏] aralığında artan ve pozitif monoton bir 

fonksiyon olmak üzere, 𝑔′(𝑥) türevi (𝑎, 𝑏) aralığında süreklidir. 𝑓 fonksiyonunun [𝑎, 𝑏] 

aralığında 𝑔 fonksiyonuna göre sağdan kesirli integrali, 𝛼 > 0 ve 𝑥 > 𝑎 olmak üzere,  
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𝐼𝑎+;𝑔
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

𝛤(𝛼)
∫

𝑔′(𝜏)𝑓(𝜏)

[𝑔(𝑥) − 𝑔(𝜏)]1−𝛼
𝑑𝜏

𝑥

𝑎

                                                                              (2.8) 

şeklinde tanımlanmıştır. 𝑓 fonksiyonunun [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑔 fonksiyonuna göre soldan 

kesirli integrali, 𝛼 > 0 ve 𝑥 < 𝑏 olmak üzere, 

𝐼𝑏−;𝑔
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

𝛤(𝛼)
∫

𝑔′(𝜏)𝑓(𝜏)

[𝑔(𝜏) − 𝑔(𝑥)]1−𝛼
𝑑𝜏

𝑏

𝑥

                                                                              (2.9) 

şeklinde tanımlanmıştır. (2.8) kesirli integralinde 𝑔(𝑥) = 𝑥 olarak kabul edilirse eşitlik 

(2.1)’de verilen sağdan Riemann-Liouville kesirli integraline dönüşür. Benzer şekilde 

(2.9)’da 𝑔(𝑥) = 𝑥 olarak kabul edilirse eşitlik (2.2)’de verilen soldan Riemann-Liouville 

kesirli integraline dönüşür. 

(2.8) kesirli integralinde 𝑔(𝑥) = ln 𝑥 olarak kabul edilirse eşitlik (2.3)’te verilen sağdan 

Hadamard kesirli integraline dönüşür. Benzer şekilde (2.9)’da 𝑔(𝑥) = ln 𝑥 olarak kabul 

edilirse eşitlik (2.4)’te verilen soldan Hadamard kesirli integraline dönüşür. 

(2.8) eşitliğinde 𝑥 > 𝑎 olmak üzere 𝑠 =
𝜏−𝑎

𝑥−𝑎
 dönüşümü uygulanırsa,  

𝐼𝑎+;𝑔
𝛼 𝑓(𝑥) =

(𝑥 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
∫
𝑔′(𝑠𝑥 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑓(𝑠𝑥 + (1 − 𝑠)𝑎)

[𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑠𝑥 + (1 − 𝑠)𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

                                    (2.10) 

elde edilir. Benzer şekilde (2.9) eşitliğinde  𝑥 < 𝑏 olmak üzere 𝑠 =
𝜏−𝑥

𝑏−𝑥
 dönüşümü 

uygulanırsa, 

𝐼𝑏−;𝑔
𝛼 𝑓(𝑥) =

(𝑏 − 𝑥)

𝛤(𝛼)
∫
𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑥)𝑓(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑥)

[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑥) − 𝑔(𝑥)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

                                    (2.11) 

eşitliği elde edilir. 

Tanım 2.10 (Üçgen Eşitsizliğinin İntegral Versiyonu) : 𝑓, [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli reel 

değerli bir fonksiyon olsun. O halde 𝑎 < 𝑏 olmak üzere,  
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|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| ≤ ∫|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

 

eşitsizliği geçerlidir. 

s-konveks fonksiyonlar Orlicz tarafından aşağıdaki gibi tanımlanmıştır [7]. 

Tanım 2.11 : ∀𝑥, 𝑦 ∈ [0,∞), 𝛼, 𝛽 ≥ 0 ve 𝛼𝑠 + 𝛽𝑠 = 1, 𝑠 ∈ (0,1] sabit olmak üzere,  

𝑓(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ≤ 𝛼𝑠𝑓(𝑥) + 𝛽𝑠𝑓(𝑦) 

eşitsizliği sağlanıyorsa, 𝑓:ℝ+ → ℝ fonksiyonuna birinci anlamda s-konvekstir denir. Birinci  

anlamda s-konveks fonksiyonların sınıfı  𝐾𝑠
1 ile gösterilir. 

Tanım 2.12 : ∀𝑥, 𝑦 ∈ [0,∞), 𝛼, 𝛽 ≥ 0 ve 𝛼 + 𝛽 = 1, 𝑠 ∈ (0,1] sabit olmak üzere,  

𝑓(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ≤ 𝛼𝑠𝑓(𝑥) + 𝛽𝑠𝑓(𝑦) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓:ℝ+ → ℝ fonksiyonu ikinci anlamda s-konvekstir denir. İkinci  

anlamda s-konveks fonksiyonların sınıfı  𝐾𝑠
2 ile gösterilir. 

Tanım 2.13 (İntegraller İçin Hölder Eşitsizliği) : 𝑝 > 1 ve  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olsun. 𝑓 ve 𝑔, [𝑎, 𝑏] 

aralığında tanımlı reel fonksiyonlar, |𝑓|𝑝 ve |𝑔|𝑞, [𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilir 

fonksiyonlar ise, 

∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ (∫|𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑝𝑏

𝑎

(∫|𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑞

 

eşitsizliği geçerlidir. 

Tanım 2. 14 (Power Mean Eşitsizliği) : 𝑞 ≥ 1 olsun. 𝑓 ve 𝑔, [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı reel 

değerli fonksiyonlar olmak üzere, |𝑓| ve |𝑔|𝑞,  [𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilir 

fonksiyonlar ise,  
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∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ (∫|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1−
1
𝑞

(∫|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑞

 

eşitsizliği geçerlidir. 

Tanım 2.15 (Genelleştirilmiş Konveks Fonksiyon) : 𝐼, ℝ reel sayıların bir alt aralığı 

olsun. 𝑓: 𝐼 = [𝑥, 𝑦] → ℝ ve 𝜂(. , . ):ℝ × ℝ → ℝ sürekli fonksiyonlar olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve    

𝑡 ∈ [0,1] için, 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝑦) + 𝑡[𝑓(𝑦) + 𝜂(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ] 

eşitsizliği keyfi seçilen bir 𝜂(. , . ):ℝ × ℝ → ℝ fonksiyonuna göre sağlanıyorsa,                  

𝑓: 𝐼 = [𝑥, 𝑦] → ℝ fonksiyonuna genelleştirilmiş konveks fonksiyon denir. Eğer           

𝜂(. , . ) = 𝑥 − 𝑦 olarak şeçilirse, genelleştirilmiş konveks fonksiyon, konveks fonksiyona 

dönüşür. Her konveks fonksiyon, genelleştirilmiş konveks fonksiyondur, fakat tersi doğru 

değildir. Örnek 2.15 ve Örnek 2.16’da gösterilmiştir. 

Örnek 2.16 : 𝑓 konveks fonksiyonu için, 𝑓’in genelleştirilmiş konveks fonksiyon olmasını 

sağlayacak 𝜂(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦 dışında farklı bir 𝜂 fonksiyonu bulunabilir. 𝑓(𝑥) = 𝑥2 ve 

𝜂(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 + 𝑦 fonksiyonlarını ele alalım. Buradan ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ve 𝑡 ∈ (0,1) için, 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ (𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦)2 ≤ 𝑡2𝑥2 + 𝑡(1 − 𝑡)2𝑥𝑦 + (1 − 𝑡)2𝑦2

≤ 𝑡𝑥2 + 𝑦2 + 𝑡(1 − 𝑡)(𝑥2 + 𝑦2) ≤ 𝑦2 + 𝑡(𝑥2 + 𝑥2 + 𝑦2)

≤ 𝑦2 + 𝑡(2𝑥2 + 𝑦2) = 𝑓(𝑦) + 𝑡𝜂(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) 

elde edilir. Ayrıca ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ için 𝑥2 ≤ 𝑦2 + (2𝑥2 + 𝑦2) ve 𝑦2 ≤ 𝑦2 eşitsizliklerinin 

sırasıyla 𝑡 = 1 ve 𝑡 = 0 için doğruluğu açıktır. Yani 𝑓 fonksiyonu genelleştirilmiş konveks 

fonksiyondur. O halde 𝑓(𝑥) = 𝑥2 fonksiyonu, 𝑎 ≥ 1, 𝑏 ≥ −1 ve ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ olacak şekilde 

seçilen her 𝜂(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 fonksiyonuna göre genelleştirilmiş konveks fonksiyondur. 

Örnek 2.17 : 𝑓:ℝ → ℝ,  𝑓(𝑥) = {
−𝑥,    𝑥 ≥ 0
𝑥,      𝑥 < 0

  fonksiyonunu ve ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ− = (−∞, 0) 

olacak şekilde 𝜂(𝑥, 𝑦) = −𝑥 − 𝑦 bifonksiyonunu ele alalım. O halde 𝑓 fonksiyonu 𝜂-

konvekstir, fakat tersi doğru değildir. 
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𝑥 ≥ 0 olsun. O halde 𝑓(𝑥) = −𝑥 ve  ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ− için  𝜂(𝑥, 𝑦) = −𝑥 − 𝑦 fonksiyonu ele 

alınırsa 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ −𝑡𝑥 − (1 − 𝑡)𝑦 = −𝑡𝑥 − 𝑦 + 𝑡𝑦 ≤ −𝑦 + 𝑡(−𝑥 − 𝑦)

≤ 𝑓(𝑦) + 𝑡𝜂(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) 

elde edilir. 𝑥 ≥ 0 için 𝑓(𝑥), 𝜂-konvekstir. 

𝑥 < 0 olsun. O halde 𝑓(𝑥) = 𝑥 ve  ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ− için  𝜂(𝑥, 𝑦) = −𝑥 − 𝑦 fonksiyonu ele 

alınırsa, 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦 = 𝑡𝑥 + 𝑦 − 𝑡𝑦 ≤ 𝑦 + 𝑡(−𝑥 − 𝑦)

≤ 𝑓(𝑦) + 𝑡𝜂(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) 

elde edilir. 𝑥 < 0 için 𝑓(𝑥), 𝜂-konvekstir. 

Tanım 2.18 (Geometrik Konveks Küme) : 𝐼 ⊂ ℝ+ = (0,∞) olsun. Eğer  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve     

𝑡 ∈ [0,1] için  𝑥𝑡𝑦1−𝑡 ∈ 𝐼 ise 𝐼 kümesi, geometrik konveks bir kümedir. 

Tanım 2.19 (Geometrik Konveks Fonksiyon) : 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ+ = (0,∞) → ℝ verilsin.     

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 , 𝑡 ∈ [0,1] için 𝑥 ve 𝑦’nin ağırlıklı geometrik ortalaması  (𝑦1−𝑡𝑥𝑡), 𝑓(𝑥) ve 

𝑓(𝑦)’nin ağırlıklı aritmetik ortalaması  (1 − 𝑡)𝑓(𝑦) + 𝑡𝑓(𝑥) olmak üzere,  

𝑓(𝑦1−𝑡𝑥𝑡) ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝑦) + 𝑡𝑓(𝑥) 

eşitsizliği sağlanıyorsa, 𝑓 fonksiyonuna 𝐼 üzerinde geometrik konveks fonksiyon denir. 

Tanım 2.20 (Genelleştirilmiş Geometrik Konveks Fonksiyon) : 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ+ = (0,∞) → ℝ 

fonksiyonu keyfi bir 𝜂(. , . ):ℝ × ℝ → ℝ fonksiyonuna göre ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 , 𝑡 ∈ [0,1] için, 

𝑓(𝑦1−𝑡𝑥𝑡) ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝑦) + 𝑡 (𝑓(𝑦) + 𝑡𝜂(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)))                                                  (2.12) 

eşitsizliğini sağlıyorsa, 𝑓 fonksiyonu genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyondur 

denir. Özel olarak 𝜂(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦 seçilirse genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyon 
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Tanım 1.18’de verilen geometrik konveks fonksiyona dönüşür. (1.12)’de 𝑡 =
1

2
 seçilirse  

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 , 𝑡 ∈ [0,1] için, 

𝑓(√𝑥𝑦) ≤ 𝑓(𝑦) +
1

2
𝜂(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦))                                                                                         (2.13) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna, genelleştirilmiş Jensen geometrik konveks 

fonksiyon denir. Aşağıda verilen eşitlikler ilerde kullanılacaktır. 

1) Aritmetik ortalama  

∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ+ ve 𝑎 ≠ 𝑏 için  𝐴(𝑎, 𝑏) =
𝑎+𝑏

2
  ile hesaplanır. 

2) Logaritmik ortalama  

∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ+ ve 𝑎 ≠ 𝑏 için  𝐿(𝑎, 𝑏) =
𝑏−𝑎

log𝑏− log𝑎
 ile hesaplanır. 

3) Genelleştirilmiş Logaritmik Ortalama 

Ł(𝑎, 𝑏) =

{
  
 

  
 
[
𝑏𝑝+1 − 𝑎𝑝+1

(𝑝 + 1)(𝑏 − 𝑎)
]

1
𝑝

,     𝑝 ≠ −1,0,

𝐿(𝑎, 𝑏),                      𝑝 = −1 ,

1

𝑒
(
𝑏𝑝

𝑎𝑝
)

1
𝑏−𝑎

,                     𝑝 = 0

 

ile hesaplanır. 

Tanım 2. 21 : 𝑓1(𝑡) ∈ 𝐶([0,∞)) iken 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑝𝑓1(𝑡) olacak şekilde bir 𝑝 > 𝜇 reel sayısı 

varsa 𝑓(𝑡), 𝑡 ≥ 0 reel değerli fonksiyonu 𝐶𝜇, 𝜇 ∈ ℝ uzayındadır denir. 

Tanım 2.22 : 𝑓(𝑛) ∈ 𝐶𝜇 ise 𝑓(𝑡), 𝑡 ≥ 0 fonksiyonu 𝐶𝜇
𝑛, 𝑛 ∈ ℝ uzayındadır, denir. 

Tanım 2.23 : Reel sayıların boş olmayan kapalı bir alt kümesine zaman skalası denir ,  𝕋 ile 

gösterilir. 
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Tanım 2.24 :  𝕋 bir zaman skalası olsun. 𝑡 ∈ 𝕋  için 𝜎(𝑡) ≔ 𝑖𝑛𝑓{𝑠 ∈ 𝕋: 𝑠 > 𝑡} şeklinde 

tanımlı 𝜎: 𝕋 → 𝕋    operatörüne ileri sıçrama operatörü denir. 

 

Tanım 2.25 :  𝕋 bir zaman skalası olsun. 𝑡 ∈ 𝕋  için  𝜌(𝑡) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑠 ∈ 𝕋: 𝑠 < 𝑡} şeklinde 

tanımlı 𝜌: 𝕋 → 𝕋  operatörüne geri sıçrama operatörü denir. 

 

Tanım 2.26 : Eğer 𝜎(𝑡)  >  𝑡 ise 𝑡 noktasına sağ-yayılmış  nokta, eğer 𝜌(𝑡)  <  𝑡 ise 𝑡 

noktasına sol-yayılmış nokta denir. Eğer bir nokta hem sağ-yayılmış hem de sol-yayılmış,  

yani 𝜌(𝑡)  <  𝑡 < 𝜎(𝑡) ise o noktaya izole nokta denir. Eğer  𝜎(𝑡)  =  𝑡  ise  𝑡 noktasına sağ-

yoğun nokta, eğer 𝜌(𝑡)  =  𝑡 ise 𝑡 noktasına sol-yoğun nokta denir. Eğer bir nokta hem sağ-

yoğun hem de sol-yoğun, yani 𝜌(𝑡) =  𝑡 = 𝜎(𝑡)  ise o noktaya yoğun nokta denir.  

 

Tanım 2.27 : 𝜇: 𝕋 → [0,∞) fonksiyonu verilsin. 𝑡 ∈ 𝕋 için 𝜇(𝑡) ≔ 𝜎(𝑡) − 𝑡 şeklinde 

tanımlanan fonksiyona graininess fonksiyonu denir. 

 

Tanım 2.28 : 𝕋 zaman skalasından türetilen 𝕋𝑘 kümesi; eğer 𝕋, sol yayılmış maksimum 𝑚 

noktasına sahipse 𝕋𝑘 = 𝕋 − {𝑚} diğer durumlarda ise  𝕋𝑘 = 𝕋 şeklinde tanımlanmıştır. 

 

Tanım 2.29 : 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları [𝑎, 𝑡]𝕋 aralığında tanımlı iki integrallenebilen fonksiyon 

olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑡]𝕋 için,  

(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦))(𝑔(𝑥)𝑔(𝑦)) ≥ 0 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları [𝑎, 𝑡]𝕋 aralığında senkronize fonksiyonlardır 

denir. 

 

Tanım 2.30 : ℎ𝛼: 𝕋 × 𝕋 → ℝ şeklinde tanımlı zaman skalasında genelleştirilmiş 

polinomlara rd-sürekli fonksiyonlar denir öyle ki ∀𝑠, 𝑡 ∈ 𝕋 ve 𝛼 ≥ 0 için, 

ℎ0(𝑡, 𝑠) = 1 

ℎ𝛼+1(𝑡, 𝑠) = ∫ℎ𝛼(𝜏, 𝑠)∆𝜏

𝑡

𝑠

 

eşitlikleri sağlanır. 
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Tanım 2.31 : 𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonuna 𝕋’nin sağ yoğun noktarında sürekli ve 𝕋’nin sol 

yoğun noktarında sol taraflı limiti varsa rd-süreklidir denir ve 𝑓 ∈ 𝐶𝑟𝑑 ile gösterilir. 

 

Tanım 2.32 : 𝛼 ≥ 1 olmak üzere zaman skalasında 𝛼. mertebeden Delta-Riemann-Liouville 

kesirli integral operatörü 𝑓 ∈ 𝐶𝑟𝑑 için 

𝐾𝑎
𝛼𝑓(𝑡) = ∫ℎ𝛼−1(𝑡, 𝜎(𝑡))𝑓(𝜏)∆𝜏

𝑡

𝑎

 

𝐾𝑎
0𝑓 = 𝑓 

şeklinde tanımlanmıştır. 

 

Tanım 2. 32 (Minkowski Eşitsizliği) : 𝑝 > 1 olsun. 𝑓 ve 𝑔, [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı reel 

değerli fonksiyonlar olmak üzere |𝑓|𝑝ve |𝑔|𝑝,  [𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilir 

fonksiyonlar ise,  

[∫|𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

]

1
𝑝

≤ [∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

]

1
𝑝

+ [∫|𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

]

1
𝑝

 

eşitsizliği sağlanır. 
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ KESİRLİ İNTEGRALLER YARDIMIYLA 

HERMITE-HADAMARD TİPİ EŞİTSİZLİKLER 

Bu bölümde genelleştirilmiş kesirli integraller yardımıyla konveks fonksiyonlar için 

Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikler elde edilmiştir [8].  

Lemma 3.1 :    𝑓: 𝐼° → ℝ, 𝐼° üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° ve 𝑎 < 𝑏 

olsun. 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise aşağıda verilen eşitlik doğrudur. 

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑏 − 𝑎

2
∫(1 − 2𝑡)𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

𝑏

𝑎

.                    (3.1) 

İspat : Kısmi integrasyon yardımıyla eşitliğin sağ tarafının sol tarafına eşitliği 

gösterilecektir. 

𝑏 − 𝑎

2
∫(1 − 2𝑡)𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

=
𝑏 − 𝑎

2
[
(1 − 2𝑡)𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

𝑎 − 𝑏
|
0

1

+
2

𝑎 − 𝑏
∫𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

]

=
𝑏 − 𝑎

2
[
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝑏 − 𝑎
−

2

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

]

=
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
− ∫𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

=
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

elde edilir böylece ispat tamamlanır. 

Dragomir ve Agarwal (2.7) eşitsizliğinin sağ tarafıyla ilgili aşağıdaki sonucu elde etmişlerdir 

[9]. 
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Teorem 3.2 : 𝑓: 𝐼° → ℝ, 𝐼° üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° ve 𝑎 < 𝑏 

olsun. 𝑓′ ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] ve |𝑓′|, [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| ≤
𝑏 − 𝑎

8
(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|). 

İspat : Lemma 3.1 ve |𝑓′| fonksiyonunun konveksliği kullanılarak; 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

(𝑏 − 𝑎)
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| = |
𝑏 − 𝑎

2
∫(1 − 2𝑡)𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

|

≤
𝑏 − 𝑎

2
∫|1 − 2𝑡|[𝑡|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|]𝑑𝑡

1

0

=
𝑏 − 𝑎

2
[∫ 𝑡|1 − 2𝑡||𝑓′(𝑎)|𝑑𝑡

1

0

+∫(1 − 𝑡)|1 − 2𝑡||𝑓′(𝑏)|𝑑𝑡

1

0

]             (3.2) 

yazılabilir. 

𝐼1 = ∫𝑡|1 − 2𝑡||𝑓′(𝑎)|𝑑𝑡

1

0

= ∫ 𝑡(1 − 2𝑡)|𝑓′(𝑎)|𝑑𝑡

1
2⁄

0

+ ∫𝑡(−1 + 2𝑡)|𝑓′(𝑎)|𝑑𝑡 =

1

1
2⁄

=
1

4
|𝑓′(𝑎)| 

𝐼2 = ∫(1 − 𝑡)|1 − 2𝑡||𝑓
′(𝑏)|𝑑𝑡

1

0

= ∫ (1 − 𝑡)(1 − 2𝑡)|𝑓′(𝑏)|𝑑𝑡

1
2⁄

0

+ ∫(1 − 𝑡)(−1 + 2𝑡)|𝑓′(𝑏)|𝑑𝑡 =

1

1
2⁄

=
1

4
|𝑓′(𝑏)|. 

Elde edilen 𝐼1 ve 𝐼2 eşitlikleri (3.2) eşitsizliğinde yerine yazıldığında, 
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|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| ≤
𝑏 − 𝑎

2
(
1

4
|𝑓′(𝑎)| +

1

4
|𝑓′(𝑏)|)

=
𝑏 − 𝑎

8
(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)                                                                             

elde edilir ve Teorem 3.2 ispatlanmış olur. 

Sarıkaya ve diğerleri Riemann-Liouville kesirli integrali içeren aşağıdaki Hermite-

Hadamard tipi eşitsizliği elde etmişlerdir [10]. 

Teorem 3.3 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, pozitif bir fonksiyon, 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 ve  𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] olsun.  𝑓, 

[𝑎, 𝑏] aralığında konveks bir fonksiyon ise 𝛼 > 0, 𝛤; Gamma fonksiyonu, 𝐽𝑎+
𝛼 𝑓, 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓;             

𝛼. mertebeden sağdan ve soldan Riemann-Liouville kesirli integralleri olmak üzere aşağıda 

verilen eşitsizlikler sağlanır. 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)] ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
.                                          (3.3) 

İspat : 𝑓, [𝑎, 𝑏] aralığında konveks bir fonksiyon olduğundan, 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝜆𝑓(𝑥) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑦)  yazılabilir. Eşitsizlikte 𝜆 =
1

2
 alınırsa, 

𝑓 (
1

2
𝑥 +

1

2
𝑦) ≤

1

2
𝑓(𝑥) +

1

2
𝑓(𝑦) 

𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) ≤

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)

2
 

elde edilir. Burada 𝑥 = 𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏 ve 𝑦 = (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 dönüşümleri uygulanırsa, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)

2
 

 eşitsizliği bulunur bu eşitsizliğin her iki tarafı 𝑡𝛼−1 ile çarpıldığında, 

2𝑡𝛼−1𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤ 𝑡𝛼−1𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑡𝛼−1𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) 
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elde edilir. Bulunan bu eşitsizliğin her iki tarafı 𝑡’ye göre 0’dan 1’e integrallenirse, 

2∫ 𝑡𝛼−1𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) 𝑑𝑡 ≤ ∫𝑡𝛼−1𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

+∫𝑡𝛼−1𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)𝑑𝑡

1

0

1

0

     

yazılır. Burada 𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏 = 𝑥 ve (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 = 𝑦 dönüşümü uygulanırsa, 

2𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)∫ 𝑡𝛼−1𝑑𝑡 ≤ ∫(

𝑥 − 𝑏

𝑎 − 𝑏
)
𝛼−1

𝑓(𝑥)
𝑑𝑥

𝑎 − 𝑏

𝑎

𝑏

+∫(
𝑦 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
)
𝛼−1

𝑓(𝑦)
𝑑𝑦

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑎

1

0

           

2𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)
1

𝛼
≤

1

(𝑎 − 𝑏)𝛼
∫(𝑥 − 𝑏)𝛼−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏

+
1

(𝑎 − 𝑏)𝛼
∫(𝑦 − 𝑎)𝛼−1𝑓(𝑦)𝑑𝑦

𝑏

𝑎

≤
1

(𝑏 − 𝑎)𝛼
[∫(𝑥 − 𝑏)𝛼−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫(𝑦 − 𝑎)𝛼−1𝑓(𝑦)𝑑𝑦

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

]

≤
𝛤(𝛼)

(𝑏 − 𝑎)𝛼
(𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎))                                                                   

elde edilir. Bu eşitsizlik düzenlendiğinde istenilen ilk eşitsizliğe ulaşılabilir. 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)].                                                                        (3.4) 

 𝑓, [𝑎, 𝑏] aralığında konveks bir fonksiyon ve 𝑡 ∈ [0,1] için, 

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) ≤ 𝑡𝑓(𝑎) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑏) 

 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝑎) + 𝑡𝑓(𝑏) 

eşitsizlikleri taraf tarafa toplanırsa, 

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) +  𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)

≤ 𝑡𝑓(𝑎) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑏) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑎) + 𝑡𝑓(𝑏)                                         (3.5) 
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elde edilir. (3.5) eşitsizliğinin her iki tarafı 𝑡𝛼−1 ile çarpılır ve [0,1] aralığında 𝑡’ye göre 

integrallenirse, 

∫𝑡𝛼−1𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

+∫𝑡𝛼−1𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)𝑑𝑡

1

0

≤ [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]∫ 𝑡𝛼−1
1

0

𝑑𝑡 

yazılır. Benzer şekilde 𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏 = 𝑥 ve (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 = 𝑦 dönüşümü uygulanırsa, 

𝛤(𝛼)

(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)] ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝛼
                                                                      (3.6) 

bulunur. (3.4) ve (3.6)’den istenilen eşitsizliğe ulaşılır ve ispat tamamlanır. 

Teorem 3.4 : Teorem 3.3’de 𝛼 = 1 alınırsa (3.3) eşitsizliği klasik Hermite-Hadamard 

eşitsizliğine dönüşür. 

İspat : Teorem 3.3 ‘de 𝛼 = 1 olarak alınırsa, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤(1 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)1
[𝐽𝑎+
1 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

1 𝑓(𝑎)] ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 

bulunur. Buradan, 

𝛤(1 + 1) = 1𝛤(1) = 1∫ 𝑒−𝑡𝑡1−1𝑑𝑡

∞

0

= 1 

𝐽𝑎+
1 𝑓(𝑏) =

1

𝛤(1)
∫(𝑏 − 𝜏)1−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏 = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

𝐽𝑏−
1 𝑓(𝑎) =

1

𝛤(1)
∫(𝜏 − 𝑎)1−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏 = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

eşitlikleri yukarıdaki eşitsizlikte yerine yazılırsa, 
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𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

(𝑏 − 𝑎)
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 

klasik Hermite-Hadamard eşitsizliği elde edilmiş olur. 

Lemma 3.5 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, (𝑎, 𝑏) üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm ve 𝑎 < 𝑏 

olsun.  𝑓′ ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] ise aşağıdaki kesirli integral eşitliği doğrudur. 

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]

=
𝑏 − 𝑎

2
∫[(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼]𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡.

1

0

 

İspat : ∫ [(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼]𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡
1

0
 integralini hesaplamak yeterlidir. Bunun 

için, 

𝐼 = [∫(1 − 𝑡)𝛼𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

1

0

𝑑𝑡] + [−∫𝑡𝛼𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

] = 𝐼1 + 𝐼2       (3.7) 

olarak parçalansın.  𝐼1 ve 𝐼2 ayrı ayrı kısmi integrasyon yöntemiyle hesaplanırsa, 

𝐼1 = ∫(1 − 𝑡)𝛼𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

1

0

𝑑𝑡

= (1 − 𝑡)𝛼
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

𝑎 − 𝑏
|
0

1

+∫𝛼(1 − 𝑡)𝛼−1
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

𝑎 − 𝑏
𝑑𝑡

1

0

=
𝑓(𝑏)

𝑏 − 𝑎
−

𝛼

𝑏 − 𝑎
∫ (

𝑎 − 𝑥

𝑎 − 𝑏
)
𝛼−1 𝑓(𝑥)

𝑎 − 𝑏
𝑑𝑥

𝑎

𝑏

=
𝑓(𝑏)

𝑏 − 𝑎
−

𝛼

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
∫(𝑎 − 𝑥)𝛼−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

 
𝑓(𝑏)

𝑏 − 𝑎

−
𝛼𝛤(𝛼)

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑎) =  

𝑓(𝑏)

𝑏 − 𝑎
−
𝛤(𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑎) 
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𝐼2 = −∫𝑡𝛼𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

1

0

𝑑𝑡

= −𝑡𝛼
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

𝑎 − 𝑏
|
0

1

+∫𝛼𝑡𝛼−1
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

𝑎 − 𝑏
𝑑𝑡

1

0

=
𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
−

𝛼

𝑏 − 𝑎
∫(

𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
)
𝛼−1 𝑓(𝑥)

𝑎 − 𝑏
𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎

−
𝛼

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
∫(𝑏 − 𝑥)𝛼−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

 
𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
−

𝛼𝛤(𝛼)

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏)

=
𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
−
𝛤(𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) 

 

eşitlikleri bulunur. Bu eşitlikler (3.7)’de yerine yazılırsa, 

 

𝐼 =
𝑓(𝑎) + (𝑏)

𝑏 − 𝑎
−
𝛤(𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏)+𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)] 

 

elde edilir. Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafı  
𝑏−𝑎

2
 ile çarpılırsa teorem ispatlanmış olur. 

Teorem 3.6 : 𝑓: 𝐼° → ℝ, 𝐼° üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° ve 𝑎 < 𝑏 

olsun. 𝑓′ ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] ve |𝑓′|, [𝑎, 𝑏] aralığında konveks olmak üzere 𝛼 > 0 için, 

|
𝑓(𝑎) + (𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏)+𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
(𝑏 − 𝑎)

2(𝛼 + 1)
(1 −

1

2𝛼
) (|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)                                                    (3.8) 

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : Lemma 3.5 ve |𝑓′| fonksiyonunun konveksliği kullanılarak, 
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|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

=
𝑏 − 𝑎

2
∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼||𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡

1

0

≤
𝑏 − 𝑎

2
∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼|[𝑡|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|]𝑑𝑡

1

0

≤
𝑏 − 𝑎

2

{
 
 

 
 

∫[(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼][𝑡|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|]𝑑𝑡

1
2

0

+∫[𝑡𝛼 − (1 − 𝑡)𝛼][𝑡|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|]𝑑𝑡

1

1
2 }

 
 

 
 

=
𝑏 − 𝑎

2
(𝐾1 + 𝐾2)                                                                                              (3.9) 

şeklinde yazılabilir. 𝐾1 ve 𝐾2 değerleri hesaplanırsa, 

𝐾1 = ∫[(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼][𝑡|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|]

1
2

0

= |𝑓′(𝑎)|

[
 
 
 
 

∫ 𝑡(1 − 𝑡)𝛼𝑑𝑡

1
2

0

−∫𝑡𝛼+1𝑑𝑡

1
2

0
]
 
 
 
 

+ |𝑓′(𝑏)|

[
 
 
 
 

∫(1 − 𝑡)𝛼+1𝑑𝑡

1
2

0

−∫(1 − 𝑡)𝑡𝛼𝑑𝑡

1
2

0
]
 
 
 
 

= |𝑓′(𝑎)| [
1

(𝛼 + 1)(𝛼 + 2)
−

1

2𝛼+1(𝛼 + 1)
]

+ |𝑓′(𝑏)| [
1

(𝛼 + 2)
−

1

2𝛼+1(𝛼 + 1)
] 
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𝐾2 = ∫[𝑡
𝛼 − (1 − 𝑡)𝛼][𝑡|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|]

1

1
2

= |𝑓′(𝑎)|

[
 
 
 
∫ 𝑡𝛼+1𝑑𝑡 −∫ 𝑡(1 − 𝑡)𝛼𝑑𝑡

1

1
2

1

1
2 ]

 
 
 

+ |𝑓′(𝑏)|

[
 
 
 
∫(1 − 𝑡)𝑡𝛼𝑑𝑡 − ∫(1 − 𝑡)𝛼+1𝑑𝑡

1

1
2

1

1
2 ]

 
 
 

= |𝑓′(𝑎)| [
1

(𝛼 + 2)
−

1

2𝛼+1(𝛼 + 1)
]

+ |𝑓′(𝑏)| [
1

(𝛼 + 1)(𝛼 + 2)
−

1

2𝛼+1(𝛼 + 1)
] 

sonuçlarına ulaşılır. Bu değerler (3.9)’da yerine yazılırsa, 

|𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑏 − 𝑎

2
{|𝑓′(𝑎)| [

1

(𝛼 + 1)(𝛼 + 2)
−

1

2𝛼+1(𝛼 + 1)
]

+ |𝑓′(𝑏)| [
1

(𝛼 + 2)
−

1

2𝛼+1(𝛼 + 1)
] + |𝑓′(𝑎)| [

1

(𝛼 + 2)
−

1

2𝛼+1(𝛼 + 1)
]

+ |𝑓′(𝑏)| [
1

(𝛼 + 1)(𝛼 + 2)
−

1

2𝛼+1(𝛼 + 1)
]} 

bulunur. Elde edilen eşitsizlikler düzenlendiğinde aşağıdaki istenilen sonuca ulaşılır. 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑏 − 𝑎

2(𝛼 + 1)
(1 −

1

2𝛼
) (|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|). 

Lemma 3.7 : 𝛼 > 0 olsun. 𝑥 > 𝑎 için, 

i. lim
𝜌→1

𝐼𝑎+
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) = 𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) 
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ii. lim
𝜌→1

𝐼𝑏−
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) = 𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥) 

iii. lim
𝜌→0+

𝐼𝑎+
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) = 𝑱𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) 

iv. lim
𝜌→0+

𝐼𝑏−
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) = 𝑱𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥) eşitlikleri sağlanır. 

İspat 

i.  

lim
𝜌→1

𝐼𝑎+
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) = lim
𝜌→1

𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

𝑓(𝜏)𝜏𝜌−1

(𝑥𝜌 − 𝜏𝜌)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑥

𝑎

=
1

𝛤(𝛼)
∫ lim
𝜌→1

𝑓(𝜏)𝜏𝜌−1 (
𝑥𝜌 − 𝜏𝜌

𝜌
)

𝛼−1

𝑑𝜏

𝑥

𝑎

=
1

𝛤(𝛼)
∫𝑓(𝜏)𝜏1−1 (

𝑥1 − 𝜏1

1
)

𝛼−1

𝑑𝜏

𝑥

𝑎

=
1

𝛤(𝛼)
∫𝑓(𝜏)(𝑥 − 𝜏)𝛼−1𝑑𝜏

𝑥

𝑎

= 𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) 

ii.  

lim
𝜌→1

𝐼𝑏−
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) = lim
𝜌→1

𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

𝑓(𝜏)𝜏𝜌−1

(𝜏𝜌−𝑥𝜌)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑏

𝑥

=
1

𝛤(𝛼)
∫ lim

𝜌→1
𝑓(𝜏)𝜏𝜌−1 (

𝜏𝜌 − 𝑥𝜌

𝜌
)

𝛼−1

𝑑𝜏

𝑏

𝑥

=
1

𝛤(𝛼)
∫𝑓(𝜏)𝜏1−1 (

𝜏1−𝑥1

1
)

𝛼−1

𝑑𝜏

𝑥

𝑎

=
1

𝛤(𝛼)
∫𝑓(𝜏)(𝜏 − 𝑥)𝛼−1𝑑𝜏

𝑏

𝑥

= 𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥) 
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iii.  

lim
𝜌→0+

𝐼𝑎+
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) = lim
𝜌→0+

𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

𝑓(𝜏)𝜏𝜌−1

(𝑥𝜌 − 𝜏𝜌)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑥

𝑎

=
1

𝛤(𝛼)
∫ lim
𝜌→0+

𝑓(𝜏)𝜏𝜌−1 (
𝑥𝜌 − 𝜏𝜌

𝜌
)

𝛼−1

𝑑𝜏

𝑥

𝑎

=
1

𝛤(𝛼)
∫𝑓(𝜏)

1

𝜏
(
1. 𝑥𝜌. 𝑙𝑛𝑥 − 1. 𝜏𝜌𝑙𝑛𝜏

1
)

𝛼−1

𝑑𝜏

𝑥

𝑎

=
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑙𝑛

𝑥

𝜏
)
𝛼−1 𝑓(𝜏)

𝜏
𝑑𝜏 =

𝑥

𝑎

𝑱𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) 

iv.  

lim
𝜌→0+

𝐼𝑏−
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) = lim
𝜌→0+

𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

𝑓(𝜏)𝜏𝜌−1

(𝜏𝜌 − 𝑥𝜌)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑏

𝑥

=
1

𝛤(𝛼)
∫ lim

𝜌→0+
𝑓(𝜏)𝜏𝜌−1 (

𝜏𝜌 − 𝑥𝜌

𝜌
)

𝛼−1

𝑑𝜏

𝑏

𝑥

=
1

𝛤(𝛼)
∫𝑓(𝜏)

1

𝜏
(
1. 𝜏𝜌𝑙𝑛𝜏 − 1. 𝑥𝜌 . 𝑙𝑛𝑥

1
)

𝛼−1

𝑑𝜏

𝑏

𝑥

=
1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑙𝑛

𝜏

𝑥
)
𝛼−1 𝑓(𝜏)

𝜏
𝑑𝜏 =

𝑏

𝑥

𝑱𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥) 

sonuçları elde edilir. 

Lemma 3.8 : 𝛼 > 0 ve 𝜌 > 0 olsun. 

i. 𝑥 > 𝑎 için, 

     𝐼𝑎+
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) = (𝑥 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑥 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[𝑥𝜌 − (𝑠𝑥 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼
𝑓(𝑠𝑥 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

1

0
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ii. 𝑥 < 𝑏 için, 

𝐼𝑏−
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) = (𝑏 − 𝑥)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑥)𝜌−1

[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑥)𝜌−𝑥𝜌]1−𝛼
𝑓(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑥)𝑑𝑠

1

0

 

eşitsizlikleri yazılabilir. 

İspat :  

i. 𝐼𝑎+
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) eşitliğinde 𝜏 = 𝑠𝑥 + (1 − 𝑠)𝑎 dönüşümü uygulanırsa, 

𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝑓 (𝑥) =

𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

𝜏𝜌−1

(𝑥𝜌 − 𝜏𝜌)1−𝛼
𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑥

𝑎

=
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑥 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[𝑥𝜌 − (𝑠𝑥 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼
𝑓(𝑠𝑥 + (1 − 𝑠)𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝑑𝑠

1

0

= (𝑥 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑥 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[𝑥𝜌 − (𝑠𝑥 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼
𝑓(𝑠𝑥 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

1

0

 

elde edilmiş olur. 

ii. 𝐼𝑏−
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) eşitliğinde 𝜏 = 𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑥 dönüşümü uygulanırsa, 

𝐼𝑏−
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) =
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

𝜏𝜌−1

(𝜏𝜌 − 𝑥𝜌)1−𝛼
𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑥

=
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑥)𝜌−1

[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑥)𝜌−𝑥𝜌]1−𝛼
𝑓(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑥)(𝑏 − 𝑥)𝑑𝑠

1

0

= (𝑏 − 𝑥)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑥)𝜌−1

[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑥)𝜌−𝑥𝜌]1−𝛼
𝑓(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑥)𝑑𝑠

1

0

 

elde edilmiş olur. 
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𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° ve 0 < 𝑎 < 𝑏 < ∞ olmak üzere 𝑓: 𝐼° → ℝ fonksiyonu verilsin. 𝐼𝑎+
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) ve 

𝐼𝑏−
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) fonksiyonları iyi tanımlı ve 𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑎, 𝑏) olsun. 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎 + 𝑏 − 𝑥),   𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 

𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥),   𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] fonksiyonları tanımlansın. O halde aşağıdaki sonuçlar elde 

edilir. 

Teorem 3.9 : 𝛼 > 0 ve 𝜌 > 0 olsun. 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
[ 𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼

𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎)] ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
                             (3.10) 

eşitsizlikleri yazılabilir. 

İspat : 𝑠 ∈ [0,1] için, 𝑢 = 𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏 ve 𝑣 = (1 − 𝑠)𝑎 + 𝑠𝑏 olsun. 𝑓’nin 

konveksliğinden,  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) = 𝑓 (

𝑢 + 𝑣

2
) ≤

1

2
𝑓(𝑢) +

1

2
𝑓(𝑣) 

yazılabilir. 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

2
𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏) +

1

2
𝑓((1 − 𝑠)𝑎 + 𝑠𝑏).                                                  (3.11) 

(3.11) eşitsizliğinin her iki tarafı (𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)

(𝑠𝑏+(1−𝑠)𝑎)𝜌−1

[𝑏𝜌−(𝑠𝑏+(1−𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼
 ile çarpılıp 𝑠’ye göre (0,1) 

aralığında integrallenirse,  

(𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[𝑏𝜌 − (𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

≤
1

2
(𝑏 − 𝑎)

𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[𝑏𝜌 − (𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼
𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏)𝑑𝑠

1

0
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+
1

2
(𝑏 − 𝑎)

𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[𝑏𝜌 − (𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼
𝑓((1 − 𝑠)𝑎 + 𝑠𝑏)𝑑𝑠

1

0

=
1

2
𝐼1 +

1

2
𝐼2                                                                                                (3.12) 

bulunur. Dikkat edilirse aşağıdaki integralde 𝑢 = 𝑏𝜌 − (𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 dönüşümü    

uygulandığında, 

∫
(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[𝑏𝜌 − (𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

= −
1

𝜌(𝑏 − 𝑎)

[𝑏𝜌 − (𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼

𝛼
|
0

1

= −
1

𝜌(𝑏 − 𝑎)
[
(𝑏𝜌 − 𝑏𝜌)𝛼

𝛼
−
(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝛼
] =

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌(𝑏 − 𝑎)𝛼
 

eşitliği bulunabilir. 

𝑓(𝑏𝑠 + (1 − 𝑠)𝑎) = 𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏) özdeşliği ve Lemma 3.8’in (i) maddesi kullanılırsa, 

𝐼1 = (𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[𝑏𝜌 − (𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼
𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏)𝑑𝑠

1

0

= (𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[𝑏𝜌 − (𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼
𝑓(𝑏𝑠 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

1

0

= 𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) 

𝐼2 = (𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[𝑏𝜌 − (𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼
𝑓((1 − 𝑠)𝑎 + 𝑠𝑏)𝑑𝑠

1

0

= 𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) 

elde edilir. Bu sonuçlar (3.12) eşitsizliğinde yerine yazılırsa aşağıdaki eşitsizliğe ulaşılır. 

(𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)
(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌(𝑏 − 𝑎)𝛼
≤
1

2
𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) +

1

2
𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) =

1

2
𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 [𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑏)]

=
1

2
𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏). 

Eşitsizlik düzenlenirse, 
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(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏)

2
                                                                                       (3.13) 

elde edilir. Benzer şekilde (3.11) eşitsizliğinin her iki tarafı (𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)

(𝑠𝑏+(1−𝑠)𝑎)𝜌−1

[(𝑠𝑏+(1−𝑠)𝑎)𝜌−𝑎𝜌]1−𝛼
 

ile çarpılıp 𝑠’ye göre (0,1) aralığında integrallenirse, 

(𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

≤
1

2
(𝑏 − 𝑎)

𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]1−𝛼
𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏)𝑑𝑠

1

0

+
1

2
(𝑏 − 𝑎)

𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]1−𝛼
𝑓((1 − 𝑠)𝑎 + 𝑠𝑏)𝑑𝑠

1

0

=
1

2
𝐼3 +

1

2
𝐼4                                                                                                       (3.14) 

eşitsizliği bulunur. Aşağıdaki integralde 𝑢 = (𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌 dönüşümü 

uygulanırsa, 

∫
(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

=
1

𝜌(𝑏 − 𝑎)

[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]1−𝛼

𝛼
|
0

1

=
1

𝜌(𝑏 − 𝑎)
[
(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝛼
−
(𝑎𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝛼
] =

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌(𝑏 − 𝑎)𝛼
 

elde edilir. 𝑓(𝑏𝑠 + (1 − 𝑠)𝑎) = 𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏) özdeşliği ve Lemma 3.8 kullanılarak 𝐼3 

ve 𝐼4 integralleri hesaplandığında, 

𝐼3 = (𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]1−𝛼
𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏)𝑑𝑠

1

0

= (𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]1−𝛼
𝑓(𝑏𝑠 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

1

0

= 𝐼𝑏−
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑎) 
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𝐼4 = (𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]1−𝛼
𝑓(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

1

0

= 𝐼𝑏−
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑎) 

bulunur. Elde edilen değerler (3.14)’te yerine yazılırsa aşağıdaki eşitsizliğe ulaşılır. 

(𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)
(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌(𝑏 − 𝑎)𝛼
≤
1

2
𝐼𝑏−
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑎) +
1

2
𝐼𝑏−
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑎) =
1

2
𝐼𝑏−
𝛼𝜌
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎)]

=
𝐼𝑏−
𝛼𝜌
𝐹(𝑎)

2
 

Eşitsizlik düzenlenirse, 

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝐼𝑏−
𝛼𝜌
𝐹(𝑎)

2
                                                                                       (3.15) 

bulunur. (3.13) ve (3.15) eşitsizlikleri taraf tarafa toplandığında, 

2(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝐼𝑏−
𝛼𝜌
𝐹(𝑎) + 𝐼

𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏)

2
 

yazılabilir. Bulunan eşitsizlikler düzenlendiğinde,  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
[ 𝐼𝑏−

𝛼𝜌
𝐹(𝑎) + 𝐼

𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏)] 

(3.10) eşitsizliğinin sol tarafı elde edilmiş olur. 

𝑓’nin konveksliğinden, ∀𝑠 ∈ [0,1] için, 

𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑠)𝑎 + 𝑠𝑏) ≤ 𝑠𝑓(𝑎) + (1 − 𝑠)𝑓(𝑏) + (1 − 𝑠)𝑓(𝑎) + 𝑠𝑓(𝑏) 

𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑠)𝑎 + 𝑠𝑏) ≤ 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)                                                     (3.16) 

eşitsizliği geçerlidir. (3.16)’nın her iki tarafı (𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)

(𝑠𝑏+(1−𝑠)𝑎)𝜌−1

[𝑏𝜌−(𝑠𝑏+(1−𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼
 ile çarpılır, 

(0,1) aralığında 𝑠’ye göre integrallenirse, 
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(𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[𝑏𝜌−(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼
𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏)𝑑𝑠

1

0

+ (𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[𝑏𝜌−(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼
𝑓((1 − 𝑠)𝑎 + 𝑠𝑏)𝑑𝑠

1

0

≤ (𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[𝑏𝜌−(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

   

eşitsizliği bulunur. Daha önce bulunan eşitlikler ve Lemma 3.8 ‘in (i) maddesinden, 

𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐼

𝜌
𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) ≤ (𝑏 − 𝑎)

𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌(𝑏 − 𝑎)𝛼
 

yazılır. İfade düzenlendiğinde, 

𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) ≤

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]                                                                               (3.17) 

bulunur. Benzer şekilde  (3.16)’nın her iki tarafı (𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)

(𝑠𝑏+(1−𝑠)𝑎)𝜌−1

[(𝑠𝑏+(1−𝑠)𝑎)𝜌−𝑎𝜌]1−𝛼
 ile çarpılır, 

(0,1) aralığında 𝑠’ye göre integrallenirse, 

(𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]1−𝛼
𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏)𝑑𝑠

1

0

+ (𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]1−𝛼
𝑓((1 − 𝑠)𝑎 + 𝑠𝑏)𝑑𝑠

1

0

≤ (𝑏 − 𝑎)
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]∫

(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌−1

[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

 

eşitsizliği bulunur. Daha önce bulunan eşitlikler ve Lemma 3.8 ‘in (ii) maddesinden, 

𝐼𝑏−
𝛼𝜌
𝑓(𝑎) + 𝐼𝑏−

𝛼𝜌
𝑓(𝑎) ≤ (𝑏 − 𝑎)

𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌(𝑏 − 𝑎)𝛼
 

yazılabilir. Elde edilenler düzenlendiğinde, 
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𝐼𝑏−
𝛼𝜌
𝐹(𝑎) ≤

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]                                                                               (3.18) 

bulunur. (3.17) ve (3.18) taraf tarafa toplanırsa,  

𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼𝑏−

𝛼𝜌
𝐹(𝑎) ≤ 2

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
[ 𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼𝑏−

𝛼𝜌
𝐹(𝑎)] ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 

elde edilir. Böylece  (3.10) eşitsizliğinin sağ tarafı da elde edilmiş olur ve ispat tamamlanır. 

Uyarı 3.10 : Teorem 3.9, Teorem 3.3’ün genelleştirilmiş halidir. 

i. (3.10)’da 𝜌 → 1 ve Lemma 3.7’deki (i) maddesi kullanılırsa, (3.3) eşitsizliğinin 

elde edileceği kolayca görülür. Üstelik Teorem 3.3’te 𝑓’nin pozitif olması 

gerekirken Teorem 3.9’da böyle bir şart gerekmemektedir. 

ii. (3.10)’da 𝜌 → 0+ ve Lemma 3.7’deki (ii) maddesi kullanılırsa, kesirli Hadamard 

integralleri için Hermite-Hadamard eşitsizliği elde edilir. 

İspat : 

i. 𝛼 > 0 ve 𝜌 > 0 olsun. 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında konveks olmak üzere, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
[ 𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼

𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎)] ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
                             (3.19) 

eşitsizliğinde 𝜌 → 1,  𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥) eşitliği ve Lemma 3.7’deki (i) maddesi 

kullanılırsa, 

lim
𝜌→1

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤ lim

𝜌→1

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
[ 𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼

𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎)] ≤ lim

𝜌→1

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1𝛼𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏1 − 𝑎1)𝛼
lim
𝜌→1

[ 𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼

𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎)] ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
                       (3.20) 

bulunur. Burada aşağıdaki limitlerin hesaplanması gerekir. 
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lim
𝜌→1

𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) = 𝐽𝑎+

𝛼 𝐹(𝑏) = 𝐽𝑎+
𝛼 [𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑏)] = 𝐽𝑎+

𝛼 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] = 𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑎) + 𝐽𝑎+

𝛼 𝑓(𝑏)

= 𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏), 

lim
𝜌→1

𝐼
𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎) = 𝐽𝑏−

𝛼 𝐹(𝑎) = 𝐽𝑏−
𝛼 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎)] = 𝐽𝑏−

𝛼 [𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑏)] = 𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)

= 𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑎). 

Bu eşitlikler (3.20)’de yerine yazılırsa, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)] ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 

istenilen eşitsizliğe ulaşılmış olur. 

ii. (3.10)’da 𝜌 → 0+ için, 

lim
𝜌→0+

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤ lim

𝜌→0+

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
[ 𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼

𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎)] ≤ lim

𝜌→0+

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤(𝛼 + 1)

4
lim
𝜌→0+

(
𝜌

𝑏𝜌 − 𝑎𝜌
)
𝛼

lim
𝜌→0+

[ 𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼

𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎)]

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
                                                                                                 (3.21) 

eşitsizliği yazılır. lim
𝜌→0+

(
𝜌

𝑏𝜌−𝑎𝜌
)
𝛼

= lim
𝜌→0+

(
1

1.𝑏𝜌.ln𝑏−1.𝑎𝜌.ln𝑎
) =

1

ln
𝑏

𝑎

  limiti ve Lemma 3.7’deki 

(ii) maddesi (3.21)’de yerine yazılırsa,  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤(𝛼 + 1)

4 (ln
𝑏
𝑎)

𝛼 𝑱𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝑱𝑏−

𝛼 𝐹(𝑎) ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 

elde edilir, ispat tamamlanır. 

Sonuç 3.11 : 𝛼 > 0 olsun. 𝑓 konveks bir fonksiyon ise,  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤(𝛼 + 1)

4 (ln
𝑏
𝑎)

𝛼 𝑱𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝑱𝑏−

𝛼 𝐹(𝑎) ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
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eşitsizliği sağlanır. 

Ξ𝛼,𝜌(𝑡): [0,1] → ℝ fonksiyonu 𝛼 > 0 ve 𝜌 > 0 için,  

Ξ𝛼,𝜌(𝑡) = [(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼 − [(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼

+ [𝑏𝜌 − (𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)𝜌]𝛼 − [𝑏𝜌 − (𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝜌]𝛼             

şeklinde tanımlansın.  

Lemma 3.12 : 𝛼 > 0 ve 𝜌 > 0 olsun. 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐼°) ise,  

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
[ 𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼

𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎)]

=
𝑏 − 𝑎

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
∫Ξ𝛼,𝜌(𝑡)𝑓

′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

                   (3.22) 

eşitliği geçerlidir. 

İspat : Eşitliğin sol tarafının sağ tarafa eşit olduğunu göstermemiz yeterlidir. Kısmi 

integrasyon yardımıyla, 

𝐼𝑎+
𝛼 𝐹

𝜌 (𝑏) =
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

𝜏𝜌−1

(𝑏𝜌 − 𝜏𝜌)1−𝛼
𝐹(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑎

=
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫𝜏𝜌−1(𝑏𝜌 − 𝜏𝜌)𝛼−1𝐹(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑎

=
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
[−
𝐹(𝜏)(𝑏𝜌 − 𝜏𝜌)𝛼

𝛼𝜌
|
𝑎

𝑏

+ ∫
(𝑏𝜌 − 𝜏𝜌)𝛼

𝛼𝜌
𝐹′(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑎

]

=
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
[−
𝐹(𝑏)(𝑏𝜌 − 𝑏𝜌)𝛼

𝛼𝜌
+
𝐹(𝑎)(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝛼𝜌
+ ∫

(𝑏𝜌 − 𝜏𝜌)𝛼

𝛼𝜌
𝐹′(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑎

] 

yazılabilir. Burada integralde 𝜏 = 𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎 dönüşümü uygulanırsa, 
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𝐼𝑎+
𝛼 𝐹

𝜌 (𝑏) =
𝐹(𝑎)(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

+
(𝑏 − 𝑎)

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
∫[𝑏𝜌 − (𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]𝛼𝐹′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

1

0

=
𝐹(𝑎)(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
+

(𝑏 − 𝑎)

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
𝐴                                                           (3.23) 

elde edilir. Benzer şekilde kısmi integrasyon kullanılarak, 

𝐼
𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎) =

𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫

𝜏𝜌−1

(𝜏𝜌 − 𝑎𝜌)1−𝛼
𝐹(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑥

=
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
∫ 𝜏𝜌−1(𝜏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼−1𝐹(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑎

=
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
[
𝐹(𝜏)(𝜏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝛼𝜌
|
𝑎

𝑏

−∫
(𝜏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝛼𝜌
𝐹′(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑎

]

=
𝜌1−𝛼

𝛤(𝛼)
[
𝐹(𝑏)(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝛼𝜌
−
𝐹(𝑎)(𝑎𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝛼𝜌
− ∫

(𝜏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝛼𝜌
𝐹′(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑎

] 

bulunur. Burada integralde 𝜏 = 𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎 dönüşümü uygulanırsa, 

𝐼
𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎) =

𝐹(𝑏)(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

−
(𝑏 − 𝑎)

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
∫[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼𝐹′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

1

0

=
𝐹(𝑏)(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
−

(𝑏 − 𝑎)

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
𝐵                                                           (3.24) 

elde edilir. (3.23) ve (3.24) taraf tarafa toplanır ve düzenlenirse, 

𝐼𝑎+
𝛼 𝐹

𝜌 (𝑏) + 𝐼
𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎) =

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
[𝐹(𝑎) + 𝐹(𝑏)] +

(𝑏 − 𝑎)

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
[𝐴 − 𝐵]

=
(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑏)] +

(𝑏 − 𝑎)

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
[𝐴 − 𝐵]

=
(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
[2𝑓(𝑎) + 2𝑓(𝑏)] +

(𝑏 − 𝑎)

𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)
[𝐴 − 𝐵] 
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𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
[ 𝐼𝑎+

𝛼 𝐹
𝜌 (𝑏) + 𝐼

𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎)] =

(𝑏 − 𝑎)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
[𝐵 − 𝐴]          (3.25) 

eşitliğine ulaşılır. Dikkat edilmelidir ki 𝐹′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 𝑓′(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) eşitliğinde              

𝑥 = 𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎 yazıldığında, 

𝐹′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) = 𝑓′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑓′(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏),   𝑠 ∈ [0,1] 

elde edilir. İlk önce 𝐵 ve 𝐴 integralleri hesaplanmalıdır.  

𝐵 = ∫[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼𝐹′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

1

0

= ∫[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼
1

0

[𝑓′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

− 𝑓′(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏)]𝑑𝑠 

= ∫[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼𝑓′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

1

0

−∫[(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼𝑓′(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏)𝑑𝑠.

1

0

 

Yazılan bu eşitlikteki ilk integralde 𝑠 = 1 − 𝑡, ikinci integralde 𝑠 = 𝑡 dönüşümü 

uygulanırsa, 

𝐵 = ∫[(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

−∫[(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

 

yazılabilir. Benzer şekilde, 
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𝐴 = ∫[𝑏𝜌 − (𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]𝛼𝐹′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

1

0

= ∫[𝑏𝜌 − (𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]𝛼[𝑓′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

1

0

− 𝑓′(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏)]𝑑𝑠

= ∫[𝑏𝜌 − (𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]𝛼𝑓′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

1

0

−∫[𝑏𝜌 − (𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝜌]𝛼𝑓′(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏)𝑑𝑠

1

0

 

eşitliğindeki ilk integralde 𝑠 = 1 − 𝑡, ikinci integralde 𝑠 = 𝑡 dönüşümü uygulanırsa, 

𝐴 = ∫[𝑏𝜌 − (𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝜌]𝛼𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

−∫[𝑏𝜌 − (𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)𝜌]𝛼𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

 

yazılabilir. 𝐵 − 𝐴 hesaplandığında, 

𝐵 − 𝐴 = ∫{[(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼 − [(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼
1

0

+ [𝑏𝜌 − (𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)𝜌]𝛼

− [𝑏𝜌 − (𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝜌]𝛼} 𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

= ∫Ξ𝛼,𝜌(𝑡)

1

0

𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡                                                         

elde edilir. Hesaplanan 𝐵 − 𝐴 değeri, (3.25)’te yerine yazılırsa,  
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𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
[ 𝐼𝑎+

𝛼 𝐹
𝜌 (𝑏) + 𝐼

𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎)]

=
(𝑏 − 𝑎)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
∫Ξ𝛼,𝜌(𝑡)

1

0

𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡                                        (3.26) 

istenilen sonuca ulaşılmış olur. 

Uyarı 3.13 : (3.22) eşitliğinde 𝜌 → 1 için Lemma 2 elde edilir [10]. 

İspat : (3.22) eşitliğinde 𝜌 → 1 için Lemma 3.7 ‘nin (i) maddesi kullanılırsa, 

lim
𝜌→1

[
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
[ 𝐼𝑎+

𝛼 𝐹
𝜌 (𝑏) + 𝐼

𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎)]]

= lim
𝜌→1

[
(𝑏 − 𝑎)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
∫Ξ𝛼,𝜌(𝑡)

1

0

𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡] 

yazılabilir. Eşitlik düzenlenirse,  

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 (𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑏)) + 𝐽𝑏−

𝛼 (𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎))]

=
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 (𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎)) + 𝐽𝑏−

𝛼 (𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏))]

=
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]

=
(𝑏 − 𝑎)

4(𝑏 − 𝑎)𝛼
∫[lim

𝜌→1
Ξ𝛼,𝜌(𝑡)] 𝑓

′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

1

0

𝑑𝑡                                  (3.27) 

bulunur. Yukarıdaki limit hesaplanır ve (3.27)’de yerine yazılırsa, 

lim
𝜌→1

Ξ𝛼,𝜌(𝑡) = lim
𝜌→1

{[(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼 − [(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼

+ [𝑏𝜌 − (𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)𝜌]𝛼 − [𝑏𝜌 − (𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝜌]𝛼}

= (𝑏 − 𝑎)𝛼(1 − 𝑡)𝛼 − (𝑏 − 𝑎)𝛼𝑡𝛼 + (𝑏 − 𝑎)𝛼(1 − 𝑡)𝛼 − (𝑏 − 𝑎)𝛼𝑡𝛼

= 2(𝑏 − 𝑎)𝛼[(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼] 
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𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]

=
(𝑏 − 𝑎)

2
∫[(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼]

1

0

𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡 

istenilen eşitliğe ulaşılır. Burada iki tarafın birbirine eşitliği görülmek istenirse, 

 

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]

=
(𝑏 − 𝑎)

2
∫[(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼]

1

0

𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡 =
(𝑏 − 𝑎)

2
𝐼            (3.28) 

𝐼 integralinin hesaplanması yeterlidir. 

𝐼 = ∫[(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼]

1

0

𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

= ∫(1 − 𝑡)𝛼
1

0

𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡 − ∫ 𝑡𝛼
1

0

𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡 = 𝐼1 + 𝐼2. 

Kısmi integrasyon yardımıyla, 

𝐼1 = ∫(1 − 𝑡)
𝛼

1

0

𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

= (1 − 𝑡)𝛼
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

𝑎 − 𝑏
|
0

1

+∫𝛼

1

0

(1 − 𝑡)𝛼−1
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

𝑎 − 𝑏
𝑑𝑡

=
𝑓(𝑏)

𝑏 − 𝑎
−

𝛼

𝑏 − 𝑎
∫(1 − 𝑡)𝛼−1
1

0

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡 

yazılabilir. Burada 𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏 dönüşümü uygulanırsa, 
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𝐼1 =
𝑓(𝑏)

𝑏 − 𝑎
−

𝛼

𝑏 − 𝑎
∫ (

𝑎 − 𝑥

𝑎 − 𝑏
)
𝛼−1

𝑎

𝑏

𝑓(𝑥)

𝑎 − 𝑏
𝑑𝑥 =

𝑓(𝑏)

𝑏 − 𝑎
−

𝛼

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
∫(𝑎 − 𝑥)𝛼−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=
𝑓(𝑏)

𝑏 − 𝑎
−

𝛼𝛤(𝛼)

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑎) =

𝑓(𝑏)

𝑏 − 𝑎
−
𝛤(𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑎) 

elde edilir. Benzer şekilde kısmi integrasyon uygulanırsa, 

𝐼2 = −∫𝑡𝛼
1

0

𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

= 𝑡𝛼
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

𝑏 − 𝑎
|
0

1

+∫𝛼

1

0

𝑡𝛼−1
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

𝑎 − 𝑏
𝑑𝑡

=
𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
+

𝛼

𝑎 − 𝑏
∫𝑡𝛼−1
1

0

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡 

yazılabilir. Burada 𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏 dönüşümü uygulandığında, 

𝐼2 =
𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
+

𝛼

𝑎 − 𝑏
∫(

𝑥 − 𝑏

𝑎 − 𝑏
)
𝛼−1 𝑓(𝑥)

𝑎 − 𝑏

𝑎

𝑏

𝑑𝑥 =
𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
−

𝛼

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
∫(𝑏 − 𝑥)𝛼−1𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥

=
𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
−

𝛼𝛤(𝛼)

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) =

𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
−
𝛤(𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) 

yazılır.  

𝐼1 + 𝐼2 =
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝑏 − 𝑎
−
𝛤(𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]. 

Hesaplanan 𝐼1 + 𝐼2, 
𝑏−𝑎

2
 ile çarpılırsa, 

𝑏 − 𝑎

2
(𝐼1 + 𝐼2) =

𝑏 − 𝑎

2
∫[(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼]

1

0

𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

=
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)] 

eşitliği elde edilir. 

𝛼 > 0  ve 𝜌 > 0 olsun. 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] için, 
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ℒ𝛼(𝜌, 𝑥, 𝑦) = ∫ |𝑥 − 𝑢||𝑦𝜌 − 𝑢𝜌|𝛼𝑑𝑢 −

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫|𝑥 − 𝑢||𝑦𝜌 − 𝑢𝜌|𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

 

şeklinde tanımlansın. O halde aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 3.14 : 𝛼 > 0  ve 𝜌 > 0 olsun. 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐼°) ve |𝑓′|, [𝑎, 𝑏] aralığında konveks bir  

fonksiyon olmak üzere,  

𝐼𝜌
𝛼(𝑎, 𝑏) = ℒ𝛼(𝜌, 𝑏, 𝑏) + ℒ𝛼(𝜌, 𝑎, 𝑏) − ℒ𝛼(𝜌, 𝑏, 𝑎) − ℒ𝛼(𝜌, 𝑎, 𝑎) 

şeklinde tanımlanırsa, 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
[ 𝐼𝑎+

𝛼 𝐹
𝜌 (𝑏) + 𝐼

𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎)]|

≤
𝐼𝜌
𝛼(𝑎, 𝑏)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼(𝑏 − 𝑎)
(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)                                               (3.29) 

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : Lemma 3.12 ve |𝑓′| fonksiyonunun konveksliği kullanılırsa,  

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
[ 𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼

𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎)]|

≤
𝑏 − 𝑎

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
∫| Ξ𝛼,𝜌(𝑡)||𝑓

′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡

1

0

≤
𝑏 − 𝑎

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
(|𝑓′(𝑎)|∫ 𝑡

1

0

| Ξ𝛼,𝜌(𝑡)|𝑑𝑡

+ |𝑓′(𝑏)|∫(1 − 𝑡)

1

0

| Ξ𝛼,𝜌(𝑡)|𝑑𝑡)                                                                (3.30) 

eşitsizliği elde edilir. 

𝑢 ∈ [𝑎, 𝑏] için, 

𝜑(𝑢) = [𝑢𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼 − [(𝑏 + 𝑎 − 𝑢)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼 + [𝑏𝜌 − (𝑎 + 𝑏 − 𝑢)𝜌]𝛼 − [𝑏𝜌 − 𝑢𝜌]𝛼 

şeklinde tanımlansın. O halde 𝑢 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏 dönüşümü uygulanırsa, 
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∫𝑡

1

0

| Ξ𝛼,𝜌(𝑡)|𝑑𝑡

= ∫𝑡|[(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼 − [(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼
1

0

+ [𝑏𝜌 − (𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)𝜌]𝛼 − [𝑏𝜌 − (𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝜌]𝛼| 𝑑𝑡

= ∫(
𝑏 − 𝑢

𝑏 − 𝑎
)

𝑏

𝑎

|[𝑢𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼 − [(𝑏 + 𝑎 − 𝑢)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼

+ [𝑏𝜌 − (𝑎 + 𝑏 − 𝑢)𝜌]𝛼 − [𝑏𝜌 − 𝑢𝜌]𝛼|
𝑑𝑢

𝑏 − 𝑎

=
1

(𝑏 − 𝑎)2
∫|𝜑(𝑢)|(𝑏 − 𝑢)𝑑𝑢

𝑏

𝑎

 

eşitliğinin doğru olduğu görülebilir. 𝜑, [𝑎, 𝑏] aralığında azalmayan bir fonksiyon olsun. O 

halde, 

𝜑(𝑎) = [𝑎𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼 − [(𝑏 + 𝑎 − 𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼 + [𝑏𝜌 − (𝑎 + 𝑏 − 𝑎)𝜌]𝛼 − [𝑏𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼

= −2[𝑏𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼 < 0 

ve 

𝜑 (
𝑎 + 𝑏

2
) = [(

𝑎 + 𝑏

2
)
𝜌

− 𝑎𝜌]

𝛼

− [(𝑏 + 𝑎 −
𝑎 + 𝑏

2
)
𝜌

− 𝑎𝜌]

𝛼

+ [𝑏𝜌 − (𝑎 + 𝑏 −
𝑎 + 𝑏

2
)
𝜌

]

𝛼

− [𝑏𝜌 − (
𝑎 + 𝑏

2
)
𝜌

]

𝛼

= 0 

doğrudur. Sonuç olarak, 

 

{
𝜑(𝑢) ≤ 0,   𝑎 ≤ 𝑢 ≤

𝑎 + 𝑏

2
 

𝜑(𝑢) > 0,   
𝑎 + 𝑏

2
< 𝑢 ≤ 𝑏

  

 

yazılabilir. 
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𝐼1 = ∫ (𝑏 − 𝑢)(𝑏𝜌 − 𝑢𝜌)𝛼𝑑𝑢

𝑎+𝑏
2

𝑎

− ∫(𝑏 − 𝑢)(𝑏𝜌 − 𝑢𝜌)𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

= ℒ𝛼(𝜌, 𝑏, 𝑏) 

𝐼2 = − ∫ (𝑏 − 𝑢)(𝑢𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼𝑑𝑢

𝑎+𝑏
2

𝑎

− ∫(𝑏 − 𝑢)(𝑢𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

= −ℒ𝛼(𝜌, 𝑏, 𝑎) 

𝑣 = 𝑎 + 𝑏 − 𝑢 değişken değiştirmesi yardımıyla, 

𝐼3 = ∫ (𝑏 − 𝑢)((𝑏 + 𝑎 − 𝑢)𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼𝑑𝑢

𝑎+𝑏
2

𝑎

− ∫(𝑏 − 𝑢)((𝑏 + 𝑎 − 𝑢)𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

= −ℒ𝛼(𝜌, 𝑎, 𝑎) 

𝐼4 = − ∫ (𝑏𝜌 − (𝑎 + 𝑏 − 𝑢)𝜌)𝛼(𝑏 − 𝑢)𝑑𝑢

𝑎+𝑏
2

𝑎

− ∫(𝑏𝜌 − (𝑎 + 𝑏 − 𝑢)𝜌)𝛼(𝑏 − 𝑢)𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

= ℒ𝛼(𝜌, 𝑎, 𝑏) 

şeklinde parçalandığında, 

∫𝑡

1

0

| Ξ𝛼,𝜌(𝑡)|𝑑𝑡 =
ℒ𝛼(𝜌, 𝑏, 𝑏) + ℒ𝛼(𝜌, 𝑎, 𝑏)−ℒ𝛼(𝜌, 𝑏, 𝑎)−ℒ𝛼(𝜌, 𝑎, 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)2
=
𝐼𝜌
𝛼(𝑎, 𝑏)

(𝑏 − 𝑎)2
  (2.31) 

bulunur. Benzer şekilde aşağıdaki integralde 𝑢 = 𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎 değişken değiştirmesi 

yapılırsa, 

∫(1 − 𝑡)

1

0

| Ξ𝛼,𝜌(𝑡)|𝑑𝑡

= ∫(1 − 𝑡)

1

0

|[(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼 − [(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼

+ [𝑏𝜌 − (𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)𝜌]𝛼 − [𝑏𝜌 − (𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝜌]𝛼|𝑑𝑡 
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= ∫(
𝑏 − 𝑢

𝑏 − 𝑎
)

𝑏

𝑎

|[𝑢𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼 − [(𝑏 + 𝑎 − 𝑢)𝜌 − 𝑎𝜌]𝛼 + [𝑏𝜌 − (𝑎 + 𝑏 − 𝑢)𝜌]𝛼

− [𝑏𝜌 − 𝑢𝜌]𝛼|
𝑑𝑢

𝑎 − 𝑏
=

1

(𝑏 − 𝑎)2
∫|𝜑(𝑢)|(𝑏 − 𝑢)𝑑𝑢

𝑏

𝑎

=  
𝐼𝜌
𝛼(𝑎, 𝑏)

(𝑏 − 𝑎)2
    (3.32) 

eşitliği elde edilir. (3.30) eşitsizliğinde, elde edilen (3.31) ve (3.32) eşitlikleri yerine 

yazılırsa, 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
[ 𝐼
𝜌
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼

𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎)]|

≤
𝑏 − 𝑎

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
∫| Ξ𝛼,𝜌(𝑡)||𝑓

′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡

1

0

 

≤
𝑏 − 𝑎

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
(|𝑓′(𝑎)|

𝐼𝜌
𝛼(𝑎, 𝑏)

(𝑏 − 𝑎)2
+ |𝑓′(𝑏)|

𝐼𝜌
𝛼(𝑎, 𝑏)

(𝑏 − 𝑎)2
)

=
𝐼𝜌
𝛼(𝑎, 𝑏)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼(𝑏 − 𝑎)
(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|) 

eşitsizliğine ulaşılır ve ispat tamamlanır. 

Uyarı 3.15 : (3.29) eşitsizliğinde 𝜌 → 1 için Teorem 3.6 elde edilir. 

İspat : (3.29) eşitsizliğinde 𝜌 → 1 için, 

lim
𝜌→1

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝜌𝛼𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
[ 𝐼𝑎+

𝛼 𝐹
𝜌 (𝑏) + 𝐼

𝜌
𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎)]|

≤ lim
𝜌→1

𝐼𝜌
𝛼(𝑎, 𝑏)

4(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼(𝑏 − 𝑎)
(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)                                      (3.33) 

yazılabilir. Öncelikle lim
𝜌→1

𝐼𝜌
𝛼(𝑎, 𝑏) limiti hesaplanmalıdır. 

lim
𝜌→1

𝐼𝜌
𝛼(𝑎, 𝑏) = lim

𝜌→1
[ℒ𝛼(𝜌, 𝑏, 𝑏) + ℒ𝛼(𝜌, 𝑎, 𝑏)−ℒ𝛼(𝜌, 𝑏, 𝑎)−ℒ𝛼(𝜌, 𝑎, 𝑎)]

= ℒ𝛼(1, 𝑏, 𝑏) + ℒ𝛼(1, 𝑎, 𝑏)−ℒ𝛼(1, 𝑏, 𝑎)−ℒ𝛼(1, 𝑎, 𝑎)                             (3.34) 
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ℒ𝛼(1, 𝑏, 𝑏) = ∫ |𝑏 − 𝑢||𝑏 − 𝑢|𝛼𝑑𝑢 −

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫|𝑏 − 𝑢||𝑏 − 𝑢|𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

= ∫ (𝑏 − 𝑢)𝛼+1𝑑𝑢

𝑎+𝑏
2

𝑎

− ∫(𝑏 − 𝑢)𝛼+1𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

= −
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

2𝛼+1(𝛼 + 2)
+
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

(𝛼 + 2)
 

ℒ𝛼(1, 𝑎, 𝑏) = ∫ |𝑎 − 𝑢||𝑏 − 𝑢|𝛼𝑑𝑢 −

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫|𝑎 − 𝑢||𝑏 − 𝑢|𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

= ∫ (𝑢 − 𝑎)(𝑏 − 𝑢)𝛼𝑑𝑢

𝑎+𝑏
2

𝑎

− ∫(𝑢 − 𝑎)(𝑏 − 𝑢)𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

= −
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

2𝛼(𝛼 + 1)
+
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

2𝛼+1(𝛼 + 2)
+
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

(𝛼 + 1)
−
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

(𝛼 + 2)
 

ℒ𝛼(1, 𝑏, 𝑎) = ∫ |𝑏 − 𝑢||𝑎 − 𝑢|𝛼𝑑𝑢 −

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫|𝑏 − 𝑢||𝑎 − 𝑢|𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

= ∫ (𝑏 − 𝑢)(𝑢 − 𝑎)𝛼𝑑𝑢

𝑎+𝑏
2

𝑎

− ∫(𝑏 − 𝑢)(𝑢 − 𝑎)𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

=
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

2𝛼(𝛼 + 1)
−
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

2𝛼+1(𝛼 + 2)
−
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

(𝛼 + 1)
+
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

(𝛼 + 2)
 

ℒ𝛼(1, 𝑎, 𝑎) = ∫ |𝑎 − 𝑢||𝑎 − 𝑢|𝛼𝑑𝑢 −

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫|𝑎 − 𝑢||𝑎 − 𝑢|𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

= ∫ (𝑢 − 𝑎)𝛼+1𝑑𝑢

𝑎+𝑏
2

𝑎

− ∫(𝑢 − 𝑎)𝛼+1𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

=
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

2𝛼+1(𝛼 + 2)
−
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

(𝛼 + 2)
 

bulunur. Elde edilen bu değerler (3.34)’te yerine yazılırsa, 
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lim
𝜌→1

𝐼𝜌
𝛼(𝑎, 𝑏) = −

(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

2𝛼+1(𝛼 + 2)
+
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

(𝛼 + 2)
−
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

2𝛼(𝛼 + 1)
+
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

2𝛼+1(𝛼 + 2)
+
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

(𝛼 + 1)

−
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

(𝛼 + 2)
−
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

2𝛼(𝛼 + 1)
+
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

2𝛼+1(𝛼 + 2)
+
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

(𝛼 + 1)
−
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

(𝛼 + 2)

−
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

2𝛼+1(𝛼 + 2)
+
(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

(𝛼 + 2)
=
2(𝑏 − 𝑎)𝛼+2

(𝛼 + 1)
(1 −

1

2𝛼
)                       (3.35) 

elde edilir. (3.35) eşitliği (3.33)’te yerine yazılır ve Lemma 3.7 kullanılırsa, 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

4(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝐹(𝑎)]|

≤
(𝑏 − 𝑎)

2(𝛼 + 1)
(1 −

1

2𝛼
) (|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|) 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

𝛼 > 0 ve 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] için, 

𝒲𝛼(𝑥, 𝑦) = ∫ |𝑥 − 𝑢| |ln
𝑢

𝑦
|
𝛼

𝑑𝑢

𝑎+𝑏
2

𝑎

− ∫|𝑥 − 𝑢| |ln
𝑢

𝑦
|
𝛼

𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

 

operatörü tanımlansın. (3.29) eşitsizliğinde  𝜌 → 0 için aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.16 : 𝛼 > 0 olsun. 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐼°) ve |𝑓′|, [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise,  

𝐾𝛼(𝑎, 𝑏) = 𝒲𝛼(𝑏, 𝑏) +𝒲𝛼(𝑎, 𝑏) −𝒲𝛼(𝑏, 𝑎) −𝒲𝛼(𝑎, 𝑎) olmak üzere,  

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

4 (ln
𝑏
𝑎)

𝛼 [𝑱𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝑱𝑏−

𝛼 𝐹(𝑎)]| ≤
𝐾𝛼(𝑎, 𝑏)

4(𝑏 − 𝑎) (ln
𝑏
𝑎)

𝛼 (|𝑓
′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat : (3.29) eşitsizliğinde  𝜌 → 0 yazılır ve Lemma 3.7’deki 

lim
𝜌→0+

𝐼𝑎+
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) = 𝑱𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥),   

lim
𝜌→0+

𝐼𝑏−
𝛼 𝑓

𝜌 (𝑥) = 𝑱𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥) eşitlikleri de kullanılırsa, 
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|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

𝛤(𝛼 + 1)

4(ln 𝑏 − ln 𝑎)𝛼
[𝑱
𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝑱

𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎)]|

≤
(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)

4(𝑏 − 𝑎)
lim
𝜌→0

𝐼𝜌
𝛼(𝑎, 𝑏)

4(ln 𝑏 − ln 𝑎)𝛼
 

bulunur. Burada lim
𝜌→0

𝐼𝜌
𝛼(𝑎,𝑏)

(𝑏𝜌−𝑎𝜌)𝛼
 limiti hesaplanmalıdır. 

lim
𝜌→0

𝐼𝜌
𝛼(𝑎, 𝑏)

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
= lim

𝜌→0

[ℒ𝛼(𝜌, 𝑏, 𝑏) + ℒ𝛼(𝜌, 𝑎, 𝑏)−ℒ𝛼(𝜌, 𝑏, 𝑎)−ℒ𝛼(𝜌, 𝑎, 𝑎)]

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
 

eşitliğinde limitler tek tek hesaplanırsa, 

lim
𝜌→0

ℒ𝛼(𝜌, 𝑏, 𝑏)

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
= ∫ |𝑏 − 𝑢|lim

𝜌→0
|
𝑏𝜌 − 𝑢𝜌

𝑏𝜌 − 𝑎𝜌
|

𝛼

𝑑𝑢 −

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫|𝑏 − 𝑢|lim
𝜌→0

|
𝑏𝜌 − 𝑢𝜌

𝑏𝜌 − 𝑎𝜌
|

𝛼

𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

 

=
1

(ln 𝑏 − ln 𝑎)𝛼

[
 
 
 
 

∫ |𝑏 − 𝑢| |ln
𝑢

𝑏
|
𝛼

𝑑𝑢

𝑎+𝑏
2

𝑎

− ∫|𝑏 − 𝑢| |ln
𝑢

𝑏
|
𝛼

𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2 ]

 
 
 
 

=
1

(ln 𝑏 − ln 𝑎)𝛼
𝒲𝛼(𝑏, 𝑏) 

lim
𝜌→0

ℒ𝛼(𝜌, 𝑎, 𝑏)

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
= ∫ |𝑎 − 𝑢|lim

𝜌→0
|
𝑏𝜌 − 𝑢𝜌

𝑏𝜌 − 𝑎𝜌
|

𝛼

𝑑𝑢 −

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫|𝑎 − 𝑢|lim
𝜌→0

|
𝑏𝜌 − 𝑢𝜌

𝑏𝜌 − 𝑎𝜌
|

𝛼

𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

=
1

(ln 𝑏 − ln 𝑎)𝛼

[
 
 
 
 

∫ |𝑎 − 𝑢| |ln
𝑢

𝑏
|
𝛼

𝑑𝑢

𝑎+𝑏
2

𝑎

− ∫|𝑎 − 𝑢| |ln
𝑢

𝑏
|
𝛼

𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2 ]

 
 
 
 

=
1

(ln 𝑏 − ln 𝑎)𝛼
𝒲𝛼(𝑎, 𝑏) 

lim
𝜌→0

ℒ𝛼(𝜌, 𝑏, 𝑎)

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
= ∫ |𝑏 − 𝑢|lim

𝜌→0
|
𝑎𝜌 − 𝑢𝜌

𝑏𝜌 − 𝑎𝜌
|

𝛼

𝑑𝑢 −

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫|𝑏 − 𝑢|lim
𝜌→0

|
𝑎𝜌 − 𝑢𝜌

𝑏𝜌 − 𝑎𝜌
|

𝛼

𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2
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=
1

(ln 𝑏 − ln 𝑎)𝛼

[
 
 
 
 

∫ |𝑏 − 𝑢| |ln
𝑢

𝑎
|
𝛼

𝑑𝑢

𝑎+𝑏
2

𝑎

− ∫|𝑏 − 𝑢| |ln
𝑢

𝑎
|
𝛼

𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2 ]

 
 
 
 

=
1

(ln 𝑏 − ln 𝑎)𝛼
𝒲𝛼(𝑏, 𝑎) 

lim
𝜌→0

ℒ𝛼(𝜌, 𝑎, 𝑎)

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
= ∫ |𝑎 − 𝑢|lim

𝜌→0
|
𝑎𝜌 − 𝑢𝜌

𝑏𝜌 − 𝑎𝜌
|

𝛼

𝑑𝑢 −

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫|𝑎 − 𝑢|lim
𝜌→0

|
𝑎𝜌 − 𝑢𝜌

𝑏𝜌 − 𝑎𝜌
|

𝛼

𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

=
1

(ln 𝑏 − ln 𝑎)𝛼

[
 
 
 
 

∫ |𝑎 − 𝑢| |ln
𝑢

𝑎
|
𝛼

𝑑𝑢

𝑎+𝑏
2

𝑎

− ∫|𝑎 − 𝑢| |ln
𝑢

𝑎
|
𝛼

𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2 ]

 
 
 
 

=
1

(ln 𝑏 − ln 𝑎)𝛼
𝒲𝛼(𝑎, 𝑎) 

elde edilir. Bulunan eşitliklerden, 

lim
𝜌→0

𝐼𝜌
𝛼(𝑎, 𝑏)

(𝑏𝜌 − 𝑎𝜌)𝛼
=
𝒲𝛼(𝑏, 𝑏) +𝒲𝛼(𝑎, 𝑏) −𝒲𝛼(𝑏, 𝑎) −𝒲𝛼(𝑎, 𝑎)

(ln 𝑏 − ln 𝑎)𝛼
=

𝐾𝛼(𝑎, 𝑏)

(ln 𝑏 − ln 𝑎)𝛼
 

yazılabilir. O halde elde edilen değerler ilk eşitsizlikte yerine yazılırsa, 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

4 (ln
𝑏
𝑎)

𝛼 [𝑱𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝑱𝑏−

𝛼 𝐹(𝑎)]| ≤
𝐾𝛼(𝑎, 𝑏)

4(𝑏 − 𝑎) (ln
𝑏
𝑎)

𝛼 (|𝑓
′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|) 

sonucuna ulaşılır. 
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4. KESİRLİ İNTEGRAL İÇEREN HERMİTE-HADAMARD TİPİ 

EŞİTSİZLİKLER 

Bu bölümde, bir fonksiyonun başka bir fonksiyona göre kesirli integralini içeren Hermite-

Hadamard tipi eşitsizlikler incelenmiştir. Riemann-Liouville ve Hadamard kesirli 

integralleri genelleştirilmiştir [11]. 

𝑓: 𝐼° → ℝ bir fonksiyon 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° ve 0 < 𝑎 < 𝑏 < ∞ olsun. 𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑎, 𝑏) olmak üzere, 

𝐼𝑎+:𝑔
𝛼 𝑓(𝑥) ve 𝐼𝑏−:𝑔

𝛼 𝑓(𝑥) fonksiyonlarının iyi tanımlı olduğu varsayılsın. 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için, 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) 

ve 

𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥) 

şeklinde tanımlansın. O halde aşağıda verilen sonuç ortaya çıkar. 

Teorem 4.1 : 𝛼 > 0 olsun. 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise,  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤(𝛼 + 1)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
(𝐼𝑎+:𝑔
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼𝑏−:𝑔

𝛼 𝐹(𝑎)) ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
                       (4.1) 

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : 𝑠 ∈ [0,1] için 𝑢 = 𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏 ve 𝑣 = (1 − 𝑠)𝑎 + 𝑠𝑏 kabul edilsin. 𝑓 

fonksiyonunun konveksliğinden,  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) = 𝑓 (

𝑢 + 𝑣

2
) ≤

1

2
𝑓(𝑢) +

1

2
𝑓(𝑣) 

yani 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

2
𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏 ) +

1

2
𝑓((1 − 𝑠)𝑎 + 𝑠𝑏)                                                    (4.2) 

eşitsizliği yazılabilir. (4.2)’nin her iki tarafı 

(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)

𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]1−𝛼
 

ile çarpılır (0,1) aralığında 𝑠’ye göre integrallenirse, 
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(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)∫

𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

≤
1

2

(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
∫
𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏 )

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

+
1

2

(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
∫
𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑓((1 − 𝑠)𝑎 + 𝑠𝑏)

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

                           (4.3) 

elde edilir. Burada 𝑥 = 𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) dönüşümü uygulanırsa,  

∫
𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

= ∫ −
1

(𝑏 − 𝑎)
𝑥𝛼−1𝑑𝑥 =

0

𝑔(𝑏)−𝑔(𝑎)

1

𝛼(𝑏 − 𝑎)
[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼 

eşitliği bulunur. (2.10) kullanılarak,  

(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
∫
𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑓(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠 =

1

0

𝐼𝑎+;𝑔
𝛼 𝑓(𝑏)                                                   

(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
∫
𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑓((1 − 𝑠)𝑎 + 𝑠𝑏)

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

= 𝐼𝑎+;𝑔
𝛼 𝑓(𝑏)                                                   

eşitlikleri yazılabilir. Elde edilen bu eşitlikler (4.3)’te yerine yazılırsa,  

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝐼𝑎+;𝑔
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐼𝑎+;𝑔

𝛼 𝑓(𝑏)

2
=
𝐼𝑎+;𝑔
𝛼 𝐹(𝑏)

2
                                    (4.4) 

bulunur. Eşitsizliğin sol tarafı elde edilir. Benzer şekilde (4.2)’nin her iki tarafı  

(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)

𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]1−𝛼
 

ile çarpılır (0,1) aralığında 𝑠’ye göre integrallenirse, 
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(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)∫

𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

≤
1

2

(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
∫
𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏 )

[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

+
1

2

(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
∫
𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑓(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

                            (4.5) 

elde edilir. Burada 𝑥 = 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎) dönüşümü uygulanırsa,  

∫
𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

= ∫
1

(𝑏 − 𝑎)
𝑥𝛼−1𝑑𝑥 =

𝑔(𝑏)−𝑔(𝑎)

0

1

𝛼(𝑏 − 𝑎)
[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼 

eşitliği bulunur. (2.11) kullanılarak,  

(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
∫
𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑓(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠 =

1

0

 𝐼𝑏−;𝑔
𝛼 𝑓(𝑎)                                              

(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
∫
𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏)

[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

= 𝐼𝑏−;𝑔
𝛼 𝑓(𝑎)                                                 

eşitlikleri yazılabilir. Elde edilen bu eşitlikler (4.5)’te yerine yazılırsa,  

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝐼𝑏−;𝑔
𝛼 𝑓(𝑎) + 𝐼𝑏−;𝑔

𝛼 𝑓(𝑎)

2
=   

𝐼𝑏−;𝑔
𝛼 𝐹(𝑎)

2
                                  (4.6) 

bulunur. Böylece (4.4) ve (4.6) eşitsizlikleri taraf tarafa toplanır ve düzenlenirse,   

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

𝛤(𝛼 + 1)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
(𝐼𝑎+;𝑔
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼𝑏−;𝑔

𝛼 𝐹(𝑎)) 

elde edilir ve ilk eşitsizlik ispatlanmış olur. 

∀𝑠 ∈ [0,1] için 𝑓 konveks olduğundan, 
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𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏) + 𝑓(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) ≤ 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)                                                       (4.7) 

yazılabilir. (4.7) eşitsizliğinin her iki tarafı 
(𝑏−𝑎)

𝛤(𝛼)

𝑔′(𝑠𝑏+(1−𝑠)𝑎)

[𝑔(𝑏)−𝑔(𝑠𝑏+(1−𝑠)𝑎)]1−𝛼
 ile çarpılıp (0,1) 

aralığında 𝑠’ye göre integrallenirse, 

(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
∫
𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏 )

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

+
(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
∫
𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑓((1 − 𝑠)𝑎 + 𝑠𝑏)

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

≤ (𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏))
(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
∫

𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

  

bulunur. (2.10) ve daha önce hesaplanan integral yardımıyla elde edilen bu eşitsizlik 

aşağıdaki şekilde yazılabilir. 

𝐼𝑎+;𝑔
𝛼 𝐹(𝑏) ≤

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)).                                                                          (4.8) 

Benzer şekilde (4.7)’nin her iki tarafı 
(𝑏−𝑎)

𝛤(𝛼)

𝑔′(𝑠𝑏+(1−𝑠)𝑎)

[𝑔(𝑠𝑏+(1−𝑠)𝑎)−𝑔(𝑎)]1−𝛼
 ile çarpılır (0,1) aralığında 

𝑠’ye göre integrallenirse, 

(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
∫
𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑓(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏 )

[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

+
(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
∫
𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑓(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

≤ (𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏))
(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼)
∫

𝑔′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]1−𝛼
𝑑𝑠

1

0

 

bulunur. (2.11) ve daha önce hesaplanan integral yardımıyla eşitsizliğin aşağıdaki şekilde 

yazılabileceği kolayca görülebilir. 

𝐼𝑏−;𝑔
𝛼 𝐹(𝑎) ≤

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)).                                                                         (4.9) 

(4.8) ve (4.9) taraf tarafa toplanırsa istenilen ikinci eşitsizlik elde edilir. 
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𝛤(𝛼 + 1)

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
(𝐼𝑎+;𝑔
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼𝑏−;𝑔

𝛼 𝐹(𝑎)) ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 

Böylece ispat tamamlanmış olur. 

(4.1) eşitsizliğinde 𝑔(𝑥) = 𝑥 olarak alınırsa [10]’da ispatlanan aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Ξ𝛼,𝑔(𝑡): [0,1] → ℝ fonksiyonu 𝛼 > 0 için,  

Ξ𝛼,𝑔(𝑡) = [𝑔(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) − 𝑔(𝑎)]
𝛼 − [𝑔(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎) − 𝑔(𝑎)]𝛼

+ [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)]𝛼 − [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)]𝛼 

şeklinde tanımlansın. 

Lemma 4.2 : 𝛼 > 0 olsun. 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐼°) ise aşağıdaki eşitsizlik yazılabilir. 

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

𝛤(𝛼 + 1)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
(𝐼𝑎+:𝑔
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼𝑏−:𝑔

𝛼 𝐹(𝑎))

=
(𝑏 − 𝑎)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
∫Ξ𝛼,𝑔(𝑡)𝑓

′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡.

1

0

                               (4.10) 

İspat : Kısmi integrasyon yardımıyla,  

𝐼𝑎+:𝑔
𝛼 𝐹(𝑏) =

1

𝛤(𝛼)
∫

𝑔′(𝜏)𝐹(𝜏)

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝜏)]1−𝛼

𝑏

𝑎

𝑑𝜏 =
1

𝛤(𝛼)
∫𝑔′(𝜏)𝐹(𝜏)[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝜏)]𝛼−1𝑑𝜏

𝑏

𝑎

=
1

𝛤(𝛼)
[−
𝐹(𝜏)[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝜏)]𝛼

𝛼
|
𝑎

𝑏

+∫
[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝜏)]𝛼

𝛼
𝐹′(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑎

]

=
1

𝛤(𝛼)
[−
𝐹(𝑏)[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑏)]𝛼

𝛼
+
𝐹(𝑎)[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼

𝛼

+ ∫
[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝜏)]𝛼

𝛼
𝐹′(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑎

]

=
[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
𝐹(𝑎) +

1

𝛤(𝛼 + 1)
∫[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝜏)]𝛼𝐹′(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑎

 

yazılabilir. Burada 𝜏 = 𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎 alınırsa, 
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𝐼𝑎+:𝑔
𝛼 𝐹(𝑏) =

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
𝐹(𝑎)

+
(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼 + 1)
∫[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]𝛼𝐹′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

1

0

      (4.11) 

eşitliği elde edilir. Benzer şekilde,  

𝐼𝑏−:𝑔
𝛼 𝐹(𝑎) =

1

𝛤(𝛼)
∫

𝑔′(𝜏)𝐹(𝜏)

[𝑔(𝜏) − 𝑔(𝑎)]1−𝛼

𝑏

𝑎

𝑑𝜏 =
1

𝛤(𝛼)
∫𝑔′(𝜏)𝐹(𝜏)[𝑔(𝜏) − 𝑔(𝑎)]𝛼−1𝑑𝜏

𝑏

𝑎

=
1

𝛤(𝛼)
[
𝐹(𝜏)[𝑔(𝜏) − 𝑔(𝑎)]𝛼

𝛼
|
𝑎

𝑏

−∫
[𝑔(𝜏) − 𝑔(𝑎)]𝛼

𝛼
𝐹′(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑎

]

=
1

𝛤(𝛼)
[
𝐹(𝑏)[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼

𝛼
−
𝐹(𝑎)[𝑔(𝑎) − 𝑔(𝑎)]𝛼

𝛼

− ∫
[𝑔(𝜏) − 𝑔(𝑎)]𝛼

𝛼
𝐹′(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑎

]

=
[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
𝐹(𝑏) −

1

𝛤(𝛼 + 1)
∫[𝑔(𝜏) − 𝑔(𝑎)]𝛼𝐹′(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑎

 

yazılabilir. Burada 𝜏 = 𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎 alınırsa, 

𝐼𝑏−:𝑔
𝛼 𝐹(𝑎) =

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
𝐹(𝑏)

−
(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝛼 + 1)
∫[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]𝛼𝐹′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

1

0

      (4.12) 

eşitliği ortaya çıkar. (4.11) ve (4.12) eşitlikleri taraf tarafa toplanır ve düzenlenirse,  

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

𝛤(𝛼 + 1)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
[𝐼𝑎+:𝑔
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼𝑏−:𝑔

𝛼 𝐹(𝑎)]

=
(𝑏 − 𝑎)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
∫{[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]𝛼
1

0

− [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]𝛼} 𝐹′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠                           (4.13) 
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bulunur. Diğer yandan,  

𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥) 

𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) 

eşitlikleri bilindiğinden fonksiyonun türevi alınırsa,  

𝐹′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 𝑓′(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) 

eşitliği elde edilir. 𝑠 ∈ [0,1] için 𝑥 = 𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎 yazılırsa, 

𝐹′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) = 𝑓′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑓′(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏) 

 bulunur. Buradan,  

∫[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]𝛼
1

0

𝐹′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

= ∫[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]𝛼
1

0

(𝑓′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

− 𝑓′(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏))𝑑𝑠

= ∫[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]𝛼
1

0

𝑓′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

− ∫[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]𝛼𝑓′(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏)

1

0

𝑑𝑠                                      

eşitliği yazılabilir. Eşitliğin sağ tarafında ilk integralde 𝑠 = 1 − 𝑡, ikinci integralde 𝑠 = 𝑡 

dönüşümü uygulanırsa,  

∫[𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎) − 𝑔(𝑎)]𝛼
1

0

𝐹′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

= ∫[𝑔(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
1

0

𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

− ∫[𝑔(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎) − 𝑔(𝑎)]𝛼𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

1

0

𝑑𝑡                          (4.14) 
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bulunur. Benzer şekilde,  

∫[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]𝛼𝐹′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

1

0

=  

= ∫[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]𝛼
1

0

(𝑓′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)

− 𝑓′(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏))𝑑𝑠

= ∫[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]𝛼
1

0

𝑓′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

− ∫[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]𝛼𝑓′(𝑠𝑎 + (1 − 𝑠)𝑏)

1

0

𝑑𝑠                           

eşitliği yazılabilir. Eşitliğin sağ tarafında ilk integralde 𝑠 = 1 − 𝑡, ikinci integralde 𝑠 = 𝑡 

dönüşümü uygulanırsa,  

∫[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)]𝛼
1

0

𝐹′(𝑠𝑏 + (1 − 𝑠)𝑎)𝑑𝑠

= ∫[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)]𝛼
1

0

𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

− ∫[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)]𝛼𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)

1

0

𝑑𝑡                          (4.15) 

bulunur. (4.14) ve (4.15) eşitlikleri (4.13)’te yerine yazılırsa, 

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

𝛤(𝛼 + 1)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
[𝐼𝑎+:𝑔
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼𝑏−:𝑔

𝛼 𝐹(𝑎)]

=
(𝑏 − 𝑎)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
∫{[𝑔(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
1

0

− [𝑔(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎) − 𝑔(𝑎)]𝛼 − [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)]𝛼

+ [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)]𝛼} 𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡                                         

elde edilir. Bu eşitlik düzenlendiğinde istenilen sonuca ulaşılır. 
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𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

𝛤(𝛼 + 1)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
[𝐼𝑎+;𝑔
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼𝑏−;𝑔

𝛼 𝐹(𝑎)]

=
(𝑏 − 𝑎)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
∫Ξ𝛼,𝑔(𝑡)

1

0

𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡 

böylece ispat tamamlanır. 

𝛼 > 0 olmak üzere ∀𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] için,  

ℒ𝑔
𝛼(𝑥, 𝑦) = ∫ |𝑥 − 𝑢||𝑔(𝑦) − 𝑔(𝑢)|𝛼𝑑𝑢 −

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫|𝑥 − 𝑢||𝑔(𝑦) − 𝑔(𝑢)|𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

 

operatörü tanımlansın. O halde aşağıdaki sonuç elde edilebilir. 

Teorem 4.3 :  𝛼 > 0 olsun. 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐼°) ve |𝑓′|, [𝑎, 𝑏] aralığında konveks bir  

fonksiyon olmak üzere,  

𝐼𝑔
𝛼(𝑎, 𝑏) = ℒ𝑔

𝛼(𝑏, 𝑏) + ℒ𝑔
𝛼(𝑎, 𝑏) − ℒ𝑔

𝛼(𝑏, 𝑎) − ℒ𝑔
𝛼(𝑎, 𝑎) 

şeklinde tanımlanırsa, 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

𝛤(𝛼 + 1)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
[𝐼𝑎+;𝑔
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼𝑏−;𝑔

𝛼 𝐹(𝑎)]|

≤
𝐼𝑔
𝛼(𝑎, 𝑏)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼(𝑏 − 𝑎)
(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)                                       (4.16) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat : Lemma 4.2 ve |𝑓′| fonksiyonunun konveksliği kullanılırsa,  

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

𝛤(𝛼 + 1)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
[𝐼𝑎+;𝑔
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼𝑏−;𝑔

𝛼 𝐹(𝑎)]|

≤
(𝑏 − 𝑎)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
∫|Ξ𝛼,𝑔(𝑡)||𝑓

′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|

1

0

𝑑𝑡                                        

≤
(𝑏 − 𝑎)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
 (|𝑓′(𝑎)|∫ 𝑡|Ξ𝛼,𝑔(𝑡)|𝑑𝑡

1

0

+ |𝑓′(𝑏)|∫(1 − 𝑡)|Ξ𝛼,𝑔(𝑡)|𝑑𝑡

1

0

)         (4.17) 
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eşitsizliği yazılabilir. 

𝜑(𝑢) = [𝑔(𝑢) − 𝑔(𝑎)]𝛼 − [𝑔(𝑏 + 𝑎 − 𝑢) − 𝑔(𝑎)]𝛼 + [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎 + 𝑏 − 𝑢)]𝛼

− [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑢)]𝛼 ,    𝑢 ∈ [𝑎, 𝑏]                                                                                  

fonksiyonu tanımlanmış olsun. O halde aşağıdaki integralde 𝑢 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏 dönüşümü 

uygulanırsa, 

∫𝑡|Ξ𝛼,𝑔(𝑡)|𝑑𝑡

1

0

= ∫𝑡|[𝑔(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼 − [𝑔(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎) − 𝑔(𝑎)]𝛼
1

0

+ [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)]𝛼 − [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)]𝛼|𝑑𝑡

= ∫(
𝑏 − 𝑢

𝑏 − 𝑎
) |[𝑔(𝑢) − 𝑔(𝑎)]𝛼 − [𝑔(𝑏 + 𝑎 − 𝑢) − 𝑔(𝑎)]𝛼

𝑏

𝑎

+ [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎 + 𝑏 − 𝑢)]𝛼 − [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑢)]𝛼|
𝑑𝑢

(𝑏 − 𝑎)

=
1

(𝑏 − 𝑎)2
∫|𝜑(𝑢)|(𝑏 − 𝑢)𝑑𝑢

𝑏

𝑎

 

eşitliği elde edilir. 𝜑 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında azalmayan bir fonksiyondur. 

𝜑(𝑎) = −2[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼 < 0 

 ve   

𝜑 (
𝑎 + 𝑏

2
) = 0 

eşitlikleri sağlanır. Sonuç olarak, 

{
𝜑(𝑢) ≤ 0 ,     𝑎 ≤ 𝑢 ≤

𝑎 + 𝑏

2

𝜑(𝑢) ≥ 0 ,    
𝑎 + 𝑏

2
< 𝑢 < 𝑏

 

yazılabilir. Buradan ∫ |𝜑(𝑢)|(𝑏 − 𝑢)𝑑𝑢
𝑏

𝑎
 integrali hesaplandığında, 
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𝐼1 = ∫ (𝑏 − 𝑢)

𝑎+𝑏
2

𝑎

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑢)]𝛼𝑑𝑢 − ∫(𝑏 − 𝑢)[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑢)]𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

= ℒ𝑔
𝛼(𝑏, 𝑏) 

𝐼2 = − ∫ (𝑏 − 𝑢)

𝑎+𝑏
2

𝑎

[𝑔(𝑢) − 𝑔(𝑎)]𝛼𝑑𝑢 + ∫(𝑏 − 𝑢)[𝑔(𝑢) − 𝑔(𝑎)]𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

= −ℒ𝑔
𝛼(𝑏, 𝑎) 

𝐼3 = ∫ (𝑏 − 𝑢)

𝑎+𝑏
2

𝑎

[𝑔(𝑏 + 𝑎 − 𝑢) − 𝑔(𝑎)]𝛼𝑑𝑢 − ∫(𝑏 − 𝑢)[𝑔(𝑏 + 𝑎 − 𝑢) − 𝑔(𝑎)]𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

= −ℒ𝑔
𝛼(𝑎, 𝑎) 

𝐼4 = − ∫ (𝑏 − 𝑢)

𝑎+𝑏
2

𝑎

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎 + 𝑏 − 𝑢)]𝛼𝑑𝑢 − ∫(𝑏 − 𝑢)[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎 + 𝑏 − 𝑢)]𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

= ℒ𝑔
𝛼(𝑎, 𝑏) 

∫𝑡|Ξ𝛼,𝑔(𝑡)|𝑑𝑡

1

0

=
1

(𝑏 − 𝑎)2
∫|𝜑(𝑢)|(𝑏 − 𝑢)𝑑𝑢

𝑏

𝑎

=
ℒ𝑔
𝛼(𝑏, 𝑏) + ℒ𝑔

𝛼(𝑎, 𝑏)−ℒ𝑔
𝛼(𝑏, 𝑎)−ℒ𝑔

𝛼(𝑎, 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)2
                                             (4.18) 

sonucuna ulaşılır. Benzer şekilde aşağıdaki integralde de 𝑢 = 𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎 dönüşümü 

uygulanırsa, 

∫(1 − 𝑡)|Ξ𝛼,𝑔(𝑡)|𝑑𝑡

1

0

= ∫(1 − 𝑡)|[𝑔(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼 − [𝑔(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎) − 𝑔(𝑎)]𝛼
1

0

+ [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)]𝛼 − [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)]𝛼|𝑑𝑡 
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= ∫(
𝑏 − 𝑢

𝑏 − 𝑎
)

𝑏

𝑎

|[𝑔(𝑏 + 𝑎 − 𝑢) − 𝑔(𝑎)]𝛼 − [𝑔(𝑢) − 𝑔(𝑎)]𝛼 + [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑢)]𝛼

− [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑏 + 𝑎 − 𝑢)]𝛼|  
𝑑𝑢

(𝑏 − 𝑎)
=

1

(𝑏 − 𝑎)2
∫|𝜑(𝑢)|(𝑏 − 𝑢)𝑑𝑢

𝑏

𝑎

 

bulunur. Düzenlenirse, 

∫(1 − 𝑡)|Ξ𝛼,𝑔(𝑡)|𝑑𝑡

1

0

=
1

(𝑏 − 𝑎)2
∫|𝜑(𝑢)|(𝑏 − 𝑢)𝑑𝑢

𝑏

𝑎

=
ℒ𝑔
𝛼(𝑏, 𝑏) + ℒ𝑔

𝛼(𝑎, 𝑏)−ℒ𝑔
𝛼(𝑏, 𝑎)−ℒ𝑔

𝛼(𝑎, 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)2
.                                            (4.19) 

elde edilir. (4.18) ve (4.19) eşitlikleri (4.17)’de yerine yazıldığında,  

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

𝛤(𝛼 + 1)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼
[𝐼𝑎+;𝑔
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝐼𝑏−;𝑔

𝛼 𝐹(𝑎)]|

≤  
𝐼𝑔
𝛼(𝑎, 𝑏)

4[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)]𝛼(𝑏 − 𝑎)
 (|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|) 

istenilen sonuca ulaşılır. 

(4.16)’da 𝑔(𝑥) = ln 𝑥 alınırsa aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.4 :  𝛼 > 0 olsun. 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐼°) ve |𝑓′|, [𝑎, 𝑏] aralığında konveks bir fonksiyon olmak 

üzere,  

𝐼ln
𝛼 (𝑎, 𝑏) = ℒln

𝛼 (𝑏, 𝑏) + ℒln
𝛼 (𝑎, 𝑏) − ℒln

𝛼 (𝑏, 𝑎) − ℒln
𝛼 (𝑎, 𝑎) 

şeklinde tanımlanırsa, 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

4 (ln
𝑏
𝑎)

𝛼 [𝑱𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝑱𝑏−

𝛼 𝐹(𝑎)]| ≤
𝐼ln
𝛼 (𝑎, 𝑏)

4 (ln
𝑏
𝑎)

𝛼

(𝑏 − 𝑎)

(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|) 

eşitsizliği elde edilir. 

İspat : 𝐼𝑎+;𝑔
𝛼 𝐹(𝑏), 𝐼𝑏−;𝑔

𝛼 𝐹(𝑎) tanımlarında özel olarak 𝑔(𝑥) = ln 𝑥 seçilirse, 
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𝐼𝑎+;𝑔
𝛼 𝐹(𝑏) =

1

𝛤(𝛼)
∫

𝑔′(𝜏)𝑓(𝜏)

[𝑔(𝑏) − 𝑔(𝜏)]1−𝛼
𝑑𝜏

𝑏

𝑎

=
1

𝛤(𝛼)
∫

1
𝜏 𝑓(𝜏)

[ln 𝑏 − ln 𝜏]1−𝛼
𝑑𝜏

𝑏

𝑎

=
1

𝛤(𝛼)
∫ (ln

𝑏

𝜏
)
𝛼−1 𝑓(𝜏)

𝜏
𝑑𝜏

𝑏

𝑎

= 𝑱𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) 

  

𝐼𝑏−;𝑔
𝛼 𝐹(𝑎) =

1

𝛤(𝛼)
∫

𝑔′(𝜏)𝑓(𝜏)

[𝑔(𝜏) − 𝑔(𝑎)]1−𝛼
𝑑𝜏

𝑏

𝑎

=
1

𝛤(𝛼)
∫

1
𝜏 𝑓(𝜏)

[ln 𝜏 − ln 𝑎]1−𝛼
𝑑𝜏

𝑏

𝑎

=
1

𝛤(𝛼)
∫ (ln

𝜏

𝑎
)
𝛼−1 𝑓(𝜏)

𝜏
𝑑𝜏

𝑏

𝑎

= 𝑱𝑏−
𝛼 𝐹(𝑎) 

eşitlikleri yazılabilir. 𝐼𝑔
𝛼(𝑎, 𝑏) eşitliğinde 𝑔(𝑥) = ln 𝑥 seçilirse, 

ℒ𝑔
𝛼(𝑥, 𝑦) = ∫ |𝑥 − 𝑢||ln 𝑦 − ln 𝑢|𝛼𝑑𝑢 −

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫|𝑥 − 𝑢||ln 𝑦 − ln 𝑢|𝛼𝑑𝑢

𝑏

𝑎+𝑏
2

= ℒln
𝛼 (𝑏, 𝑏) 

𝐼ln
𝛼 (𝑎, 𝑏) = ℒln

𝛼 (𝑏, 𝑏) + ℒln
𝛼 (𝑎, 𝑏) − ℒln

𝛼 (𝑏, 𝑎) − ℒln
𝛼 (𝑎, 𝑎) 

eşitlikleri sağlanır. Elde edilen bu değerler (4.16)’da yerine yazılırsa, 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

4 (ln
𝑏
𝑎)

𝛼 [𝑱𝑎+
𝛼 𝐹(𝑏) + 𝑱𝑏−

𝛼 𝐹(𝑎)]| ≤
𝐼ln
𝛼 (𝑎, 𝑏)

4 (ln
𝑏
𝑎)

𝛼

(𝑏 − 𝑎)

(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|) 

ispat tamamlanır. 
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5.  s-KONVEKS FONKSİYONLAR YARDIMIYLA KESİRLİ İNTEGRAL 

EŞİTSİZLİKLERİ 

Bu bölümde [12]’deki Riemann-Liouville kesirli integrali yardımıyla s-konveks tipi 

eşitsizlikler incelenmiştir. 

Teorem 5.1 : 𝑓: [0,∞) → [0,∞) ikinci anlamda s-konveks bir fonksiyon, 𝑠 ∈ (0,1), 𝑎, 𝑏 ∈

[0,∞) ve 𝑎 < 𝑏 olsun. 𝑓 ∈ 𝐿1([𝑎, 𝑏]) ise aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 

2𝑠−1𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝑠 + 1
.

𝑏

𝑎

                                                             (5.1) 

İspat : 𝑓 fonksiyonu ikinci anlamda s-konveks olduğundan, ∀𝑡 ∈ [0,1] için,  

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) ≤ 𝑡𝑠𝑓(𝑎) + (1 − 𝑡)𝑠𝑓(𝑏) 

eşitsizliği yazılabilir. Bu eşitsizlik [0,1] aralığında 𝑡’ye göre integrallenirse, 

∫𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑠

1

0

≤ 𝑓(𝑎)∫ 𝑡𝑠
1

0

𝑑𝑠 + 𝑓(𝑏)∫(1 − 𝑡)𝑠
1

0

𝑑𝑠

= 𝑓(𝑎)
𝑡𝑠+1

𝑠 + 1
|
0

1

− 𝑓(𝑏)
(1 − 𝑡)𝑠+1

𝑠 + 1
|
0

1

=
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝑠 + 1
 

elde edilir. Burada ∫ 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑠
1

0
 integralinde 𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏 dönüşümü 

uygulanırsa,  

∫𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑠

1

0

=
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝑠 + 1

𝑏

𝑎

 

(5.1) eşitsizliğinin sağ tarafı ispatlanmış olur. Sol tarafın ispatında ∀𝑥, 𝑦 ∈ [0,∞) için, 

𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) ≤

1

2𝑠
𝑓(𝑥) +

1

2𝑠
𝑓(𝑦) =

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)

2𝑠
 

eşitsizliği göz önüne alınsın.  Bu eşitsizlikte ∀𝑡 ∈ [0,1] için 𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏 ve               

𝑦 = 𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎 yazılıp, [0,1] aralığında 𝑡’ye göre integrallenirse, 
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∫𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)

1

0

𝑑𝑡 ≤
1

2𝑠
[∫𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

+∫𝑓(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)𝑑𝑡

1

0

] 

eşitsizliği elde edilir. Buradan,  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

2𝑠
[∫𝑓(𝑥)

𝑑𝑥

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑎

+∫𝑓(𝑥)
𝑑𝑥

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑎

] =
1

2𝑠
[
2

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

] 

bulunur. Eşitsizlik düzenlendiğinde, 

2𝑠−1𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

eşitsizliğine ulaşılır ve (5.1)’in sol tarafı da gösterilmiş olur, ispat tamamlanır. 

[13]’te Kırmacı ve diğerleri aşağıda verilen ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar için 

Hadamard tipi eşitsizlikleri elde etmişlerdir. 

Teorem 5.2 : 𝑓: 𝐼 → ℝ, , 𝐼 ⊂ [0,∞) fonksiyonu 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏 için 𝑓′ ∈ 𝐿1([𝑎, 𝑏]) olmak 

üzere, 𝐼° üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. 𝑠 ∈ (0,1) sabit ve 𝑞 ≥ 1 için 

|𝑓′|𝑞 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında s-konveks ise,  

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
𝑏 − 𝑎

2
(
1

2
)

𝑞−1
𝑞
[

𝑠 + (
1
2)

𝑠

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
]

1
𝑞

[|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞]
1
𝑞                      (5.2) 

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : 𝑞 = 1 olsun. Lemma 3.1 kullanılarak, 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| ≤
𝑏 − 𝑎

2
∫|1 − 2𝑡||𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡

1

0

                (5.3) 

elde edilir. |𝑓′|  fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında s-konveks olduğundan ∀𝑡 ∈ [0,1] için,  
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|𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)| ≤ 𝑡𝑠|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)𝑠|𝑓′(𝑏)| 

eşitsizliği sağlandığından, (5.3)’de yazıldığında, 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| ≤
𝑏 − 𝑎

2
∫|1 − 2𝑡|[𝑡𝑠|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)𝑠|𝑓′(𝑏)|]𝑑𝑡

1

0

=
𝑏 − 𝑎

2
∫[𝑡𝑠(1 − 2𝑡)|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)𝑠|1 − 2𝑡||𝑓′(𝑏)|]𝑑𝑡

1

0

=
𝑏 − 𝑎

2
∫[𝑡𝑠|1 − 2𝑡||𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)𝑠(1 − 2𝑡)|𝑓′(𝑏)|]𝑑𝑡

1
2

0

=
𝑏 − 𝑎

2
∫[𝑡𝑠(2𝑡 − 1)|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)𝑠(2𝑡 − 1)|𝑓′(𝑏)|]𝑑𝑡

1

1
2

=
𝑏 − 𝑎

2

1

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
(𝑠 +

1

2𝑠
) [|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|] 

bulunur. 𝑞 = 1 durumu için ispat tamamlanmış olur. 𝑞 > 1 olsun. Power Mean eşitsizliği 

kullanılırsa, 𝑞 > 1 ve 𝑝 =
𝑞

𝑞−1
  için,  

∫|1 − 2𝑡||𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡

1

0

= ∫|1 − 2𝑡|
1−
1
𝑞

1

0

|1 − 2𝑡|
1
𝑞|𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡

≤ (∫|1 − 2𝑡|

1

0

𝑑𝑡)

𝑞−1
𝑞

(∫|1 − 2𝑡||𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

 

eşitsizliği yazılabilir. |𝑓′|𝑞 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında s-konveks olduğundan ∀𝑡 ∈ [0,1] 

için,  

|𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞 ≤ 𝑡𝑠|𝑓′(𝑎)|𝑞 + (1 − 𝑡)𝑠|𝑓′(𝑏)|𝑞 

eşitsizliğinin doğruluğu bilindiğinden,  

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| ≤
𝑏 − 𝑎

2
∫|1 − 2𝑡||𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡

1

0
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=
𝑏 − 𝑎

2
∫|1 − 2𝑡|

1−
1
𝑞

1

0

|1 − 2𝑡|
1
𝑞|𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡

≤
𝑏 − 𝑎

2
(∫|1 − 2𝑡|

1

0

𝑑𝑡)

𝑞−1
𝑞

(∫|1 − 2𝑡||𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

≤
𝑏 − 𝑎

2
(∫|1 − 2𝑡|

1

0

𝑑𝑡)

𝑞−1
𝑞

(∫|1 − 2𝑡|[𝑡𝑠|𝑓′(𝑎)|𝑞 + (1

1

0

− 𝑡)𝑠|𝑓′(𝑏)|𝑞] 𝑑𝑡)

1
𝑞

=
𝑏 − 𝑎

2
(∫|1 − 2𝑡|

1

0

𝑑𝑡)

𝑞−1
𝑞

[
1

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
(𝑠 +

1

2𝑠
) [|𝑓′(𝑎)|𝑞

+ |𝑓′(𝑏)|𝑞]]

1
𝑞

=
𝑏 − 𝑎

2
(
1

2
)

𝑞−1
𝑞
[

𝑠 + (
1
2)

𝑠

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
]

1
𝑞

[|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞]
1
𝑞 

yazılabilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 5.3 : 𝑓: 𝐼° ⊆ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼°, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑝 > 1 olmak üzere,  𝐼° üzerinde 

diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. |𝑓′|
𝑝

𝑝−1 dönüşümü  [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise 

aşağıda verilen eşitsizlik sağlanır. 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
𝑏 − 𝑎

2(𝑝 + 1)
1
𝑝

[
|𝑓′(𝑎)|

𝑝
𝑝−1 + |𝑓′(𝑏)|

𝑝
𝑝−1

2
]

1−𝑝
𝑝

.                                               (5.4) 

İspat : Lemma 3.1, |𝑓′|
𝑝

𝑝−1 = |𝑓′|𝑞 dönüşümünün  [𝑎, 𝑏] aralığında konveksliği ve Hölder 

integral eşitsizliği kullanılırsa 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olmak şartıyla,  
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|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| ≤
𝑏 − 𝑎

2
∫|1 − 2𝑡||𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡

1

0

≤
𝑏 − 𝑎

2
(∫|1 − 2𝑡|𝑝

1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝

(∫|𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

≤
𝑏 − 𝑎

2
(∫|1 − 2𝑡|𝑝

1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝

(∫[𝑡|𝑓′(𝑎)|𝑞 + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|𝑞]

1

0

𝑑𝑡)

1
𝑞

=
𝑏 − 𝑎

2

(

 
 
∫(1 − 2𝑡)𝑝

1
2

0

𝑑𝑡

+ ∫(2𝑡 − 1)𝑝
1

1
2

𝑑𝑡

)

 
 

1
𝑝

(|𝑓′(𝑎)|𝑞∫𝑡𝑑𝑡 + |𝑓′(𝑏)|𝑞∫(1 − 𝑡)𝑑𝑡

1

0

1

0

)

1
𝑞

=
𝑏 − 𝑎

2
(

1

𝑝 + 1
)

1
𝑝
[
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞

2
]

1
𝑞

=
𝑏 − 𝑎

2(𝑝 + 1)
1
𝑝

[
|𝑓′(𝑎)|

𝑝
𝑝−1 + |𝑓′(𝑏)|

𝑝
𝑝−1

2
]

1−𝑝
𝑝

 

istenilen eşitsizliğe ulaşılır. 

[14]’te Set ve diğerleri, Riemann-Liouville kesirli integrali yardımıyla aşağıda verilen ikinci 

anlamda s-konveks Hadamard tipi eşitsizlikleri incelemişlerdir. 

Teorem 5.4 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊂ [0,∞) → ℝ fonksiyonu 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak üzere, (𝑎, 𝑏) 

aralığında diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. |𝑓′|𝑞, [𝑎, 𝑏]  aralığında ikinci anlamda s-

konveks ise 𝑠 ∈ (0,1] sabiti ve 𝑞 ≥ 1 için aşağıdaki kesirli integral eşitsizliği sağlanır. 
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|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑏 − 𝑎

2
[
2

𝛼 + 1
(1 −

1

2𝛼
)]
1−
1
𝑞
[𝛽 (

1

2
, 𝑠 + 1, 𝛼 + 1) − 𝛽 (

1

2
, 𝛼 + 1, 𝑠 + 1)

+
2𝛼+𝑠 − 1

(𝛼 + 𝑠 + 1)2𝛼+𝑠
]

1
𝑞

(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)
1
𝑞 .                                             (5.5) 

İspat : 𝑞 = 1 olduğunu kabul edelim. Lemma 3.5’ten,  

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑏 − 𝑎

2
∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼||𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡

1

0

 

eşitsizliği yazılabilir. |𝑓′| , [𝑎, 𝑏]  aralığında ikinci anlamda s-konveks olduğundan,  

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑏 − 𝑎

2
∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼|[𝑡𝑠|𝑓′(𝑎) + (1 − 𝑡)𝑠|𝑓′(𝑏)||]𝑑𝑡

1

0

=
𝑏 − 𝑎

2

{
 
 

 
 

∫((1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼)[𝑡𝑠|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)𝑠|𝑓′(𝑏)|]𝑑𝑡

1
2

0

+∫(𝑡𝛼 − (1 − 𝑡)𝛼)[𝑡𝑠|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)𝑠|𝑓′(𝑏)|]𝑑𝑡

1

1
2 }
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=
𝑏 − 𝑎

2

{
 
 

 
 

|𝑓′(𝑎)|

(

 
 
∫(1 − 𝑡)𝛼𝑡𝑠𝑑𝑡 − ∫𝑡𝛼𝑡𝑠𝑑𝑡

1
2

0

1
2

0

)

 
 

+ |𝑓′(𝑏)|

(

 
 
∫(1 − 𝑡)𝛼(1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡

1
2

0

−∫𝑡𝛼(1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡

1
2

0

)

 
 

+ |𝑓′(𝑎)|(∫ 𝑡𝛼𝑡𝑠𝑑𝑡 −

1

1
2

∫(1 − 𝑡)𝛼𝑡𝑠𝑑𝑡

1

1
2

)

+ |𝑓′(𝑏)|(∫ 𝑡𝛼(1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡 −

1

1
2

∫(1 − 𝑡)𝛼(1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡

1

1
2

)

}
 
 

 
 

                          (5.6) 

elde edilir. Burada gerekli integraller hesaplandığında, 

∫(1 − 𝑡)𝛼𝑡𝑠𝑑𝑡 = ∫𝑡𝛼(1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡 =

1

1
2

1
2

0

𝛽 (
1

2
, 𝑠 + 1, 𝛼 + 1)                                                               

∫𝑡𝛼(1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡

1
2

0

= ∫(1 − 𝑡)𝛼𝑡𝑠𝑑𝑡

1

1
2

= 𝛽 (
1

2
, 𝛼 + 1, 𝑠 + 1)                                                              

∫𝑡𝛼+𝑠𝑑𝑡

1
2

0

= ∫(1 − 𝑡)𝛼+𝑠𝑑𝑡

1

1
2

=
1

2𝑠+𝛼+1(𝑠 + 𝛼 + 1)
                                                                          

∫(1 − 𝑡)𝛼+𝑠𝑑𝑡

1
2

0

= ∫𝑡𝛼+𝑠𝑑𝑡

1

1
2

=
1

𝑠 + 𝛼 + 1
−

1

2𝑠+𝛼+1(𝑠 + 𝛼 + 1)
                                                  

bulunur. Bu değerler (5.6)’ta yerine yazılırsa,  
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|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑏 − 𝑎

2
{𝛽 (

1

2
, 𝑠 + 1, 𝛼 + 1) − 𝛽 (

1

2
, 𝛼 + 1, 𝑠 + 1)

+
2𝑠+𝛼 − 1

2𝑠+𝛼+1(𝑠 + 𝛼 + 1)
} [|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|]                        

elde edilir. Böylece 𝑞 = 1 için ispat tamamlanır. 𝑞 > 1 olsun. |𝑓′|𝑞, [𝑎, 𝑏]  aralığında ikinci 

anlamda s-konveksliği ve Power Mean integral eşitsizliği kullanılırsa 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olmak 

şartıyla,  

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑏 − 𝑎

2
∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼||𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|

1

0

𝑑𝑡

≤
𝑏 − 𝑎

2
(∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼|

𝑞−1
𝑞 |(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼|

1
𝑞|𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡

1

0

)

≤
𝑏 − 𝑎

2
(∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼|

1

0

𝑑𝑡)

𝑞−1
𝑞

(∫|(1 − 𝑡)𝛼
1

0

− 𝑡𝛼| |𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞𝑑𝑡)

1
𝑞

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 5.5 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊂ [0,∞) → ℝ fonksiyonu 𝑎 < 𝑟 ≤ 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak üzere, 

(𝑎, 𝑏) aralığında diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. |𝑓′| fonksiyonu [𝑎, 𝑏]  aralığında 

ikinci anlamda s-konveks ise, 𝑠 ∈ (0,1] sabiti için aşağıdaki kesirli integral eşitsizliği 

sağlanır. 
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|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑟)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑟 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑟) + 𝐽𝑟−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑟 − 𝑎

2
[𝛽 (

1

2
, 𝑠 + 1, 𝛼 + 1) − 𝛽 (

1

2
, 𝛼 + 1, 𝑠 + 1)

+
2𝛼+𝑠 − 1

(𝛼 + 𝑠 + 1)2𝛼+𝑠
]

1
𝑞

(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑟)|).             

İspat : Lemma 3.5 ve |𝑓′| , [𝑎, 𝑏]  aralığında ikinci anlamda s-konveks olduğundan, 

 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑟)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑟 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑟) + 𝐽𝑟−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑟 − 𝑎

2
∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼||𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑟)|𝑑𝑡

1

0

≤
𝑟 − 𝑎

2
∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼|[𝑡𝑠|𝑓′(𝑎) + (1 − 𝑡)𝑠|𝑓′(𝑟)||]𝑑𝑡

1

0

=
𝑟 − 𝑎

2

{
 
 

 
 

∫((1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼)[𝑡𝑠|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)𝑠|𝑓′(𝑟)|]𝑑𝑡

1
2

0

+∫(𝑡𝛼 − (1 − 𝑡)𝛼)[𝑡𝑠|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)𝑠|𝑓′(𝑟)|]𝑑𝑡

1

1
2 }
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=
𝑟 − 𝑎

2

{
 
 

 
 

|𝑓′(𝑎)|

(

 
 
∫(1 − 𝑡)𝛼𝑡𝑠𝑑𝑡 − ∫𝑡𝛼𝑡𝑠𝑑𝑡

1
2

0

1
2

0

)

 
 

+ |𝑓′(𝑟)|

(

 
 
∫(1 − 𝑡)𝛼(1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡

1
2

0

−∫𝑡𝛼(1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡

1
2

0

)

 
 

+ |𝑓′(𝑎)|(∫ 𝑡𝛼𝑡𝑠𝑑𝑡 −

1

1
2

∫(1 − 𝑡)𝛼𝑡𝑠𝑑𝑡

1

1
2

)

+ |𝑓′(𝑟)|(∫ 𝑡𝛼(1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡 −

1

1
2

∫(1 − 𝑡)𝛼(1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡

1

1
2

)

}
 
 

 
 

 

yazılabilir. Burada gerekli integraller Teorem 5.4’teki ispatlara benzer şekilde yapılır ve 

hesaplanan değerler yerine yazılırsa,  

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑟)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑟 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑟) + 𝐽𝑟−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑟 − 𝑎

2
{𝛽 (

1

2
, 𝑠 + 1, 𝛼 + 1) − 𝛽 (

1

2
, 𝛼 + 1, 𝑠 + 1)

+
2𝑠+𝛼 − 1

2𝑠+𝛼+1(𝑠 + 𝛼 + 1)
} [|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑟)|]         

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 5.6 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊂ [0,∞) → ℝ fonksiyonu 𝑎 < 𝑟 ≤ 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak üzere, 

(𝑎, 𝑏) aralığında diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. |𝑓′|𝑞 fonksiyonu [𝑎, 𝑏]  aralığında 

ikinci anlamda s-konveks ise 𝑠 ∈ (0,1] sabit, 𝑞 > 1,  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ve 𝛼 ∈ [0,1] olmak üzere,  

aşağıdaki kesirli integral eşitsizliği sağlanır. 
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|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑟)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑟 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑟) + 𝐽𝑟−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑟 − 𝑎

2
(

1

𝛼𝑝 + 1
)

1
𝑝
(
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞

𝑠 + 1
)

1
𝑞

. 

İspat : Lemma 3.5 ve Hölder eşitsizliğinden,  

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑟)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑟 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑟) + 𝐽𝑟−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑟 − 𝑎

2
∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼||𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑟)|𝑑𝑡

1

0

≤
𝑟 − 𝑎

2
(∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼|𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝

(∫|𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑟)|𝑞𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

 

eşitsizliği elde edilir. 𝛼 ∈ [0,1] ve ∀𝑡1, 𝑡2 ∈ [0,1] için, 

|𝑡1
𝛼 − 𝑡2

𝛼| ≤ |𝑡1 − 𝑡2|
𝛼 

eşitsizliği kullanılarak, 

∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼|𝑝𝑑𝑡

1

0

≤ ∫|1 − 2𝑡|𝛼𝑝𝑑𝑡

1

0

= ∫[1 − 2𝑡]𝛼𝑝𝑑𝑡

1
2

0

+∫[2𝑡 − 1]𝛼𝑝𝑑𝑡

1

1
2

=
1

𝛼𝑝 + 1
 

bulunur. |𝑓′| 𝑞, [𝑎, 𝑏]  aralığında ikinci anlamda s-konveks olduğundan, 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑟)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑟 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑟) + 𝐽𝑟−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑟 − 𝑎

2
∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼||𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑟)|𝑑𝑡

1

0

≤
𝑟 − 𝑎

2
(

1

𝛼𝑝 + 1
)

1
𝑝
(∫[𝑡𝑠|𝑓′(𝑎)|𝑞 + (1 − 𝑡)𝑠|𝑓′(𝑟)|𝑞]𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

=
𝑟 − 𝑎

2
(

1

𝛼𝑝 + 1
)

1
𝑝
(
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑟)|𝑞

𝑠 + 1
)

1
𝑞
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sonucuna ulaşılır. 

Sonuç 5.7 : Teorem 5.6’da 𝑟 = 𝑏 seçilirse,  

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑏 − 𝑎

2
(

1

𝛼𝑝 + 1
)

1
𝑝
(
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞

𝑠 + 1
)

1
𝑞

 

eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 5.8 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊂ [0,∞) → ℝ fonksiyonu 𝑎 < 𝑟 ≤ 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak üzere, 

(𝑎, 𝑏) aralığında diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. |𝑓′|𝑞, [𝑎, 𝑏]  aralığında ikinci 

anlamda s-konveks ise 𝑠 ∈ (0,1] sabiti ve 𝑞 ≥ 1 için aşağıdaki kesirli integral eşitsizliği 

sağlanır. 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑟)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑟 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑟) + 𝐽𝑟−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑟 − 𝑎

2
[
2

𝛼 + 1
(1 −

1

2𝛼
)]
1−
1
𝑞
[𝛽 (

1

2
, 𝑠 + 1, 𝛼 + 1) − 𝛽 (

1

2
, 𝛼 + 1, 𝑠 + 1)

+
2𝛼+𝑠 − 1

(𝛼 + 𝑠 + 1)2𝛼+𝑠
]

1
𝑞

(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑟)|𝑞)
1
𝑞.  

İspat : Lemma 3.5 ve Power Mean  integral eşitsizliği kullanılırsa 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olmak şartıyla, 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑟)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑟 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑟) + 𝐽𝑟−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑟 − 𝑎

2
∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼||𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑟)|

1

0

𝑑𝑡

≤
𝑟 − 𝑎

2
(∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼|

1

0

𝑑𝑡)

1−
1
𝑞

(∫|(1 − 𝑡)𝛼
1

0

− 𝑡𝛼| |𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑟)|𝑞𝑑𝑡)

1
𝑞

                                                                    (5.7) 
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eşitsizliği yazılabilir. Elde edilen integraller hesaplandığında, 

∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼|

1

0

𝑑𝑡 = ∫[(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼]

1
2

0

𝑑𝑡 + ∫[𝑡𝛼 − (1 − 𝑡)𝛼]𝑑𝑡

1

1
2

=
2

𝛼 + 1
(1 −

1

2𝛼
)              

bulunur. |𝑓′|𝑞, [𝑎, 𝑏]  aralığında ikinci anlamda s-konveks oluğundan 𝑡 ∈ [0,1] için, 

|𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑟)|𝑞 ≤ 𝑡𝑠|𝑓′(𝑎)|𝑞 + (1 − 𝑡)𝑠|𝑓′(𝑟)|𝑞 

eşitsizliği kullanılarak, 

∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼|

1

0

|𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑟)|𝑞𝑑𝑡

≤ ∫[(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼]

1
2

0

[𝑡𝑠|𝑓′(𝑎)|𝑞 + (1 − 𝑡)𝑠|𝑓′(𝑟)|𝑞]𝑑𝑡

+ ∫[𝑡𝛼 − (1 − 𝑡)𝛼][𝑡𝑠|𝑓′(𝑎)|𝑞
1

1
2

+ (1 − 𝑡)𝑠|𝑓′(𝑟)|𝑞]𝑑𝑡                                         

yazılabilir. Buradaki integraller hesaplandığında,  

 

∫(1 − 𝑡)𝛼𝑡𝑠𝑑𝑡 = ∫𝑡𝛼(1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡 =

1

1
2

1
2

0

𝛽 (
1

2
, 𝑠 + 1, 𝛼 + 1)  

∫𝑡𝛼(1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡

1
2

0

= ∫(1 − 𝑡)𝛼𝑡𝑠𝑑𝑡

1

1
2

= 𝛽 (
1

2
, 𝛼 + 1, 𝑠 + 1) 
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∫𝑡𝛼+𝑠𝑑𝑡

1
2

0

= ∫(1 − 𝑡)𝛼+𝑠𝑑𝑡

1

1
2

=
1

2𝑠+𝛼+1(𝑠 + 𝛼 + 1)
  

∫(1 − 𝑡)𝛼+𝑠𝑑𝑡

1
2

0

= ∫𝑡𝛼+𝑠𝑑𝑡

1

1
2

=
1

𝑠 + 𝛼 + 1
−

1

2𝑠+𝛼+1(𝑠 + 𝛼 + 1)
  

bulunur. Elde edilen değerler (5.7)’de yerine yazılırsa,  

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑟)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑟 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑟) + 𝐽𝑟−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑟 − 𝑎

2
[
2

𝛼 + 1
(1 −

1

2𝛼
)]
1−
1
𝑞
[𝛽 (

1

2
, 𝑠 + 1, 𝛼 + 1) − 𝛽 (

1

2
, 𝛼 + 1, 𝑠 + 1)

+
2𝛼+𝑠 − 1

(𝛼 + 𝑠 + 1)2𝛼+𝑠
]

1
𝑞

(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑟)|𝑞)
1
𝑞 

istenilen eşitsizliğe ulaşılır. 

Uyarı 5.9 : Teorem 5.8’de 𝑟 = 𝑏 şeçilirse Teorem 5.4’teki (5.5) eşitsizliği elde edilir. 

Uyarı 5.10 : Teorem 5.8’de 𝑟 = 𝑏 ve 𝛼 = 1 seçilirse Teorem 5.2’deki (5.2) eşitsizliği elde 

edilir. 

İspat : Teorem 5.8’de 𝑟 = 𝑏 ve 𝛼 = 1 seçilirse, 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

𝛤(2)

2(𝑏 − 𝑎)
[𝐽𝑎+
1 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−

1 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑏 − 𝑎

2
[(1 −

1

2
)]
1−
1
𝑞
[𝛽 (

1

2
, 𝑠 + 1,2) − 𝛽 (

1

2
, 2, 𝑠 + 1)

+
21+𝑠 − 1

(𝑠 + 2)21+𝑠
]

1
𝑞

(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)
1
𝑞                                                       (5.8) 

bulunur. Elde edilen eşitsizlik düzenlenirse, 

𝐽𝑎+
1 𝑓(𝑏) =

1

𝛤(1)
∫(𝑏 − 𝑡)1−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

=
1

𝛤(1)
∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎
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𝐽𝑏−
1 𝑓(𝑎) =

1

𝛤(1)
∫(𝑡 − 𝑎)1−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

=
1

𝛤(1)
∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

𝛤(2) = 1𝛤(1) (𝛤(𝑛 + 1) = 𝑛𝛤(𝑛)) 

𝛽 (
1

2
, 𝑠 + 1,2) = ∫𝑡𝑠(1 − 𝑡)𝑑𝑡

1
2

0

= (
𝑡𝑠+1

𝑠 + 1
−
𝑡𝑠+2

𝑠 + 2
)|
0

1
2

=
(
1
2)

𝑠+1

𝑠 + 1
−
(
1
2)

𝑠+2

𝑠 + 2
  

𝛽 (
1

2
, 2, 𝑠 + 1) = ∫(1 − 𝑡)𝑠𝑡𝑑𝑡

1
2

0

= (
(1 − 𝑡)𝑠+2

𝑠 + 2
−
(1 − 𝑡)𝑠+1

𝑠 + 1
)|
0

1
2

=
(
1
2)

𝑠+2

𝑠 + 2
−
(
1
2)

𝑠+1

𝑠 + 1
−

1

𝑠 + 2
+

1

𝑠 + 1
  

sonuçlarına ulaşılır. Bu değerler (5.8)’de yerine yazılır ve düzenlenirse,  

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
𝑏 − 𝑎

2
(
1

2
)

𝑞−1
𝑞
[

𝑠 + (
1
2)

𝑠

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
]

1
𝑞

[|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞]
1
𝑞 

istenilen sonuç elde edilmiş olur. 

Teorem 5.11 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊂ [0,∞) → ℝ fonksiyonu 𝑎 < 𝑟 ≤ 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak üzere, 

(𝑎, 𝑏) aralığında diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. |𝑓′|𝑞, [𝑎, 𝑏]  aralığında ikinci 

anlamda s-konkav ise 𝑞 ≥ 1 ve  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 için aşağıdaki kesirli integral eşitsizliği doğrudur. 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑟)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑟 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑟) + 𝐽𝑟−

𝛼 𝑓(𝑎)]| ≤
𝑟 − 𝑎

2
1−𝑠
𝑞

(
1

𝛼𝑝 + 1
)

1
𝑞
|𝑓′ (

𝑎 + 𝑟

2
)|. 

İspat : Lemma 3.5 ve Hölder eşitsizliğinden,  
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|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑟)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑟 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑟) + 𝐽𝑟−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑟 − 𝑎

2
∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼||𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑟)|

1

0

𝑑𝑡

≤
𝑟 − 𝑎

2
(∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼|𝑝

1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝

(∫|𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑟)|𝑞𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

        (5.9) 

yazılabilir. |𝑓′|𝑞, [𝑎, 𝑏]  aralığında ikinci anlamda s-konkav olduğundan,  

2𝑠−1𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≥

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝑠 + 1

𝑏

𝑎

 

eşitsizliğini sağlar. Aşağıdaki integralde 𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑟 dönüşümü uygulanırsa, 

∫|𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑟)|𝑞𝑑𝑡

1

0

=
1

𝑎 − 𝑟
∫|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑎

𝑟

 

yazılabilir. İkinci anlamda s-konkavlıktan, 

2𝑠−1 |𝑓′ (
𝑎 + 𝑟

2
)|
𝑞

≥
1

𝑎 − 𝑟
∫|𝑓′(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑎

𝑟

 

eşitsizliğine ulaşılır. 𝑝 > 1 için Minkowski eşitsizliği kullanılarak,  

(∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼|𝑝
1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝

≤ (∫|1 − 𝑡|𝛼𝑝
1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝

+ (∫|−𝑡|𝛼𝑝
1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝

= (−
(1 − 𝑡)𝛼𝑝+1

𝛼𝑝 + 1
|
0

1

)

1
𝑝

+ (
𝑡𝛼𝑝+1

𝛼𝑝 + 1
|
0

1

)

1
𝑝

= 2(
1

𝛼𝑝 + 1
)

1
𝑝
 

bulunur. Elde edilen bu değerler (5.9)’da yazılıp düzenlenirse,  
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|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑟)

2
−
𝛤(𝛼 + 1)

2(𝑟 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑟) + 𝐽𝑟−

𝛼 𝑓(𝑎)]|

≤
𝑟 − 𝑎

2
∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼||𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑟)|

1

0

𝑑𝑡

≤
𝑟 − 𝑎

2
1−𝑠
𝑞

(
1

𝛼𝑝 + 1
)

1
𝑞
|𝑓′ (

𝑎 + 𝑟

2
)| 

ispat tamamlanır. 
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6. GENELLEŞTİRİLMİŞ GEOMETRİK KONVEKS FONKSİYONLAR VE 

EŞİTSİZLİKLER 

Bu bölümde Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikler için genelleştirilmiş geometrik konveks 

fonksiyonlar tanıtılmış ve bazı özellikleri incelenmiştir [15]. Aksi belirtilmediği sürece     

𝐼 = [𝑎, 𝑏]’dir. 

Teorem 6.1 : 𝑓, 𝑔: 𝐼 = [𝑎, 𝑏] → (0,∞) fonksiyonları 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑎 < 𝑏 için 𝐼 üzerinde 

genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyonlar olsun. O halde,  

𝑓(√𝑎𝑏) −
1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
[𝜂 (𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑓(𝑥))] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ ∫
1

𝑥
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
+
1

4
(𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)) + 𝜂(𝑓(𝑏), 𝑓(𝑎))) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat : 𝑓, 𝐼 üzerinde genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyon olsun. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve        

𝑡 ∈ [0,1] için,  

𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝑏) + 𝑡[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))] 

yazılabilir. Bu eşitsizlik [0,1] aralığında 𝑡’ye göre integrallenir ve eşitsizliğin solunda 

𝑥 = 𝑎𝑡𝑏1−𝑡 dönüşümü uygulanırsa, 

∫𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)𝑑𝑡

1

0

≤ ∫[𝑓(𝑏) + 𝑡𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]

1

0

𝑑𝑡 

∫𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)𝑑𝑡

1

0

= ∫𝑓(𝑥)
𝑑𝑥

𝑎𝑡 ln 𝑎 𝑏1−𝑡 − 𝑏1−𝑡 ln 𝑏 𝑎𝑡

𝑎

𝑏

= ∫
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑥(ln 𝑏 − ln 𝑎)

𝑏

𝑎

=
1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

elde edilir. O halde,  

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ [𝑓(𝑏) +
1

2
𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))] 
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eşitsiziliği yazılabilir. (2.13) Jensen geometrik konveks fonksiyon eşitsizliğinde  

𝑥 = (𝑎𝑡𝑏1−𝑡) ve 𝑦 = (𝑎1−𝑡𝑏𝑡) yazılırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir. 

𝑓(√𝑎𝑏) ≤ 𝑓(𝑎1−𝑡𝑏𝑡) +
1

2
𝜂(𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡), 𝑓(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)).   

Elde edilen bu eşitsizlik [0,1] aralığında 𝑡’ye göre integrallenir ve 𝑥 = (𝑎1−𝑡𝑏𝑡) dönüşümü 

uygulanırsa, 

𝑓(√𝑎𝑏) ≤ ∫𝑓(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)

1

0

𝑑𝑡 +
1

2
𝜂∫𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡), 𝑓(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)

1

0

𝑑𝑡

= ∫𝑓(𝑥)
𝑑𝑥

𝑏𝑡 𝑎1−𝑡ln 𝑏 − 𝑎1−𝑡𝑏𝑡 ln 𝑎

𝑏

𝑎

+
1

2
𝜂 ∫ [𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑓(𝑥)]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥

𝑏𝑡𝑎1−𝑡 ln 𝑏 − 𝑎1−𝑡𝑏𝑡 ln 𝑎

=
1

(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +

1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)

𝑏

𝑎

∫
1

𝑥
𝜂 [𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑓(𝑥)]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

yazılabilir. Bu ifadeler düzenlenirse,  

𝑓(√𝑎𝑏) −
1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
𝜂 [𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑓(𝑥)]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤
1

(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

            (6.1) 

eşitsizliğine ulaşılır. 

𝑓 genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyon olduğundan,  

𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) ≤ 𝑓(𝑏) + 𝑡𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))                                                                                        (6.2) 

𝑓(𝑎1−𝑡𝑏𝑡) ≤ 𝑓(𝑎) + 𝑡𝜂(𝑓(𝑏), 𝑓(𝑎))                                                                                        (6.3) 

yazılabilir. Bu iki eşitsizlik taraf tarafa toplanırsa,  
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𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) + 𝑓(𝑎1−𝑡𝑏𝑡) ≤ 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 𝑡𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)) + 𝑡𝜂(𝑓(𝑏), 𝑓(𝑎))                (6.4) 

elde edilir. Elde edilen bu eşitsizlik [0,1] aralığında 𝑡’ye göre integrallenir 𝑥 = (𝑎𝑡𝑏1−𝑡) ve  

 𝑥 = (𝑎1−𝑡𝑏𝑡) dönüşümü uygulanırsa, 

∫𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)𝑑𝑡

1

0

+∫𝑓(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)𝑑𝑡

1

0

≤ ∫[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 𝑡𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)) + 𝑡𝜂(𝑓(𝑏), 𝑓(𝑎))]𝑑𝑡

1

0

 

bulunur. İntegraller hesaplandığında,  

2

(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) +
1

2
[𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)) + 𝜂(𝑓(𝑏), 𝑓(𝑎))]          (6.5) 

sonucuna ulaşılır. (6.1) ve (6.5) kullanılarak,  

𝑓(√𝑎𝑏) −
1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
𝜂 [𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑓(𝑥)]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤
1

(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
+
1

4
[𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)) + 𝜂(𝑓(𝑏), 𝑓(𝑎))] 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 6.2 : Teorem 6.1’de 𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 olarak seçilirse aşağıdaki eşitsizlik elde edilir. 

𝑓(√𝑎𝑏) ≤ ∫
1

𝑥

𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
.  

İspat : Teorem 6.1’de 𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 olarak seçilsin. 

𝑓(√𝑎𝑏) −
1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
[
𝑎𝑏

𝑥
− 𝑥]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤ ∫
1

𝑥
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
+
1

4
[𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)]. 
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Gerekli hesaplamalar yapıldığında,  

𝑓(√𝑎𝑏) ≤ ∫
1

𝑥
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 

sonucuna ulaşılır. 

Teorem 6.3 : 𝑓, 𝑔: 𝐼 = [𝑎, 𝑏] → (0,∞) fonksiyonları 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑎 < 𝑏 olmak üzere, 𝐼 

üzerinde genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyonlar olsun. O halde,  

𝑀(𝑎, 𝑏) = [[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))][𝑔(𝑏) + 𝜂(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))] + 𝑓(𝑏)𝑔(𝑏)]                     (6.6) 

𝑁(𝑎, 𝑏) = [𝑓(𝑏)[𝑔(𝑏) + 𝜂(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))] + 𝑔(𝑏)[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]]                     (6.7) 

için, 

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

3
𝑀(𝑎, 𝑏) +

1

6
𝑁(𝑎, 𝑏)                                                              

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları 𝐼 üzerinde  genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyonlar 

olsun. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için, 

𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝑏) + 𝑡[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]                                                         (6.8) 

𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) ≤ (1 − 𝑡)𝑔(𝑏) + 𝑡[𝑔(𝑏) + 𝜂(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))]                                                        (6.9) 

eşitsizlikleri yazılabilir. (6.8) ve (6.9) taraf tarafa çarpılır ve [0,1] aralığında 𝑡’ye göre 

integrallenirse, 
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∫𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)

1

0

𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)𝑑𝑡

≤ 𝑓(𝑏)𝑔(𝑏)∫(1 − 𝑡)2𝑑𝑡

1

0

+ [𝑓(𝑏)[𝑔(𝑏) + 𝜂(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))]

+ 𝑔(𝑏)[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]]∫ 𝑡(1 − 𝑡)𝑑𝑡

1

0

+ [[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))][𝑔(𝑏) + 𝜂(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))]]∫ 𝑡2𝑑𝑡

1

0

                 

=
1

3
𝑓(𝑏)𝑔(𝑏) +

1

6
[𝑓(𝑏)[𝑔(𝑏) + 𝜂(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))] + 𝑔(𝑏)[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]]

+
1

3
[[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))][𝑔(𝑏) + 𝜂(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))]]

=
1

3
𝑀(𝑎, 𝑏) +

1

6
𝑁(𝑎, 𝑏)                                                                                 (6.10) 

bulunur. Eşitsizliğin sol tarafında 𝑥 = 𝑎𝑡𝑏1−𝑡 dönüşümü uygulanırsa,  

∫𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)

1

0

𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)𝑑𝑡 = ∫𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)
𝑑𝑥

𝑏1−𝑡𝑎𝑡 ln 𝑏 − 𝑎𝑡𝑏1−𝑡 ln 𝑎

𝑏

𝑎

=
1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

elde edilir. Bulunan sonuç (6.10)’da yerine yazılırsa,  

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

3
𝑀(𝑎, 𝑏) +

1

6
𝑁(𝑎, 𝑏) 

istenilen sonuca ulaşılır. 

Teorem 6.4 : 𝑓, 𝑔: 𝐼 = [𝑎, 𝑏] → (0,∞) fonksiyonları 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑎 < 𝑏 olmak üzere, 𝐼 

üzerinde genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyonlar olsun. O halde,  
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1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑔 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ 
1

3
[[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))][𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))] + 𝑓(𝑏)𝑔(𝑎)]

+
1

6
[𝑓(𝑏)[𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))] + 𝑔(𝑎)[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]] 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat : 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları 𝐼 üzerinde  genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyonlar 

olsun. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için, 

𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝑏) + 𝑡[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]                                                       (6.11) 

𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡) ≤ (1 − 𝑡)𝑔(𝑎) + 𝑡[𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]                                                     (6.12) 

eşitsizlikleri yazılabilir. (6.11) ve (6.12) taraf tarafa çarpılır ve [0,1] aralığında 𝑡’ye göre 

integrallenirse, 

∫𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)𝑑𝑡

1

0

≤𝑓(𝑏)𝑔(𝑎)∫(1 − 𝑡)2𝑑𝑡

1

0

+ [𝑓(𝑏)[𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]

+ 𝑔(𝑎)[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]]∫ 𝑡(1 − 𝑡)𝑑𝑡

1

0

+ [[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))][𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]]∫ 𝑡2𝑑𝑡

1

0

 

=
1

3
[[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))][𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))] + 𝑓(𝑏)𝑔(𝑎)]

+
1

6
[𝑓(𝑏)[𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))] + 𝑔(𝑎)[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]]  (6.13) 
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bulunur. Eşitsizliğin sol tarafında 𝑥 = 𝑎𝑡𝑏1−𝑡 dönüşümü uygulanırsa,  

∫𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)

1

0

𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)𝑑𝑡 = ∫𝑓(𝑥)𝑔 (
𝑎𝑏

𝑥
)

𝑑𝑥

𝑏1−𝑡𝑎𝑡 ln 𝑏 − 𝑎𝑡𝑏1−𝑡 ln 𝑎

𝑏

𝑎

=
1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑔 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

elde edilir. Bulunan sonuç (6.13)’te yerine yazılırsa istenilen sonuca ulaşılır. 

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑔 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ 
1

3
[[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))][𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))] + 𝑓(𝑏)𝑔(𝑎)]

+
1

6
[𝑓(𝑏)[𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))] + 𝑔(𝑎)[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]]. 

Sonuç 6.5 :  Teorem 6.4’te 𝑓 = 𝑔 ve  𝜂(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦 olarak seçilirse,  

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
2

3
𝑓(𝑏)𝑓(𝑎) +

1

6
[𝑓2(𝑏) + 𝑓2(𝑎)]     

eşitsizliği elde edilir. 

İspat : Teorem 6.4’te 𝑓 = 𝑔 ve  𝜂(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦 olarak seçilsin. 

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ 
1

3
[[𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏)][𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)] + 𝑓(𝑏)𝑓(𝑎)]

+
1

6
[𝑓(𝑏)[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)] + 𝑓(𝑎)[𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏)]] 

bulunur. Eşitsizlik düzenlenirse,  

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
2

3
𝑓(𝑏)𝑓(𝑎) +

1

6
[𝑓2(𝑏) + 𝑓2(𝑎)] 
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elde edilir. 

Teorem 6.6 : 𝑓, 𝑔: 𝐼 = [𝑎, 𝑏] → (0,∞) fonksiyonları 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑎 < 𝑏 olmak üzere, 𝐼 

üzerinde genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyonlar olsun. O halde,  

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑔 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

6
{[𝑓2(𝑏) + 𝑔2(𝑎)]

+ [[𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]2 + [𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]2]

+ [𝑓(𝑏)[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)] + 𝑔(𝑎)[𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]]} 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat : 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları 𝐼 üzerinde  genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyonlar 

olsun. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için, 

𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝑏) + 𝑡[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]                                                       (6.14) 

𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡) ≤ (1 − 𝑡)𝑔(𝑎) + 𝑡[𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]                                                     (6.15) 

eşitsizlikleri yazılabilir. Bu eşitsizlikler taraf tarafa çarpılır ve [0,1] aralığında 𝑡’ye göre 

integrallenirse, 

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑔 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)

1

0

𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)𝑑𝑡

≤
1

2
∫[[𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)]2 + [𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)]2]𝑑𝑡

1

0

 

≤
1

2
{∫[(1 − 𝑡)𝑓(𝑏) + 𝑡[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]]

2

1

0

+ [(1 − 𝑡)𝑔(𝑎) + 𝑡[𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]]
2
}𝑑𝑡 
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=
1

2
{[𝑓2(𝑏) + 𝑔2(𝑎)]∫(1 − 𝑡)2𝑑𝑡

1

0

+ [[𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]2 + [𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]2]∫ 𝑡2𝑑𝑡

1

0

+ [𝑓(𝑏)[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]

+ 𝑔(𝑎)[𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]]∫2𝑡(1 − 𝑡)𝑑𝑡

1

0

}

=
1

6
{[𝑓2(𝑏) + 𝑔2(𝑎)]

+ [[𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]2 + [𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]2]

+ [𝑓(𝑏)[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))] + 𝑔(𝑎)[𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]]} 

eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 6.7 : Teorem 6.6’da 𝑓 = 𝑔 ve  𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 seçilirse,  

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

3
{[𝑓2(𝑏) + 𝑓2(𝑎)] + [𝑓(𝑏)𝑓(𝑎)]} 

eşitsizliği bulunur. 

İspat : Teorem 6.6’da, 𝑓 = 𝑔 ve  𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 olarak seçilsin. 

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

6
{[𝑓2(𝑏) + 𝑓2(𝑎)]

+ [[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)]2 + [𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏)]2]

+ [𝑓(𝑏)[𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏)] + 𝑓(𝑎)[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)]]} 

eşitsizliği yazılır ve düzenlenirse,  

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

3
{[𝑓2(𝑏) + 𝑓2(𝑎)] + [𝑓(𝑏)𝑓(𝑎)]} 
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sonucuna ulaşılır. 

Teorem 6.8 : 𝑓, 𝑔: 𝐼 = [𝑎, 𝑏] → (0,∞) fonksiyonları 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑎 < 𝑏 olmak üzere, 𝐼 

üzerinde genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyonlar olsun. O halde,  

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑔 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

12
{[𝑓(𝑏) + 𝑔(𝑎)]2

+ [[[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))][𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]]
2
]

+ (𝑓(𝑏) + 𝑔(𝑎))[[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)][𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]]} 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat : 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları 𝐼 üzerinde  genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyonlar 

olsun. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için, 

𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝑏) + 𝑡[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]                                                       (6.16) 

𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡) ≤ (1 − 𝑡)𝑔(𝑎) + 𝑡[𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]                                                     (6.17) 

eşitsizlikleri yazılabilir. Bu eşitsizlikler taraf tarafa çarpılır ve [0,1] aralığında 𝑡’ye göre 

integrallenirse, 

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑔 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)

1

0

𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)𝑑𝑡

≤
1

4
∫[𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) + 𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)]2𝑑𝑡

1

0

≤
1

4
{∫ [(1 − 𝑡)𝑓(𝑏) + 𝑡[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))] + (1 − 𝑡)𝑔(𝑎)

1

0

+ 𝑡[𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]]
2

}𝑑𝑡 
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=
1

4
{∫ [(1 − 𝑡)[𝑓(𝑏) + 𝑔(𝑎)] + 𝑡[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))][𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]]

2
1

0

}𝑑𝑡

=
1

4
{[𝑓(𝑏) + 𝑔(𝑎)]2∫(1 − 𝑡)2𝑑𝑡

1

0

+ [[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))][𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]]
2

∫𝑡2𝑑𝑡

1

0

+ (𝑓(𝑏) + 𝑔(𝑎))[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))][𝑔(𝑎)

+ 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]∫2𝑡(1 − 𝑡)𝑑𝑡

1

0

}

=
1

12
{[𝑓(𝑏) + 𝑔(𝑎)]2

+ [[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))][𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]]
2

+ (𝑓(𝑏) + 𝑔(𝑎))[𝑓(𝑏) + 𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))][𝑔(𝑎) + 𝜂(𝑔(𝑏), 𝑔(𝑎))]} 

istenilen eşitsizlik elde edilir. 

Sonuç 6.9 : Teorem 6.8’de, 𝑓 = 𝑔 ve  𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 olarak seçilirse aşağıdaki eşitsizlik 

elde edilir. 

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

12
{[𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎)]2 + [𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)]2 + [𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)(𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎))]}. 

İspat : Teorem 6.8’de 𝑓 = 𝑔 ve  𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 olarak seçilsin. 

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

12
{[𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎)]2 + [[𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏)][𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)]]

2

+ (𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎))[𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏)][𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)]} 
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eşitsizliği yazılır ve düzenlenirse,  

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

12
{[𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎)]2 + [𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)]2 + [𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)(𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎))]} 

sonucuna ulaşılır. 

Teorem 6.10 : 𝑓, 𝑔: 𝐼 = [𝑎, 𝑏] → (0,∞) fonksiyonları 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑎 < 𝑏 olmak üzere, 𝐼 

üzerinde genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyonlar olsun. O halde,  

𝑓(√𝑎𝑏)𝑔(√𝑎𝑏)

≤
1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥) [𝜂 (𝑔 (

𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑔(𝑥))]

𝑏

𝑎

+ 𝑔(𝑥) [𝜂 (𝑓 (
𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑓(𝑥))]] 𝑑𝑥

+
1

4(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
[𝜂 (𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑓(𝑥))] [𝜂 (𝑔 (

𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑔(𝑥))]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat : 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları 𝐼 üzerinde  genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyonlar 

olsun. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için, 

𝑓(√𝑎𝑏) ≤ 𝑓(𝑎1−𝑡𝑏𝑡) +
1

2
𝜂(𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡), 𝑓(𝑎1−𝑡𝑏𝑡))                                                          (6.18) 

𝑔(√𝑎𝑏) ≤ 𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡) +
1

2
𝜂(𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡), 𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡))                                                          (6.19) 

eşitsizlikleri yazılabilir. Bu eşitsizlikler taraf tarafa çarpılır ve [0,1] aralığında 𝑡’ye göre 

integrallenirse, 
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∫𝑓(√𝑎𝑏)𝑔(√𝑎𝑏)𝑑𝑡

1

0

≤ ∫𝑓(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)𝑑𝑡

1

0

+
1

2
∫{𝑓(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)[𝜂(𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡), 𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡))]

1

0

+ 𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)[𝜂(𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡), 𝑓(𝑎1−𝑡𝑏𝑡))]} 𝑑𝑡

+
1

4
∫[𝜂(𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡), 𝑓(𝑎1−𝑡𝑏𝑡))][𝜂(𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡), 𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡))]

1

0

𝑑𝑡 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte 𝑥 = 𝑎1−𝑡𝑏𝑡 dönüşümü uygulanırsa,  

𝑓(√𝑎𝑏)𝑔(√𝑎𝑏)

≤ ∫𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)
𝑑𝑥

𝑎1−𝑡𝑏𝑡 ln 𝑏 − 𝑎1−𝑡𝑏𝑡 ln 𝑎

𝑏

0

+
1

2
∫{𝑓(𝑥) [𝜂 (𝑔 (

𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑔(𝑥))] + 𝑔(𝑥) [𝜂 (𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑓(𝑥))]}

𝑏

𝑎

𝑑𝑥

𝑎1−𝑡𝑏𝑡 ln 𝑏 − 𝑎1−𝑡𝑏𝑡 ln 𝑎

+
1

4
∫[𝜂 (𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑓(𝑥))] [𝜂 (𝑔 (

𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑔(𝑥))]

1

0

𝑑𝑥

𝑎1−𝑡𝑏𝑡 ln 𝑏 − 𝑎1−𝑡𝑏𝑡 ln 𝑎
                      

bulunur. Bu eşitsizlik düzenlendiğinde,  

𝑓(√𝑎𝑏)𝑔(√𝑎𝑏)

≤
1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥) [𝜂 (𝑔 (

𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑔(𝑥))]

𝑏

𝑎

+ 𝑔(𝑥) [𝜂 (𝑓 (
𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑓(𝑥))]]𝑑𝑥 
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+
1

4(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
[𝜂 (𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑓(𝑥))] [𝜂 (𝑔 (

𝑎𝑏

𝑥
) , 𝑔(𝑥))] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 6.11 : Teorem 6.10’da, 𝑓 = 𝑔 ve  𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 olarak seçilirse aşağıdaki eşitsizlik 

elde edilir. 

𝑓(√𝑎𝑏)𝑓(√𝑎𝑏)

≤
1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑓(𝑥)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥) [𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) − 𝑓(𝑥)] + 𝑓(𝑥) [𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) − 𝑓(𝑥)]] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

4(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
[𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) − 𝑓(𝑥)] [𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) − 𝑓(𝑥)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

. 

İspat : Teorem 6.10’da, 𝑓 = 𝑔 ve  𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 olarak seçilsin. 

𝑓(√𝑎𝑏)𝑓(√𝑎𝑏) ≤
1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑓(𝑥)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

+
1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥) [𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) − 𝑓(𝑥)] + 𝑓(𝑥) [𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) − 𝑓(𝑥)]] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

4(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫
1

𝑥
[𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) − 𝑓(𝑥)] [𝑓 (

𝑎𝑏

𝑥
) − 𝑓(𝑥)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

eşitsiziliği elde edilir. 

Teorem 6.12 : 𝑓, 𝑔: 𝐼 = [𝑎, 𝑏] → (0,∞) fonksiyonları artan ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑎 < 𝑏 olmak 

üzere, 𝐼 üzerinde genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyonlar olsun. O halde,  
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1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)] [𝑔(𝑏) +

1

2
𝜂(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑔(𝑥)] [𝑓(𝑏) +

1

2
𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+ [𝑓(𝑏) +
1

2
𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))] [𝑔(𝑏) +

1

2
𝜂(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))] 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat : 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları 𝐼 üzerinde  genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyonlar 

olsun. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için, 

𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) ≤ [𝑓(𝑏) + 𝑡𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]                                                                                   (6.20) 

𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) ≤ [𝑔(𝑏) + 𝑡𝜂(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))]                                                                                  (6.21) 

eşitsizlikleri yazılabilir. 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ ve 𝑎 < 𝑏, 𝑐 < 𝑑 olmak üzere,  

(𝑎 − 𝑏)(𝑐 − 𝑑) ≥ 0                                                                                                                     (6.22) 

eşitsizliği kullanılır ve [0,1] aralığında 𝑡’ye göre integrallenirse, 

∫[𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)]𝑑𝑡 ∫[𝑔(𝑏) + 𝑡𝜂(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))]𝑑𝑡

1

0

1

0

+∫[𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)]𝑑𝑡∫[𝑓(𝑏) + 𝑡𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]𝑑𝑡

1

0

1

0

≤ ∫𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)𝑑𝑡

1

0

+∫[𝑓(𝑏) + 𝑡𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))]𝑑𝑡∫[𝑔(𝑏) + 𝑡𝜂(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))]𝑑𝑡

1

0

1

0
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elde edilir. 𝑥 = 𝑎𝑡𝑏1−𝑡 dönüşümü uygulanırsa,  

1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)] [𝑔(𝑏) +

1

2
𝜂(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑔(𝑥)] [𝑓(𝑏) +

1

2
𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)][𝑔(𝑥)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+ [𝑓(𝑏) +
1

2
𝜂(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))] [𝑔(𝑏) +

1

2
𝜂(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))] 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 6.13 : Teorem 6.12’de, 𝑓 = 𝑔 ve  𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 olarak seçilirse aşağıdaki eşitsizlik 

elde edilir. 

2

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)] [

𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎)

2
] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)][𝑓(𝑥)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+ [
𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎)

2
]

2

. 

İspat : Teorem 5.12’de, 𝑓 = 𝑔 ve  𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 olarak seçilsin. 

2

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)] [𝑓(𝑏) +

1

2
(𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏))] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)][𝑓(𝑥)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+ [𝑓(𝑏) +
1

2
(𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏))] [𝑓(𝑏) +

1

2
(𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏))]. 

Bu eşitsizlik düzenlendiğinde,  
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2

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)] [

𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎)

2
] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫
1

𝑥
[𝑓(𝑥)][𝑓(𝑥)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+ [
𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎)

2
]

2

 

istenilen sonuca ulaşılır. 

Lemma 6.14 : 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ+ = (0,∞) → ℝ fonksiyonu 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 , 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak 

üzere, 𝐼° üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O halde,  

𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

2
[∫𝑏1+𝑡𝑎1−𝑡𝑓′ (𝑏

1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )𝑑𝑡

1

0

+∫𝑏1−𝑡𝑎1+𝑡𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 ) 𝑑𝑡

1

0

] 

eşitsizliği sağlanır. 

 İspat : 𝐼1 = ∫ 𝑏1+𝑡𝑎1−𝑡𝑓′ (𝑏
1+𝑡

2 𝑎
1−𝑡

2 ) 𝑑𝑡
1

0
 ve 𝐼2 = ∫ 𝑏1−𝑡𝑎1+𝑡𝑓′ (𝑏

1−𝑡

2 𝑎
1+𝑡

2 ) 𝑑𝑡
1

0
 olsun. 𝐼1, 

𝑥 = 𝑏
1+𝑡

2 𝑎
1−𝑡

2  dönüşümü ve kısmi integrasyon yardımıyla hesaplanırsa, 

𝐼1 = ∫𝑏
1+𝑡𝑎1−𝑡𝑓′ (𝑏

1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 ) 𝑑𝑡

1

0

= ∫ 𝑥2𝑓′(𝑥)
𝑑𝑥

1
2 𝑏

1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 ln 𝑏 −

1
2𝑏

1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 ln 𝑎

𝑏

√𝑎𝑏

=
2

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫ 𝑥𝑓′(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

√𝑎𝑏

=
2

ln 𝑏 − ln 𝑎
[𝑥𝑓(𝑥)|

√𝑎𝑏
𝑏 − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

√𝑎𝑏

]

=
2[𝑏𝑓(𝑏) − √𝑎𝑏𝑓(√𝑎𝑏)]

ln 𝑏 − ln 𝑎
−

2

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

√𝑎𝑏

                             (6.23) 

bulunur. Benzer şekilde 𝐼2,  𝑥 = 𝑏
1−𝑡

2 𝑎
1+𝑡

2  dönüşümü ve kısmi integrasyon kullanılarak 

hesaplandığında, 
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𝐼2 = ∫𝑏1−𝑡𝑎1+𝑡𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 )𝑑𝑡

1

0

= ∫ 𝑥2𝑓′(𝑥)
𝑑𝑥

1
2 𝑏

1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 ln 𝑏 −

1
2𝑏

1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 ln 𝑎

√𝑎𝑏

𝑎

=
2

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫ 𝑥𝑓′(𝑥)𝑑𝑥

√𝑎𝑏

𝑎

=
2

ln 𝑏 − ln 𝑎
[𝑥𝑓(𝑥)|𝑎

√𝑎𝑏 − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

√𝑎𝑏

𝑎

]

=
2[√𝑎𝑏𝑓(√𝑎𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎)]

ln 𝑏 − ln 𝑎
−

2

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

√𝑎𝑏

𝑎

                             (6.24) 

elde edilir. (6.23) ve (6.24) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa, 

∫𝑏1+𝑡𝑎1−𝑡𝑓′ (𝑏
1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )𝑑𝑡

1

0

+∫𝑏1−𝑡𝑎1+𝑡𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 ) 𝑑𝑡

1

0

=
2[𝑏𝑓(𝑏) − √𝑎𝑏𝑓(√𝑎𝑏)]

ln 𝑏 − ln 𝑎
−

2

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

√𝑎𝑏

+
2[√𝑎𝑏𝑓(√𝑎𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎)]

ln 𝑏 − ln 𝑎
−

2

ln 𝑏 − ln 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

√𝑎𝑏

𝑎

 

bulunur. Eşitliğin her iki tarafı 
ln 𝑏− ln𝑎

2
 çarpılıp düzenlenirse,  

𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

2
[∫𝑏1+𝑡𝑎1−𝑡𝑓′ (𝑏

1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )𝑑𝑡

1

0

+∫𝑏1−𝑡𝑎1+𝑡𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 ) 𝑑𝑡

1

0

] 

istenilen sonuç elde edilir. 

Teorem 6.15 : 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 , 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak üzere, 𝐼° 

üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |𝑓′| fonksiyonu 𝑞 ≥ 1 için [𝑎, 𝑏] 

aralığında genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyon olmak üzere,  
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|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(𝑏 − 𝑎)

1−
1
𝑞

2
1
𝑞
+1

{𝑏[(2𝑏 − 𝑎 − 𝐿(𝑎, 𝑏))|𝑓′(𝑏)|𝑞

+ (𝐿(𝑎, 𝑏) − 𝑎)|𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
]
1
𝑞

+ 𝑎[(𝑏 − 𝐿(𝑎, 𝑏))|𝑓′(𝑏)|𝑞

+ (𝑏 − 2𝑎 + 𝐿(𝑎, 𝑏))|𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
]
1
𝑞} 

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : Lemma 6.14 ve Power Mean eşitsizliği kullanılırsa,  

  

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

=
𝑎𝑏 (ln 𝑏 − ln 𝑎)

2
[∫(

𝑏

𝑎
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )| 𝑑𝑡 + ∫(

𝑎

𝑏
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 )| 𝑑𝑡

1

0

1

0

]

≤
𝑎𝑏 (ln 𝑏 − ln 𝑎)

2

{
 

 

[∫ (
𝑏

𝑎
)
𝑡

𝑑𝑡

1

0

]

1−
1
𝑞

[∫(
𝑏

𝑎
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )|

𝑞
1

0

]

1
𝑞

+ [∫(
𝑎

𝑏
)
𝑡

𝑑𝑡

1

0

]

1−
1
𝑞

[∫ (
𝑎

𝑏
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 )|

𝑞
1

0

]

1
𝑞

}
 

 

                                                                  (6.25) 

elde edilir. Buradan |𝑓′| genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyon olduğundan, 

𝐼1 = ∫(
𝑏

𝑎
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )|

𝑞

𝑑𝑡

1

0

≤ ∫(
𝑏

𝑎
)
𝑡

[(
1 + 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏)|𝑞 + (

1 − 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞
] 𝑑𝑡

1

0
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= |𝑓′(𝑏)|𝑞∫(
𝑏

𝑎
)
𝑡

(
1 + 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
∫(

𝑏

𝑎
)
𝑡

(
1 − 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

                                     (6.26) 

yazılabilir. Buradaki integraller kısmi integrasyon yardımıyla hesaplanırsa, 

∫(
𝑏

𝑎
)
𝑡

(
1 + 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

= (
1 + 𝑡

2
)

(
𝑏
𝑎)

𝑡

ln 𝑏 − ln 𝑎
|

0

1

−
1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫(

𝑏

𝑎
)
𝑡

𝑑𝑡

1

0

=
2𝑏 − 𝑎

2𝑎(ln 𝑏 − ln 𝑎)
−

1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)

[
 
 
 (

𝑏
𝑎)

𝑡

ln 𝑏 − ln 𝑎
|

0

1

]
 
 
 

=
2𝑏 − 𝑎

2𝑎(ln 𝑏 − ln 𝑎)
−

1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
[

𝑏 − 𝑎

𝑎(ln 𝑏 − ln 𝑎)
] =

2𝑏 − 𝑎 − 𝐿(𝑎, 𝑏)

2𝑎(ln 𝑏 − ln 𝑎)
 

ve 

∫(
𝑏

𝑎
)
𝑡

(
1 − 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

= (
1 − 𝑡

2
)

(
𝑏
𝑎)

𝑡

ln 𝑏 − ln 𝑎
|

0

1

+
1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫(

𝑏

𝑎
)
𝑡

𝑑𝑡

1

0

= −
1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
+

1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)

[
 
 
 (

𝑏
𝑎)

𝑡

ln 𝑏 − ln 𝑎
|

0

1

]
 
 
 

= −
1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
+

1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
[

𝑏 − 𝑎

𝑎(ln 𝑏 − ln 𝑎)
] =

𝐿(𝑎, 𝑏) − 𝑎

2𝑎(ln 𝑏 − ln 𝑎)
 

elde edilir. Hesaplanan bu değerler (6.26)’da yerine yazılırsa,  

𝐼1 = ∫(
𝑏

𝑎
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )|

𝑞

𝑑𝑡

1

0

≤ |𝑓′(𝑏)|𝑞
2𝑏 − 𝑎 − 𝐿(𝑎, 𝑏)

2𝑎(ln 𝑏 − ln 𝑎)
+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞 𝐿(𝑎, 𝑏) − 𝑎

2𝑎(ln 𝑏 − ln 𝑎)
 

bulunur. Benzer şekilde, 
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𝐼2 = ∫(
𝑎

𝑏
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 )|

𝑞
1

0

≤ ∫(
𝑎

𝑏
)
𝑡

[(
1 − 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏)|𝑞 + (

1 + 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞
] 𝑑𝑡

1

0

= |𝑓′(𝑏)|𝑞∫(
𝑎

𝑏
)
𝑡

(
1 − 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
∫(

𝑎

𝑏
)
𝑡

(
1 + 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

                                     (6.27) 

yazılabilir. Buradaki integraller kısmi integrasyon yardımıyla hesaplanırsa, 

∫(
𝑎

𝑏
)
𝑡

(
1 − 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

= (
1 − 𝑡

2
)

(
𝑎
𝑏
)
𝑡

ln 𝑎 − ln 𝑏
|

0

1

+
1

2(ln 𝑎 − ln 𝑏)
∫ (

𝑎

𝑏
)
𝑡

𝑑𝑡

1

0

=
1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
−

1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
[

(
𝑎
𝑏
)
𝑡

ln 𝑎 − ln 𝑏
|

0

1

]

=
1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
−

1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
[

𝑏 − 𝑎

𝑏(ln 𝑏 − ln 𝑎)
] =

𝑏 − 𝐿(𝑎, 𝑏)

2𝑏(ln 𝑏 − ln 𝑎)
 

ve 

∫(
𝑎

𝑏
)
𝑡

(
1 + 𝑡

2
) 𝑑𝑡 = (

1 + 𝑡

2
)

(
𝑎
𝑏
)
𝑡

ln 𝑎 − ln 𝑏
|

0

1

−
1

2(ln 𝑎 − ln 𝑏)
∫ (

𝑎

𝑏
)
𝑡

𝑑𝑡

1

0

1

0

=
𝑎

𝑏(ln 𝑎 − ln 𝑏)
−

1

2(ln 𝑎 − ln 𝑏)
[

(
𝑎
𝑏
)
𝑡

ln 𝑎 − ln 𝑏
|

0

1

]

=
𝑏 − 2𝑎

2𝑏(ln 𝑏 − ln 𝑎)
+

1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
[

𝑏 − 𝑎

𝑏(ln 𝑏 − ln 𝑎)
] =

𝐿(𝑎, 𝑏) + 𝑏 − 2𝑎

2𝑏(ln 𝑏 − ln 𝑎)
 

bulunur. Hesaplanan bu değerler (6.27)’de yerine yazılırsa, 
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𝐼2 = ∫(
𝑎

𝑏
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 )|

𝑞
1

0

≤ |𝑓′(𝑏)|𝑞
𝑏 − 𝐿(𝑎, 𝑏)

2𝑏(ln 𝑏 − ln 𝑎)
+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞 𝐿(𝑎, 𝑏) + 𝑏 − 2𝑎

2𝑏(ln 𝑏 − ln 𝑎)
 

elde edilir. Ayrıca, 

[∫ (
𝑏

𝑎
)
𝑡

𝑑𝑡

1

0

]

1−
1
𝑞

=

(

 
(
𝑏
𝑎)

𝑡

ln 𝑏 − ln 𝑎
|

0

1

)

 

1−
1
𝑞

= (
𝑏 − 𝑎

𝑎(ln 𝑏 − ln 𝑎)
)
1−
1
𝑞
 

[∫(
𝑎

𝑏
)
𝑡

𝑑𝑡

1

0

]

1−
1
𝑞

= (
(
𝑎
𝑏
)
𝑡

ln 𝑎 − ln 𝑏
|

0

1

)

1−
1
𝑞

= (
𝑏 − 𝑎

𝑏(ln 𝑏 − ln 𝑎)
)
1−
1
𝑞
 

integralleri ve 𝐼1 , 𝐼2 değerleri (6.25)’te yerine yazılırsa,  

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(𝑏 − 𝑎)

1−
1
𝑞

2
1+
1
𝑞

{𝑏[(2𝑏 − 𝑎 − 𝐿(𝑎, 𝑏))|𝑓′(𝑏)|𝑞

+ (𝐿(𝑎, 𝑏) − 𝑎)|𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
]
1
𝑞

+ 𝑎[(𝑏 − 𝐿(𝑎, 𝑏))|𝑓′(𝑏)|𝑞

+ (𝑏 − 2𝑎 + 𝐿(𝑎, 𝑏))|𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
]
1
𝑞} 

istenilen sonuç elde edilmiş olur. 

Sonuç 6.16 : 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 , 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak üzere, 𝐼° 

üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |𝑓′| fonksiyonu 𝑞 ≥ 1 için [𝑎, 𝑏] 

aralığında genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyon olmak üzere,  
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|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(𝑏 − 𝑎)

1−
1
𝑞

2
1
𝑞
+1

{𝑏[(2𝑏 − 𝑎 − 𝐿(𝑎, 𝑏))|𝑓′(𝑏)|𝑞 + (𝐿(𝑎, 𝑏) − 𝑎)|𝑓′(𝑎)|𝑞]
1
𝑞

+ 𝑎[(𝑏 − 𝐿(𝑎, 𝑏))|𝑓′(𝑏)|𝑞 + (𝑏 − 2𝑎 + 𝐿(𝑎, 𝑏))|𝑓′(𝑎)|𝑞]
1
𝑞} 

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : Teorem 6.15’te, 𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 olarak seçilirse aşağıdaki eşitsizlik elde edilir. 

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(𝑏 − 𝑎)

1−
1
𝑞

2
1
𝑞
+1

{𝑏[(2𝑏 − 𝑎 − 𝐿(𝑎, 𝑏))|𝑓′(𝑏)|𝑞

+ (𝐿(𝑎, 𝑏) − 𝑎)|𝑓′(𝑏) + 𝑓′(𝑎) − 𝑓′(𝑏)|
𝑞
]

1
𝑞

+ 𝑎[(𝑏 − 𝐿(𝑎, 𝑏))|𝑓′(𝑏)|𝑞

+ (𝑏 − 2𝑎 + 𝐿(𝑎, 𝑏))|𝑓′(𝑏) + 𝑓′(𝑎) − 𝑓′(𝑏)|𝑞]
1
𝑞}. 

Eşitsizlik düzenlendiğinde, 

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(𝑏 − 𝑎)

1−
1
𝑞

2
1
𝑞
+1

{𝑏[(2𝑏 − 𝑎 − 𝐿(𝑎, 𝑏))|𝑓′(𝑏)|𝑞 + (𝐿(𝑎, 𝑏) − 𝑎)|𝑓′(𝑎)|𝑞]
1
𝑞

+ 𝑎[(𝑏 − 𝐿(𝑎, 𝑏))|𝑓′(𝑏)|𝑞 + (𝑏 − 2𝑎 + 𝐿(𝑎, 𝑏))|𝑓′(𝑎)|𝑞]
1
𝑞} 

istenilen sonuca ulaşılabilir. 
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Teorem 6.17 : 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 , 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak üzere, 𝐼° 

üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |𝑓′| fonksiyonu 𝑞 ≥ 1 için [𝑎, 𝑏] 

aralığında genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyon olmak üzere,  

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

2
1+
1
𝑞

[𝐿 (𝑎
𝑞
𝑞−1, 𝑏

𝑞
𝑞−1)]

1−
1
𝑞
{𝑏[𝐴(3|𝑓′(𝑏)|𝑞 , |𝑓′(𝑏)

+ 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
)]
1
𝑞 + 𝑎[𝐴(3|𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞
, |𝑓′(𝑏)|𝑞)]

1
𝑞} 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat : Lemma 6.14 ve Hölder eşitsizliği kullanılırsa,  

   

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

=
𝑎𝑏 (ln 𝑏 − ln 𝑎)

2
[∫(

𝑏

𝑎
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )| 𝑑𝑡 + ∫(

𝑎

𝑏
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 )| 𝑑𝑡

1

0

1

0

]

≤
𝑎𝑏 (ln 𝑏 − ln 𝑎)

2

{
 

 

[∫ (
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡
𝑞−1

𝑑𝑡

1

0

]

1−
1
𝑞

[∫ |𝑓′ (𝑏
1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )|

𝑞

𝑑𝑡

1

0

]

1
𝑞

+ [∫(
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡
𝑞−1

𝑑𝑡

1

0

]

1−
1
𝑞

[∫ |𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 )|

𝑞

𝑑𝑡

1

0

]

1
𝑞

}
 

 

                                                                     (6.28) 

elde edilir. Buradan |𝑓′| genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyon olduğundan, 

𝐼1 = ∫ |𝑓
′ (𝑏

1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )|

𝑞

𝑑𝑡

1

0

≤ ∫[(
1 + 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏)|𝑞 + (

1 − 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞
] 𝑑𝑡

1

0
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= |𝑓′(𝑏)|𝑞∫(
1 + 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
∫(

1 − 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

=
3

4
 |𝑓′(𝑏)|𝑞 +

1

4
 |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞
                                          (6.29) 

ve 

𝐼2 = ∫ |𝑓
′ (𝑏

1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 )|

𝑞

𝑑𝑡

1

0

≤ ∫[(
1 − 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏)|𝑞 + (

1 + 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞
] 𝑑𝑡

1

0

 

= |𝑓′(𝑏)|𝑞∫(
1 − 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
∫(

1 + 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

=
1

4
|𝑓′(𝑏)|𝑞 +

3

4
|𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞
                                            (6.30) 

yazılabilir. Gerekli integraller de hesaplanırsa,  

[∫(
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡
𝑞−1

𝑑𝑡

1

0

]

1−
1
𝑞

=

(

 
 (

𝑏
𝑎)

𝑞𝑡
𝑞−1

 (
𝑞

𝑞 − 1)
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

|
|

0

1

)

 
 

1−
1
𝑞

= (
𝑏

𝑞
𝑞−1 − 𝑎

𝑞
𝑞−1

(
𝑞

𝑞 − 1) 𝑎
𝑞
𝑞−1(ln 𝑏 − ln 𝑎)

)

1−
1
𝑞

 

[∫(
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡
𝑞−1

𝑑𝑡

1

0

]

1−
1
𝑞

=

(

 
 (

𝑎
𝑏
)

𝑞𝑡
𝑞−1

 (
𝑞

𝑞 − 1)
(ln 𝑎 − ln 𝑏)

||

0

1

)

 
 

1−
1
𝑞

= (
𝑏

𝑞
𝑞−1 − 𝑎

𝑞
𝑞−1

(
𝑞

𝑞 − 1) 𝑏
𝑞
𝑞−1(ln 𝑏 − ln 𝑎)

)

1−
1
𝑞

 

elde edilir. Hesaplanan bu değerler (6.28)’de yerine yazılırsa,  
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|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

=
𝑎𝑏 (ln 𝑏 − ln 𝑎)

2
[∫(

𝑏

𝑎
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )| 𝑑𝑡

1

0

+∫(
𝑎

𝑏
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 )| 𝑑𝑡

1

0

] 

≤
𝑎𝑏 (ln 𝑏 − ln 𝑎)

2

{
 
 

 
 

(
𝑏

𝑞
𝑞−1 − 𝑎

𝑞
𝑞−1

(
𝑞

𝑞 − 1) 𝑎
𝑞
𝑞−1(ln 𝑏 − ln 𝑎)

)

1−
1
𝑞

[
3

4
 |𝑓′(𝑏)|𝑞

+
1

4
 |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞
]

1
𝑞

+ (
𝑏

𝑞
𝑞−1 − 𝑎

𝑞
𝑞−1

(
𝑞

𝑞 − 1)𝑏
𝑞
𝑞−1(ln 𝑏 − ln 𝑎)

)

1−
1
𝑞

[
1

4
|𝑓′(𝑏)|𝑞

+
3

4
|𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞
]

1
𝑞

}
 
 

 
 

 

elde edilir. Elde edilen ifadeler düzenlendiğinde,  

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

2
1+
1
𝑞

[𝐿 (𝑎
𝑞
𝑞−1, 𝑏

𝑞
𝑞−1)]

1−
1
𝑞
{𝑏[𝐴(3|𝑓′(𝑏)|𝑞 , |𝑓′(𝑏)

+ 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
)]
1
𝑞 + 𝑎[𝐴(3|𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞
, |𝑓′(𝑏)|𝑞)]

1
𝑞} 

eşitsizliğine ulaşılır ve ispat tamamlanır. 
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Sonuç 6.18 : 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 , 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak üzere, 𝐼° 

üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |𝑓′| fonksiyonu 𝑞 ≥ 1 için [𝑎, 𝑏] 

aralığında genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyon olmak üzere,  

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

2
1+
1
𝑞

[𝐿 (𝑎
𝑞
𝑞−1, 𝑏

𝑞
𝑞−1)]

1−
1
𝑞
{𝑏[𝐴(3|𝑓′(𝑏)|𝑞, |𝑓′(𝑎)|𝑞)]

1
𝑞

+ 𝑎[𝐴(3|𝑓′(𝑎)|𝑞 , |𝑓′(𝑏)|𝑞)]
1
𝑞} 

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : Teorem 6.17’de, 𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 olarak seçilirse, 

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

2
1+
1
𝑞

[𝐿 (𝑎
𝑞
𝑞−1, 𝑏

𝑞
𝑞−1)]

1−
1
𝑞
{𝑏[𝐴(3|𝑓′(𝑏)|𝑞, |𝑓′(𝑏) + 𝑓′(𝑎)

− 𝑓′(𝑏)|𝑞)]
1
𝑞 + 𝑎[𝐴(3|𝑓′(𝑏) + 𝑓′(𝑎) − 𝑓(𝑏)|𝑞, |𝑓′(𝑏)|𝑞)]

1
𝑞} 

yazılabilir. Eşitsizlik düzenlendiğinde,  

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

2
1+
1
𝑞

[𝐿 (𝑎
𝑞
𝑞−1, 𝑏

𝑞
𝑞−1)]

1−
1
𝑞
{𝑏[𝐴(3|𝑓′(𝑏)|𝑞, |𝑓′(𝑎)|𝑞)]

1
𝑞

+ 𝑎[𝐴(3|𝑓′(𝑎)|𝑞 , |𝑓′(𝑏)|𝑞)]
1
𝑞} 

sonucu elde edilir. 
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Teorem 6.19 : 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 , 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak üzere, 𝐼° 

üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |𝑓′| fonksiyonu 𝑞 ≥ 1 için [𝑎, 𝑏] 

aralığında genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyon olmak üzere,  

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

1−
1
𝑞

2(2𝑞)
1
𝑞

{𝑏[|𝑓′(𝑏)|𝑞(2𝑏𝑞 − 𝑎𝑞 − 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
(𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) − 𝑎𝑞)]

1
𝑞

+ 𝑎[|𝑓′(𝑏)|𝑞(𝑏𝑞 − 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
(𝑏𝑞 − 2𝑎𝑞 + 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))]

1
𝑞} 

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : Lemma 6.14 ve Hölder eşitsizliği kullanılırsa,  

  

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

=
𝑎𝑏 (ln 𝑏 − ln 𝑎)

2
[∫(

𝑏

𝑎
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )| 𝑑𝑡 + ∫(

𝑎

𝑏
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 )| 𝑑𝑡

1

0

1

0

]

≤
𝑎𝑏 (ln 𝑏 − ln 𝑎)

2

{
 

 

[∫1𝑑𝑡

1

0

]

1−
1
𝑞

[∫ (
𝑏

𝑎
)
𝑞𝑡

|𝑓′ (𝑏
1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )|

𝑞

𝑑𝑡

1

0

]

1
𝑞

+ [∫1𝑑𝑡

1

0

]

1−
1
𝑞

[∫(
𝑎

𝑏
)
𝑞𝑡

|𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 )|

𝑞

𝑑𝑡

1

0

]

1
𝑞

}
 

 

                                                                    (6.31) 

eşitsizliği yazılabilir. |𝑓′| fonksiyonun genelleştirilmiş geometrik konveksliği ve kısmi 

integrasyon yardımıyla, 
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𝐼1 = ∫(
𝑏

𝑎
)
𝑞𝑡

|𝑓′ (𝑏
1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )|

𝑞

𝑑𝑡

1

0

≤ ∫(
𝑏

𝑎
)
𝑞𝑡

[(
1 + 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏)|𝑞 + (

1 − 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞
] 𝑑𝑡

1

0

= |𝑓′(𝑏)|𝑞∫(
𝑏

𝑎
)
𝑞𝑡

(
1 + 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
∫(

𝑏

𝑎
)
𝑞𝑡

(
1 − 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

= |𝑓′(𝑏)|𝑞

[
 
 
 

(
1 + 𝑡

2
)

(
𝑏
𝑎)

𝑞𝑡

𝑞(ln 𝑏 − ln 𝑎)
|

0

1

−
1

2𝑞(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫(

𝑏

𝑎
)
𝑞𝑡

𝑑𝑡

1

0
]
 
 
 

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞

[
 
 
 

(
1 − 𝑡

2
)

(
𝑏
𝑎)

𝑞𝑡

𝑞(ln 𝑏 − ln 𝑎)
|

0

1

+
1

2𝑞(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫ (

𝑏

𝑎
)
𝑞𝑡

𝑑𝑡

1

0
]
 
 
 

= |𝑓′(𝑏)|𝑞
2𝑏𝑞 − 𝑎𝑞 − 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞)

2𝑞𝑎𝑞(ln 𝑏 − ln 𝑎)

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) − 𝑎𝑞

2𝑞𝑎𝑞(ln 𝑏 − ln 𝑎)
 

ve  

𝐼2 = ∫(
𝑎

𝑏
)
𝑞𝑡

|𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 )|

𝑞

𝑑𝑡

1

0

≤ ∫(
𝑎

𝑏
)
𝑞𝑡

[(
1 − 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏)|𝑞 + (

1 + 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞
] 𝑑𝑡

1

0

 



 

108 

= |𝑓′(𝑏)|𝑞∫(
𝑎

𝑏
)
𝑞𝑡

(
1 − 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
∫(

𝑎

𝑏
)
𝑞𝑡

(
1 + 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

= |𝑓′(𝑏)|𝑞 [(
1 − 𝑡

2
)

(
𝑎
𝑏
)
𝑞𝑡

𝑞(ln 𝑎 − ln 𝑏)
|

0

1

+
1

2𝑞(ln 𝑎 − ln 𝑏)
∫ (

𝑎

𝑏
)
𝑞𝑡

𝑑𝑡

1

0

]

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
[(
1 + 𝑡

2
)

(
𝑎
𝑏
)
𝑞𝑡

𝑞(ln 𝑎 − ln 𝑏)
|

0

1

−
1

2𝑞(ln 𝑎 − ln 𝑏)
∫(

𝑎

𝑏
)
𝑞𝑡

𝑑𝑡

1

0

]

= |𝑓′(𝑏)|𝑞
𝑏𝑞 − 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞)

2𝑞𝑏𝑞(ln 𝑏 − ln 𝑎)

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞 𝑏𝑞 − 2𝑎𝑞 + 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞)

2𝑞𝑏𝑞(ln 𝑏 − ln 𝑎)
 

eşitsizlikleri bulunur. 𝐼1 ve 𝐼2 değerleri (6.31)’de yerine yazılırsa,  

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

1−
1
𝑞

2(2𝑞)
1
𝑞

{𝑏[|𝑓′(𝑏)|𝑞(2𝑏𝑞 − 𝑎𝑞 − 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
(𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) − 𝑎𝑞)]

1
𝑞

+ 𝑎[|𝑓′(𝑏)|𝑞(𝑏𝑞 − 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
(𝑏𝑞 − 2𝑎𝑞 + 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))]

1
𝑞} 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 6.20 : 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 , 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak üzere, 𝐼° 

üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |𝑓′| fonksiyonu 𝑞 ≥ 1 için [𝑎, 𝑏] 

aralığında genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyon olmak üzere,  
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|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

1−
1
𝑞

2(2𝑞)
1
𝑞

{𝑏[|𝑓′(𝑏)|𝑞(2𝑏𝑞 − 𝑎𝑞 − 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))

+ |𝑓′(𝑎)|𝑞(𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) − 𝑎𝑞)]
1
𝑞

+ 𝑎[|𝑓′(𝑏)|𝑞(𝑏𝑞 − 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞)) + |𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑏𝑞 − 2𝑎𝑞 + 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))]
1
𝑞} 

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : Teorem 6.19’da,  𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 olarak seçilirse,  

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

1−
1
𝑞

2(2𝑞)
1
𝑞

{𝑏[|𝑓′(𝑏)|𝑞(2𝑏𝑞 − 𝑎𝑞 − 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))

+ |𝑓′(𝑏) + 𝑓′(𝑎) − 𝑓′(𝑏)|𝑞(𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) − 𝑎𝑞)]
1
𝑞

+ 𝑎[|𝑓′(𝑏)|𝑞(𝑏𝑞 − 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))

+ |𝑓′(𝑏) + 𝑓′(𝑎) − 𝑓′(𝑏)|𝑞(𝑏𝑞 − 2𝑎𝑞 + 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))]
1
𝑞} 

eşitsizliği elde edilir. Bu ifadeler düzenlenirse,  

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

1−
1
𝑞

2(2𝑞)
1
𝑞

{𝑏[|𝑓′(𝑏)|𝑞(2𝑏𝑞 − 𝑎𝑞 − 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))

+ |𝑓′(𝑎)|𝑞(𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) − 𝑎𝑞)]
1
𝑞

+ 𝑎[|𝑓′(𝑏)|𝑞(𝑏𝑞 − 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞)) + |𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑏𝑞 − 2𝑎𝑞 + 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))]
1
𝑞} 
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bulunur. 

Teorem 6.21 : 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 , 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak üzere, 𝐼° 

üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |𝑓′| fonksiyonu 𝑞 ≥ 1 ve 𝑞 > 𝑝 > 0 için 

[𝑎, 𝑏] aralığında genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyon olmak üzere,  

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

1−
1
𝑞

2(2𝑞)
1
𝑞

[𝐿 (𝑎
𝑞−𝑝
𝑞−1, 𝑏

𝑞−𝑝
𝑞−1)]

1−
1
𝑞
{𝑏[|𝑓′(𝑏)|𝑞(2𝑏𝑞 − 𝑎𝑞

− 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
(𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) − 𝑎𝑞)]

1
𝑞} {𝑎[|𝑓′(𝑏)|𝑞(𝑏𝑞

− 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞)) + |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
(𝑏𝑞 − 2𝑎𝑞 + 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))]

1
𝑞} 

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : Lemma 6.14 ve Power Mean eşitsizliği kullanılırsa,  

  

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

=
𝑎𝑏 (ln 𝑏 − ln 𝑎)

2
[∫(

𝑏

𝑎
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )| 𝑑𝑡 + ∫(

𝑎

𝑏
)
𝑡

|𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 )| 𝑑𝑡

1

0

1

0

]

≤
𝑎𝑏 (ln 𝑏 − ln 𝑎)

2

{
 
 

 
 

[∫ (
𝑏

𝑎
)

(𝑞−𝑝)𝑡
𝑞−1

𝑑𝑡

1

0

]

1−
1
𝑞

[∫(
𝑏

𝑎
)
𝑝𝑡

|𝑓′ (𝑏
1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )|

𝑞

𝑑𝑡

1

0

]

1
𝑞

+ [∫(
𝑎

𝑏
)

(𝑞−𝑝)𝑡
𝑞−1

𝑑𝑡

1

0

]

1−
1
𝑞

[∫(
𝑎

𝑏
)
𝑝𝑡

|𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 )|

𝑞
1

0

𝑑𝑡]

1
𝑞

}
 
 

 
 

                                                      (6.32) 
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elde edilir. Buradan |𝑓′| fonksiyonunun genelleştirilmiş geometrik konveks olması ve kısmi 

integrasyon yardımıyla, 

𝐼1 = ∫(
𝑏

𝑎
)
𝑝𝑡

|𝑓′ (𝑏
1+𝑡
2 𝑎

1−𝑡
2 )|

𝑞

𝑑𝑡

1

0

≤ ∫(
𝑏

𝑎
)
𝑝𝑡

[(
1 + 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏)|𝑞 + (

1 − 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞
] 𝑑𝑡

1

0

= |𝑓′(𝑏)|𝑞∫(
𝑏

𝑎
)
𝑝𝑡

(
1 + 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
∫(

𝑏

𝑎
)
𝑝𝑡

(
1 − 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

= |𝑓′(𝑏)|𝑞

[
 
 
 

(
1 + 𝑡

2
)

(
𝑏
𝑎)

𝑝𝑡

p(ln 𝑏 − ln 𝑎)
|

0

1

−
1

2𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫ (

𝑏

𝑎
)
𝑝𝑡

𝑑𝑡

1

0
]
 
 
 

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞

[
 
 
 

(
1 − 𝑡

2
)

(
𝑏
𝑎)

𝑝𝑡

𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
|

0

1

+
1

2𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
∫(

𝑏

𝑎
)
𝑝𝑡

𝑑𝑡

1

0
]
 
 
 

= |𝑓′(𝑏)|𝑞 [
2𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝𝑎𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
−

1

2𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
[

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

𝑝𝑎𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
]]

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
[−

1

2𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)

+
1

2(ln 𝑏 − ln 𝑎)
[

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

𝑝𝑎𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
]]

= |𝑓′(𝑏)|𝑞 [
2𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 − 𝐿(𝑎𝑝, 𝑏𝑝)

2𝑝𝑎𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
]

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
[
𝐿(𝑎𝑝, 𝑏𝑝) − 𝑎𝑝

2𝑝𝑎𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
] 
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ve 

𝐼2 = ∫(
𝑎

𝑏
)
𝑝𝑡

|𝑓′ (𝑏
1−𝑡
2 𝑎

1+𝑡
2 )|

𝑞

𝑑𝑡

1

0

≤ ∫(
𝑎

𝑏
)
𝑝𝑡

[(
1 − 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏)|𝑞 + (

1 + 𝑡

2
) |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|

𝑞
] 𝑑𝑡

1

0

= |𝑓′(𝑏)|𝑞∫(
𝑎

𝑏
)
𝑝𝑡

(
1 − 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
∫(

𝑎

𝑏
)
𝑝𝑡

(
1 + 𝑡

2
) 𝑑𝑡

1

0

= |𝑓′(𝑏)|𝑞 [(
1 − 𝑡

2
)

(
𝑎
𝑏
)
𝑝𝑡

𝑝(ln 𝑎 − ln 𝑏)
|

0

1

+
1

2𝑝(ln 𝑎 − ln 𝑏)
∫(

𝑎

𝑏
)
𝑝𝑡

𝑑𝑡

1

0

]

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
[(
1 + 𝑡

2
)

(
𝑎
𝑏
)
𝑝𝑡

𝑝(ln 𝑎 − ln 𝑏)
|

0

1

−
1

2𝑝(ln 𝑎 − ln 𝑏)
∫(

𝑎

𝑏
)
𝑝𝑡

𝑑𝑡

1

0

]

= |𝑓′(𝑏)|𝑞 [
1

2𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
−

1

2𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
[

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

𝑝𝑏𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
]]

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
[

𝑏𝑝 − 2𝑎𝑝

2𝑝𝑏𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)

+
1

2𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
[

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

𝑝𝑏𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
]]

= |𝑓′(𝑏)|𝑞 [
𝑏𝑝 − 𝐿(𝑎𝑝, 𝑏𝑝)

2𝑝𝑏𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
]

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
[
𝑏𝑝 − 2𝑎𝑝 + 𝐿(𝑎𝑝, 𝑏𝑝)

2𝑝𝑏𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
] 

elde edilir. Ayrıca, 
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[∫(
𝑏

𝑎
)

(𝑞−𝑝)𝑡
𝑞−1

𝑑𝑡

1

0

]

1−
1
𝑞

=

(

 
 (

𝑏
𝑎)

(𝑞−𝑝)𝑡
𝑞−1

(𝑞 − 𝑝)
𝑞 − 1

(ln 𝑏 − ln 𝑎)
|
|

0

1

)

 
 

1−
1
𝑞

=

(

 
𝑏
(𝑞−𝑝)
𝑞−1 − 𝑎

(𝑞−𝑝)
𝑞−1

(𝑞 − 𝑝)
𝑞 − 1

𝑎
(𝑞−𝑝)
𝑞−1 (ln 𝑏 − ln 𝑎)

)

 

1−
1
𝑞

=

(

 
 
𝐿 (𝑎

(𝑞−𝑝)
𝑞−1 , 𝑏

(𝑞−𝑝)
𝑞−1 )

𝑎
(𝑞−𝑝)
𝑞−1

)

 
 

1−
1
𝑞

 

[∫ (
𝑎

𝑏
)

(𝑞−𝑝)𝑡
𝑞−1

𝑑𝑡

1

0

]

1−
1
𝑞

=

(

 
 (

𝑎
𝑏
)

(𝑞−𝑝)𝑡
𝑞−1

(𝑞 − 𝑝)
𝑞 − 1

(ln 𝑎 − ln 𝑏)
||

0

1

)

 
 

1−
1
𝑞

=

(

 
𝑏
(𝑞−𝑝)
𝑞−1 − 𝑎

(𝑞−𝑝)
𝑞−1

(𝑞 − 𝑝)
𝑞 − 1 𝑏

(𝑞−𝑝)
𝑞−1 (ln 𝑏 − ln 𝑎)

)

 

1−
1
𝑞

=

(

 
 
𝐿 (𝑎

(𝑞−𝑝)
𝑞−1 , 𝑏

(𝑞−𝑝)
𝑞−1 )

𝑏
(𝑞−𝑝)
𝑞−1

)

 
 

1−
1
𝑞

 

𝐼1 , 𝐼2 ve hesaplanan integraller (6.32)’de yerine yazılırsa,  
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|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
𝑎𝑏 (ln 𝑏 − ln 𝑎)

2

{
 
 

 
 

(
𝐿 (𝑎

𝑞−𝑝
𝑞−1 , 𝑏

𝑞−𝑝
𝑞−1)

𝑎
𝑞−𝑝
𝑞−1

)

1−
1
𝑞

[|𝑓′(𝑏)|𝑞 [
2𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 − 𝐿(𝑎𝑝, 𝑏𝑝)

2𝑝𝑎𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
]

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
[
𝐿(𝑎𝑝, 𝑏𝑝) − 𝑎𝑝

2𝑝𝑎𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
]]

1
𝑞

+(
𝐿 (𝑎

𝑞−𝑝
𝑞−1 , 𝑏

𝑞−𝑝
𝑞−1)

𝑏
𝑞−𝑝
𝑞−1

)

1−
1
𝑞

[|𝑓′(𝑏)|𝑞 [
𝑏𝑝 − 𝐿(𝑎𝑝, 𝑏𝑝)

2𝑝𝑏𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
]

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
[
𝐿(𝑎𝑝, 𝑏𝑝) + 𝑏𝑝 − 2𝑎𝑝

2𝑝𝑏𝑝(ln 𝑏 − ln 𝑎)
]]

1
𝑞

}
 
 

 
 

 

elde edilir. Bulunan eşitsizlik düzenlendiğinde,  

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

1−
1
𝑞

2(2𝑞)
1
𝑞

[𝐿 (𝑎
𝑞−𝑝
𝑞−1, 𝑏

𝑞−𝑝
𝑞−1)]

1−
1
𝑞
{𝑏[|𝑓′(𝑏)|𝑞(2𝑏𝑞 − 𝑎𝑞

− 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
(𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) − 𝑎𝑞)]

1
𝑞} {𝑎[|𝑓′(𝑏)|𝑞(𝑏𝑞

− 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞)) + |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
(𝑏𝑞 − 2𝑎𝑞 + 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))]

1
𝑞} 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 
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Sonuç 6.22 : 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 , 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak üzere, 𝐼° 

üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |𝑓′| fonksiyonu 𝑞 ≥ 1 ve 𝑞 > 𝑝 > 0 için 

[𝑎, 𝑏] aralığında genelleştirilmiş geometrik konveks fonksiyon olmak üzere,  

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

1−
1
𝑞

2(2𝑞)
1
𝑞

[𝐿 (𝑎
𝑞−𝑝
𝑞−1, 𝑏

𝑞−𝑝
𝑞−1)]

1−
1
𝑞
{𝑏[|𝑓′(𝑏)|𝑞(2𝑏𝑞 − 𝑎𝑞

− 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))

+ |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
(𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) − 𝑎𝑞)]

1
𝑞} {𝑎[|𝑓′(𝑏)|𝑞(𝑏𝑞

− 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞)) + |𝑓′(𝑏) + 𝜂(𝑓′(𝑎), 𝑓′(𝑏))|
𝑞
(𝑏𝑞 − 2𝑎𝑞 + 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))]

1
𝑞} 

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : Teorem 6.21’de, 𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 olarak seçilsin. 

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

1−
1
𝑞

2(2𝑞)
1
𝑞

[𝐿 (𝑎
𝑞−𝑝
𝑞−1 , 𝑏

𝑞−𝑝
𝑞−1)]

1−
1
𝑞
{𝑏[|𝑓′(𝑏)|𝑞(2𝑏𝑞 − 𝑎𝑞

− 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))

+ |𝑓′(𝑏) + 𝑓′(𝑎) − 𝑓′(𝑏)|𝑞(𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) − 𝑎𝑞)]
1
𝑞} {𝑎[|𝑓′(𝑏)|𝑞(𝑏𝑞

− 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞)) + |𝑓′(𝑏) + 𝑓′(𝑎) − 𝑓′(𝑏)|𝑞(𝑏𝑞 − 2𝑎𝑞 + 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))]
1
𝑞}. 

Bulunan eşitsizlik düzenlenirse aşağıdaki sonuç elde edilir. 
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|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

|

≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

1−
1
𝑞

2(2𝑞)
1
𝑞

[𝐿 (𝑎
𝑞−𝑝
𝑞−1 , 𝑏

𝑞−𝑝
𝑞−1)]

1−
1
𝑞
{𝑏[|𝑓′(𝑏)|𝑞(2𝑏𝑞 − 𝑎𝑞

− 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞)) + |𝑓′(𝑎)|𝑞(𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) − 𝑎𝑞)]
1
𝑞} {𝑎[|𝑓′(𝑏)|𝑞(𝑏𝑞 − 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))

+ |𝑓′(𝑎)|𝑞(𝑏𝑞 − 2𝑎𝑞 + 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))]
1
𝑞}. 
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7.  BAZI YENİ KESİRLİ İNTEGRAL EŞİTSİZLİKLERİ ÜZERİNE 

Bu bölümde Riemann-Liouville kesirli integrali kullanılarak iki senkronize fonksiyon 

olması durumunda Chebyshev fonksiyoneli için bazı integral eşitsizlikleri elde edilmiştir 

[16]. 

𝑓 ve 𝑔, [𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilen iki senkronize fonksiyon olmak üzere,          

(∀𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] için, (𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦))(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)) ≥ 0) 

T(𝑓, 𝑔) ≔
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

− (
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)(
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

) 

fonksiyoneli tanımlansın. 

Teorem 7.1 : 𝑓 ve 𝑔, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. ∀𝑡 > 0, 𝛼 > 0 için, 

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) ≥
𝛤(𝛼 + 1)

𝑡𝛼
𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡)                                                                                       (7.1) 

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : 𝑓 ve 𝑔, [0,∞) aralığında senkronize iki fonksiyon olduğundan 𝜏 ≥ 0, 𝜌 ≥ 0 için,  

(𝑓(𝜏) − 𝑓(𝜌))(𝑔(𝜏) − 𝑔(𝜌)) ≥ 0 

𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) + 𝑓(𝜌)𝑔(𝜌) ≥ 𝑓(𝜏)𝑔(𝜌) + 𝑓(𝜌)𝑔(𝜏)                                                                   (7.2) 

yazılabilir. (7.2)’nin her iki tarafı 
(𝑡−𝜏)𝛼−1

𝛤(𝛼)
 ile çarpılır,  (0, 𝑡) aralığında 𝜏’ya göre 

integrallenirse, 

1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

+
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜌)𝑔(𝜌)𝑑𝜏

𝑡

0

≥
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑔(𝜌)𝑑𝜏

𝑡

0

+
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜌)𝑔(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlik düzenlendiğinde, 
1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑑𝜏 =
1

0
𝐽𝛼(1) eşitliği de 

dikkate alınırsa, 
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𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) + 𝑓(𝜌)𝑔(𝜌)𝐽𝛼(1) ≥ 𝑔(𝜌)𝐽𝛼𝑓(𝑡) + 𝑓(𝜌)𝐽𝛼𝑔(𝑡)                                             (7.3) 

bulunur. (7.3)’ün her iki tarafı 
(𝑡−𝜌)𝛼−1

𝛤(𝛼)
 ile çarpılır,  (0, 𝑡) aralığında 𝜌’ya göre integrallenirse, 

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡)
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜌)𝛼−1
𝑡

0

𝑑𝜌 + 𝐽𝛼(1)
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜌)𝛼−1𝑓(𝜌)𝑔(𝜌)

𝑡

0

𝑑𝜌

≥ 𝐽𝛼𝑓(𝑡)
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜌)𝛼−1𝑔(𝜌)

𝑡

0

𝑑𝜌 + 𝐽𝛼𝑔(𝑡)
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜌)𝛼−1𝑓(𝜌)

𝑡

0

𝑑𝜌 

yazılabilir. Elde edilen bu eşitsizlik düzenlendiğinde,  

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡)𝐽𝛼(1) + 𝐽𝛼(1)𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ 𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡)  + 𝐽𝛼𝑔(𝑡)𝐽𝛼𝑓(𝑡) 

2𝐽𝛼(1)𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ 2𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡)  

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) ≥
1

𝐽𝛼(1)
𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡)                                                                                            (7.4) 

bulunur. Burada 

𝐽𝛼(1) =
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑑𝜏 =

1

0

−
1

𝛤(𝛼)
[
(𝑡 − 𝜏)𝛼

𝛼
|
0

𝑡

] =
𝑡𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
 

eşitliği sağlandığından (7.4)’te bu eşitlik kullanılırsa, 

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) ≥
𝛤(𝛼 + 1)

𝑡𝛼
𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) 

istenilen sonuca ulaşılır. 

Teorem 7.2 : 𝑓 ve 𝑔, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. ∀𝑡 > 0, 𝛼 > 0 ve 

𝛽 > 0 için, 

𝑡𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
𝐽𝛽(𝑓𝑔)(𝑡) +

𝑡𝛽

𝛤(𝛽 + 1)
𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ 𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛽𝑔(𝑡) + 𝐽𝛽𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡)              (7.5) 

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : 𝑓 ve 𝑔, [0,∞) aralığında senkronize iki fonksiyon olduğundan 𝜏 ≥ 0, 𝜌 ≥ 0 için,  

(𝑓(𝜏) − 𝑓(𝜌))(𝑔(𝜏) − 𝑔(𝜌)) ≥ 0 
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𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) + 𝑓(𝜌)𝑔(𝜌) ≥ 𝑓(𝜏)𝑔(𝜌) + 𝑓(𝜌)𝑔(𝜏)                                                                    (7.6) 

yazılabilir. (7.6)’nın her iki tarafı 
(𝑡−𝜏)𝛼−1

𝛤(𝛼)
 ile çarpılır,  (0, 𝑡) aralığında 𝜏’ya göre 

integrallenirse, 

1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

+
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜌)𝑔(𝜌)𝑑𝜏

𝑡

0

≥
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑔(𝜌)𝑑𝜏

𝑡

0

+
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜌)𝑔(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlik düzenlendiğinde 
1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑑𝜏 =
1

0
𝐽𝛼(1) eşitliği 

dikkate alınırsa, 

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) + 𝑓(𝜌)𝑔(𝜌)𝐽𝛼(1) ≥ 𝑔(𝜌)𝐽𝛼𝑓(𝑡) + 𝑓(𝜌)𝐽𝛼𝑔(𝑡)                                                (7.7) 

bulunur. (7.7)’nin her iki tarafı 
(𝑡−𝜌)𝛽−1

𝛤(𝛽)
 ile çarpılır,  (0, 𝑡) aralığında 𝜌’ya göre 

integrallenirse, 

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡)
1

𝛤(𝛽)
∫(𝑡 − 𝜌)𝛽−1
𝑡

0

𝑑𝜌 + 𝐽𝛼(1)
1

𝛤(𝛽)
∫(𝑡 − 𝜌)𝛽−1𝑓(𝜌)𝑔(𝜌)

𝑡

0

𝑑𝜌

≥ 𝐽𝛼𝑓(𝑡)
1

𝛤(𝛽)
∫(𝑡 − 𝜌)𝛽−1𝑔(𝜌)

𝑡

0

𝑑𝜌 + 𝐽𝛼𝑔(𝑡)
1

𝛤(𝛽)
∫(𝑡 − 𝜌)𝛽−1𝑓(𝜌)

𝑡

0

𝑑𝜌 

yazılabilir. Eşitsizlik düzenlenirse, 

𝑡𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
𝐽𝛽(𝑓𝑔)(𝑡) +

𝑡𝛽

𝛤(𝛽 + 1)
𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ 𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛽𝑔(𝑡) + 𝐽𝛼𝑔(𝑡)𝐽𝛽𝑓(𝑡) 

ispat tamamlanır. 

Uyarı 7.3 : 𝑓 ve 𝑔, [0,∞) aralığında senkronize olmayan iki fonksiyon ise (∀𝑥, 𝑦 ∈ [0,∞)  

için (𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦))(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)) ≤ 0) (6.1) ve (6.5) eşitsizliklerinin tersi de doğrudur. 

Uyarı 7.4 : Teorem 7.2’de 𝛼 = 𝛽 kabul edilirse Teorem 7.1 elde edilir. 

İspat : Teorem 7.2’de, 𝛼 = 𝛽 olarak seçilsin. 
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𝑡𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) +

𝑡𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ 𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) + 𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡)          

eşitsizliği düzenlenirse, 

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) ≥
𝛤(𝛼 + 1)

𝑡𝛼
𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) 

elde edilir. 

Teorem 7.5 : (𝑓𝑖)𝑖=1,…,𝑛 , [0,∞) aralığında artan 𝑛 pozitif fonksiyon olsun. ∀𝑡 > 0, 𝛼 > 0 

için, 

𝐽𝛼 (∏𝑓𝑖

𝑛

𝑖=1

) (𝑡) ≥ (𝐽𝛼(1))1−𝑛∏𝐽𝛼𝑓𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

 

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : İspat tümevarım yöntemiyle yapılacaktır. 

𝑛 = 1 iken ∀𝑡 > 0, 𝛼 > 0 için,  𝐽𝛼(𝑓1)(𝑡) ≥ 𝐽𝛼(𝑓1)(𝑡) eşitliğinin sağlandığı açıktır. 

𝑛 = 2 iken ∀𝑡 > 0, 𝛼 > 0 için,  𝐽𝛼(𝑓1𝑓2)(𝑡) ≥ (𝐽𝛼(1))−1𝐽𝛼(𝑓1)(𝑡)𝐽
𝛼(𝑓2)(𝑡) eşitsizliğinin 

sağlandığı (7.1)’den açıktır. 

𝑘 = 𝑛 − 1 iken ∀𝑡 > 0, 𝛼 > 0 için,   

𝐽𝛼 (∏𝑓𝑖

𝑛−1

𝑖=1

) (𝑡) ≥ (𝐽𝛼(1))
2−𝑛

∏𝐽𝛼𝑓𝑖(𝑡)

𝑛−1

𝑖=1

                                                                               (7.8) 

eşitsizliği doğru olsun. Bu eşitsizliğinde (𝑓𝑖)𝑖=1,…,𝑛 pozitif artan fonksiyonlar olduğundan 

(∏ 𝑓𝑖
𝑛−1
𝑖=1 )(𝑡) fonksiyonu da artandır. Teorem 7.1’de,  𝑔(𝑡) = (∏ 𝑓𝑖

𝑛−1
𝑖=1 )(𝑡) ve 𝑓(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑡) 

kabul edilirse,  

𝐽𝛼 (∏𝑓𝑖

𝑛

𝑖=1

) (𝑡) = 𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ (𝐽𝛼(1))−1𝐽𝛼 (∏𝑓𝑖

𝑛−1

𝑖=1

) (𝑡)𝐽𝛼𝑓𝑛(𝑡) 

yazılabilir. Burada (7.8) eşitsizliği kullanılırsa,  

𝐽𝛼 (∏𝑓𝑖

𝑛

𝑖=1

) (𝑡) = 𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ (𝐽𝛼(1))−1 ((𝐽𝛼(1))
2−𝑛

∏𝐽𝛼𝑓𝑖(𝑡)

𝑛−1

𝑖=1

) 𝐽𝛼𝑓𝑛(𝑡) 
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elde edilir. Bulunan ifadeler düzenlendiğinde,  

𝐽𝛼 (∏𝑓𝑖

𝑛

𝑖=1

) (𝑡) ≥ (𝐽𝛼(1))1−𝑛∏𝐽𝛼𝑓𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

 

ispat tamamlanır. 

Teorem 7.6 : [0,∞) aralığında tanımlı 𝑓 artan, 𝑔 diferensiyellenebilir iki fonksiyon ve   

𝑚 ≔ 𝑖𝑛𝑓𝑡≥0𝑔′(𝑡) reel sayısı var olsun. ∀𝑡 > 0, 𝛼 > 0 için, 

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ (𝐽𝛼(1))
−1
𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) −

𝑚𝑡

𝛼 + 1
𝐽𝛼𝑓(𝑡) + 𝑚𝐽𝛼(𝑡𝑓(𝑡))          

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat : ℎ(𝑡) ≔ 𝑔(𝑡) − 𝑚𝑡 fonksiyonunu ele alalım. ℎ’nin diferensiyellenebilirliği ve [0,∞) 

aralığında artan olduğu açıktır. Teorem 7.1’den,  

𝐽𝛼(𝑓ℎ)(𝑡) = 𝐽𝛼(𝑓(𝑔 − 𝑚𝑡))(𝑡) ≥ (𝐽𝛼(1))
−1
𝐽𝛼𝑓(𝑡)(𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑚𝐽𝛼(𝑡) )

= (𝐽𝛼(1))
−1
𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑚(𝐽𝛼(1))

−1
𝐽𝛼(𝑡)𝐽𝛼𝑓(𝑡)                             (7.9) 

eşitsizliği sağlanır. 

(𝐽𝛼(1))
−1
=
𝛤(𝛼 + 1)

𝑡𝛼
 

ve  

𝐽𝛼(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝜏𝑑𝜏

𝑡

0

=
1

𝛤(𝛼)
∫𝑢𝛼−1(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑢

𝑡

0

=
1

𝛤(𝛼)
[𝑡
𝑢𝛼

𝛼
−
𝑢𝛼+1

𝛼 + 1
|
0

𝑡

]

=
𝑡𝛼+1

𝛼(𝛼 + 1)𝛤(𝛼)
=

𝑡𝛼+1

(𝛼 + 1)𝛤(𝛼 + 1)
 

eşitlikleri (7.9)’da yerine yazılırsa,  

𝐽𝛼(𝑓(𝑔 − 𝑚𝑡))(𝑡) ≥ (𝐽𝛼(1))
−1
𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑚

𝛤(𝛼 + 1)

𝑡𝛼
𝑡𝛼+1

(𝛼 + 1)𝛤(𝛼 + 1)
𝐽𝛼𝑓(𝑡)

= (𝐽𝛼(1))
−1
𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) −

𝑚𝑡

(𝛼 + 1)
𝐽𝛼𝑓(𝑡) 

bulunur. Fonksiyonlar lineer olduğundan,  
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𝐽𝛼(𝑓(𝑔 − 𝑚𝑡))(𝑡) = 𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) − 𝑚𝐽𝛼(𝑡𝑓)(𝑡) eşitliği sağlanır. O halde bu eşitlik 

kullanılarak, 

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ (𝐽𝛼(1))
−1
𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) −

𝑚𝑡

𝛼 + 1
𝐽𝛼𝑓(𝑡) + 𝑚𝐽𝛼(𝑡𝑓(𝑡))          

eşitsizliği yazılabilir ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 7.7 : 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları [0,∞) aralığında tanımlı iki fonksiyon olsun. 

a) 𝑓 azalan, 𝑔 diferensiyellenebilir iki fonksiyon ve 𝑀 ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑡≥0𝑔′(𝑡) reel sayısı var 

olsun. ∀𝑡 > 0, 𝛼 > 0 için, 

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ (𝐽𝛼(1))
−1
𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) −

𝑀𝑡

𝛼 + 1
𝐽𝛼𝑓(𝑡) + 𝑀𝐽𝛼(𝑡𝑓(𝑡))          

eşitsizliği yazılabilir. 

b) 𝑓 ve 𝑔 diferensiyellenebilir iki fonksiyon ve 𝑚1 ≔ 𝑖𝑛𝑓𝑡≥0𝑓′(𝑡) , 𝑚2 ≔ 𝑖𝑛𝑓𝑡≥0𝑔′(𝑡) 

reel sayıları var olsun. ∀𝑡 > 0, 𝛼 > 0 için, 

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) − 𝑚1𝐽
𝛼𝑡𝑔(𝑡) − 𝑚2𝐽

𝛼𝑡𝑓(𝑡) + 𝑚1𝑚2𝐽
𝛼𝑡2

≥ (𝐽𝛼(1))
−1
 (𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑚1𝐽

𝛼𝑡𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑚2𝐽
𝛼𝑡𝐽𝛼𝑓(𝑡)

+ 𝑚1𝑚2(𝐽
𝛼𝑡)2)  

eşitsizliği yazılabilir. 

c) 𝑓 ve 𝑔 diferensiyellenebilir iki fonksiyon ve 𝑀1 ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑡≥0𝑓′(𝑡) , 𝑀2 ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑡≥0𝑔′(𝑡) 

reel sayıları var olsun. ∀𝑡 > 0, 𝛼 > 0 için, 

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) − 𝑀1𝐽
𝛼𝑡𝑔(𝑡) − 𝑀2𝐽

𝛼𝑡𝑓(𝑡) + 𝑀1𝑀2𝐽
𝛼𝑡2

≥ (𝐽𝛼(1))
−1
 (𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑀1𝐽

𝛼𝑡𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑀2𝐽
𝛼𝑡𝐽𝛼𝑓(𝑡)

+ 𝑀1𝑀2(𝐽
𝛼𝑡)2)  

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat :  

a) 𝐺(𝑡) ≔ 𝑔(𝑡) − 𝑀𝑡 fonksiyonunu ele alalım. 𝐺’nin diferensiyellenebilirliği ve 

[0,∞) aralığında artan olduğu açıktır. Teorem 7.1’den,  
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𝐽𝛼(𝑓𝐺)(𝑡)𝐽𝛼(𝑓(𝑔 −𝑀𝑡))(𝑡) ≥ (𝐽𝛼(1))
−1
𝐽𝛼𝑓(𝑡)(𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑀𝐽𝛼𝑡 )

= (𝐽𝛼(1))
−1
𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) −𝑀(𝐽𝛼(1))

−1
𝐽𝛼𝑡𝐽𝛼𝑓(𝑡)                              (7.10) 

eşitsizliği sağlanır. 

(𝐽𝛼(1))
−1
=
𝛤(𝛼 + 1)

𝑡𝛼
 

ve  

𝐽𝛼(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝜏𝑑𝜏

𝑡

0

=
1

𝛤(𝛼)
∫𝑢𝛼−1(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑢

𝑡

0

=
1

𝛤(𝛼)
[𝑡
𝑢𝛼

𝛼
−
𝑢𝛼+1

𝛼 + 1
|
0

𝑡

]

=
𝑡𝛼+1

𝛼(𝛼 + 1)𝛤(𝛼)
=

𝑡𝛼+1

(𝛼 + 1)𝛤(𝛼 + 1)
 

eşitlikleri (7.10)’da yerine yazılırsa,  

𝐽𝛼(𝑓(𝑔 −𝑀𝑡))(𝑡) ≥ (𝐽𝛼(1))
−1
𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑀

𝛤(𝛼 + 1)

𝑡𝛼
𝑡𝛼+1

(𝛼 + 1)𝛤(𝛼 + 1)
𝐽𝛼𝑓(𝑡)

= (𝐽𝛼(1))
−1
𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) −

𝑀𝑡

(𝛼 + 1)
𝐽𝛼𝑓(𝑡) 

bulunur. Fonksiyonlar lineer olduğundan,  

𝐽𝛼(𝑓(𝑔 −𝑀𝑡))(𝑡) = 𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) − 𝑀𝐽𝛼(𝑡𝑓)(𝑡) eşitliği sağlanır. O halde bu eşitlik 

kullanılarak, 

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ (𝐽𝛼(1))
−1
𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) −

𝑀𝑡

𝛼 + 1
𝐽𝛼𝑓(𝑡) + 𝑀𝐽𝛼(𝑡𝑓(𝑡))          

yazılabilir ve ispat tamamlanır. 

b) 𝐹(𝑡) ≔ 𝑓(𝑡) − 𝑚1𝑡 ve 𝐺(𝑡) ≔ 𝑔(𝑡) − 𝑚2𝑡 fonksiyonlarını ele alalım. 𝐹 ve 𝐺’nin  

diferensiyellenebilirliği ve [0,∞) aralığında artan olduğu açıktır. Teorem 7.1’den,  

𝐽𝛼(𝐹𝐺)(𝑡) = 𝐽𝛼((𝑓(𝑡) − 𝑚1𝑡)(𝑔(𝑡) − 𝑚2𝑡))

≥ (𝐽𝛼(1))
−1
[𝐽𝛼𝑓(𝑡)(𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑚2𝐽

𝛼𝑡 ) − 𝑚1𝐽
𝛼𝑡(𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑚2𝐽

𝛼𝑡)]

= (𝐽𝛼(1))
−1
 [𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑚1𝐽

𝛼𝑡𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑚2𝐽
𝛼𝑡𝐽𝛼𝑓(𝑡)

+ 𝑚1𝑚2(𝐽
𝛼𝑡)2]                                                                                                 (7.11) 
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eşitsizliği sağlanır. Fonksiyonlar lineer olduğundan,  

𝐽𝛼((𝑓(𝑡) − 𝑚1𝑡)(𝑔(𝑡) − 𝑚2𝑡)) = 𝐽
𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) − 𝑚1𝐽

𝛼𝑡𝑔(𝑡) − 𝑚2𝐽
𝛼𝑡𝑓(𝑡) + 𝑚1𝑚2𝐽

𝛼𝑡2 

eşitliği sağlanır. Yazılan bu eşitlik (7.11)’de kullanılırsa, 

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) − 𝑚1𝐽
𝛼𝑡𝑔(𝑡) − 𝑚2𝐽

𝛼𝑡𝑓(𝑡) + 𝑚1𝑚2𝐽
𝛼𝑡2

≥ (𝐽𝛼(1))
−1
 (𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑚1𝐽

𝛼𝑡𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑚2𝐽
𝛼𝑡𝐽𝛼𝑓(𝑡)

+ 𝑚1𝑚2(𝐽
𝛼𝑡)2) 

istenilen sonuca ulaşılır. 

c) 𝐹(𝑡) ≔ 𝑓(𝑡) − 𝑀𝑡 ve 𝐺(𝑡) ≔ 𝑔(𝑡) − 𝑀2𝑡 fonksiyonlarını ele alalım. 𝐹 ve 𝐺’nin  

diferensiyellenebilirliği ve [0,∞) aralığında artan olduğu açıktır. Teorem 7.1’den,  

𝐽𝛼(𝐹𝐺)(𝑡) = 𝐽𝛼((𝑓(𝑡) − 𝑀1𝑡)(𝑔(𝑡) − 𝑀2𝑡))

≥ (𝐽𝛼(1))
−1
[𝐽𝛼𝑓(𝑡)(𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑀2𝐽

𝛼𝑡 ) − 𝑀1𝐽
𝛼𝑡(𝐽𝛼𝑔(𝑡) −𝑀2𝐽

𝛼𝑡)]

= (𝐽𝛼(1))
−1
 [𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑀1𝐽

𝛼𝑡𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑀2𝐽
𝛼𝑡𝐽𝛼𝑓(𝑡)

+ 𝑀1𝑀2(𝐽
𝛼𝑡)2]                                                                                                 (7.12) 

eşitsizliği sağlanır. Fonksiyonlar lineer olduğundan,  

𝐽𝛼((𝑓(𝑡) − 𝑀1𝑡)(𝑔(𝑡) − 𝑀2𝑡)) = 𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) −𝑀1𝐽
𝛼𝑡𝑔(𝑡) − 𝑀2𝐽

𝛼𝑡𝑓(𝑡) + 𝑀1𝑀2𝐽
𝛼𝑡2 

   eşitliği sağlanır. Elde edilen bu eşitlik (7.12)’de kullanılırsa, 

𝐽𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) − 𝑀1𝐽
𝛼𝑡𝑔(𝑡) − 𝑀2𝐽

𝛼𝑡𝑓(𝑡) + 𝑀1𝑀2𝐽
𝛼𝑡2

≥ (𝐽𝛼(1))
−1
 (𝐽𝛼𝑓(𝑡)𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑀1𝐽

𝛼𝑡𝐽𝛼𝑔(𝑡) − 𝑀2𝐽
𝛼𝑡𝐽𝛼𝑓(𝑡)

+ 𝑀1𝑀2(𝐽
𝛼𝑡)2) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 
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8. ZAMAN SKALASINDA KISMİ  İNTEGRAL EŞİTSİZLİKLERİ 

Bu bölümde Delta Riemann- Liouville kesirli integrali kullanılarak zaman skalasında 

senkronize iki fonksiyon olması durumunda  Chebyshev fonksiyoneli için bazı yeni integral 

eşitsizlikleri elde edilmiştir. 

𝑓 ve 𝑔, [𝑎, 𝑡]𝕋 üzerinde tanımlı senkronize integrallenebilen iki fonksiyon olsun. Delta 

Riemann-Liouville (8.1)  fonksiyonunu ele alalım.  

𝑇(𝑓, 𝑔) ≔
1

𝑡 − 𝑎
∫ 𝑓
𝑡

𝑎

(𝑥)𝑔(𝑥)∆𝑥 − (
1

𝑡 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)∆𝑥  
𝑡

𝑎

)(
1

𝑡 − 𝑎
∫ 𝑔(
𝑡

𝑎

𝑥)∆𝑥).              (8.1) 

Teorem 8.1 : 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları  [0,∞)𝕋 aralığında senkronize iki fonksiyon olsun. 

 ∀𝑡 > 𝑎 , ∝≥ 1 , 𝑎 ≥ 0 için, 

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))

−1𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡)                                                                              (8.2) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat : 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 fonksiyonları  [0,∞)𝕋 aralığında  senkronize iki  fonksiyon olsun.          

∀𝜏, 𝜑 ≥ 0  için, 

(𝑓(𝜏) − 𝑓(𝜑))(𝑔(𝜏) − 𝑔(𝜑)) ≥ 0                                                                                                       

 𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) − 𝑓(𝜏)𝑔(𝜑) − 𝑓(𝜑)𝑔(𝜏) + 𝑓(𝜑)g(𝜑) ≥ 0                                                                      

 𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) + 𝑓(𝜑)𝑔(𝜑) ≥ 𝑓(𝜏)𝑔(𝜑) + 𝑓(𝜑)𝑔(𝜏)                                                                 (8.3) 

eşitsizliği yazılabilir. ∀𝜏𝜖(𝑎, 𝑡) için, (8.3) eşitsizliğinin her iki tarafı ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏)) ile 

çarpılırsa,          

ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) + ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜑)𝑔(𝜑)

≥ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜏)𝑔(𝜑) + ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜑)𝑔(𝜏)                               (8.4) 

elde edilir. (8.4) eşitsizliği (𝑎, 𝑡) aralığında 𝜏’ya göre integrallenirse, 

∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏)) 𝑓(𝜏)𝑔(𝜏)∆𝜏
𝑡

𝑎

+∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜑)𝑔(𝜑)∆𝜏
𝑡

𝑎

≥ ∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜏)𝑔(𝜑)∆𝜏
𝑡

𝑎

+∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜑)𝑔(𝜏)∆𝜏
𝑡

𝑎

 

bulunur. 𝑓(𝜑) , 𝑔(𝜑)𝑣𝑒 𝑓(𝜑). 𝑔(𝜑), 𝜏’dan bağımsız olduğundan integral dışına alınır ve 

düzenlenirse, 
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∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏)) 𝑓(𝜏)𝑔(𝜏)∆𝜏
𝑡

𝑎

+ 𝑓(𝜑)𝑔(𝜑)∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))∆𝜏
𝑡

𝑎

≥ 𝑔(𝜑)∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜏)∆𝜏
𝑡

𝑎

+ 𝑓(𝜑)∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑔(𝜏)∆𝜏
𝑡

𝑎

 

elde edilir. Tanım 2.30 ve Tanım 2.32’den, 

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) + 𝑓(𝜑)𝑔(𝜑)(ℎ∝(𝑡, 𝑎)) ≥ 𝑔(𝜑)𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡) + 𝑓(𝜑)𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡)                                 (8.5) 

yazılabilir. 𝜑 𝜖 (𝑎, 𝑡) olmak üzere, (8.5) eşitsizliğinin her iki tarafı ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜑)) ile 

çarpılırsa,  

ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) + ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝑓(𝜑)𝑔(𝜑)(ℎ∝(𝑡, 𝑎))

≥ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝑔(𝜑)𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡) + ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝑓(𝜑)𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡)                 (8.6) 

bulunur. (8.6) eşitsizliği (𝑎, 𝑡) aralığında 𝜑’ye göre integrallenirse, 

∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜑))  𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡)∆φ   

𝑡

𝑎

+ ∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜑)) 𝑓(𝜑)𝑔(𝜑)(ℎ∝(𝑡, 𝑎)∆𝜑
𝑡

𝑎

≥ ∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝑔(𝜑)𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)∆𝜑

𝑡

𝑎

+∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝑓(𝜑)𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡)

𝑡

𝑎

∆𝜑 

elde edilir. 𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡), 𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡), 𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡) ve ℎ∝(𝑡, 𝑎), 𝜑’den bağımsız olduğundan integral 

dışına alınabilir. 

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡)∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜑)) ∆φ   

𝑡

𝑎

+ (ℎ∝(𝑡, 𝑎)∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜑)) 𝑓(𝜑)𝑔(𝜑)∆𝜑
𝑡

𝑎

≥ 𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝑔(𝜑)∆𝜑

𝑡

𝑎

+ 𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡)∫ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝑓(𝜑)

𝑡

𝑎

∆𝜑 

Tanım 2.30 ve Tanım 2.32 gereği,  

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡)(ℎ∝(𝑡, 𝑎)) + (ℎ∝(𝑡, 𝑎))𝐾𝑎

∝(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ 𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡) + 𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡) 

elde edilir. 

2𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡)(ℎ∝(𝑡, 𝑎)) ≥ 2𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡) 

 

                                       𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡)(ℎ∝(𝑡, 𝑎)) ≥ 𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡)   

yazılabilir. Sonuç olarak, 

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) ≥

1

(ℎ∝(𝑡, 𝑎))
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡) 

bulunur ve teorem ispatlanmış olur. 
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Teorem 8.2 :   𝑓  ve  𝑔 ,  [0,∞)𝕋  aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. 

 ∀ 𝑡 > 𝑎 , ∝, 𝛽 ≥ 1 , 𝑎 ≥ 0 olmak üzere, 

ℎ∝(𝑡, 𝑎)𝐾𝑎
𝛽(𝑓𝑔)(𝑡) + ℎ𝛽(𝑡, 𝑎)𝐾𝑎

∝(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ 𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

𝛽
𝑔(𝑡) + 𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡)𝐾𝑎
𝛽
𝑓(𝑡) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat :   𝑓  ve  𝑔 ,  [0,∞)𝕋  aralığında iki senkronize fonksiyon ve 𝜏, 𝜑 ≥ 0 olduğundan, 

(𝑓(𝜏) − 𝑓(𝜑))(𝑔(𝜏) − 𝑔(𝜑)) ≥ 0  

𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) + 𝑓(𝜑)𝑔(𝜑) ≥ 𝑓(𝜏)𝑔(𝜑) + 𝑓(𝜑)𝑔(𝜏)                                                                  (8.7) 

yazılabilir. 𝜏 ∈ (𝑎, 𝑡) için, (8.7) eşitsizliğinin her iki tarafı ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏)) ile çarpılırsa, 

ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) + ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜑)𝑔(𝜑)

≥ ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜏)𝑔(𝜑) + ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜑)𝑔(𝜏)                               (8.8) 

bulunur. (8.8) eşitsizliği, (𝑎, 𝑡) aralığında 𝜏’ya göre integrallenirse aşağıdaki eşitsizlik elde 

edilir. 

∫ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜏)𝑔(𝜏)∆𝜏

𝑡

𝑎

+∫ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜑)𝑔(𝜑)∆𝜏

𝑡

𝑎

≥ ∫ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜏)𝑔(𝜑)∆𝜏

𝑡

𝑎

+∫ℎ∝−1(𝑡, 𝜎(𝜏))𝑓(𝜑)𝑔(𝜏)∆𝜏

𝑡

𝑎

. 

Sonuç olarak, 

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) + (𝑓𝑔)(𝜑)(ℎ∝(𝑡, 𝑎)) ≥ 𝑔(𝜑)𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡) + 𝑓(𝜑)𝐾𝑎
∝(𝑡)                                      (8.9) 

bulunur. 𝜑𝜖(𝑎, 𝑡) için,  (8.9) eşitsizliğinin her iki tarafı ℎ𝛽−1(𝑡, 𝜎(𝜑)) ile çarpılırsa, 

ℎ𝛽−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) + ℎ𝛽−1(𝑡, 𝜎(𝜑))(𝑓𝑔)(𝜑)(ℎ∝(𝑡, 𝑎))

≥ ℎ𝛽−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝑔(𝜑)𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡) + ℎ𝛽−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝑓(𝜑)𝐾𝑎

∝(𝑡)                  (8.10) 

(8.10) eşitsizliği elde edilir. Bu  eşitsizlik (𝑎, 𝑡) aralığında 𝜑’ye göre integrallenirse, 

∫ℎ𝛽−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡)∆𝜑

𝑡

𝑎

+∫ℎ𝛽−1(𝑡, 𝜎(𝜑))(𝑓𝑔)(𝜑)(ℎ∝(𝑡, 𝑎))∆𝜑

𝑡

𝑎

≥ ∫ℎ𝛽−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝑔(𝜑)𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)∆𝜑

𝑡

𝑎

+∫ℎ𝛽−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝑓(𝜑)𝐾𝑎
∝(𝑡)∆𝜑

𝑡

𝑎

 

yazılabilir. Düzenlenirse,  
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𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡)∫ℎ𝛽−1(𝑡, 𝜎(𝜑))∆𝜑

𝑡

𝑎

+ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))∫ℎ𝛽−1(𝑡, 𝜎(𝜑))(𝑓𝑔)(𝜑)(ℎ∝(𝑡, 𝑎))∆𝜑

𝑡

𝑎

≥ 𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)∫ℎ𝛽−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝑔(𝜑)∆𝜑

𝑡

𝑎

+ 𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡)∫ℎ𝛽−1(𝑡, 𝜎(𝜑))𝑓(𝜑)∆𝜑

𝑡

𝑎

 

elde edilir. Sonuç olarak, 

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) (ℎ𝛽(𝑡, 𝑎)) + (ℎ∝(𝑡, 𝑎))𝐾𝑎

𝛽(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ 𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

𝛽
𝑔(𝑡) + 𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡)𝐾𝑎
𝛽
𝑓(𝑡) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 8.3 : [0,∞)𝕋  aralığında tanımlı n tane pozitif artan (𝑓𝑖)𝑖=1,…,𝑛 fonksiyonunu ele 

alalım.∀ 𝑡 > 𝑎 , ∝≥ 1 , 𝑎 ≥ 0 olmak üzere, 

𝐾𝑎
∝ (∏𝑓𝑖  

𝑛

𝑖=1

) (𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
1−𝑛∏𝐾𝑎

∝𝑓𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat :   İspat için tümevarım yöntemi kullanılacaktır.  

𝑛 = 1 ve ∀ 𝑡 > 𝑎 , 𝛼 ≥ 1 , 𝑎 ≥ 0  için, 𝐾𝑎
∝(𝑓1)(𝑡) ≥ 𝐾𝑎

∝𝑓1(𝑡) eşitsizliğinin doğruluğu 

açıktır. 

𝑛 = 2 ve ∀ 𝑡 > 𝑎 , ∝≥ 1 , 𝑎 ≥ 0 için, Teorem 8.1 gereği,   

𝐾𝑎
∝ (∏𝑓𝑖

2

𝑖=1

) (𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
∏𝐾𝑎

∝𝑓𝑖(𝑡)

2

𝑖=1

 

𝐾𝑎
∝(𝑓1𝑓2)(𝑡) ≥

1

ℎ∝(𝑡, 𝑎)
𝐾𝑎
∝𝑓1(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑓2(𝑡) 

elde edilir. Tümevarım hipotezi gereği 𝑛 − 1 için eşitsizliğin doğru olduğu kabul edilip 𝑛 

için doğruluğu gösterilmelidir. 

 𝐾𝑎
∝ (∏𝑓𝑖

𝑛−1

𝑖=1

) (𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
2−𝑛

∏𝐾𝑎
∝𝑓𝑖(𝑡)

𝑛−1

𝑖=1

                                                                    (8.11) 

eşitsizliği sağlansın. O halde 𝐾𝑎
∝(∏ 𝑓𝑖

𝑛
𝑖=1 )(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))

1−𝑛∏ 𝐾𝑎
∝𝑓𝑖(𝑡)

𝑛
𝑖=1  eşitsizliği 

gösterilmelidir. 

(𝑓𝑖)𝑖=1,…,𝑛  pozitif artan fonksiyonlar olduğundan (∏ 𝑓𝑖)
𝑛−1
𝑖=1 (𝑡)  fonksiyonu da artandır. 

Buradan Teorem 8.1’de, 𝑔 = ∏ 𝑓𝑖  ,   𝑓 = 𝑓𝑛
𝑛−1
𝑖=1   kabul edilirse,  

∏𝑓𝑖 =∏𝑓𝑖𝑓𝑛 = 𝑓𝑔

𝑛−1

𝑖=1

𝑛

𝑖=1
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eşitliği sağlanır. (8.11) eşitsizliğinin her iki tarafı (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
𝐾𝑎
∝(𝑓𝑛)(𝑡)   ile çarpılırsa, 

(ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
𝐾𝑎
∝(𝑓𝑛)(𝑡)𝐾𝑎

∝(∏𝑓𝑖)(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
(ℎ∝(𝑡, 𝑎))

2−𝑛
∏𝐾𝑎

∝𝑓𝑖(𝑡)𝐾𝑎
∝(𝑓𝑛)(𝑡)

𝑛−1

𝑖=1

𝑛−1

𝑖=1

 

elde edilir. Düzenlenirse,  

(ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
𝐾𝑎
∝(𝑓𝑛)(𝑡)𝐾𝑎

∝(∏𝑓𝑖)(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
1−𝑛

∏𝐾𝑎
∝𝑓𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

𝑛−1

𝑖=1

 

bulunur. Böylece, 

𝐾𝑎
∝(∏𝑓𝑖)(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))

1−𝑛
∏𝐾𝑎

∝𝑓𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 

sonucuna ulaşılır. 

Teorem 8.4 :   𝑓 ve 𝑔 , [0,∞)𝕋 aralığında tanımlı iki fonksiyon olsun.  𝑓   fonksiyonu artan, 

𝑔 fonksiyonu türevlenebilir ve 𝑚 ≔ 𝑖𝑛𝑓𝑡≥0𝑔′(𝑡) reel sayısının var olduğunu kabul edelim. 

Bu durumda   ∀𝑡 > 𝑎 , ∝≥ 1 , 𝑎 ≥ 0  için, 

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))

−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡) −𝑚(ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝(𝑡)

+ 𝑚𝐾𝑎
∝(𝑡𝑓(𝑡)) 

 eşitsizliği sağlanır. 

İspat : 𝑘(𝑡) ≔ 𝑔(𝑡) − 𝑚𝑡 fonksiyonunu ele alalım. 𝑘’nin diferensiyellenebilir olduğu ve 

[0,∞)𝕋 aralığında artan olduğu açıktır. Teorem 8.3’ten,  

𝐾𝑎
∝(𝑘𝑓)(𝑡) = 𝐾𝑎

∝((𝑔 − 𝑚𝑡 )𝑓)(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑘(𝑡)

= (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝(𝑔 − 𝑚𝑡 )(𝑡) 

yazılabilir. Lineerlikten,  

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) − 𝑚𝐾𝑎

∝(𝑡𝑓)(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)(𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡) − 𝑚𝐾𝑎
∝𝑡)

= (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡) − 𝑚(ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑡 

elde edilir. Bu ifadeler düzenlenirse,  

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))

−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡) − 𝑚(ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑡 + 𝑚𝐾𝑎
∝(𝑡𝑓)(𝑡) 
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bulunur ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 8.5 : 𝑓 ve 𝑔 , [0,∞)𝕋 aralığında tanımlı iki fonksiyon olsun. 

a)  𝑓 azalan , 𝑔 diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve 𝑀:= 𝑠𝑢𝑝𝑡≥0𝑔′(𝑡)  reel sayısı var  

olsun. Bu durumda  ∀𝑡 > 𝑎 , ∝≥ 1 , 𝑎 ≥ 0  için, 

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))

−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡) − 𝑀(ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑡 + 𝑀𝐾𝑎
∝(𝑡𝑓(𝑡)) 

 yazılabilir. 

b) 𝑓 ve 𝑔 diferensiyellenebilir iki fonksiyon ve 𝑚1 ≔ 𝑖𝑛𝑓𝑡≥0𝑓′(𝑡) , 𝑚2 ≔ 𝑖𝑛𝑓𝑡≥0𝑔′(𝑡) 

reel sayıları var olsun. ∀𝑡 > 𝑎 , ∝≥ 1 , 𝑎 ≥ 0  için, 

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) − 𝑚2𝐾𝑎

∝(𝑡𝑓(𝑡)) − 𝑚1𝐾𝑎
∝(𝑡𝑔(𝑡)) + 𝑚1𝑚2𝐾𝑎

∝𝑡2

≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
[𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡) − 𝑚2𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎
∝(𝑡) − 𝑚1𝐾𝑎

∝(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡)

+ 𝑚1𝑚2(𝐾𝑎
∝𝑡)2] 

  eşitsizliği yazılabilir. 

c) 𝑓 ve 𝑔 diferensiyellenebilir  iki fonksiyon 𝑀1 ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑡≥0𝑓
′(𝑡) , 𝑀2 ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑡≥0𝑔′(𝑡) 

reel sayıları var olsun. ∀𝑡 > 𝑎 , ∝≥ 1 , 𝑎 ≥ 0  için, 

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) − 𝑀2𝐾𝑎

∝(𝑡𝑓(𝑡)) − 𝑀1𝐾𝑎
∝(𝑡𝑔(𝑡)) + 𝑀1𝑀2𝐾𝑎

∝𝑡2

≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
[𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡) − 𝑀2𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎
∝(𝑡) − 𝑀1𝐾𝑎

∝(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡)

+ 𝑀1𝑀2(𝐾𝑎
∝𝑡)2]  

eşitsizliği yazılabilir. 

İspat :  

a)  [0,∞)𝕋 aralığında tanımlı azalan ve diferensiyellenebilir 𝐺(𝑡) ≔ 𝑔(𝑡) − 𝑀𝑡  

fonksiyonunu göz önüne alalım. ∀𝑡 > 𝑎 , ∝≥ 1 , 𝑎 ≥ 0  için Teorem 8.1 gereği aşağıdaki 

eşitsizlik yazılabilir. 

𝐾𝑎
∝(𝐺𝑓)(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))

−1
𝐾𝑎
∝𝐺(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡). 
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Böylece,  

𝐾𝑎
∝((𝑔 − 𝑀𝑡)𝑓(𝑡)) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))

−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝(𝑔 − 𝑀𝑡)(𝑡) 

elde edilir. Lineerlikten,  

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) − 𝑀𝐾𝑎

∝(𝑡𝑓(𝑡)) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)(𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡) − 𝑀𝐾𝑎
∝(𝑡))

= (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡) − 𝑀(ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑡 

yazılabilir. İfade düzenlenirse,  

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))

−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡) − 𝑀(ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
𝐾𝑎
∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎

∝𝑡 + 𝑀𝐾𝑎
∝(𝑡𝑓(𝑡)) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

b)  [0,∞)𝕋 aralığında tanımlı artan ve diferensiyellenebilir 𝐹(𝑡) ≔ 𝑓(𝑡) − 𝑚1𝑡  ve 

𝐺(𝑡) ≔ 𝑔(𝑡) − 𝑚2𝑡   fonksiyonlarını ele alalım. ∀𝑡 > 𝑎 , ∝≥ 1 , 𝑎 ≥ 0  için, Teorem 8.1 

gereği, 

𝐾𝑎
∝(𝐹𝐺)(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))

−1
𝐾𝑎
∝𝐹(𝑡)𝐾𝑎

∝𝐺(𝑡) 

yazılabilir. Buradan 𝐹(𝑡) ve 𝐺(𝑡) fonksiyonları yerine yazılırsa, 

𝐾𝑎
∝((𝑓(𝑡) −𝑚1𝑡)(𝑔(𝑡) − 𝑚2𝑡))(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))

−1
𝐾𝑎
∝(𝑓(𝑡) − 𝑚1𝑡)𝐾𝑎

∝(𝑔(𝑡) − 𝑚2𝑡) 

elde edilir. Lineerlik kullanılırsa, 

𝐾𝑎
∝((𝑓𝑔)(𝑡) − 𝑚2𝑡𝑓(𝑡) − 𝑚1𝑡𝑔(𝑡) + 𝑚1𝑚2𝑡

2)

≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
[𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡) − 𝑚2𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑡 − 𝑚1𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑡

+ 𝑚1𝑚2(𝐾𝑎
∝𝑡)2] 

yazılabilir. İfade düzenlenirse, 

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) − 𝑚2𝐾𝑎

∝𝑡𝑓(𝑡) − 𝑚1𝐾𝑎
∝𝑡𝑔(𝑡) + 𝑚1𝑚2𝐾𝑎

∝𝑡2

≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
[𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡) − 𝑚2𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑡 − 𝑚1𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑡

+ 𝑚1𝑚2(𝐾𝑎
∝𝑡)2] 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

c) [0,∞)𝕋 aralığında tanımlı artan ve diferensiyellenebilir 𝐹(𝑡) ≔ 𝑓(𝑡) − 𝑀1𝑡  ,  
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𝐺(𝑡) ≔ 𝑔(𝑡) − 𝑀2𝑡   fonksiyonlarını ele alalım. ∀𝑡 > 𝑎 , ∝≥ 1 , 𝑎 ≥ 0  için, Teorem 8.1 

gereği, 

𝐾𝑎
∝(𝐹𝐺)(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))

−1
𝐾𝑎
∝𝐹(𝑡)𝐾𝑎

∝𝐺(𝑡) 

yazılabilir, 𝐹(𝑡) ve 𝐺(𝑡) fonksiyonları yerine yazılırsa, 

𝐾𝑎
∝((𝑓(𝑡) − 𝑀1𝑡)(𝑔(𝑡) − 𝑀2𝑡))(𝑡) ≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))

−1
𝐾𝑎
∝(𝑓(𝑡) − 𝑀1𝑡)𝐾𝑎

∝(𝑔(𝑡) − 𝑀2𝑡) 

elde edilir. Burada lineerlik kullanılırsa, 

𝐾𝑎
∝((𝑓𝑔)(𝑡) − 𝑀2𝑡𝑓(𝑡) − 𝑀1𝑡𝑔(𝑡) + 𝑀1𝑀2𝑡

2)

≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
[𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡) − 𝑀2𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑡 − 𝑀1𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑡

+ 𝑀1𝑀2(𝐾𝑎
∝𝑡)2] 

yazılabilir. Eşitsizlik düzenlenirse, 

𝐾𝑎
∝(𝑓𝑔)(𝑡) − 𝑀2𝐾𝑎

∝𝑡𝑓(𝑡) − 𝑀1𝐾𝑎
∝𝑡𝑔(𝑡) + 𝑀1𝑀2𝐾𝑎

∝𝑡2

≥ (ℎ∝(𝑡, 𝑎))
−1
[𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑔(𝑡) − 𝑀2𝐾𝑎

∝𝑓(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑡 − 𝑀1𝐾𝑎

∝𝑔(𝑡)𝐾𝑎
∝𝑡

+ 𝑀1𝑀2(𝐾𝑎
∝𝑡)2] 

elde edilir. 
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9. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tezde bazı önemli türden kesirli integral eşitsizlikleri incelenmiş ve zaman skalasına 

genişletilmiştir. Bu çalışma ile eşitsizliklerin kesikli veya sürekli analizde ayrı ayrı 

incelenmesine gerek kalmamıştır. 

Tezde Riemann-Liouville kesirli integrali kullanılarak incelenen eşitsizlikler, Caputo, 

Hadamard, Comformable, Beta ve Riesz gibi farklı kesirli integral tanımları kullanılarak 

genişletilebilir. Bulunacak olan bu eşitsizlikler zaman skalası teorisi yardımıyla daha da 

birleştirilip genelleştirilebilir.  
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