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Son boliimde Delta Riemann-Liouville kesirli integrali kullanilarak zaman skalasinda bazi

yeni integral esitsizlikleri elde edilmis ve son olarak da sonug ve dnerilere yer verilmistir.

Bilim Kodu : 403.06.00, 403.06.01

Anahtar Kelimeler : Hermite-Hadamard esitsizligi, konveks fonksiyon, Riemann-Liouville
kesirli integrali, zaman skalasi, Delta-Riemann-Liouville kesirli integrali

Sayfa Adedi : 144

Tez Yoneticisi : Dog. Dr. Deniz UCAR



FRACTIONAL INTEGRAL INEQUALITIES ON TIME SCALES
(M. Sc. Thesis)

Aysegiil AKINCALI

UNIVERSITY OF USAK
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
August 2018

ABSTRACT

This thesis study, which examines some important fractional integral inequalities in time
scales, consists of nine parts.

In the introductory part of the thesis, the concepts of fractional analysis and time scale are
introduced and information about the history of the subject is given. In the second part, basic
definitions and examples related to the subject are included. In the third part of the thesis
Hermite-Hadamard type inequalities are investigated with generalized fractional integrals.
In the fourth chapter, Hermite-Hadamard type inequalities including fractional integrations
have been researched and generalized. In the fifth chapter, fractional integral inequalities are
investigated by means of s-convex functions. In the sixth chapter, theorems and lemmas of
generalized geometric convex functions and inequalities are given. In the seventh chapter,
some different fractional integral inequalities are investigated.

In the last part, some new integral inequalities are obtained in the time scale by using the
Delta Riemann-Liouville fractional integral, and finally the results and recommendations are

given.

Science Code : 403.06.00, 403.06.01

Keywords : Hermite-Hadamard inequality, convex function, Riemann-Liouville fractional
integral, time scales, Delta-Riemann-Liouville fractional integral

Page Number : 144

Adviser : Dog. Dr. Deniz UCAR



TESEKKUR

Oncelikle, bu tezin hazirlanmasi esnasinda gerek konu se¢imi gerekse uzun calisma
siirecinde yardimlarin1 esirgemeyen ve bilgilerini benimle paylasan biiylik yardimlarini
gordiigim ve her an her konuda manevi destegini benden esirgemeyen degerli danigman

hocam Sayin Dog. Dr. Deniz UCAR’a tesekkiirlerimi ve siikranlarim1 sunarim.

Calismalarim boyunca bana anlayis gosteren, destek olan, hissettirdikleri sonsuz giiven,

sabir ve manevi destekten dolay1 aileme ve esime tesekkiir ederim.

Aysegiil AKINCALI
Agustos 2018



ICINDEKILER

OZET oottt ettt ettt ettt ettt ettt enenaneeeas I
ABSTRACT .ottt en ettt sttt s et s et s et st n s e s, i
TESEKKUR ....ooouviiiiieeeceete ettt en sttt en sttt sttt en st s sasnes Iit
(0] 1] B) 21 31 512 2 OO v
SIMGELER DIZINT ..ottt sttt en s \Y,
€ 128 (0T 1
2. TEMEL TANIM VE ORNEKLER ......cccooovitiiiietieetire et sseste s ses s 3
3. GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRALLER YARDIMIYLA HERMITE-

HADAMARD TIPI ESITSIZLIKLER ........cooviiiiietieeesecieeneseseees st senes s eses s, 15

4, KESIRLI INTEGRAL ICEREN HERMITE-HADAMARD TiPi ESITSIZLIKLER. 49
5. S-KONVEKS FONKSIYONLAR YARDIMIYLA KESIRLi INTEGRAL

LR S VA 51 1 31 21 2 R 62
6. GENELLESTIRILMIS GEOMETRIK KONVEKS FONKSIYONLAR VE

ESITSIZLIKLER ......ocviiiiiiiieteiceeeecee ettt ettt sttt 79
7. BAZI YENI KESIRLI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI UZERINE...........cccoevue... 117
8. ZAMAN SKALASINDA KISMI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI ........c.cccccuvvenee, 125
9. SONUC VE ONERILER .....cocceiiviieeteieieeeeecsiee e eesee e etes s sss s st s st 133
10, KAYNAKLAR ..ottt sttt ne st 134
11, OZGECMIS oottt enen e 136



SIMGELER DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.
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1. GIRIS

“Tirev ve integraller sadece tamsayilar igin mi vardir?” sorusundan yola ¢ikilarak kesirli
tirev ve kesirli integral kavramlar1 ilk olarak Liouville tarafindan ortaya atilmistir. Kesirli
tiirev ve integral kavramlari 17. yiizyildan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville
ve diger birgok matematikginin g¢alismalariyla gelismeye baslamistir. Keyfi mertebeli
diferensiyel ve integrasyon kavramlari, tam say1 mertebeli tiirev ve integralleri birlestiren ve

genellestiren kavramlardir.

Kesirli diferensiyel teorisi, ¢esiti madde ve islemlerin kalitsal 6zelliklerinin
tanimlanmasinda kullanilabilecek ¢ok iyi bir aractir. Bu ise tamsayr mertebeli tiirevlerle
karsilastirildigi zaman Kesirli tiirevler igin 6nemli bir avantajdir. Kesirli tiirevler nesnelerin
mekanik ve elektriksel 6zelliklerinin matematiksel modellemelerinde, akiskanlar teorisi,

elektrik devreleri, elektro-analitik kimya gibi diger birgok alanda kullanilmaktadar.

Esitsizlikler ile ilgili ilk temel ¢alisma 1934 yilinda Hardy, Littlewod ve Pdlya tarafindan
“Inequalities” [1] adli kitapta toplanmistir. Bu kitap yeni esitsizlikler ve uygulamalari ile
ilgili konular1 genis ¢apta ele almaktadir. 1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen yeni ilging
esitsizlikleri i¢eren “Inequalities” [2] adl1 yeni bir kitap 1961 yilinda E.F. Beckenbach ve R.
Bellman tarafindan yeniden yazilmistir. Daha sonra 1970 yilinda Mitrinovi¢ “Analitic
Inequalities[3] adli kitap ile o giine kadar yapilmis tiim yeni esitsizlikleri bir baslik altinda
toplamistir. 1993 yilinda Mitrinovié, Pecari¢ ve Fink daha genel olan “Classical and New

Inequalities in Analysis”[4] adl1 kitabi1 yazmislardir.

Konveks fonksiyonlarin ise ge¢misi ¢ok eski olmasina ragmen 19. yilizyilin sonlarina dogru
varligint  gostermistir. 1893  yilinda Hadamard’in ¢alismalarinda agik  olarak
belirtilmemesine ragmen fonksiyonlarin bu tipteki temel 6zellikleri ifade edilmistir. 1905 ve
1906 yillarinda Jensen’in yaptigi ¢alismalar kabul gorerek konveks fonksiyonlar sistematik
olarak ¢alisilmaya baglanmis ve hizla konveks fonksiyonlar teorisi bu alandaki ¢aligmalara
onderlik etmistir. 1934 yilinda Hardy, Littlewod ve Pdlya, 1961 yilinda Beckenbach ve

Bellman ve 1970 yilinda da Mitrinovi¢ gibi arastirmacilarin  kitaplarinda konveks



fonksiyonlar i¢in temel esitsizlikler ele alinmistir. Ayrica 1987 yilinda Pecari¢ tarafindan
sadece konveks fonksiyonlart igeren genel esitsizlikler ile ilgili “Convex Functions:
Inequalities”[5] adli ilk temel kitab1 yazmistir. Konveks fonksiyonlarin Analiz, Uygulamali
Matematik, Olasilik teorisi ve matematigin diger bir¢ok alaninda uygulamalar1 vardir.
Ayrica konveks fonksiyonlar, esitsizlik teorisi ve konveks fonksiyonlarin uygulamasinin bir

sonucu olan birgok esitsizlik ile baglantilidir.

Doga olaylar1 ne tam olarak siirekli ne de tam olarak kesiklidir. Dolayisiyla bu tiir olaylara
iliskin denklemlerin modellemelerinde yeni bir teoriye ihtiya¢ duyulmaktadir. Iste bu
teorinin ad1 zaman skalasidir. Son yillarda iizerinde bir¢ok ¢aligmalar yapilan zaman skalast
teorisini Stefan Hilger, 1988 yilindaki doktora tezinde siirekli ve ayrik analizi birlestirmek
amactyla kurmustur. Zaman skalasi teorisi ile birlikte, hem siireklilik hem de siireksizlik
iceren olaylarin matematiksel modellemesi yapilabilmektedir. Zaman skalasi {izerinde
tanimlanan bu denklemlere dinamik denklemler denir. Dinamik denklemler zaman
skalasinin 6zel durumlarinda, fark denklemi ya da diferensiyel denklem haline doniisiir.
Ayrica Kuantum fiziginde ortaya ¢ikan kuantum fark denklemlerine de doniisiir. Boylece
fark denklemi ve diferensiyel denklem icin ayr1 ayr1 sonuglar bulmak yerine, keyfi zaman
skalalar1 i¢in gecerli birlestirilmis sonuclar elde edilir. Yani “birlestirme ve genisletme”

zaman skalas1 analizinin iki ana 6zelligidir.



2. TEMEL TANIM VE ORNEKLER

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilan temel tanimlar ve teoremler verilecektir.
Tamim 2.1 (Konvekslik) : f:[a, b] — R fonksiyonu Vx,y € [a, b] ve 1 € [0,1] igin,

fOx+ (1 =Dy) <Af () + A - Df )

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Esitsizlik yon degistirirse

fonksiyon konkavdir denir.

Tamm 2.2 (Gamma Fonksiyonu) : Gamma fonksiyonu n > 0 igin,

rn) = j- x"le*dx
0

ile tanimlanir. Bu integral n > 0 icin yakinsaktir. Bazi 6nemli 6zellikleri asagidaki gibidir.

i. 'n+1) =nl'(n) =n!
i. r(5)=vr

2

Tamim 2.3 (Beta Fonksiyonu) : m,n > 0 igin;

1

p(m,n) = fxm‘l(l —x)" ldx

0

seklinde tanimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir.

Tamim 2.4 (Riemann-Liouville Kesirli Integrali) : « > 0 iken a. mertebeden Riemann-

Liouville kesirli integrali f € C,, (u = —1) olmak iizere, @ > 0 ve x > 0 igin,

1

Jf(x) = @

j(x —1)* f(t)dr (2.1)
0

seklinde tanimlanmistir. Bu integral operatorii icin «, f = 0 olmak iizere, yari-grup 6zelligi



JIEF() = J¥HB £ (D)
ve degisme Ozelligi
JEJRF () = JJ2f (1)

saglanmaktadir. (2.1) esitliginde f(t) = t* olarak secilirse a« > 0,u > —1 ve t > 0 igin,

daha sonra kullanilacak olan asagidaki esitlik elde edilebilir.

ru+1) patu

atu — S, 2.2
J ra+u+1) (2:2)
Ispat : (2.1) esitliginde f(t) = t* olarak segilirse @ > 0, > —1 ve t > 0 igin,

t
Uph = —— f t—1)%" 1T“d‘r— f 1—— T“dr
jort = s [ =)
0
‘ 1 ¢k 1 : 1
- t \® \#
— a—-1 L w__ — __ua a+u—1 _ _
)f 1 T o dt T a)ft (1 t) (t) dt
0 0

Lf patu-1 (1 _ f)a_l (z)# dt = Lf ta+”_1(1 — u)“‘lu”tdu
0 0

I'(a) t t I'(a)
1
ta+/,t - ”d
=T J(l —w)* utdu =

elde edilir. B(x,y) = % esitliginden faydalanarak,

tatH YR T(u+ DIN(@)  t*"Hr(u+1)
I"(a)'g((‘u-l_ D,a) = re)T(u+a+1) T(u+a+l)

esitligine ulasilabilir.



Tamim 2.5 : a. mertebeden sagdan Riemann-Liouville kesirli integrali & > 0ve x > a igin,

asagidaki gibi tanimlanmigtir.

JEF () = = f@—ﬂ“%@ﬁr

I (a)

a. mertebeden soldan Riemann-Liouville kesirli integrali « > 0 ve x < b i¢in asagidaki gibi

tanimlanmustir.

. b
Jo-f(x) = m](T — x)%1f(r)dr.

Tamm 2.6 (Hadamard Kesirli integrali) : J5+, a. mertebeden sagdan Hadamard kesirli

integrali « > 0 ve x > a i¢in,

X

J “ 1f(T)

Jorf(x) = (2.3)

a

seklinde tanimlanir.

J5-, a. mertebeden soldan Hadamard kesirli integrali a > 0 ve x < b i¢in asagidaki gibi

tanimlanmaistir.

a— 1@61

b
1
51 = 7os | (1n2) (24)

Katugampola Riemann-Liouville ve Hadamard kesirli integrallerini tek bir formda asagidaki
sekilde genellestirmistir [6].

Tamm 2.7 (Genellestirilmis Kesirli Integral) : p > 0 olsun. “I% f, f’in a. mertebeden

sagdan genellestirilmis kesirli integrali olmak tlizere « > 0 ve x > a igin,

PIS f(x) = e f(r)dr (2.5)

I'(a )f(x”



seklinde tanimlanmustir.

PIZ f, f’in a. mertebeden soldan genellestirilmis kesirli integrali olmak iizere a > 0 ve

x < b igin,

b
. B pl—a .L.p—l
I ) = bs | e f @ (26)

olarak tanimlanir.

Tamm 2.8 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) : I, reel sayilarin bir alt araligi a,b € I ve

a < bolsun. f:1 — R konveks bir fonksiyon ise,

b
N b
(% )Sb_aff(x)dxsw @7)

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlik literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir.
Ispat : f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise,

e f,(a,b) araliginda siireklidir.

e f,[a, b] araliginda sinirhdir.
Bu iki 6zellik geregi f fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilirdir.

t € [0,1] icin x = a(1 — t) + bt esitliginde konvekslik kullanilirsa,

b 1 1
jf(x)dx=jf(a(l—t)+bt)(b—a)dt= (b—a)ff(a(l—t)+bt)dt
a 0 0

< (b—a)f[(l—t)f(a)+tf(b)]dt= (b—a) f(a)f(l—t)dt+f(b)f tdt
0
0 0
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B t2 t
=(0b-a) f(a)<t—3)o+f(b)?

1
(b-a)

|-e-o(P+1P)

0

esitsizligi bulunur. f: fx)dx < (w) elde edilir ve (2.7) esitsizliginin sag kismi

ispatlanmis olur.

atb 1
b - )
1 1 | |
= | I
(b—a)l-f(x)dx (b—a)|! f(x)dX+aIbf(x)de|
2

esitliginde pargalanmis ilk integralde x = a + ¢t s doniisiimii , ikinci integralde
g g B g

=b—t (b;—a) doniistimii yapilir ve konvekslik kullanilirsa,

esitsizligin sol kismi da elde edilmis olur.

Tamm 2.9 : g:[a,b] - R fonksiyonu, (a,b] araliginda artan ve pozitif monoton bir
fonksiyon olmak tizere, g'(x) tiirevi (a,b) araliginda siireklidir. f fonksiyonunun [a, b]

araliginda g fonksiyonuna gore sagdan kesirli integrali, « > 0 ve x > a olmak iizere,



« 1 [ 9O
atgf (X) = ) af [ dr (2.8)

g(x) —g@]=*

seklinde tanimlanmustir. f fonksiyonunun [a, b] araliginda g fonksiyonuna gore soldan

kesirli integrali, @ > 0 ve x < b olmak iizere,

b
e e 1 [ gO@
fimiaf () = r(a)xf 90 — g (22)

seklinde tanimlanmustir. (2.8) Kkesirli integralinde g(x) = x olarak kabul edilirse esitlik
(2.1)’de verilen sagdan Riemann-Liouville kesirli integraline doniigiir. Benzer sekilde
(2.9)’da g(x) = x olarak kabul edilirse esitlik (2.2)’de verilen soldan Riemann-Liouville

kesirli integraline doniisiir.

(2.8) kesirli integralinde g(x) = Inx olarak kabul edilirse esitlik (2.3)’te verilen sagdan
Hadamard Kesirli integraline doniistir. Benzer sekilde (2.9)’da g(x) = Inx olarak kabul

edilirse esitlik (2.4)’te verilen soldan Hadamard kesirli integraline donisiir.

(2.8) esitliginde x > a olmak lizere s = g dontistimii uygulanirsa,

(x —a) 1g’(sx + (1 -s)a)f(sx+ (1 —-5s)a)
r@ ) g —glx+ -l

1% f () = (2.10)

elde edilir. Benzer sekilde (2.9) esitliginde x < b olmak iizere s = g dontistimii

uygulanirsa,

(b —x) 1g/(sb + (1 =3s)x)f(shb+ (1 —15)x)
I'(a) ) [g(sb + (1 —5s)x) — g(x)]*~¢

8o f () = (2.11)

esitligi elde edilir.

Tamm 2.10 (Ucgen Esitsizliginin integral Versiyonu) : f, [a, b] arahginda siirekli reel
degerli bir fonksiyon olsun. O halde a < b olmak iizere,



b b
[ rax| < [ircolax

esitsizligi gecerlidir.
s-konveks fonksiyonlar Orlicz tarafindan asagidaki gibi tanimlanmistir [7].
Tanmim 2.11 : Vx,y € [0,0), a,f = 0ve a® + ° =1, s € (0,1] sabit olmak {izere,

flax +By) < a®f(x) + B°f ()

esitsizligi saglaniyorsa, f: R* — R fonksiyonuna birinci anlamda s-konvekstir denir. Birinci

anlamda s-konveks fonksiyonlarin simfi KZ ile gosterilir.
Tamm 2.12 : Vx,y € [0,0), a,8 = 0vea+ f =1, s € (0,1] sabit olmak iizere,

flax +By) < a®f(x) + B°f ()

esitsizligi saglaniyorsa f:R* — R fonksiyonu ikinci anlamda s-konvekstir denir. Ikinci

anlamda s-konveks fonksiyonlarin sinifi K2 ile gosterilir.

Tamim 2.13 (integraller icin Holder Esitsizligi) : p > 1 ve % + i = 1olsun. f ve g, [a, b]

araliginda tanimli reel fonksiyonlar, [f|? ve |g|9, [a,b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise,

1 1

b b » /b
[r@gwtar < [irwmpar | { [lgeoiax

esitsizligi gecerlidir.

Tamm 2. 14 (Power Mean Esitsizligi) : ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda taniml reel
degerli fonksiyonlar olmak iizere, |f| ve |g|9,  [a,b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise,



L1 1

b b b
[irwgeotar <( [ireoiax ) | [ir@ilgele dx

esitsizligi gecerlidir.

Tamim 2.15 (Genellestirilmis Konveks Fonksiyon) : I, R reel sayilarin bir alt araligi
olsun. f:1 =[x,y] > R ve n(.,.):R X R = R siirekli fonksiyonlar olsun. Vx,y € I ve
t € [0,1] i¢in,

fax+ A -0y) <A -f) +t[fO») +n(f(x),f )]

esitsizligi  keyfi segilen bir 7(.,.):RXR —> R fonksiyonuna goére saglaniyorsa,
fil =[x,y] > R fonksiyonuna genellestirilmis konveks fonksiyon denir. Eger
n(.,.) = x —y olarak segilirse, genellestirilmis konveks fonksiyon, konveks fonksiyona
dontigiir. Her konveks fonksiyon, genellestirilmis konveks fonksiyondur, fakat tersi dogru

degildir. Ornek 2.15 ve Ornek 2.16°da gosterilmistir.

Ornek 2.16 : f konveks fonksiyonu icin, f’in genellestirilmis konveks fonksiyon olmasini
saglayacak n(x,y) = x —y disinda farkli bir n fonksiyonu bulunabilir. f(x) = x? ve
n(x,y) = 2x + y fonksiyonlarini ele alalim. Buradan Vx,y € Rve t € (0,1) igin,

fax+ (A —-t)y) < (tx+ (1 —t)y)?> < t?x2 +t(1 — t)2xy + (1 — t)%y?
<te? +y* +t(1-t)(x*+y*) <y +t(x* +x* +y?)
<y?+t@x*+y?) =) +tn(f ), fO))

elde edilir. Ayrica Vx,y € R i¢in x? < y? 4+ (2x? + y?) ve y? < y? esitsizliklerinin
sirastyla t = 1 ve t = 0 i¢in dogrulugu aciktir. Yani f fonksiyonu genellestirilmis konveks
fonksiyondur. O halde f(x) = x? fonksiyonu, a > 1, b > —1 ve Vx, y € R olacak sekilde

segilen her n(x,y) = ax + by fonksiyonuna gore genellestirilmis konveks fonksiyondur.

Ornek 2.17 : f:R - R, f(x)={x x <0

fonksiyonunu ve Vx,y € R™ = (—,0)

olacak sekilde n(x,y) = —x — y bifonksiyonunu ele alalim. O halde f fonksiyonu n-
konvekstir, fakat tersi dogru degildir.
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x = 0 olsun. O halde f(x) = —x ve Vx,y € R™ i¢in n(x,y) = —x — y fonksiyonu ele

alinirsa

ftx+ A -t)y)<-tx—(A1—-t)y=—-tx—y+ty<—-y+t(—x—y)
<fO)+m(f ), f)

elde edilir. x = 0 i¢in f(x), n-konvekstir.

x < 0 olsun. O halde f(x) =x ve Vx,y € R i¢in n(x,y) = —x —y fonksiyonu ele

alinirsa,

fax+ (A -t)y) <tx+(Q—-t)y=tx+y—-ty<y+t(—x—y)
<f)+m(f ), ()

elde edilir. x < 0 igin f(x), n-konvekstir.

Tamm 2.18 (Geometrik Konveks Kiime) : I ¢ Rt = (0, ©) olsun. Eger Vx,y € I ve

t € [0,1] icin xty'~t € I ise I kiimesi, geometrik konveks bir kiimedir.

Tammm 2.19 (Geometrik Konveks Fonksiyon) : f:I c R* = (0,00) - R verilsin.
vx,y €1 , t € [0,1] icin x ve y’nin agirlikli geometrik ortalamasi (yl~tx!), f(x) ve
f (¥)’nin agirlikli aritmetik ortalamasi (1 — t)f(y) + tf (x) olmak iizere,

fOD) <A -Df Q) +tf(x)
esitsizligi saglantyorsa, f fonksiyonuna I iizerinde geometrik konveks fonksiyon denir.

Tamim 2.20 (Genellestirilmis Geometrik Konveks Fonksiyon) : f: 1 ¢ R* = (0,0) » R
fonksiyonu keyfi bir n(.,.): R X R — R fonksiyonuna gore Vx,y € I , t € [0,1] igin,

fOx) < A= 0F ) + ¢ (FO) + (), f))) (2.12)

esitsizligini sagliyorsa, f fonksiyonu genellestirilmis geometrik konveks fonksiyondur

denir. Ozel olarak n(x,y) = x — v segilirse genellestirilmis geometrik konveks fonksiyon
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Tanim 1.18’de verilen geometrik konveks fonksiyona doniisiir. (1.12)’de t =% segilirse

vx,y €1,t € [0,1] igin,

FJE) < FO) +3n(FG, ) 213)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna, genellestirilmis Jensen geometrik konveks

fonksiyon denir. Asagida verilen esitlikler ilerde kullanilacaktir.
1) Aritmetik ortalama

Va,b € R*vea # b i¢in A(a,b) = % ile hesaplanir.
2) Logaritmik ortalama

Va,b € R* vea # b igin L(a,b) =lob;a

ile hesaplanir.
gb—-loga p

3) Genellestirilmis Logaritmik Ortalama

1
r bp+1_ap+1 D

p
) i _1FOF
(p+1)(b—a)l P
L(a,b) =< L(a b), p=-1,
1 /bP\b=a
| z(&) : p=0

ile hesaplanir.

Tanmm 2. 21 : f;(t) € C([0,0)) iken f(t) = tPf;(t) olacak sekilde bir p > u reel sayisi

varsa f(t), t = 0 reel degerli fonksiyonu C,, u € R uzayindadir denir.
Tamm 2.22 : f™ € C, ise f(t), t = 0 fonksiyonu C},n € R uzayindadr, denir.

Tamim 2.23 : Reel sayilarin bos olmayan kapali bir alt kiimesine zaman skalasi denir, T ile

gosterilir.
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Tamim 2.24 : T bir zaman skalas1 olsun. t € T i¢in a(t) := inf{s € T:s > t} seklinde

tanimli 0: T — T operatoriine ileri sigrama operatorii denir.

Tamim 2.25 ;. T bir zaman skalasi olsun. t € T igin p(t) := sup{s € T:s < t} seklinde

taniml1 p: T = T operatdriine geri sigrama operatdrii denir.

Tamm 2.26 : Eger o(t) > t ise t noktasina sag-yayilmis nokta, eger p(t) < tise t
noktasina sol-yayilmis nokta denir. Eger bir nokta hem sag-yayilmis hem de sol-yayilmus,
yani p(t) < t < a(t) ise 0 noktaya izole nokta denir. Eger a(t) = t ise t noktasina sag-
yogun nokta, eger p(t) = t ise t noktasina sol-yogun nokta denir. Eger bir nokta hem sag-

yogun hem de sol-yogun, yani p(t) = t = o(t) ise o noktaya yogun nokta denir.

Tammm 2.27 : w:T — [0,) fonksiyonu verilsin. t € T igin u(t) == o(t) —t seklinde

tanimlanan fonksiyona graininess fonksiyonu denir.

Tamm 2.28 : T zaman skalasindan tiiretilen T* kiimesi; eger T, sol yayilmis maksimum m

noktasina sahipse T* = T — {m} diger durumlarda ise T* = T seklinde tanimlanmistir.

Tamm 2.29 : f ve g fonksiyonlari [a, t] araliginda tanimli iki integrallenebilen fonksiyon
olsun. Vx,y € [a, t]y i¢in,

f)—f)N@xgly) =0

esitsizligi saglaniyorsa f ve g fonksiyonlari [a, t]} araliginda senkronize fonksiyonlardir

denir.

Tanmm 2.30 : h,:TXT — R seklinde tanimli zaman skalasinda genellestirilmis
polinomlara rd-siirekli fonksiyonlar denir 6yle ki Vs,t € T ve @ = 0 i¢in,
ho (t, S) == 1

t
has1(t,s) = fha(r, s)AT
S

esitlikleri saglanir.
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Tammm 2.31 : f: T — R fonksiyonuna T’nin sag yogun noktarinda siirekli ve T’nin sol

yogun noktarinda sol tarafli limiti varsa rd-siireklidir denir ve f € C,4 ile gosterilir.

Tanmim 2.32 : @ > 1 olmak lizere zaman skalasinda «. mertebeden Delta-Riemann-Liouville

kesirli integral operatorii f € C,.4 igin
t
KEf(t) = fha_l(t,a(t))f(r)AT
a

Kof = f

seklinde tanimlanmistir.

Tanim 2. 32 (Minkowski Esitsizligi) : p > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimli reel
degerli fonksiyonlar olmak iizere |f|Pve |g|?, [a,b] arahiginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise,

1
b 7 b b
f If(x)+g(x)l”dx] s[f FeolPdx| + f 90 Pdx

esitsizligi saglanir.
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3. GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRALLER YARDIMIYLA
HERMITE-HADAMARD TiPi ESITSIZLIKLER

Bu bolimde genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla konveks fonksiyonlar igin

Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler elde edilmistir [8].

Lemma3.1: f:I°— R, [°iizerinde diferensiyellenebilir bir doniisiim a,b € [° ve a < b

olsun. f' € L[a, b] ise asagida verilen esitlik dogrudur.

f@+f(b)
2

b 1
- i aff(x)dx - b;—afu —26)f"(ta + (1 — t)b)dt. 3.1)
a 0

Ispat : Kismi integrasyon yardimiyla esitligin sag tarafinin sol tarafina esitligi

gosterilecektir.

b_Taj(l —2t)f'(ta + (1 —t)b)dt
0

1

b—a _(1 —2t)f(ta+ (1 —t)b)
2 a—b>b

2 1 b)d
0+a_boff(ta+( —t)b)dt

b— B 2
S f(“zfg( )—b_aff(ta+(1—t)b)dt
B 0

1
_ w _ ff(m +(1—)b)dt
0

b
fa+fb) 1
- 2 _b—aff(x)dx

elde edilir boylece ispat tamamlanir.

Dragomir ve Agarwal (2.7) esitsizliginin sag tarafiyla ilgili asagidaki sonucu elde etmislerdir

[9].
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Teorem 3.2 : f:I° - R, I° iizerinde diferensiyellenebilir bir doniisiim, a,b € I° ve a < b

olsun. f' € L'[a, b] ve |f'|, [a, b] araliginda konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir.

f@+f(b)
2

1 ‘ <b—a ) )
— [ reax| <222 ar @+ 1o,

Ispat : Lemma 3.1 ve |f’| fonksiyonunun konveksligi kullanilarak;

f@+fb)
2

1 ’ p _b—al1 26 f N
(b—a)l-f(x)x_ Z_J-( —2t)f'(ta+ (1 —t)b)dt
b—a1
= Tfll =2t|[t]f" (@] + A = O)|f'(b)]]dt
0

b—a z :
-2 lft|1—2tllf’(a)|dt+J(1—t)|1—2t||f’(b)|dt (3.2)
0 0

yazilabilir.
1 1/2 1
I, = j tI1 - 2t||f'(a)|dt = j t(1-20)|f'(a)ldt + ft(—l +2t)|f'(a)|dt =
0 0 1/2

_1 !
=2 IF @I

L= [a-on-2dif Gl
0

2 1

=f 1-t)A-20)|f'(b)|dt + f(l—t)(—1+2t)|f’(b)|dt=
0 Yo
1 !

=21l

Elde edilen I, ve I, esitlikleri (3.2) esitsizliginde yerine yazildiginda,
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f@+fb)
2

b
1 b—a/l 1
— [ rwa < 2 (GIr @l +71r o))
b—a
=27 @]+ B

elde edilir ve Teorem 3.2 ispatlanmis olur.

Sarikaya ve digerleri Riemann-Liouville kesirli integrali igceren asagidaki Hermite-

Hadamard tipi esitsizligi elde etmislerdir [10].

Teorem 3.3 : f:[a, b] — R, pozitif bir fonksiyon, 0 < a < b ve f € L'[a,b] olsun. f,
[a,b] araliginda konveks bir fonksiyon ise a > 0, I'; Gamma fonksiyonu, J&+f, J§-f;
a. mertebeden sagdan ve soldan Riemann-Liouville kesirli integralleri olmak {izere asagida

verilen esitsizlikler saglanir.

(a + b) < IlNa+1) (33)

(a) + f(b)
2 2(b — a)@ 2 '

f
Uarf®) +J5-f(@)] <
Ispat : f, [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon oldugundan,

fAx+ (A —-Dy) <Af(x) + (1 — D) f(y) yazlabilir. Esitsizlikte 1 = % alinirsa,

1 1 1 1
Fzx+59) S3F@+3fO)

f(x;ry) Sf(x) erf(y)

elde edilir. Burada x = at + (1 —t)b ve y = (1 — t)a + tb doniisiimleri uygulanirsa,

a+b\ flat+ @1 —-0)b)+ f((1—t)a+th)

(=)=
2 2

esitsizligi bulunur bu esitsizligin her iki tarafi t*~1 ile carpildiginda,

2t47Lf (aTH)) <t f(at+ (1 —t)b) + t*1f((1 — t)a + tb)
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elde edilir. Bulunan bu esitsizligin her iki tarafi t’ye gore 0’dan 1’e integrallenirse,

1 1 1

2 f te1f (Clzﬂ) dt < f t* 1f(at + (1 —t)b)dt + f t* (1 = t)a + th)dt

0 0 0
yazilir. Burada at + (1 — t)b = x ve (1 — t)a + tb = y donlisiimii uygulanirsa,

1 a

(132 femae= [

a—1

b
=

2f (asz)E <— b)“ j(x — b))% 1f(x)dx

b f 0 - O ()dy

< 1 a—-1 i a—1
S f (x = B Lf (D)dx + f (v~ " f()dy

I'(a)

<G o V& f ) +J§-f (@)

elde edilir. Bu esitsizlik diizenlendiginde istenilen ilk esitsizlige ulasilabilir.

b r 1
F(E22) = 2 D e o) + g5 f @) (34)

2 )7 2(b—a)“
f, [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon ve t € [0,1] igin,
f(ta+ (1 —-t)b) <tf(a) + (1 —-t)f(b)
f((l=ta+tbh) <A —-t)f(a)+tf(b)
esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa,

fta+ 1 —0b)+ f((1—t)a+tb)
<tf@+A-0fB)+ A -1t)f(a) +tf(b) (3.5)
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elde edilir. (3.5) esitsizliginin her iki tarafi t¥~1 ile carpilir ve [0,1] araliginda t’ye gore

integrallenirse,

1 1 1

f t*1f(at + (1 — t)b)dt + f t* (1= t)a+ th)dt < [f(a) + f(b)] f t*tdt

0 0 0

yazilir. Benzer sekilde at + (1 — t)b = x ve (1 — t)a + tb = y déniisiimii uygulanirsa,

I'(a)

f(a) + f(b)
(b—a)* a

S f () + JE-f(@)] < (3.6)

bulunur. (3.4) ve (3.6)’den istenilen esitsizlige ulasilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.4 : Teorem 3.3’de a =1 almursa (3.3) esitsizligi klasik Hermite-Hadamard

esitsizligine doniisiir.
Ispat : Teorem 3.3 ‘de a = 1 olarak alinirsa,

f(a) + ()

Vasf () + h-f(@)] < >

a+by T(1+1)
f( 2 )SZ(b—a)l

bulunur. Buradan,

o)

ri+1)=1r() = 1f e ttl-ldr =1
0

) 1 b . b
i ®) = 155 f (b - D f(0)dr = f FG)dx
b b
1 _ 1 1-1 —_
@ = 755 f (t— D) f(2)de = j F()dx

esitlikleri yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa,
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b
a+b 1 f(a) + f(b)
f( 2 )S(b—a)ff(")dxS 2

klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilmis olur.

Lemma 3.5 : f:[a,b] » R, (a,b) lizerinde diferensiyellenebilir bir doniisim ve a < b

olsun. f’ € L'[a, b] ise asagidaki kesirli integral esitligi dogrudur.

f@+f) rle+1)
2 2(b = a)“

/5 F(B) + JE&-F (a)]

—a
2

j (1-0)*—t*|f'(ta+ (1 — t)b)dt.
0

ispat : fol[(l — )% —t*|f'(ta + (1 — t)b)dt integralini hesaplamak yeterlidir. Bunun
i¢in,

1

— j t*f'(ta+ (1 —t)b)dt

0

I = [](1 — )% '(ta+ (1 —t)b)dt =L+, (3.7)
0

olarak parcalansin. I; ve I, ayr1 ayr1 kismi integrasyon yontemiyle hesaplanirsa,

I, = f(1 — )" (ta + (1 — t)b) dt
0

_a- t)af(ta + (_1b— £)b)

a

+fa<1—t)“ 1f(m+(_1b_t)b)

0 o

L) a [a-xe f)
_b—a_b—al[(a—b) a—bdx
NON

" b—a (b- a)“+1

f (a -0 f(dx = L2

al (a) f(b) r(@+1)
_W]bf() b—a b= a)a+1bf()
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1

I, = —ft“f’(ta+ (1—-t)b)dt

0

B _taf(ta + (1 -1t)b)

1 1
N f at“‘lf(m + (1—-1t)b) it

a—>b o 4 a—>b
f(a) a f = @ 1f(x) (@)
—-a —-b x_b—a

a

f(a) al (a)

- G j (b= 0 f(x)dx = 50— I (b)

(b

_fl@ TI(a+1)

“b-a (b-

)a+1 a+f(b)

esitlikleri bulunur. Bu esitlikler (3.7)’de yerine yazilirsa,

_f@+®) r@e+1n ., .
= "a " -pe Ve DH-f(@)]

elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafi b%a ile ¢arpilirsa teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.6 : f:I° = R, I° iizerinde diferensiyellenebilir bir doniisiim, a,b € I° ve a < b

olsun. f € L*[a, b] ve |f'], [a, b] araliginda konveks olmak iizere & > 0 igin,

fl@+®) F(a+ D

[] +f(D)+-f ()]

2 2(b —

(b—a)
“2(a+1) (1

esitsizligi yazilabilir.

Ispat : Lemma 3.5 ve |f’| fonksiyonunun konveksligi kullanilarak,

1
- =) UF @I +1F () (38)

21



f@+fk) I'(a+1)
2 2(b —a)“

/5 f(B) + JE-f (@)]

_ bz;“fm — )% — t¥||f'(ta + (1 — O)b)|dt

1
b —
<=2 f 1= 0% = ellelf @] + (1 - OIf (B lde

(1
b —
< 2“!] [ = 0% = eIt @] + (1 = DI (B e
Iko
+ 1= - o9 @+ (- t)If’(b)I]dt}
: J
= bz;a(lﬁ + K3) (3.9)

seklinde yazilabilir. K; ve K, degerleri hesaplanirsa,

Ky = [[A =% =t*][tlf" (@] + (1 = O f'(B)]]

O\Nh—\

=|f"(a)| ft(l—t)“dt ft““dt‘
0

% 1
+ 1M 1 -0)*tdt — | (1 — )t%*de
oo

1
=1F @l [(a T D(a+2) 20 (a+ 1)]

! b 1
I )l[(a+2)_2“+1(a+1)]
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1
f @ — (1= Ol (@] + (1 - OIF B)]

=|f'(a)] t““dt—ft(l - t)“dt}

1
2

| 1

+ |f'(b)| f(l —t)t*dt — f(l t)“+1dtJ

NP H'

1
L2 2

= I (@] [(a +2) 20%(a+ 1)]

+ I @)l [(a +D(a+2) 2% (a+ 1)]

sonuclarina ulagilir. Bu degerler (3.9)’da yerine yazilirsa,

2 Vs f () + J§-f ()]

‘f(a-;b><21"((ba+ 1)

— 1
{lf (a)l[(a+1)(a+2)_2“+1(a+1)]
IO |~ 5erre |+ 1 @~ 5
(a+2) 2%*(a+1) (a+2) 22 (a+1)

+1f (bl [(a n 1)1(a +2) 2“+1(ir + 1)]}

bulunur. Elde edilen esitsizlikler diizenlendiginde asagidaki istenilen sonuca ulagilir.

fl@+fb) F(a+ 1)
20—

~J%f(b) + JEf(@)]

b—a
sm( —27)(If @+ 1 B)D).

Lemma 3.7 : @ > 0 olsun. x > a igin,

i 11m PIS f(x) =% f(x)
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. lim PIE-f(x) = J§- f (%)
iii. pllm PISF() =% F(x)

iv. lim, PIZ f(x) = J%- f(x) esitlikleri saglanir.
p-
ispat
X
pi ™ [ fOrP?

hm pI f(x)—llmr(a) P — )1 —dt

X a-—1

f 1mf(r)‘rp 1 P_TP) dr

Al N a_ld
mff(r)r < T > T

_L-]- _ a—ld — Jja
@ f@x =) dr = Jo+ f(x)

a

[ @t
ST (@) ) (P xp)i-a "

hm PIZ f(x) = hm

a—1

- %J i@ (F5)

1 ¢ LTt “t
o () e

— 1 i a—ld — Jja
—7z5jﬂﬂﬁ—@ T = JEf)
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_ P o
11m pI +f(x) = 11 im, F(a) P — )= —dt

X

xp — P\
f 1mf(r)rp 1 5 ) dr

a

a—1
dt

1/1.xP.lnx — 1.r”lnr)

=%aff(r);( .

—%f(m a 1@611' =J% f(x)

P (@t
F(a) (zP — xP)1-@

llm PIZ f(x) = 11m

b

Tp — xP\* 1
f lmf(T)Tp 1 5 > dr

X

1/1.7PInt — 1.xP. Inx\* 1
) dt

:ﬁxfﬂt)?( 1

b
i [ (D) T =00

sonuclar elde edilir.
Lemma3.8:a > 0vep > 0olsun.

I. X > a igin,

(sx + (1 —s)a)P~?!
[xP — (sx + (1 = s)a)P]~«

PISf(x) = (x — a) ?(;)f f(sx+ (1 —s)a)ds



ii. x < b igin,

(sh+ (1 —s)x)P1
(sb + (1 —s)x)P—xP]i-@

PIE f(x) = (b—x)?(a)f[ f(sb+ (1 —s)x)ds
0

esitsizlikleri yazilabilir.
Ispat :

i. PI%, f (x) esitliginde T = sx + (1 — s)a doniisiimii uygulanirsa,

PI%f (x) = f@dr

X
pl—aj Tp—l
I'a)) (xP —1P)l-a
a

- ?(a)f : (sx + (1 —s)a)? f(sx + (1 —s)a)(x — a)ds
0

xP — (sx + (1 —s)a)P]i~¢

r pl=@ 7 (sx + (1 —s)a)P?
=&-a) F(a)of [xP — (sx + (1 — s)a)P]-@

f(sx+ (1 —s)a)ds

elde edilmis olur.

ii. PIE f(x) esitliginde T = sb + (1 — s)x doniisiimii uygulanirsa,

b
. B pl—a Tp—l
plb_f(x) - I—v(a)f (T'D _ X'D)l_a f(T)dT

- Ip—'(;{;] [ Shs i o 1-a f(sb+ (1 —s)x)(b—x)ds
0

(sb + (1 —s)x)P—xP]

B pl=@ 0 (sb + (1 —s)x)P1
== F(a)! [(sb+ (1 —5s)x)P—xP]1~@

f(sb+ (1 —s)x)ds

elde edilmis olur.
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a,bel°ved <a<b <o olmak iizere f:I°— R fonksiyonu verilsin. *I% f(x) ve

PI& f(x) fonksiyonlari iyi tanimli ve f € L (a, b) olsun.

f(x)=f(a+b—x), x€[a,b]ve

F(x) = f(x) + f(x), x € [a, b] fonksiyonlar1 tanimlansin. O halde asagidaki sonuglar elde
edilir.

Teorem 3.9 : @ > 0 ve p > 0 olsun. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise,

f(a) + f(b)
2

f(a+b)<p“1"(a+1)[

7 ) =4 —anal O+ @] <

(3.10)

esitsizlikleri yazilabilir.

Ispat : s€[01] icin, u=sa+(1—s)b ve v=(1-s)a+sb olsun. f’nin

konveksliginden,
b 1 1
F(2) = (50 s sra+57w)
yazilabilir.
f(a;rb) < %f(sa+ (1—)b) +%f((1 — $)a + sb). (3.11)

(sb+(1-s)a)P~1

(3.11) esitsizliginin her iki tarafi (b — a) @) 5P —(ob+ (L—s) ) PTi=a

ile garpilip s’ye gore (0,1)

araliginda integrallenirse,

1

1-a a + b J (sb+ (1 —-1s)a)P?

r@’ P — (sb + (1= s)a)r]i—a %

(b—a)

0

< %(b 0 b+ A=D1 1= sb)ds

I'(a) J [bP — (sb + (1 — s)a)P]t—«
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1 pl=@ 1 (sb+ (1 —1s)a)P !
t300-a) I"(a)of (b7 — (sb + (1 = )a)?

]1_af((1 —s)a+sb)ds

1 1

bulunur. Dikkat edilirse asagidaki integralde u = b? — (sb + (1 — s)a)? donisimi

uygulandiginda,
1
f (sb+ (1 — s)a)P? o - 1 [bP = (sb+ (1—-s)a)?]* |
(b7 — (sb + (1 — s)a)p]—«*° = p(b —a) a .
0
1 [P —bP)T (bP—af)F]  (bP —aP)e
- pb—a) a a ~ p(b— )
esitligi bulunabilir.

f(bs+ (1 —s)a) = f(sa+ (1 — s)b) 6zdesligi ve Lemma 3.8’in (i) maddesi kullanilirsa,

B p=% [ (sh+(1—s)a)P~!
h=0®-a I"(a)oj [bP — (sb + (1 — s)a)P]1-«

f(sa+ (1 —s)b)ds

(sb+ (1 —1s)a)Pt

3 pl—a ! .
=(b - a)F(a)Oj b7 — b+ (1= S)a)p]l_af(bs + (1 -s)a)ds

= plg+f(b)

3 pl@ a (sb+ (1 —=s)a)P?
= (b~ a) ey Of [bP — (sb + (1 — s)a)P]1-=

f((1=s)a+sb)ds = PI1%f(b)

elde edilir. Bu sonuglar (3.12) esitsizliginde yerine yazilirsa asagidaki esitsizlige ulagilir.

1-a b\ (b —a”)* 1 ~ 1 1 ~
() S < 5 I ) 45 P10 = 3 IS + £ )

(b=a) p(b—a)a ~ 2 2

1
= E pIg+F(b).

Esitsizlik diizenlenirse,
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(b? —a”)* ra+b\ _PI&F(b)
pelr'(a+1) ( 2 ) = 2 (313)

pl=%  (sb+(1-s)a)P~?

elde edilir. Benzer sekilde (3.11) esitsizliginin her iki tarafi (b — a)? @ [Gbr(—s)a)P—ar]i=c

ile ¢arpilip s’ye gore (0,1) araliginda integrallenirse,

1

1-a a + b (sh+ (1 —1s)a)P?
(b - a) I'a ) 0 [(sh+ (1 —s)a)P —ar]i~« ds
1 (sb+ (1 —1s)a)Pt
< E( a)l"(a) J G+ (1= 9)a)? = ap]l_af(sa + (1 —=s)b)ds

1 pt (sh+ (1 - s)a)p 1
F2¢ T | [Gb+ (- mwp—arpe (1790t )
1 1
= Tkt (3.14)

esitsizligi  bulunur. Asagidaki integralde u = (sb+ (1 —s)a)? —a® donisimi

uygulanirsa,

2 (sb + (1 —s)a)P~?! B 1 [(sb + (1 —5)a)? —aP]'™@ '

) [(sb+ (1 —5s)a)? —ar]l~= 5= p(b—a) a

0

1 (b? —aP)*  (a? —af)*|  (bP —al)*
—a) I o

~p( « | plb-aua

elde edilir. f(bs + (1 — s)a) = f(sa + (1 — s)b) dzdesligi ve Lemma 3.8 kullanilarak I,

ve I, integralleri hesaplandiginda,

1-a b 1-— p—1
I,=(b—a) ﬁ — [(Sb(i (If E S)a;Zaz i/ (sa+ (1= )b)ds
0

— (-0 pl=@ (sh+ (1 —5s)a)P?

r'(a) J [(sh + (1 —s)a)P — aP]1« f(bs + (1 —s)a)ds

- I f@
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1
B pl=@ (sb + (1 —5s)a)P™ !
h=0-a I“(a)bf [(sb+ (1 —s)a)? —ar]i~a

f(sb+ (1 —s)a)ds = °I%f(a)

bulunur. Elde edilen degerler (3.14)’te yerine yazilirsa asagidaki esitsizlige ulasilir.

e ra+by(bP—af)* 1, . 1,. 1, r»
b~ s f () o m e 53 BT @ +5 P f@ = 5 I [F@ + (@]
_ PIZF(a)
o wiC

Esitsizlik diizenlenirse,

(bP — aP)” (a + b) < PIZF(a) (3.15)

peT(a+1)’ \ 2 2

bulunur. (3.13) ve (3.15) esitsizlikleri taraf tarafa toplandiginda,

2(bP — aP)“ (a + b) - PIZ-F(a) + P15+ F(b)
pl (a + 1) 2 )= 2

yazilabilir. Bulunan esitsizlikler diizenlendiginde,

f<a+b) < plr'(a+1)

7)< ar —aryal BF@ + PG F )]

(3.10) esitsizliginin sol tarafi elde edilmis olur.
f’nin konveksliginden, Vs € [0,1] igin,
f(sa+ (1 —s)b) + f((l —s)a+ Sb) <sfla)+ (A —-s)f(b)+ (1 —s)f(a) +sf(b)

f(sa+ (1 —s5s)b) + f((l —s)a+ Sb) < f(a)+ f(b) (3.16)

_ )t __(pr-9a)t

r(a) [bP—(sb+(1-s)a)P]1-« ile carpilr,

esitsizligi gegerlidir. (3.16)’nin her iki tarafi (b

(0,1) araliginda s’ye gore integrallenirse,
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pt« g (sb + (1 —s)a)rP~?!

F()fUw—@b+(1_sy0qbﬂf®a+(1—swyu
(sb+ (1 —s)a)P?!

+ (b —a) p(a)f [bP—(sb + (1 — s)a)P ]~

f((1—s)a+sb)ds

1_

r(a)

1 _ -1
[F(@) + F )] j CRACRD DS

= (- a) [bP—(sb + (1 —s)a)P]1~«

esitsizligi bulunur. Daha 6nce bulunan esitlikler ve Lemma 3.8 “in (i) maddesinden,

PIEFB) + 1% F () < (b= ) e [F(@) + F)] e )
I'(a) p(b —a)a
yazilir. ifade diizenlendiginde,
PlgrF(b) < il [f (@) + f(b)] (3.17)

poT (@ + 1)

-a p-1
bulunur. Benzer sekilde (3.16)’nin her iki tarafi (b — a) pr oh (sb(jl(jl-l-(;)a?pa)a i

ile ¢arpilir,

(0,1) araliginda s’ye gore integrallenirse,

(sb + (1 —5s)a)P™ 1
@) I'(a) ) [(sb + (1 — s)a)P — ar]t~=

f(sa+ (1 —s)b)ds

pt~ (sh+ (1 - s)a)p 1

HO O ) T+ - —arpe/ (7 9+ sb)ds
pl= 2 (sb+ (1 —s)a)P~?

< (b= P @+ ) [ = ds

0
esitsizligi bulunur. Daha 6nce bulunan esitlikler ve Lemma 3.8 “in (ii) maddesinden,

1-a (bp _ ap)a

[f(a) + f(b)] Sh—ada

PI-F@) + PIf (@) < (b~ 0) s

yazilabilir. Elde edilenler diizenlendiginde,
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(b? —aP)"

DT (at 1) [f (a) + f(b)] (3.18)

PICF(a) <

bulunur. (3.17) ve (3.18) taraf tarafa toplanirsa,

(b° - a?)"

Pra Pra
I"+F(b I,-F <2—

[f (@) + f(b)]

pr'(a+1)
4(bP — aP)?

fla) +£(b)

[PISF(b) + PIEF(a)] < >

elde edilir. Boylece (3.10) esitsizliginin sag tarafi da elde edilmis olur ve ispat tamamlanr.
Uyar1 3.10 : Teorem 3.9, Teorem 3.3’iin genellestirilmis halidir.

. (3.10)’da p — 1 ve Lemma 3.7’deki (i) maddesi kullanilirsa, (3.3) esitsizliginin
elde edilecegi kolayca goriiliir. Ustelik Teorem 3.3’te f’nin pozitif olmasi
gerekirken Teorem 3.9°da boyle bir sart gerekmemektedir.

ii. (3.10)’da p — 07 ve Lemma 3.7°deki (ii) maddesi kullanilirsa, kesirli Hadamard

integralleri i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.
Ispat :
I. a > 0 ve p > 0 olsun. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks olmak iizere,

f(a@) + f(b)

[PI%F(b) + PIEF(a)] < >

(3.19)

f(a+b)<p“1"(a+1)

2 )~ 4(br — aP)

esitsizliginde p —» 1, F(x) = f(x) + f(x) esitligi ve Lemma 3.7°deki (i) maddesi

kullanilirsa,

- DY i 2@t D . - f(a) +f(b)
}Jl_Igf(aT) < ,ng{plwf(b) + pr—F(a)] < }}f}%
+b 1T(a+ 1) “ u (a) + f(b)

(a 5 )s 207 f D) Llinl[”laﬁ(b) + PIEF(a)] < % (3.20)

bulunur. Burada asagidaki limitlerin hesaplanmasi gerekir.
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11m PISF(B) = JSF(B) = J%([f(D) + F(B)] =& [f (@) + F(B)] = JS f(a) + ]S f(b)
=Ja+f (D),

lim “I5-F(a) = J§-F(a) = Ji-[f(@) + (@] = J5-[f &) + f(B)] = Ji-f (b) + J5-f (@)
= Ji-f(a).

Bu esitlikler (3.20)’de yerine yazilirsa,

b r b
F(557) = q e e f ) + g pl] < L2 12
istenilen esitsizlige ulasilmis olur.
ii. (3.10)’da p — 07 igin,
_ a+b pr'(a+1) f(a) + f(b)
i (73) = 1 o gy P+ P < fg g

+by I(a+1 a
f(a )s (a )[}LO+( i )Jlrgl+[plg+F(b)+pIg‘—F(a)]

2 4 bP — af
a)+ f(b
Sf() f(b) 321)
2
p \* _ .. 1 1 Sy
esitsizligi yazilir. llm (bp aP) = pll)r(‘gl+ (m) =5 limiti ve Lemma 3.7°deki

(ii) maddesi (3.21)’de yerine yazilirsa,

(a ; b) < Ia -:)13] +F(b) +Jp-F(a) < f—(a) ;f(b)
4 (ln —)
elde edilir, ispat tamamlanir.
Sonuc 3.11 : a > 0 olsun. f konveks bir fonksiyon ise,
a+by TI'(a+1) f(a) + f(b)
F(2) s =) F ) + g F(@ s 2

+(n3)
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esitsizligi saglanir.
Eq,p():[0,1] - R fonksiyonu a > 0 ve p > 0 igin,

Eqp(t) = [(ta+ (1 —t)b)? —af]* — [(th + (1 — t)a)? — a?]*
+ [b? — (tb + (1 — t)a)P]* — [b? — (ta + (1 — t)b)P]*

seklinde tanimlansin.

Lemma3.12:a > 0ve p > 0olsun. f € C1(I°) ise,

fl@+fb) prla+1)

[P1SF(b) + PIE-F(a)]

2 4(bP — gr)e
b—a : y /
- Wj Eqp®)f'(ta+ (1 —t)b)dt (3.22)
0

esitligi gegerlidir.

Ispat : Esitligin sol tarafinin sag tarafa esit oldugunu gostermemiz yeterlidir. Kismi

integrasyon yardimiyla,

p!
r(

b b
a pl—a ,L.p—l —-a . o
PIS F(b) = r@ ] r —p)ia F(t)dr = D f P~ 1(bP — tP)* 1F (7)dr

pe| _F@ee - f b — )"
ap

T (o) ap

F'(t)dt

a qa

pe| e - b0 F@@p - f s
a

T (o) ap ap

F'(t)dt

a

yazilabilir. Burada integralde 7 = sb + (1 — s)a doniisiimii uygulanirsa,
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F(a)(b? — aP)“
plr'(a+1)

(b —a)
pel'(a + 1)0

pIg+F(b) =

[b? — (sb+ (1 —s)a)P]*F'(sb + (1 — s)a)ds

_ F(a)(b? — a?)* (b—a)
 pal(a+1) plr'(a+1)

(3.23)

elde edilir. Benzer sekilde kismi integrasyon kullanilarak,

b
. ~ pl=@ -1 ~
P @) = F(a)f (P — aP)1l-« Fnde =

b
1-«a
?(a) f P~ 1(P — aP)* 1F(7)dt

o |F@@ —an)e
- I'(a) ap

b - (‘L’p _d ap)a )
_]-TF (T)d‘l,'

a q

[ b
P FO)BP —aP)* F@(@? —a’)* [P —af)*
=@ 7 — e — f o F (‘L’)dT]

bulunur. Burada integralde t = sb + (1 — s)a doniisimii uygulanirsa,

F(b)(bP — aP)®

iR @) = pel'(a + 1)
B %0 [(sb + (1 = 5)a)? — a?]“F'(sb + (1 - s)a)ds
_F(b)(? —a’)* (b—a)
T pT(a+ 1) per(a+1) (3:24)
elde edilir. (3.23) ve (3.24) taraf tarafa toplanir ve diizenlenirse,
a a _ (bP —aP)"” (b — a) ~
PI%F(b) + PIZF(a) = Tt D [F(a) + F(b)] + PONCES)) [4 — B]
pP — gP)* _ 3 b —
= %[f(a) +f(@+f) + f(b)] +%[A — B]
_ P —a?)® (b —a)
= m[Zf(a) + 2f(b)] +m[fl — B]
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f@+f(b)  pria+1)
2 4(bP — aP)@

(b —a)
4(bP — aP)

[PISF(b) + PIEF(a)] = [B — A] (3.25)

esitligine ulasilir. Dikkat edilmelidir ki F'(x) = f'(x) — f'(a+ b — x) esitliginde
x = sb + (1 — s)a yazildiginda,

F'(shb+(1—-5s)a)=f'(sb+ (1 —5s)a)—f'(sa+ (1—s)b), s€[0,1]

elde edilir. Ik 6nce B ve A integralleri hesaplanmalidr.

B = j (s + (1 — $)a)? — aP]F'(sh + (1 — s)a)ds
0

1

- f[(Sb + (1 -9s)a) —af]*[f'(sb+ (1 —s)a)

0
—f'(sa+ (1 —s)b)lds

= J[(Sb + (1 = s)a)? —aP]*f'(sb + (1 — s)a)ds
0
- [1tb+ =)0 - ao1ef(sa + (1 = pmpas
0

Yazilan bu esitlikteki ilk integralde s =1 —¢, ikinci integralde s =t doniisiimi

uygulanirsa,
B = f[(ta + (1 —-t)b)P —aP]*f'(ta+ (1 — t)b)dt
0
- f[(tb + (1 —-t)a)? —aP]*f'(ta+ (1 — t)b)dt
0

yazilabilir. Benzer sekilde,

36



A= |[b? —(sb+ (1 —-5s)a)’|*F'(sb+ (1 —s)a)ds

O\r—\

[b? — (sb + (1 —s)a)?1*[f'(sb + (1 — s)a)

\H

"(sa+ (1 —s)b)]ds

\Ho

[bP — (sb+ (1 —5s)a)P]*f'(sb + (1 — s)a)ds

[bP — (sb + (1 —s)a)?1%f'(sa+ (1 —s)b)ds

O\H ogﬂ_‘

esitligindeki ilk integralde s = 1 — ¢, ikinci integralde s = t doniisiimii uygulanirsa,

1
A= f[bp —(ta+ (A —-0)b)P1%f'(ta+ (1 — t)b)dt
0
1
— f[bp —(th+ (A —-t)a)?]%f'(ta+ (1 — t)b)dt
0

yazilabilir. B — A hesaplandiginda,

B—-—A= j{[(ta + (1 —=t)b)P —af]* - [(th+ (1 — t)a)? — aP]*
0
+ [bP — (th + (1 — t)a)P]*
—[bP — (ta+ (1 — t)b)P]*} f'(ta + (1 — t)b)dt

1

= f Eqp(®) f'(ta+ (1 —t)b)dt

0

elde edilir. Hesaplanan B — A degeri, (3.25)’te yerine yazilirsa,
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b ar 1
re erf( - f(bp(i :p)zx [PISF(b) + PIE-F(a)]

1
b —
_ ﬁ f Zq,(0) f'(ta + (1 — Db)dt (3.26)
0

istenilen sonuca ulasilmis olur.
Uyan 3.13 : (3.22) esitliginde p — 1 i¢in Lemma 2 elde edilir [10].

Ispat : (3.22) esitliginde p — 1 i¢in Lemma 3.7 ‘nin (i) maddesi kullamilirsa,

lim

p—1

b) p*r(a+1
[f(a) e (ORI

1

b -

lﬁf & o G t)b)dt]
0

yazilabilir. Esitlik dlizenlenirse,

F@HF®) T@HD e (1) 4 f0) + i () + F))|

2 ~ 4(b — a)~
_f@ erf(b) B :((bajal))a U% (FB) + f(@) +JE-(F (@) + F(B))]
T S s ) + £ (@)
Y T

0
bulunur. Yukaridaki limit hesaplanir ve (3.27)’de yerine yazilirsa,

}Ji_r)riEa,p(t) = }Ji_r)ri{[(ta + (1 -t)b)P —a?P]*-[(th+ (1 —t)a)? —al]®

+ [b? — (tb + (1 — t)a)P]* — [b? — (ta + (1 — t)b)P]*}
=b—a)*A-)*—-b-a)*t*+(b—-—a)* (1 —-t)* - (b — a)*t”

=2(b—a)*[(1—-t)* —t%]
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f@+f() '@+
2 4(b — )a

(b—)

2 f () + Ji&-F(@)]

“ f'(ta+ (1 —t)b)dt

istenilen esitlige ulasilir. Burada iki tarafin birbirine esitligi goriilmek istenirse,

f(a) + f(b) 1"(06+1)
2 4(b -

z U+ f () + J§-f ()]

-2 f (=0 = f at G=no)de =700 G28)
0

I integralinin hesaplanmasi yeterlidir.

1
f A-)*—t%f'(ta+ (1 —t)b)dt
0

1
= j(l —t)*f'(ta+ (1 —t)b)dt — f t*f'(ta+ (1 —t)b)dt =1, + L.
0
Kismi integrasyon yardimiyla,

I, = j(1 — O f'(ta+ (1 — O)b)dt
0

flta+ (1=0)b)|" f(ta+ (1= 1t)b) ”

1
1-— a—1
+fa( t) p—

=a-0° a—>b
0 o
= lf(—bi —)* 1 f(ta+ (1 —t)b)dt

yazilabilir. Burada x = ta + (1 — t)b doniisiimii uygulanirsa,
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L =

) @ [a-xatfG) | f(b)
b—a b—a,!(a—b) a—bdx_b—a_(b a)"“r1

_f®)  al(a) _f®)  r@+1)
“bh—a (b — )a+1]bf() h—a (b a)aﬂ]bf()

fm—xV]f&Mx

elde edilir. Benzer sekilde kismi integrasyon uygulanirsa,

I, = —f t* f'(ta+ (1 —t)b)dt
0]

L S@a+ (1 —1)b)
t
b—a

1 1
+jat“‘1f(taz(_1b_ t)b)dt

0 o

_ f(@
b—a

+ ﬁj t* 1 f(ta+ (1 —t)b)dt

0

yazilabilir. Burada x = ta + (1 — t)b doniisiimii uygulandiginda,

f@ , a ](ZiZ) ), f@

b
& -1
I, = a—bdxzb—a_(b—a)““f(b_x) f(x)dx

b—a a—bb
_f@ al (a) f (@ TI(a+1)
“h—a Boaea /O =T o gela®)
yazilir.

fl@+fkh) Tla+1)

htly == — =~ g gyer VaS ®) +Ji-f(@)]

Hesaplanan I; + I, b;—a ile ¢arpilirsa,

1

b - a(h +12) — b ;af[(l — t)a _ ta]f/(ta_l_ (1 —t)b)dt
0
f@+fB) Ta+1) )
B 2 B Z(b — a)a []a"'f(b) +]b‘f(a)]

esitligi elde edilir.

a >0 vep > o0olsun. x,y € [a, b] igin,
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a+b

2 b
z:“<p,x,y>=f I — ully® — uP|*du — f|x—u||yp—up|adu
a

a+b

2

seklinde tanimlansin. O halde asagidaki sonug elde edilir.
Teorem 3.14 : a > 0 ve p > 0 olsun. f € C1(I°) ve |f'|, [a, b] aralifinda konveks bir
fonksiyon olmak tizere,
Ig(a, b) = L%(p,b,b) + L*(p,a,b) — L*(p,b,a) — L%(p,a,a)
seklinde tanimlanirsa,

flw+fb) plrla+1)
2 4(bP — aP)*

.. I5(a,b)
~ 4(bP — aP)*(b — a)

[PISF(b) + PIE-F(a)]

(f' @I+ 17D (3.29)

esitsizligi yazilabilir.
Ispat : Lemma 3.12 ve |f’| fonksiyonunun konveksligi kullanilirsa,

fl@+fb) pra+l)
2 4(bP — aP)@

[PISF(b) + PIE-F(a)]

b—a X . ,
< W()ﬂ Eq,p(O|If(ta + (1 — ©)b)|dt

< 2oy | @I [ ]2 0]ac
0

+1f'(b)| f(1 —t) | Eqp(®)|de (3.30)
0

esitsizligi elde edilir.
u € [a, b] i¢in,
ow)=[u? —af]*—[(b+a—-u)’ —aP]*+[b? — (a+ b —w)P]* — [b? —uP]*

seklinde tanimlansin. O halde u = ta + (1 — t)b doniisimii uygulanirsa,
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1

ft | 2, (0)|dt

0

f t|I[(ta+ (1 —=t)b)? —aP]* = [(th+ (1 —t)a)? — al]®

+ [b? — (th + (1 — t)a)P]* — [b? — (ta + (1 — t)b)P]*| dt
b

= [ (=) I = @1~ (6 + a = — a?I"

b—a
du
157 = (a+b = WP - b - u?]o]
b
= ! b—u)d
—(b-a)z!"’)(”)'( wdu

esitliginin dogru oldugu goriilebilir. ¢, [a, b] araliginda azalmayan bir fonksiyon olsun. O
halde,

p@)=[a? —al]*-[(b+a—a)’ —al]*+ [bP — (a+ b —a)P]* — [bP — aP]*
= —2[bP —a”]* <0

ve

([ -of -[oro- 232 o]

+[bp_(a+b_a;b)”]“_[bp_(a;b)”]“=o

dogrudur. Sonug olarak,

a+b

p(u) <0, asu<

a+b
pw) >0, — <u<bh

yazilabilir.
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a+b

2 b
I, = f (b —u)(b? —u”)*du — f (b —uw)(b? —uP)*du = L*(p, b, b)

a+b

2

atb
2 b

I = — f (b — ) (u — a?)*du — f (b — W) (P — a?)%du = —L%(p, b, a)
2 atb

2
v = a + b — u degisken degistirmesi yardimiyla,

a+b

2 b
I3 = f b—-—uw)((b+a—u) —af)du— f(b—u)((b+a—u)p —af)%du

a+b

2
= _La(P: a, a)

a+b

2 b
I, = — ] (b — (a+b —u)P)*(b — u)du — f(bp — (@ +b—w)P)*(b —wdu

a+b

2
= L%(p,a,b)
seklinde parcalandiginda,

1

ft|5a,p(t)|dt =

0

L%p,b,b) + L%(p,a,b)—L(p,b,a)—L(p,a,a) _ I5(a, b)
(b —a)? ~ (b a)?

(2.31)

bulunur. Benzer sekilde asagidaki integralde u = tb + (1 — t)a degisken degistirmesi

yapilirsa,

1

j(l —t) | Eqp(D)|de
0

= j(l —t)|[(ta+ (1 =t)b)? —aP]* = [(th + (1 — t)a)? — a”]*

0
+ [b? — (tb + (1 — t)a)P]* — [b? — (ta + (1 — t)b)P]*|dt
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—fb(b_“)u P a )~ [0+ a =) a1 + 5P~ (a b b~ )]
= h—a u a a—u a a u

du

b
1 I5(a,b
_[bP—uP]“|a_b=(b_a)zj|(p(u)|(b—u)du p(a.b)

T (b—a)?

(3.32)

esitligi elde edilir. (3.30) esitsizliginde, elde edilen (3.31) ve (3.32) esitlikleri yerine

yazilirsa,

fl@+fb) prla+1)
2 4(bP — aP)®

[ P15 F(b) + PIE-F(a)]

1

b—a
< -
_4(bp—ap)“f
0

Bap || (ta + (1 — t)b)|dt

b—a , I5(a, b) , I5(a,b)
= W(V (a)] b — )2 +1f'(b)l = a)2>
I3 (a,b)

=i —aryep @ | @B

esitsizligine ulasilir ve ispat tamamlanur.
Uyarni 3.15 : (3.29) esitsizliginde p — 1 igin Teorem 3.6 elde edilir.
Ispat : (3.29) esitsizliginde p — 1 igin,

I f@+fb) pTrla+1)
1m

[ P15 F(b) + PIE-F(a)]

p~1 2 " 4(bP — ar)e
<1 Iy (a, b) , ,
= M 2P — ah)e(b — o) (f' @I+ 171D (3.33)

yazilabilir. Oncelikle lirril;j‘ (a, b) limiti hesaplanmalidir.
p—

})irril;j‘(a, b) = lirq[L“(p, b,b) + L%(p,a,b)—L%(p,b,a)—L%(p,a,a)]
- p—

= L%(1,b,b) + £L%(1,a,b)—L%(1,b,a)—L%(1, a, @) (3.34)
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a+b

L“(lbb)—f |b —u||b — u|*du — flb ul|lb — u|%du

a+b

2

a+b
b
(b _ a)a+2 (b _ a)a+2

20+ (q + 2) (a+2)

=f (b_u)a+1du_ f(b_u)oﬁldu:_
axb
2

a+b

L“(lab)—f la —ul||lb — u|%*du — Jla—ullb ul|*du

a+b

2
a+b

j (u—a)(b —u)*du — j(u —a)(b—u)%du

a+b

2
(b _ a)(x+2 (b il a)a+2 (b - a)a+2 (b _ a)a+2
T 2@+ D (2@t (atl)  @+2)

a+b

L*(1, b, a)—j |b —ulla — u|*du — Jlb ulla — ul|%du

a+b

2
a+b

j (b—uw)(u—a)*du— J b—u)(u—a)*du

a+b

_(b- Q%2 (h—a)®™?  (b—a)®? (b— a)**?
T 2e(a+1) 2% (a+2) (a+1) + I

a+b

b
L“(l,a,a)zf la — ulla — u|*du — fla—ulla—ul“du
a+b
2

a+b

f (um @y idu - f (4 iy = L=QT (b=
a+b

20t (g +2)  (a+2)

bulunur. Elde edilen bu degerler (3.34)’te yerine yazilirsa,
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(b _ a)a+2 (b _ a)a+2 (b _ a)a+2 (b _ a)a+2 (b _ a)a+2
T 20*1(@+2) | (a+2) 2%(a+1) 29t (a+2)  (a+1)
_ (b _ a)a+2 (b _ a)a+2 (b _ a)a+2 (b _ a)a+2 (b _ a)a+2

})i_r)rilg(a, b) =

(@+2) 2%a+1) +2a+1(a+2)+ (a+1)  (a+2)
(b _ a)a+2 (b _ a)a+2 B Z(b _ a)a+2 1
20t +2) | (a+2)  (a+1) ( B z_a> (3:35)

elde edilir. (3.35) esitligi (3.33)’te yerine yazilir ve Lemma 3.7 kullanilirsa,

fl@+fM) I'(a+1)

& F(b) + J&F ()]

2 4(b — a)«
<2 (1) (Ar @1+ 17 )
<331 7) (P @I+ 1P
bulunur ve ispat tamamlanur.
a>0vex,y € [a,b] igin,
a+b

2 4 a
W (x,y) = f |x — ul |ln; du
a

a b u
du — flx—ul |ln—
y

a+b

2
operatorii tanimlansin. (3.29) esitsizliginde p — 0 i¢in asagidaki sonug elde edilir.
Sonug¢ 3.16 : a > 0 olsun. f € C1(I°) ve |f'|, [a, b] araliginda konveks ise,

K%(a,b) = W%(b,b) + W*(a,b) — W*(b,a) — W*(a, a) olmak iizere,

F@OAT®) T D e py + g5-p@)l| = —— 2 el + 1 @)D

2 Yy 4 —a) (1)

esitsizligi saglanir.

Ispat : (3.29) esitsizliginde p — 0 yazilir ve Lemma 3.7’ deki
pILIgL PIZf(x) = J5+ f (%),

liI;I)lJr PIZ f(x) = J% f(x) esitlikleri de kullanilirsa,
p—
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f(a) + f(b) ra+1) " u
2 " 4(Inb —Ilna)® Ve Fb) +J5-F(@)]

< (" (@] + If'(b)l)lm I5(a,b)
- 4(b —a) p~04(Inb —Ina)®

Ig(ab
bulunur. Burada })12% BP—aP)?

limiti hesaplanmalidir.

Ig(a: b) . [‘Ca(p’ b, b) +LQ(P, a, b)_La(P, b' a)_»Ca(P’ a, Cl)]

im————— = lim
p—0 (bP — aP)®  p-0 (bP — ar)«

esitliginde limitler tek tek hesaplanirsa,

a+b

2
L@bb) i [T b—ull "
pli%(bp—ap)“_f | _ulpl—rg|bp—ap “ jl ul 1m|bp—ap u
“ 2
[%52 b ]
[ ool Y
(lnb—lna)“[fl —u||lnE| du — flb—ulllngl duJ
a atb
2
J— a
_(lnb—lna)“w (b,b)
a+b
li La(p,a b) 1 . bP — uP Old
pl—rg(bp—ap)“ fla—ulpl_rg h aP du — fla—ul im P—ap| Uu
42 ,
LI " 4 " dul
(lnb—lna)“lj |a—u||nE| U= f'a‘”||n5| uJ
a at+b
2
— a
_(lnb—lna)“w (a,b)

a+b

2 b

o L9, b a) _f b — ulli |a —u”“d flb " |a —u"“d

pl—rftl)(bp—ap)“_ W be —ar| , WS pp —ar|
a

2
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ﬂ 1

flb ul |ln—| du — flb—ul |ln—| du

a+b

2

1
(ln b—Ina)®

1

=~ weep
(lnb—lna)“w (ba)

af —uP 1@

a+b
. L%p,a,a) af —uP
lim f Ia—ulllm

a
p—>0(bP—aP)“ T du — fla—u|11£n|

p—0|bP — aP

a+b

2

2

atb 1

2 b
1 I u“ u I
:mlf |a—u| |lna| du — fla—ul |lna| dul
a a+b J

1
— . SR a
nb—naye V. @a)
elde edilir. Bulunan esitliklerden,

" I5(a, b) _ W% b,b) + W*(a,b) —W*(b,a) - W a,a) K% a,b)
P50 (bP — aP)@ (Inb —Ina)“ ~(nb—Ina)®

yazilabilir. O halde elde edilen degerler ilk esitsizlikte yerine yazilirsa,

b “ab
[OXT®) LD e bty + gi-r@l| < —“2p @l + 1w

2 4 (ln E) 4(b — a) (ln E)

sonucuna ulasilir.
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4. KESIRLI INTEGRAL ICEREN HERMITE-HADAMARD TiPi
ESITSIZLIKLER

Bu béliimde, bir fonksiyonun baska bir fonksiyona gore kesirli integralini igeren Hermite-
Hadamard tipi esitsizlikler incelenmistir. Riemann-Liouville ve Hadamard Kkesirli

integralleri genellestirilmistir [11].

f:1° = R bir fonksiyon a,b € I° ve 0 <a < b < o olsun. f € L”(a, b) olmak iizere,
I, gf(x)vel b-.gf (x) fonksiyonlarinin iyi tanimli oldugu varsayilsin. x € [a, b] igin,
fG)=f(a+b—x)
ve
F(x) = f(x) + f(x)
seklinde tanimlansin. O halde asagida verilen sonug ortaya ¢ikar.

Teorem 4.1 : @ > 0 olsun. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise,

f(a) + f(b)
2

f(a+b)s4[ Fr'a+1)

2 g(b) — g(a)]a( a+:gF (b) + Iﬁ—;gF(a)) <

(4.1)

esitsizligi yazilabilir.

Ispat : s€[0,1] icin u=sa+(1—s)b ve v=(1-s)a+sh kabul edilsin. f

fonksiyonunun konveksliginden,

() -1 () <o

yani

by 1 1
f(a;r )Szf(sa+(1—s)b)+5f((1—s)a+sb) (42)

esitsizligi yazilabilir. (4.2)’nin her iki tarafi

(b—a) g'(sb+(1—-5s)a)
r'(a) [gb)—g(sb+ (1 -s)a)]'~*

ile carpilir (0,1) araliginda s’ye gore integrallenirse,
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ds

(b — a)f (a + b)fl g'(sb+ (1 —5s)a)
r@ "\727) ) g® - gGb+ A=~

1(b—a) [g'(sb+(1—s)a)f(sa+(1—s)b)

<= — ds
2 I'(a) ) [g(b) —g(sb + (1 —s)a)]*~*

N l(b —a) 1g’(sb +(1- s)a)f((l —s)a+ sb)
2 I'(a) ) [g(b) — g(sb + (1 —s)a)]'~

(4.3)

elde edilir. Burada x = g(b) — g(sb + (1 — s)a) doniisiimii uygulanirsa,

ds

fl g'(sh+(1—-9)a)
J lgb) = g(sb+ (1 = s)a)'=«

. fo —ﬁx“‘ldam bl_ [g(b) — g(a)]*
9®)=9(@) ‘ 58

esitligi bulunur. (2.10) kullanilarak,

(b—a) 1g’(sb + (1 —=s)a)f(sb+ (1—-5s)a)
r@ ) 9@ -gGb+ -l

ds =1%.,f(b)

(b—a) 1g'(sb +(1- s)a)f((l —s)a+ sb)
r(a) ) [g(b) — g(sb + (1 —s)a)]*~@

= I+, f (b)

esitlikleri yazilabilir. Elde edilen bu esitlikler (4.3)’te yerine yazilirsa,

[g(®) — g(@)]* € + b) angf ) + 1o f (D) _ I, F (D)

I'(a+1) 2 2 2 44)

bulunur. Esitsizligin sol tarafi elde edilir. Benzer sekilde (4.2) nin her iki tarafi

(b—a) g'(sb+ (1 —-5s)a)
r(@ [g(sb+(1—-s)a)—g(a)]“

ile carpilir (0,1) araliginda s’ye gore integrallenirse,
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ds

(b — a)f (a + b)f1 g'(sb+ (1 —-5s)a)
r(a) 2 /) lglsb+ (1 =s)a)—g@]'™®

1(b-a) [g'(sb+(1—s)a)f(sa+(1—s)b)

<= — ds
2 I'(a) ) [g(sb + (1 —s)a) — g(a)]*~*

1(b—a) [ g'(sb+ (1= )a)f(sh+ (1= )a)
2 I'(a) ) [g(sb + (1 —s)a) — g(a)]*~“

ds (4.5)

elde edilir. Burada x = g(sb + (1 — s)a) — g(a) dontisiimii uygulanirsa,

.f g'(sh+ (1 -s)a) .
) [g(sb + (1 —s)a) — g(a)]*~*
g)-g(a)

= 1 a—ld_ 1 b a
= | o= g e®) - 9(@)

0

esitligi bulunur. (2.11) kullanilarak,

(b—a) 1g’(sb + @A -s)a)f(sb+ (1 -s)a)
r@ ) [g(sb + (1 = s)a) — g(a)]*~“

ds = If-,,f(a)

(b-a) [g'(sb+(1—s)a)f(sa+(1—s)b)

r(a) J [g(sb + (1 — s)a) — g(@)]*~ ds = Iy-4f (@)

esitlikleri yazilabilir. Elde edilen bu esitlikler (4.5)’te yerine yazilirsa,

[9(b) — g(a)]® (a+b><1§—;gf(a>+1ff—;gf<a>: b6 (@)

F(a+1) 2 )~ 2 2 (4.6)

bulunur. Boylece (4.4) ve (4.6) esitsizlikleri taraf tarafa toplanir ve diizenlenirse,

(a+b>s4[ a+1)

2 g(b) — g(a)]* (I((lx"';gF(b) + I{f—;gF(a))

elde edilir ve ilk esitsizlik ispatlanmis olur.

Vs € [0,1] i¢in f konveks oldugundan,
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f(sa+ A —=5s)b)+ f(sb+ (1 —5s)a) <f(a)+ f(b) 4.7)

(b—-a) g'(sb+(1-s)a)

@ ls®-gbra—san— e sarpip (0.1)

yazilabilir. (4.7) esitsizliginin her iki tarafi

araliginda s’ye gore integrallenirse,

(b-a) [g'(sb+(1—s)a)f(sa+(1—s)b)
I'(a) ) [g(b) —g(sb+ (1 —s)a)]*~¢

(b—a) 1g’(sb +(1- s)a)f((l —5s)a+ sb)
r'(a) ) [g(b) — g(sb + (1 —s)a)]*~*

b—a) [ '(sh + (1 —
< @+ 7o) G [ T
0

g9(b) —g(sb+ (1 —s)a)]*~«

bulunur. (2.10) ve daha once hesaplanan integral yardimiyla elde edilen bu esitsizlik

asagidaki sekilde yazilabilir.

[g(b) — g(a)]*
ra+1)

arigF () < (f (@) + f(b)). (4.8)

(b—a) g'(sb+(1-s)a)
r(a) [g(sb+(1-s)a)—g(@)]*~

Benzer sekilde (4.7)’nin her iki tarafi —ile ¢arpilir (0,1) araliginda

s’ye gore integrallenirse,

(b — a) 1gl(sb + (1 — S)a)f(sa + (1 — S)b)
r(a) ) [g(sb + (1 —s)a) — g(a)]*~“

(b —a) 1g’(sb + (1 —s)a)f(sb+ (1 —s)a)
r@@ J  lg(sb+(1-9a)=g@]*

g'(sb+ (1 —-5s)a)

< (F(@) + o) o f s
- r@ JlgGhb+-9)a) - g@—e

bulunur. (2.11) ve daha 6nce hesaplanan integral yardimiyla esitsizligin asagidaki sekilde

yazilabilecegi kolayca goriilebilir.

[g(b) — g(a)]*
ra+1)

Iy-.4,F(a) < (f(a) + F(B)). (4.9)

(4.8) ve (4.9) taraf tarafa toplanirsa istenilen ikinci esitsizlik elde edilir.
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Fra+1)
[g(b) — g(a)]®

fla) +f(b)
2

(1%, F (b) + I 4F(a)) <

Boylece ispat tamamlanmis olur.

(4.1) esitsizliginde g(x) = x olarak alinirsa [10]’da ispatlanan asagidaki sonug elde edilir.
Eq,g(t):[0,1] - R fonksiyonu a > 0 igin,

Bqg(0) = [gta+ (1 - 0)b) —g(@)]* - [g(tb + (1 - t)a) — g(a)]*
+[g(b) —g(tb + (1 - a)]* - [g(b) — g(ta+ (1 - O)b)]*
seklinde tanimlansin.

Lemma4.2 : a > 0 olsun. f € C1(I°) ise asagidaki esitsizlik yazilabilir.

f@+fkh)  I'e+1)
2 4[g(b) — g(a)]®

-9 g ) , B
& 4[g(b) £ g(a)]a Oj "‘a,g(t)f (ta+ (1 —t)b)dt. (4.10)

(1§‘+:gF(b) + I{,"—:gF(a))

Ispat : Kismi integrasyon yardimiyla,

b
F 1
lavgF () = r(a)j g(g)(r)g((:))l —a mj g @F@Igb) - g(D]* " dr
[ b
=r(1a) FOlg . J lg(b) — g(r) . dtl

1 __ F(b)[g(b) — g(b)]* N F(a)[g(b) — g(a)]”
" I'() a a

b

[g(b) — g(D)]*
+ j -

F'(7) dr]

a

_[g(b) — g(a)]*
T T'(a+1)

[9(b) — g(D]*F'(D)dr

yazilabilir. Burada T = sb + (1 — s)a alinirsa,
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lg(b) — g(a)]*

g*:gF(b) = Fa+1) F(a)
1
(b _ a) ag’
WTCTE) [g(b) — g(sb + (1 — ))]“F'(sb + (1 —s)a)ds  (4.11)
0

esitligi elde edilir. Benzer sekilde,

b
e o L[ g@F® 1 [ e
0P (@ = 105 | e 4 = Ty j g @F@Ig() ~ g(@)]*dr
b
1 F(T)[ [g(®) — g(a)
e J F(T)d’[]

1 -F(b)[g(b) —g9@]*  F(a)lg(a) — g(@)]”
" I'(a) a a

b

J [9(z) — g(a)

F' (T)dT‘

a

_[g(®) — g(a)]”
 T(a+1)

F(b) - [9(0) — g(@]*F'(D)dz

r'a+1)

yazilabilir. Burada t = sb + (1 — s)a alinirsa,

[g(b) — g(@)]*

li-gF (@) ==F =y F®)
1
(b—a) .
T+ D [g(shb + (1 —s)a) — g(@)]*F'(sb + (1 —s)a)ds  (4.12)
0

esitligi ortaya ¢ikar. (4.11) ve (4.12) esitlikleri taraf tarafa toplanir ve diizenlenirse,

f(a) +f(b) Fla+1) [

7 Ay - g e O ¥ I @)

-9 N
=00 = g @ !{[Q(Sb + (1 -9)a) —g(a)]
—[g(b) — g(sb + (1 = $)a)]“} F'(sb + (1 — s)a)ds (4.13)
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bulunur. Diger yandan,
F(x) = f(x) + f(x)
Fx)=f(x)+ f(a+b—x)
esitlikleri bilindiginden fonksiyonun tiirevi alinirsa,
F'x) =f'"(x) —f'(a+b—x)
esitligi elde edilir. s € [0,1] i¢in x = sb + (1 — s)a yazilirsa,
F'(sb+ (1 —-5s)a)=f'(sb+ (1 —5s)a)— f'(sa+ (1—5s)b)

bulunur. Buradan,

j[g(sb + (1 —-s)a) —g(a)]*F'(sb+ (1 —s)a)ds
0

“»—\

[g(sb + (1 —s)a) — g(@)]* (f'(sb + (1 — s)a)

\f,o

"(sa+ (1 - s)b))ds

[g(sb+ (1 —5s)a) —g(a@)]*f'(sb + (1 —s)a)ds

O\H

[g(sb+ (1 —5s)a) —g(a)]|*f'(sa+ (1 —s)b)ds

o\“_k

esitligi yazilabilir. Esitligin sag tarafinda ilk integralde s = 1 — ¢, ikinci integralde s =t

doniistimii uygulanirsa,

j[g(sb +(1—-5)a) —g(a)]*F'(sb+ (1 —s)a)ds
0

[glta+ (1 —t)b) —g@)]*f'(ta+ (1 —t)b)dt

o\»—x

[gith+ (1 —t)a) — g(a)]*f'(ta+ (1 —t)b) dt (4.14)

o\»—x
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bulunur. Benzer sekilde,

1
f[g(b) —g(sb+ (1 —s)a)]*F'(sb+ (1 —s)a)ds =
0

1

- f [g(b) — g(sb + (1 — )] (f'(sb + (1 — $)a)
0

— f'(sa+ (1 —s)b))ds

[gb) —g(sb+ (1 —s)a)]*f'(sb+ (1 —s)a)ds

o\»—\

[glb) —g(sb+ (1 —s)a)]*f'(sa+ (1 —s)b)ds

O‘n—\

esitligi yazilabilir. Esitligin sag tarafinda ilk integralde s = 1 — ¢, ikinci integralde s =t

doniligiimii uygulanirsa,
1
f[g(b) —g(sb+ (1 —s)a)]*F'(sb+ (1 —s)a)ds
0
= ][g(b) —gta+ (A —-0)b)]*f'(ta+ (1 —t)b)dt
0

[g(b) —g(tb+ (1 —-t)a)|*f'(ta+ (1 —t)b) dt (4.15)

o—_

bulunur. (4.14) ve (4.15) esitlikleri (4.13)’te yerine yazilirsa,

f@+fm)  I'e+1)
2 4[g(b) — g(@)]*

[184.,F(B) + I~ 4 F ()]

R
~ 4[g(b) — g(a)

—[gb+ (A -t)a) — g(@)]* - [g(b) — g(ta + (1 - 1t)b)]*
+[gb) —gth+ (1 —t)a)]*} f'(ta + (1 — t)b)dt

" f (lg(ta+ (1 — Ob) — g(@)]®
0

elde edilir. Bu esitlik diizenlendiginde istenilen sonuca ulasilir.

56



f@w+fm)  Ia+1)
2 4[g(b) — g(a)]*

B (b—a)
~ 4[g(b) — g(a)]*

[ ((:"';gF(b) + Il()l_;gF(a)]

1
f Eqg(t) f'(ta+ (1 —t)b)dt

0
boylece ispat tamamlanir.

a > 0 olmak iizere Vx,y € [a, b] igin,

a+b

2 b
LE(xy) = f X — ullgy) — g(w|“du f X — ullg(y) — g(w)|“du

a+b

2

operatorli tanimlansin. O halde agagidaki sonug elde edilebilir.
Teorem 4.3 : a > 0 olsun. f € C1(I°) ve |f'|, [a, b] araliginda konveks bir
fonksiyon olmak iizere,

I$(a,b) = L5 (b,b) + LF(a,b) — L5 (b,a) — L{(a,a)
seklinde tanimlanirsa,

fl@+f)  I'@+1)
2 4[g(b) — g(a)
- 1$(a, b)
~ 4[g(b) — g(a)]*(b —a)

1o [Ig’r;gF(b) + I{,X—;gF(a)]

(f' @I+ 17" (4.16)

esitsizligi saglanir.
Ispat : Lemma 4.2 ve |f’| fonksiyonunun konveksligi kullanilirsa,

flaw+fm)  I'(@+1)
2 4[g(b) — g(a)

G [Ig’r,-gF(b) + If,x—;gF(a)]

SR Gl faa O|If'(ta + (1 — O)b)| dt
4lg(b) - g(a)] ) 7

1 1

b_
0-a () f t|Ea o (O]dt + 1 ()] f 1- 0, ®de|  (@17)

<
~ 4[g(b) — g(a)]*

S7



esitsizligi yazilabilir.

pw) =[gw) —g@]*-[glb+a—-u)—g(a)]*+[gb)—gla+b—-w]*

—[g(b) —g(W)]*, u€la,b]

fonksiyonu tanimlanmis olsun. O halde asagidaki integralde u = ta + (1 — t)b doniisimii

uygulanirsa,

1

ft|5a,g(t)|dt

0

1
- f tllg(ta + (1 — )b) — (@]« — [g(th + (1 - H)a) — g(a)]*
0

+g(b) —g(th + (1 - Da)]* — [g(b) — g(ta + (1 —t)b)]*|dt

b

b_
- j (ﬁ) g — g(@]* = [g(b + a—w) - g(@)]*

a

du
+[gb) —gla+b—-w)]*—[gb) —g)]*|

(b—a)

. b
= (b——a)szp(u)l(b —uw)du

esitligi elde edilir. ¢ fonksiyonu [a, b] araliginda azalmayan bir fonksiyondur.

p(a) = —2[g(b) — g(a)]* <0

ve

esitlikleri saglanir. Sonug olarak,

a+b

p(u) <0, asuc<

a+b
p(u) =0, T<u<b

yazilabilir. Buradan f:lgo(u)l(b — u)du integrali hesaplandiginda,
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a+b

2 b
I = f (b —u)[g(b) —g(W)]“du — f (b —wlg(b) — gw)]*du = Ly (b, b)

a+b

2

a+b
z b
I, =— f (b—uw)[gw) —g(a)]*du + f (b —wg) — gla)]*du = —Lg(b, a)
“ atb
a+b

2 b
I = f b -0 [g(b+a-u) - g(@)] du f b -wlgb+a—1w) - g@)]*du

a+b

2
=—Lj(a,a)

a+b

2 b
L=-[ G-0l®-ga+b-wi<w- [6-wig®) -ga+b-w]w

a+b
2

= L (a,b)

1 1 b
| ey @lae = mﬁcp(u)l(b ~wdu
0 a

B LE(b,b) + Lg(a,b)—LF(b,a)—Lg(a,a)
- (b —a)?

(4.18)

sonucuna ulasilir. Benzer sekilde asagidaki integralde de u = tb + (1 — t)a doniisimii

uygulanirsa,

1

f(l — t)|Eq4(0)|dt
0

= J(l —Bllgta+ (1 -6)b) — g(@)]* = [g(th + (1 = )a) — g(a)]*

0
+[g(b) —gtb+ (1 - a)]* - [g(b) — g(ta + (1 —t)b)]*|dt
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b
b —
- f <ﬁ> g +a-w) - g@]* - [g(w) — g@]* + [g(b) — g(w)]*

b
d 1
~l9) = 90 +a =]l G = G5z | 1P I0G ~ Wi

bulunur. Diizenlenirse,

1

b
1
[ @ =0lEas®ldt = =z [ oI~ wa
0 a
B LE(b,b) + LF(a,b)—LF(b,a)—L](a,a)
- (b —a)? '

(4.19)

elde edilir. (4.18) ve (4.19) esitlikleri (4.17)’de yerine yazildiginda,

‘f(a)+f(b)_ ra+1)
2 4[g(b) — g(a)
4 I%(a,b)
~ 4[g(b) — g(a)]*(b —a)

G [15+,,F (B) + I, 5 F ()]

(f @l + 1D

istenilen sonuca ulagilir.
(4.16)’da g(x) = In x alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.4 : a > 0olsun. f € C*(I°) ve |f'], [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon olmak

uzere,
If(a,b) = L{ (b, b) + L (a,b) — L] (b,a) — L} (a,a)

seklinde tanimlanirsa,

b) I(a+1 Iin(a, b
f(a);f()‘ (“22[13+F<b>+fg-zs<a>1 < };‘(3 L ap@i+ 1D

4 (ln 5) 4 (ln E) (b—a)

esitsizligi elde edilir.

Ispat: I g+; oF (b), Iy-,4F (@) tanimlarinda 6zel olarak g(x) = Inx segilirse,
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1
. ~ g (Df (D) _ A
arigF (D) = r(a)f 9 — gof—= " = r(ooj [inb —In 7]

dt

a 1 (T)
r(a)f —=dr = JGF (D)

Lo 9 Of@ £
ly=gF(a) = F(a)f [g(®) — g()]*~ 4 F(“)J In7 —Inal* o
b
1 a 1
—a)f (ln &d T =Jp-F(a)

esitlikleri yazilabilir. I (a, b) esitliginde g(x) = In x segilirse,
a+b

LG (x, y)—f |x —u||lny — Inu|*du — flx—ulllny Inu|*du = L{}, (b, b)

a+b

2
If (a,b) = L (b, b) + L} (a,b) — Li}(b,a) — L{} (a, a)

esitlikleri saglanir. Elde edilen bu degerler (4.16)’da yerine yazilirsa,

HO2 O T D e py + g-r@]| < — 22 (prcay + 176D
(lna) (1Ha) (b —a)

ispat tamamlanur.
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5. s-KONVEKS FONKSiYONLAR YARDIMIYLA KESIRLi iNTEGRAL
ESITSIZLIKLERI

Bu bolimde [12]’deki Riemann-Liouville Kesirli integrali yardimiyla s-konveks tipi

esitsizlikler incelenmistir.

Teorem 5.1 : f: [0, ) — [0, o) ikinci anlamda s-konveks bir fonksiyon, s € (0,1), a,b €

[0,00) ve a < b olsun. f € L,([a, b]) ise asagidaki esitsizlik saglanir.

a+b

25‘1f( - )Sbiaff(x)dxgw_

s+1 G-

Ispat : f fonksiyonu ikinci anlamda s-konveks oldugundan, Vt € [0,1] igin,

flta+ (@A —=0)b) <t°f(a) + (1 = t)°f(b)

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlik [0,1] araliginda t’ye gore integrallenirse,

jf(ta+(1—t)b)ds£f(a)jtsds+f(b)f(1—t)sds
0 0 0

s+1 1

1 (1- t)s+1

f(a) + f(b)
O_f(b) s+1

- s+1

= f(a)

s+1

elde edilir. Burada folf(ta + (1 —t)b)ds integralinde x =ta+ (1 —t)b donisimi

uygulanirsa,

f(a@) + f(b)

1 b
1

ff(ta+(1—t)b)ds =—b_aff(x)dxs "
0 a

(5.1) esitsizliginin sag tarafi ispatlanmis olur. Sol tarafin ispatinda Vx, y € [0, ) igin,

fG)+f)
25

x+y 1 1 _
F(52) s f+5:£0) =

esitsizligi g6z Oniine alinsmn. Bu esitsizlikte Vt € [0,1] i¢in x =ta+ (1 —t)b ve

y =tb + (1 — t)a yazilip, [0,1] araliginda t’ye gore integrallenirse,
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1 1 1
ff a+b tS%ff(ta+(1—t)b)dt+ff(tb+(1—t)a)dt
0 0 0

esitsizligi elde edilir. Buradan,

(a + b — bi—aff(x)dx

< f F

bulunur. Esitsizlik diizenlendiginde,

e et

a
esitsizligine ulasilir ve (5.1)’in sol tarafi da gosterilmis olur, ispat tamamlanir.

[13]’te Kirmaci ve digerleri asagida verilen ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar igin

Hadamard tipi esitsizlikleri elde etmislerdir.

Teorem 5.2 : f:1 - R, , I c [0,00) fonksiyonua,b € I, a < b igin f’ € L;([a, b]) olmak
tizere, I° lizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. s € (0,1) sabit ve g > 1 i¢in

|f']9 fonksiyonu [a, b] araliginda s-konveks ise,

b
fla+fk) 1
2 e aff(x)dx
q-1 1y° %
=73 a(i) q (s + 1)((§)+ 2) [f' (@17 + 1f' (b)) (5.2)

esitsizligi yazilabilir.

Ispat : ¢ = 1 olsun. Lemma 3.1 kullamilarak,

f(a) + f(b)
2

b 1
‘biaff(x)dx Sb_Tajll—Ztllf’(tH(1—t)b)|dt (5.3)
a 0

elde edilir. |f'| fonksiyonu [a, b] araliginda s-konveks oldugundan Vt € [0,1] i¢in,
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If'(ta + (1 =)b)| < t°|f' ()| + (1 = ©)°|f'(D)]

esitsizligi saglandigindan, (5.3)’de yazildiginda,

b b—a 1
[ reoax| <=5 (11 - 2ellel @) + @ - o1 e

a

f@+r) 1
2 b—a

1

e f [£5(1 — 20)|£"(@)] + (1 — ©)°[1 — 2¢]|f'(b) ] dt

2
0
1
2
b—a
=222 [ = 2ellf @1 + @ - 02 - 2001 Bl1de
0
1
b—a
=222 [1e@e - viF @1 + @ - 7@ - DIF Bl
b—a 1

i
- e The T ) IF @I Pl

bulunur. ¢ = 1 durumu igin ispat tamamlanmis olur. ¢ > 1 olsun. Power Mean esitsizligi

kullanilirsa, g > 1vep = ﬁ icin,

1 1
1 1
fll —2t||f'(ta + (1 — t)b)|dt = f|1 —2t|"a 1 - 2tl9|f'(ta + (1 — t)b)|dt
0 0
a-1
1 q 1
< f|1—2t|dt fll—2t||f’(ta+(1—t)b)|th
0 0

esitsizligi yazilabilir. |f'|? fonksiyonu [a, b] araliginda s-konveks oldugundan Vt € [0,1]
i¢in,
If'(ta+ (A =D < |f' (@] + (1 = t)*|f (b))

esitsizliginin dogrulugu bilindiginden,

f@)+f®b)
2

b 1
- . ajf(x)dx < I’_Taju — 2t||f'(ta + (1 — £)b)|dt
a 0
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b_a ; 1_1 1
_ Tf'l —2¢["7a |1 — 2¢[9|f (ta + (1 — £)b)|dt
0

q-1

1
q q

1 1
b—a
ST f|1—2t|dt f|1—2t||f’(ta+ (1—-1t)b)|9dt
0 0

1 1
b—a
<=2 f|1—2t|dt f|1—2t|[t5|f’(a)|q+(1
0 0

q

— )°If'(b)|?] dt
g
q

1
b—a 1 1
W bl-ll ~ 2tldt [(s + 1) (s + 2) (S +§) I @I

N

e

) @ b—a
+If (b)lq]l ‘T(" G+DG+2)

1
> [f' @17 +1f'(B)I9]a

yazilabilir ve ispat tamamlanuir.

Teorem5.3: f:1° € R - Rfonksiyonu a,b € I°,a < b vep > 1 olmak lizere, I°iizerinde

P
diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. |f'|»-t doniisiimii [a, b] aralifinda konveks ise

asagida verilen esitsizlik saglanir.

b
b 1
f(a);rf( )_b—aff(x)dx

SN RN L

c_bma [r@riror| " 5
= 2

2(p+1)p

. b
Ispat : Lemma 3.1, [f'|P-1 = |f'|? doniisiimiiniin [a, b] araliginda konveksligi ve Holder

integral esitsizligi kullanilirsa % + i = 1 olmak sartiyla,
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b 1
b 1 b—
f(a)erf( )_b—aff(x)dx STaf|1—2t||f’(ta+(1—t)b)|dt
a 0
1 1
1
o\ [z | fircas a- o
0 0
1 1
b—a "l ’

1
f 11— 2P dt f (1" (@17 + (1 — D1 (B)]9] dt
0

0

@‘
Q

2

[
kof(l_zmdt

"=

1 1 1 %
+f(2t—1)pdt | If’(a)qutdt+ If’(b)lqof(l—t)dt

0

N

o 5[l @+ I
2 p+1

1-p

b—a [If@PT+1f@)FT
2

1
2(p+ 1)p
istenilen esitsizlige ulasilir.

[14]’te Set ve digerleri, Riemann-Liouville kesirli integrali yardimiyla asagida verilen ikinci

anlamda s-konveks Hadamard tipi esitsizlikleri incelemislerdir.

Teorem 5.4 : f:[a, b] c [0,0) — R fonksiyonu a < b ve f' € L[a, b] olmak iizere, (a, b)
araliginda diferensiyellenebilir bir doniistim olsun. |f’|?, [a, b] araliginda ikinci anlamda s-

konveks ise s € (0,1] sabiti ve g = 1 i¢in asagidaki kesirli integral esitsizligi saglanir.
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f@+f®) @+l , .
2 B 2(b —a)“ []a"’f(b) +]b‘f(a)]
b—ay 2 NN 1
< 2 [a+1<1_2—a)] [5(§,S+1,a+1)—[3<§,a+1,5+1)
1
n 20+s _ q (If,(a)lq + Ifr(b)lq)% (5 5)
(a + s+ 1)2a+s : _

Ispat : ¢ = 1 oldugunu kabul edelim. Lemma 3.5’ten,

f@+fk) I'(a+1)
2 2(b —a)e

U2 f () + JEf(@)]
< b%“jm — )% — t9||f"(ta + (1 — Db)|dt
0

esitsizligi yazilabilir. |f'| , [a, b] araliginda ikinci anlamda s-konveks oldugundan,

f@+fk) @+
2 2(b —a)“

U2 f(b) +JEf(@)]

b_ 1
< Tajl(l — % —t|[t*| (@) + (1 — O°IF' B[]t
0

(

b 2
- a“((l—t)“—t“)[tﬂf’(a)l + @ - 0°If"(b)l]de
0

L

= A -9 (@] + (1 - t)slf’(b)l]dtl
)

+

Nl}—\\’_k
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1
2

( 1
| 2
b—a
= f'@l] | (@ -0tsdt — | t*t°d
4 a f H)*tSdt Oftt t)

ZL \0
[ )

2
+1Ff DI | A=A —t)5dt — | t¥(1 —t)°dt
oo [

+If @) j (et de — j (1 - Oetsdt
1

2 2

+1f'(b)]

Nlr—"\’_‘

t*(1 —t)5dt — f(l — )1 —t)%dt l (5.6)
|
2 )

2

elde edilir. Burada gerekli integraller hesaplandiginda,

1

1
‘ 1
](1 —t)%Sdt = ] t*(1 —t)Sdt =p (E’S +1,a+ 1)
0 1

2

1
t*(1—t)%dt = f(l —t)%tSdt = f8 (E,a +1,5+ 1)

ORNIH

2

1
25tatl(s + a4+ 1)

t*tsde = j(l — )%tSdt =

O\NIH

2

1
2 1 L

1_t (Z+Sd fta‘l'Sdt_
f( ) J st+a+1 25+“+1(s+a+1)
0 1
2

bulunur. Bu degerler (5.6)’ta yerine yazilirsa,
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F@+f) @t .
2 - 2(b—a)“ []a"’f(b) +]b'f(a)]

Lhoe (1 +1 +1) (1 +1 +1>
S — B 2’S , 5 Z,a ,S

25+a _ 1
+pmﬂ@+a+1jnfmn+V(mu

elde edilir. Béylece ¢ = 1 i¢in ispat tamamlanir. ¢ > 1 olsun. |f’|9, [a, b] araliginda ikinci
anlamda s-konveksligi ve Power Mean integral esitsizligi kullanilirsa %+ % =1 olmak

sartiyla,

F@+f®) F@tD) 0.
2 - 2(b — a)~ []a"'f(b) +]b‘f(a)]

b—a 2
sTfl(l—t)“ —t*||f'(ta+ (1 — t)b)| dt
0

b—a 2 q-1 1
5 fl(l—t)“—tal 4 |(1—0)%—t*|9]|f"(ta + (1 — t)b)|dt
0

<
q-1
b 1 q 1
—a
ST jl(l—t)“—t“ldt fl(l—t)“
0 0

1
a
— %) |f'(ta + (1 — O)b)|9dt

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 5.5 f:[a,b] c [0,0) - R fonksiyonua <r < b ve f' € L[a, b] olmak iizere,
(a, b) arahiginda diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. |f’| fonksiyonu [a, b] araliginda
ikinci anlamda s-konveks ise, s € (0,1] sabiti i¢in asagidaki kesirli integral esitsizligi

saglanir.
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f@+f@) r@+1) ., ]
2 B 2(r —a)” []a"’f(r) +]r_f(a)]
r f—

<
2

a 1 1
B(E,s+1,a+1)—ﬁ(§,a+1,s+1)
1

rUFMN+U%ﬂD

2a+s

+ (a+ s+ 1)2a+s

Ispat : Lemma3.5ve |f'|, [a, b] araliginda ikinci anlamda s-konveks oldugundan,

f@+f) rla+1)
2 2(r—a)e

Vg f () + £ (@)]

< %fm — % — t9||f'(ta + (1 — OF)|dt
0

1
SZEEfK1—o“—ﬂHﬁV%@+«1—oﬂfﬁﬂﬂﬂ
0

(
_ra]
2

l

1
+ f(t“ - A-09[EIf (@l + 1 - t)slf'(r)l]d%
2 )

(A= =tD[°If @]+ A =% |f' (N]]de

O"xmh—\

N|
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1
2

\

( ;
I @I| [a-oeede - [ eaesd
4 a Of H)*tSdt Oftt t)

|

1 1

2 2
+1f' I [ (A -*A - t)sdt — | t*(1 —t)Sdt
s

1 1

+1f @) f £t de — j (1 - aesdt
1 1
2 2

\

+ |f'(r)] ft“(l —t)sdt—J(l—t)“(l—t)Sdt IL
1

2 )

2 2

yazilabilir. Burada gerekli integraller Teorem 5.4’teki ispatlara benzer sekilde yapilir ve

hesaplanan degerler yerine yazilirsa,

f@+fr) r@+1),, )
2 - 2(1«- — a)a []a"'f(r) +]r_f(a)]

S (1 +1 +1> (1 +1 +1)
s—5 |flgstila Blzatls
25+a_

+ 25+a+1(g 4 q + 1)} [f' (@l + 1f' ()]

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 5.6 : f:[a,b] € [0,) - R fonksiyonua < r < b ve f' € L[a, b] olmak iizere,

(a, b) araliginda diferensiyellenebilir bir doniistim olsun. |f'|? fonksiyonu [a, b] araliginda

ikinci anlamda s-konveks ise s € (0,1] sabit, g > 1, : +% =1 ve a € [0,1] olmak iizere,

=

asagidaki kesirli integral esitsizligi saglanir.
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F@+0) T@+D .
"2~y e )+ IS ()]

) (ke
2 \ap+1 s+1

Ispat : Lemma 3.5 ve Holder esitsizliginden,

@+f)_T@+D .
ROD D@+ f @)

r—a 2
sTfl(l—t)“ —t¥||f'(ta+ (1 = t)r)|dt
0

1
1 P 1
< %(fm — % — t“Ipdt> <f|f’(ta +(1- t)r)lth>
0 0

esitsizligi elde edilir. @ € [0,1] ve Vty, t, € [0,1] i¢in,
[ty =t < [t; — £5]*

esitsizligi kullanilarak,

N| =

1 1 1
fl(l —t)* —tY|Pdt < fll — 2t|*Pdt = f[l — 2t]%Pdt + f[Zt — 1]*Pdt =
0 0

0 1
2

ap +1

bulunur. [f'| 9, [a, b] aralifinda ikinci anlamda s-konveks oldugundan,

f@+fr) r@+1),, )
2 a 2(r—a)@ []a"'f(r) +]r_f(a)]

< %Jm — O — t%||f"(ta + (1 — O)P)|de
0

Q|

=

r—a
<5
2

(J[tslf'(a)lq +(1- t)slf’(r)lq]dt>

0

ap+1)

rea; 1 VB (IF@I+ (T
2 (ap+1) < s+1 )
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sonucuna ulagsilir.

Sonug¢ 5.7 : Teorem 5.6’da r = b segilirse,

f@+f(b) I(a+1)
2 2(b —a)“

% f () + JE-f ()]

Shoe_t )%<|f'<a)|q " If’(b)|q>5
2 \ap+1 s+1

esitsizligi elde edilir.

Teorem 5.8 : f:[a,b] c [0,») - R fonksiyonua < r < b ve f' € L[a, b] olmak iizere,
(a,b) araliginda diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. |f’|%, [a,b] araliginda ikinci

anlamda s-konveks ise s € (0,1] sabiti ve g > 1 i¢gin asagidaki kesirli integral esitsizligi

saglanir.
f@+fr) ra+1),, }
2 B 2(r —a)@ []a"’f(r) +]r_f(a)]
_ 11
Sr 2a ail(l_Zl“)] qlﬁ<%'5+1'“+1)—ﬁ(%,a+1,s+1>
2a+s -1 1

1 1
* (a+s+ 1)2a+sl Af' @I+ 1f' (M4

Ispat : Lemma 3.5 ve Power Mean integral esitsizligi kullamhrsa% + 3 = 1 olmak sartiyla,

f@+f) rla+1)
2 2(r—a)*

Vs f(r) + I f(@)]

< %fl(l — )% —tY|f ' (ta+ (1 —t)r)| dt
0
. 1 1_% 1
<——| [ 1A —=-0)% —t*|dt [(1-1t)“
all /

7
—t*|f'(ta+ (1 — t)r)|dt (5.7)
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esitsizligi yazilabilir. Elde edilen integraller hesaplandiginda,

ORNID—\

fl(l —t)* —t%dt = | [(1—t)* —t¥] dt+f[t“ — (1 -t)%]dt
0 1
2

_ 2 (1 1)
T a+1 2@

bulunur. |f'|9, [a, b] araliginda ikinci anlamda s-konveks olugundan t € [0,1] igin,

If'(ta+ (1 =On)|? < ®|f' (@] + (A =t)°|f' ()]

esitsizligi kullanilarak,

1
f|(1 — )%=t |f'(ta+ (1 —t)r)|9dt
0

<

[(A =0 = e T[E°If @]+ (1 = )| f'(r)|]dt

+ [ [t = (@ =]t f (@]

— = ° N R

1
2
+ 1 -0°|f'(M]9]de

yazilabilir. Buradaki integraller hesaplandiginda,

1

1
7 1
j(l —t)%5dt = ft“(l —t)’dt = (E’S +1,a+ 1)
0 1

2

o\[\)l)—*

1
1
t*(1 —t)Sdt = f(l —)%5dt =B (E’a +1,s+ 1)
1

2
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1
25tatl(s + ¢ + 1)

O\NID—\

1
t*tsde = f(l — t)%tSdt =
1

2

1
1

(1 —0)*tsdt = f tetsdt =

1
2

sta+1 25t (s+ g+ 1)

ORNIH

bulunur. Elde edilen degerler (5.7)’de yerine yazilirsa,

f@+f) Ila+1)
2 2(r—a)“

Ve f @) + £ (@)]

T 2 (1= ) oG v 1) -p L 15

2e

4

q 1
l (f @]9+ 1f" ()94

2 la+1 2

2a+s -1
+
(a+s+1)2%ts

istenilen esitsizlige ulasilir.

Uyar1 5.9 : Teorem 5.8’de r = b segilirse Teorem 5.4’teki (5.5) esitsizligi elde edilir.

Uyar1 5.10 : Teorem 5.8’de r = b ve a = 1 secilirse Teorem 5.2’deki (5.2) esitsizligi elde

edilir.
Ispat : Teorem 5.8°de 7 = b ve a = 1 segilirse,

f@+fb) I@)
2 2(b—a)

<202 s 2) -G

1

lq (f' @17+ If'(B))a

[a+f(B) +J3-f(a)]

21+S _

T VEES

bulunur. Elde edilen esitsizlik diizenlenirse,

b b
1 11 _ 1
i ®) = 55 f (b - 0" @it = s f F(Odt

(5.8)
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b b
1 1
Ji-f(a) = mf“ — )7 f(t)dt = ml f()de

re)=1r@) (rn+1) =nr))

- f e ) OGN
0

s _ - —
(1 - t)dt <s+1 s+ 2 s+1 s+ 2

0

1
2

d (% a5t 1) - f(l — t)Stdt = <(1 ) M Ol t)”l)

s+ 2 s+1
0 0

s+2 s+1
@ @ 1, o

s+ 2 s+1 s+2+s+1

sonuclarina ulagilir. Bu degerler (5.8)’de yerine yazilir ve diizenlenirse,

b
f(a) + f(b) 1
> —b_ajf(x)dx

QR

YO R )

= 2 2 (s+1(s +2)

5 [f' (@1 + If'(b)|9]a

istenilen sonug elde edilmis olur.

Teorem 5.11 : f:[a, b] c [0,) — R fonksiyonua < r < b ve f’ € L[a, b] olmak iizere,

(a,b) araliginda diferensiyellenebilir bir doniigiim olsun. |f’|%, [a,b] araliginda ikinci

anlamda s-konkav ise g > 1 ve % + i = 1 i¢in asagidaki kesirli integral esitsizligi dogrudur.

rl

1
r

f(a)+f(r)_F(a+1) - —a( 1 )E
_2$ ap + 1

2 2(r—a)*

Vs () + 1 F (@]

Ispat : Lemma 3.5 ve Holder esitsizliginden,
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f@+f) rla+1

2 2o~y Vaf O+ (@]

r—a 7
< Tfl(l — )% —tY|f ' (ta+ (1 — t)r)| dt
0

1 1
p q

< % f|(1 _ % — P de Jlf’(ta + (1 - 0r)|9dt

yazilabilir. |f'|9, [a, b] araliginda ikinci anlamda s-konkav oldugundan,

b
1o (atD 1 fla) + f(b)
2y (57) 25 | o0t 2 A

esitsizligini saglar. Asagidaki integralde x = ta + (1 — t)r doniisiimii uygulanirsa,

1 1 a
j F'(ta+ (= Ot = — j G0
0 r

yazilabilir. Ikinci anlamda s-konkavliktan,
, (a + r)
f 2

esitsizligine ulasilir. p > 1 i¢in Minkowski esitsizligi kullanilarak,

25—1

q 1
> flf'(x)lqu
a—r

1 1

1
P 1

1 1
jl(l—t)“—t“lpdt < fll—tl“pdt + fl—tl“pdt
0 0 0
1 1 1
(1 — )+t I\p rap+1 |1\p 1 )
(G ) () -G
ap+1 0 ap+10 ap +1

bulunur. Elde edilen bu degerler (5.9)’da yazilip diizenlenirse,

(5.9)

77



fl@)+f()

ra+1)

2

ispat tamamlanir.

~ 2 — @y Ve D+ I (@)

1
s%fm— )% — t2||f'(ta + (1 — )r)| dt
0

1

<r—a( 1 )5|,<a+r>|
- s \ap+1 f 2

78



6. GENELLESTIRILMIS GEOMETRIK KONVEKS FONKSIYONLAR VE
ESITSIZLIKLER

Bu boliimde Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler ig¢in genellestirilmis geometrik konveks
fonksiyonlar tanitilmis ve bazi 6zellikleri incelenmistir [15]. Aksi belirtilmedigi siirece
I = [a, b]dir.

Teorem 6.1 : f,g:1 = [a,b] = (0,00) fonksiyonlar1 a,b € I ve a < b igin I lizerinde

genellestirilmis geometrik konveks fonksiyonlar olsun. O halde,

f(Vab) - m ] [( f(x)>]dx< j f(x)dx

b
L@ L2 (@, £®) + 0 8. £ (@)

esitsizligi saglanir.
Ispat : f, I iizerinde genellestirilmis geometrik konveks fonksiyon olsun. Va,b € I ve

t € [0,1] i¢in,

f@b'™) < A= 0f D) + tIf () +n(f(a), f(b))]

yazilabilir. Bu esitsizlik [0,1] araliginda t’ye goére integrallenir ve esitsizligin solunda

x = a'h*~t déniisiimii uygulanirsa,

1

1
f flathi=t)dt < f [f () + tn(f (@), f(b))] dt
0

0

dx _f f(x)dx
—btlnbat ) x(Inb—1na)
a

f f(atb~)de = f fG) i
0

f f(x)dx

lnb lna

elde edilir. O halde,

f Fedx < [F) + 300 (@, FB)

Inb—Ina
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esitsiziligi yazilabilir. (2.13) Jensen geometrik konveks fonksiyon esitsizliginde

x = (a'h'™Y) ve y = (a'~th?) yazilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.
1
f(Vab) < f(a'~tp") + >0(f@b*=%), f(@*~*h)).

Elde edilen bu esitsizlik [0,1] araliginda t’ye gore integrallenir ve x = (a'~th") ddniigiimii

uygulanirsa,

f(Vab) < f f(a*~tht) dt+%n f f(ath'™b), f(a'~tht) dt
0 0

b

dx
B ff(x) btal~tlnb —al~thtlna
a

b
dx

* %77 f [f (C;_b) ,f(x)] btal-tInb —a'~thtlna

a

b b
=(lnb—ilna)!%f(x)dx+m!%n[f<ic_b)'f(x)]dx

yazilabilir. Bu ifadeler diizenlenirse,

b b
f(\/E) —mtjin [f (C;—b),f(x)] dx < mg%f(x)dx (6.1)

esitsizligine ulagilir.
f genellestirilmis geometrik konveks fonksiyon oldugundan,
f@b*=*) < f(b) + tn(f(a), £ (b)) (6.2)

f@=*p") < f(a) + tn(f(b), f (@) (6.3)

yazilabilir. Bu iki esitsizlik taraf tarafa toplanirsa,
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f@b'=9 + f(a*=*b") < f(a) + f(b) + tn(f (@), f(B)) + tn(f (b), f (@) (6.4)

elde edilir. Elde edilen bu esitsizlik [0,1] araliginda t’ye gore integrallenir x = (ath*™%) ve

x = (al~th") doniisiimii uygulanirsa,
ff(atbl‘t)dt + ff(al‘tbt)dt
= j[f(a) + f(b) + tn(f (@), f (b)) + tn(f (b), f(a))]dt
0

bulunur. Integraller hesaplandiginda,

b
2 1 1
(nb —Ina) f —f)dx < f(a) + f(B) + 5 [n(f (@), fF(B)) +n(fB). f(@)]  (6:5)

sonucuna ulagtlir. (6.1) ve (6.5) kullanilarak,

b b
Fab) - 35—y f ol (%), reo]ax < o f G

f(a)+f(b)

> [ (f(@,fB) +n(f (), f(@)]

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 6.2 : Teorem 6.1°’de (b, a) = b — a olarak segilirse asagidaki esitsizlik elde edilir.
(1 (@) +£(b)
a) +
f(\/%) < J;f(x)dx S%.
a

Ispat : Teorem 6.1°de (b, a) = b — a olarak segilsin.

b
1
f(@) 2(Inb — lna)J ——x] dx < f;f(x)dx

a

M [f() f(b) + f(b) = f(a)].

2
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Gerekli hesaplamalar yapildiginda,
1 (a) + £(b)
+
f(Vab) < f;f(x)dx < %
a

sonucuna ulasilir.

Teorem 6.3 : f,g:1 = [a,b] = (0,00) fonksiyonlar1 a,b € [ ve a < b olmak iizere, [

tizerinde genellestirilmis geometrik konveks fonksiyonlar olsun. O halde,

M(a,b) = [[f(B) + n(f(@), fF(BN]1[g() +n(g(a), g(BN] + f(b)g(b)] (6.6)
N(a,b) = [f(D)[g(b) +n(g(a), g1 + g(B)[f (b) + n(f(a), f(B)]] (6.7)
i¢in,

b

1 1 1
Inb — lnaf; f)g()]ldx < 3 M(a,b) +ZN(a,b)

esitsizligi yazilabilir.

ispat : f ve g fonksiyonlari I iizerinde genellestirilmis geometrik konveks fonksiyonlar

olsun. Va,b € I ve t € [0,1] igin,
f@b™) < (1= 6)fb) +t[f(b) +n(f(a), f(b))] (6.8)

g(@h' =) < (1-t)gb) +t[g) +n(g(a), g(b))] (6.9)

esitsizlikleri yazilabilir. (6.8) ve (6.9) taraf tarafa garpilir ve [0,1] araliginda t’ye gore

integrallenirse,
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f f(atbl—t) g(atbl—t)dt

< FW)g() [ - e
+[F®)[g®) +n(g(a), g(b))]

+gWIF®) +n(F @, f®)] [ 1 - e
0
+ 1) + (@ F)]la®) + (9@, g®)]] [ e
0

1 1
= §f(b)9(b) tz [f(b)[g(b) +1(g(a), gb))] + g®)[f(b) + W(f(a)'f(b))]]
1
+31F @) + (7@, f©)]g®) +n(g(a), 9®))]]
1 1
= §M(a, b) +gN(a, b) (6.10)
bulunur. Esitsizligin sol tarafinda x = ath*~t déniisiimii uygulanirsa,

d
ff(atbl‘t)g(atbl_t)dt = ff(x)g(x) bi—tatInb _xatbl—t Ina

b
1

j ~[f0g(d

X

lnb Ina

a

elde edilir. Bulunan sonug (6.10)’da yerine yazilirsa,

b
f [f(x)g(x)] dx<1M(a b)+1N(a b)

a

Inb —

istenilen sonuca ulagilir.

Teorem 6.4 : f,g:1 = [a,b] » (0,00) fonksiyonlar1 a,b € I ve a < b olmak iizere, |

tizerinde genellestirilmis geometrik konveks fonksiyonlar olsun. O halde,
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b
o) 2@ ()]

a

1
< | lf® +n(F @, F®)][g(@ +n(g(b), g(@)] + fF(B)g(a)]

1
+<[F®lg@ +n(g®), 9@)] + g@[fB) +n(F (@, fB))]]
esitsizligi saglanir.

Ispat : f ve g fonksiyonlar: I iizerinde genellestirilmis geometrik konveks fonksiyonlar

olsun. Va,b € I ve t € [0,1] i¢in,
f@'b*™") < (1 = O)f (b) + t[f(b) + n(f (), f(b))] (6.11)

g(@tht) < (1 - t)g(a) + t[g(a) + n(g(b), g(a))] (6.12)

esitsizlikleri yazilabilir. (6.11) ve (6.12) taraf tarafa ¢arpilir ve [0,1] araliginda t’ye gore

integrallenirse,

] f(atbl—t)g(al—tbt)dt
0

1
<f (9@ [ - orde
0
+r @ +n(g®).9@))]

+g@F®) +n(f@. F®)]] [ 1 - e
0
+[[r ) +n(r@. £ 6)lg@ + 1o 8. g@)]] [ et
0

1
=2 |F® +n(f@.r®)][g(@ +n(g®). 9(@)] + f (D)9 (@)

1
+=[F)]g(@ +n(g®), g@)] + g@[F®) +n(f @, F®)]] (6.13)
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bulunur. Esitsizligin sol tarafinda x = ath1~t déniisiimii uygulanirsa,

dx
bl-tatlnb — athl-tlna

f Fah'=") g(a*tb)dt = f Feo9 (%)

b

“Inb— lnaf%[f(x)g ]dx

a

elde edilir. Bulunan sonug (6.13)’te yerine yazilirsa istenilen sonuca ulasilir.

b
Inb i Ina f % [f(x)g (a?b)] dx

a

< %[[f ®) +n(f @, f))][g(@) +n(g(b), g@)] + fBIg(@)]

1
+=[Flg@ +n(g(®), g@)] + g@[f®) +n(F (@), FB))]]

Sonug¢ 6.5 : Teorem 6.4’te f = g ve n(x,y) = x — y olarak segilirse,

b
]%[f(x)f (%)] dx < %f(b)f(a) + % [F2(b) + f2(@)]

Inb—1Ina
esitsizligi elde edilir.

Ispat : Teorem 6.4’te f = g ve n(x,y) = x — y olarak segilsin.

Inb— lnaf [f( )f< b)]dx

a

[[f (B) + f(@) = fF(D)][f (@) + f(D) = f(@)] + f(D)f ()]

QJlH

tz [f(b)[f(a) +£(b) = f(@] + fF(@If(b) + f(a) — f(B)]]

bulunur. Esitsizlik diizenlenirse,

1 f [0 ()] ax =2 rrr@ + £ 1720 + (@)
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elde edilir.

Teorem 6.6 : f,g:1 = [a,b] » (0,00) fonksiyonlar1 a,b € I ve a < b olmak iizere, [

tizerinde genellestirilmis geometrik konveks fonksiyonlar olsun. O halde,

b
Inb 11naf [f( )g( b)]dx

a

[EEN

< {[f?(b) + g*(a)]

+[[g(@) + n(g(®), g(a)]* + [f (B) + n(f (@), f(BN]?]
+[f DB +n(f(@, f(B)] + g(@)g(@) +n(g(b), g(a)]]}

G\

esitsizligi saglanir.

Ispat : f ve g fonksiyonlar: I iizerinde genellestirilmis geometrik konveks fonksiyonlar

olsun.Va,b € I ve t € [0,1] i¢in,
f@b*™t) < (1= )f (b) + t[f(b) +n(f (), f ()] (6.14)

g@'b") < (1 -0)g(a) + t[g(@) +n(gh), g(a))] (6.15)

esitsizlikleri yazilabilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa ¢arpilir ve [0,1] araliginda t’ye gore

integrallenirse,

e A (o= rn e

<5 [ @07 + [g@@ -t Par
0

l\)lb—\

NIH

{ j [(1 = OB + t[f ) + n(f (@), FBN]]
0

+[1 - 9@ +tlg(@ + ,,(g(b),g(a))]]z} dt
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= %{Uz(b) + g?(a)] f(l — t)2dt

1

+ [[g(@) + (g (B, g(@)]? + [FB) + n(F (@), FBNI] f t2dt

0

+[fDIfB) +n(f(a), f())]

+g(@lg(@ +n(g®), g(a))]] j 2t(1 - t)dt}
0

1
= {2 () + g*(@)]
+[[g(@ +n(g(b), 9@ + [F(B) +n(F (@, FBL)I]

+ [fDIFB) +1(f(@), fF(B)] + g(@[g(@) +1(g(b), g(a)]]}

esitsizligi elde edilir.

Sonug 6.7 : Teorem 6.6’da f = g ve n(b,a) = b — a segilirse,

1
Inb—1Ina

f % |reor (“7”)] dx < %{[fz(b) + F2(@] + [F B f (@}

esitsizligi bulunur.

Ispat : Teorem 6.6’da, f = g ve n(b,a) = b — a olarak segilsin.

b
Inb i Ina ! % [f(x)f (C;_b)] dx

1
sg{[fz(b) + f2(a)]

+[[f(a) + f(B) = f(@]* + [f(B) + f(a) — F(B)]?]
+ [fBFB) + f(a) — F(D] + f(@)f(a) + fF(b) — f()]]}

esitsizligi yazilir ve diizenlenirse,

b

[2rer ()] ar <5070 + F@1 + G @D

a

1
Inb—1na
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sonucuna ulagsilir.

Teorem 6.8 : f,g:1 = [a,b] = (0,00) fonksiyonlar1 a,b € I ve a < b olmak iizere, |

tizerinde genellestirilmis geometrik konveks fonksiyonlar olsun. O halde,

u,—lf [reg ()]

<= {[F® + g(@r?

+[[[f ) + n(F (@), FBN]Ig(@) + (g (), g(a)]]’]

+ (f(b) + g(@)[If (b) + n(F (@), F(BI][g(a) + (g (b, g(a))]]}
esitsizligi saglanir.

Ispat : f ve g fonksiyonlar: I iizerinde genellestirilmis geometrik konveks fonksiyonlar

olsun.Va,b € I ve t € [0,1] i¢in,
f@@'b*™) < (1 = 0)f(b) + t[f(b) + n(f(a), f(b))] (6.16)

g(@tht) < (1 - t)g(a) + t[g(a) + n(g(b), g(@))] (6.17)

esitsizlikleri yazilabilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa ¢arpilir ve [0,1] araliginda t’ye gore

integrallenirse,

j Fa ( )]dx=f F@bi™) g(a ™ bo)de

Inb—-Ina

4>|»—\

<1 [ Ir@b = + g@ b
0

4>|»—\

{f (1= 0f®) +t[fB) +n(f(@,fB)]+ Q- g

0

+t[g(a) + n(g(b),g(a))]]z} dt
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{ [ [a-o1r®) + g@1+ dr®) + 0@, f®)]lgCa) + n(g(b),g(a))]]z} dr

-l>|b—x

1
= %{[f(b) + g(a)]? f(l — t)%dt
0

1
+[F ) +n(r@. F0)]lg@ +n(g®) g(@)]| f £2dt
0
+(fb) + g(@)[fb) + n(f (@), F(1))][9(a)

+1(g(b), g(@)] f 2t(1 — t)dt}
0

1
= S{IF®) + g(@7
+[[F®) +n(F @, £ )][9(@ + n(g®), g@)]|
+(F0) + g@)[®) + (7@, fB)][9@) + (9, 9 (@)}

istenilen esitsizlik elde edilir.

Sonug 6.9 : Teorem 6.8°de, f = g ve n(b,a) = b — a olarak segilirse asagidaki esitsizlik

elde edilir.

Inb— lna.f [f( )f< b)]dx

1
—2{[f (B) + f(@]* + [f(@f D) + [f(@f B)(fB) + f(@)]}-

Ispat : Teorem 6.8’de f = g ve n(b,a) = b — a olarak segilsin.

b
Inb i1naaf%[f(x)f (aYb)] dx

< —{IF®) + F@F + [[F®) + (@) ~ FBIF@) + £ b) ~ F@]]

+ (f(b) + F(@)[fB) + f(@) = FD[f (@) + f(b) - f(a)]}
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esitsizligi yazilir ve diizenlenirse,

Wf [reor (%)) ax

iz{[f (b) + f(@I* + [f(@f B + [f(@f B)(f(B) + f(@)]}

sonucuna ulasilir.

Teorem 6.10 : f,g:1 = [a,b] » (0, ) fonksiyonlart a,b € I ve a < b olmak tizere, |

tizerinde genellestirilmis geometrik konveks fonksiyonlar olsun. O halde,

f(Vab)g(Vab)

f [F(0g(0ld

_lnb lna

1 1 [ ab
T onb —In a)j?lf(x) K <g (7)’“”)]
ab ]
+9(x) [n <f (7),f<x>> dx
4(lnb—lna)f [ ( x f(x))

o))

esitsizligi saglanir.

Ispat : f ve g fonksiyonlar I iizerinde genellestirilmis geometrik konveks fonksiyonlar

olsun. Va,b € I ve t € [0,1] i¢in,

1

F(Vab) < (@b +=n(f (@b, f(a"*b)) (618)
1

g(Vab) < g(a'~*b") +5n(g(a’b'™*), g(a’~*b")) (6.19)

esitsizlikleri yazilabilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa ¢arpilir ve [0,1] araliginda t’ye gore

integrallenirse,
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| r(ah)g(vap)ae
< f far~tb)g(a*~th")dt

1
1
+ Ef{f(al—tbt)[n(g(atbl—t)'g(al—tbt))]
0
+ 9@~ ) [n(f (a'b*™), f(a*~*bY))|} at
1
1
+5 [ (@9, £@59)] (g Cab -2, g (b)) de
0

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte x = a'~tb* doniisiimii uygulanirsa,

f(Vab)g(Vab)

dx
= j SO s — ettt na

0
{f(x)[ ( g(x)>
ab dx
(T TR

bulunur. Bu esitsizlik diizenlendiginde,

f(ab)g(Vab)

+

1
4

gl
bl

b
< [ T el

a

+m!;[f(x) n (9 (a?b>'9(x)>]
+9() [n (f (%b).fu))

dx

L J
I — | !

ab dx
t9@) [’7 <f (7) 'f(x)>]}a1‘tbt Inb—al~*btIna
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e f Do (22).10) o (5 (2) 00

elde edilir ve ispat tamamlanr.

Sonu¢ 6.11 : Teorem 6.10°da, f = g ve n(b,a) = b — a olarak segilirse asagidaki esitsizlik

elde edilir.

f(Vab)f(Vab)

b
j [FOf (I

a

lnb

t j f(x)[f( %) - e+ r £ (2) - f(x)]]dx

b _
+mf I (C;—b) ~re| |f (C;—b) - feax

Ispat : Teorem 6.10°da, f = g ve (b, a) = b — a olarak segilsin.

b

F(VaB)f (Vab) < i [ LI COfColax

a

b -
I k- [f(x) (%) - reo] + o[£ (%) - reo] | ax

b S
+m1%[f(a7b)‘f(x)] () -re] e
esitsiziligi elde edilir.

Teorem 6.12 : f,g:1 = [a,b] = (0, ) fonksiyonlari artan ve a,b € I ve a < b olmak

tizere, I iizerinde genellestirilmis geometrik konveks fonksiyonlar olsun. O halde,
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b

1 1 1
mf p [f (0] [g(b) + En(g(a),g(b))] dx

a

1
Inb—Ina

f [g(x)] [f(b)+ n(f(a), f(b))] dx

< f oo

1
+®) + 300 @, 70D [30) + n(a(@, 90D

esitsizligi saglanir.

Ispat : f ve g fonksiyonlar: I iizerinde genellestirilmis geometrik konveks fonksiyonlar

olsun.Va,b € I ve t € [0,1] i¢in,

f(atb™t) < [f(b) + tn(f(a), f(B))] (6.20)
g(@'b*t) < [g(b) + tn(g(a), g(b))] (6:21)
esitsizlikleri yazilabilir.

Va,b,c,d € Rvea < b,c < d olmak tizere,

(a—b)(c—d) =0 (6.22)

esitsizligi kullanilir ve [0,1] araliginda t’ye gdre integrallenirse,
f[f(atbl"t)]dtfl[g(b) +tn(g(a), g(b))]dt
0 0
+ fl[g(atbl"t)]dtf[f(b) +tn(f(a), f(b))]dt
0 0
< ff(atbl‘t)g(atbl‘t)dt
0

l9(b) + tn(g(a), g(b))]dt

o

+fvww+maw¢w»wt
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elde edilir. x = ath'~t doniisiimii uygulanirsa,

1
Inb—Ina

f @1 [9) +3n(g(@), 90)] dx
X g > Mgla)g

b

1 1 1
+lnb lnaf_ lg(0)] [f(b) +_7I(f(a)'f(b))] dx

SHpo f 0]lg(x)]d

1
+ [f(b) v §n<f(a),f(b))] |9®) +5n(9(@,90))|

bulunur ve ispat tamamlanir.

Sonug 6.13 : Teorem 6.12°de, f = g ve n(b,a) = b — a olarak segilirse asagidaki esitsizlik

elde edilir.

b
2 f( )] [f(b) +f(a)l

lnb—lna
a

b
j FONf @)dx +

“Inb—-Ina

lf (b) +f (a)l

Ispat : Teorem 5.12°de, f = g ve n(b,a) = b — a olarak segilsin.

b

1
— [ 21N +5 (7@ - )] e

a

Inb —

b

1 1
<5 | S @I @l

a

+ro + 3@ - r®)|[ro + 3 (@ - 1)

Bu esitsizlik diizenlendiginde,
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b
2 1 fb) + f(a)
lnb—lnaf;[f(x)][ 2 ldx

Iﬂw+ﬂ@r
2

lnb Ina

b
1
el G

istenilen sonuca ulagilir.

Lemma6.14 : f:1 ¢ RT = (0,) - R fonksiyonu a,b € I , a < b ve f' € L[a, b] olmak

tizere, I° lizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O halde,
bf(b) - af @ - [ )
a

(lnb—lna) jb“t .y ( t ﬁ)dt

-t 1+t
Jbl t 1+tf ( T T)dt

esitsizligi saglanir.

1+t 1-t 1-t 1+t

ispat : I = [ p'*taltf ( “az)dtve I, = [ bt (b2 a2 )dt olsun. I,

1+t 1-t
x = b2 az donisimii ve kismi integrasyon yardimiyla hesaplanirsa,

1 1+t y1-t 1r 1t ‘ 5 o dx
h= .fb f (b ra’ )dt - fx f (x)]_ 1+t 1-t 1 1+t 1-t
0 Jab EbTaTlnb —EbTaTlna
b , )
__ 4 , _ -
"~ Inb—Ina fxf (x)dx nb—Ina xf (O ap ff(x)dx
Vab Vb
_ 2[bf(b) —Vabf(Vab)] f o .
B Inb—1Ina Inb — lna fG)dx (6.23)
Vab
1-t 1+t

bulunur. Benzer sekilde I,, x =b 2 a2 donisimi ve kismi integrasyon kullanilarak

hesaplandiginda,
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. Jab
1=t 1+t dx
I, =fb1‘ta1+tf’(b zZaqz )dt:f 2f(x) T 1 15 1t

Vab 5 Vab
[ 2o = = xr ool - f Fdx

a

=lnb—lna

_ 2[Vabf(Vab) — af (@)]

Inb—Ina _lnb Ina

f fx)dx (624)

elde edilir. (6.23) ve (6.24) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

: 1+t 1- t -t 1+t
fb1+ta1—tfl (bTa 2 dt+.l-b1 t 1+tf ( _aT> dt
0

2[bf(b) — Vabf(Vab)]
Inb—1Ina “Inb— lnavj_f(x)dx

2|[Vabf(Vab) —af(a)] _
nb—Ina “Inb— J R

bulunur. Esitligin her iki tarafi Inb-Ina carpilip diizenlenirse,

bf(b) — af (a) — f f(x)dx

1
_ w lf pl+tgl-tf! (b%a%> dt
0

1

—t 1+t
Jbl t 1+tf ( bz T)dt

0
istenilen sonug elde edilir.

Teorem 6.15 : f:1 ¢ R* - R fonksiyonu a,b € I , a < b ve f' € L[a, b] olmak tizere, I°
tizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’| fonksiyonu g =1 igin [a,b]

araliginda genellestirilmis geometrik konveks fonksiyon olmak iizere,
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b
bf(b) — af (a) — f FGO)dx

(b Q)"

11

249

{b[(Zb a—L(a,b))If'(b)|1

1
+ (L(a,b) — a)|f' ) + n(f' (@), £ ()]
+a[(b—L(a b))If' (b))

+ (b —2a+ L(a,b))|f'(b) + U(f'(a),f'(b))lq]a}

esitsizligi yazilabilir.

Ispat : Lemma 6.14 ve Power Mean esitsizligi kullanilirsa,

b
bf(b) — af (@) — f fF)dx
ab(lnb Ina) . 1+t 1- t :
b 2 a2
O s [ (7)o
_ab(nb - 1na)J[1 ]_q[ ‘
[@ e |

 (14a5) \
ool

: 31
a_) (6.25)
)

elde edilir. Buradan |f’| genellestirilmis geometrik konveks fonksiyon oldugundan,

dt

(2) [(1+ =)V (b)'”( )15 ®) + (7@, £/ @)|* at
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- o [(2) ()

0

1P ®) +1(f (@, f' (D))" f 2) dt (6.26)

yazilabilir. Buradaki integraller kismi integrasyon yardimiyla hesaplanirsa,

t

1 ¢ o ! 1 ¢
J(g) (#)dt=(1;t)lnb(ci)lna _Z(Inbl—lna)of(g) dt

0

— b t 1
B 2b—a 1 (E) ]|
"~ 2a(lnb—1na) 2(nb—1Ina)|llnb—1Ina Jl

i 0

_ 2b—a 1 ] 2b —a—L(a,b)
" 2a(lnb—1na) 2(nb—Ina) a(lnb Ina) 2a(lnb —Ina)

ve

t 1

b
(5Ye=(49 W 1, |
2 "\ 2 JInb=1Ina 2(lnb —Ina) J \a
0

0

1 e ]

_Z(Inb—lna)+2(lnb—lna) Inb—Ina

o\“_k
/N
Ll
N——

0
1 N 1 ] L(a,b) —a
2(Inb —1Ina) 2(nb—1na) a(lnb Ina)l 2a(lnb —1na)

elde edilir. Hesaplanan bu degerler (6.26)’da yerine yazilirsa,

- [

q

1+t 1-t
bzaz) dt

— L(a,b)
2a(ln b—Ina)

I ’ li q L(a' b) —a
+|f'(B) +n(f'(a), f'(b))| 2a(lnb

<If’ (b)lq

—1lna)

bulunur. Benzer sekilde,
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q

1ot 1t
Fozer)
1

f 'f (b)I +( ;t) |£'(®) +n(f'(a),f'<b))|"] dt

0

N

1

= IF Bl f (%)(%) dt

0

1
+1F'®) + n(f (@), f'®))]] f i) dt 6.27)

yazilabilir. Buradaki integraller kismi integrasyon yardimiyla hesaplanirsa,
1 a\t
f (a)f (1 - t) g = (1 = t) (5)
b 2 ~\ 2 /Ina—Inb
0 0

ot
_ . _ 1 (3)
2(Inb—Ina) 2(nb—Ina)|lna—1Inb

1

2(Ina —1Inb)
0

0
B 1 1 ] b — L(a, b)
" 2(Inb—1Ina) 2(nb-Ina) b(lnb Ina)l 2b(Inb —1Ina)

1

1re (&
:< 2 )lna—lnb
0

a 1 (&)

“b(na—Inb) 2(na—Inb)|Ina—Inb
0

" 2(Ina—1nb)
0

B b—2a N [ ] L(a,b) + b — 2a
~ 2b(Inb —Ina) 2(lnb Ina) lb(Inb —Ina) 2b(Inb —Ina)

bulunur. Hesaplanan bu degerler (6.27)’de yerine yazilirsa,
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1=t 1+t
Foea)

N

b—L(a,b)
2b(Inb —Ina)

qL(a,b) +b—2a

RO 2b(nb —Ina)

+f'®) +n(f' (@, f' (D)

elde edilir. Ayrica,

oo -(n] ) -t

\lnb—lna / a(lnb —Ina)
0

7 ant K (g)t b—a 1_%
f(E) t| = lnab—lnb =(b(lnb—lna))

0 0

integralleri ve I, , I, degerleri (6.25)’te yerine yazilirsa,

b
bf(b) — af (a) — f f(x)dx

< %{b[(% —a—L(a,b)If' (b))
24

1
+ (L(a, b) — D|f'(b) + n(f' (@), f'B)|"]
+a[(b - L(a,b)If' (B)|4

+ (b —2a+L(a,b))|f'(b) + Tl(f'(a)'f'(b))lq]a}

istenilen sonug elde edilmis olur.

Sonu¢ 6.16 : f:1 c R* —» R fonksiyonu a,b € I , a < b ve f' € L[a, b] olmak lizere, I°
tizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’| fonksiyonu g =1 igin [a,b]

araliginda genellestirilmis geometrik konveks fonksiyon olmak iizere,
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b
bf(b) — af(a) — f FGO)dx

b
= _+)1 {b[(Zb —a—L(a,b)If' 7+ (L(a,b) - a)lf’ (a)|q]

24

+al(b - L@ D) BN+ (b - 2a+L(a, b))lf'(a)l‘J]%}

esitsizligi yazilabilir.

Ispat : Teorem 6.15°te, n(b, a) = b — a olarak segilirse asagidaki esitsizlik elde edilir.

bf(b) — af (a) - f FG)dx

_(b‘“) { |(2b = a = L(a B)If' B)I°

111

249

+ (L(a,b) = Q)| f'(b) + (@) = F @[]
+ a[(b — L(a,D)If' (b4

+(b—2a+L(ab))If'(b) + f'(a) — f’(b)W]E}.

Esitsizlik diizenlendiginde,

bf(b) — af (a) — j FG)dx

b
<! _+)1 {b[(Zb 4~ L@ B)IF B + (Ll b) — I @]

24

+a[(b—L(a,b))If' )7+ (b —2a+ L(a, b))|f'(a)|Q]5}

istenilen sonuca ulasilabilir.
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Teorem 6.17 : f:1 c R* - R fonksiyonu a,b € I , a < b ve f' € L[a, b] olmak lizere, I°
tizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’| fonksiyonu q =1 igin [a,b]

araliginda genellestirilmis geometrik konveks fonksiyon olmak iizere,

bf(b) — af (a) — f FG)dx

ﬂrll;;irla)[L( oy 1)]1_%{b[14(3|f’(b)|q, 120

1 1
+ n(f’(a),f’(b))lq)]" +alAQB|F'®) +n(f (@, f' )], If’(b)l")]q}

esitsizligi saglanir.

Ispat : Lemma 6.14 ve Holder esitsizligi kullanilirsa,

b
bf(b) — af () — j FG)dx

ab(lnb—lna) 1+t 1-t : art 1-t 1+t
= ] b2a2>dt+J(—) f’(b2a2>dt
b
0
1
1 q_ 1“ 1 a
ab(Inb —1Ina) -1 q
- [ || o) e
2
0 0
1 1
1 qt =gr 1 q
I at | ’(b% ¥)th 6.28
+ (b) f a (6.28)
0 0

[(1+ )'f <b>"’+( )If ) +n(F @, £ ®)|"] de

IA
o—
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1

=|f’ (b)|qf( )dt+|f ®) +n(f' (@, f' ()| f

If (b)|q+ ') +n(f' @, f'B))|* (6.29)

ve

1

1=t 1+t
]2:f|f’(b2a2>

0

q
dt

f [ 'f ®)1 +( t) |f'(b) +n(f'<a),f'<b))|"] dt
0

1

= 1O [ () de+17®) + (@, 1 ®) f

0
=Z|f'(b)|q +Z|f’(b)+77(f'(a),f’(b))| (6.30)

yazilabilir. Gerekli integraller de hesaplanirsa,

_at_

it (@
[.f <E>q at B (%)a(lnb—ln a)

-1
_q_ _q_ q
< ey )
RV R =
0/ (q = 1) aq-1(Inb —Ina)

1

1 1_q 1_1
ais | e\
A I e = ——
: (m) (Ina —Inb) 0 (q 1) baI(inb - Ina)

elde edilir. Hesaplanan bu degerler (6.28)’de yerine yazilirsa,
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b
bf(b) - af (a) - f FG)dx

1

ab(lnb—lna) [j‘

0

dt

Far)

~~
|
|

< ab(Inb —1Ina)

=

b1 — qit 3

q-1 — qq-

—— HIZOK
(q z 1) a9-1(Inb —Ina)

1 1
+2 1F O (@ ®)|

o
_9q_ _aq_ q
s 4 RO
+ _ !
_qa_ 4
(qu1) ba-1(Inb — Ina)

3 1
HIlr® + n(f'(a>,f'<b>)|"]q}

)
elde edilir. Elde edilen ifadeler diizenlendiginde,
b
bf(b) - af @) - [ fx)d
< T2 D, (a7 47| _%{b[A(3If’(b)Iq, r®)
2°7q

+0(f' (@), £'®O)|D]? + a[AB|F'(b) +n(f' (@), ' )|, If’(b)l")]a}

esitsizligine ulasilir ve ispat tamamlanir.
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Sonug 6.18 : f:1 c R* - R fonksiyonu a,b € I , a < b ve f' € L[a, b] olmak fizere, I°

tizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’| fonksiyonu q =1 igin [a,b]

araliginda genellestirilmis geometrik konveks fonksiyon olmak iizere,

bf(b) — af (a) — f FG)dx

l

<@ :“ D1 (a%5,57)] (oLaGIF @)1 (@1

alAG|f' (@)Y, If’(b)l")]a}
esitsizligi yazilabilir.

Ispat : Teorem 6.17°de, n(b, a) = b — a olarak segilirse,

b

bf(b) — af (a) — j FG)dx

a

1

Inb —1 g
“f—é“” (a7 5677)] " fblaGI ®)I 1 () + £/

1 1
—f'DIN]9 + alAGIf'(B) + f' (@) — fFD)IY, If’(b)l")]a}

yazilabilir. Esitsizlik diizenlendiginde,

b
bf(b) — af (a) — f FG)dx

1

<SP0 i (@ e )| foacir @ @i
H1*g

alAGIfF @I, If ) 0Ta)

sonucu elde edilir.
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Teorem 6.19 : f:1 ¢ R* - R fonksiyonu a,b € I , a < b ve f' € L[a, b] olmak lizere, I°
tizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’| fonksiyonu q =1 igin [a,b]

araliginda genellestirilmis geometrik konveks fonksiyon olmak iizere,

b
bf(b) — af (a) — f FG)dx

Inb —1 17
— q
<(n na)

1 {b[|f’(b)|Q(2bq —al — L(a% b%))
2(2q)7

+|f/®) +n(f' (@), £/ )| (L(a?, b?) — a®)]?
+a[lf' B)19(b9 — L(a?,b%))

+ ') +n(f'(@), f'B)|* (b? — 2a7 + L(aq,bQ))]ﬁ}

esitsizligi yazilabilir.

Ispat : Lemma 6.14 ve Holder esitsizligi kullanilirsa,

b

bf(b) — af (a) — f FG)dx

a

_ab(nb—ino) [ f (Y | (+5)
0
< (lnbz_lna) {U 14 K U (g)qt f! (b¥a%) th
0 0

1 1‘% 1 ot q ;l
+ Ojldt OJ(E) dt } (6.31)

esitsizligi yazilabilir. |f’| fonksiyonun genellestirilmis geometrik konveksligi ve kismi

dt + Ofl (%)t

1=t 1t
rp=ar)

integrasyon yardimuyla,
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(é)m [(#) FF @I+ (%) |7 ®) + ('@, £ ®)|"| e

a

O fl (B)Qt () ae

0

1
+ £ ) +n(f' (@, f ®))|° j —t) dt

B PO o SR PO
— 1) [( A" AW O o) tJ
0

[ L
+m)+n<fl(a),f,<b»w|l<l;t>qa§s)—ma>
0

+ 2q(Inb —In a)!(E) dt‘

2b% —a?—L(a%b?)
2qai(Inb —Ina)

q L(a%,b%) —al
2qai(Inb —Ina)

= ')

+[f'®) +n(f' @, f'(B)]

(3)‘” [(%) IROILE (%) 17®) +n(7 @, £/ ®)|"] at
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Ok f ()" () e +1F® +a(r@. £ G f G ()

(3)"

q(Ina —Inb)

1
1

1 a,at
+2q(lna—lnb)f(z) dt
0

1

=i o |(-)

0

a\t
. a
+|f'®) +n(f' (@, f'®)]* ( ;t>q(ln(cll))—lnb)

0

1
1 a1t
_Zq(lna—lnb)f(z) dt
0

b? — L(a4,b?)
2qbi(Inb —Ina)

=|f'(®)

1 —2a%+ L(a%,b?)
2qb%(Inb —Ina)

b
+1f'®) +n(f'(@, f' )|

esitsizlikleri bulunur. I; ve I, degerleri (6.31)’de yerine yazilirsa,

b
bf(b) - af (a) — j FG)dx

1
(Inb—Ina) 4
= 1

2(2q)1

{b[lf’(b)lq(qu — a® — L(a%, b9))

+|f' ) +n(f'(@, f'B)|* (L(a%,b9) — a®)]?
+a[lf'(p)19(b? — L(a4,b7))

+ @) +1(f' (@, f'®B))|" (b - 2a7 + L(aq,bq))]a}

bulunur ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 6.20 : f:1 c R* - R fonksiyonu a,b € I , a < b ve f' € L[a, b] olmak lizere, I°
tizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’| fonksiyonu g =1 igin [a,b]

araliginda genellestirilmis geometrik konveks fonksiyon olmak iizere,
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b
W@%ﬂﬂ@—fﬂ@w

L1
- q
< (Inb —1lna)

a {b[lf’(b)”@bq —a®—L(a%b%))
2(2q)9

P @I (Lat, b9 — o
+allf' B)9(b9 = L(a%, b)) + |f'(@)|9(b9 — 2a% + L(aq,bq))]%}

esitsizligi yazilabilir.

Ispat : Teorem 6.19°da, n(b,a) = b — a olarak segilirse,

b
wwrwﬂ@—fﬂww

Inb —1 -7
. q
<(n na)

T {b“f'(b)lq(qu —a? — L(a%,b%))
2(2q)4

+1f'(B) + (@) — £/ (B)]9(L(a%, bT) — aD)]a
+ allf'(B)19(b% — L(a, b))

+If'B) + f'(@ = £/ D)I(b7 - 2a7 + L(aq,bq))]%}

esitsizligi elde edilir. Bu ifadeler diizenlenirse,

b
ww»wﬂw—fﬂmw

L1
- q
< (Inb —Ina)

2(2q)4

+ 1 @I9(L(a%, b — a7

+a[lf' (B)|9(b9 = L(a%, b)) + |f'(@)|9(b9 — 2a% + L(aq,bq))]%}
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bulunur.

Teorem 6.21 : f:1 c R* - R fonksiyonu a,b € I , a < b ve f' € L[a, b] olmak iizere, I°
lizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’| fonksiyonu g = 1 ve ¢ > p > 0 igin

[a, b] araliginda genellestirilmis geometrik konveks fonksiyon olmak lizere,

b
bf(b) — af (a) — f FG)dx

1-1 B
<MD T, (o b)) q{b[lf’(b)lq(qu—aq
2(2q)a
— L(a‘,b%))

-
+|f®) +0(f' @, f' )| (L(a?, b7) — a")]q} {a[lf’(b)l"(b"

1
— L(a%,bD) + |f' () + n(f'(a), f'B)|" (b9 — 2a7 + L(a", b"))]a}

esitsizligi yazilabilir.

Ispat : Lemma 6.14 ve Power Mean esitsizligi kullamilirsa,

b
bf(b) — af (a) — f FG)dx

ab(lnb—lna) 2 14t 1-t Coant| g 1-t 1+t
= f bzaz)dt+f(—) f’(b2a2>dt
b
0 0
1 (q p)t a1 2
q
ab(lnb—lna) b\P* 1t 1-ty)a |
< f f(—) f’(bZaZ)dt
a
kO 0
I (g-pt q 1 q
a\ q-1 a,pt , 1-t 1+t\|1 L
+ j (3) 7 a f ) |r (b a2 ) dt (6.32)
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elde edilir. Buradan |f’| fonksiyonunun genellestirilmis geometrik konveks olmasi ve kismi

integrasyon yardimiyla,

- [ (55

1
< [ [ES o+ (59 1re @, el a
0

= lf'wf(s)” (4

0

q
dt

~

f

1 —
+ 1) +n(f @, £ ®))|* f —t) dt

1

[ by 1
R TN ) 1 |
=l (b)|q|( )p(lnb—lna) 2p(Inb — lna) dtl
l : J
. (b)pt 1
’ ) ) qgl/1—t a
i 0
+2p(lnb—lna)oj(a
— 1f(p)|4 2bF = a” ! b
= £ (®) Zpap(lnb—lna)_Zp(lnb—lna) pa?(Inb —Ina)

1
2p(Inb —Ina)

+ ' ®) +n(f' @, f' )] [—

b? — aP
+ 2(Inb —Ina) [pap(ln b —In a)]

2b? — aP — L(aP, b?)

=@l 2paP(Inb —Ina)

L(aP,bP) — a? l

’ ! ! 1
+ 1) +n(f' (@), f' ()| lzpap(lnb —Ina)

111



Sof (%)pt[(l )'f (b>"’+( )If (b)+77(f(a)f(b))|]dt

HOL j &) () at

0

1
+ ') +n(f' (@, £ B))|° f i) dt

®" | ‘

= iroi| () +
. p(na —Inb) Zp(lna lnb)

0
1+e @)
( 2 >p(lna—lnb)

1

+|f'b) +n(f' (@, f'B)|

1 2 a,pt
_Zp(lna—lnb)oj(z) dt‘

= If'(b)lq[

0

1 1 b? — a?
2p(Inb —Ina) 2p(Inb—Ina)lpb?(Inb —Ina)

2aP
Zpbp(ln b—1Ina)

+ £/ ®) +n(f' @, f' )| [

N 1 b? — aP
2p(Inb —Ina) lpbP(Inb —Ina)

bP — L(a?, b?)

pbP(Inb —Ina)

SROMP

— 2aP + L(aP?, bp)l

+ | () +n(f'(a), f’ (b))l I 2pb?(Inb — Ina)

elde edilir. Ayrica,
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1 (q-p)t 1
1 @t g b\ -1
by 1 @)
[Q a = g=
0 a u(lnb—lna) /
q-—1
0
L1
1—1 @-p) @-p\\ 4
(g-p) p) (g-p) p) L<a q-1 pq-1 )
ba1 —qa- ’
- (a-p) (a-p)
(g p)aq 1 (Inb— lna)/ ad-1 /

1
1-=
q

/ (q p) (q p) \
ba-lt —aa- L( ) |

(a-p) (a-p)
(q p)bq T (Inb — lna)/ k b a1 /

I, , I ve hesaplanan integraller (6.32)’de yerine yazilirsa,
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b
ww%nﬂ@—fﬂmm

_p _p
ab (ln b—1Ina) j ~hbat . 2bP — aP — L(aP, b?)
L< q-p > [lf Ok [ 2paP(Inb —Ina)

ad-1

1
L(a?,b?) —aP |7
2paP(Inb —Ina)

+1f'®) +n(f' (@, f' )|

1
1-=
q

L (ag,bg> b? — L(aP,bP) ]
i a-p [If B IZpbP (Inb —Ina)|

ba-

: , ) q [L(aP,bP) + bP — 2aP]]7
+|f'(B) +n(f' (@), f' ()] [ T

—1Ilna)

.
-
——— ——

elde edilir. Bulunan esitsizlik diizenlendiginde,

b
wwrnﬂ@—jﬂ@m

QR

(ln b —1In a) q L (ag%l” bg%l’ﬂl_
2(2q)q
- L(aq,bq))

el ore b - at

+ | (b) +-n(f”(a),f”(b))lq(L(aq,bq) —-aq)]5}~{a{|f’(b)|q(bq
— L(a%,bD) + |f'(b) +—n(f”(a),f”(b))|q(bq — 2a1 +-L(aq,bQ))]5}

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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Sonug 6.22 : f:] c R* - R fonksiyonu a,b € I , a < b ve f' € L[a, b] olmak fizere, I°
tizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’| fonksiyonu g = 1ve g > p > 0 igin

[a, b] araliginda genellestirilmis geometrik konveks fonksiyon olmak lizere,

b
bf(b) - af (a) - f FG)dx

— 1_1 1_1
(nb ln? "[L(aﬁ,b‘éf’fﬂ q{bﬂf’(b)lq(qu—aq
2(2q)1

- L(aq,bq))

+|f'(b) +n(f' (@), £')|" (L(a%, bT) - aq)]a} {a[lf’(b)IQ(bq
— L(a%,bD) + | b) + n(f' (@), f'(0))|" (b? — 208 +-L(aQ,bQ))]5}

esitsizligi yazilabilir.

ispat : Teorem 6.21°de, (b, a) = b — a olarak segilsin.

b
bf(b) — af () — j FG)dx

1

1-1 “p gepyal—
cnb-Ina) @ L(aZTi’,bZT’f)] "{b[lf'(b)w(qu—a"
2(2q)4
—L(aq,bq))

+1f'(B) + £'(a) — f' (D)9 (L(a?, b?) — aq>]ﬁ} {a[lf’(b)lq(bq
— L(a%, b)) + |f'(b) + f'(@) — f'(b)|9(b? — 2a% + L(aq.bﬂ)]%}-

Bulunan esitsizlik diizenlenirse asagidaki sonug elde edilir.
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b
bf(b) - af (a) - f FG)dx

1
(Inb—Ina)' @ ol
< e— [t (a1, 0071

el ore(2be - ot
2(2q)7

— L(a% b)) +|f'(@)|?(L(a% bT) — aq)]%} {a[lf’(b)lq(b" —L(a%b%)

+ If’(a)lq(bq —2a%+ L(aq,bq))]%}_
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7. BAZI YENI KESIRLI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI UZERINE

Bu boliimde Riemann-Liouville Kesirli integrali kullanilarak iki senkronize fonksiyon
olmast durumunda Chebyshev fonksiyoneli i¢in bazi integral esitsizlikleri elde edilmistir

[16].

f ve g, [a,b] arahiginda integrallenebilen iki senkronize fonksiyon olmak iizere,

(Vx,y € [a, b] i¢in, (f (x) = f(¥))(g(x) — g(¥)) = 0)

b b b
1 1 1
T(f,9) = mff(x)g(x)dx - mff(x)dx mfg(x)dx

fonksiyoneli tanimlansin.

Teorem 7.1 : f ve g, [0, o) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun. YVt > 0, > 0 i¢in,

J*(Fe)@® = ( )] ]9 (7.1)

esitsizligi yazilabilir.

ispat : f ve g, [0, 0) araliginda senkronize iki fonksiyon oldugundan T > 0, p > 0 igin,
F@ = fPNg(®) —g() =0

f@yg@ +fp)glp) = f(Dg(e) + f(p)g(D) (7.2)

a—1

. , i (
yazilabilir. (7.2)’nin her iki tarafi )

ile garpilir, (0,t) araliginda 7’ya gore

integrallenirse,

ift— “1f(r)g(0)d +iftt— “=1f(p)g(p)d
F(a)o( 1) f(r)g(r)dr F(a)( ) f(p)g(p)dr

t

> o f (t =D @)t +=— [ (t = D f(p)g @z

F()

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik diizenlendiginde, m f (t — )% 1dr =J*(1) esitligi de

dikkate alinirsa,
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JEF9 @) + f(p)g(p)]*(1) = g(p)]“f (&) + f(p)]“g(0) (7.3)

(t=p*~*
I'(a)

bulunur. (7.3)’tin her iki tarafi ile carpilir, (0, t) araliginda p’ya gore integrallenirse,

t t

1 1
]“(fg)(t)m (t—p)“‘ldp+]“(1)m t—-p)*f(p)glp)dp
0 0

1 d 1 d
> O s f (¢~ p)*g(p) dp +]°9(0) s f (¢ — )™ f(p) dp
0 0

yazilabilir. Elde edilen bu esitsizlik diizenlendiginde,
J @ @J* ) +J*]*(fg)@®) = Jf(©)]“g (@) +]*g(®)]*f(t)
2]* (] (fg) (@) =2 2] f(©)]*g(t)

1
J*(1)

J*(Fa @) 2 Jf©]%g(®) (7.4)

bulunur. Burada

1
y & w1 -] ¢
](1)—moj(t—r) dT__F(a)[ a |, T T(a+1)

esitligi saglandigindan (7.4)’te bu esitlik kullanilirsa,

Na+1
JF© = XD e reyyeg(0

ta'
istenilen sonuca ulagilir.

Teorem 7.2 : f ve g, [0, o) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun. ¥Vt > 0, > 0 ve

B > 0 igin,
ta g
ra+n) FOO+ F(ﬁt+ 5/ VOO 2 f I g(0) + 1P f I g(1) (7.5)

esitsizligi yazilabilir.
Ispat : f ve g, [0, ) araliginda senkronize iki fonksiyon oldugundan 7 > 0, p > 0 igin,

(f(@) = f(p)(g(®) —g(p)) 20

118



f@a@ + fp)g(p) = f(Dglp) + f(p)g() (7.6)

-0t
F(a

yazilabilir. (7.6)’nin her iki tarafi ile ¢arpilir, (0,t) araliginda t’ya gore

integrallenirse,

[ -0 @

1
f(t -0 f(D)g()dt + — @)
0

r@
> 1 a—1 d 1 t a—1 d
> Of (¢ =D @ (p)dr + 1 Of (t — D% f(p)g(D)dr

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik diizenlendiginde ﬁ f (t —1)* tdr =J*(1) esitligi

dikkate alinirsa,
J9Uf @) + fp)g ()] (1) = g(p)]*f () + f(p)]*g(t) (7.7)

B-1
bulunur. (7.7)’nin her iki tarafi % ile carpilir, (0,t) araliginda p’ya gore

integrallenirse,

1 t
I GDO 15 f (t - p)P" dp “““)W f (¢ — )P F (0)g(p) dp
0
t t
J“f(t)r(ﬁ) (t—p)ftglp)dp+]%g (t)l“(ﬁ) (t—p)F1f(p)dp

yazilabilir. Esitsizlik diizenlenirse,

a B
ra t+ rar ) 9w+ F(ﬁt+ 5/ VOO 2] 0] g0 +]*g (D] f (@)

ispat tamamlanur.

Uyar1 7.3 : f ve g, [0, o) araliginda senkronize olmayan iki fonksiyon ise (Vx,y € [0, )
icin (f (x) — f(¥))(g(x) — g(¥)) < 0) (6.1) ve (6.5) esitsizliklerinin tersi de dogrudur.

Uyar1 7.4 : Teorem 7.2’de a = 8 kabul edilirse Teorem 7.1 elde edilir.

Ispat : Teorem 7.2°de, @ = 8 olarak segilsin.
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a a

ra+rn PO+

J U@ 2] f®)]*g@) +]*f(©)]%g(t)

esitsizligi diizenlenirse,

a+1)
ta

J*(fe) @) = JEfF@®J%g ()

elde edilir.

Teorem 7.5 : (f;)i=1,..n » [0, ) araliginda artan n pozitif fonksiyon olsun. vt > 0,a > 0

i¢in,

J (1_1[ ﬁ) () = J¢ @)+ L_l[f“fi(o

esitsizligi yazilabilir.
Ispat : Ispat timevarim yontemiyle yapilacaktir.
n=1ikenVt > 0,a > 0i¢in, J*(f1)(t) = J*(f1)(t) esitliginin saglandig1 agiktir.

n=2iken Vt > 0,a > 0 icin, J*(f1/2) (@) = J*(1)"Y*(f)[®)]*(f,)(¢t) esitsizliginin
saglandigi (7.1)’den aciktir.

k=n-—11ikenVvt > 0,a > 0 i¢in,

5 (]_[ ﬁ-) ® =) [ (7:8)
i=1 i=1

esitsizligi dogru olsun. Bu esitsizliginde (f;);=; ., pozitif artan fonksiyonlar oldugundan
(I f) (£) fonksiyonu da artandir. Teorem 7.1°de, g(t) = ([T f)(£) ve f(t) = £ (2)

kabul edilirse,

e (]_[ ﬁ) O =J*FD® = () <1_[ ﬁ-) GIIAC

yazilabilir. Burada (7.8) esitsizligi kullanilirsa,

n n-1
e (]—[ ﬂ) ® =J*(F9)(®) = g*)™ ((]“(1))2‘” H/“ﬁ(ﬂ)]"‘fn(t)
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elde edilir. Bulunan ifadeler diizenlendiginde,

J (1_1[ ﬁ) () = (1)) L_l[ﬂfi(t)

ispat tamamlanir.
Teorem 7.6 : [0,00) araliginda tanimli f artan, g diferensiyellenebilir iki fonksiyon ve

m = infisog (t) reel sayisi var olsun. Vt > 0, @ > 0 i¢in,

- t
JUR© = (5W) T ) = ) F O + m(f (©)

esitsizligi yazilabilir.
Ispat : h(t) := g(t) — mt fonksiyonunu ele alalim. h’nin diferensiyellenebilirligi ve [0, o)
araliginda artan oldugu agiktir. Teorem 7.1°den,
JA@ = J%(f(g —mD)(®) = (9(0) " J*F DU E) —mJ(t))

= (J*() U9 (®) —m(“(D) O © (7.9)
esitsizligi saglanir.

o -1 r'a+1)
(] (1)) - ta

ve

t
ua a+1

u
a 0{+10

1 g _ 1 g a1 1
](t)=m0](t—l') 1TdT=m0Ju (t—u)du=@t

ta+1 ta+1

- ala+ DI'(a) - (a+ Dl (a+1)

esitlikleri (7.9)’da yerine yazilirsa,

ra+1) tott

J(f(g —m)®) = (J*(D) J*fF®)]*g®E) —m @I DT 1)]af(t)
-1 t
= (J2(D) "I ()9 ®) - (OZ 1)

bulunur. Fonksiyonlar lineer oldugundan,
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]“(f(g — mt))(t) =J%(fg)(t) —mJ*(tf)(t) esitligi saglanir. O halde bu esitlik
kullanilarak,
a 14 -1.4 4 mt a 4
J(f@® = (J*() JUf©)]%g®) — a—+1] F@®) +mJ*(tf (D)
esitsizligi yazilabilir ve ispat tamamlanur.
Sonug¢ 7.7 : f ve g fonksiyonlar1 [0, 00) araliginda tanimli iki fonksiyon olsun.

a) f azalan, g diferensiyellenebilir iki fonksiyon ve M := sup;s¢g’(t) reel sayisi var
olsun. vt > 0,a > 0 i¢in,

-1 Mt
J*UD® 2 (W) Jf@I*g©) = —=]*F (O + M]*(tf (©))
esitsizligi yazilabilir.

b) f ve g diferensiyellenebilir iki fonksiyon ve m, = infisof'(t) , my = infis09'(t)
reel sayilar1 var olsun. Vt > 0, ¢ > 0 i¢in,
JE(F @ (@) —myJ%tg(t) — mpJ*tf (t) + mymyJ*t?

> (J°(D) " U ()] g(t) = my*t*g(t) — myJ o f ()
+ mym,(J%t)?)

esitsizligi yazilabilir.

c) f ve g diferensiyellenebilir iki fonksiyon ve M, := sup;sof'(t) , My == sup;sog’ (t)
reel sayilar1 var olsun. vVt > 0, > 0 i¢in,

JE(fFg) () — MyJtg(t) — MpJ*tf () + My M,]*t?

> (J2(D) " UF(©)]%g(t) — M“t]%g(t) — MpJ“t]“f (£)
+ M, M, (J%6)?)

esitsizligi yazilabilir.
Ispat :

a) G(t) == g(t) — Mt fonksiyonunu ele alalm. G’nin diferensiyellenebilirligi ve

[0, 00) araliginda artan oldugu agiktir. Teorem 7.1°den,
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JEFG) (DI (f (g — MD)(®) = (J%(1)) I F(DUTg(t) — MJt)
= () U ©)%g(t) — M*(1))JUYF(E) (7.10)

esitsizligi saglanir.

- r 1
Ue) " = (at: )
ve
1 : 1 ] 1 u®  yoti|t
JE(t) = moj(t—”[)a_l”[d’f =mofua_1(t—u)du =ra) t;—a ) :

ta+1 ta+1

N ala+1DI'(a) - (a+ Dl (a+1)

esitlikleri (7.10)’da yerine yazilirsa,

Fa+1) tatl
t* (a+Dl'(a+1)

J4(f(g - MD)(®) = (J*(D) " J*f (D)% (1) - M Jf@®

Mt
(a+1)

= (J2(D) "I (©))g (L) — JEF(D)

bulunur. Fonksiyonlar lineer oldugundan,

J4(f(g — MD)(®) = J*(f@ () — MJ*(tf)(t) esitligi saglamr. O halde bu esitlik

kullanilarak,

J® = ()OS0 — O + M (e (0)
yazilabilir ve ispat tamamlanir.
b) F(t) = f(t) — myt ve G(t) := g(t) — m,t fonksiyonlarini ele alalim. F ve G’nin
diferensiyellenebilirligi ve [0, o) araliginda artan oldugu agiktir. Teorem 7.1°den,

JEFG)(®) = J*((f () —my ) (g(£) — m,t))
> (J*(1) " UG — moft) —myJ t(%g(t) — myJ*t)]

= (%) U*F©]*g () — myJ*e] g () — myJ*e]“f (©)
+mym,(J*t)?] (7.11)
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esitsizligi saglanir. Fonksiyonlar lineer oldugundan,
JH(F @) =m)(g(t) —mat)) = J*(fg) (1) — myJ*tg () — ma]“tf (£) + mymy]*t?
esitligi saglanir. Yazilan bu esitlik (7.11)’de kullanilirsa,

JE(fg) () — mJ%g(t) — myJotf (£) + mym,J%t?

> (J%(1) " U F (D)% g(t) — myt]%g () — myJtoF (£)
+ mym,(J%t)?)

istenilen sonuca ulasilir.

C) F(t) = f(t) — MtveG(t) := g(t) — M,t fonksiyonlarini ele alalim. F ve G’nin
diferensiyellenebilirligi ve [0, o) araliginda artan oldugu agiktir. Teorem 7.1°den,
JEFG)(®) = J4((F () = MiD)(g(£) — M)

> (J%(1) " VDT g(E) — Myt ) — Mt(J%g(t) — MyJot)]

= (J°(D) " U (©)]%g () — MyJ*t]“g(6) — MoJ“tJ*f (£)
+ M; M (J*t)?] (7.12)

esitsizligi saglanir. Fonksiyonlar lineer oldugundan,
JE(F®) = M) (g (&) = Mat)) = J*(fg) () — M tg(t) — M tf (t) + My Mp]*t?
esitligi saglanir. Elde edilen bu esitlik (7.12)’de kullanilirsa,

JE(f@) () — MyJ%tg(t) — MyJ*tf (t) + My M,J*t>

> (J*(D) " UF(©)]%g(t) — Mt] g (t) — Mo t] £ (£)
+ M, M, (J%t)?)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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8. ZAMAN SKALASINDA KISMi INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Bu bolimde Delta Riemann- Liouville kesirli integrali kullanilarak zaman skalasinda
senkronize iki fonksiyon olmasi durumunda Chebyshev fonksiyoneli igin bazi yeni integral
esitsizlikleri elde edilmistir.

f ve g, [a,t]y lizerinde tanmimli senkronize integrallenebilen iki fonksiyon olsun. Delta

Riemann-Liouville (8.1) fonksiyonunu ele alalim.

S t A ! t A ! t A 1
1.0) = [ £ @gme- (= [ rene ) (2 [oon). e

—a

Teorem 8.1 : f ve g fonksiyonlar1 [0, o) araliginda senkronize iki fonksiyon olsun.
Vt>a,x=>1, a > 0igin,

Ka(f9) () = (ha(t, @)K f (DK g(t) (8.2)
esitsizligi saglanir.

Ispat : f ve g fonksiyonlar1 [0,00)y araliginda senkronize iki fonksiyon olsun.
Vt, @ = 0 igin,

(F@ - F@) (9@ - g(@)) = 0

f@g(@) = f(Dg(e) = fle)g(®) + f(p)gle) = 0

f@g@ + fle)gle) = f(Dg(e) + fle)g () (8.3)
esitsizligi yazilabilir. Vte(a,t) igin, (8.3) esitsizliginin her iki tarafi hy_,(t,a(7)) ile
carpilirsa,

hee1 (8, 0(D)fF @ G(T) + heeyr (8, 0(D)) f () g ()
> he1(t,0(D))f(0)g(@) + ho_1(t, a(2)) f () g () (8.4)

elde edilir. (8.4) esitsizligi (a, t) araliginda t’ya gore integrallenirse,

f har(t,0(0) F(Dg(@)AT + f hr (1, 0(D)F(9) g (9) AT

> f he-1(t, a(0)f (0) g(@)AT + f he1(t, 0(D))f (@) g(T)AT

bulunur. (@), g(@)ve f(@).g(p), T°dan bagimsiz oldugundan integral disina alinir ve

diizenlenirse,
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f her (£,0(0)) F(DG@AT + F(@)g (@) ] hor (£,0(0)) AT

> g(p) f hos (£, 0(D) F(DAT + £(9) f har (£, 0(2))g(1)AT

elde edilir. Tanim 2.30 ve Tanim 2.32°den,

Ka(fg)(®) + f(9)g(p) (ha(t,a)) = g(@)K f () + f(@0)KZg(t) (8.5)
yazilabilir. ¢ € (a,t) olmak tizere, (8.5) esitsizliginin her iki tarafi h._;(t,c(p)) ile
carpilirsa,

he—1(t, (@) KE(FG) () + hees (8, 0(0)) f (0 9(9) (e (t, @)

> hee1 (8, 0(0)) g(PIKf () + ooy (8, 0 () f (@)K g (0) (8.6)
bulunur. (8.6) esitsizligi (a, t) araliginda ¢’ye gore integrallenirse,

f har (6, 0(@)) KEFD A + f hs (6, 0()) F(9)9(9) (hac(t, YD

> f hor (£, 5(9)) g (@KEF (DA + f hecs (£, 0(@)) (@)K g () Ap

elde edilir. KX (fg)(t), KZf(t), KZg(t) ve hy(t,a), ¢’den bagimsiz oldugundan integral

disina alinabilir.

KS(f9)(®) f har(6,0(@) Ap + (het, @) f her (6, 0(0)) F(9)g(9)Ag

t t
> KEF (D) j her (£, 0(@))g (@) + Kg (D) f hor (£, 0(9))f (@) Ag

Tanim 2.30 ve Tanim 2.32 geregi,

K&(F ) () (hee(t, @) + (hoe(t, @)K (F@) () = KSF (DK g(8) + KX g(OKSf (D)
elde edilir.

2KS(F9)(0) (ha(t, @) = 2K f (DKL g(0)

K (f9) () (ha(t, @) = K& f (DK g(t)
yazilabilir. Sonug olarak,
1
(ho( (¢, a))

K&(fg)(®) = K f (DK g(t)

bulunur ve teorem ispatlanmis olur.
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Teorem8.2: f ve g, [0,00)p araliginda iki senkronize fonksiyon olsun.
Vt>a,x,f>1,a>= 0 olmak iizere,

he (£, KL (f9)(0) + hy (&, K (F(©) = KEF(OKS g(8) + KEg(OKL ()
esitsizligi saglanir.
Ispat: f ve g, [0,00)y araliginda iki senkronize fonksiyon ve 7, ¢ > 0 oldugundan,

(@ - fle)g() —g(@) =0
f@g@) + flp)glp) = f(T)g(e) + f(p)g(T) (8.7)

yazilabilir. T € (a, t) i¢in, (8.7) esitsizliginin her iki tarafi h_4(t, a(7)) ile garpilirsa,
heer (8, 0(D)) (@D G(T) + heey (8, 0(D)) f () g ()
2 ho1(t,0(D))f(©)g(@) + hees (8, 0 () f (9) g () (8.8)

bulunur. (8.8) esitsizligi, (a,t) araliginda t’ya gore integrallenirse asagidaki esitsizlik elde

edilir.

] hor (£, 0(0)) (@) g (AT + f her (£, 0(D)f (@) g (@)AT

> j her (£, 0(D)) F () g (@) A7 + j her (£, 0(D)f (@) g (DAT.

Sonug olarak,

K& (f 9 @) + (f9) (@) (ha(t, @) = g(@)KEf () + f(p)KE (D) (8.9)
bulunur. ge(a, t) igin, (8.9) esitsizliginin her iki tarafi hg_, (t, o(¢)) ile garpilirsa,

hg_1(t, 0 (@)K (F9)(©) + hp_1(t, 0(9)) (f9)(9) (he(t, @)

> hp_1(t,0(@))g(@Kf(©) + hp_1(t, 0(@)) f(@IKZ (1) (8.10)
(8.10) esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik (a, t) araliginda ¢’ye gore integrallenirse,

[ hpaeooNKE T80 + [ By s oG D@ (hult, )0

> j hpo1(t, 5 (@) g (@K F (DA + j hp-1(t, 0 (@) (@)K (DA

yazilabilir. Diizenlenirse,
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KS(fg)(®) f hp-r(t,0(@))Ag + (ha(t, ) f hpor(t,0(@)) (F9) @) (hae(t, @)) Ao

> K5 f(t) f hg_1(t,0(9))g(@)Ap + K5g (D) f hg_1(t,0(9))f (@)Ag

elde edilir. Sonug olarak,

KE(F)(® (hp(t,@)) + (he(t, D)KL (FGI(®) = KEF(OKE 9 (6) + KEgOKLF ()
elde edilir ve ispat tamamlanir.
Teorem 8.3 : [0, ) araliginda taniml n tane pozitif artan (f;);=, ., fonksiyonunu ele

alalm.Vt > a,x=>1,a = 0 olmak tiizere,

K (Hf ) () = (he(t, )P 1_1[ KEfi(t)

esitsizligi saglanir.

Ispat : Ispat igin tiimevarim yontemi kullanilacaktir.

n=1ve Vt>a,a=>1,a=>0 igin, KF(fi)(t) = K fi(t) esitsizliginin dogrulugu
agiktir.

n=2veVt>a,x=>1,a = 0icin, Teorem 8.1 geregi,

2 2
K& (1_1[ ﬁ) ® = (ha(t, @) L_l[Ké‘ﬁ- (t)

K (fif2)(8) =

1
hoc(t; a) Ka fl (t)Ka fZ (t)

elde edilir. Tiimevarim hipotezi geregi n — 1 igin esitsizligin dogru oldugu kabul edilip n

i¢in dogrulugu gosterilmelidir.

K (]_[ ﬁ-) = (hae ) | KA (8.11)

esitsizligi saglansm. O halde KZ(Thyf) (@) = (he(t, @) ™[I, KSfi(t) esitsizligi
gosterilmelidir.

(fi=1,..n pozitif artan fonksiyonlar oldugundan ([T7=' f;) (¢t) fonksiyonu da artandir.
Buradan Teorem 8.1°de, g = [["=}' fi, f = f kabul edilirse,

ﬁﬁ : ﬂff = fg

i=1
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esitligi saglanir. (8.11) esitsizliginin her iki tarafi (ho(t, a))_lKC‘l>c (f)(t) ile garpilirsa,
n-1 n—-1
(hat @) " KEEIOKE(| [ A® 2 (et @) (el )™ | [ KEAOKEEI O

elde edilir. Diizenlenirse,

(ha(t, @) " KEGIOKE] [ = (e ) ™| [KERO
i=1 i=1
bulunur. Boylece,
k(| [ o 2 () ™| [KeAi©

sonucuna ulasilir.

Teorem8.4: fveg, [0, 00)r araliginda tanimli iki fonksiyon olsun. f fonksiyonu artan,
g fonksiyonu tiirevlenebilir ve m = inf;sog’'(t) reel sayisimin var oldugunu kabul edelim.

Budurumda Vt>a,x=>1,a =0 ig¢in,

KSFD@® = (het, ) KIFOKEG(E) —m(hee(t, @) KEFOKS (L)
+mKZ(tf ()

esitsizligi saglanir.

ispat : k(t) == g(t) — mt fonksiyonunu ele alalim. k’nin diferensiyellenebilir oldugu ve

[0, 00) araliginda artan oldugu agiktir. Teorem 8.3’ten,

KE(kF)() = KE((g —mt )F)(®) = (ha(t, @) KEFOKSK(D)

= (ho(t, @) KEF(OKS (g — mt ) ()

yazilabilir. Lineerlikten,

KS(F9) () = mKS(EF)() = (ho(t, @) KSFO(KSG(E) — mKE)

= (hee(t, @) KEFOKZG(E) — m(hee(t, @) KEF (DKL

elde edilir. Bu ifadeler diizenlenirse,

KE(Fg)(®) = (ha(t, ) KF(OKE () — m(ha(t, @) KEF(OKSE + mKS(Ef)(E)
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bulunur ve ispat tamamlanir.
Sonuc¢ 8.5 : f ve g, [0, )t araliginda tanimli iki fonksiyon olsun.

a) f azalan, g diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve M: = sup;s¢9'(t) reel sayisi var
olsun. Budurumda Vt > a,x>1,a = 0 igin,
KE(F)(®) = (ha(t, @) KEF(OKEGE) = M(ha(t, @) KEF(OKEE + MES(tf (£))
yazilabilir.
b) f ve g diferensiyellenebilir iki fonksiyon ve m; = infisof'(t) , my = infisog’'(t)
reel sayilart var olsun. Vt > a,x>1,a = 0 igin,
Kg(fg)@) — mch‘f(tf(t)) - lea“(tg(t)) + mym,Kgt?

> (ho(t, a))_l[Kac’(f(t)Kgg(t) —myKg f(OKF () — mKg (£)Kg g(t)
+mym, (K5 t)?]

esitsizligi yazilabilir.
c) f ve g diferensiyellenebilir iki fonksiyon M; = sup;sof'(t) , My = sup;sog'(t)
reel sayilar1 var olsun. Vt > a,x=>1,a = 0 igin,

KS(Fg) () — MoK (tf (D) — MyKZ(tg (D)) + My MoK t?

> (hee(t, @) [KSF(OKSG(E) — MyKEF(DKE(E) — MyKE(DKEG(E)
+ M; M, (K5t)?]

esitsizligi yazilabilir.
Ispat :
a) [0, o)y araliginda tamimli azalan ve diferensiyellenebilir G(t) := g(t) — Mt

fonksiyonunu goz oniine alalim. Vt > a,x>1,a > 0 i¢in Teorem 8.1 geregi asagidaki

esitsizlik yazilabilir.

KSGH® = (he(t, @) KIGOKES ().
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Boylece,
KE((g = MOF(®) = (ha(t, @) KEFOKS (g — MO)(©)
elde edilir. Lineerlikten,
K$(fg)(®) — MKS(tf () = (ha(t, a))_lKa“f (O (Kgg() — MKS(@®))

= (h(t, @) KZFOKZg(E) — M(hee(t, @) KZF(OKZE

yazilabilir. Ifade diizenlenirse,

KE(FP ) = (hat, @) KEFOKEG®) — M(hoe(t, ) KSF(OKSE + MKE(tf (1))
elde edilir ve ispat tamamlanir.

b) [0, 0o) araliginda tanimli artan ve diferensiyellenebilir F(t) :== f(t) — m,t ve

G(t) = g(t) —m,t fonksiyonlarini ele alalim. Vt > a,x=>1,a = 0 igin, Teorem 8.1
geregi,
KS(FGY(D) 2 (ha(t, @) KEF(DKEG(D)

yazilabilir. Buradan F (t) ve G (t) fonksiyonlar yerine yazilirsa,

KS((fF(@®) —myt)(g() — mat)) (1) = (h(t, a))_lKéf(f(t) —m)Kg (g(t) — myt)
elde edilir. Lineerlik kullanilirsa,
K& ((Fg) (@) — matf () — mytg(t) + mym,t?)
> (ha(t, @) [KSFOKSG(O) — maKSf (OKEt — maKEg(DKSE

+ mym, (Kgt)?]

yazilabilir. Ifade diizenlenirse,
K& (fg) () — mpKgtf (t) — myKgtg(t) + mym,Kt?

> (hoe(t, @) [KSF(OKEG(E) — mpKSF(OKEE — myKEg(OKEE
+ mym, (KSt)?]

bulunur ve ispat tamamlanur.

c) [0, )y araliginda taniml artan ve diferensiyellenebilir F(t) = f(t) — Mt ,
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G(t) = g(t) — M,t fonksiyonlarini ele alalm. Vt > a,x>1,a = 0 igin, Teorem 8.1
geregi,
KE(FGY() = (hu(t, @) KEF(OKIG(L)

yazilabilir, F (t) ve G(t) fonksiyonlar1 yerine yazilirsa,

KS((f () = Mit)(g(8) — Mat))(t) = (ha(t, a))_lKS((f(t) — M t)Kg (g(t) — M,t)
elde edilir. Burada lineerlik kullanilirsa,
Kg&((Fg) () — Mytf () — Mytg(t) + My M,t?)
> (ha(t, @) [KSFOKSG(O) — MoKSF(OKSE — MK g(OKS

+ MM, (K5t)?]

yazilabilir. Esitsizlik diizenlenirse,

K& (fg)(t) — MuKStf () — MiKStg(t) + MM, K t?
> (he(t, @) [KSF(OKEG(E) — MyKSF(DKSE — MiKEg(DKSE
+ My M, (K5t)?]

elde edilir.
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9. SONUC VE ONERILER

Bu tezde bazi 6nemli tiirden kesirli integral esitsizlikleri incelenmis ve zaman skalasina
genisletilmistir. Bu c¢alisma ile esitsizliklerin kesikli veya siirekli analizde ayr1 ayri

incelenmesine gerek kalmamaistir.

Tezde Riemann-Liouville kesirli integrali kullanilarak incelenen esitsizlikler, Caputo,
Hadamard, Comformable, Beta ve Riesz gibi farkli kesirli integral tanimlar1 kullanilarak
genisletilebilir. Bulunacak olan bu esitsizlikler zaman skalas1 teorisi yardimiyla daha da

birlestirilip genellestirilebilir.
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