T.C
USAK UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

BOLUM GOLDIE BOYUT UZERINE

YUKSEK LiSANS TEZi

KUBRA BAYKAL

EKiM 2018
USAK



T.C
USAK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

BOLUM GOLDIE BOYUT UZERINE

YUKSEK LiSANS TEZi

KUBRA BAYKAL

USAK 2018



Kiibra BAYKAL tarafindan hazirlanan ‘Bélim Goldie Boyut’ adli bu tezin Yiiksek

Lisans tezi olarak uygun oldugunu onaylarim.

Dog¢.Dr. Mustafa Kemal BERKTAS . M\ -

Tez Danisman1 Matematik Anabilim Dah

Bu calisma; jlirimiz tarafindan oy birligi ile Matematik Bo6liimii Anabilim Dalinda

Yiiksek Lisans tezi olarak kabul edilmistir,

Dog. Dr. Deniz UCAR

Matematik Anabilim Dali, Usak Universitesi

Dog¢.Dr. Mustafa Kemal BERKTAS \mf”g/\ .

Matematik Anabilim Dali, Usak Universitesi

Dr. Ogr. Uyesi Fatma KAYNARCA

Matematik Anabilim Dali, Afyon Kocatepe Universitesi

Tarih: 19/10/2018

Bu Calisma Ile Usak Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu Yiiksek

Lisans derecesini onamugtir.
Prof. Dr. Isa Yesilyurt

Fen Bilimleri Enstitiisti Miidiirii



TEZ BiLDIRIiMi

Tez igindeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar g¢ergevesinde elde
edilerek sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu
calismada bana ait olmayan her tiirli ifade ve bilginin eksiksiz atif yapildigimi

bildiririm.

Kiibra BAYKAL



BOLUM GOLDIE BOYUT UZERINE

(Yiiksek Lisans Tezi)

Kiibra BAYKAL

USAK UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
Ekim 2018

OZET

Bu tezde, sonlu bdlim Goldie boyuta sahip modiiller incelenmistir. Ozellikle
V. Camillo ve C. Faith’in makaleleri detayli olarak ¢alistimustir. ilk iki béliimde modiil
kavrami, modiil ile ilgili baz1 temel tanim ve 6zellikleri verilmistir. Ugiincii béliimde
diizgiin modiil, Goldie boyut, bolim Goldie boyut ve CS-modiil kavramlari
derlenmistir. Dordiincli boliimde artan zincir sart1 ile boliim modiilleri sonlu boyutlu
modiiller i¢in gerek ve yeter kosullar incelenmistir. Son boliimde boliim modiilleri sonlu
boyutlu modiillerin noether modiiller ile karakterizasyonu ve bazi uygulamalari

verilmistir.

Bilim Kodu : 403.01.00

Anahtar Kelimeler : Modiil, Diizgiin modiil, Béliim modiil, Goldie boyut, sonlu
boliim Goldie boyut, Noether modiil.

Sayfa Adedi 1 44
Tez Yoneticisi : Do¢.Dr. Mustafa Kemal BERKTAS



ON QUOTIENT GOLDIE DIMENSION
(M.Sc. Thesis)

Kiibra BAYKAL

USAK UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIiED SCIENCE
October 2018

ABSTRACT

In this thesis, we survey quotient finite Goldie dimensional modules. In particular,
we study in detail V. Camillo and C. Faith. In the first two section, module concept and
basic definitions and properties of modules are given. In the third section we review
uniform modules, Goldie dimension, quotient Goldie dimension and CS-modules. In the
fourth section and necessary and sufficient conditions for quotient finite dimension
modules with assending chain condition are illustrated. In the last section

characterization modules with noetherian modules and some applications of them are
given.

Science Code : 403.01.00

Key Words : Module, Uniform module, Quotient module, Finite Quotient Goldie
dimension, Noetherian module.

Page Number : 44

Adviser . Assoc. Prof. Dr. Mustafa Kemal BERKTAS



TESEKKUR

Calismalarim boyunca destegini ve zamanini higbir zaman esirgemeyen akademik
acidan gelismemi, dogru bilimsel aragtirma yontemlerini 6grenmemi saglayan, objektif
yorum ve Ogretileriyle ilerlememe yardimci olan saygi deger danigman hocam Dog. Dr.

Mustafa Kemal BERKTAS’a

Ayrica bu c¢aligmanin gerceklesmesinde gerek tez izleme komitesi ve gerekse tez

juirisi olarak destek ve 6nerilerinden dolay1 gérev almis tiim hocalarima

Son olarak bu silire¢ boyunca her tiirlii sikintiy1, zorlugu ve sevinci benimle
yasayan, manevi destekleriyle beni hicbir zaman yalniz birakmayan aileme,

arkadaglarima ve destegini esirgemeyen esim Sergen BAYKAL’a

Sonsuz tesekkiirler. ..

Bu tez, Tiirkiye Bilimsel ve Teknolojik Arastirma Kurumu (TUBITAK) tarafindan,

117F270 numaral1 proje kapsaminda desteklenmistir.



ICINDEKILER

OZET ..ottt ettt bbbttt iii
ABSTRACT ettt et et nae e b nrne s Y,
TESEKKUR ..ottt ettt ettt as sttt en s esae et as st s s v
ICINDEKILER.......ociitititeeeee ettt ii
SIMGELER VE KISALTMALAR .......coooititiieieeeeeee s, vii
Lo GIRIS oottt 1
2. ON BILGILER ......cotitiiiiiiitiiieiieei it 3
2.1. Temel Tanim ve OZellKIET ........ovveuevereeeeeeereeereeeeeeeeeeeeeee e 3
2.2, Injektif MOQUL....c.cvcviiieireieieiieccieie ettt 11
2.3. Noether ve Artin Modll..........coccoriiiiiiiieii s 13
3. GOLDIE BOYUT ...cotiiiiiiiiieieissiesiseieeessssssss s 16
3.1, Dizglin Modill .......cccoiiiiiiiiiiiic e 16
3.2, GOlAIE BOYUL......ciiiiiiiieiieieie et 18
3.3. BOIImM Goldie BOYUL.......ccoiiiiiieiiciececc e 20
KR S O Y, (o T L 1< S 23

4. SONLU BOLUM GOLDIE BOYUTLU MODULLER VE ARTAN ZINCIR

5. SONLU BOLUM GOLDIE BOYUTLU MODULLERIN NOETHER

MODULLER ILE KARAKTERIZASYONU......vvveioreeeeeeeeeeeesseeeesesseseesssesessseeeee 29
KAYNAKLAR ..ot seeeeeseeesseeeaesse e asssseee s eesseeessesesseseasseees e 32
(0746 21011 £SO 34

Vi



SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢aligmada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, agiklamalart ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler
Mg
M

Mod — R

A/B

Homg(M,N)
End(Mg)
Gor(f)

Cek(f)

Aciklama
M birimsel sag R- modiil
M birimsel sol R-modiil
birimsel sag R- modiillerin kategorisi
M; modiillerinin direkt toplam1
M; modiillerinin direkt ¢arpimi
A; M’nin altmodiili
A; M’nin dik toplanani
A; M’nin tamamlayant
A; M’nin kii¢iik altmodiilii
A; M’nin biiyiik altmodiili

A’nin B’ye bolim modiilii

M’den N’ye R—modiil homomorfizmalarinin sinifi

M modiliinin endomorfizma halkasi

f fonksiyonunun goriintiisii

f fonksiyonunun ¢ekirdegi
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Z Tamsayilar kiimesi

Q Rasyonel sayilar kiimesi
Z(p™) Priifer P- grup

J(R) R halkasmin Jacobson radicali
SocM M modiiliiniin sokulu

RadM M modiiliiniin radikali

E(A) A modiiliiniin injektif biiriimi
udim Goldie boyut

viii



1. GIRIS

Modiil Teoride daha genel olarak cebirde diizgiin modiiller ve injektif modiillerin
onemi Carl Faith’m [1], [2] ¢alismalarinin yayimlanmasinin etkisiyle 1960 ve 1970’lerde
biiyiik Olgiide belli oldu. Yalniz bu c¢aligmalara degil aym1 zamanda John von
Neumann’in siirekli geometriler araciligiyla Kuantum Mekanigini modelleme girisimi

ile ilgili modiillere ve modiillerin ¢esitli genellemelerine siire gelen bir ilgi vardi [3].

Modiiller ve halkalar i¢in Goldie boyut ilk defa [4], [5] da sunulmustur. Goldie
A.W. bu kavrami1 boyut olarak adlandirmistir. Ayrica Goldie boyut diizgiin boyut veya
rank olarakta adlandirilmistir. Herhangi bir modiiler latis igin Goldie boyut kavrami

[6]°da, kategorik versiyonu da yakin zamanda [7] de verilmistir.

Bu ¢alismada V. Camillo ve C. Faith’in sonlu boliim Goldie boyuta sahip modiiller
icin elde ettikleri [2], [8] deki sonuglar ayrintili bir sekilde ¢aligilmustir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim girig boliimii olarak diizenlenmistir.

Ikinci boliimde, tezin okunabilirligini kolaylastirmak icin gerekli modiil teorisi ile
ilgili temel tanim ve Ozellikler verilmistir. Sonuglart anlasilir hale getirmek ve
siniflandirmak i¢in  Ornekler verilmistir. Modiil teorisindeki kullanish = 6zel
altmodiillerden olan biiyiik (essential), kiigiik (superflous) altmodiiller, sokul, radical,

injektif modiil, Noether ve Artin modiil kavramlar1 incelenmistir.

Burada belirtilmeyen tanim ve 6zellikler i¢in [3], [9], [10], [11], [12], [13], [14],
[15], [16] kaynaklarindan yararlanilabilir.

Ucgiincii béliimde bir M modiiliiniin diizgiin boyut teorisine giris yapilmistir. Bu
teorinin temel fikri bir M modiiliiniin sifirdan farkli altmodiillerinin miimkiin oldugu

kadar biiyiik bir direkt toplami bulunmasiyla M modiiliiniin genisliginin 6l¢iimiinii



yapmaktir. Bir M modiiliiniin diizgiin altmodiillerin direkt toplam1 olacak sekilde bir
bliyiik altmodiilii vardir. Buradan hareketle Goldie boyut tanimlanmistir. Bir M modiilii
icin N; # 0 diizgiin modiil olmak tizere N = N; @ ... N, biyiik altmodiiliinii
diistiniirsek M nin Goldie (diizgiin) boyutu k olur [17].

R bir halka ve F bir cisim olmak iizere vektdr uzayi, bir F cismi tizerinde kurulan
yap1 iken modiil birimli bir R halkas1 iizerinde kurulur. Yani modiil kavrami vektor
uzayimin ¢ok daha genel hali olarak karsimiza ¢ikar. Dolayisiyla diizgiin (Goldie) boyut,

vektor uzaylarinda ki boyut kavraminin genellestirilmisidir.

M bir modiil olmak {izere eger M modiiliiniin her homomorfik goriintiisii sonlu

Goldie boyuta sahipse M modiiliine sonlu boliim Goldie boyuta sahiptir denir [9].

Yine bu bodliimde orijini John von Neumann’in c¢alismalarina dayanan CS-
modiillerin tanim1 ve sonlu Goldie boyut ile iliskisine deginilmistir. CS-modiiller i¢in

detayli bilgilere [3], [17], [18], [19] ¢alismalarindan ulasilabilir.

Dordiincii bolimde V.Camillo tarafindan 1977 yilinda yayinlanan makale detayli
olarak incelenmistir [8]. Bir M modiilii sonlu boliim Goldie boyuta sahip olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul M’nin her boliim modiilii sonlu boyutlu sokula sahip olmasidir ve

bir M modiili sonlu bolim Goldie boyuta sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her N
altmodiiliinin N /T maksimal altmodiile sahip olmayacak sekilde bir T sonlu iretilmis

altmodiile sahip olmasidir.

Besinci bolimde C. Faith tarafindan 1999 yilinda yayimnlanan makale detayli
olarak incelenmistir [2]. Bu makaledeki temel sonug; bir M modiiliiniin sonlu bélim
Goldie boyutuna sahip olmasi ve SDI (subdirectly irreducible) altmodiillerinin artan

zincir sartin saglamasi igin gerek ve yeter kosul M modiiliiniin Noether olmasidir.

Boylece son boliimde sonlu boliim Goldie boyutlu modiillerin Noether modiiller ile

karakterizasyonu yapilmis ve ayrica bazi uygulamalarina yer verilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde tez igin gerekli olan bilinen temel tanim ve kavramlara yer verilmistir.

2.1. Temel Tanim ve Ozellikler

Tamim 2.1.1. Birimli bir R halkas1 ve (M, +) abel grubu i¢in f: R X M — M fonksiyonu

verilmis olsun. f (r,m) € M elemanin1 rm ile gosterecegiz.
Her r,s € R ve her m,n € M i¢in

1. rm+n)=rm+rn
2. (r+sym=rm+sm
3. (rsym =r(sm)
4

1lm=m

ise M’ye bir birimsel sol R — modiil veya R halkast lizerinde bir sol modil denir
ve pM ile gosterilir. Benzer kosullar ger¢ekleyen bir g:M X R - M, g(m,r) = mr

fonksiyonu verilmigse M’ye birimsel sag R-modiil denir ve My, ile gosterilir [10].
Ornegin; V, F cismi iizerinde bir vektdr uzay ise V, F iizerinde bir modiildiir.
Her R halkasi kendisi tizerinde hem sol R-modiil hem de sag R-modiildiir.
R birimli ve degismeli bir halka olsun. R[x] polinomlar halkas: R- modiildiir.
Bilesenleri birimli degismeli bir R halkasinda olan tiim dizilerin kiimesi bir

R-modildir.



Tez boyunca bir R halkasi iizerinde sol R-modiiller kisaca modiil olarak ifade

edilecektir.

Tamm 2.1.2. M bir modiil olsun. M modiiliiniin bos olmayan bir N altkiimesi kendi

bagina modiil oluyorsa N'ye M'nin bir altmodiili denir ve N < M veya N < M

bigiminde gosterilir [10].

Tanmm 2.1.3. M modiliiniin bir S altkiimesini i¢eren en kiicik < S > altmodiiliine
S'nin trettigi altmodiil denir. < § > altmodiiliiniin her zaman mevcut oldugu ve S yi
iceren tiim altmodiillerin kesisimine esit oldugu kolayca gdsterilir. Ayrica bos kiimeden
farklt S altkiimesi ig¢in S’nin drettigi < S > altmodilii r;eR, s;eS (i=1,2,..,n) olmak
lizere tim 775y + 1,5, + -+ 1,5, seklinde yazilabilen elemanlardan yani S’nin

elemanlarimin tiim lineer bilesimlerinden olusur. S = @ise < S >= 0 dir [10].

Tammm 2.1.4. S, M modiliinin sonlu bir altkiimesi ve M =<S> ise M ye
sonlu uretilen modil denir. M modiiliiniin K ve L altmodiillerinin K N L kesisimi de
bir altmodiildiir. Ancak K U L birlesimi altmodiil olmayabilir. Bu iki altmodiilii iceren
en kiicliik altmodiili < KUL>={k+1:k €K,l €L} oldugu kolayca goriiliir. Bu

altmodiile K ve L altmodiillerinin toplamu denir ve K + L ile gosterilir [10].

Tanmim 2.1.5. S, tek elemandan olusan bir kiime yani S = {x} ise, < § >=<x >=

Rx = {rx | reR} altmodiiliine x'in Grettigi devirli modil denir [10].

Tammm 2.1.6. Kendisinden ve sifirdan bagka altmodiilii bulunmayan sifirdan farkli bir

modiile basit modil denir [10].



Onerme 2.1.1. M bir modiil olsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler denktir.

(1) M, M = };¢; S; kosulunu saglayan basit altmodiillerinin bir {S;};¢; ailesine
sahiptir.
(2) M toplami M nin kendisi olan basit altmodiillerinin bir ailesine sahiptir.

(3) M nin her altmodiilii M nin bir direkt toplananidir [11, Onerme 3.1].

Tamm 2.1.7. Onerme 2.1.1. deki denk kosullardan herhangi birini saglayan M
modiiliine yar1 basit modiil denir. Kisaca basit altmodiillerin toplami seklinde

gosterilebilen modiile yar: basit modiil denir [11].

Onerme 2.1.2. Her basit modiil devirlidir [11, Onerme 1.2].

Ispat: M bir basit modiil olsun. M sifirdan farkli bir modiil oldugundan 0 # m € M
eleman1 mevcuttur. Bu 0 # m € M elemani ile olusturulan Rm devirli altmodiiliinii ele

alalim. M basit oldugundan Rm = M bulunur. Dolayisiyla M devirlidir.

Onerme 2.1.3. M yar1 basit modiil olsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler denktir.

(1) M basit altmodiillerin sonlu bir ailesinin direkt toplamidir.

(2) M sonlu iiretilmistir [11, Onerme 3.2].

Tamm 2.1.8. Bir M modiiliiniin sifirdan farkli bir altmodiili N olsun. M nin N de
icerilen sifirdan farkli ve N den baska higbir altmodiilii yoksa N modiiliine

minimal altmodil denir [14].

N nin bir minimal altmodiil olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul basit altmodiil

olmasidir [14].



Tamm 2.1.9. Bir M modiiliiniin bir 6z altmodiilii N olsun. M’nin N’yi kapsayan N

modiiliinden baska hi¢bir 6z altmodiilii yoksa N’ye bir maksimal altmodul denir
[14].

Bir modiiliin birden fazla maksimal altmodiilii olabilir. Ornegin; ,Z modiiliinde
her p asal sayisi i¢in pZ maksimal altmodiildiir. Diger taraftan maksimal altmodiilii
bulunmayan modiillerde vardir. Bir B modiiliiniin basit olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

B’nin her altmodiiliiniin maksimal olmasidir [10].

Onerme 2.1.4. M sonlu iiretilmis bir modiil olsun. Bu takdirde M modiiliiniin her

altmodiilii bir maksimal altmodiilde kapsanir [11, Onerme 1.3].

Sonuc¢ 2.1.1. Sifirdan farkli sonlu tiretilmis her modiil bir maksimal altmodiile sahiptir

[11, Sonug 1].

Tanmm 2.1.10. M bir modiil olsun. M modiilinin her U altmodiili i¢in ANU =0
olmasi durumunda U = 0 oluyorsa A altmodiiline M'de biiyiik (essential) denir ve

A 2 M ile gosterilir [3].

Lemma 2.1.1. K ve N, bir M modiiliiniin altmodiilleri olmak iizere asagidaki 6zellikler

saglanir.

1. NasMooher0meMicinNNRm #0

2. KcN, KesMeKINveN3IM

3. N2Mise NNnK 2 K dir.

4, NS M veK=aMise NNnK 2 M dir.

5. K c Nolsun. Eger N/, s M/, ise N = M dir.

6. NS Mvem € M ise Nm™1; R nin biiyiik sol idealidir [3].



Tamm 2.1.11. M bir modiil olsun. M modiiliiniin her U altmodiilii i¢in A+ U =M
olmasi durumunda U = M oluyorsa A altmodiiline M'de kigiiktir (superfluouse)

denir ve A « M ile gosterilir [14].

Teorem 2.1.1. M bir modiil olmak tizere {L;, i € I}; M’nin biiyiikk altmodiillerinin bir

ailesi ise N L; ; M’nin bir bilyiik altmodiliidir [12].

Tanmm 2.1.12. M bir modiil olsun. M nin basit altmodiillerinin toplamima M 'nin sokulu

denir ve SocM ile gosterilir. Ayrica
SocM = Y{K < M| K, M'nin minimal altmodiilii}
=n{L < M| L, M'nin biyiik altmoduli }.

SocM, M nin bir altmodulidiir [3].

dir. B ve C biiyiik altmodiillerdir. Béylece BNC={0,4}=B=SocZg olur.

Ornek 2.1.2. SocZ = 0 dir. Ciinkii Z nin hi¢ minimal altmodiilii yoktur.

Tanmim 2.1.13. M bir modiil olsun. M’ nin maksimal altmodiillerinin arakesitine M ’nin

radikali denir ve RadM ile gosterilir.
RadM = Y{L < M| L, M'de kiigiik}
=Nn{K < M| K,M'de maksimal}

M maksimal altmodiile sahip degilse RadM = M dir [3].



Onerme 2.1.5. M bir modiil olsun. M nin sonlu iiretilmis olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul M / RadM nin sonlu iretilmis ve RadM nin M de kii¢iik olmasidir [12, Theorem
10.4].

Ornek 2.1.3. M sonlu iiretilmis bir modiil ise RadM # M dir [3]. Ciinkii M sonlu
tiretilmis ise RadM < M oldugundan RadM # M dir.

Ornek 2.1.4. Z tamsayilar halkasi i¢in RadZ = 0 dir. Ciinkii Z’nin hig kiiiik altmodiilii
yoktur.

Ornek 2.1.5. @Q modiiliiniin hi¢ maksimal altmodiilii olmadigindan Rad (Q = 0 dur.

Tanmim 2.1.14. R bir halka olsun. R halkasinin tim maksimal ideallerinin arakesitine

R nin Jacobson radikali denir ve J(R) = Rad( gzR) ile gosterilir [13].

Tanmm 2.1.15. M bir modiil olsun. A,B,C < M ve B < C olmak ilizere A+ B)NC =
(AN C)+ B esitligine Modiilarite Kuralt denir [14].

Tanmm 2.1.16. R bir halka, M ve N iki modiil olsun. f: M — N fonksiyonu asagidaki

Ozellikleri saglarsa f ye bir modiil homomorfizmasi denir.

1. Hermy,m; € M igin f(my) + f(my) = f(my) + f(my)
2. Herm € M ver € Rigin f(rm) = rf(m) dir.

Eger f homomorfizmasi birebir ise f’ye bir monomorfizma denir.

Eger f homomorfizmasi orten ise f’ye bir epimorfizma denir.



Eger f homomorfizmast hem birebir hem orten ise f’ye bir izomorfizma denir [14].

Tamim 2.1.17. f: M — N bir modiil homomorfizmasi olsun
{x €M : f(x) =0y} kiimesine f’nin ¢ekirdegi denir ve Cek(f) ile gosterilir.

Gor(f) ={f(m) :m € M} kimesine f altinda M’nin goriintiisii denir [10].

Tamim 2.1.18. M bir modiil ve N, M nin bir altmodiilii olsun. M/N ={x+N|xeM}

kiimesi Vx,y E Mver € Ricin (x+ N)+ (y+N)=(x+y)+ Nve

r(x+ N) =rx+ N islemlerine gore bir modiildiir. Bu modiile boliim modiil denir
[12].

Teorem 2.1.2. (1. izomorfizma Teoremi)

M ve N modil olmak tlizere f:M — N modiill homomorfizmasi i¢in Cek(f) =K

olsun. Bu durumda
M/ = f(m)

dir [10].
Teorem 2.1.3. (2. izomorfizma Teoremi)
M bir modiil olsun. Bu durumda

H<Mvek <Mise H+K/ =H/ _
dir [10].
Teorem 2.1.4. (3. izomorfizma Teoremi)

M bir modiil olsun. Bu durumda



M/
K<L<Mise M/ = K/L/
K

dir [10].

Onerme 2.1.7. Yaribasit modiillerin homomorfik gériintiisii de yaribasittir [11, Onerme
3.5]

Ispat: M yaribasit bir modiil ve M’ bir modiil olmak iizere ¢ : M - M’ modiil
epimorfizmasi verilsin. M nin her altmodiilii bir direkt toplanandir. Dolayistyla Cek(¢),
M’nin bir direkt toplanandir. Bu durumda M = Cek(¢p)@®N olacak sekilde M nin bir N

direkt toplanan1 mevcuttur. IIzomorfizma teoreminden M /C ek () = N olur.

epimorfizma oldugundan M =M' yani N = M' bulunur. Yar1 basit
8 Cek(e)

modiillerin her altmodiilii yaribasittir geregince M yaribasit modiiliiniin N altmodiilii de

yaribasittir. Dolayisiyla ona izomorf olan M’ modiilii de yaribasittir.

Teorem 2.1.5. (Carpan Teoremi) M,M’,N ve N’ birer modil ve f:M — N bir
modil homomorfizmast olsun. Eger g:M - M', Kerg € Kerf olacak sekilde bir

epimorfizm ise

M —— N

AN

Ml

f = hg olacak sekilde bir tek h: M - N monomorfizmasi vardir [12].

Onerme 2.1.5. M ve M’ birer modiil olmak iizere f: M — M’ igerim monomorfizmasi

olsun. Bu taktirde M modiiliiniin bir M"" genislemesi ve f igerim monomorfizmasinin
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her m € M elemani i¢in g(m) = f(m) olacak sekilde bir g:M"” — M’ genisleme

izomorfizmasi vardir [12].

2.2. Injektif Modiil

Tanim 2.2.1. M, N ve K modiilleri verilsin
mEN Sk

modiillerinin bir dizisi olmak iizere Gor(¢) < Cek(y) ise, bir baska deyisle Vm €
M icin (Y ¢@)(m) = 0 oluyorsa bu diziye kompleks denir.

mENSk
dizisi i¢in Gor(¢) = Cek(y) oluyorsa bu diziye tam dizi denir.

Eger 0 - M ﬁN dizisi tam dizi ise, Cek(¢) = 0 olup ¢ bir monomorfizmadir.. Yine
N ﬁ K — 0 dizisi tam dizi ise, Gor(y) = K olup ¥ bir epimorfizimdir.

0- MﬂN i K—-0
seklindeki diziye kisa tam dizi denir.

Bir M modiliinin M’ altmodiili i¢gin M' - M igerme monomorfizmasi ve

M->M / ) dogal epimorfizmasi yardimryla kurulan
0->M->M->M/ >0

dizisi tamdir [11].

Teorem 2.2.1. R birimli bir halka ve 0 — ALB A C - 0 bir kisa tam dizisi i¢in

asagidakiler denktir.
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1.) hf = 1, olacak sekilde bir h: B - A R-modiil homomorfizmasi bulunur.
2.) Gor(f) altmodiilii B’nin toplanan terimidir.

3.) gk =1, olacak sekilde bir k:C - A R-modiil homomorfizmas: bulunur. Bu
durumda B = A@C dir.

Tamm 2.2.2. Teorem 2.1.6. ‘da verilen denk kosullardan birini saglayan bir kisa tam

diziye split (parcalanan) veya parcalanan kisa tam dizi denir.

Lemma 2.2.1. Bir M modiili i¢in asagidakiler denktir
1.) Her a: M — B monomorfizmasi pargalanabilirdir.

2.) Her f:A — B monomorfizmast ve her g:A - M homomorfizmasi i¢in f = hg

olacak sekilde h: B - M homomofizmasi vardir.

3.) Her f: A - B monomorfizmasi i¢gin Hom(f,1,,): Homz(B,M) - Hompy(A, M) bir
epimorfizmadir [14, Theorem 5.3.1] .

Tanmm 2.2.3. Lemma 2.2.1. de verilen denk kosullardan birini saglayan bir M

modiiliine injektif modiil denir [14].

Tanim 224, f:K—> M monomorfizmast i¢in Imf<IM ise f ye

biiyiik monomor fizma denir [14].

Tammm 2.2.5. | injektif modiiliine, f: M — I biiyik monomorfizmasi ile birlikte M

modiiliiniin injektif birimi (injective hull) denir [10].
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Teorem 2.2.2. Her modiiliin bir injektif biiriimii bulunur ve injektif bilirlim izomorfizma

farkiyla tektir [10, Teorem 10.2]

Lemma 2.2.2. A< B ve E(B), B'nin injektif biirimii olsun. Bir € < E(B) igin
E(B) = E(A) @ C olacak sekilde A’nin bir E(A) injektif biiriimii vardir. Eger A < B
biiytik altmodiil ise E(A) = E(B) dir [13, Problem 1.6.7].

2.3. Noether ve Artin Modiller

Tanmm 2.3.1. M bir modiil olsun. M’nin altmodiillerinin bostan farkli her £ ailesi bir
maksimal elemana sahipse yani 2, K altmodilini Kkapsayan bir elemani
olmayacak sekilde bir K elemanina sahipse M modiiliine altmodiilleri i¢in

maksimal kosulunu saglar denir [11].

Tamm 2.3.2. M bir modiil olsun. M’nin altmodiillerinin K; < K, < K3 < -+ seklinde
her bir artan zinciri igin dyle m € Z* ve n > m kosulunu saglayan Vn € Z* igin

K, = K,, oluyorsa, M modiiliine artan zincir kosulunu saglar denir [11].

Tamim 2.3.3. M modiiliiniin biitiin altmodiilleri {izerinde artan zincir kosulu (ascending
chain condition, ACC) saglaniyorsa, M modiiline Noether modiil (Noetherian)
denir. Bu durumda M nin her altmodiilii sonlu iiretilmistir. Eger M nin her sonlu

tiretilmis altmodiilii noether ise M yerel noether (locally noetherian) dir [11].
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Onerme 2.3.1. Bir M modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir.
1.) M Noether modiildiir.
2.) M’nin her altmodiilii sonlu tretilmistir.

3.) M’nin altmodiillerinin bos olmayan her altkiimesinin bir maksimal elemani vardir

[12].

Ispat: (1) = (3) A, M’nin altmodiillerinin bos olmayan bir ailesi olmak iizere A4 nin
maksimal elemani olmadigini kabul edelim. Bu durumda her L € A igin {L' € A | L' >
L} kiimesi bostan farklidir. L' i¢in durum devam ettirilirse M’nin altmodiillerinin bir
L' < L" <. artan ve durmayan zinciri elde edilir. Ancak bu durum M’nin Noether

olmasiyla celisir.

(3) = (2) K < M olsun. K = ), A olacak sekilde M nin altmodiillerinin A ailesini goz
oniine alahm. P = Y»{F| F < A sonlu} olsun. P # @ ve hipotezden bir maksimal

elemani vardir. Bu eleman ) F dir. Buradan agik¢a K = Y F bulunur.

(2) = (1) M’nin her altmodiilii sonlu iiretilmis olsun. M’nin altmodiillerinin artan bir
L; < L, < - zincirini alahm ve M = Y,y Ly, 0ISUN. Y soniu Ln = M olacak sekilde bir

n vardir. O halde L,,,; = L, olup dizi sonludur. Yani M Noether modiildiir [12].

Onerme 2.3.2. 0 > K > M —» N — 0 sol R-modiillerinin bir kisa tam dizisi olsun. M

nin Noether olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K ve N’nin Noether olmasidir [12].

Ispat: (=) M Noether olsun. Bu durumda M’nin altmodiilii ve bolim modiilii de
Noether olur. K, M’nin bir altmodiiliine izomorf ve M/K = N oldugundan K ve N

Noether olur.

(&) K ve N, Noether modiiller olsun. M nin Noether oldugunu gosterelim. K < M ve
M/K = N olsun. M’nin altmodiillerinin L; < L, < -+ < L, < -+ dizisini gz Oniine
alalim. Ly +K <L, +K <+ <Ly +K =Lny +K dizisi icin M/, Noether

oldugundan (i =1, ...,n) olacak sekilde bir n tamsayis1 vardir. LiNK <L, NK <
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<L,NK=L,,;NnK, (i=1,...,n) olacak sekilde bir n tamsayis1 vardir. Boylece,
Ly < Lp4; oldugundan modiilarite kural geregince Ly1; = Ly N (Lpyi + K) = Ly N

(L, +K) =L, + (Lpy; NK) = Ly, olur. Béylece M, Noether olur.

Tanim 2.34. £, M modilinin altmodillerinin bir ailesi olsun. L£’deki her
Ly =L, >+ (i =1,2,...) azalan zinciri i¢in L,,; = L, olacak sekilde bir n varsa L’ye

azalan zincir kosulunu (descending chain condition) saglar denir [12].

Tamim 2.3.5. M’nin biitiin altmodiillerinde azalan zincir sart1 saglaniyorsa M modiiliine

Artin Modul (Artinian) denir [12].

Teorem 2.3.1. A= (R M) modiiliiniin Noether (Artin) olmasi i¢in gerek ve yeter

0 S
kosul R, S ve M modiillerinin Noether (Artin) olmasidir [16].
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3. GOLDIE BOYUT

Bu boliimde diizgiin boyut teorisine giris yapilmistir. Bu teorinin temel fikri bir M
modiiliiniin sifirdan farkli altmodiillerinin miimkiin oldugu kadar biiyiik bir direkt
toplam1 bulunmasiyla M modiiliiniin genigliginin Ol¢glimiinii yapmaktir. Biiyiik
altmodiiller bu teoride kritik rol oynar. Goldie’ nin teorisine goére diizgiin boyutu
bulmak igin; bir M modiilii verildiginde olasi en biiyiik k igin N; # 0 olmak iizere
N =N; @ .. &P N, altmodiilii aranmalidir. Béyle bir N nin varligin1 kabul edersek N,
M’nin biiyiik altmodiilii olur ve M nin diizgiin boyutu k olur. Diizgiin boyut lineer
cebirde vektdr uzayimin boyutunu gosterir. Dolayisiyla modiil teoride diizgiin (Goldie)

boyut, vektor uzaylarinda ki boyut kavraminin genellestirilmisidir.

3.1. Diizgiin (Uniform ) Modiil

Tamm 3.1.1. U sifirdan farkli bir modiil olsun. Eger U’nun sifirdan farkli her V, W
altmodiilii icin V N W # 0 oluyorsa U’ya bir diizgiin (uniform) modiil denir [3].

Ornek 3.1.1. Her p asal sayis1 ve n dogal sayisi1 i¢in Z/p™Z devirli gruplar1 birer
diizglin modiildiir [3].

Ornek 3.1.2. Z(p®) priifer grubu diizgiindiir [3].
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Ornek 3.1.3. Ze =1{0,1,2,3,4,5} Z-modiiliiniin altmodilleri Z, = {0, 2, 4}  ve
Zs = {0,3} icin Z, N Zs = {0} oldugundan diizgiin modiil degildir.

Lemma 3.1.1. M sifirdan farkli altmodiillerinin sonsuz bir direkt toplamani igermeyen

sifirdan farkli bir modiil ise, o zaman M; bir diizgiin altmodiil icerir [3].

Lemma 3.1.2. M sifirdan farkli altmodiilleri bir diizgiin altmodiil i¢eren sifirdan farkli
bir modiil olsun. O zaman M’nin diizgiin altmodiillerinin direkt toplam1 olacak sekilde

bir N biiyiik altmodiilii vardir [6].

Lemma 3.1.3. Her bir Uy; M’nin diizgiin altmodiilii olmak tizere M; @ U, formunda
bir biiylik altmodiile sahip olan bir modiil olsun. M’nin bir N altmodiiliiniin biiyiik

olmasi igin gerek ve yeter kosul her 1 € A igin N N U, # 0 olmasidir [3].

Lemma 3.1.4. Her bir U;, M’nin diizgiin altmodiilii olmak tizere M; U; @ ... D U,

formunda bir biiyiik altmodiile sahip olsun. Bu durumda
1.) M’nin herhangi sifirdan farkli altmodiillerinin toplami en fazla n toplanana sahiptir.
2.) Her bir V; diizgiin modiil olmak tizere, V; @ ...V, < M ise n = k dir.

Ozetle, sifirdan farkli bir M modiiliiniin sifirdan farkli altmodiillerinin sonsuz direkt
toplamini igermemesi i¢in gerek ve yeter kosul U; € M olmak tizere U; @ ... D U,
formunda bir biiytlik altmodiile sahip olacak sekilde bir n tamsayisinin var olmasidir. M

modilii i¢in degigsmez olan bu n tamsayisina diizgiin (Goldie)boyut denir [3].
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3.2. Diizgiin (Goldie, Uniform) Boyut

Tamm 3.2.1. Bir M modiiliiniin n tane diizgiin altmodiiliin direkt toplami olarak
yazilan bir V biiyiik altmodiilii varsa M’nin diizgtin boyutu n dir denir ve udimM = n
ile gosterilir. Diizgiin boyut i¢in 'Goldie boyut’ ismi de kullanilir. Diger taraftan n
tamsayisi yoksa udimM = oo yazilir. udimM = 0 olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul
M = 0 olmasidir. udimM = 1 olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul M’ nin diizgiin modiil

olmasidir [17].

Onerme 3.2.1. Bir M modiiliiniin Goldie boyutu n olsun. Bu durumda sifirdan farkl:
herhangi altmodiillerinin N = N; @ ... N, € M direkt toplaminda k <n tane
toplanan vardir [17].

Onerme 3.2.2. Bir M modiiliiniin Goldie boyutunun sonsuz olmas igin gerek ve yeter

kosul M sifirdan farkli altmodiillerinin sonsuz bir direkt toplamini igermesidir [17].

Sonug¢ 3.2.1. Eger My bir noether veya artin modiil ise M modiiliiniin Goldie boyutu
sonludur [17].

Ispat: Zincir sartlari M’de sifirdan farkli altmodiillerin sonsuz toplaminin varligina

imkan tanimaz.

Ornek 3.2.1. Sonlu Goldie boyutlu bir modiiliin noether yada artin olmadigia bir érnek

verelim [18].

18



Bir Z-modiil olan Q diizgiindiir bundan dolayr udim@Q = 1 dir. Fakat Q’da
7 C % 7 C %Z C --- sonsuz azalan zinciri ve Z D 27Z D 47 > --- sonsuz artan zinciri var

oldugundan Q noether ve artin degildir [18].

Lemma 3.2.1. N, bir M modiiliiniin altmodilii olsun.

(1) Eger N = M ise 0 zaman M sonlu Goldie boyuta sahip olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul N’nin sonlu Goldie boyuta sahip olmasidir ve bu durumda
udimM = udimN’dir. Tersine; eger M sonlu Goldie boyuta sahip ve udimM =
udimN ise N 2 M dir.

(2) Eger M =M, @ ... M, ise 0 zaman udimM = udim M; + --- + udimM,
dir.

(3) N ve M/N sonlu Goldie boyuta sahip olsun. Bu durumda M’de sonlu Goldie
boyuta sahiptir ve udimM < udimN + udim M/ N

(4) M sonlu Goldie boyuta sahip olsun. O zaman her f: M - M monomorfizmasi
icin Imf 2 M dir [3].

Lemma 3.2.2. Bir M modiilii i¢in asagidakiler denktir:
1) udim(M) =n

2) HH D .. H, =M olacak sekilde M nin diizgiin altmodiillerinin Hy, ..., H,

bagimsiz bir dizisi vardir.

3.) Her bir E; aynistirilamaz injektif modiil olmak tlizere E(M) = E; @ ... D E,, dir
[12].
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3.3. Boliim Goldie Boyut

Tamim 3.3.1. M bir modiil olmak iizere eger M modiiliiniin her homomorfik goriintiisii

sonlu Goldie boyuta sahipse M modiiliine sonlu boliim Goldie boyuta sahiptir denir

[9].

Lemma 3.3.1. N, bir M modiiliiniin altmodiilii olsun. Eger N ve M / N modiilleri sonlu

boliim Goldie boyuta sahip ise M de sonlu boliim Goldie boyuta sahiptir [9].

Ispat: P; M’nin herhangi bir altmodiilii olmak {izere M/P’nin sonlu Goldie boyutuna
sahip oldugunu gostermeliyiz. N <M, P<M oldugundan N<N+P <M ve

< % olur. % sonlu bsliim Goldie boyuta sahip oldugu i¢in 3. izomorfizma Teoremi

geregince 2 sonlu Goldie boyutuna sahiptir. Lemma 3.2.2 den, dim (l) =n ise
N+P N+P

E (L) =E;, @ .. D E, olacak sekilde Ej, ..., E,, injektif modiilleri vardir ve f: M —

N+P
M

E (L) =E, @ ... ® E,, bir homomorfizmadir. Buradan M — % - FE (N+P

N+P

-0
.. ® E,, dizisi tamdir ve Kerf = N + P dir.

N bolim Goldie boyuta sahip oldugundan # sonlu Goldie boyuta sahiptir. 2.

: . <. N+P N N+P . .
Izomorfizma Teoremi geregi —— = —— ve buradan —— de sonlu Goldie boyuta sahip

N+P

olur. g sonlu Goldie boyutlu ise Lemma 3.2.2 den E(T) =FE; 1D .0 E,

olacak sekilde E, 1, ..., E;, injektif modiilleri vardir ve g:N + P = E (%) =FE,1 D
.. @ E,, bir homomorfizmadir. Béylece @~ N + P — % - E (%) =FE1D .0

E,, bir tam dizi ve Kerg = P dir.
g homomorfizmasmi h:M - E,., D ..D E, Yye genisletelim. O zaman
(N+P)nKerh=P dir. Simdi (fA)M->E &.. D E, PE;1D ..DPE,

homomorfizmasini diisiinelim. Ker(f,h) = Kerf n Kerh = (N + P) N Kerh = P dir.
Simdi
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(f,h)
MIBEM) =E @ . QE, ®Epy ® . O,

/ﬂ
n
M
P

M =

degismeli diyagramini diisiinelim. n bir epimorfizma ve Kern C Ker(f,h)

9 . . M ,
oldugundan, Carpan Teoremi sonucu tek bir a: i E (M) monomorfizmasi vardir.

Buradan % sonlu Goldie boyuta sahiptir.

Sonug 3.3.1. Sonlu boliim Goldie boyuta sahip modiillerin sonlu sayidaki direkt toplami1
da sonlu boliim Goldie boyuta sahiptir [9].

Ispat: M;,M,, ...,M,, sonlu béliim Goldie boyuta sahip modiiller olmak iizere M =
MM, & ... &M, olsun.

0O-M-M &M, > M, -0
dizisi tamdir.

Burada M; ve M, sonlu boliim Goldie boyuta sahip oldugundan M; @ M, sonlu boliim

Goldie boyuta sahiptir. Tiimevarimla M’ nin sonlu Goldie boyuta sahip oldugu goriiliir.

Ornek 3.3.1. p bir asal say1 olmak iizere M = Z/prZ (r = 1) modili diizgiin oldugu

icin udimM = 1 olur.

Daha genel olarak M =2/ ., (m > 0) olsun. M’nin Goldie boyutu, m sayismm

farkli asal bdlenlerinin sayisina esittir. Ciinkii M = Z/mZ = Z,, modiiliiniin m’nin
farkli asal bolenlerinin sayisi kadar diizgiin altmodiilii vardir. Bu diizgiin altmodiillerin
direkt toplami M nin biiyiik altmodiilii olur [17]. Ornegin; Z/ 67 = Le , 6 sayismin asal

bolenleri 2 ve 3 tiir. Yani 6Z nin 2 tane diizgiin altmodiilii vardir. Bunlar U; = {0, 3} ve

U, ={0,2,4} dir. U; @ U, 2 Zg oldugu i¢in udimM = 2 olur.
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Ornek 3.3.2. Mjy sonlu iiretilmis bir modiil (noether olanlar1 disinda) iken M’nin

Goldie boyutu sonlu olmak zorunda degildir [17].

Omegin; Z @ Z @ ... ideallerinin sonsuz direkt toplamini iceren R =Z x Z x ...
tizerindeki bir modiil (1,1, ...) elemani tarafindan tiretilen devirli modiildiir. Yani sonlu

tiretilmistir. Fakat udim(Rg) = oo dir [17].

Ornek 3.33. Z halkast iizerinde Z modiliinin bolim modilii igin
i/ ~ Z Z o
M= /p1 DRl = /p1Z D .0 /ka icin  py,..,p, farkli asal sayilar1 olmak

lizere M, k tane diizglin modiiliin direkt toplamina izomorftur. Boylece udimM =k

olur [17].

Ornek 3.3.4. Z iizerinde M =7 ve N =p; ..pxZ ,p; farkhi asallar olmak iizere
= _ M/ 7 7 . o .
M:=M/ N = /plz D..0 /ka seklinde tanimlansin. M — M orten doniisiimiiniin

var olmast udimM > udimM olmasmm gerektirmez. M modiiliiniin Goldie boyutu k

dir. Buna karsilik udimM = 1 dir. Daha da ilginci; udimQ =1, udimZ = 1 fakat

udim Q/ 7 = o0 olur. Kisacasi bir modiiliin b6lim modiliiniin Goldie boyutu, modiiliin

Goldie boyutundan kiigiik olmak zorunda degildir [17].

‘) > Z > Z > Z > “

kisa tam dizisini diisiinelim. Buradaki modiillerin Goldie boyutlar1 1 dir [17].
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Ornek 3.3.6. M bir modil olmak iizere M@GN =M iken N=0 ise
M Dedekind sonludur denir. Goldie boyutu sonlu olan herhangi bir M modiili
Dedekind sonludur. Gergekten M@®N = M oldugunu farzedelim. Buradan udimM =
udim(M@®N) = udim M + udimN dir. M’nin Goldie boyutu sonlu oldugu igin
udimN = 0 olur. Bundan dolayt N = 0 olur. Yani M Dedekind sonludur [18].

Ornek 3.3.7. Boliim modiilii sonlu olmayan, sonlu Goldie boyutlu bir Mz modiil érnegi

verelim. U sonsuz boyuta sahip ve V sonlu boyuta sahip bir K cismi iizerinde sag

I H) asikar halka olsun. M :=

vektor uzaylart olsun. H = Hom,(U,V) ve R = ( 0 Kk

a h
0 b
olsun. 0 #u €U icin h(u) # 0 olacak sekilde h € H vardir ve bundan dolay1

(u,v) (8 f)l) , V' de sifirdan farkli bir elemandir. Bundan dolay1 V altmodiilic My de

uev , (u,v) ( ) = (ua, h(u) + vb) islemine gére M, R iizerinde bir sag modiil

biiyiiktiir. Teorem 3.2.1 geregi udimM = udimV olur. Fakat bolim modiil M / N=

U@V/V = {J sonsuz boyuta sahiptir [18].

3.4. CS — Modiiller

Tamm 3.4.1. M bir modiil ve K, M modiiliiniin bir altmodiilii olsun. Eger K, M
modiiliinde bir biiylik genislemeye sahip degilse baska bir deyisle L; M’nin
bir altmodiili olmak {izere K; L’de biiyiik 1iken K =1L oluyorsa
K; M modiilinde kapalidir denir [3].
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Tanom 342. M bir modil ve L, M modilinin bir altmodiili
olsun. KNL=0 ozelligine gore maksimal olan bir K altmodiiliine

L nin (M'deki) tamamlayani (komplementi) denir [19].

Tannom 3.4.3. M bir modil ve K, M modilinin bir altmodili olsun.
Eger K, M modilinde herhangi bir altmodiilin tamamlayan1 ise
K'ya (M'de) bir tamamlayan denir ve K <. M 1le gosterilir. 0,M <. M oldugu
aciktir [19].

Tamim 3.4.4. M bir modiil olsun. Eger M’nin her K tamamlayan altmodiilii M’de bir
direkt toplanan oluyorsa M'ye CS — modiil (extending) denir. Bu tamima denk
kosullardan biri M’nin her N altmodiiliiniin M’nin bir direkt toplananinda biiyiik
olmasidir [19].

Ornek 3.4.1. Her yaribasit modiil CS-modiildiir. Ciinkii yaribasit modiillerin her
altmodiilii bir direkt toplanandir [3].

Ornek 3.4.2. Her diizgiin modiil bir CS-modiildiir. Ciinkii sifirdan farkli her altmodiilii
CS-modiildiir [3].

Ornek 3.4.3. Injektif modiiller CS-modiildiir [3].

Ornek 3.4.4. Sonlu ranka sahip modiiller CS-modiildiir. CS-modiiliin her altmodiilii CS
olmayabilir. Ornegin; M; CS olmayan bir modiil ve E(M)’de M’nin injektif biiriimii
olsun. Bu durumda, M < E(M) olup E(M), CS-modiildiir [18].
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Lemma 3.4.1. M CS-modiil ve N, M’nin bir direkt toplanani olsun. Bu durumda N,
CS-modiildiir [19].

Onerme 3.4.2. F serbest degismeli grup bir Z-modiil olarak CS-modiildiir ancak ve

ancak F sonlu ranka sahiptir [18].

Ispat: (&) Eger F sonlu ranka sahip ise M modiilii CS-modiildiir. Simdi F’nin rankinin

sonsuz oldugunu farzedelim ve { e, €5, ... } U B, F’nin bir baz1 olsun.

fiF>Q,f(B)=0ven > 1icin f(e,) = I/p,

Seklinde tanimlanan bir homomorfizm olsun. K: = Kerf < F kapali altmodiilii olsun.
K<,L<Fiseherle€licinml€K, m=1 vebundan dolay1 0 = f(ml) = mf(l),
f() = 0 dir. Bu K = L oldugunu gosterir. K kapali altmodiilii F nin bir direkt toplanani

olmayabilir.

(=) Diger taraftan F = K @(F / k) = K®Q miimkiin degildir. Ciinkii Q serbest modiil
degildir. Bundan dolay1 F, bir CS-modiil degildir [18].

Lemma 3.4.2. M, her maksimal diizgiin altmodiilii bir direkt toplanan olan modiil olsun.
Bu durumda K <, M ve K’nin Goldie boyutu sonlu ise K, M nin bir direkt toplananidir
[19].

Ispat: U, K’nin bir maksimal diizgiin altmodiilii olsun. Buradan U, M’ninde bir
maksimal diizgiin altmodilidir. M = U @ U’ olacak sekilde bir U’ <M olsun.
Boylece K =U®KNU’') dir. Oyleyse KNU' <M dir. KnU' nin Goldie
boyutunun K nm Goldie boyutundan kiigiik oldugu agiktir. Tiimevarimla K N U’
altmodiilii M nin ve boylece U’ niin bir direkt toplananidir. Buradan K, M’nin bir direkt

toplananidir.

Sonu¢ 3.4.1. M sonlu Goldie boyutlu bir modiil olsun. Bu durumda M’nin CS-modiil

olmasi igin gerek ve yeter kosul her maksimal diizgiin altmodiiliiniin bir direkt toplanan
olmasidir [19].
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4. SONLU BOLUM GOLDIE BOYUTLU MODULLER VE
ARTAN ZINCIR SARTI

Simdi Goldie boyut hakkinda bir modiiliin boyutunun bagka ¢esit Olgiimlerine

deginelim.

Bu bolimde Goldie boyut kavrami ornekleriyle incelenmis ve [8] deki temel

sonuclar detayli olarak incelenmistir.

M bir modiil ve N, M’nin bir altmodiilii olsun. Eger N, M’nin iki 6z altmodiiliiniin
kesisimi seklinde yazilamiyorsa N, M’de indirgenemeyen (irreducible) denir. Bu
boliimiin amac1 indirgenemeyen altmodiillerin sonlu kesisimi olarak yazilabilen
altmodiillere sahip modiilleri calismaktir. Bu modiillerin 6nemi boliim modiilleri sonlu

Goldie boyutludur.

Lemma 4.1. Bir M modiilii sonlu boliim Goldie boyuta sahip olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul M nin her boliim modiilii sonlu boyutlu sokula sahip olmasidir [8].

Ispat: M bir modiil, K herhangi bir altmodiil olsun. M sonlu bsliim Goldie boyutlu
oldugunda M / k sonlu boyutludur. SOC(M / KD M / x nun altmodiilii oldugu i¢in sonlu

boyutlu olur.

Tersine; M’nin her boliim modiili sonlu bolim Goldie boyuta sahip oldugunu

gostermeliyiz. Buna denk olarak boliim modiilleri sonsuz boyutlu olan bir M

modiiliiniin her béliim modiilii sonsuz boyutlu sokula sahiptir. Oyleyse; udim% = oo Ve

heri € I i¢in L;, %nin biiyiik altmodiilii olsun. % sonsuz boyutlu ise Lemma 3.2.1 (1)

den L; sonsuz boyutludur. Yani udimL; = « olur. Teorem 2.1.2 den N L; < M olur.

26



. . M -
Buradan Teorem 2.1.1 sonucu udim N L; = udimM olur. soc— =N L;olacagindan

udim(soc %) = oo olur.

Teorem 4.1. Bir M modiilii sonlu boliim Goldie boyuta sahip olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul her N altmodiiliiniin N /T maksimal altmodiile sahip olmayacak sekilde bir T

sonlu tiretilmis altmodiile sahip olmasidir [8].

Ispat: Her N ¢ M icin daima bir T bulunabiliyorsa M bir sonsuz direkt toplamii

igeren boliim modiiliine sahip olmaz. Kabul edelim ki M / i sonsuz direkt toplam olan
bir altmodiile sahip olsun. O zaman Lemma 4.1 den M / - basit modiillerin bir sonsuz
direkt toplami olacak sekilde bir K'vardir. S / i bu sonsuz direkt toplam olmak tzere
K' € S € M olsun. Hipotezden; sonlu tretilmis altmodiil T yi segelim oyle Ki S/T
maksimal altmodiile sahip olmasm. Buradan /T + g Maksimal altmodiile sahip
degildir. Fakat 3. Izomorfizma Teoremi geregi S /T LK S / K’ yan basit modiiliiniin

bir homomorfik goriintiisii oldugundan S /T LK yaribasittir.(Onerme 2.1.4)

Sonug 2.1.1 geregince sifirdan farkli sonlu iiretilmis her modiil bir maksimal altmodiile

sahiptir ve eger S /T LK sifir degilse maksimal altmodiile sahiptir. O halde sifir olmak

zorundave S=T+K , T = S/K, olur. S/K, sonsuz direkt toplam idi. Bu ise bir

celigkidir. M sonlu boyutlu béliim grubuna sahiptir. Boylece M sonlu boliim Goldie

boyutludur.

Diger taraftan bir N < M alalim &yle ki N’nin igerdigi her sonlu iretilmis
altmodiil T i¢in N/, bir maksimal altmodiile sahip olsun. 4/ , N/ “nin bir maksimal

altmodiilii olsun. Oyleyse 4, N’nin bir maksimal altmodiilii olur. Buradan T < A < N

olur.
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Mi,..,M, bu A altmodiiliinin maksimal altmodiilleri olsun. O Zzaman
T<nNM;<A<N olur. NyeyM; =B ve N/B = N diyelim. Buradan N = N/B =
N/n M, = N M; ® N2y M; dir. O halde 0 c NP2, M; € N2, M; € -+, N’nin

direkt toplananlarinin artan zinciridir.

N, keyfi uzunlukta direk toplamlara sahip oldugundan sonsuz boyutludur.
Ny p’nin boyutu sonsuz oldugu igin My p‘nin boyutu sonsuzdur. Oyleyse M sonlu
bolim Goldie boyutlu degildir.

Onerme 4.1. M bir sonlu iiretilmis modiil olsun. M nin biitiin devirli altmodiilleri sonlu

boyutlu ise M de sonlu boyutludur [8].

Ispat: M modiiliiniin injektif biiriimii E (M) ile gosterilsin. M; {m,, ..., m,.} tarafindan
iiretilsin. Oyleyse m;R < M dir. Lemma 2.2.2 den E(M) = E(m,R) @ K, olacak
bigimde m4 R nin bir E(m,R) injektif blirimii vardir. Buradaki K; injektif oldugundan
Lemma 2.2.2 geregi K; = E(k;R) @ K, olur. Ayni isleme devam edilirse E (M) , sonlu
boyutlu devirli modiillerin injektif biiriimlerinin sonlu bir direkt toplami olarak yazilir.

Yani E (M) sonlu boyutludur. Bundan dolay1 M sonlu boyutludur.
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5. SONLU BOLUM GOLDIE BOYUTLU MODULLERIN
NOETHER MODULLER ILE KARAKTERIZASYONU

Bu boliimde [2] makalesi detayli olarak incelenmistir.

Tammm 5.1. M bir modiil ve I, M’nin bir altmodiilii olsun. Eger M’nin I’y1 igeren

altmodiillerinin kesisimi V igin V = I ise I’ya (subdirectly irreducible) SDI denir. Buna

denk olarak ¥/, , M/ nm basit biiyiik sokuludur [2].

Teorem 5.1. (Birkoff *un Teoremi) Eger M bir modiil ve N, M’den farkl bir altmodiil
ise M / y ‘nin altmodiillerinin her x elemani igin M’nin x’i icermeyen N & Ny maksimal

altmodiilii vardir. Ayrica Ny ; SDIdir ve N; Ny altmodiillerinin kesisimidir [20].

Onerme 5.1. Bir M modiiliiniin noether olmas1 icin gerek ve yeter kosul M’nin her

homomorfik goriintiisiiniin sonlu diizgiin boyutlu bir maksimal modiil olmasidir [3].

Teorem 5.2. M modiiliinlin noether olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul M sonlu boliim

Goldie boyutlu olmasi1 ve SDI altmodiillerinin artan zincir sartin1 saglamasidir [2].

Ispat: Gerek sart Onerme 5.1. den agiktir. M noether ise M nin boliim modiilleri sonlu

boyutludur.
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Yeter sart i¢cin M’nin noether olmadigini kabul edelim. Eger M sonlu boliim Goldie
boyutlu ise Teorem 4.1 geregi her altmodiil A igin sonlu iretilmis bir altmodil S

vardir. Oyle ki % maksimal altmodiile sahip degildir. Yani rad ($) = £ dir.

M noether olmadigindan A # S secebiliriz. Ciinkii M’nin her A altmodiilii sonlu
tiretilmis olmak zorunda degildir. x € A/S secelim ve B, A’nin x’i icermeyen bir

altmoduli ve S € B maksimal altmodulii olsun. Burada x € B dir. Birkoff*un

Teoreminden S, B altmodiillerinin kesisimidir ve B, SDI dur.

Bu islemleri M modiiliinde tekrar edelim. B sonlu tiretilmis altmodiil idi. B; = B +
XR 2 B, A’'nin x;’i i¢ermeyen altmodilii olsun. Buradan x; € B; dir. B, B;
altmodiillerinin kesisimidir ve B; , SDI dir. Tiimevarimla, SDI altmodiillerinin sonsuz

artan zincirini elde ederiz. Bu sonug kabul ile ¢elisir. O halde M noetherdir.

Ornek 5.1. M bir modiil olsun. M nin altmodiillerinin kiimesi kapsama bagintisina
gore bir zincir ise M’ye bir zincir modiil denir. Bu durumda M’nin her I altmodiilii

indirgenemez olur. Yani I ¢ A ve I c B altmodiilleri i¢in A N B # I. Buna denk olarak

M/I diizgiindiir. O halde M/I’ nin Goldie boyutu 1 dir [2].

Ornek 5.2. Birkhoff’un Teoremine gore M nin kendisinden farkli her I altmodiilii SDI
altmodiillerinin bir kesisimidir. Yani x € M / Ve x & I olacak sekilde I, © I maksimal

altmodiilii vardir. Buradaki I,, SDI dir ve I; I lerin kesisimidir. Zincir modiil
tanimindan I; D I, iki modiil arasinda bir SDI altmodiilii vardir. Béylece M’nin SDI
altmodiillerinin artan zincir sartin1 saglamasi igin gerek ve yeter kosul M’nin Noether

olmasidir [2].
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Ornek 5.3. R bir halka ve S € R bir cisim olsun 6yle ki dimgR = o0, T = (g [;) list

ticgensel matris halkasini alalim. Teorem 2.3.1°den T sol artindir fakat sag noecther
degildir. Simdi udim( ;T) = 2 ve udim(T;) = o oldugunu gosterelim. 1 <i < oo
olmak iizere @V;, Ry sag S-modiiliiniin sifirdan farkli S-altmodiillerinin sonsuz bir

0

direkt toplam1 olsun. T, her (0 I(/)‘) sifirdan farkli sag idealinin 69(8 %‘) sonsuz

direkt toplamini igerir. Bundan dolayr udim(T;) = oo olur. T’nin Jacobson radikali
_ _ (0 R T _ (R 0\ _ . L
J(T) =rad(T) = (0 0), — = (0 5) =RxS dir. T—>RxXxS projeksiyon

doniigiimii araciligiyla R ve S iizerine T, Ry ve Sy iki basit sag modiile sahiptir.

r r'

Tr =S, ({

)i

Projeksiyon doniisiimii  ¢ekirdegi m = (g I;) = (Ig 8)@(8 IS) olan bir

T-epimorfizmdir. Buradaki toplananlar 7’nin her iki sol ideali R sag T-modiiliine

izomorf oldugu kolayca goriiliir. Bundan dolay1 eger m <, T oldugunu gosterebilirsek

udim( ;T) = 2 oldugunu sdyleriz. Her (1(; 7;’), s # 0 igin (8 (1)) (7(; 7;’) =

(8 (S)) € m\{0} oldugu igin Lemma 2.1.1 den m <, T olur. O halde udim( ;T) = 2

dir [18].
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