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ÖZET 

 

Bu tez çalışması dört bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölüm, giriş kısmına ayrılarak genel bir literatür bilgisi verilmiştir.  

İkinci bölümde, 3 boyutlu öklid uzayında yüzeyler teorisi ile ilgili temel kavramlar verildi.  

Üçüncü bölümde, 3-boyutlu öklid uzayında dik konoid yüzeyi tanımlandı. Dik konoid 

yüzeyinin birinci ve ikinci  esas formlarının katsayıları bulundu. Birinci ve ikinci temel form 

katsayıları kullanılarak, dik konoid yüzeyinin Gauss, ortalama, ikinci Gauss ve ikinci 

ortalama eğrilikleri hesaplandı.  Ayrıca dik konoid yüzeyinin eğriliklerine göre dik konoid 

yüzeyinin açılabilir ve minimal olması için gerek ve yeter şartlar verildi. 

Dördüncü bölümde, 3-boyutlu öklid uzayında, dik konoid yüzeyinin Gauss eğriliği K , ikinci 

Gauss eğriliği IIK ,ortalama eğriliği H ve ikinci ortalama eğirliği IIH   ve 

{ } { }IIII HHKKBA ,,,, =  olmak üzere  ( ) 0, =Φ BA  bağıntısını sağlayan Lineer Weingarten 

dik konoid yüzeyi sınıflandırıldı. Ayrıca ba,  ve c  sabit sayılar olmak üzere, cbBaA =+

bağıntısını sağlayan dik konoid yüzeyi araştırıldı.  
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ABSTRACT 
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literature.  

In the second  chapter, basic concepts for theory of surfaces in Euclidean 3-space are given. 

In the third chapter, the surface of right conoid  is defined, then the coefficients of the first 

and the second fundamental forms of right conoid  are obtained. By using the coefficients of 

the first and the second fundamental forms of right conoid;  the Gaussian, the second 

Gaussian, the mean  and the second mean curvatures are calculated. Furtheremore, necessary 

and sufficient conditions for right conoid, being developable (flat ) and minimal in terms of 

the curvatures of right conoid are given. 

In the fourth chapter, Weingarten right conoid in Euclidean 3-space  that satisfying the 
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SİMGELER VE KISALTMALAR  

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 
sunulmuştur.  

 

Simgeler                                 Açıklama 

 

𝑽𝑽    Reel vektör uzayı 

×    Vektörel çarpım 

𝜶𝜶    Eğri 

𝑴𝑴    Yüzey 

<, >    Öklid iç çarpımı 

𝑲𝑲    Gauss eğriliği 

𝑯𝑯    Ortalama eğriliği 

𝑬𝑬,𝑭𝑭,𝑮𝑮    Birinci temel formun katsayıları 

𝒍𝒍,𝒎𝒎,𝒏𝒏                        İkinci temel formun katsayıları 

𝑺𝑺    Şekil operatörü 

𝑯𝑯𝑰𝑰𝑰𝑰,𝑲𝑲𝑰𝑰𝑰𝑰                                  İkinci Ortalama ve ikinci Gauss eğrilikleri   

𝑬𝑬𝒏𝒏    n- boyutlu Öklid uzay 

𝑬𝑬𝟑𝟑    3- boyutlu Öklid uzay 

 𝒌𝒌𝟏𝟏 ,𝒌𝒌𝟐𝟐   Asli eğrilikler     
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1. GİRİŞ 

 

 

 

 

Bir doğrunun bir eğriye dayanarak hareket etmesiyle oluşturduğu yüzeye regle yüzey 

denir.  

Öklid uzayında bir M yüzeyinin sınıflandırılmasında yüzeyin ortalama eğriliği H ve Gauss 

eğriliği K önemli yere sahiptir. Örnek verecek olursak; Gauss eğriliği ,yüzeyin her bir 

noktasında “0” ise yüzey bir düzlem veya düzlem parçasıdır. Benzer şekilde; ortalama 

eğrilik , yüzeyin her bir noktasında “0” ise yüzey bir minimal yüzeydir. 

Weingarten yüzeyleri yüzey teorisinde çok önemlidir. Yüzeyin Gauss eğriliği 𝐾𝐾 ve 

ortalama eğriliği 𝐻𝐻 arasında 𝑊𝑊(𝐾𝐾,𝐻𝐻)  =  0 veya yüzeyin asli eğrilikleri 𝑘𝑘1 ve 𝑘𝑘2 arasında 

𝑈𝑈(𝑘𝑘1,𝑘𝑘2)  =  0 olacak biçimde bir bağıntı varsa yüzeye Weingarten yüzeyi denir. Bu 

yüzeyler ilk olarak Weingarten tarafından 1861 ve 1863 yıllarında tanımlanmıştır. 

Weingarten, çalışmalarında bir dönel yüzeye izometrik olan tüm yüzeylerin sınıflarını 

vererek bu alanda önemli bir ilerleme kaydetmiştir. Bu nedenle sonraki yıllarda sabit 

Gauss eğrilikli veya sabit ortalama eğrilikli yüzeyler Weingarten yüzeyleri olarak 

adlandırılmıştır. Sonraki yıllarda Weingarten yüzeylerine ait ilk çalışmalar 1945 de Chen, 

1951 de Hopf tarafından yapılmıştır. Daha yakın tarihe bakacak olursak 2003 de Galvez ve 

2005 de Kühnel çalışmalara devam etmiştir. Brunt ve Grant ın 1996 yılında yapmış olduğu 

çalışmada ise Weingarten yüzeylerinin bilgisayar destekli uygulamaları yer almaktadır [3]. 

 

D.W. Yoon 3 boyutlu Öklid uzayında regle yüzeylerin ikinci Gauss eğriliğini, Gauss ve 

ortalama eğriliklerine bağlı olarak elde etti. Özel olarak helikoid yüzeyi için 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0 

olması için gerek ve yeter şartın yüzeyin minimal olması gerektiğini gösterdi (𝐻𝐻 = 0). 

Ayrıca 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝐻𝐻 olması için gerek ve yeter şartın 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝐻𝐻 = 0 olduğunu gösterdi. Bununla 

beraber Dik konoid yüzeyinin  𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 2𝐻𝐻 eşitliğini sağladığını gösterdi [8]. 

Ayrıca Yoon, 3 boyutlu Minkowski uzayında açılamayan regle yüzeyler için  
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𝑎𝑎𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑏𝑏𝐻𝐻 = sabit, 2𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 ≠ 0 

𝑎𝑎𝐻𝐻 + 𝑏𝑏𝐾𝐾 = 𝑠𝑠𝑎𝑎𝑏𝑏𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑎𝑎 ≠ 0 

𝑎𝑎𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑏𝑏𝐾𝐾 = 𝑠𝑠𝑎𝑎𝑏𝑏𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑎𝑎 ≠ 0 

olduğunu gösterdi [9]. 

Wijard Sodsiri, 3- boyutlu Minkowski uzayında açılamayan regle yüzeyler 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝐻𝐻 = 0 ve 

𝑎𝑎𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑏𝑏𝐻𝐻 = 𝑐𝑐 , 2𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 ≠ 0 lineer weingarten yüzeyi olduğunu gösterdi. Bununla beraber 

𝑎𝑎𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑏𝑏𝐻𝐻 + 𝑐𝑐 ≠ 𝑑𝑑 ,  2𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 ≠ 0 eşitliğini sağladığını gösterdi. Ayrıca Minkowski 3- 

uzayında, açılamayan regle yüzeylere örnek olarak Dik konoid yüzeylerini tanımladı. Dik 

konoid yüzeylerinin Gauss, ikinci Gauss, ortalama ve ikinci ortalama eğriliklerini buldu 

[10]. 

Dik Konoid yüzeyi özel bir regle yüzeydir. 3- Boyutlu Öklid uzayında bu konu hakkında 

çalışma yapılmamıştır 
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

 

 

 

Bu bölümde 3-boyutlu Öklid uzayında, yüzeylerin diferensiyel geometrisi için gerekli olan 

temel kavramlar verilecektir. 

Tanım 2.1. Bir reel afin uzay A  ve A  ile birleşen vektör uzayı da V  olsun. V ’de 

                                       〈, 〉 ∶  𝑉𝑉 × 𝑉𝑉 → 𝐼𝐼𝐼𝐼 

(𝛼𝛼,𝛽𝛽) → 〈𝛼𝛼,𝛽𝛽〉 = �𝛼𝛼𝑖𝑖𝛽𝛽𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

     �  𝛼𝛼 = (𝛼𝛼1,𝛼𝛼2, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛)
 𝛽𝛽 = (𝛽𝛽1,𝛽𝛽2, … ,𝛽𝛽𝑛𝑛 ) 

şeklinde bir iç çarpım tanımlanırsa, A  afin uzayına Öklid uzayı denir ve nE  ile gösterilir 

[1]. 

Tanım 2.2.  

( ) βαβα ×→
→××

,
: 333 RRR

 

Şeklinde tanımlı “×” iç işlemine vektörel çarpım işlemi denir ve βα ×  vektörüne de α  

ile β  nın vektörel çarpımı denir [1]. 

Teorem 2.1.  3, R∈βα  olmak üzere  

i

n

i
i ee∑

=

=×
!

),,det( βαβα  

şeklindedir [1]. 
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Tanım 2.3. V bir reel vektör uzayı olsun. V üzerinde aşağıdaki aksiyomları ile tanımlanan 

dönüşüme iç çarpım denir. RVV →×:,  olmak üzere 

 (i)  Simetri aksiyomu 

〈𝛼𝛼,𝛽𝛽〉 = 〈𝛽𝛽,𝛼𝛼〉   ∀ 𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈  𝑉𝑉 

     (ii) Bilineerlik aksiyomu 

〈𝑐𝑐𝛼𝛼,𝛽𝛽〉 = 𝑐𝑐〈𝛼𝛼,𝛽𝛽〉 = 〈𝛼𝛼, 𝑐𝑐𝛽𝛽〉  ∀𝑐𝑐 ∈ 𝐼𝐼  ∀ 𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈  𝑉𝑉 

〈 𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 ,𝛽𝛽 〉 = 〈 𝛼𝛼1,𝛽𝛽〉 = 〈 𝛼𝛼2,𝛽𝛽〉    ∀  𝛼𝛼1,𝛼𝛼2 ,𝛽𝛽 ∈  𝑉𝑉 

〈𝛼𝛼,  𝛽𝛽1 + 𝛽𝛽2 〉 = 〈𝛼𝛼,  𝛽𝛽1〉 = 〈𝛼𝛼,  𝛽𝛽2〉    ∀ 𝛼𝛼,  𝛽𝛽1,𝛽𝛽2  ∈  𝑉𝑉 

     (iii)  Pozitif tanımlılık aksiyomu 

〈𝛼𝛼,𝛼𝛼〉 ≥ 0  ∀ 𝛼𝛼 ∈ 𝑉𝑉 

〈𝛼𝛼,𝛼𝛼〉 = 0  𝛼𝛼 = 0�⃗  

[ 2]. 

Tanım 2.4. 𝑉𝑉 bir iç çarpım uzayı ve 𝛼𝛼 ∈ 𝑉𝑉  olsun. 𝛼𝛼 vektörünün normu  ‖𝛼𝛼‖ olmak üzere 

𝛼𝛼 vektörünün  1
‖𝛼𝛼‖

  skaları ile çarpılmışına 𝛼𝛼’nın normlanmışı denir ve 𝛼𝛼0 = 𝛼𝛼
‖𝛼𝛼‖

  ile 

gösterilir [2] .  

Tanım 2.5. RI ⊆ bir açık aralık olmak üzere ),( αI  koordinat komşuluğu ile tanımlanan 

)(
:

tt
EI n

α
α

→
→

 

şeklindeki α ’ya eğri denir. RI ⊆  aralığına α  eğrisinin parametre aralığı ve It ∈  

değişkenine de α  eğrisinin parametresi denir [1]. 

Tanım 2.6. RM ⊂  eğrisi ),( αI  koordinat komşuluğu ile verilsin.  

( ) ( )ttt

RI

αα

α

′=′→

→′ :
 

şeklinde tanımlı α′  fonksiyonuna M eğrisinin ( )α,I  koordinat komşuluğuna göre skalar 

hız fonksiyonu ve ( )tα′  reel sayısına da M ’nin ( )α,I  koordinat komşuluğuna göre 

)(tα  noktasındaki skalar hızı denir [1]. 
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Tanım 2.7. M eğrisi ),( αI  koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. Eğer, Ix∈∀  için 

1)( =′ xα  ise M eğrisi α ’ya göre birim hızlı eğri denir. Bu durumda, eğrinin Ix∈  

parametresine yay parametresi adı verilir [1]. 

Tanım 2.8.  𝑈𝑈 , 𝐼𝐼2 uzayının irtibatlı bir açık alt kümesi olmak üzere,  ϕ ∶ 𝑈𝑈 → 𝐼𝐼3, düzgün 

ve regüler bir dönüşüm olsun. ϕ ∶  𝑈𝑈 → ϕ ( 𝑈𝑈) dönüşümü bir homeomorfizm ise ϕ ( 𝑈𝑈) 

kümesine, 𝐼𝐼3 uzayında bir basit yüzey denir. 𝑀𝑀 , 𝐼𝐼3 uzayının bir alt kümesi olsun. 𝑀𝑀 nin 

her bir 𝑝𝑝 noktası için 𝑝𝑝 ∈ ϕ ( 𝑈𝑈 ) ve ϕ ( 𝑈𝑈 ) ⊂ 𝑀𝑀  olacak biçimde bir ϕ ( 𝑈𝑈 ) basit yüzeyi 

bulunabiliyorsa 𝑀𝑀 kümesine, 𝐼𝐼3 uzayında bir yüzey denir. (Şekil 2.1)  [3]. 

 

 

 

 

                                                 Şekil 2.1 Yüzey   

 

Tanım 2.9. nE , n -boyutlu Öklid uzayında ( )1−n  boyutlu yüzeye hiperyüzey adı verilir 

[1]. 

Tanım 2.10. Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri denir 

[1]. 

Tanım 2.11. 𝑀𝑀 ⊂ 𝐼𝐼3 regüler bir yüzey için birim normalini U  ile gösterirsek 

                                          𝑈𝑈(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 𝑀𝑀𝑢𝑢×𝑀𝑀𝑣𝑣
‖𝑀𝑀𝑢𝑢×𝑀𝑀𝑣𝑣‖

(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)                                                     (2.1) 

şeklindedir ve ( ) 3, Rvu ∈  noktalarında 𝑀𝑀𝑢𝑢 × 𝑀𝑀𝑣𝑣 sıfırdan farklıdır [1]. 

Tanım 2.12.  𝑀𝑀 ∶ 𝑈𝑈 → 𝐼𝐼3 bir yüzey ve RUGFE →:,, de tanımlı olmak üzere, 

                                                   𝐸𝐸 = 〈 𝑀𝑀𝑢𝑢,𝑀𝑀𝑢𝑢 〉                                                          (2.2) 



6 
 

                                                   𝐹𝐹 =  〈𝑀𝑀𝑢𝑢 ,  𝑀𝑀𝑣𝑣〉                                                          (2.3)                          

                                                   𝐺𝐺 = 〈𝑀𝑀𝑣𝑣,  𝑀𝑀𝑣𝑣〉              (2.4) 

dir. 

𝐼𝐼 = 𝐸𝐸𝑑𝑑𝑢𝑢2 + 2𝐹𝐹𝑑𝑑𝑢𝑢𝑑𝑑𝑣𝑣 + 𝐺𝐺𝑑𝑑𝑣𝑣2 

𝑀𝑀 yüzeyinin Riemann metriği ya da birinci temel formu denir. Buradaki GFE ,, ; 𝑀𝑀 in 

birinci temel formunun katsayılarıdır [1]. 

Tanım 2.13. 𝑀𝑀 ∶ 𝑈𝑈 → 𝐼𝐼3 bir yüzey, U  yüzeyin birim normali ve 𝑙𝑙,𝑚𝑚,𝑛𝑛 ∶ 𝑈𝑈 → 𝐼𝐼 

fonksiyonlarını tanımlarsak 

𝑙𝑙 =  〈𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢 ,𝑈𝑈〉                                                                (2.5) 

𝑚𝑚 = 〈𝑀𝑀𝑢𝑢𝑣𝑣 ,𝑈𝑈〉                                                                (2.6) 

𝑛𝑛 = 〈𝑀𝑀𝑣𝑣𝑣𝑣 ,𝑈𝑈〉                                                                (2.7) 

dir. 

22 2 ndvmdudvlduII ++=  

𝑀𝑀 yüzeyinin ikinci temel formu denir. Buradaki 𝑙𝑙,𝑚𝑚,𝑛𝑛 ;  𝑀𝑀 nin ikinci temel formunun 

katsayılarıdır [1]. 

Tanım 2.14. nE ’in bir hiperyüzeyi M ve M ’nin birim normal vektör alanı U  verilsin. 
nE ’de Riemann konneksiyonu D  olmak üzere  ∀ 𝑋𝑋 ∈  𝜒𝜒(𝑀𝑀)  için UDXS X=)(  şeklinde 

tanımlı, S  dönüşümüne M  üzerinde şekil operatörü veya M ’nin Weingarten 

dönüşümü denir [1]. 

Tanım 2.15. 𝑀𝑀 yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları GFE ,,  ve ikinci temel 

formunun katsayıları 𝑙𝑙,𝑚𝑚, 𝑛𝑛 olmak üzere yüzeyin şekil operatörü matrisi S   

FmEnFnGm
FlEmFmGl

FEG
S

−−
−−

−
= 2

1  

şeklindedir [1]. 
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Tanım 2.16. 3R  de regüler bir yüzey M olsun. M yüzeyinin Gauss eğriliği K , Ortalama 

eğriliği H  ve RMHK →:,  olmak üzere sırasıyla  

))(det()( PSPK =  

 ve 

))((
2
1)( PSizPH =  

şeklinde tanımlanır [4].  

Teorem 2.2. 3: RUM →  bir regüler yüzey olsun. M  in Gauss eğriliği ve ortalama 

eğriliği formülleri; 

                                   𝐾𝐾 =  𝑙𝑙 𝑛𝑛−𝑚𝑚
2

𝐸𝐸 𝐺𝐺−𝐹𝐹2
                                                          (2.8) 

ve  

                                      𝐻𝐻 =   𝐺𝐺 𝑙𝑙+𝐸𝐸 𝑛𝑛−2 𝐹𝐹 𝑚𝑚
2(𝐸𝐸𝐺𝐺−𝐹𝐹2)

                                                             (2.9)          

dir. nml ,, ; M ’in ikinci temel formunun katsayıları ve GFE ,, ; M ’in birinci temel 

formunun katsayılarıdır [1]. 

Teorem 2.3. 3: RUM →  bir regüler yüzey olsun. M  in ikinci Gauss eğriliği ve ikinci 

ortalama eğriliği formülleri; 

𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 1
(|𝑙𝑙𝑛𝑛|−𝑚𝑚2)2

⎝

⎜
⎛
��
− 1

2
𝑙𝑙𝑣𝑣𝑣𝑣 + 𝑚𝑚𝑢𝑢𝑣𝑣 −

1
2
𝑛𝑛𝑢𝑢𝑢𝑢

1
2
𝑙𝑙𝑢𝑢𝑚𝑚𝑢𝑢 − 1

2
𝑙𝑙𝑣𝑣

 𝑚𝑚𝑣𝑣 −
1
2
𝑛𝑛𝑢𝑢 𝑙𝑙 𝑚𝑚

  1
2
𝑛𝑛𝑣𝑣 𝑚𝑚  𝑛𝑛  

�� − ��
0   1

2
𝑙𝑙𝑣𝑣  1

2
𝑛𝑛𝑣𝑣

   1
2
𝑙𝑙𝑣𝑣 𝑙𝑙 𝑚𝑚

    1
2
𝑛𝑛𝑢𝑢 𝑚𝑚  𝑛𝑛  

��

⎠

⎟
⎞

   (2.10) 

ve 

         𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝐻𝐻 − 1
2�|det (𝐼𝐼𝐼𝐼)|

∑ 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖

� �|det (𝐼𝐼𝐼𝐼)|ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗

�𝑙𝑙𝑛𝑛√𝐾𝐾��𝑖𝑖,𝑖𝑖                                 (2.11) 
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dir. Burada i, j ∈ {1,2} ve ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖 ler ikinci temel formun katsayıları yani 

 ℎ11 = 𝑙𝑙 ,   ℎ12 = 𝑚𝑚  ,ℎ22 = 𝑛𝑛 ve  𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2  ise 𝑢𝑢 ve 𝑣𝑣 değişkenleridir [5]. 

Teorem 2.4. 3RM ⊂  regüler yüzeyinin, K  Gauss eğriliği ve H  ortalama eğriliği ile asli 

eğrilikleri 1k  ve 2k  arasında  

21kkK =  

 ve  

2
21 kkH +

=  

şeklinde bir ilişki vardır. Sonuç olarak  

022 =+− KHkk  

olur. Buradan da  

KHHk −+= 2
1    

ve 

   KHHk −−= 2
2  

dır [1]. 

Tanım 2.17. 3R te regüler bir yüzey M ve M ’nin herhangi bir P  noktasındaki asli 

eğrilikleri )(1 Pk  ve )(2 Pk  olmak üzere )()( 21 PkPk =  ise, P ’ye M yüzeyinin bir umbilik 

noktası denir [4]. 

Tanım 2.18. 1+nE  de bir M  hiperyüzeyi üzerindeki bir eğrinin her noktasındaki ivme 

vektörü M 'ye ortogonal ise bu eğriye geodezik adı verilir. Başka bir ifadeyle 3RM ⊂  bir 

yüzey ve Mba →),(:α  bir eğri olsun. α ′′  ivme vektörünün teğetsel bileşeni yoksa α  

eğrisine geodezik denir [1,4]. 

Tanım 2.19.  𝐼𝐼 ⊂ 𝐼𝐼 açık alt aralığı için , 𝐼𝐼3 deki bir  Π     düzleminin içindeki bir eğri  
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γ ∶  𝐼𝐼 ⊂ 𝐼𝐼→ Π   ve bu düzlemde γ eğrisini kesmeyen bir doğru 𝑙𝑙 olsun.  γ eğrisinin 

  𝑙𝑙   doğrusu etrafında dönmesi ile oluşan yüzeye dönel yüzey denir.  𝑙𝑙 doğrusuna dönel 

yüzeyin ekseni, γ  eğrisine de üreteç eğrisi denir. Yani, bir düzlem eğrisinin, kendini 

kesmeyen bir doğru (dönme ekseni) etrafında kaymadan dönmesi ile oluşan yüzeye dönel 

yüzey denir.  

Üreteç eğrisi 𝛼𝛼(𝑢𝑢) =  � 𝑢𝑢, 0,𝑔𝑔(𝑢𝑢)�  ve dönme ekseni 𝑧𝑧 olarak alınırsa, 𝑢𝑢 eksenden 

uzaklığı, 𝑣𝑣 boylamı verilen nokta ve eksenden geçen düzlemle 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑧𝑧 düzlemi arasındaki 

açıyı göstermek üzere, yüzeyin standart parametrik denklemi, 

𝑀𝑀 (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = � 𝑢𝑢𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣 , 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣 ,𝑔𝑔(𝑢𝑢)� 

ile verilir [3]. 

Eğer  𝛼𝛼(𝑢𝑢) = �𝑓𝑓(𝑢𝑢), 0,𝑔𝑔(𝑢𝑢)�  alınırsa bu eğrinin 𝑧𝑧 ekseni etrafında döndürülmesiyle elde 

edilen dönel yüzeyin standart parametrik denklemi 

𝑀𝑀 (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = � 𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣 , 𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣 ,𝑔𝑔(𝑢𝑢)� 

şeklindedir. Burada 𝑣𝑣 , 𝑧𝑧 −ekseni etrafında dönme açısıdır. Eğer 𝛼𝛼 birim hızlı bir eğri ise 

𝑓𝑓 ′2 + 𝑔𝑔′2 = 1 

dir. 

Tanım 2.20. 𝑀𝑀 ⊂ 𝐸𝐸3 yüzeyi verilsin.∀ 𝑝𝑝 ∈ 𝑀𝑀 noktasında, 𝐸𝐸3 ün 𝑀𝑀 de kalan bir doğrusu 

var ise 𝑀𝑀 ye bir regle yüzey ve  𝑀𝑀 de kalan bu doğruya da regle yüzeyin doğrultmanı denir 

[1]. 

Regle yüzeyi kısaca bir doğrunun bir eğriye dayanarak hareket etmesiyle oluşturduğu 

yüzey olarak ta tanımlayabiliriz. 

Regle yüzeylerin parametrik denklemini elde etmek için doğrultmanları kesen ve yüzey 

üzerinde bulunan diferensiyellenebilir bir 

𝛼𝛼 ∶ 𝐼𝐼 → 𝐸𝐸3 

𝑠𝑠 → 𝛼𝛼(𝑠𝑠) 
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eğrisi seçilir ve bu eğriye regle yüzeyin dayanak eğrisi adı verilir. 𝑀𝑀 regle yüzeyinin 𝛼𝛼 

dayanak eğrisinin 𝛼𝛼(𝑠𝑠) noktasındaki doğrultmanı üzerinde değişken bir nokta 𝛽𝛽 ise 

𝛽𝛽 ∶ 𝐼𝐼 → 𝑀𝑀 

𝑣𝑣 → 𝛽𝛽(𝑣𝑣) = 𝛼𝛼(𝑠𝑠) + 𝑣𝑣𝑎𝑎(𝑠𝑠) 

şeklindedir. Burada 𝛼𝛼(𝑠𝑠) = �𝛼𝛼1(𝑠𝑠),𝛼𝛼2(𝑠𝑠),𝛼𝛼3(𝑠𝑠)�  birim doğrultman vektörünü 

göstermektedir. Böylece regle yüzey 

𝑀𝑀: 𝐼𝐼 × 𝐼𝐼 → 𝐸𝐸3 

𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑣𝑣) = 𝛼𝛼(𝑠𝑠) + 𝑣𝑣𝑎𝑎(𝑠𝑠) 

dönüşümü ile tanımlanır [6]. 

Tanım 2.21.  𝑀𝑀: [0,2𝜋𝜋] × (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) → 𝐼𝐼3 yüzeyi  

𝑀𝑀(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (𝜑𝜑(𝑣𝑣)𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑢𝑢 ,𝜑𝜑(𝑣𝑣)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑢𝑢 ,𝜓𝜓(𝑣𝑣) ) 

M  dönel yüzeyinin standart parametrizasyonu denir [4]. 

Tanım 2.22. ( )vuM ,  bir yüzey, K  ve H ’da sırası ile M ’nin Gauss ve ortalama eğriliği 

olmak üzere, yüzeyin eğrilikleri 

0det),( =







=Φ

vu

vu

HH
KK

HK  

Jacobi denklemini sağlıyorsa bu yüzeye  {𝐾𝐾,𝐻𝐻}-Weingarten yüzeyi denir. Buradan 

Weingarten yüzeyi olması için   

0=− uvvu HKHK  

 denklemini sağlaması gerekir [4]. 

Tanım 2.23. ( )vuM ,  bir yüzey, K  ve H  da sırası ile M  nin Gauss ve ortalama eğriliği 

olmak üzere, yüzeyin eğrilikleri 

0=−+ cbHaK  
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denklemini sağlıyorsa bu yüzeye Lineer Weingarten yüzeyi denir [4]. 

Tanım 2.24. 3RM ⊂  regüler bir yüzey ve M 'ye λ  (pozitif ya da negatif olabilir) 

uzaklıktaki paralel yüzeyi M  olmak üzere  

( ) ( ) ( )vuUvuMvuM ,,, λ+=  

şeklindedir. Burada U , M  yüzeyinin birim normalidir [4]. 

Lemma 2.1. 3RM ⊂  regüler bir yüzey ve M yüzeyine λ  birim uzaklıktaki paralel yüzeyi 

M  olsun. M yüzeyinin şekil operatörü matrisi S  ve M yüzeyinin şekil operatörü matrisi 

S , asli eğrilikleri 1k  ve 2k , Gauss eğriliği K  ve ortalama eğriliği H  olmak üzere 

aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 

i. 1)( −−= SISS λ  

ii. 
i

i
i k

kk
λ−

=
1

 

iii. 
KH

KK 221 λλ +−
=  

iv. 
KH

KHH 221 λλ
λ
+−

−
=  

şeklindedir [4]. 

Tanım 2.25. 3RM ⊂ regüler bir yüzey olmak üzere 

( ) ( ) 0,, 0000 =× vuMvuM vu  

sağlayan ( )00 ,vu  noktalarına yüzeyin singüler noktaları denir [7]. 

Örnek 2.1. Birim hızlı düzlemsel 

𝛼𝛼 = �𝑓𝑓(𝑢𝑢), 0,𝑔𝑔(𝑢𝑢)� ,  

(𝑓𝑓 ′)2 + (𝑔𝑔′)2 = 1 
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eğrisi 𝑧𝑧 ekseni etrafında döndürülürse, diğer bir deyişle aşağıdaki formun bir 

parametrizasyonunu kabul ederse, dönel yüzey olarak adlandırılır:  

𝑀𝑀(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (𝑓𝑓(𝑢𝑢) 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣 ,𝑓𝑓(𝑢𝑢) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣,𝑔𝑔(𝑢𝑢)). 

Bu dönel yüzeyin 𝐻𝐻 ortalama eğrilik fonksiyonunu ve 𝐾𝐾 Gauss eğriliğini inceleyelim. 

Sırayla 𝑢𝑢 ve 𝑣𝑣 değişkenlerine göre kısmi türevlerini alalım. 

𝑀𝑀𝑢𝑢(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (𝑓𝑓 ′𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠 𝑣𝑣,𝑓𝑓 ′𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 𝑣𝑣,𝑔𝑔′) 

  𝑀𝑀𝑣𝑣(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (−𝑓𝑓 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣,𝑓𝑓𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣, 0) 

𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (𝑓𝑓 ′′ 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣, 𝑓𝑓 ′′ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣,𝑔𝑔′′) 

𝑀𝑀𝑢𝑢𝑣𝑣(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (−𝑓𝑓 ′𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣,𝑓𝑓 ′𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣, 0) 

     𝑀𝑀𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (−𝑓𝑓 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣,−𝑓𝑓 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣, 0) 

elde edilir. 

Şimdi yüzeyin birim normal vektörünü hesaplayalım. 𝑀𝑀𝑢𝑢(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ve 𝑀𝑀𝑣𝑣(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)eşitliklerine 

vektörel çarpım uygulanırsa; 

 

𝑀𝑀𝑢𝑢 × 𝑀𝑀𝑣𝑣 =  �
 𝑒𝑒1���⃗ 𝑒𝑒2���⃗ 𝑒𝑒3���⃗

   𝑓𝑓 ′𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠 𝑣𝑣 𝑓𝑓 ′𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 𝑣𝑣 𝑔𝑔′
  −𝑓𝑓 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣 𝑓𝑓 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣  0  

�                                   

= (−𝑔𝑔′𝑓𝑓𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣,−𝑔𝑔′𝑓𝑓𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣,𝑓𝑓𝑓𝑓′)            

olmak üzere, 

𝑈𝑈 =
𝑀𝑀𝑢𝑢 × 𝑀𝑀𝑣𝑣

‖𝑀𝑀𝑢𝑢 × 𝑀𝑀𝑣𝑣‖
=  

1
�(𝑓𝑓′)2 + (𝑔𝑔′)2

 (–𝑔𝑔′𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣,−𝑔𝑔′𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣,𝑓𝑓′) 

şeklinde bulunur. 

Şimdi birinci temel formun katsayıları olan 𝐸𝐸 ,𝐹𝐹 ,𝐺𝐺 ifadelerini sırayla hesaplayalım. 

                                        𝐸𝐸 = 〈 𝑀𝑀𝑢𝑢,𝑀𝑀𝑢𝑢 〉 
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= 〈(𝑓𝑓 ′𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠 𝑣𝑣, 𝑓𝑓 ′𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 𝑣𝑣,𝑔𝑔′), (𝑓𝑓 ′𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠 𝑣𝑣,𝑓𝑓 ′𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 𝑣𝑣,𝑔𝑔′)〉 

                                     = (𝑓𝑓′)2 + (𝑔𝑔′)2  ,                                                                                                                                        

                             𝐹𝐹 =  〈𝑀𝑀𝑢𝑢 ,  𝑀𝑀𝑣𝑣〉   

                                 = 〈 (𝑓𝑓 ′𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠 𝑣𝑣,𝑓𝑓 ′𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 𝑣𝑣,𝑔𝑔′) , (−𝑓𝑓 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣,𝑓𝑓𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣, 0) 〉 

                                     = 0  ,                          

    𝐺𝐺 = 〈𝑀𝑀𝑣𝑣,  𝑀𝑀𝑣𝑣〉                                                                         

       = 〈 (−𝑓𝑓 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣, 𝑓𝑓𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣, 0), (−𝑓𝑓 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣,𝑓𝑓𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣, 0) 〉          

                = 𝑓𝑓2.                                                                                         

Şimdi ise ikinci temel formun katsayıları olan 𝑙𝑙 ,𝑚𝑚 , 𝑛𝑛 ifadelerini sırayla hesaplayabiliriz. 

                                         𝑙𝑙 =  〈𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢 , 𝑈𝑈〉                                

                                       = 1
�(𝑓𝑓′)2+(𝑔𝑔′)2

 (𝑓𝑓 ′𝑔𝑔′′ − 𝑓𝑓 ′′𝑔𝑔′) ,                  

 𝑚𝑚 = 〈𝑀𝑀𝑢𝑢𝑣𝑣 ,𝑈𝑈〉                                                                

                             =  〈(−𝑓𝑓 ′𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣, 𝑓𝑓 ′𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣, 0) , 1
�(𝑓𝑓′)2+(𝑔𝑔′)2

 (–𝑔𝑔′𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣,−𝑔𝑔′𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣,𝑓𝑓′)〉 

= 0 ,                                                                                                          

                                𝑛𝑛 = 〈𝑀𝑀𝑣𝑣𝑣𝑣 ,𝑈𝑈〉            

                                   = 〈(−𝑓𝑓 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣,−𝑓𝑓 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣, 0), 1
�(𝑓𝑓′)2+(𝑔𝑔′)2

 (–𝑔𝑔′𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣,−𝑔𝑔′𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣,𝑓𝑓′)〉 

                                   = 𝑓𝑓𝑔𝑔′
�(𝑓𝑓′)2+(𝑔𝑔′)2

. 

Birinci ve ikinci temel form katsayılarını (2.8)  ve (2.9) denklemlerinde yerine yazıp 

Teorem 2.6  yardımıyla 

 KHHk −+= 2
1   ve    KHHk −−= 2

2  asli eğrilik fonksiyonlarını elde edebiliriz.  

Sonuç olarak 
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𝑘𝑘1 =
(−𝑓𝑓 ′′𝑔𝑔′ + 𝑓𝑓 ′𝑔𝑔′′)

((𝑓𝑓′)2 + (𝑔𝑔′)2)
3
2

                                   

𝑘𝑘2 =
𝑔𝑔′

𝑓𝑓((𝑓𝑓′)2 + (𝑔𝑔′)2)
1
2

                               

şeklinde elde edilir. Kabul edelim ki eğri birim hızlı olsun. Bu takdirde  

 (𝑓𝑓′)2 + (𝑔𝑔′)2 = 1 dir. Böylece  

                                               𝑘𝑘1 = (−𝑓𝑓 ′′𝑔𝑔′ + 𝑓𝑓 ′𝑔𝑔′′)                                

                                               𝑘𝑘2 = 𝑔𝑔′
𝑓𝑓

                                                                      (2.12) 

bulunur. Şimdi (𝑓𝑓′)2 + (𝑔𝑔′)2 = 1 eşitliğinin her iki tarafının türevini alıp 𝑓𝑓 ′′  ifadesini 

yalnız bırakalım. 

𝑓𝑓 ′𝑓𝑓 ′′ + 𝑔𝑔′𝑔𝑔′′ = 0 

𝑓𝑓 ′′ = −
𝑔𝑔′𝑔𝑔′′
𝑓𝑓′

. 

Bulduğumuz  𝑓𝑓′′ eşitliğini  𝑘𝑘1 = (−𝑓𝑓 ′′𝑔𝑔′ + 𝑓𝑓 ′𝑔𝑔′′) de yerine yazacak olursak, yüzeyin 

birinci asli eğriliğinde 

                                                                         𝑘𝑘1 = −𝑓𝑓′′
𝑔𝑔′

                                                      (2.13) 

olarak bulunur. (2.12) ve (2.13) eşitlikleri kullanılarak, dönel yüzeyin Gauss ve ortalama 

eğriliği 

𝐾𝐾 = −𝑓𝑓′′
𝑓𝑓

                                                          (2.14) 

𝐻𝐻 = (𝑓𝑓𝑔𝑔′)′
(𝑓𝑓2)′

                                                          (2.15) 

ile verilir. 

Artık 𝐾𝐾 nın sabit ve 0 (sıfır) olma durumunu inceleyelim.Eğer 𝐾𝐾 = 0 ise (2.14) den 
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−
𝑓𝑓 ′′

𝑓𝑓
= 0           

ve 

𝑓𝑓(𝑢𝑢) = 𝑐𝑐1𝑢𝑢 + 𝑐𝑐2 

şeklinde bulunur. Şimdi 𝐾𝐾 nın sabit olma durumunu inceleyelim. Kabul edelim ki 

 𝐾𝐾 ≠ 0  ve  𝐾𝐾 <   0 olsun bu takdirde (2.14) den 

                                                        −𝑓𝑓′′

𝑓𝑓
=c                                                           (2.16) 

ve (2.16) diferensiyel denkleminin çözümü 

𝑓𝑓(𝑢𝑢) = 𝑐𝑐1𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠�𝑢𝑢√𝑐𝑐� + 𝑐𝑐2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝑢𝑢√𝑐𝑐� 

olarak elde edilir. 

 𝐾𝐾  > 0  ise 

𝑓𝑓(𝑢𝑢) = 𝑐𝑐1𝑒𝑒𝑢𝑢√𝑐𝑐 + 𝑐𝑐2𝑒𝑒−𝑢𝑢√𝑐𝑐 

şeklindedir.Şimdi de 𝐻𝐻 = 0   olma durumunu inceleyelim. 

𝐻𝐻 =
(𝑓𝑓𝑔𝑔′)′
(𝑓𝑓2)′

= 0 

(𝑓𝑓𝑔𝑔′)′ = 0 

elde edilir.  Buradan 𝑓𝑓 ve   𝑔𝑔′ fonksiyonlarının çarpımlarının sabit olması için 𝑓𝑓 ve   𝑔𝑔′ nin 

de sabit olması gerekir. Yani  𝑓𝑓 = 𝑐𝑐1 (sabit),  𝑔𝑔 = 𝑐𝑐2𝑢𝑢 + 𝑐𝑐3 şeklindedir. 
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3. DİK (RIGHT) KONOİD 

 

 

 

 

Bu bölümde Dik (Right) Konoid regle yüzeyinin Öklid uzayında tanımı yapılacak. Ayrıca 

bu yüzeyin birinci ve ikinci temel formlarının katsayıları hesaplanarak; Gauss eğriliği 𝐾𝐾, 

ortalama eğrilik 𝐻𝐻, ikinci gauss eğriliği 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼  ve ikinci ortalama eğriliği 𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 bulunacak ve bu 

eğrilik fonksiyonlarının yorumları yapılacaktır. 

Tanım 3.1. Sabit bir doğruyu dik olarak kesen doğruların bir ailesinin ürettiği yüzeye Dik 

Konoid yüzeyi denir. Dik Konoid özel bir Regle yüzeydir.  

3-boyutlu Öklid uzayında kartezyen koordinat sistemini kullanırsak ve Dik Konoid’in 

eksenini z alırsak, parametrik denklemi  

                 𝑀𝑀(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (𝑢𝑢𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣,𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣,𝑔𝑔(𝑣𝑣))                                         (3.1) 

 

şeklindedir. Çeşitli dik konoid yüzeyleri vardır. 

1 ) Helikoid:   Parametrik denklemi  

𝑀𝑀(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (𝑢𝑢𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣,𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣, 𝑐𝑐1𝑣𝑣 + 𝑐𝑐2) 

şeklindedir. Grafiği aşağıdaki gibidir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.1. Helikoid 
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2 ) Whitney Şemsiyesi (Whitney umbrella): Parametrik denklemi  

𝑀𝑀(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (𝑢𝑢𝑣𝑣, 𝑣𝑣,𝑢𝑢2) 

şeklindedir. Grafiği aşağıdaki gibidir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.2. Whitney Şemsiyesi 

 

3 ) Wallis’in Koniksel Kenarı (Wallis’s Conical Edge): Parametrik denklemi  

𝑀𝑀(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = � 𝑣𝑣𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑢𝑢 , 𝑣𝑣𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑢𝑢 , 𝑐𝑐� 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠2𝑢𝑢 � 

ile verilir ve grafiği aşağıdaki gibidir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.3. Wallis’in Koniksel Kenarı 

 

4 )  Plücker Konoidi ( Plücker’s Conoid ): Parametrik denklemi  

𝑀𝑀(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = �𝑣𝑣𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑢𝑢 , 𝑣𝑣𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑢𝑢 , 𝑐𝑐 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝑛𝑛𝑢𝑢)� 

ile verilir ve grafiği aşağıdaki gibidir. 
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Şekil 3.4. Plücker Konoidi 

 

5 )  Hiperbolik Paraboloid: Parametrik denklemi  

𝑀𝑀(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =  (𝑣𝑣, 𝑢𝑢, 𝑢𝑢𝑣𝑣) 

 ile verilir ve grafiği aşağıdaki gibidir 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.5. Hiperbolik Paraboloid 

 

[11]. 
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3.1. Dik ( Right) Konoidin Geometrik Özellikleri 

 

Bu bölümde (3.1) ile verilen Dik Konoidin eğriliklerini hesaplayacağız. 

 

(3.1) yüzeyinin 𝑢𝑢 ve 𝑣𝑣 değişkenlerine göre kısmi türevlerini alınırsa,  

     

 𝑀𝑀𝑢𝑢(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠 𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 𝑣𝑣, 0)                 
  𝑀𝑀𝑣𝑣(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = �−𝑢𝑢 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣,𝑢𝑢 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣,𝑔𝑔′(𝑣𝑣)� 
𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = ( 0, 0, 0 )                               

      𝑀𝑀𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = �−𝑢𝑢 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣,−𝑢𝑢 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣,𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)�  
     𝑀𝑀𝑢𝑢𝑣𝑣(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (−𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣, 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣, 0)                     ⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

        (3.2)            

elde edilir. 

Yüzeyin birim normal vektörü (3.2) denkleminden 

𝑀𝑀𝑢𝑢 × 𝑀𝑀𝑣𝑣 =  �
 𝑒𝑒1���⃗ 𝑒𝑒2���⃗ 𝑒𝑒3���⃗

   𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣 0
  −𝑢𝑢 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣 𝑢𝑢 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣  𝑔𝑔′(𝑣𝑣)  

�                                   

                                   = 𝑒𝑒1���⃗   �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣 𝑔𝑔′(𝑣𝑣)− 0.𝑢𝑢 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣� − 𝑒𝑒2���⃗ �𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣 𝑔𝑔′(𝑣𝑣)− 0. (−𝑢𝑢 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣)�+

 𝑒𝑒3����⃗ �𝑢𝑢 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣2 − (−𝑢𝑢 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣2)�  

= ( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣 𝑔𝑔′(𝑣𝑣) ,−𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣 𝑔𝑔′(𝑣𝑣) ,𝑢𝑢 )              

ve 

‖𝑀𝑀𝑢𝑢 × 𝑀𝑀𝑣𝑣‖ = � 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝑣𝑣 �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

+ 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠2𝑣𝑣 �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

 + 𝑢𝑢2   

                                                     = ��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

+ 𝑢𝑢2  

olmak üzere yüzeyin birim normal vektörü  

               𝑈𝑈 =  1

��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2
+𝑢𝑢2

( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣 𝑔𝑔′(𝑣𝑣) ,−𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣 𝑔𝑔′(𝑣𝑣) ,𝑢𝑢 )                      (3.3) 

şeklinde elde edilir. 



20 
 

Yüzeyin birinci temel form katsayıları , (3.2) denkleminden , 

                               𝐸𝐸 = 〈 𝑀𝑀𝑢𝑢,𝑀𝑀𝑢𝑢 〉 

                                   = 〈 ( 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠 𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 𝑣𝑣, 0 ), ( 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠 𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 𝑣𝑣, 0 )  〉                                        (3.4) 

                                       = 1 ,                                                                                      

                               𝐹𝐹 =   〈𝑀𝑀𝑢𝑢 ,  𝑀𝑀𝑣𝑣〉 

                                    =  −𝑢𝑢 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣 + 𝑢𝑢 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣                                                  (3.5) 

                                   = 0, 

                                  𝐺𝐺 = 〈𝑀𝑀𝑣𝑣 ,  𝑀𝑀𝑣𝑣〉                                   

                                      =  𝑢𝑢2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝑣𝑣 +  𝑢𝑢2𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠2𝑣𝑣 + �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2
                                              (3.6) 

                                 = �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

+ 𝑢𝑢2                                                                               

şeklinde elde edilir. Yüzeyin ikinci temel formun katsayıları olan 𝑙𝑙 ,𝑚𝑚 ,𝑛𝑛 ifadelerini ise 

(3.2) denkleminden , 

                                𝑙𝑙 =  〈𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢 , 𝑈𝑈〉                   

                                   =  0         ,                                                                                    (3.7)                                                       

                                  𝑚𝑚 = 〈𝑀𝑀𝑢𝑢𝑣𝑣 ,𝑈𝑈〉 

                                       = 1

��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2
+𝑢𝑢2

  (−𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝑣𝑣 𝑔𝑔′(𝑣𝑣) − 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠2𝑣𝑣 𝑔𝑔′(𝑣𝑣) + 0 )                               

                                     = −𝑔𝑔′(𝑣𝑣)

��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�2+𝑢𝑢2
         ,                                                                       (3.8) 

                               𝑛𝑛 =  〈𝑀𝑀𝑣𝑣𝑣𝑣 ,𝑈𝑈〉 

                                  = 1

��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2
+𝑢𝑢2

�−𝑢𝑢 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣 𝑔𝑔′(𝑢𝑢) + 𝑢𝑢 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣 𝑔𝑔′(𝑣𝑣) + 𝑢𝑢 𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)�     
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                                   = 𝑢𝑢 𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)

��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2
+𝑢𝑢2

                                                                              (3.9) 

şeklinde elde edilir.                                                                                                             

Yüzeyin birinci ve ikinci temel form katsayıları (2.8)  ve (2.9) da yerine yazılırsa , 

𝐾𝐾 Gauss ve 𝐻𝐻 ortalama eğriliği 

                                  𝐾𝐾 =  −
�𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�

2

��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

 + 𝑢𝑢2�
2                                                    (3.10)     

 

                                  𝐻𝐻 = 𝑢𝑢 𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)

2��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2 
+ 𝑢𝑢2�

3
2
                                                        (3.11) 

 

şeklinde bulunur. Dik Konoid yüzeyinin  𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 ikinci Gauss ve 𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 ikinci ortalama eğriliği 

(2.3 ) teoreminden , 

                                            𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼  = 𝑢𝑢𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)

��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

 + 𝑢𝑢2�
3
2
                                                         (3.12)       

ve                                                                     𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 =

− 7𝑢𝑢𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)

2 ��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

 + 𝑢𝑢2�
3
2
                                                                  (3.13) 

şeklinde elde edilir.  

Teorem 3.1.1. 𝑀𝑀(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (𝑢𝑢 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣,𝑢𝑢 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣  ,𝑔𝑔(𝑣𝑣))  Dik Konoid yüzeyinin flat (düz, 

açılabilir) olması için  𝑔𝑔(𝑣𝑣)   fonksiyonun sabit olması gerekir. 

İspat:  Dik Konoid yüzeyinin 𝐾𝐾 Gauss eğriliği sıfır olsun. Bu takdirde  (3.10)  

denkleminden 

   �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

= 0 elde edilir. Bu ise 𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐 (sabit ) olmasıdır. Buradan 
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𝑀𝑀 (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (𝑢𝑢 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣,𝑢𝑢 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣 , 𝑐𝑐1) 

parametrik denklemi elde edilir. Bu ise bir düzlem olup grafiği aşağıdaki gibidir. 

 

 

 

 

 

 

          

                                                              Şekil 3.6. Düzlem 

 

Teorem 3.1.2. Dik Konoid yüzeyinin minimal olması için 𝑔𝑔 nin lineer yani  𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐1𝑣𝑣 +

𝑐𝑐2  şeklinde olmasıdır.   

İspat: Kabul edelim ki 𝐻𝐻 = 0 olsun. Bu takdirde  (3.11) denkleminden 

                                         𝐻𝐻  = 𝑢𝑢 𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)

2��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2 
+ 𝑢𝑢2�

3
2

= 0                                            (3.14) 

olmalıdır. (3.14) denkleminin 0 (sıfır) olması için 𝑢𝑢 𝑔𝑔′′(𝑣𝑣) = 0 olmalıdır. 

 𝑢𝑢 ≠ 0 olduğundan 𝑔𝑔′′(𝑣𝑣) = 0   elde edilir. 𝑔𝑔′′(𝑣𝑣) = 0 ise 

𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐1𝑣𝑣 +  𝑐𝑐2                 

elde edilir. O halde yüzeyin denklemi ; 

𝑀𝑀 (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (𝑢𝑢 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑠𝑠𝑣𝑣, 𝑢𝑢 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑣𝑣 , 𝑐𝑐1𝑣𝑣 +  𝑐𝑐2) 

 elde edilir. Bu ise bir helikoid yüzeyidir. (Şekil 3.1) 
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Teorem 3.1.3. Yüzeyin ikinci Gauss eğriliği 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0 olması yani yüzeyin 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 – flat 

(açılabilir)  olması için 𝑔𝑔  lineer yani  𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐1𝑣𝑣 + 𝑐𝑐2 şeklinde bir helikoiddir. 

İspat: Kabul edelim ki  𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0 olsun. Bu takdirde, 

                                               𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼  = 𝑢𝑢𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)

��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

 + 𝑢𝑢2�
3
2

= 0     

ise 

𝑢𝑢 𝑔𝑔′′(𝑣𝑣) = 0  

elde edilir. Bu ise ,  

𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐1𝑣𝑣 + 𝑐𝑐2 

demektir. 

Teorem 3.1.4. Yüzeyin ikinci ortalama eğriliği 𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 =0 olması yani yüzeyin 𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 -minimal 

olması için 𝑔𝑔 nin lineer yani  𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐1𝑣𝑣 + 𝑐𝑐2 şeklinde bir helikoiddir.  

İspat: Kabul edelim ki  𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 =0  olsun. Bu durumda, 

                                   𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼  = − 7𝑢𝑢𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)

2��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

 + 𝑢𝑢2�
3
2

= 0 

ise   

7 𝑢𝑢 𝑔𝑔′′(𝑣𝑣) = 0  

sonucu elde edilir. Bu ise, 

𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐1𝑣𝑣 + 𝑐𝑐2  

demektir. 
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4. WEİNGARTEN DİK KONOİD 

 

 

 

 

Bu bölümde Dik Konoid yüzeyinin {𝐾𝐾,𝐻𝐻}-Weingarten yüzeyi olma şartlarını 

inceleyeceğiz. Burada {𝐴𝐴,𝐵𝐵} ∈ {𝐾𝐾,𝐻𝐻 ,𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 ,𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼}  dır. İkinci bölümde 𝐾𝐾,𝐻𝐻 ,𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 ,𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 Dik 

konoidin eğrilikleri aşağıdaki gibi bulunmuştu. 

                                    

  𝐾𝐾 =  −
�𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�

2

��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

 +  𝑢𝑢2�
2

 𝐻𝐻 =
𝑢𝑢 𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)

2 ��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2 

+  𝑢𝑢2�
3
2

 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 =
𝑢𝑢𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)

��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

 + 𝑢𝑢2�
3
2

     𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 = −
7𝑢𝑢𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)

2 ��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

 +  𝑢𝑢2�
3
2

 

⎭
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎫

        (4.1)            

Şimdi ise sırasıyla 

1. ∅(𝐾𝐾,𝐻𝐻) = 0                                                          (4.2) 

2. ∅(𝐾𝐾,𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼) = 0                (4.3) 

3. ∅(𝐾𝐾,𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼) = 0    (4.4) 

4. ∅(𝐻𝐻,𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼) = 0   (4.5) 

5. ∅(𝐻𝐻,𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼) = 0   (4.6) 

6. ∅(𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼,𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼) = 0         (4.7) 
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denklemlerini inceleyelim. 

Teorem 4.1.  𝐾𝐾,  𝐻𝐻 ,𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 ,𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 sırasıyla Dik Konoidin Gauss, ortalama, ikinci Gauss ve 

ikinci ortalama eğrilik fonksiyonları olsun. Eğer dik konoid yüzeyi {𝐾𝐾,𝐻𝐻 } , {𝐾𝐾,𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼} , 

{𝐾𝐾,𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼} -Weingarten yüzeyi ise  𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐1  ve   𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐1𝑣𝑣 + 𝑐𝑐2  dir. 

İspat:  (4.2) , (4.3) , (4.4) denklemlerinden  (4.1) yardımıyla, 

∅(𝐾𝐾,𝐻𝐻) = ∅(𝐾𝐾,𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼) = ∅(𝐾𝐾,𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼) = 0 

olması için 

          2𝑢𝑢2 �𝑔𝑔′(𝑣𝑣) �𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)�
2
− �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�

2
𝑔𝑔(3)(𝑣𝑣)� + �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�

3 
�𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)�

2 
= 0                 (4.8) 

diferensiyel denklemi elde edilir. (4.8) denkleminin 0 (sıfır) olması için 

 

                                         𝑔𝑔′(𝑣𝑣) ��𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)�
2
− 𝑔𝑔′(𝑣𝑣)𝑔𝑔(3)(𝑣𝑣)� = 0                                   (4.9) 

ve 

�𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
3 
�𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)�

2 
= 0                                                  (4.10) 

olmalıdır. (4.9) diferensiyel denkleminin çözümünden 

𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐1 

𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐1𝑣𝑣 + 𝑐𝑐2 

𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐1 + 𝑐𝑐2𝑒𝑒𝑐𝑐3𝑣𝑣 

elde edilir. (4.10) diferensiyel denkleminin çözümünden 

𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐1 

𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐1𝑣𝑣 + 𝑐𝑐2 

elde edilir. (4.8) denkleminin sıfır olması için (4.9) ve  (4.10) denklemlerinin ortak 

çözümünden; 

𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐1 
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𝑔𝑔(𝑣𝑣) = 𝑐𝑐1𝑣𝑣 + 𝑐𝑐2 

elde edilir. Bu ise Dik Konoid yüzeyinin ya düzlem ya da helikoid olmasıdır. 

Teorem 4.2. 𝐾𝐾 , 𝐻𝐻 , 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 ve 𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 sırasıyla Dik Konoid yüzeyinin Gauss , ortalama , ikinci 

Gauss ve ikinci ortalama eğrilikleri olmak üzere; dik konoid yüzeyi {𝐻𝐻,𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼} , {𝐻𝐻,𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼} , 

{𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 ,𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼} -Weingarten yüzeyidir. 

İspat:  Direk hesaplama ile  ∅(𝐻𝐻,𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼) = ∅(𝐻𝐻,𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼) =  ∅(𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼,𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼) = 0  elde edilir. 
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5. LİNEER WEİNGARTEN DİK KONOİD 

 

 

 

 

Bu bölümde 𝐾𝐾,  𝐻𝐻 ,𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 ve  𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼  eğriliklerinin Lineer Weingarten yüzeyi olma şartlarını 

inceleyeceğiz. (4.1)  eşitliklerini kullanarak 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐼𝐼 ve 𝐾𝐾 ,𝐻𝐻,𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 ,𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 ≠ 0 olmak üzere 

                                                  𝑎𝑎𝐴𝐴 + 𝑏𝑏𝐵𝐵 = 𝑐𝑐                                                            (5.1) 

Lineer Weingarten olma şartını inceleyelim. Burada {𝐴𝐴,𝐵𝐵} ∈ {𝐾𝐾 ,𝐻𝐻,𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 ,𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼}  yüzeyin 

eğrilik fonksiyonları için sırasıyla   

1. 𝑎𝑎𝐾𝐾 + 𝑏𝑏𝐻𝐻 = 𝑐𝑐 , 

2. 𝑎𝑎𝐾𝐾 + 𝑏𝑏𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝑐𝑐 ,  

3. 𝑎𝑎𝐻𝐻 + 𝑏𝑏𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝑐𝑐 , 

4. 𝑎𝑎𝐾𝐾 + 𝑏𝑏𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝑐𝑐 

5. 𝑎𝑎𝐻𝐻 + 𝑏𝑏𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝑐𝑐 ,  

 6. 𝑎𝑎𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑏𝑏𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝑐𝑐  denklemlerini inceleyelim. 

Teorem 5.1.  {𝐾𝐾,𝐻𝐻} - Lineer Weingarten dik konoid yüzeyi yoktur. 

İspat:  𝐾𝐾 ve 𝐻𝐻 eğriliklerini (5.1) de yerine yazarsak, 

 

−
𝑎𝑎 �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�

2

��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

 +  𝑢𝑢2�
2 +

𝑏𝑏𝑢𝑢 𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)

2 ��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2 

+  𝑢𝑢2�
3
2
− 𝑐𝑐 = 0 
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      2𝑎𝑎 �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

+ 2𝑐𝑐 �𝑢𝑢2 + �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2
�
2
− 𝑏𝑏𝑢𝑢�𝑢𝑢2 + �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�

2
𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)  = 0      ( 5.2 ) 

 

elde edilir. ( 5.2 ) denkleminin 0 (sıfır) olması için, 

2𝑎𝑎 �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

= 0                                                           (5.3) 

−𝑏𝑏𝑢𝑢�𝑢𝑢2 + �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2
𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)  = 0                                                    (5.4) 

2𝑐𝑐 �𝑢𝑢2 + �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2
�
2

= 0                                                      (5.5) 

olması gerekir. (5.3) , (5.4) , (5.5)  denklemlerinin aynı anda sıfır olması  

 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 = 0  şartıyla gerçekleşir. Bu ise Lineer Weingarten kabulümüz ile çelişir. 

Teorem 5.2. {𝐾𝐾,𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼} - Lineer Weingarten dik konoid yüzeyi yoktur. 

İspat: 𝐾𝐾 ve 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 eğriliklerini (5.1) de yerine yazarsak, 

−
𝑎𝑎 �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�

2

��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

 +  𝑢𝑢2�
2 +

𝑏𝑏𝑢𝑢 𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)

��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2 

+  𝑢𝑢2�
3
2
− 𝑐𝑐 = 0 

𝑎𝑎𝑔𝑔′(𝑣𝑣)2 + 𝑐𝑐(𝑢𝑢2 + 𝑔𝑔′(𝑣𝑣)2)2 − 𝑏𝑏𝑢𝑢�𝑢𝑢2 + 𝑔𝑔′(𝑣𝑣)2𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)  = 0  

 

𝑎𝑎 �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

+ 𝑐𝑐 �𝑢𝑢2 + �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2
�

2
− 𝑏𝑏𝑢𝑢�𝑢𝑢2 + �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�

2
𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)  = 0      ( 5.6 ) 

elde edilir. ( 4.6 ) denkleminin 0 (sıfır) olması için, 

                                                       𝑎𝑎 �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

= 0                                                          (5.7) 

−𝑏𝑏𝑢𝑢�𝑢𝑢2 + �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2
𝑔𝑔′′(𝑣𝑣) = 0                                                    (5.8) 
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𝑐𝑐 �𝑢𝑢2 + �𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2
�

2
= 0                                                      (5.9) 

olması gerekir. (5.7) , (5.8) , (5.9)  denklemlerinin aynı anda sıfır olması  

 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 = 0 şartıyla gerçekleşir. Bu ise Lineer Weingarten kabulümüz ile çelişir. 

Teorem 5.3. 𝐾𝐾 , 𝐻𝐻, 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 , 𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 dik konoidin sırasıyla Gauss, ortalama, ikinci Gauss ve ikinci 

ortalama eğrilikleri olsun. Bu takdirde Lineer Weingarten dik konoid ise aşağıdaki 

bağıntılar vardır. 

𝐻𝐻 −
1
2
𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0   (𝑎𝑎 = 1, 𝑏𝑏 = −

1
2

 , 𝑐𝑐 = 0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑) 

𝐻𝐻 + 7𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0   (𝑎𝑎 = 1, 𝑏𝑏 = 7 , 𝑐𝑐 = 0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑) 

−7𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 −
1
2
𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0   (𝑎𝑎 = −7, 𝑏𝑏 = −

1
2

 , 𝑐𝑐 = 0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑) 

𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 + 14𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0   (𝑎𝑎 = 1, 𝑏𝑏 = 14 , 𝑐𝑐 = 0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑) 

𝐾𝐾 − 7𝐻𝐻𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0   (𝑎𝑎 = 1, 𝑏𝑏 = −7, 𝑐𝑐 = 0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑) 

İspat:  𝐻𝐻 − 1
2
𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0 𝑏𝑏𝑎𝑎ğ𝑑𝑑𝑛𝑛𝑠𝑠𝑑𝑑𝑠𝑠𝑑𝑑𝑛𝑛𝑑𝑑 ispat edelim. 

(4.1) denkleminden  𝐻𝐻 ve  𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼    eğriliklerini yazabiliriz. 

𝐻𝐻 −
1
2
𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 =

𝑢𝑢 𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)

2 ��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2 

+  𝑢𝑢2�
3
2
−

1
2

𝑢𝑢𝑔𝑔′′(𝑣𝑣)

��𝑔𝑔′(𝑣𝑣)�
2

 +  𝑢𝑢2�
3
2
 

                                 𝐻𝐻 −
1
2
𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0                       

Görüldüğü üzere 𝑎𝑎 = 1 , 𝑏𝑏 = −1
2

 , 𝑐𝑐 = 0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 Diğer eşitlikler de benzer şekilde ispatlanır. 
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