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OZET

Bu tez calismasi dort boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim, giris kismina ayrilarak genel bir literatiir bilgisi verilmistir.
Ikinci béliimde, 3 boyutlu 6klid uzayinda yiizeyler teorisi ile ilgili temel kavramlar verildi.

Uclincti bélimde, 3-boyutlu 6klid uzayinda dik konoid yiizeyi tanimlandi. Dik konoid
ylizeyinin birinci ve ikinci esas formlarinin katsayilar1 bulundu. Birinci ve ikinci temel form
katsayilar1 kullanilarak, dik konoid yiizeyinin Gauss, ortalama, ikinci Gauss ve ikinci
ortalama egrilikleri hesaplandi. Ayrica dik konoid yiizeyinin egriliklerine gore dik konoid

ylizeyinin ag¢ilabilir ve minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar verildi.

Ddordinci bolimde, 3-boyutlu 6klid uzayinda, dik konoid yilizeyinin Gauss egriligi K, ikinci
Gauss egriligi K, ,ortalama egriligi Hve ikinci ortalama egirligi H, ve
{AB}={K,K, ,H,H,} olmak iizere ®(A,B)=0 bagmtisini saglayan Lineer Weingarten
dik konoid yiizeyi siniflandirildi. Ayrica a,b ve C sabit sayilar olmak iizere, aA+bB =c

bagintisini saglayan dik konoid yiizeyi arastirildi.
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ABSTRACT

The first chapter is devoted to the introduction section and provides a general knowledge of

literature.
In the second chapter, basic concepts for theory of surfaces in Euclidean 3-space are given.

In the third chapter, the surface of right conoid is defined, then the coefficients of the first
and the second fundamental forms of right conoid are obtained. By using the coefficients of
the first and the second fundamental forms of right conoid; the Gaussian, the second
Gaussian, the mean and the second mean curvatures are calculated. Furtheremore, necessary
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the curvatures of right conoid are given.

In the fourth chapter, Weingarten right conoid in Euclidean 3-space that satisfying the

condition ®(A,B)=0 are classified,where a,b and care constants, the Gaussian curvature K
, the second Gaussian curvature K, , the mean curvature H , the second mean curvature H,
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1. GIRIS

Bir dogrunun bir egriye dayanarak hareket etmesiyle olusturdugu yiizeye regle yiizey
denir.

Oklid uzaymda bir M yiizeyinin smiflandirilmasinda yiizeyin ortalama egriligi H ve Gauss
egriligi K onemli yere sahiptir. Ornek verecek olursak; Gauss egriligi ,yiizeyin her bir
noktasinda “0” ise yiizey bir diizlem veya diizlem parcasidir. Benzer sekilde; ortalama
egrilik , ylizeyin her bir noktasinda “0” ise yizey bir minimal ylzeydir.

Weingarten yuzeyleri ylzey teorisinde ¢ok onemlidir. Yizeyin Gauss egriligi K ve
ortalama egriligi H arasinda W (K, H) = 0 veya ylzeyin asli egrilikleri k; ve k, arasinda
U(kq,k;) = 0 olacak bigimde bir baginti varsa yuzeye Weingarten yiizeyi denir. Bu
yuzeyler ilk olarak Weingarten tarafindan 1861 ve 1863 yillarinda tanimlanmistir.
Weingarten, calismalarinda bir donel ylzeye izometrik olan tum yizeylerin siniflarin
vererek bu alanda 6nemli bir ilerleme kaydetmistir. Bu nedenle sonraki yillarda sabit
Gauss egrilikli veya sabit ortalama egrilikli yuzeyler Weingarten yizeyleri olarak
adlandirilmistir. Sonraki yillarda Weingarten yuzeylerine ait ilk calismalar 1945 de Chen,
1951 de Hopf tarafindan yapilmistir. Daha yakin tarihe bakacak olursak 2003 de Galvez ve
2005 de Kuhnel ¢aligmalara devam etmistir. Brunt ve Grant 1n 1996 yilinda yapmis oldugu
calismada ise Weingarten ylzeylerinin bilgisayar destekli uygulamalar: yer almaktadir [3].

D.W. Yoon 3 boyutlu Oklid uzaymnda regle yiizeylerin ikinci Gauss egriligini, Gauss ve
ortalama egriliklerine bagh olarak elde etti. Ozel olarak helikoid yiizeyi i¢in K;; = 0
olmasi igin gerek ve yeter sartin yilizeyin minimal olmasi gerektigini gosterdi (H = 0).
Ayrica K;; = H olmasti igin gerek ve yeter sartin K;; = H = 0 oldugunu gosterdi. Bununla

beraber Dik konoid yiizeyinin K;; = 2H esitligini sagladigini gosterdi [8].

Ayrica Yoon, 3 boyutlu Minkowski uzayinda agilamayan regle yiizeyler i¢in



aK;; + bH =sabit, 2a — b # 0
aH + bK = sabit,a # 0
aK;; + bK = sabit,a # 0
oldugunu gosterdi [9].

Wijard Sodsiri, 3- boyutlu Minkowski uzayinda agilamayan regle ylizeyler K;; + H = 0 ve
aK;; + bH = ¢, 2a — b # 0 lineer weingarten ylizeyi oldugunu gosterdi. Bununla beraber
aK;;+bH +c+d , 2a—b#0 esitligini sagladigin1 gosterdi. Ayrica Minkowski 3-
uzayinda, agilamayan regle yiizeylere 6rnek olarak Dik konoid yiizeylerini tanimladi. Dik
konoid yuzeylerinin Gauss, ikinci Gauss, ortalama ve ikinci ortalama egriliklerini buldu
[10].

Dik Konoid yiizeyi 6zel bir regle yiizeydir. 3- Boyutlu Oklid uzayinda bu konu hakkinda

calisma yapilmamistir



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda, yiizeylerin diferensiyel geometrisi icin gerekli olan

temel kavramlar verilecektir.
Tamm 2.1. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayi da V olsun. V "de

(): VXV ->IR

n

@) @)=y afi |

i=1

a=(a,az .., a,)

ﬁ = (ﬁl! ﬁZ' ugn )

seklinde bir i¢ carpim tanimlanirsa, A afin uzayma Oklid uzayi denir ve E" ile gsterilir

[1].

Tanim 2.2.

x'R®*xR® > R®

(a.8) > axp

Seklinde tanimli “x” i¢ islemine vektorel carpim islemi denir ve « x g vektoriine de «

ile # nin vektorel ¢arpim denir [1].

Teorem 2.1. a, € R® olmak iizere

axf= Zn:det(ei,a,ﬂ)ei

seklindedir [1].



Tamm 2.3. V bir reel vektdr uzay olsun. V iizerinde asagidaki aksiyomlari ile tanimlanan

doniistime i¢ ¢arpim denir. <,> :V xV — R olmak Uzere

(i) Simetri aksiyomu
(@,B)=(B,a) Va,p €V
(ii) Bilineerlik aksiyomu
(ca,B) = c{a,B) =(a,cf) Vc ERVa,B EV
(a1 +ay,B)=(ay,B)=(az,B) VYV a,a,,B €V
(a, Br+ B2)=A(a, 1) =(a, B2) VYa BB, €V

(iii) Pozitif tanimlilik aksiyomu
(g, a) =20 VaelV
(a,a) =0 a = 0

[2]

Tamim 2.4. V bir i¢ ¢arpim uzay1 ve @ € V olsun. a vektérinin normu ||«|| olmak Uzere

e 1 . > i 2
a vektorindn Tal skalar1 ile ¢arpilmisina @’nin normlanms1 denir ve a, = Tl

gosterilir [2] .

Tamm 2.5. | < Rbir acik aralik olmak iizere (I, ) koordinat komsulugu ile tanimlanan

a:l > E"
t—o alt)

seklindeki «’ya egri denir. | c R araligina o« egrisinin parametre araligi ve tel

degiskenine de « egrisinin parametresi denir [1].

Tamm 2.6. M R egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin.

1 =>R

al

t—[a|(t)=]e'(t)

seklinde taniml ||a’|| fonksiyonuna M egrisinin (I ,a) koordinat komsuluguna goére skalar

hiz fonksiyonu ve ||a'(t)|| reel sayisina da M ’nin (I,a) koordinat komsuluguna gore

a(t) noktasindaki skalar hizi denir [1].



Tanmm 2.7. M egrisi (l,) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger, VX e | igin

=1 ise M egrisi «’ya gore birim hizh egri denir. Bu durumda, egrinin X € |

parametresine yay parametresi adi verilir [1].

Tamm 2.8. U, R? uzaymn irtibatl bir agik alt kiimesi olmak iizere, ¢: U — R3, diizglin
ve regliler bir doniisiim olsun. ¢ : U — ¢ (U) doniisiimii bir homeomorfizm ise ¢ (U)
kiimesine, R® uzayinda bir basit yiizey denir. M , R3 uzaymim bir alt kiimesi olsun. M nin
her bir p noktasi i¢in p e o (U ) ve ¢ (U ) cM olacak bicimde bir ¢ (U ) basit ylzeyi
bulunabiliyorsa M kiimesine, R3 uzayinda bir ylizey denir. (Sekil 2.1) [3].

/—_“‘m /ﬁm‘\\

Sekil 2.1 Yuzey

Tamm 2.9. E", n-boyutlu Oklid uzayinda (n—1) boyutlu yizeye hiperyiizey ad: verilir
[1].

Tamim 2.10. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir

[1].

Tamm 2.11. M < R3 regiiler bir ylizey icin birim normalini U ile gosterirsek

Uu,v) = l’;uiz"”( u, v) (2.1)

seklindedir ve (u, V)e R® noktalarinda M,, X M,, sifirdan farklidir [1].
Tamm 2.12. M : U - R3 bir ylizey ve E,F,G:U — R de tanimli olmak iizere,

E=(M,M,) (2.2)



F = (M,, M,) (2.3)
G = (My, M) (2.4)
dir.
I = Edu? + 2Fdudv + Gdv?

M yiizeyinin Riemann metrigi ya da birinci temel formu denir. Buradaki E,F,G; M in

birinci temel formunun katsayilaridir [1].

Tammm 2.13. M : U — R3 bir ylzey, U yizeyin birim normali ve ,m,n:U — R

fonksiyonlarini tanimlarsak

l= <Muu ,U) (2.5)
m = (My,, U) (2.6)
n = (My,,U) (2.7)

dir.
Il =Idu? + 2mdudv + ndv?

M yizeyinin ikinci temel formu denir. Buradaki [,m,n; M nin ikinci temel formunun

katsayilaridir [1].

Tanmm 2.14. E"’in bir hiperylizeyi M ve M ’nin birim normal vektor alan1 U verilsin.
E" ’de Riemann konneksiyonu D olmak iUzere VX € y(M) icin S(X)=D,U seklinde

tamimli, S doniisimine M Uzerinde sekil operatorii veya M 'nin Weingarten

doniisiimii denir [1].

Tammm 2.15. M yizeyinin birinci temel formunun katsayilart E,F,G ve ikinci temel

formunun katsayilari [, m, n olmak iizere yilizeyin sekil operatdrii matrisi S

Gl-Fm Em-FI
Gm-Fn En-Fm

S
EG-F

seklindedir [1].



Tamm 2.16. R® de regiler bir yiizey M olsun. M yiizeyinin Gauss egriligi K, Ortalama

egriligi H ve K,H : M — R olmak lizere sirasiyla
K(P) = det(S(P))

ve
1.
H(P) =EIZ(5(P))

seklinde tanimlanir [4].

Teorem 2.2. M :U — R® bir regler yiizey olsun. M in Gauss egriligi ve ortalama

egriligi formiilleri;

o Iln-m
E G—F?2

(2.8)

ve

GI+En-2Fm
H= 2(EG—F?2) (2.9)

dir. I,m,n; M ’in ikinci temel formunun katsayilar1 ve E,F,G; M ’in birinci temel

formunun katsayilaridir [1].

Teorem 2.3. M :U — R?® bir regiler yiizey olsun. M in ikinci Gauss egriligi ve ikinci

ortalama egriligi formiilleri;

1 1 1 1 1 1
_Elvv + My, — Enuu Elumu _Elv 0 Elv Env
1 1 1

K” = (|ln|——‘mz)2 my — Enu l m - Elv l m (210)

%n,, m n %nu m n

ve
1 d d

H; =H— mzi’ja—ui[ﬂ Idet(II)Ihl]a—LU(ln\/?)] (2.11)



dir. Burada i,j € {1,2} ve h;; ler ikinci temel formun katsayilar1 yani
hiy =1, hyp =m ,hy,, =nve ul, u? ise u ve v degiskenleridir [5].

Teorem 2.4. M < R® regiiler yiizeyinin, K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi ile asli

egrilikleri k; ve k, arasinda

Ve

seklinde bir iliski vardir. Sonug olarak
k?—2Hk+K =0

olur. Buradan da

k,=H+VH?-K

ve

k,=H-+vH2-K
dir [1].

Tamm 2.17. R®te regiler bir yiizey M ve M ’nin herhangi bir P noktasindaki asli
egrilikleri k; (P) ve k,(P) olmak uzere k,(P) =k, (P) ise, P’ye M yiizeyinin bir umbilik

noktasi denir [4].

Tamm 2.18. E™ de bir M hiperyiizeyi iizerindeki bir egrinin her noktasindaki ivme
vektorii M 'ye ortogonal ise bu egriye geodezik adi verilir. Baska bir ifadeyle M < R® bir
ylzey ve «a:(a,b) > M bir egri olsun. " ivme vektoriiniin tegetsel bileseni yoksa «

egrisine geodezik denir [1,4].

Tamim 2.19. I R agik alt aralig1 igin , R3 deki bir 77  diizleminin i¢indeki bir egri



y: I cR—>IT ve bu duzlemde y egrisini kesmeyen bir dogru [ olsun. y egrisinin
[ dogrusu etrafinda donmesi ile olusan yiizeye donel ylzey denir. [ dogrusuna doénel
yuzeyin ekseni, y egrisine de iirete¢ egrisi denir. Yani, bir diizlem egrisinin, kendini
kesmeyen bir dogru (donme ekseni) etrafinda kaymadan donmesi ile olusan yiizeye donel

ylizey denir.

Ureteg egrisi a(u) = (u, O,g(u)) ve donme ekseni z olarak alinirsa, u eksenden
uzakligi, v boylami verilen nokta ve eksenden gegen diizlemle xoz diizlemi arasindaki

acty1 gostermek iizere, yiizeyin standart parametrik denklemi,
M (u,v) = (ucosv,usinv,g(u))
ile verilir [3].

Eger a(u) = (f (), 0, g(u)) alinirsa bu egrinin z ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde

edilen donel yiizeyin standart parametrik denklemi
M (w,v) = (fcosv, f(w)sinv, g(u))
seklindedir. Burada v , z —ekseni etrafinda donme agisidir. Eger a birim hizl bir egri ise
ff+g =1
dir.

Tamim 2.20. M c E3 yizeyi verilsin.v p € M noktasinda, E3 (in M de kalan bir dogrusu

var ise M ye bir regle yiizey ve M de kalan bu dogruya da regle yiizeyin dogrultmani denir

[1].

Regle yiizeyi kisaca bir dogrunun bir egriye dayanarak hareket etmesiyle olusturdugu

yiizey olarak ta tanimlayabiliriz.

Regle yiizeylerin parametrik denklemini elde etmek i¢in dogrultmanlar1 kesen ve ylizey

uzerinde bulunan diferensiyellenebilir bir
a:l- E3

t - a(t)



egrisi se¢ilir ve bu egriye regle yiizeyin dayanak egrisi adi verilir. M regle yuzeyinin a

dayanak egrisinin a(t) noktasindaki dogrultmani tizerinde degisken bir nokta f ise
B:R->M
v - L) = a(t) + va(t)

seklindedir. Burada «a(t) = (al(t), a, (t),a3(t)) birim dogrultman  vektoriinii

gostermektedir. Boylece regle ylizey
M:I XR - E3
M(t,v) = a(t) + va(t)
doniistimii ile tanimlanir [6].
Tamm 2.21. M:[0,27] X (a, b) — R3 yiizeyi
M(u,v) = (p(w)cosu, p(v)sinu ,P(v))
M ddnel yiizeyinin standart parametrizasyonu denir [4].

Tamm 2.22. M (u,v) bir ylizey, K ve H ’da sirasi ile M ’nin Gauss ve ortalama egriligi

olmak tizere, yiizeyin egrilikleri

I
o

KU KV
(K, H) =det( J
H H

u \

Jacobi denklemini sagliyorsa bu yilizeye {K,H}-Weingarten ylzeyi denir. Buradan

Weingarten yiizeyi olmasi i¢in
K,H,-K,H, =0
denklemini saglamas1 gerekir [4].

Tamm 2.23. M (u,v) bir yizey, K ve H da sirasi ile M nin Gauss ve ortalama egriligi

olmak {izere, yiizeyin egrilikleri

aK +bH -c=0

10



denklemini sagliyorsa bu yiizeye Lineer Weingarten ylzeyi denir [4].

Tamm 2.24. M cR® regiler bir yiizey ve M'ye A (pozitif ya da negatif olabilir)

uzakliktaki paralel yiizeyi M olmak lizere
M (u,v)=M(u,v)+ AU (u,v)
seklindedir. Burada U , M ylzeyinin birim normalidir [4].

Lemma 2.1. M < R® regiiler bir yiizey ve M yiizeyine A birim uzakliktaki paralel yiizeyi
M olsun. M ylizeyinin sekil operatdrii matrisi S ve M yiizeyinin sekil operatdrii matrisi
S, asli egrilikleri k, ve k,, Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H olmak (izere

asagidaki esitlikler saglanir.

i, S=5(1-45)"

K=o
1-2H + 'K

— H-iK
He———
1-24H + 2K

v.
seklindedir [4].
Tanim 2.25. M < R®regiiler bir yiizey olmak (izere
I\/lu(uO’VO)>< MV(UO’VO): O
saglayan (uo : VO) noktalarina yiizeyin singiiler noktalar1 denir [7].

Ornek 2.1. Birim hizli diizlemsel

a = (f(u),0,g(w),
2 +@)=1

11



egrisi z ekseni etrafinda dondiriiliirse, diger bir deyisle asagidaki formun bir

parametrizasyonunu kabul ederse, dénel yuzey olarak adlandirilir:
M(u,v) = (f(u) cosv, f(u) sinv, g(u)).
Bu donel ylizeyin H ortalama egrilik fonksiyonunu ve K Gauss egriligini inceleyelim.
Sirayla u ve v degiskenlerine gore kismi tiirevlerini alalim.
M,(u,v) = (fcos v, f'sinv, g"
M,(u,v) = (—f sinv, fcosv,0)
M, (u,v) = (f " cosv, f" sinv,g")
M, (u,v) = (—f sinv, f cosv, 0)
M,,(u,v) = (—f cosv,—f sinv, 0)
elde edilir.

Simdi yiizeyin birim normal vektoriinii hesaplayalim. M, (u,v) ve M,(u, v)esitliklerine

vektorel carpim uygulanirsa;

— — —
€1 €2 €3
MyXM,=| fcosv fsinv g’

—fsinv fcosv O
= (—g fcosv,—g fsinv, ff")
olmak Uzere,

U M, X M, 1 g sinv, £)
= = -g cosv,—g sinv,
1My x Myl [(F)2 + (g7)2 g g

seklinde bulunur.

Simdi birinci temel formun katsayilari olan E , F , G ifadelerini sirayla hesaplayalim.

E=(M,M,)

12



=((f'cos v, f'sinv,g",(f cos v, f'sinv,g")
=+,
F=(M,, M)
= ((f'cosv, f'sinv,g"),(—f sinv, fcosv,0) )
=0,
G =(M,, M)
= ((—f sinv, fcosv,0), (—f sinv, fcosv,0) )
= 2,
Simdi ise ikinci temel formun katsayilari olan [, m , n ifadelerini sirayla hesaplayabiliriz.

= (M,,, U)

1 ! " 1 r
Zqu -f9g),
m = (M,,,U)

ro, ’ 1 ! L f
= ((—f sinv, f cosv,0), e (- g cosv,—g sinv, f))

=0,
n={(M,,,U)
. 1 ' ;oL ;
= ((—f cosv,—f sinv, 0),W (- g'cosv,—g'sinv, f"))

fg’

~ @R
Birinci ve ikinci temel form katsayilarmi (2.8) ve (2.9) denklemlerinde yerine yazip

Teorem 2.6 yardimiyla

k,=H++vH?*-K ve k,=H-+H?-K asli egrilik fonksiyonlarini elde edebiliriz.

Sonug olarak
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_(f'g+fg"

k, 4
((fN*+(@H)%)?
k, = g ,
fUFN% + (g"H%)?

seklinde elde edilir. Kabul edelim ki egri birim hizli olsun. Bu takdirde
(fH% + (gH? = 1 dir. Boylece
ki=(f"g +fg"
A
k=5 (212)

bulunur. Simdi ()2 + (g"? = 1 esitliginin her iki tarafinin tiirevini alip £~ ifadesini

yalniz birakalim.
ff+g9g9"=0

., g'gu
f ==
f

Buldugumuz f" esitligini k; = (—f g + f'g'") de yerine yazacak olursak, yiizeyin

birinci asli egriliginde
k,=-L (2.13)

olarak bulunur. (2.12) ve (2.13) esitlikleri kullanilarak, donel yiizeyin Gauss ve ortalama

egriligi
N
K = - (2.14)
_ (fg
H = 7y (2.15)
ile verilir.

Artik K nin sabit ve 0 (sifir) olma durumunu inceleyelim.Eger K = 0 ise (2.14) den

14



ve
fw) =cu+c,
seklinde bulunur. Simdi K nin sabit olma durumunu inceleyelim. Kabul edelim Ki

K + 0 ve K < 0 olsun bu takdirde (2.14) den
L (2.16)
ve (2.16) diferensiyel denkleminin ¢6zimdi

f @) = cycos(uvc) + cpsin(uvc)
olarak elde edilir.
K >0 ise

fu) = ¢ie™Ve + cemuVe

seklindedir.Simdi de H = 0 olma durumunu inceleyelim.

_Gg9) _

==

0

(fg) =0

elde edilir. Buradan f ve g fonksiyonlarinin ¢arprmlarinin sabit olmasi i¢in f ve g’ nin

de sabit olmasi gerekir. Yani f = ¢; (sabit), g = c,u + c3 seklindedir.
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3. DIK (RIGHT) KONOID

Bu bélimde Dik (Right) Konoid regle yiizeyinin Oklid uzayinda tanimi yapilacak. Ayrica
bu ylizeyin birinci ve ikinci temel formlarinin katsayilar1 hesaplanarak; Gauss egriligi K,
ortalama egrilik H, ikinci gauss egriligi K;; ve ikinci ortalama egriligi H;; bulunacak ve bu

egrilik fonksiyonlarinin yorumlar1 yapilacaktir.

Tamm 3.1. Sabit bir dogruyu dik olarak kesen dogrularin bir ailesinin iirettigi yiizeye Dik
Konoid ytizeyi denir. Dik Konoid 0zel bir Regle yuzeydir.

3-boyutlu Oklid uzayinda kartezyen koordinat sistemini kullanirsak ve Dik Konoid’in

eksenini z alirsak, parametrik denklemi

M (u,v) = (ucosv, usinv, g(v)) (3.2)

seklindedir. Cesitli dik konoid yiizeyleri vardir.
1) Helikoid: Parametrik denklemi
M(u,v) = (ucosv, usinv, c,v + c,)

seklindedir. Grafigi asagidaki gibidir.

Sekil 3.1. Helikoid
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2 ) Whitney Semsiyesi (Whitney umbrella): Parametrik denklemi
M(u,v) = (uv,v,u?)

seklindedir. Grafigi asagidaki gibidir.

Sekil 3.2. Whitney Semsiyesi

3) Wallis’in Koniksel Kenar1 (Wallis’s Conical Edge): Parametrik denklemi

M(u,v) = (vcosu ,vsinu ,c\/ a? — bzcoszu)

ile verilir ve grafigi asagidaki gibidir.

Sekil 3.3. Wallis’in Koniksel Kenari

4) Plucker Konoidi ( Plucker’s Conoid ): Parametrik denklemi
M(u,v) = (vcosu ,vsinu, ¢ sin(nu))

ile verilir ve grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 3.4. Pliicker Konoidi

5) Hiperbolik Paraboloid: Parametrik denklemi
M(u,v) = (v, u, uv)

ile verilir ve grafigi asagidaki gibidir

Sekil 3.5. Hiperbolik Paraboloid

[11].
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3.1. Dik ( Right) Konoidin Geometrik Ozellikleri
Bu boliimde (3.1) ile verilen Dik Konoidin egriliklerini hesaplayacagiz.

(3.1) yuzeyinin u ve v degiskenlerine gore kismi tiirevlerini alinirsa,

M, (u,v) = (cos v,sinv,0) )
M,(u,v) = (—u sinv, u cosv, g/(v))
M, (u,v) =(0,0,0) > (3.2)

M,,(u,v) = (—u coOSV, —u sinv, g”(v))

My, (u,v) = (—sinv, cosv, 0) J
elde edilir.

Yizeyin birim normal vektori (3.2) denkleminden

el [ €
M, X M, = cosv sinv 0

—usinv ucosv g (v)

=e; (sinv g'(v) — 0.ucosv) —&; (cosv g () —0.(—u sinv)) +

e3(u cosv? — (—u sinv?))

= (sinv g'(v),—cosv g (v) ,u)

ve

IM, x M,|| = Jsinzv (g’(v))2 + cos?v (g’(v))2 + u?

_[oorea

olmak Uzere yuzeyin birim normal vektori

;2 (sinv g'(v) ,—cosv g'(v),u)
,/(g'(V)) +u?

U= (3.3)

seklinde elde edilir.
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Yiizeyin birinci temel form katsayilari , (3.2) denkleminden ,
E=(M,M,)
={((cosv,sinv,0),(cosv,sinv,0) ) (3.4)
=1,
F= (My, My)
= —u Ssinv cosv + u sinv cosv (3.5)
=0,

G =(M,, M)
, 2
= u’sin*v + u’cos?v + (g (v)) (3.6)

> (g'(v))2 +u?

seklinde elde edilir. Yiizeyin ikinci temel formun katsayilari olan [, m , n ifadelerini ise
(3.2) denkleminden,

l= (Muur U)
=0 : (3.7)
m = (My,,U)

= ;2 (—sin*v g'(v) — cos*v g'(v) +0)

(9'@)) +u

-——g» (38)

4/(g’(V))2+u2

n= (Mvv' U)

P S (—u sinv cosv g'(u) + u sinv cosv g'(v) + u g”(v))

(g'(V))2+u2
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— u 9"(127) (39)
(9'@)) +u?

seklinde elde edilir.

Yizeyin birinci ve ikinci temel form katsayilari (2.8) ve (2.9) da yerine yazilirsa ,

K Gauss ve H ortalama egriligi

L N\2

K = — & (3.10)
((g'(V)) +u2)

H=—40® (3.11)

2!
2

2((g'(v))2 + u2>

seklinde bulunur. Dik Konoid ylizeyinin K;; ikinci Gauss ve H;; ikinci ortalama egriligi

(2.3) teoreminden,

K = W 3 (3.12)
((g'(V))Z + uz)2
ve Hy =
_ _7ug”z<v> ; (3.13)
2 ((g'(v)) + uz)z
seklinde elde edilir.

Teorem 3.1.1. M(u,v) = (ucosv,usinv ,g(v)) Dik Konoid yizeyinin flat (duz,

acilabilir) olmasi i¢in g(v) fonksiyonun sabit olmasi gerekir.

Ispat: Dik Konoid yiizeyinin K Gauss egriligi sifir olsun. Bu takdirde (3.10)

denkleminden

2
(g'(v)) = 0 elde edilir. Bu ise g(v) = ¢ (sabit) olmasidir. Buradan
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M (u,v) = (u cosv,u sinv,c,)

parametrik denklemi elde edilir. Bu ise bir diizlem olup grafigi asagidaki gibidir.

Sekil 3.6. Duzlem

Teorem 3.1.2. Dik Konoid yiizeyinin minimal olmasi i¢in g nin lineer yani g(v) = c;v +

c, seklinde olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki H = 0 olsun. Bu takdirde (3.11) denkleminden

H=—212W___g (3.14)

2((9 '(v))z + uz)

Nl w

olmalidir. (3.14) denkleminin 0 (sifir) olmasi igin u g (v) = 0 olmalidir.
u # 0 oldugundan g"(v) = 0 elde edilir. g"(v) = 0 ise
gw) =cv+ ¢
elde edilir. O halde ytzeyin denklemi ;
M (u,v) = (u cosv,u sinv,c,v + c,)

elde edilir. Bu ise bir helikoid yizeyidir. (Sekil 3.1)
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Teorem 3.1.3. Yizeyin ikinci Gauss egriligi K;; = 0 olmasi yani ylzeyin K;; — flat

(agilabilir) olmasi i¢in g lineer yani g(v) = c;v + ¢, seklinde bir helikoiddir.

Ispat: Kabul edelim ki K;; = 0 olsun. Bu takdirde,

K, = ug ) 0

((g'(v))2 + uz)

N w

ise
ug (w)=0
elde edilir. Bu ise ,
gw) =cv+c
demektir.

Teorem 3.1.4. Yizeyin ikinci ortalama egriligi H;; =0 olmas1 yani yiizeyin H;; -minimal

olmasi i¢in g nin lineer yani g(v) = c¢,v + ¢, seklinde bir helikoiddir.

Ispat: Kabul edelim ki H;; =0 olsun. Bu durumda,

H“ = _% — O
2((g'(v)) +uz)2

ise
Tug'(v) =0
sonucu elde edilir. Bu ise,
gw) =cqv+c,

demektir.
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4. WEINGARTEN DiK KONOID

Bu bolimde Dik Konoid yizeyinin {K, H}-Weingarten yiizeyi
inceleyecegiz. Burada {4,B} € {K,H ,K,; ,H;;} dir. Ikinci bdlimde K,H ,K;, ,H, Dik

konoidin egrilikleri agagidaki gibi bulunmustu.

- (g'(v))2 )
((g'(v))z + uz)z
yo_&ol
2((g’(v))2 + uz)z
(W)
3
((g@)* + u2)?
b @

2((g'(v))2 + uZ)EJ

Simdi ise sirasiyla

1.@(K,H) =0

2.0(K,K;)) =0
3.0(K,Hy) = 0
4. 9(H,Hy) =0
5.0(H,K;) = 0

6. Q)(KII'HII) =0

(4.1)

(4.2)
(4.3)
(4.4)
(4.5)
(4.6)

(4.7)

olma sartlarini
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denklemlerini inceleyelim.

Teorem 4.1. K, H ,K;,H; swrasiyla Dik Konoidin Gauss, ortalama, ikinci Gauss ve
ikinci ortalama egrilik fonksiyonlar1 olsun. Eger dik konoid ylzeyi {K,H} , {K, K} ,
{K, H,;} -Weingarten yizeyi ise g(v) =c¢; ve g(v) = civ+c, dir.

Ispat: (4.2), (4.3), (4.4) denklemlerinden (4.1) yardimiyla,
Q)(K'H) = Q)(K,K”) = (Z)(K, HII) = 0
olmasi i¢in
22 (9 (9°®) = (9 @) gP®) + (g @)’ (9w’ =0 @8

diferensiyel denklemi elde edilir. (4.8) denkleminin O (sifir) olmasi igin

9@ ((g"®)" - g'@g®w) =0 (4.9)
Ve
(g @) (g"@)° =0 (4.10)

olmalidir. (4.9) diferensiyel denkleminin ¢6zimunden
gw) = ¢
g) =qv+c;
g) =cy +ce?
elde edilir. (4.10) diferensiyel denkleminin ¢ézimunden
g) =¢
gw) =cv+c,

elde edilir. (4.8) denkleminin sifir olmasi i¢in (4.9) ve (4.10) denklemlerinin ortak
¢coziminden;

gw) =¢
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g) =civ+c;
elde edilir. Bu ise Dik Konoid yiizeyinin ya diizlem ya da helikoid olmasidir.

Teorem 4.2. K , H , K;; ve H,; sirastyla Dik Konoid ylizeyinin Gauss , ortalama , ikinci
Gauss ve ikinci ortalama egrilikleri olmak tizere; dik konoid ylzeyi {H, H;;} , {H, K;;} ,

{K1, H;;} -Weingarten yizeyidir.

Ispat: Direk hesaplamaile @(H, H;) = O(H,K;;) = 0(K;;, Hy) = 0 elde edilir.
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5. LINEER WEINGARTEN DIK KONOID

Bu bélimde K, H ,K;; ve H;; egriliklerinin Lineer Weingarten yiizeyi olma sartlarini

inceleyecegiz. (4.1) esitliklerini kullanarak a, b, c € R ve K ,H, K;;, H;; # 0 olmak Uzere
aA+bB =c (5.1)

Lineer Weingarten olma sartin1 inceleyelim. Burada {4, B} € {K ,H,K;;, H;} ylzeyin

egrilik fonksiyonlar1 i¢in sirastyla

l.aK+bH =,

2.aK + bK;; = c,

3.aH + bK;; = ¢,

4.aK +bH; =c

5.aH + bH;; = ¢,

6. aK;; + bH;; = ¢ denklemlerini inceleyelim.

Teorem 5.1. {K, H} - Lineer Weingarten dik konoid yiizeyi yoktur.

Ispat: K ve H egriliklerini (5.1) de yerine yazarsak,

a(g®)’ bu g"(v)

((g'(v))z + uz)z 2((g'(v))2 n uz)%

c=0
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2a (g’(v))2 + 2¢ (u2 + (g’(v))z)z - bu\/u2 + (g’(v))zg”(v) =0 (5.2)

elde edilir. ( 5.2 ) denkleminin O (sifir) olmasi igin,

2a (¢'())" =0 (5.3)
—bu\/u2 + (g’(v))zg”(v) =0 (5.4)
2¢ (u2 + (g’(v))z)2 =0 (5.5)

olmas1 gerekir. (5.3), (5.4) , (5.5) denklemlerinin ayn1 anda sifir olmasi
a = b = ¢ = 0 sartiyla gergeklesir. Bu ise Lineer Weingarten kabuliimiiz ile ¢elisir.
Teorem 5.2. {K, K;;} - Lineer Weingarten dik konoid yuzeyi yoktur.

Ispat: K ve K;; egriliklerini (5.1) de yerine yazarsak,

2
a(0®) o
(6@ + )" () +w)

—c=0

ag'(v)? + c(u?® + g'(v)?)? — buJu? + g'(v)2g"(v) =0

a (g'(v))2 +c (uz + (g'(v))2>2 — bu /uz + (g'(v))zg”(v) =0 (5.6)

elde edilir. ( 4.6 ) denkleminin O (sifir) olmasi i¢in,

a(g/(v))2 =0 (5.7)

—bu ’uz + (g'(v))zg”(v) =0 (5.8)
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2

, 2
c (uz + (g (v)) ) =0 (5.9)
olmasi gerekir. (5.7) , (5.8) , (5.9) denklemlerinin ayn1 anda sifir olmasi
a = b = ¢ = 0 sartiyla gerceklesir. Bu ise Lineer Weingarten kabuliimiiz ile gelisir.

Teorem 5.3. K, H, K;; , H;; dik konoidin sirasiyla Gauss, ortalama, ikinci Gauss ve ikinci
ortalama egrilikleri olsun. Bu takdirde Lineer Weingarten dik konoid ise asagidaki

bagintilar vardir.
1 1
H—=K;=0 (a=1,b=—=,c=0dw)
2 2
H+7H; =0 (a=1,b=7,c=0dwr)

1 1
_7K11—§H11 =0 (a=-7b= 5 CF 0 dir)

H;+14K; =0 (a=1,b=14,c=0dw)
K—7H; =0 (a=1,b=-7,c=0dw)
Ispat: H — %K,, = 0 bagintisint ispat edelim.
(4.1) denkleminden H ve K;; egriliklerini yazabiliriz.

ug'(v)
((g@)” + u?)

1 ug")

H =Ky =
2 ((g’(v))z + uz)

1
2

N| W
N| W

H 1K =0
o i =

Goriildiigii tizerea =1, b = —% , ¢ = 0 dir Diger esitlikler de benzer sekilde ispatlanir.
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