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OZET

Beta kesirli tiirevi, integrali ve uygulamalarinin incelendigi bu tez ¢alismasi yedi boliimden
olusmaktadir.

Tezin giris bolimiinde Kesirli analiz kavrami tanitilmis ve konunun tarihgesiyle ilgili bilgi
verilmistir. Tkinci boliimde konu ile ilgili temel tanmimlar ve drnekler yer almaktadir. Tezin
iclincli boliimiinde beta kesirli tiirevi, integrali ve oOzellikleri incelenmistir. Dordiincii
boliimde, baz1 yeni beta-kesirli integral esitsizlikleri elde edilmistir. Son olarak da sonug

ve Onerilere yer verilmistir.
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TESEKKUR

Oncelikle, bu tezin hazirlanmas1 sirasinda gerek konu segimi gerekse uzun calisma
stirecinde destegini esirgemeyen, kendisine ne zaman danigsam sabirla ve biiyiik bir ilgiyle
elinden gelenin fazlasin1 sunan ve bilgilerini benimle paylasan her an her konuda manevi
destegini benden esirgemeyen degerli danisman hocam Sayin Dog¢. Dr. Deniz UCAR’a

tesekkiirlerimi ve siikranlarimi sunarim.

Calismalarim boyunca bana anlayis gosteren, destek olan, hissettirdikleri sonsuz giiven,

sabir ve manevi destekten dolay1 aileme tesekkiir ederim.
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SIMGELER DiZiNi

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

SIMGELER ACIKLAMA
r(x) Euler-Gamma fonksiyonu
B(x,y) Euler-Beta fonksiyonu
1 R’de bir aralik
J*f(x) a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli
integrali

Def(x) Riemann-Liouville tiirevi
CDEF(t) Caputo tiirevi

6oy (f(0) Erdelyi-Kober tiirevi
D§(f(x) Hadamard tiirevi
DE(f(x)) Riesz tiirevi
4 Df (f(®) Beta-kesirli tiirevi
ﬁlf (f(®) Beta-kesirli integrali

A D’t‘B (f®) f fonksiyonunun npg-tiirevi



1. GIRIS

Tiirev bir fonksiyonda bagimli degiskenin (y), bagimsiz bir degiskene (x) gore degisim
miktaridir. Tirev kavrami ilk olarak 1666 yilinda Newton tarafindan gelistirilmistir.
Newton ile es zamanlarda Leibniz de bu konu iizerine arastirmalar yapmaya baglamstir.
Leibniz, ayni zamanda diferansiyel aritmetik ve sonsuz aritmetik konulariyla da ilgilenmis
n
ve gelistirmistir. Tiirev hesabi i¢in kullanilan % ifadesi ilk olarak Leibniz tarafindan

ortaya atilmistir.

1695 yilinda Leibniz’in L’Hospital’a yazdigi mektupta “bir fonksiyonun tamsay1
mertebeden tiirevleri kesirli mertebeden tlirevlere genisletilebilir mi?” sorusunu sormustur.
Bundan sonra kesirli tiirev kavrami ortaya atilmis ve giiniimiizde bile pek ¢ok bilim insani
bu konuda caligmalar yapmaktadir. Bu konuda calisan baslica bilim insanlari; Riemann,
Griinwald-Letnikov, Liouville, Caputo, Euler, Abel, Fourier, Kobel, Erdelyi, Hadamard,

Riesz, Laplace, Atangana’dir.

Fizik ve miihendislik problemlerinin modellenmesinde kesirli analizin kullanilmasiyla en
uygun sonuglar elde edilebilir. Tam say1 mertebeden tiirevlerin kullanilmasiyla yapilan
standart matematiksel modellemeler bazi durumlarda o&zellikle lineer olmayan
modellemelerde, istenen sonucu tam olarak ifade etmeyebilir. Giiniimizde kesirli
mertebeden tiirevlerle yapilan modellemelerde daha uygun sonuglar elde edilebildigi
goriilmektedir. Kesirli tiirevin kullanilmasi ¢ogu zaman avantajli olsa da dezavantajli

oldugu durumlarla da karsilasilmaktadir.

Kesirli tiirevin kullanilmasinin avantajli oldugu durumlardan bazilar1 sunlardir. Anormal
difiizyon olaylar1 ¢ogunlukla fizik, kimya ve biyoloji bilimleri tarafindan incelenmektedir.
Anormal diflizyon siireglerinin incelenmesinde, sabit-mertebeli kesirli tiirevli diflizyon
denklemleri 6nemli yer tutmaktadir. Ancak sabit-mertebeli kesirli tiirevli difiizyon
denklemleri, homojen olmayan veya heterojen ortam diflizyon siirecleri gibi baz1 karmasik
difiizyon siireclerinin karakterize edilmesi i¢in uygun olmamaktadir. Ayrica gozenekli

ortamlarda difiizyon siirecleri gz oniine alindiginda, zamanla ortam yapisi veya dis alan



degisirse sabit-mertebeli kesirli tiirevli difiizyon denklemleri bu durumun modellemesinde

kullanilamamaktadir.

Riemann-Liouville kesirli tlirevinin genisletilmisi olan Jumarie kesirli tiirev taniminda
herhangi bir siirekli fonksiyonun diferensiyellenebilir olmasi gerekmez. Sabit bir
fonksiyonun kesirli tiirevi sifira esittir ve daha onemlisi tstel fonksiyonlar ve Mittag-
Leffler fonksiyonlar1 gibi fonksiyonlarin orijindeki singiileriteligini (tekilligi) ortadan
kaldirir.

Riemann-Louville kesirli tiirevinde, keyfi bir fonksiyonun orijinde siirekli olmasi ve
tiirevlenebilir olmas1 gerekmez. Caputo kesirli tlirevinin en énemli avantajlarindan birisi
problemin formiile edilmesinde baglangic ve sinir deger kosullarini igermesine izin
vermesidir. Ayrica sabit fonksiyonun tiirevi sifirdir. Caputo tirevi ger¢ek Diinya

problemlerinin modellenmesinde kullanilan en uygun kesirli operatordiir.

Her ne kadar kesirli tiirevlerin biiyiikk avantajlar1 olsa da her durumda uygulanabilir
degildir. Riemann-Liouville tiirevi ile gercek Diinya olaylarini kesirli diferansiyellerle
modellemeye casilirken bazi dezavantajlarinin oldugu goriiliir. Sabit bir fonksiyonun
Riemann-Liouville tiirevi sifir degildir. Ayrica herhangi bir fonksiyon orijinde sabit ise bu
fonksiyonun kesirli tlirevi orijinde bir singiileriteye sahiptir. Bu dezavantajlar Riemann-

Liouville kesirli tiirevinin uygulama alanlarin1 daraltir.

Caputo tiirevi diferensiyellenebilirlik i¢in biiytik sartlar gerektirir. Bir fonksiyonun Caputo
kesirli tiirevini hesaplamak icin once adi tiirevinin hesaplanmasi gerekir. Caputo tiirevleri
sadece Riemann-Liouville anlaminda birden daha diisiik mertebeli kesirli tiireve sahip

fakat 1.mertebeden tiirevleri olmayan diferensiyellenebilir fonksiyonlar i¢in tanimlidir.

Jumarie kesirli tlirevinde, eger fonksiyon tanimli oldugu bolgede siirekli degilse, kesirli
tiirevi yoktur. Ornegin, In(x) fonksiyonunun kesirli tiirevi ya da baska fonksiyonlarin

kesirli tlirevi hesaplanamaz.



Her ne kadar Weyl kesirli tiirevi yeralt1 sularinin kesfinde kullanilsa da hala énemli bir
dezavantaja sahiptir. Ciinkii Weyl tiirevleriyle tanimlanan integraller has olmayan
integrallerdir ve fonksiyona biiyiik kisitlamalar getirilmesini gerektirir. Ornegin sabit bir
fonksiyonun Weyl tiirevi taniml1 degildir. Diger taraftan Weyl tiirevleri Riemann-Liouville

tiirevleri ile karsilastirildiginda formiile edilmesi ve ispatlanmasi daha zordur.

Degisken mertebeli kesirli tiirevler temel tiirev Ozelliklerini saglamaz. Hesaplanmasi
imkansiz olmasa da olduk¢a zordur. Ornegin, f(x) =x fonksiyonunun degisken
mertebeden kesirli tiirevini hesaplamak bile zordur. Bu tiirden tiirevleri igeren diferensiyel

denklemlerin analitik metodlarla ¢oziilmesi ¢ok zordur.



2.TEMEL TANIM VE ORNEKLER

Bu boliimde, 6nemli bazi tiirev ve integral tanimlar1 verilmistir.

Tamm 2.1 (Gamma Fonksiyonu) : Gamma fonksiyonu n > 0 i¢in,

o)

rtn) = f x" e *dx

0

ile tanimlanir. Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir. Baz1 6nemli 6zellikleri asagidaki gibidir.

I. 'n+1)=nl'(n)
i. r(3)=vm

Tamm 2.2 (Beta Fonksiyonu) : m,n > 0 igin;

1

p(m,n) = fxm‘l(l — x)" ldx

0

seklinde tanimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir.

Tammm 2.3 (Riemann-Liouville Tiirevi) : f fonksiyonu, (0,a) ac¢ik araliginda

tanimlansin.

L1 dr R f®
DY) =t dx"jo = parion &t

ile tanimlanir.

Tamm 2.4 (Caputo Tiirevi) : Caputo kesirli tiirevi kullanilarak diferensiyel denklemler
¢oziiliirken kesirli mertebeden baslangi¢ kosullarinin verilmesi gerekmez. f fonksiyonu,

(0, @) agik araliginda tanimlansin.



u 3 1 t i (r)dr
01O = g |, T

Ifadesi Caputo tiirevi olarak adlandirilir.

Tamm 2.5 (Weyl Tiirevi) : Benzer sekilde yapilan diger kesirli tiirev tanimlar1 asagidaki

gibidir. f fonksiyonu, (0, «) ag¢ik araliginda tanimlansin.

dt

ar *

(n — a) dx™ (x — t)x+i-n
Ifadesi Weyl tiirevi olarak adlandirilir.

Tanim 2.6 (Erdelyi-Kober Tiirevi) : f fonksiyonu, (0, @) ag¢ik araliginda tanimlansin.
Benzer sekilde,
d n

gxo-1 a) xa(n+y)10,a,y+a (f(x))

Doy (F0)) =277
Ifadesi Erdelyi tiirevi seklinde ifade edilir.

Tamm 2.7 (Hadamard Tiirevi) : Benzer sekilde, f fonksiyonu, (0, ) agik araliginda

tanimlansin.

n—-a—1

D§(f(x) = —F(nl— > (x ;—x> Jox (log (;)) f(t)%

[fadesi Hadamard tiirevi seklinde ifade edilir.

Tanim 2.8 (Riesz Tiirevi) : Benzer sekilde, f fonksiyonu, (0,a) agik araliginda

tanimlansin.

1 1(d

U= @@ &

)m | 1(’“ — o) dt

+ f (x —t)™ %1 f(t)dt



seklindedir..

Tamm 2.9 (Jumarie) : Jumarie, Riemann tiirevine basit bir alternatif sundu. Bu tiirev,

dar [ f(£) - £(0)

(n—a)dx™) (x —t)ati-n
0

D) =

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.10 (Riemann-Liouville Kesirli integrali) : « > 0 iken a. mertebeden Riemann-

Liouville kesirli integrali f € C,, (u = —1) olmak iizere, a > 0 ve x > 0 icin,

JUF) = [a-otr@ar @1)
I'(a) )

seklinde tanimlanmistir. Bu integral operatorii icin , f = 0 olmak iizere, yari-grup 6zelligi

JUIPF@) = J*HPF(E)

ve degisme Ozelligi
JJEf() = JBJf (1)

saglanmaktadir. (2.1) esitliginde f(t) = t* olarak secilirse @ > 0,u > —1 ve t > 0 igin,
daha sonra kullanilacak olan asagidaki esitlik elde edilebilir.

Fu+1)

= ————t**# 2.2
lMla+u+1) (2:2)

Jet

Tamim 2.11 : a. mertebeden sagdan Riemann-Liouville kesirli integrali a« >0 ve x > a

icin, agsagidaki gibi tanimlanmustir.

1

]g+f(x) = m

f(x —0)*1f(r)dr.



a. mertebeden soldan Riemann-Liouville kesirli integrali a > 0 ve x < b i¢in asagidaki

gibi tanimlanmistir.

1

Jp-f () = m

b
J(T —x)*"1f(1)dr.



1. BETA KESIRLI TUREVI, INTEGRALI VE OZELLIKLERI

Bu bélimde yeni parametreli bir kesirli tiirev olan beta-kesirli tirevi ve temel bazi

ozellikleri incelenecektir.

Teorem 3.1:

1-8
f<x0+€(x0+%ﬁ)> >—f(x0)

€

4L (f()) = lim

limiti vardir.

Ispat : f <(x0 + ¢ (xo + %‘8))1_[3 — f(m))

fonksiyonunun limiti alinirsa,

&-0

1\"*
limf (xo +(x0+ ) ) ~ fto) = f(0) = f(x0) = 0

1-5
f<xo +e(x0+ 1) ) - fxo)
lim :

£-0 &

&

= ADf(f(xO)). £

D% (f(x0))-0 =0

elde edilir. Boylece,

1\'*
) )—f@d +fx0)

!el_r}(}f (XO +£(X0 +rﬁ)

=0+ f(xo)



= f(xo)

1 \17A
bulunur. Fakat x = x,,.¢ (x0+ Tﬁ)) alinirsa,

x_xO

(0 + %ﬁ))w

E =

elde edilir. O halde

Jim o fG0 = fx)

S
(torris) g

1-p
(xo + %ﬁ)) # 0 oldugundan, yukaridaki esitlik yeniden diizenlenirse lim f(x) =

xX-X0

f (x0) bulunur ve ispat biter.

Tanmmm 3.2 : A c R olmak tizere f:A — R fonksiyonu verilsin. a € A olsun. Eger,

lim f(x) limiti varsa ve f(x) fonksiyonu x = a noktasindaki degeri olan f(a) ya esit ise
xX->a

lim f(x) = f(a) ise x = a noktasinda stireklidir.
xX—a

Tamm 3.3 : a € R ve g: [a, ) — R bir fonksiyon olsun. g fonksiyonunun f-tiirevi

1 \'F
limg<t+£<t+Tﬁ)> >—g(t)

, vti=>0,0<p <1
Af,Dtﬁg(t)z £-0 B

&
\ g(®) , VtE>0,8=0,

seklinde tanimlanir.

Burada, g: [0, ) — R ve I' gamma fonksiyonudur.

[ee)

I'(y) =f tY~le~tdt
0

tanimdaki limit varsa g fonksiyonu B-tiirevlenebilir denir. f = 1 oldugunda



d
0l 9® = —g(®
oldugu goriiliir.

Ayrica diger kesirli tiirevlerden farkli olarak bir fonksiyonun f-tiirevi 1.mertebeden tiirev

ile benzer sekilde belirli bir mertebeden yerel olarak tanimlanabilir.

Teorem 3.4 : B-tiirevi agsagidaki ozellikleri saglar.

i 0DPg®) =g@)

ii. B € R olmak iizere,
4D2g(®)(af (t) + ug(®)) = afDf F(£) + iDL g (t)
esitligi saglanir.

i.  4D%(c)=0,ceR.

iv. f veg fonksiyonlarinin garpiminin S-tiirevi,

ADE(£(6).9(®) = g@®ADE(FO) + FOEDE ()

seklindedir.

B
apB (1) _ _8bif®
V- oDy (f(t)) =~ T TRo

Vi. fi[a, ) — R fonksiyonu diferensiyellenebilir ve ayn1 zamanda S-diferensiyellenebilir

olsun. g fonksiyonu bu aralikta diferensiyellenebilir ise,

30f (90f©) = (t+555)  F'©g'(F®) seklindedir.

vii. f fonksiyonunun tersi g fonksiyonu olarak verilsin. Yani g(f(x)) = x ve f(g(y)) =

y olsun.

apF (gof (1)) = 4DF ().

10



viii.

ft (t te (t + F(lﬁ))l_ﬁ) -f®

&

t0f (7)© = iy

Ispat i : Tanimda 8 = 0 olarak aliirsa istenen kolaylikla elde edilebilir.

Ispat ii :

1-p
(af +pg) (t +e (t + F(B)) ) — (af +pug)(®)

&

0029 (®)(af (®) + pg(®) = lim

1-p 1-p
af<t+e(t+Fé5) :>+ug<t+£<t+féﬂ) )l—[af@)+ug@ﬂ

-0 &

= lim
&£-0 &
1-8 1-8
<f<t+£(t+r(ﬁ)) )—f(t)) ,u(g t+£<t+r(ﬁ)> > g(t))
_sli(gn & +}»:1—r>r(§ &

= afD{ f(0) +udDf g(©
oldugu goriiliir.
c—cC

Ispatiii : 9D —II_I)%T=O



oldugu kolayca goriilebilir.

Ispat iv : Tamim geregince,

1 \'7#
(f-g)<t+e<t+rﬁ)) )—(f.gxt)

30 ((F-9)®) = lim

&
1 1-8 1 1-p
f<t+s(t+m> >g<t+e<t+rﬁ)) )—f(t)g(t)
1-8 1-B8
f(t+s<t+r(1ﬁ)) >g<t+$<t+%ﬁ)> )—f(t)g(t)
1 1-B8 1 1-p
f<t+£<t+T[),)> >g(t) f<t+e<t+r(ﬁ)) )g(t)
i :

1-8
fr@)=f (t + & (t + rﬁ)) ) olarak tanimlanirsa

_ i O ®) — 9] + gOLF (@) — £(©)]

&-0 &

WA OICK (t)) 9®) . 9O (t)) [10)
0

£-0 s—>

elde edilir. Siirekli fonksiyonlar igin limit 6zellikleri kullanilarak istenilen kolayca elde

edilir.

limf*. limZ=4 = £ (¢)

£-0 £-0
oldugu goriiliir.

Ispat v : B-kesirli tiirev tanimindan,

12



=

1 \'7A 1
(“f(”m) )‘ﬁ
lim

&-0 &

1-B
ifadesinde f*(t) == f (t + & (t + %ﬁ)) ) olarak tanimlanirsa,

lim
-0

1 1\ 1 1 1
7(”‘9(”@) ) fO_ . FO 7©®
&

elde edilir. Bu esitlikte payda esitlenip diizenlenirse,

0 e f(Of* ()  e0 e f(E)f*(t)

= —limf*(t) —/® lim 7
£-0 £ “e-0 f(E). fr(b)

- ffO-f@® 1
m

r _el—l>0 € f2(t)
_DPf®
f2(®)

bulunur ve ispat biter.

Ispat vi : Beta-kesirli tiirevi taniminda,
1
h=c¢ (t + —)

olarak secilirse,

(gof)(t+h)—(g0f)(t)'<t+ 1 )1—3

g — i =
D¢ ((goNH(®) = lim : r'(p)

elde edilir.

13



(gof)' = g'(f®O)f'@®)

bileske fonksiyonun tiirevinden ,

e g(f® +h) - g(f(t)) ft+h) —f@®)
(”rm) Jim h - Jim h

bulunur. h yerine yazilirsa,

4Df ((gofH(®))
1-B 1-8
<f(t)+£<t+r(ﬁ)> >—g(f(t)) f<t+s<t+%ﬁ)) )—f(t)
- £1_r>% € 'lsi—r% £

=40 (9(F®)®) £'(®)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Ispat vii : f(t) =t segilirse,

f <t re(er %ﬁ))kﬁ) @

$0f (f(®) = lim

1-B
=£Lién (t + Tﬁ)> = (t + %ﬁ)

bulunur. Bileske fonksiyonun tiirevi yardimiyla,

ADE(gof) () = 4DF g(F(O)f' ()

()
Dg(f(®)

Df(t) =

14



istenilen elde edilir.

ispat viii :
1
f (t + & (t + %ﬁ)
= lim

-0 &

)1‘B> o f (1t)

1-p
f(t)—f<t+g(t+%ﬁ)) )
= lim

ot 1-p
’ ef(t)f<t+e(t+%ﬁ)) )

f <t +e (t + %ﬁ))w) 0
ef(t)f (t + € (t + %ﬁ)y_ﬁ)

= —lim

&-0

1-B
f(t+s(t+%ﬁ)> )—f(t) 1
= —lim Jdim =
£-0 & £-0 1 B
f(t)f<t+£(t+T’8)) )
1 4P (r(t

Teorem 3.5 : f fonksiyonu (a, b) agik araliginda B-tiirevlenebilir olsun.

.V x € (a,b) i¢gin ﬁDf (f(t)) > 0 ise f artandir.
ii.V x € (a,b) igin ﬁDf (f(t)) < 0 ise f azalandir.

iii.v x € (a,b) icin 4D’ (f(t)) = 0 ise f sabittir.

ispati:v x € (a,b) igin 4DF (£ (1)) pozitif oldugundan t; > t, icin

15



1 \'F
f<t1+8(t2+Tﬁ)> >—f(t2)>0

yazilabilir. Her iki tarafin limiti hesaplanirsa;

1 \'7F
= lim f<t1 + e(tz +Tﬁ)) > ~ f(t;) | > limo0

E—

=f(t) —f(t) >0

oldugundan f artandir.

Ispatii : V x € (a,b) icin éDf (f(©)) porzitif oldugundan t; < t, i¢in

1 \'7F
f(t1+e<t2+m) >—f(t2)<0

bulunur. Her iki tarafin limiti hesaplanirsa;

1\
lim f<t1+e(t2+Tﬁ)> )—f(tz) <1§L%0

&-0

f(ty) — f(t;) < 0 oldugundan f azalandr.

Ispatiii : V x € (a,b) igin ‘ng (f(©)) pozitif oldugundan t; > t, icin

f <t1 + € (tz + %)kﬁ) —f(t,) =0

yazilabilir. Her iki tarafin limiti hesaplanirsa;

| 1 \7F
lim f<t1+e(t2+Tﬁ)) )—f(tz)

=f(t) —f(tz) =0

16



oldugundan f sabittir.

Teorem 3.6 : f:[a, o) — R fonksiyonu x, > a noktasinda B-tiirevlenebilir. § € [0,1] ise

f fonksiyonu x, noktasinda siireklidir.

1-8
f<t0 + e(to "'%ﬂ)) ) — f(to)

3¢ (£ (t)) = lim

€
yazilabilir.
. 1\
=£L15nf <t0 +¢ (to + Tﬁ)) > — f(to)
1-p
f(to +3<t0 +%’3)> )—f(to)
= lim E
£-0 &
Df (f ()0 =0
Ayrica

. 1\ 1\
:sLlsnf(to +£<t0 +Tﬁ)) ) = L%f(to +€<to +Tﬁ)) >—f(to) + f(to)
= f(to) — f(to) + f(to)

= f(to)

yazilabilir.

B .
t=t,+ (to + € (to + %ﬁ)) ) olarak kabul edelim.

17



olur.

1 \7F
=£Lignf (to + e (to + Tﬁ)) )

lim f(®) = f(to)
-0

t—to .
1_
<t°+_r(1ﬁ‘))

__tTh Ly

(t0+ %ﬁ))“’*

oldugundan
= Jim £(6) = £(to)
= limf(8) = £ ()
0
elde edilir.

Teorem 3.7 : f:[a, o) — R fonksiyonu yerel diferensiyellenebilir ise ayn1 zamanda -

diferensiyellenebilirdir.
Ispat : f fonksiyonu diferensiyellenebilir ise }lméw limiti vardir.

Buradan,

fE+)—f () 1 \P
lim L2 (t+m)) (3.1)

limitinin de varlig1 goriilebilir.

1 \B-1 1 \1B . .
e=h (t + Tﬁ)) olarak alinirsa h = ¢ (t + Tﬁ)) bulunur. Bu ifade (3.1) de yerine

yazilirsa;
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1-8
elde edilir. (¢ +—) " # 0 oldugundan (3.2) esitliginden,

r(p)
1-p
f(t+s(t+%ﬁ)> )—f(t)
= lim

-0 &

= 4D (F (1)

oldugu goriiliir.

(3.2)

Tanim 3.8 : f:[a,b] » R fonskiyonu [a,b] de siirekli olsun. f fonksiyonunun 2.

mertebeden S-tiirevi,

0P (f@) = 40 (40frw)0<p <1

olarak tanimlanir. Genel olarak f fonksiyonunun n. mertebeden f-tiirevi,

40P () = 40f (808 (F0)) 0 < p = 1

=42 () = 4pf (40fF (v))

1-p
f(t+e(t+L) >—f(t)
=‘3Df lim o

-0 £

lim f<t+s(t+%ﬁ))1_B>+s<t+s(t+%ﬁ))l_ﬁ>—f<t+£(

=lim
-0 &

. 1 \1A .
yazilabilir. h = ¢ (t + Tm) olarak secilirse,
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}liir(l)f(t+h+€(t+h)) —ft+h) B limf(t+h) —FD

) € €
= lim h=0
h—0 &

}lii‘((l)f(t+h+8(t+h)) —ft+h)

&

1 \'7#
f t+h+h<t+T[),)) (t+h)—f(t+h)

= lim
h—0 1 B-1
h.<t+Tﬁ))
t+h+h(t+ 1 )I_B(t+h) f(t+h)
1\ T(B) - _ ft+h) - @)
(c+7) Ilm o - jim =T ]
= lim
h—0 1 B-1
¢+ )
. f+h)-f@)
D(f(0) = Jim h
llimf(t+2h)—f(t+h)_limf(t+h)—f(t)‘
= lim h—0 h h—=0 h

h—-0 h

L f@+2n) - f+h) fE+h)—f()

= |lim — lim

h-0 h h—-0 h

limf(t+h+6(t+h))—f(t+h)_limf(t+h)—f(t)
:limh—>0 & h—0 &
h—-0 &

elde edilir.

Tanmmm 3.9 : f:[a, b] — R fonskiyonu [a, b] de siirekli olsun. f fonksiyonunun 23-tiirevi,

0P (Fw) = 40 (40 (F®)), o0<p=<1

20



seklinde tanimlanir.

Genel olarak f fonksiyonunun nf-tiirevi

ADnﬁ(f(t)) ADﬁ (AD(n Dﬁ(f(t))) B<1

seklindedir.

Uyan 3.10: np-tiirevi verilen bir fonksiyon bize fonksiyonun (n — 1)f-tlirevi hakkinda

bilgi verir. Bu bagint1 agagidaki drnekte goriilebilir.
Ornek 3.11 :

f <t be(e %m)l_ﬁ) @

&

40f (F(®) = lim

1-p
oldugundan ¢ (t + rﬁ)) = h olsun.

£ (@) = iy EETE
1+ )

(H 1 )1‘ﬁ fe+n) - f©

rp)  hm n
1 \'F
(t + Tﬁ)) S

40P (£(t)) = 4pf (4D (F(©)))
oldugundan

1-p

ADZB(f(t)) ADﬁ (t_l_rﬁ)) f’(t)
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elde edilir.

ADF(F()g(®)) = 4DF (F())g(®) + F(£)4DE (9(©))

kullanilarak,

thZB <<t + %ﬁ))l_ﬁ f'(t)> = ﬁDf <(t + %m)l_p))f'(t)

+(t +%ﬁ))1_ﬁ ADE(F/(1)) (3.3)

bulunur. (3.3) esitligi diizenlenirse,

r 1-B -
(c+e(c+ )~ +rm) _(H%ﬁ))”?]

AnpB 1\
oDt <(t * I‘(,B)) > = lim €
Ide edilir. h = 1y larak secili
elae eatlir. —e(t+r(ﬁ)) olarak secilirse,

(c+h+ %ﬁ))l_ﬁ ~(c+ %ﬁ))kﬁ

= lim

h—0 1 =
h. <t + Tﬂ))
(o) g Ci) o)
1 1-p s
LB (t+rﬁ)+h) _(HT[?)> d L
<t+rﬁ)> .}ll_l’)r(lj - =E[<t+Tﬁ)> l

(o) a-n (o
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f' <t +¢ (t + %ﬁ))l_ﬁ) —f'(t)

$D{(f'(D) = lim

1-p
(t + rﬁ)) = k olsun. O halde,

&

flie+k) - '@

= lim

k—0
k.(

1 \'7P
(o)
k-0

I

bulunur. (3.3) de yerine yazilir.

(wﬁ)

elde edilir.

f-1
F(1ﬁ)>

t+k)-f'@)

k

-B

13 1
[(1 O(t+5g) O+

T

1-p
@) (t)l

Sonug 3.12 : f:[a, b] — R fonskiyonu [a, b] kapal1 araliginda siirekli bir fonksiyon olsun.

Eger a+ [ ise

4nf (4p2(r®)) = 4pg (40f (F )

Ispat : ﬁDf(f(t)) (t + rﬁ))l

E(r®) = (c+:5) '@ ise 4f|(

_|ans 1 1
_[th<<t+F() >lf(t)+ t+F( ))

B
f'(t) oldugundan,

t+m

“rol

(3.4)

1-a

aDE(F ()

23



-a 1-a

(trg) - (r) PO+ (i) (i) O

yazilabilir. Tersi de benzer sekilde gosterilebilir.

apF(F®) = (t + @)1—3 F(¢0) ise

wg[(e+:5) @)

= [ng‘ ((t + %ﬁ))l_ﬁﬂ S+ (t + Tﬁ))l_ﬁ L 6DE- (' (®)

1-«a - 1-6 1-«a

<t+%) (1—ﬁ)(t+%ﬁ)) f’(t)+(t+%ﬁ)) (“Tla)) f'®

olur ve ispat biter.

Tamm 3.13 : f: [a, b] = R fonskiyonu (a, b) agik araliginda siirekli bir fonksiyon olsun.

f fonksiyonunun g —integrali,

ﬁ—l

AP (r) = f“Tﬁ) F(x)dx

olarak tanimlanir. Bu integral Atangana-beta integrali olarak adlandirilir.

Teorem 3.14 : [f-analizinin temel teoremine gore siirekli bir f fonksiyonu i¢in
4of (B8 (F (1)) = r®

saglanir. f fonksiyonu V x > a i¢in tiirevlenebilir ise

$E(4f (F®©)) = F® - f(@

elde edilir.
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Ispat : f fonksiyonu (a, b) araliginda siirekli ve

F(©) =412 (F©D)

olsun. B-tiirev tanimindan,

F (t + (g + %ﬁ))w) —F()

&

4o (417 (r)) = lim

arf (f (t + (e + %ﬁ))
= lim

&-0 t

ﬁ)) AUG)

£ (t+%ﬁ))1_ﬂ =h

olsun. e » 0ise h — 0 olur.

1

1-B
t+e( t+=rmr 1\ 1 t 1\
f ( F(ﬁ)> (x + Tﬁ)) f(X) dx — fa (x + T[;)) f(x)dx

a

= lim
-0 &

t+h 1 p-1 . 1 g1

e h(e+ %ﬁ))ﬁ_l

bulunur ve ispat biter.

Teorem 3.15 : f reel degerli fonksiyonu siirekli ve (a, b) araliginda 8 —integrallenebilir

olsun. O halde

AP (F () = F(c)(b — a)h(a,b)

olacak sekilde bir ¢ € R vardir.
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Ispat : Ug deger teoremi geregince,
fIN) = minf(Orep) < f(O) < fF(M) = maxf(Otean)

olacak sekilde N ve M reel sayilar1 bulunabilir. Yukaridaki esitsizligin S-integrali

hesaplanirsa,
b b 1 \P1 ‘ 1\
J ) e < ] (t+ i) Foat < ] (t+igp)  FOna
: 1\ 1 \F! ”
:f(N)f<t+Tﬁ)) dt < f(HTﬁ)) f(t)dt<f(M)f HT,B)) a

B B

ritp) (i)
p p

1 \B 1 \B
<[ (t + %ﬁ))ﬁ " dt < f(M) (b5 ;(MT‘”) (3.5)

B B
(b+55) ~(a+mm)
B

f(NV)

elde edilir. Kolaylik olmasi igin,

B

B
(b+F(ﬂ)) ~(a +%ﬁ))

I(a,b) = ;

secilir ve (3.4) esitsizligi diizenlenirse,
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FON) < — f (t+—)ﬁ_1 F(D)dt < F(M)

baslangi¢ deger teoremi geregince,

b

I(ab H—Tﬁ) f(t)dt=f(c)

olacak sekilde bir ¢ € (a, b) reel sayis1 vardir. Buradan,

Y
I( b) AI (f(t)) f(C)
hab) = — >
@b = e -o

AIP(F () = f(c) h(a, b)(b — a)

bulunur, ispat biter.

Bu béliimde S-kismi kesirli tiirevi bazi 6zellikleri tanimlanacaktir.

Tamim 3.16 : f, x ve y gibi iki degiskenli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun x

degiskenine gore [-tiirevi

1\'*
f<x+£(x+Tﬁ)> ,y>—f(x.y)

&

4Df (f (6, ») = lim

seklinde tanimlanir.
Tamm 3.17 : x, y iki boyutlu Oklid uzayinda Kartezyen koordinat sistemini ve i, j, baz

vektorleri olsun. F = Ui + Vj siirekli tiirevlenebilir vektor alaninin S-diverjansi
divPF = 4VP(F) = 405 (U) + 405 (V)

skaler degerli fonksiyondur.



F ‘in (a, #)-diverjansi,

divPeF = 4vPe(F) = 405(U) + 402(V)

seklinde tanimlanir.

Tamm 3.18 : x,y iki boyutlu Oklid uzayinda Kartezyen koordinat sistemini ve i, j baz

vektorleri olsun. F = Ui + Vj siirekli tiirevlenebilir vektor alaninin  —gradienti

gradfF = 4VPf = 408 (F (x, )i + 805 (F (x, ))j

vektor alanina esittir. f fonksiyonunun (8, a)-gradiyanti,

gradPef = {VPef = gL (i + 8A5(1)
olarak tanimlanir.

Tanmim 3.19 : iki boyutlu bir f fonksiyonunun B-Laplace operatérii,

*f(x,y)  0*f(x,y)

ANBF —
oA%f 0x2Fh oy?2F

seklinde tanimlansin.

f fonksiyonunun (B, a)-Laplace operatorii

0%Pf (x,y) N 0%%f (x,y)

A , —
OAB af - axzﬁ ay2a

seklindedir.

Tamm 3.20 : Kartezyen koordinatlarda, siirekli bir F vektér alaninin § —gradienti i, ], k

birim vektorler olmak tizere,
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i j k

afF  ofF  oFf
Fx,Fy Fz| =
[ v Fz] oxP  0yF 0zF
Fx Fy Fz
_ (0FFz  0FFy - d0PFx 0PFFz - d0PFy 0PFx .
“\oyF " 28 ) T\ 9Bz T aBx )] T\ oxF T ayF

seklinde tanimlanir.

Teorem 321 : (Clauiraut Teoremi) f(x,y) fonksiyonu dx?[ay*(f(x,y))] ve

ay“[axﬁ(f (x, y))] tiirevlerinin var ve D € R, de siirekli ve oldugunu kabul edelim. O
halde,

dxP 9y (f (x,y))] = ay“[0xP (f (x,3))]

Ispat :

f(x,y +e (y + ﬁ)ka) —f(xy)

&

axPay*(f (x,¥))] = oxP lim

s(y+%ﬁ)> - =k

olarak segcilsin.

= 0xP[9y=(f (x,y))] = oxF [nm floy+i) - flx, y)]

k—0 k(y+ﬁ)l_a

1-a
s(y+i) =k, &-0, k- 0olsun.

a-—1

g=k(y+%ﬁ)>
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1-a
—A.+B 1 . (ey+R)-f(xy)
0x [(Y + I‘(a)) Il{lll;l) k

B 1\ 9f (x,y)
= oxf l(y + F(a)) dy

=( 1 )1_“ axh [af(x,y)

1-p
s(x+%ﬁ)) =1

olarak secilsin. € = 0, [ = 0 oldugundan,

=< ) >1a[_ %f(x+l,y)—%(x,y)]

y+ == lim
I'(a) = 1 \f1 |
| k)

y + -0 l

1-a 1-B 9f (x+Ly)— g(x, y)
sty o) 2B

1-a

1-B A2
= (y +ﬁ) (x * F(l,B)) - gx(;y)/)

f stirekli oldugundan kismi tiirevlerin Clauiraunt geregi,
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*f(x,y) _9*f(x,y)
dxady B dydx

oldugu bilinmektedir. Bu ifadeler yerine yazilirsa,

« _ 1\ 1 \'"?[9%f(x,y)
axPloy*(f(x, )] = (y + m) (x +Tﬁ)) IayT

—a ~ of ( 1P ) of
(r+ g >)1 (x+@)”max (x+F(ﬁ))l Y )= ax o)
1-a
i) =+
olarak secilirse,

elde edilir.
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bulunur ve ispat biter.

= dy*[0xP (f (x, )]
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4.BAZI YENI BETA-KESIRLI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Bu bdliimde senkronize iki fonksiyon i¢in § —Kkesirli integrali kullanilarak bazi yeni

esitsizlikler incelenmistir.

Teorem 4.1: f ve g fonksiyonlari [0, ) araliginda senkronize iki fonksiyon olsun. Vt >

0, B > 0igin

UL (FB9(®) = B (4 (r)arf (9)

ol (1)
esitsizligi saglanr.
ispat : f ve g fonksiyonlari senkronize oldugundan V 7 > 0, p > 0 igin,
F@ =)@ -gp) =0
f@g(@ = f@glp) = fp)g@ + f(p)g(p) 2 0
f@g@ + flp)glp) = f(Dg(p) + f(p)g(D)

B-1
elde edilir. Esitligin her iki tarafi (T + m) ile ¢arpilirsa 0’dan t’ye integrallenirse,

g-1 B-1

1
~(t+r) 9@+ (r+55) SO0
B-1 p-1
> o+ Tﬁ)> F@g() + (v + Tﬁ)) F(0)g(@)
t t g1
Of ”Tﬁ) g + Of <’+Tﬁ)> F(0)g(p)d
t t
B-1
Of - Tﬁ) g + f (+ +Tﬁ>> F(p)g(@dr
3—1
HE(F©9©) + F g (p) f crig) 402 9RO+ F g

elde edilir.
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¢ p-1 p-1t B
R TR TN .

1
= ((e.T(B) +1)F —1)
B(r®)”
_ 4B fp)g(p) 8 B B
=31 (fDg(®) + 21T + 1P —1] = g(p)ol £ + F(P)EI; g(©)
B(r(®))

veya
=41 (F (g (®) + F(P)g(@AP ) = F(L)AIPF () + F(p)4IE g (D).

B-1
Burada esitsizligin her iki tarafi (p + %ﬁ)) ile carpilip 0’dan t’ye integrallenirse,

_ 1\, f(p)g(p) 1 \f!
= (P + Tm) S (fHg®) + ,8(1“([?))3 [(e.T(B) + 1)F —1] (P + rﬁ))
1\ 8 8 1 \f 1
2(p+igp)  9UEF® +F@E9® (b + 5)

B

= 3l (f()g(®) J (o + L)
0

-1 W ¢ Lﬁ—l
) el j 09 (p+=)  dg

r'(B)
; 1 A1 ; 1 (A1
>3O [(p+g5)  9@p+129© [ f@) (p+1g5) o
0 0
=418 (F(©)g@)AIP (D) + 41F AP F (g () = 415 (F )48 g(0) + 4P g 41P F (D)
= 2418 (F()g(®) AP (1) = 2415 (F () 41F g (©)

1
= 4L (f(09®) = —— 4 (F©)4f 90
ol (1)

bulunur ve ispat biter.

Teorem 4.2 : f ve g fonksiyonlari [0, o) araliginda senkronize iki fonksiyon olsun. V t >
0,a>0,8>0igcin
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S (FO®). 41 + 4 W4E (FO(9®))
> 41 (9@)31e(F(O) + 417 (F©)- $18 (9 (D)
esitsizligi saglanir.
Ispat : Teorem 4.1 ispatina benzer sekilde f ve g senkronize iki fonksiyon oldugundan,

f@g@ +fp)glp) = f(p)g(®) + f(Dg(p)

B-1
yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafi (T +TB)) ile ¢arpilir ve 0’dan t’ye t’ya gore

integrallenirse,

SE(FOIW) + F(PIgUED = FUE (9(®) + g UL FB)  (35)

a—1
elde edilir. (3.5) esitsizliginin her iki tarafi (g + ﬁ) ile ¢arpilir ve 0°dan t’ye p’ye

gore integrallenirse,

a—1 a—1

= 48 (F D9 ) j (9+5) do+f @ j (9+5) F@ewg

a—1

> 41f (g(t)f I )) f(p)dg

a—-1
Alﬁ(f(t))f It )) g(p)dg

= 4L (F0g®). 412 ) + 4f Wdie (F©(9(®))
2 417 (9) 1 (F(0) + 817 (F (). §1 (9(®)

bulunur ve ispat biter.

Uyar1 4.3 : Teorem 4.2 de a = f8 segilirse,
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HE(FO9®). 41 + 4 O4E (FB(9®))
> 41 (g@)AE(F©) + 4L (F©)- 418 (9 (®)

Esitsizligi,

4 (FHg(®) = (4 (r)4f (9)]

ey
esitsizligine doniisiir.

Uyar1 4.4 : Eger f ve g fonksiyonlari [0, ) araliginda asimetrik fonksiyonlar ve

UE(F09®) = ——[4f (F0) 81 (90)]

f (1)
ve

418 (F(g®). 412 + 41f (O AIE (F©) (9(0)))
> 418 (g)AIE(F(©) + $IE (F©). 412 (9(®))

esitsizlikleri yon degistirir. ((£(x) = f(%))(g(x) — g(»)) < 0)

Teorem4.5: f; , i = 1,2, ..., n fonksiyonlari [0, ) araliginda pozitif artan fonksiyonlar

olsun. Herhangi t > 0, > 0 i¢in

Al <1_[ ﬁ) O>—

esitsizligi gecerlidir.

n

| [(@ )@

AI (1)) i=1

Ispat : Teoremin ispat1 i¢in tiimevarim yontemi kullanalim.
n = 1secilirseV t > 0, > 0 icin

AGERIIAG!
esitsizligi saglanir.

n = 2 i¢in Teorem 4.1 kullanilirsa,
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1
GOy O HHAG)IHAG)

0°t

yazilabilir.

n=k—1i¢in

n

i (]_[ fl) © 2 ——=| [(#r)©

(41! (1)) =1
esitsizligi yardimiyla,
k-1
Alﬁ (Hﬁ) t)>—m— Alﬁ(l)) H(A[Bfl)(t)

dogru olsun. f; i = 1,2, ..., n fonksiyonlar1 pozitif artan fonksiyon oldugundan

(H Lf l)(t) fonksiyonu da pozitif artandir.

(ML Fi) () = g(®)

ve
fu(®) = f(8)
secilirse,
AL (FBg(D) 2 ,; e 418 (F©) 81 (a(0)]

yardimiyla,

ArB ArB ArB ArB

it (ﬂﬂ) ©=4G6.N> 7 7o B (9 @) B ()

0%t

bulunur.
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k-1

k-1
ArB ; Aﬁ’
ohﬁqﬂyﬂ>Aﬁmkzrllﬁ(ﬂ

i=1 i=1

kullanilarak,

k-1

arf ( ')(t)z ! > Alﬁ (t)*‘lﬁ ®
’ L_l[ﬂ a1t (1)(A1/3(1)k 1_1[ ) o)
elde edilir ve diizenlenirse
k
A1ﬁ< fl)(t)> Alﬁ(fz(t))
1_[ At (1)) 1;[

bulunur ve ispat sona erer.

Teorem 4.6 : [0, ) araliginda tanimli f ve g fonksiyonlar1 verilsin. f artan, g
tiirevlenebilir olsun ve m :=;5 inf g'(t) reel sayisi verilsin. BudurumdaVv ¢t > 0,3> 0
icin

1 1
r'g+2) (F(ﬁ))

7M@) + DFEr@E+1) - 1) +1]

ifade edilir.

Ispat : h(t) :== g(t) — mt fonksiyonunu géz 6niine alinsin. h'(t) = g’'(t) —m > 0
oldugunda h fonksiyonu artandir ve [0, o) araliginda tiirevlenebilirdir. Teorem 4.1

kullanilarak,

1
4181(g(®) = mb). F (O] = —— 41 (g(6) - me) 4P F (1)

ol (1

[A 18 (9(®)) - m4if )]

Aﬁﬂ>Aﬁ APF) , 5
TON (9(®) =m ﬁﬁn°h“)
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B-1

élf(t)=oj(x+Tﬁ)) x.dx = J ub- 1(u_L>

uf-1
- [ (v i)

(o) ()|

1
r'(p)

()
t+rﬁ,)

ub+1 uP

B+1 Br(B)

t

p+1

) ()

Br(B)

1 1
B+1  T@+1D _<r(ﬁ)ﬁ+l+r(ﬁ)ﬁr(ﬁ+1)>
1
—(t+ 1 )B (HTB))_ 1 A 1 ( 1 1 >
CUTB | B+ TB+D| (rp) T®B+D TE+D

1

B-B-1

= (e F(B)> [ﬁ 1 TEE+D TE+D

(e )B[tﬁF(ﬁHﬁ—ﬂ—ll_
'@/ | BB +Dre)

] - (r(g))ﬁ BB + 1T (B)

(o)
(r(ﬁ))ﬂ B+ 1T

B
= (t * r(lﬁ))

1
T T(B+2)

tpr(B) — 1]
B+ DIr(p)

1
F(ﬂ+2)( (,3)

bulunur.

(¢ F(ﬁ,)) B +1) -

- (g orm)
(F(ﬁ))ﬁ B+ DI

")

=[(erg + )’ (erg - ) + 1]
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Sonug 4.7 : [0, ) araliginda tanimh f ve g fonksiyonlar: verilsin.

i. f fonksiyonu azalan, g fonksiyonu tiirevlenebilir ve M: = sup;sog’(t) seklinde bir M

reel sayisini goz ontine alalim. V ¢ > 0, £ > 0 icin,

AP (r()41f

451,90 = (41F ) 4@l g(e) - B(tl)

+ M4 (tf (D)
esitsizligi saglanir.

Ispati: (A) G(t) :== g(t) — Mt fonksiyonunu ele alalim. G fonksiyonu

diferensiyellenebilir ve
G(t)=g{t)—Mt<0

oldugundan [0, o) araliginda azalandir. Teorem 4.1 yardimiyla,

AL, 6) @) = UL (FO ) — MD)

ST (41 (@) 81f (g(©) = M)

AP (F)arf g (o) - AP reyarfe

a1f (D af

esitsizligi elde edilir.

ﬁ 1 \P
B — )
ol (1) = ﬁ[”r(ﬁ) <F(ﬁ)>l

1 [(tF(ﬂ) +1)F -~ 1]
AL )

1
=———[@rB) + 1) —1]
B(r®)"
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(ri) () :

a1k ) = -

+1 + +1
B+1 Br(B) @G+DE@) Br®)”

1
Cp+1

1—(tT'(B) + 1)B
@)™

(wwy+nmﬂ—1+1
re)™ 1P

_ 1
@)™

1 1
i1 [(eT(B) + P —1] + 3 [1— (B + 1)F]

(tT(B) + DF* —

b ) + 1|

1
- (F(ﬁ))ﬁ“ [B +1 p+1 B B

1
BB+ D)

1
T RE+D(TE)

F[BAT(B) + DAY +1— (B + DB + DF]

71 [BUT(B) + DAY +1— (B + D(ET(B) + DF]

4 2 [T + DFBTE) + 1) — (B +1) + 1]
BB+ D(r(p))

= 1 [T + DEBETB) + B = -1 +1)]
BB +D(T(B))

- Fr[Er(B) + DF(er(p) — 1) + 1]
BB+ 1)(T(B))

1
R+ D(TR)

F1 [T + DF(Brp) — 1) + 1

B( & )ﬁ [(tT(B) + DF — 1]

laNﬁ)+1VﬁHﬁ%—awﬁy+nﬁ+1l
rp) + 1HF -1

N 1)F(ﬁ)

_ 1 (tT(B) + DFBT(B) 1]
B+DTB [ €r@) +1DF -1
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B e+, 1
TEADE@@®+DF -1 B+ DIE)

elde edilir.

ii. f ve g diferensiyellenebilir iki fonksiyon ve m, = infi.of ' (t) , m, = infis0g' (t)

olsun. O halde,

$E1(FO - mi®)(9(®) = ma ()]

1
Al

|41 @1 90 = mafif (FO)SEF© — bt @41 90

+mym; (élf (t))z]

esitsizligi saglanir.
Ispat ii :
F(t) = f(t) — my(t) ve G(t) = g(t) — m,(¢)
fonksiyonlar1 tanimlansin. F(t) ve G(t) fonksiyonlar tiirevlenebilir oldugundan
F@)=f{t)—my(t) =20,G(t) = g'(t) —my(t) =0
[0, ) araliginda F(t) ve G(t) fonksiyonlar1 artandir.
SIE[(F (O = mu(©)(9(®) = ma(0)]

= 418 F(©9(O) — myBIf (FOD — mid1F (GO0 +mym, (415 (©))

1
> AP F)AIP g () - AP (r (0 () — —2— 41 ()41 ()
P e/ ol () (rsicy 1P (1)

l(f)( )

|41 r 81 90 = bt (FO)BE £ - i O g0

>
Al

+mym, ('315 (t))z]

yazilir.
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(A) f ve g tiirevlenebilir iki fonksiyon ve M; = sup;sof'(t) ve My, := sup;sog'(t)
olsun. O halde
F(t) ve G(t) fonksiyonlar1 tiirevlenebilir oldugundan
F'(©) = f'(t) —M(£) 2 0,G'(t) = g'(6) —M(t) = 0

esitsizligi saglanir.

ispat :

AE1(F () — My () (9(®) — My(D)]

= 48 F©9® - AL (FO8) - M3 (g8 + MM, (4P )

> 27 SO 90— (Z)Alﬁ(f(ﬂ)’*l’ff(t)— élf(ll)Azﬂ(t)Az 9(®)
1 (AIB( ))
ZAIﬁl(l)[ PFO8L g(®) — ML (FO) L F(&) — ML )4 g(b)
0%t

+ M, (415 )]

oldugu goriiliir.
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SONUC VE ONERILER

Bu tez galismasinda gesitli tiirden kesirli tiirev ve integralleri tanimlanmigstir. Beta-kesirli
tiirev ve integralleri ayrintili bir sekilde incelenmistir. Beta-kesirli tiirev kullanilarak yeni
ve dnemli bazi kesirli integral esitsizlikleri elde edilmistir. Iyi bilinen baz esitsizlikler yeni
bir kesirli operatdr olan beta-kesirli tiirev ve integrali yardimiyla genisletilerek daha

ayrintil arastirmalar yapilabilir.
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