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ÖZET 

Beta kesirli türevi, integrali ve uygulamalarının incelendiği bu tez çalışması yedi bölümden 

oluşmaktadır.  

Tezin giriş bölümünde kesirli analiz kavramı tanıtılmış ve konunun tarihçesiyle ilgili bilgi 

verilmiştir. İkinci bölümde konu ile ilgili temel tanımlar ve örnekler yer almaktadır. Tezin 

üçüncü bölümünde beta kesirli türevi, integrali ve özellikleri incelenmiştir. Dördüncü 

bölümde, bazı yeni beta-kesirli integral eşitsizlikleri elde edilmiştir.  Son olarak da sonuç 

ve önerilere yer verilmiştir. 
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1. GİRİŞ 

Türev bir fonksiyonda bağımlı değişkenin (𝑦), bağımsız bir değişkene (𝑥) göre değişim 

miktarıdır. Türev kavramı ilk olarak 1666 yılında Newton tarafından geliştirilmiştir. 

Newton ile eş zamanlarda Leibniz de bu konu üzerine araştırmalar yapmaya başlamıştır.  

Leibniz,  aynı zamanda diferansiyel aritmetik ve sonsuz aritmetik konularıyla da ilgilenmiş 

ve geliştirmiştir. Türev hesabı için kullanılan 
(𝑑𝑛𝑦)

(𝑑𝑛𝑥)
 ifadesi ilk olarak Leibniz tarafından 

ortaya atılmıştır.  

 

1695 yılında Leibniz’in L’Hospital’a yazdığı mektupta “bir fonksiyonun tamsayı 

mertebeden türevleri kesirli mertebeden türevlere genişletilebilir mi?” sorusunu sormuştur. 

Bundan sonra kesirli türev kavramı ortaya atılmış ve günümüzde bile pek çok bilim insanı 

bu konuda çalışmalar yapmaktadır. Bu konuda çalışan başlıca bilim insanları; Riemann, 

Grünwald-Letnikov, Liouville, Caputo, Euler, Abel, Fourier, Kobel, Erdelyi, Hadamard, 

Riesz, Laplace, Atangana’dır. 

 

Fizik ve mühendislik problemlerinin modellenmesinde kesirli analizin kullanılmasıyla en 

uygun sonuçlar elde edilebilir. Tam sayı mertebeden türevlerin kullanılmasıyla yapılan 

standart matematiksel modellemeler bazı durumlarda özellikle lineer olmayan 

modellemelerde, istenen sonucu tam olarak ifade etmeyebilir. Günümüzde kesirli 

mertebeden türevlerle yapılan modellemelerde daha uygun sonuçlar elde edilebildiği 

görülmektedir. Kesirli türevin kullanılması çoğu zaman avantajlı olsa da dezavantajlı 

olduğu durumlarla da karşılaşılmaktadır. 

 

Kesirli türevin kullanılmasının avantajlı olduğu durumlardan bazıları şunlardır. Anormal 

difüzyon olayları çoğunlukla fizik, kimya ve biyoloji bilimleri tarafından incelenmektedir. 

Anormal difüzyon süreçlerinin incelenmesinde, sabit-mertebeli kesirli türevli difüzyon 

denklemleri önemli yer tutmaktadır. Ancak sabit-mertebeli kesirli türevli difüzyon 

denklemleri, homojen olmayan veya heterojen ortam difüzyon süreçleri gibi bazı karmaşık 

difüzyon süreçlerinin karakterize edilmesi için uygun olmamaktadır. Ayrıca gözenekli 

ortamlarda difüzyon süreçleri göz önüne alındığında, zamanla ortam yapısı veya dış alan 



 

2 

değişirse sabit-mertebeli kesirli türevli difüzyon denklemleri bu durumun modellemesinde 

kullanılamamaktadır. 

 

Riemann-Liouville kesirli türevinin genişletilmişi olan Jumarie kesirli türev tanımında  

herhangi bir sürekli fonksiyonun diferensiyellenebilir olması gerekmez. Sabit bir 

fonksiyonun kesirli türevi sıfıra eşittir ve daha önemlisi üstel fonksiyonlar ve Mittag-

Leffler fonksiyonları gibi fonksiyonların orijindeki singüleriteliğini (tekilliği) ortadan 

kaldırır. 

 

Riemann-Louville kesirli türevinde, keyfi bir fonksiyonun orijinde sürekli olması ve 

türevlenebilir olması gerekmez.  Caputo kesirli türevinin en önemli avantajlarından birisi 

problemin formüle edilmesinde başlangıç ve sınır değer koşullarını içermesine izin 

vermesidir. Ayrıca sabit fonksiyonun türevi sıfırdır. Caputo türevi gerçek Dünya 

problemlerinin modellenmesinde kullanılan en uygun kesirli operatördür. 

 

Her ne kadar kesirli türevlerin büyük avantajları olsa da her durumda uygulanabilir 

değildir. Riemann-Liouville türevi ile gerçek Dünya olaylarını kesirli diferansiyellerle 

modellemeye çaşılırken bazı dezavantajlarının olduğu görülür. Sabit bir fonksiyonun 

Riemann-Liouville türevi sıfır değildir. Ayrıca herhangi bir fonksiyon orijinde sabit ise bu 

fonksiyonun kesirli türevi orijinde bir singüleriteye sahiptir. Bu dezavantajlar Riemann-

Liouville kesirli türevinin uygulama alanlarını daraltır. 

 

Caputo türevi diferensiyellenebilirlik için büyük şartlar gerektirir. Bir fonksiyonun Caputo 

kesirli türevini hesaplamak için önce adi türevinin hesaplanması gerekir. Caputo türevleri 

sadece Riemann-Liouville anlamında birden daha düşük mertebeli kesirli türeve sahip 

fakat 1.mertebeden türevleri olmayan diferensiyellenebilir fonksiyonlar için tanımlıdır. 

 

Jumarie kesirli türevinde, eğer fonksiyon tanımlı olduğu bölgede sürekli değilse, kesirli 

türevi yoktur. Örneğin, ln(𝑥) fonksiyonunun kesirli türevi ya da başka fonksiyonların 

kesirli türevi hesaplanamaz. 
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Her ne kadar Weyl kesirli türevi yeraltı sularının keşfinde kullanılsa da hala önemli bir 

dezavantaja sahiptir. Çünkü Weyl türevleriyle tanımlanan integraller has olmayan 

integrallerdir ve fonksiyona büyük kısıtlamalar getirilmesini gerektirir. Örneğin sabit bir 

fonksiyonun Weyl türevi tanımlı değildir. Diğer taraftan Weyl türevleri Riemann-Liouville 

türevleri ile karşılaştırıldığında formüle edilmesi ve ispatlanması daha zordur. 

 

Değişken mertebeli kesirli türevler temel türev özelliklerini sağlamaz. Hesaplanması 

imkânsız olmasa da oldukça zordur. Örneğin, 𝑓(𝑥) = x  fonksiyonunun değişken 

mertebeden kesirli türevini hesaplamak bile zordur. Bu türden türevleri içeren diferensiyel 

denklemlerin analitik metodlarla çözülmesi çok zordur. 
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2.TEMEL TANIM VE ÖRNEKLER 

Bu bölümde, önemli bazı türev ve integral tanımları verilmiştir. 

Tanım 2.1 (Gamma Fonksiyonu) : Gamma fonksiyonu 𝑛 > 0 için,  

𝛤(𝑛) = ∫ 𝑥𝑛−1𝑒−𝑥𝑑𝑥

∞

0

 

ile tanımlanır. Bu integral 𝑛 > 0 için yakınsaktır. Bazı önemli özellikleri aşağıdaki gibidir. 

i. 𝛤(𝑛 + 1) = 𝑛𝛤(𝑛) 

ii. 𝛤 (
1

2
) = √𝜋 

Tanım 2.2 (Beta Fonksiyonu) : 𝑚, 𝑛 > 0 için; 

𝛽(𝑚, 𝑛) = ∫𝑥𝑚−1(1 − 𝑥)𝑛−1𝑑𝑥

1

0

 

şeklinde tanımlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir. 

Tanım 2.3 (Riemann-Liouville Türevi) : 𝑓 fonksiyonu, (0, 𝛼) açık aralığında 

tanımlansın. 

𝐷𝛼𝑓(𝑥) =
1

Γ(𝑛 − 𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
∫

𝑓(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)𝛼+1−𝑛
𝑑𝑡

𝑥

0

 

ile tanımlanır. 

Tanım 2.4 (Caputo Türevi) : Caputo kesirli türevi kullanılarak diferensiyel denklemler 

çözülürken kesirli mertebeden başlangıç koşullarının verilmesi gerekmez.  𝑓 fonksiyonu, 

(0, 𝛼) açık aralığında tanımlansın. 
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𝐷𝑡
𝛼

𝑎
𝐶 𝑓(𝑡) =

1

Γ(𝑛 − 𝛼)
∫

𝑓𝑛(𝜏)𝑑𝜏

(𝑡 − 𝜏)𝛼+1−𝑛

𝑡

𝑎

 

İfadesi Caputo türevi olarak adlandırılır. 

Tanım 2.5 (Weyl Türevi) : Benzer şekilde yapılan diğer kesirli türev tanımları aşağıdaki 

gibidir.  𝑓 fonksiyonu, (0, 𝛼) açık aralığında tanımlansın. 

𝐷𝛼𝑓(𝑥) =
1

Γ(𝑛 − 𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
∫

𝑓(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)𝛼+1−𝑛

∞

𝑥

𝑑𝑡 

İfadesi Weyl türevi olarak adlandırılır. 

Tanım 2.6 (Erdelyi-Kober Türevi) : 𝑓 fonksiyonu,  (0, 𝛼) açık aralığında tanımlansın. 

Benzer şekilde, 

𝐷0,𝜎,𝛾
𝛼 (𝑓(𝑥)) = 𝑥−𝛾𝜎 (

1

𝜎𝑥𝜎−1
𝑑

𝑑𝑥
)
𝑛

𝑥𝜎(𝑛+𝛾)𝐼0,𝜎,𝛾+𝜎(𝑓(𝑥)) 

İfadesi Erdelyi türevi şeklinde ifade edilir. 

Tanım 2.7 (Hadamard Türevi) : Benzer şekilde,  𝑓 fonksiyonu,  (0, 𝛼) açık aralığında 

tanımlansın.  

𝐷0
𝛼(𝑓(𝑥)) =

1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(𝑥

𝑑

𝑑𝑥
)
𝑛

∫ (log (
𝑥

𝑡
))

𝑛−𝛼−1

𝑓(𝑡)
𝑑𝑡

𝑡

𝑥

0

 

İfadesi Hadamard türevi şeklinde ifade edilir. 

Tanım 2.8 (Riesz Türevi) : Benzer şekilde,  𝑓 fonksiyonu, (0, 𝛼) açık aralığında 

tanımlansın. 

𝐷𝑥
𝛼(𝑓(𝑥)) = −

1

2 cos (
𝛼𝜋
2
)

1

Γ(𝛼)
(
𝑑

𝑑𝑥
)
𝑚

(∫ (𝑥 − 𝑡)𝑚−𝛼−1𝑓(𝑡)
𝑥

−∞

𝑑𝑡

+ ∫(𝑥 − 𝑡)𝑚−𝛼−1
∞

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡) 
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şeklindedir.. 

Tanım 2.9 (Jumarie) : Jumarie, Riemann türevine basit bir alternatif sundu. Bu türev, 

𝐷𝛼𝑓(𝑥) =
1

Γ(𝑛 − 𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
∫
𝑓(𝑡) − 𝑓(0)

(𝑥 − 𝑡)𝛼+1−𝑛
𝑑𝑡

𝑥

0

 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.10 (Riemann-Liouville Kesirli İntegrali) : 𝛼 ≥ 0 iken 𝛼. mertebeden Riemann-

Liouville kesirli integrali  𝑓 ∈ 𝐶𝜇 , (𝜇 ≥ −1) olmak üzere,  𝛼 > 0 ve  𝑥 > 0 için, 

                                             𝐽𝛼𝑓(𝑥) =
1

Γ(𝛼)
∫(𝑥 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑥

0

                                           (2.1) 

şeklinde tanımlanmıştır. Bu integral operatörü için 𝛼, 𝛽 ≥ 0 olmak üzere, yarı-grup özelliği  

𝐽𝛼𝐽𝛽𝑓(𝑡) = 𝐽𝛼+𝛽𝑓(𝑡) 

ve değişme özelliği  

𝐽𝛼𝐽𝛽𝑓(𝑡) = 𝐽𝛽𝐽𝛼𝑓(𝑡) 

sağlanmaktadır. (2.1) eşitliğinde 𝑓(𝑡) = 𝑡𝜇 olarak seçilirse 𝛼 > 0, 𝜇 > −1 ve 𝑡 > 0 için,  

daha sonra kullanılacak olan aşağıdaki eşitlik elde edilebilir. 

                                        𝐽𝛼𝑡𝜇 =
Γ(𝜇 + 1)

Γ(𝛼 + 𝜇 + 1)
𝑡𝛼+𝜇                                                   (2.2) 

Tanım 2.11 : 𝛼. mertebeden sağdan Riemann-Liouville kesirli integrali  𝛼 > 0 ve  𝑥 > 𝑎 

için, aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫(𝑥 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏.

𝑥

𝑎
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𝛼. mertebeden soldan Riemann-Liouville kesirli integrali  𝛼 > 0 ve 𝑥 < 𝑏 için aşağıdaki 

gibi tanımlanmıştır. 

𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫(𝜏 − 𝑥)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑥

. 
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1. BETA KESİRLİ TÜREVİ, İNTEGRALİ VE ÖZELLİKLERİ 

Bu bölümde yeni parametreli bir kesirli türev olan beta-kesirli türevi ve temel bazı 

özellikleri incelenecektir. 

Teorem 3.1 :                  

𝐷𝑋
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑥)) = lim

𝜀→0

𝑓 (𝑥0 + 𝜀 (𝑥0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑥0)

𝜖
 

limiti vardır.  

   İspat :                            𝑓 ((𝑥0 + 𝜀 (𝑥0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑥0))              

fonksiyonunun limiti alınırsa, 

lim
𝜀→0

𝑓 (𝑥0 + 𝜀 (𝑥0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑥0) = 𝑓(𝑥0) − 𝑓(𝑥0) = 0 

lim
𝜀→0

𝑓 (𝑥0 + 𝜀 (𝑥0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑥0)

𝜀
. 𝜀 

= 𝐷𝑋
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑥0)). 𝜀 

𝐷𝑋
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑥0)). 0 = 0 

elde edilir. Böylece,  

lim
𝜀→0

𝑓 ((𝑥0 + 𝜀 (𝑥0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑥0)) + 𝑓(𝑥0) 

     = 0+ 𝑓(𝑥0) 
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= 𝑓(𝑥0) 

bulunur. Fakat 𝑥 = 𝑥0+𝜀 (𝑥0+
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

  alınırsa, 

𝜀 =
𝑥 − 𝑥0

(𝑥0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

 

elde edilir. O halde  

lim
𝑥−𝑥0

(𝑥0+
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽 →0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) 

(𝑥0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

≠ 0 olduğundan, yukarıdaki eşitlik yeniden düzenlenirse lim
𝒙→𝒙𝟎

f(𝑥) =

𝑓(𝑥0) bulunur ve ispat biter. 

Tanım 3.2 : 𝐴 ⊂ ℝ olmak üzere 𝑓: 𝐴 → 𝑅 fonksiyonu verilsin. 𝑎 ∈ 𝐴 olsun. Eğer, 

lim
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥) limiti varsa ve 𝑓(𝑥) fonksiyonu 𝑥 = 𝑎 noktasındaki değeri olan 𝑓(𝑎) ya eşit ise 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) ise 𝑥 = 𝑎 noktasında süreklidir. 

Tanım 3.3 : 𝑎 ∈ ℝ ve 𝑔: [𝑎,∞) → ℝ bir fonksiyon olsun. 𝑔 fonksiyonunun β-türevi 

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑔(𝑡) =

{
 
 

 
 
lim
𝜀→0

𝑔 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑔(𝑡)

𝜀
     

, ∀𝑡 ≥ 0 , 0 < 𝛽 ≤ 1

𝑔(𝑡) ,                ∀𝑡 ≥ 0 , 𝛽 = 0,

 

şeklinde tanımlanır. 

Burada, 𝑔: [0,∞) → ℝ ve Γ gamma fonksiyonudur. 

Γ(𝛾) = ∫ 𝑡𝛾−1𝑒−𝑡𝑑𝑡
∞

0

 

tanımdaki limit varsa 𝑔 fonksiyonu β-türevlenebilir denir. 𝛽 = 1 olduğunda  
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𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑔(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
𝑔(𝑡) 

olduğu görülür. 

Ayrıca diğer kesirli türevlerden farklı olarak bir fonksiyonun 𝛽-türevi 1.mertebeden türev 

ile benzer şekilde belirli bir mertebeden yerel olarak tanımlanabilir. 

Teorem 3.4 : 𝛽-türevi aşağıdaki özellikleri sağlar. 

i. 𝐷𝑡
0

0
𝐴 𝑔(𝑡) = 𝑔(𝑡) 

ii. 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ olmak üzere, 

𝐷𝑡
0

0
𝐴 𝑔(𝑡)(𝛼𝑓(𝑡) + 𝜇𝑔(𝑡)) = 𝛼 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑓(𝑡) + 𝜇 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡) 

eşitliği sağlanır. 

iii.   𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑐) = 0, 𝑐 ∈ ℝ . 

iv. 𝑓 𝑣𝑒 𝑔  fonksiyonlarının çarpımının 𝛽-türevi, 

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡). 𝑔(𝑡)) = 𝑔(𝑡) 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡)) + 𝑓(𝑡) 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑔(𝑡)) 

şeklindedir. 

v.  𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (

1

𝑓(𝑡)
) = −

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡)

𝑓2(𝑡)
 

vi.  𝑓: [𝑎,∞) → ℝ fonksiyonu diferensiyellenebilir ve aynı zamanda 𝛽-diferensiyellenebilir 

olsun. 𝑔 fonksiyonu bu aralıkta diferensiyellenebilir ise,  

                    𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑔𝑜𝑓(𝑡)) = (𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

𝑓′(𝑡)𝑔′(𝑓(𝑡)) şeklindedir. 

vii.  𝑓 fonksiyonunun tersi 𝑔 fonksiyonu olarak verilsin. Yani 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑥 ve 𝑓(𝑔(𝑦)) =

𝑦 olsun. 

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑔𝑜𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑡). 
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viii.   

 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (

1

𝑓
) (𝑡) = lim

𝜀→0

𝑓−1 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓−1(𝑡)

𝜀
. 

 

 

İspat i : Tanımda  𝛽 = 0 olarak alınırsa istenen kolaylıkla elde edilebilir. 

İspat ii :  

𝐷𝑡
0

0
𝐴 𝑔(𝑡)(𝛼𝑓(𝑡) + 𝜇𝑔(𝑡)) = lim

𝜀→0

(𝛼𝑓 + 𝜇𝑔) (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − (𝛼𝑓 + 𝜇𝑔)(𝑡)

𝜀
 

= lim
𝜀→0

[𝛼𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) + 𝜇𝑔 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)] − [𝛼𝑓(𝑡) + 𝜇𝑔(𝑡)]

𝜀
 

= lim
𝜀→0

𝛼𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝛼𝑓(𝑡) + 𝜇𝑔 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝜇𝑔(𝑡)

𝜀
 

= lim
𝜀→0

𝛼 (𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡))

𝜀
+ lim
𝜀→0

𝜇 (𝑔 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑔(𝑡))

𝜀
 

= 𝛼 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡) + 𝜇 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡) 

olduğu görülür. 

   

İspat iii : 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 =lim

𝜀→0

𝑐−𝑐

𝜀
= 0  
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olduğu kolayca görülebilir. 

İspat iv : Tanım gereğince,  

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 ((𝑓. 𝑔)(𝑡)) = lim

𝜀→0

(𝑓. 𝑔) (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − (𝑓. 𝑔)(𝑡)

𝜀
 

= lim
𝜀→0

𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)𝑔 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)

𝜀
 

= lim
𝜀→0

𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)𝑔 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)

𝜀
 

+lim
𝜀→0

𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)𝑔(𝑡) − 𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)𝑔(𝑡)

𝜀
 

𝑓∗(𝑡) ≔ 𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) olarak tanımlanırsa 

= lim
𝜀→0

[𝑓∗(𝑡)(𝑔∗(𝑡)) − 𝑔(𝑡)] + 𝑔(𝑡)[𝑓∗(𝑡) − 𝑓(𝑡)]

𝜀
 

= lim
𝜀→0

𝑓∗(𝑡)(𝑔∗(𝑡)) − 𝑔(𝑡))

𝜀
+ lim
𝜀→0

𝑔(𝑡)(𝑓∗(𝑡)) − 𝑓(𝑡))

𝜀
 

elde edilir. Sürekli fonksiyonlar için limit özellikleri kullanılarak istenilen kolayca elde 

edilir. 

lim
𝜀→0

𝑓∗. lim
𝜀→0

𝑔∗−𝑔

𝜀
= 𝑓(𝑡)  

olduğu görülür. 

İspat v : β-kesirli türev tanımından, 
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lim
𝜀→0

1
𝑓
(𝑡 + 𝜀 (𝑡 +

1
Γ(𝛽)

)
1−𝛽

) −
1
𝑓(𝑡)

𝜀
 

ifadesinde 𝑓∗(𝑡) ≔ 𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) olarak tanımlanırsa, 

lim
𝜀→0

1
𝑓
(𝑡 + 𝜀 (𝑡 +

1
Γ(𝛽)

)
1−𝛽

) −
1
𝑓(𝑡)

𝜀
= lim

𝜀→0

1
𝑓∗(𝑡)

−
1
𝑓(𝑡)

𝜀
 

elde edilir. Bu eşitlikte payda eşitlenip düzenlenirse, 

= lim
𝜀→0

𝑓(𝑡) − 𝑓∗(𝑡)

𝜀. 𝑓(𝑡)𝑓∗(𝑡)
= lim

𝜀→0

𝑓∗(𝑡) − 𝑓(𝑡)

𝜀. 𝑓(𝑡)𝑓∗(𝑡)
 

= −lim
𝜀→0

𝑓∗(𝑡) − 𝑓(𝑡)

𝜀
. lim
𝜀→0

1

𝑓(𝑡). 𝑓∗(𝑡)
 

= −lim
𝜀→0

𝑓∗(𝑡) − 𝑓(𝑡)

𝜀
.
1

𝑓2(𝑡)
 

= −
𝐷𝑡
𝛽
𝑓(𝑡)0

𝐴

𝑓2(𝑡)
 

bulunur ve ispat biter. 

İspat vi : Beta-kesirli türevi tanımında,  

ℎ = 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

 

olarak seçilirse,  

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 ((𝑔𝑜𝑓)(𝑡)) = lim

ℎ→0

(𝑔𝑜𝑓)(𝑡 + ℎ) − (𝑔𝑜𝑓)(𝑡)

𝜀
. (𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

 

elde edilir. 



 

14 

(𝑔𝑜𝑓)′ = 𝑔′(𝑓(𝑡))𝑓′(𝑡) 

bileşke fonksiyonun türevinden ,  

(𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

. lim
ℎ→0

𝑔(𝑓(𝑡) + ℎ) − 𝑔(𝑓(𝑡))

ℎ
. lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)

ℎ
 

bulunur. ℎ yerine yazılırsa,  

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 ((𝑔𝑜𝑓)(𝑡))

= lim
𝜀→0

𝑔 (𝑓(𝑡) + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑔(𝑓(𝑡))

𝜀
. lim
𝜀→0

𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡)

𝜀
 

= 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑔(𝑓(𝑡))(𝑡)) 𝑓′(𝑡) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

İspat vii : 𝑓(𝑡) = t  seçilirse, 

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) = lim

𝜀→0

𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡)

𝜀
 

= lim
𝜀→0

𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

− 𝑡

𝜀
 

= lim
𝜀→0

(𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

= (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

 

bulunur. Bileşke fonksiyonun türevi yardımıyla,  

Dt
β

0
A (𝑔𝑜𝑓)(𝑡) = 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑓(𝑡))𝑓′(𝑡) 

𝐷𝑓(𝑡) =
(𝑡 +

1
Γ(𝛽)

)
2−2𝛽

𝐷𝑔(𝑓(𝑡))
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istenilen elde edilir. 

 

İspat viii : 

= lim
𝜀→0

1

𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)

−
1
𝑓(𝑡)

𝜀
 

= lim
𝜀→0

𝑓(𝑡) − 𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)

𝜀𝑓(𝑡)𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)

 

= −lim
𝜀→0

𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡)

𝜀𝑓(𝑡)𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)

 

= −lim
𝜀→0

𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡)

𝜀
. lim
𝜀→0

1

𝑓(𝑡)𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)

 

=- 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)).

1

𝑓2(𝑡)
= −

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡))

𝑓2(𝑡)
. 

Teorem 3.5 : 𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) açık aralığında 𝛽-türevlenebilir olsun. 

i.∀ 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) > 0 ise f artandır. 

ii.∀ 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) < 0 ise f azalandır. 

iii.∀ 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) = 0 ise f sabittir. 

İspat i :∀  𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) pozitif olduğundan 𝑡1 > 𝑡2 için  
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𝑓 (𝑡1 + 𝜀 (𝑡2 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡2) > 0 

yazılabilir. Her iki tarafın limiti hesaplanırsa;  

= lim
𝜀→0

(𝑓 (𝑡1 + 𝜀 (𝑡2 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡2)) > lim
𝜀→0

0 

= 𝑓(𝑡1) − 𝑓(𝑡2) > 0 

olduğundan f artandır. 

İspat ii  : ∀ 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) pozitif olduğundan 𝑡1 < 𝑡2 için 

𝑓 (𝑡1 + 𝜀 (𝑡2 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡2) < 0 

bulunur. Her iki tarafın limiti hesaplanırsa; 

lim
𝜀→0

(𝑓 (𝑡1 + 𝜀 (𝑡2 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡2)) < lim
𝜀→0

0 

𝑓(𝑡1) − 𝑓(𝑡2) < 0 olduğundan f azalandır. 

İspat iii : ∀ 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) pozitif olduğundan 𝑡1 > 𝑡2 için 

𝑓 (𝑡1 + 𝜀 (𝑡2 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡2) = 0 

yazılabilir. Her iki tarafın limiti hesaplanırsa; 

lim
𝜀→0

(𝑓 (𝑡1 + 𝜀 (𝑡2 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡2)) 

= 𝑓(𝑡1) − 𝑓(𝑡2) = 0 
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olduğundan 𝑓 sabittir. 

Teorem 3.6 : 𝑓: [𝑎,∞) → ℝ fonksiyonu 𝑥0 ≥ 𝑎 noktasında 𝛽-türevlenebilir. 𝛽 ∈ [0,1] ise 

𝑓 fonksiyonu 𝑥0 noktasında süreklidir. 

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡0)) = lim

𝜀→0

𝑓 (𝑡0 + 𝜀 (𝑡0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡0)

𝜀
 

yazılabilir. 

= lim
𝜀→0

𝑓 (𝑡0 + 𝜀 (𝑡0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡0) 

= lim
𝜀→0

𝑓 (𝑡0 + 𝜀 (𝑡0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡0)

𝜀
. 𝜀 

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡0)). 0 = 0 

Ayrıca  

= lim
𝜀→0

𝑓 (𝑡0 + 𝜀 (𝑡0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) = lim
𝜀→0

 𝑓 (𝑡0 + 𝜀 (𝑡0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡0) + 𝑓(𝑡0) 

                                    = 𝑓(𝑡0) − 𝑓(𝑡0) + 𝑓(𝑡0) 

                                   = 𝑓(𝑡0) 

yazılabilir. 

t = 𝑡0 + (𝑡0 + 𝜀 (𝑡0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) olarak kabul edelim. 

𝑡 − 𝑡0

(𝑡0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

= 𝜀 
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olur. 

= lim
𝜀→0

 𝑓 (𝑡0 + 𝜀 (𝑡0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) 

lim
=

𝑡−𝑡0

(𝑡0+
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽→0

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡0) 

=
𝑡 − 𝑡0

(𝑡0 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

≠ 0 

olduğundan 

= lim
𝑡−𝑡0→0

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡0) 

= lim
𝑡→𝑡0

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡0) 

elde edilir. 

Teorem 3.7 :  𝑓: [𝑎,∞) → ℝ fonksiyonu yerel diferensiyellenebilir ise aynı zamanda 𝛽-

diferensiyellenebilirdir. 

İspat : 𝑓 fonksiyonu diferensiyellenebilir ise lim
ℎ→0

𝑓(𝑡+ℎ)−𝑓(𝑡)

ℎ
  limiti vardır. 

Buradan, 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑡+ℎ)−𝑓(𝑡)

ℎ
 (𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

     (3.1)  

limitinin de varlığı görülebilir.  

𝜀 = h (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
β−1

 olarak alınırsa h = ε (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

 bulunur. Bu ifade (3.1) de yerine 

yazılırsa; 
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= lim
ε(𝑡+

1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

→0

𝑓(𝑡+𝜀(𝑡+
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)−𝑓(𝑡)

𝜀
    (3.2) 

elde edilir. (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

≠ 0 olduğundan (3.2) eşitliğinden,   

= lim
𝜀→0

𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡)

𝜀
 

= 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 

olduğu görülür. 

Tanım 3.8 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonskiyonu [𝑎, 𝑏] de sürekli olsun. 𝑓 fonksiyonunun 2. 

mertebeden 𝛽-türevi, 

𝐷𝑡
2𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 ( 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑓(𝑡)) 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 

olarak tanımlanır. Genel olarak 𝑓 fonksiyonunun n. mertebeden 𝛽-türevi, 

𝐷𝑡
𝑛𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 ( 𝐷𝑡

(𝑛−1)𝛽
.0

𝐴 (𝑓(𝑡))) , 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 

= 𝐷𝑡
2𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 ( 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑓(𝑡)) 

= 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (lim

𝜀→0

𝑓(𝑡+𝜀(𝑡+
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)−𝑓(𝑡)

𝜀
) 

=lim
𝜀→0

(
lim
𝜀→0

𝑓(𝑡+𝜀(𝑡+
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)+𝜀(𝑡+𝜀(𝑡+
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)−𝑓(𝑡+𝜀(𝑡+
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)

𝜀
) 

 yazılabilir. ℎ =  𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

olarak seçilirse, 
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= lim
ℎ→0

lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ + 𝜀(𝑡 + ℎ)) − 𝑓(𝑡 + ℎ)

𝜀
− lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)
𝜀

𝜀
 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ + 𝜀(𝑡 + ℎ)) − 𝑓(𝑡 + ℎ)

𝜀

=  lim
ℎ→0

𝑓 (𝑡 + ℎ + ℎ (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡 + ℎ))

ℎ. (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

 

= lim
ℎ→0

(𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

[
 
 
 

lim
ℎ→0

𝑡 + ℎ + ℎ (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡 + ℎ)

ℎ
− lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)
ℎ

]
 
 
 

ℎ. (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

 

𝐷(𝑓(𝑡)) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

[
lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + 2ℎ) − 𝑓(𝑡 + ℎ)
ℎ

− lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)
ℎ

ℎ
] 

= lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + 2ℎ) − 𝑓(𝑡 + ℎ)

ℎ
− lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ + 𝜖(𝑡 + ℎ)) − 𝑓(𝑡 + ℎ)
𝜀

− lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)
𝜀

𝜀
 

elde edilir. 

Tanım 3.9 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonskiyonu [𝑎, 𝑏] de sürekli olsun. 𝑓 fonksiyonunun 2𝛽-türevi, 

𝐷𝑡
2𝛽
(𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 ( 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡)))0

𝐴  ,     0≤ 𝛽 ≤ 1 
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şeklinde tanımlanır. 

Genel olarak 𝑓 fonksiyonunun 𝑛𝛽-türevi 

𝐷𝑡
𝑛𝛽
(𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 ( 𝐷𝑡

(𝑛−1)𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡)))0

𝐴  , 0≤ 𝛽 ≤ 1   

şeklindedir. 

Uyarı 3.10: 𝑛𝛽-türevi verilen bir fonksiyon bize fonksiyonun (𝑛 − 1)𝛽-türevi hakkında 

bilgi verir. Bu bağıntı aşağıdaki örnekte görülebilir.  

Örnek 3.11 :  

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) = lim

𝜀→0

𝑓 (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓(𝑡)

𝜀
 

olduğundan 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

= ℎ olsun. 

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) = lim

𝜀→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)

ℎ (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

 

= (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

. lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)

ℎ
 

= (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

. 𝑓′(𝑡) 

𝐷𝑡
2𝛽
(𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 ( 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡)))0

𝐴   

olduğundan 

𝐷𝑡
2𝛽
(𝑓(𝑡)) =0

𝐴 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 ((𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

𝑓′(𝑡))  



 

22 

elde edilir. 

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)) = 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡))𝑔(𝑡) + 𝑓(𝑡) 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑔(𝑡)) 

kullanılarak, 

𝐷𝑡
2𝛽

0
𝐴 ((𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

𝑓′(𝑡)) = 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 ((𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)𝑓′(𝑡) 

                                                                                   + (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓′(𝑡))          (3.3)  

bulunur. (3.3) eşitliği düzenlenirse, 

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 ((𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) = lim
𝜀→0

[(𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

+
1

Γ(𝛽)
)

1−𝛽

− (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

]

𝜀
 

elde edilir. ℎ = 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

olarak seçilirse, 

= lim
ℎ→0

(𝑡 + ℎ +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

− (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

ℎ. (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

 

= (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

. lim
ℎ→0

(𝑡+
1

Γ(𝛽)
+ℎ)

1−𝛽
−(𝑡+

1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

ℎ
      

(𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

. lim
ℎ→0

(𝑡 +
1

Γ(𝛽)
+ ℎ)

1−𝛽

− (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

ℎ
=
𝑑

𝑑𝑡
[(𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

] 

 

= (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

(1 − 𝛽) (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
−𝛽
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𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓′(𝑡)) = lim

𝜀→0

𝑓′ (𝑡 + 𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝑓′(𝑡)

𝜀
 

𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

= 𝑘 olsun. O halde, 

= lim
𝑘→0

𝑓′(𝑡 + 𝑘) − 𝑓′(𝑡)

𝑘. (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

 

= (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

lim
𝑘→0

𝑓′(𝑡 + 𝑘) − 𝑓′(𝑡)

𝑘
 

= (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

𝑓′′(𝑡) 

bulunur. (3.3) de yerine yazılır. 

= (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

[(1 − 𝛽) (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
−𝛽

𝑓′(𝑡) + (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

𝑓′′(𝑡)] 

elde edilir. 

Sonuç 3.12 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonskiyonu [𝑎, 𝑏] kapalı aralığında sürekli bir fonksiyon olsun. 

Eğer α≠ 𝛽 ise  

                                    𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 ( 𝐷𝑡

𝛼
0
𝐴 (𝑓(𝑡))) ≠ 𝐷𝑡

𝛼
0
𝐴 ( 𝐷𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡)))                 (3.4) 

İspat : 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) = (𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

𝑓′(𝑡) olduğundan, 

𝐷𝑡
𝛼

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) = (𝑡 +

1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

𝑓′(𝑡) ise 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 [(𝑡 +

1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

𝑓′(𝑡)] 

= [ 𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 ((𝑡 +

1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

)] 𝑓′(𝑡) + (𝑡 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓′(𝑡)) 
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= (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

(1 − 𝛼) (𝑡 +
1

Γ(𝛼)
)
−𝛼

𝑓′(𝑡) + (𝑡 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

(𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

𝑓′′(𝑡) 

yazılabilir. Tersi de benzer şekilde gösterilebilir. 

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) = (𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

𝑓′(𝑡) ise 

 𝐷𝑡
𝛼

0
𝐴 [(𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

𝑓′(𝑡)] 

= [ 𝐷𝑡
𝛼

0
𝐴 ((𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

)] . 𝑓′(𝑡) + (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

. 𝐷𝑡
𝛼

0
𝐴 . (𝑓′(𝑡)) 

= (𝑡 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

(1 − 𝛽) (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
−𝛽

𝑓′(𝑡) + (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

(𝑡 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

𝑓′′(𝑡) 

olur ve ispat biter. 

Tanım 3.13 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonskiyonu (𝑎, 𝑏) açık aralığında sürekli bir fonksiyon olsun. 

𝑓 fonksiyonunun 𝛽 −integrali, 

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) = ∫(𝑥 +

1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

0

 

olarak tanımlanır. Bu integral Atangana-beta integrali olarak adlandırılır. 

Teorem 3.14 : 𝛽-analizinin temel teoremine göre sürekli bir f fonksiyonu için 

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 ( 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡))) = 𝑓(𝑡) 

sağlanır. 𝑓 fonksiyonu ∀ 𝑥 ≥ 𝑎 için türevlenebilir ise  

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 ( 𝐷𝑡

𝛽
(𝑓(𝑡))0

𝐴 ) = 𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑎) 

elde edilir. 
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İspat : 𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında sürekli ve  

𝐹(𝑡) = 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 

olsun. 𝛽-türev tanımından, 

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 ( 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡))) = lim

𝜀→0

𝐹 (𝑡 + (𝜀 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

) − 𝐹(𝑡)

𝜀
 

= lim
𝜀→0

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓 (𝑡 + (𝜀 +

1
Γ(𝛽)

)
1−𝛽

)) − 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡))

𝜀
 

                                                     𝜀 (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

= ℎ    

olsun. 𝜀 → 0 ise ℎ → 0 olur. 

= lim
𝜀→0

∫ (𝑥 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝑥). 𝑑𝑥 − ∫ (𝑥 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑡

𝑎

𝑡+𝜀(𝑡+
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

𝑎

𝜀
 

= lim
ℎ→0

∫ (𝑥 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − ∫ (𝑥 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑡

𝑎

𝑡+ℎ

𝑎

ℎ (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

 

 

bulunur ve ispat biter. 

Teorem 3.15 : 𝑓 reel değerli fonksiyonu sürekli ve (𝑎, 𝑏) aralığında 𝛽 −integrallenebilir 

olsun. O halde  

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) = 𝑓(𝑐)(𝑏 − 𝑎)ℎ(𝑎, 𝑏) 

olacak şekilde bir 𝑐 ∈ ℝ vardır. 
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İspat : Uç değer teoremi gereğince,  

𝑓(𝑁) = 𝑚𝑖𝑛𝑓(𝑡)𝑡∈(𝑎,𝑏) ≤ 𝑓(𝑡) ≤ 𝑓(𝑀) = 𝑚𝑎𝑥𝑓(𝑡)𝑡∈(𝑎,𝑏) 

olacak şekilde N ve M reel sayıları bulunabilir. Yukarıdaki eşitsizliğin 𝛽-integrali 

hesaplanırsa,  

∫(𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝑁)𝑑𝑡 ≤ ∫(𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≤ ∫(𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝑀)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

= 𝑓(𝑁)∫(𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑑𝑡 ≤

𝑏

𝑎

∫(𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑓(𝑀)∫(𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑑𝑡

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

𝐼1 = ∫(𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑑𝑡 =
(𝑡 +

1
Γ(𝛽)

)
𝛽

𝛽
||

𝑎

𝑏

 

𝑏

𝑎

 

=
(𝑏 +

1
Γ(𝛽)

)
𝛽

𝛽
−
(𝑎 +

1
Γ(𝛽)

)
𝛽

𝛽
 

𝐼2 = ∫(𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑑𝑡 =
(𝑡 +

1
Γ(𝛽)

)
𝛽−1

𝛽 + 1
||

𝑎

𝑏

  =
(𝑏 +

1
Γ(𝛽)

)
𝛽

𝛽
−
(𝑎 +

1
Γ(𝛽)

)
𝛽

𝛽

𝑏

𝑎

 

𝑓(𝑁)
(𝑏+

1

Γ(𝛽)
)
𝛽
−(𝑎+

1

Γ(𝛽)
)
𝛽

𝛽
≤ ∫ (𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑑𝑡 ≤
𝑏

𝑎
𝑓(𝑀)

(𝑏+
1

Γ(𝛽)
)
𝛽
−(𝑎+

1

Γ(𝛽)
)
𝛽

𝛽
  (3.5) 

elde edilir. Kolaylık olması için,  

𝐼(𝑎, 𝑏) =
(𝑏 +

1
Γ(𝛽)

)
𝛽

− (𝑎 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽

𝛽
 

seçilir ve (3.4) eşitsizliği düzenlenirse,  
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𝑓(𝑁) ≤
1

𝐼(𝑎, 𝑏)
∫ (𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝐹(𝑀)

𝑏

𝑎

 

başlangıç değer teoremi gereğince,  

1

𝐼(𝑎, 𝑏)
∫ (𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑐) 

olacak şekilde bir 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) reel sayısı vardır. Buradan,  

=
1

𝐼(𝑎, 𝑏)
𝐼𝑡
𝛽

𝑎
𝐴 (𝑓(𝑡)) = 𝑓(𝑐) 

 ℎ(𝑎, 𝑏) =
1

𝐼(𝑎, 𝑏)(𝑏 − 𝑎)
 

𝐼𝑡
𝛽

𝑎
𝐴 (𝑓(𝑡)) = 𝑓(𝑐) ℎ(𝑎, 𝑏)(𝑏 − 𝑎) 

bulunur, ispat biter. 

 

Bu bölümde 𝛽-kısmi kesirli türevi bazı özellikleri tanımlanacaktır. 

Tanım 3.16 : 𝑓, 𝑥 ve 𝑦 gibi iki değişkenli bir fonksiyon olsun. 𝑓 fonksiyonunun 𝑥 

değişkenine göre 𝛽-türevi 

𝐷𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑥, 𝑦)) = lim

𝜀→0

𝑓 (𝑥 + 𝜀 (𝑥 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜀
 

 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 3.17 : 𝑥, 𝑦 iki boyutlu Öklid uzayında Kartezyen koordinat sistemini ve 𝑖, 𝑗, baz 

vektörleri olsun. 𝐹 = 𝑈𝑖 + 𝑉𝑗 sürekli türevlenebilir vektör alanının 𝛽-diverjansı 

𝑑𝑖𝑣𝛽𝐹 = ∇𝛽(𝐹) = ∆𝑥
𝛽(𝑈)0

𝐴
0
𝐴 + ∆𝑦

𝛽(𝑈)0
𝐴  

skaler değerli fonksiyondur. 
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F ‘in (𝛼, 𝛽)-diverjansı, 

𝑑𝑖𝑣𝛽,𝛼𝐹 = ∇𝛽,𝛼(𝐹) = ∆𝑥
𝛽(𝑈)0

𝐴
0
𝐴 + ∆𝑦

𝛼(𝑈)0
𝐴  

 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 3.18 : 𝑥, 𝑦  iki boyutlu Öklid uzayında Kartezyen koordinat sistemini ve 𝑖, 𝑗 baz 

vektörleri olsun. 𝐹 = 𝑈𝑖 + 𝑉𝑗 sürekli türevlenebilir vektör alanının 𝛽 −gradienti 

 

𝑔𝑟𝑎𝑑𝛽𝐹 = ∇𝛽𝑓 = ∆𝑥
𝛽
(𝑓(𝑥, 𝑦))𝑖0

𝐴
0
𝐴 + ∆𝑦

𝛽
(𝑓(𝑥, 𝑦))𝑗0

𝐴  

 

vektör alanına eşittir. 𝑓 fonksiyonunun (𝛽, 𝛼)-gradiyantı,  

 

𝑔𝑟𝑎𝑑𝛽,𝛼𝑓 = ∇𝛽,𝛼𝑓 = ∆𝑥
𝛽(𝑓)𝑖0

𝐴
0
𝐴 + ∆𝑦

𝛼(𝑓)𝑗0
𝐴  

olarak tanımlanır. 

Tanım 3.19 : İki boyutlu bir 𝑓 fonksiyonunun 𝛽-Laplace operatörü, 

∆𝛽𝑓 =
𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2𝛽
+0

𝐴
𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2𝛽
+⋯ 

şeklinde tanımlansın. 

𝑓 fonksiyonunun  (𝛽, 𝛼)-Laplace operatörü 

∆𝛽,𝛼𝑓 =
𝜕2𝛽𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2𝛽
+0

𝐴
𝜕2𝛼𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2𝛼
 

şeklindedir. 

Tanım 3.20 : Kartezyen koordinatlarda, sürekli bir 𝐹 vektör alanının 𝛽 −gradienti 𝑖, 𝑗, 𝑘 

birim vektörler olmak üzere, 
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[𝐹𝑥, 𝐹𝑦, 𝐹𝑧] = ||

𝑖 𝑗 𝑘

𝜕𝛽

𝜕𝑥𝛽
𝜕𝛽

𝜕𝑦𝛽
𝜕𝛽

𝜕𝑧𝛽

𝐹𝑥 𝐹𝑦 𝐹𝑧

|| 

= (
𝜕𝛽𝐹𝑧

𝜕𝑦𝛽
−
𝜕𝛽𝐹𝑦

𝜕𝑧𝛽
) 𝑖 + (

𝜕𝛽𝐹𝑥

𝜕𝛽𝑧
−
𝜕𝛽𝐹𝑧

𝜕𝛽𝑥
) 𝑗 + (

𝜕𝛽𝐹𝑦

𝜕𝑥𝛽
−
𝜕𝛽𝐹𝑥

𝜕𝑦𝛽
)𝑘 

şeklinde tanımlanır. 

 

Teorem 3.21 : (Clauiraut Teoremi) 𝑓(𝑥, 𝑦) fonksiyonu 𝜕𝑥𝛽[𝜕𝑦𝛼(𝑓(𝑥, 𝑦))] ve 

𝜕𝑦𝛼[𝜕𝑥𝛽(𝑓(𝑥, 𝑦))] türevlerinin var ve 𝐷 ⊂ 𝑅2 de sürekli ve olduğunu kabul edelim. O 

halde,  

𝜕𝑥𝛽[𝜕𝑦𝛼(𝑓(𝑥, 𝑦))] = 𝜕𝑦𝛼[𝜕𝑥𝛽(𝑓(𝑥, 𝑦))] 

İspat : 

𝜕𝑥𝛽[𝜕𝑦𝛼(𝑓(𝑥, 𝑦))] = 𝜕𝑥𝛽

[
 
 
 
 

lim
𝜀→0

𝑓 (𝑥, 𝑦 + 𝜀 (𝑦 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜀

]
 
 
 
 

 

 

𝜀 (𝑦 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛼

= 𝑘 

olarak seçilsin. 

 

= 𝜕𝑥𝛽[𝜕𝑦𝛼(𝑓(𝑥, 𝑦))] =  𝜕𝑥𝛽

[
 
 
 

lim
𝑘→0

𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝑘) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑘 (𝑦 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

]
 
 
 

 

  𝜀 (𝑦 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛼

= 𝑘,     𝜀 → 0 ,  𝑘 → 0 olsun. 

𝜀 = 𝑘 (𝑦 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛼−1
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=𝜕𝑥𝛽 [(𝑦 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

lim
𝑘→0

(𝑥,𝑦+𝑘)−𝑓(𝑥,𝑦)

𝑘
] 

 

= 𝜕𝑥𝛽 [(𝑦 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼 𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
] 

 

= (𝑦 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

 𝜕𝑥𝛽 [
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
] 

 

= (𝑦 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

[
 
 
 
 

lim
𝜀→0

𝜕𝑓
𝜕𝑦
(𝑥 + 𝜀 (𝑥 +

1
Γ(𝛽)

)
1−𝛽

, 𝑦) −
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦

𝜀

]
 
 
 
 

 

𝜀 (𝑥 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

= 𝑙 

olarak seçilsin. 𝜀 → 0, 𝑙 → 0 olduğundan, 

= (𝑦 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

[
 
 
 

lim
𝑙→0

𝜕𝑓
𝜕𝑦
𝑓(𝑥 + 𝑙, 𝑦) −

𝜕𝑓
𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦)

𝑙 (𝑥 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

]
 
 
 

 

 

= (𝑦 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

(𝑥 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

[lim
𝑙→0

𝜕𝑓
𝜕𝑦
(𝑥 + 𝑙, 𝑦) −

𝜕𝑓
𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦)

𝑙
] 

= (𝑦 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

(𝑥 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽 𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

𝑓 sürekli olduğundan kısmi türevlerin Clauiraunt gereği,  
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𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

olduğu bilinmektedir. Bu ifadeler yerine yazılırsa,  

 

𝜕𝑥𝛽[𝜕𝑦𝛼(𝑓(𝑥, 𝑦))] = (𝑦 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

(𝑥 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

[
𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥
] 

 

= (𝑦 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

(𝑥 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

[
 
 
 
 

lim
𝑙→0

𝜕𝑓
𝜕𝑥
((𝑥 +

1
Γ(𝛽)

)
1−𝛽

, 𝑦) −
𝜕𝑓
𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦)

𝑙

]
 
 
 
 

 

 

(𝑦 +
1

Γ(𝛼)
)
1−𝛼

= 𝑘 

olarak seçilirse, 

= (𝑥 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

𝜕𝑦𝛼 [
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
] 

elde edilir. 

 

= (𝑥 +
1

Γ(𝛽)
)
1−𝛽

𝜕𝑦𝛼 [lim
𝑙→0

𝜕𝑓
𝜕𝑥
(𝑥 + 𝑘, 𝑦) −

𝜕𝑓
𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦)

𝑘
] 

 

= 𝜕𝑦𝛼

[
 
 
 
 𝑓 (𝑥 + 𝜀 (𝑥 +

1
Γ(𝛽)

)
1−𝛽

, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜀

]
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= 𝜕𝑦𝛼[𝜕𝑥𝛽(𝑓(𝑥, 𝑦))] 

bulunur ve ispat biter. 
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4.BAZI YENİ BETA-KESİRLİ İNTEGRAL EŞİTSİZLİKLERİ 

Bu bölümde senkronize iki fonksiyon için 𝛽 −kesirli integrali kullanılarak bazı yeni 

eşitsizlikler incelenmiştir. 

Teorem 4.1: 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları [0,∞) aralığında senkronize iki fonksiyon olsun. ∀𝑡 >

0,  𝛽 > 0 için 

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)) ≥

1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

[ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑔(𝑡))] 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat : 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları senkronize olduğundan ∀ 𝜏 ≥ 0 , 𝜌 ≥ 0 için,  

(𝑓(𝜏) − 𝑓(𝜌))(𝑔(𝜏) − 𝑔(𝜌)) ≥ 0 

𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) −  𝑓(𝜏)𝑔(𝜌) − 𝑓(𝜌)𝑔(𝜏) + 𝑓(𝜌)𝑔(𝜌) ≥ 0 

𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) + 𝑓(𝜌)𝑔(𝜌) ≥ 𝑓(𝜏)𝑔(𝜌) + 𝑓(𝜌)𝑔(𝜏) 

elde edilir. Eşitliğin her iki tarafı (𝜏 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

 ile çarpılırsa 0’dan t’ye integrallenirse, 

= (𝜏 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) + (𝜏 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝜌)𝑔(𝜌)

≥ (𝜏 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝜏)𝑔(𝜌) + (𝜏 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝜌)𝑔(𝜏) 

= ∫(𝜏 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡

0

∫(𝜏 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑓(𝜌)𝑔(𝜌)𝑑𝜏

𝑡

0

≥ ∫(𝜏 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑡

0

𝑓(𝜏)𝑔(𝜌)𝑑𝜏 + ∫(𝜏 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑡

0

𝑓(𝜌)𝑔(𝜏)𝑑𝜏 

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)) + 𝑓(𝜌)𝑔(𝜌)∫(𝜏 +

1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑑𝜏 ≥

𝑡

0

 𝑔(𝜌) 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡) + 𝑓(𝜌) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡) 

elde edilir. 
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∫(𝜏 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑑𝜏 =
1

𝛽

𝑡

0

(𝜏 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

|
0

𝑡

=
1

𝛽
(𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
𝛽

−
1

𝛽(Γ(𝛽))
𝛽

 

=
1

𝛽(Γ(𝛽))
𝛽
((𝑡. Γ(𝛽) + 1)𝛽 − 1) 

= 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)) +

𝑓(𝜌)𝑔(𝜌)

𝛽(Γ(𝛽))
𝛽
[(𝑡. Γ(𝛽) + 1)𝛽 − 1] ≥  𝑔(𝜌) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑓(𝑡) + 𝑓(𝜌) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡) 

veya 

= 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)) + 𝑓(𝜌)𝑔(𝜌) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (1) ≥ 𝑓(𝜌) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑓(𝑡) + 𝑓(𝜌) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡). 

Burada eşitsizliğin her iki tarafı (𝜌 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

 ile çarpılıp 0’dan t’ye integrallenirse,  

= (𝜌 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)) +

𝑓(𝜌)𝑔(𝜌)

𝛽(Γ(𝛽))
𝛽
[(𝑡. Γ(𝛽) + 1)𝛽 − 1] (𝜌 +

1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

≥ (𝜌 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑔(𝜌) 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡) + 𝑓(𝜌) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡) (𝜌 +

1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

 

= 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡))∫ (𝜌 +

1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑑𝜌 + 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)∫𝑓(𝜌)𝑔(𝜌)

𝑡

0

𝑡

0

(𝜌 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑑𝑔

≥ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡)∫ (𝜌 +

1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑔(𝜌)𝑑𝜌 + 𝐼𝑡
𝛽

𝑡

0

𝑔(𝑡)∫𝑓(𝜌) (𝜌 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑑

𝑡

0

𝜌 

 

= 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (1) + 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (1) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) ≥ 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡) + 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑓(𝑡) 

= 2 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (1) ≥ 2 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡) 

= 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)) ≥

1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

[ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡)] 

bulunur ve ispat biter. 

Teorem 4.2 : 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları [0,∞) aralığında senkronize iki fonksiyon olsun. ∀ 𝑡 >

0 , 𝛼 > 0 , 𝛽 > 0 için 
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𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)). 𝐼𝑡

𝛼(1) +0
𝐴 𝐼𝑡

𝛽(1)0
𝐴 𝐼𝑡

𝛼
0
𝐴 (𝑓(𝑡)(𝑔(𝑡)))

≥ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑔(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛼(𝑓(𝑡)) + 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴

0
𝐴 (𝑓(𝑡)). 𝐼𝑡

𝛼(𝑔(𝑡))0
𝐴  

eşitsizliği sağlanır. 

İspat : Teorem 4.1 ispatına benzer şekilde 𝑓 ve 𝑔 senkronize iki fonksiyon olduğundan, 

𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) + 𝑓(𝜌)𝑔(𝜌) ≥ 𝑓(𝜌)𝑔(𝜏) + 𝑓(𝜏)𝑔(𝜌) 

yazılabilir. Eşitsizliğin her iki tarafı (𝜏 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

 ile çarpılır ve 0’dan t’ye 𝜏′𝑦𝑎 göre 

integrallenirse, 

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)) + 𝑓(𝜌)𝑔(𝜌) 𝐼𝑡

𝛼(1) ≥ 𝑓(𝜌) 𝐼𝑡
𝛽
(𝑔(𝑡) + 𝑔(𝜌) 𝐼𝑡

𝛽
𝑓(𝑡)0

𝐴 )0
𝐴

0
𝐴   (3.5) 

elde edilir. (3.5) eşitsizliğinin her iki tarafı (𝑔 +
1

Γ(𝛼)
)
𝛼−1

 ile çarpılır ve 0’dan t’ye 𝜌’ye 

göre integrallenirse,  

= 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡))∫ (𝑔 +

1

Γ(𝛼)
)
𝛼−1

𝑑𝑔 + 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴

𝑡

0

(1)∫(𝑔 +
1

Γ(𝛼)
)
𝛼−1

𝑓(𝜌)𝑔(𝜌)𝑑𝑔

𝑡

0

≥ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑔(𝑡)∫(𝑔 +

1

Γ(𝛼)
)
𝛼−1

𝑓(𝜌)𝑑𝑔

𝑡

0

+ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡))∫  (𝑔 +

1

Γ(𝛼)
)
𝛼−1

𝑡

0

𝑔(𝜌)𝑑𝑔) 

  

= 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)). 𝐼𝑡

𝛼(1) +0
𝐴 𝐼𝑡

𝛽(1)0
𝐴 𝐼𝑡

𝛼
0
𝐴 (𝑓(𝑡)(𝑔(𝑡)))

≥ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑔(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛼(𝑓(𝑡)) + 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴

0
𝐴 (𝑓(𝑡)). 𝐼𝑡

𝛼(𝑔(𝑡))0
𝐴  

 

bulunur ve ispat biter. 

Uyarı 4.3 : Teorem 4.2 de 𝑎 = 𝛽 seçilirse, 
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𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)). 𝐼𝑡

𝛼(1) +0
𝐴 𝐼𝑡

𝛽(1)0
𝐴 𝐼𝑡

𝛼
0
𝐴 (𝑓(𝑡)(𝑔(𝑡)))

≥ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑔(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛼(𝑓(𝑡)) + 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴

0
𝐴 (𝑓(𝑡)). 𝐼𝑡

𝛼(𝑔(𝑡))0
𝐴  

Eşitsizliği,  

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)) ≥

1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

[ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑔(𝑡))] 

eşitsizliğine dönüşür. 

Uyarı 4.4 : Eğer 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları [0,∞) aralığında asimetrik fonksiyonlar ve  

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)) ≥

1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

[ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑔(𝑡))] 

ve  

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)). 𝐼𝑡

𝛼(1) +0
𝐴 𝐼𝑡

𝛽(1)0
𝐴 𝐼𝑡

𝛼
0
𝐴 (𝑓(𝑡)(𝑔(𝑡)))

≥ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑔(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛼(𝑓(𝑡)) + 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴

0
𝐴 (𝑓(𝑡)). 𝐼𝑡

𝛼(𝑔(𝑡))0
𝐴  

eşitsizlikleri yön değiştirir. ((𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦))(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)) ≤ 0) 

Teorem 4.5 : 𝑓𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 fonksiyonları [0,∞) aralığında pozitif artan fonksiyonlar 

olsun. Herhangi 𝑡 > 0 , 𝛽 > 0 için  

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (∏𝑓𝑖

𝑛

𝑖=0

) (𝑡) ≥
1

( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1))

𝑛−1∏( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓𝑖)(𝑡) 

𝑛

𝑖=1

 

eşitsizliği geçerlidir.            

İspat : Teoremin ispatı için tümevarım yöntemi kullanalım. 

𝑛 = 1 seçilirse ∀  𝑡 > 0 , β> 0 için 

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓1(𝑡) ≥ 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑓1(𝑡) 

eşitsizliği sağlanır. 

𝑛 = 2 için Teorem 4.1 kullanılırsa,  
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𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓1𝑓2)(𝑡) ≥

1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓1(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓2(𝑡)) 

yazılabilir. 

𝑛 = 𝑘 − 1 için  

 

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (∏𝑓𝑖

𝑛

𝑖=0

) (𝑡) ≥
1

( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1))

𝑛−1∏( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓𝑖)(𝑡) 

𝑛

𝑖=1

 

eşitsizliği yardımıyla, 

 

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (∏𝑓𝑖

𝑘−1

𝑖=1

) (𝑡) ≥
1

( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1))

𝑘−2∏( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓𝑖)(𝑡) 

𝑘−1

𝑖=1

 

doğru olsun. 𝑓𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 fonksiyonları pozitif artan fonksiyon olduğundan 

(∏ 𝑓𝑖𝑘−1
𝑖=1 )(𝑡) fonksiyonu da pozitif artandır. 

(∏ 𝑓𝑖𝑘−1
𝑖=1 )(𝑡) = 𝑔(𝑡)  

ve 

 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

seçilirse, 

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)) ≥

1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

[ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑔(𝑡))] 

yardımıyla,  

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (∏𝑓𝑖

𝑛

𝑖=1

) (𝑡) = 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑔. 𝑓) ≥

1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑔(𝑡)). 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 

bulunur. 
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𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (∏𝑓𝑖

𝑘−1

𝑖=1

) (𝑡) ≥
1

( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1))

𝑘−2∏( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓𝑖)(𝑡) 

𝑘−1

𝑖=1

 

kullanılarak, 

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (∏𝑓𝑖

𝑛

𝑖=1

) (𝑡) ≥
1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

1

( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1))

𝑘−2∏( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓𝑖)(𝑡) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡))

𝑘−1

𝑖=1

 

elde edilir ve düzenlenirse  

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (∏𝑓𝑖

𝑛

𝑖=1

) (𝑡) ≥
1

( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1))

𝑘−1∏ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓𝑖(𝑡))

𝑘

𝑖=1

 

bulunur ve ispat sona erer. 

Teorem 4.6 : [0,∞) aralığında tanımlı 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları verilsin. 𝑓 artan, 𝑔 

türevlenebilir olsun ve 𝑚 ≔𝑡≥0 𝑖𝑛𝑓𝑔
′(𝑡) reel sayısı verilsin. Bu durumda ∀  𝑡 > 0 , β> 0 

için 

1

Γ(𝛽 + 2)

1

(Γ(𝛽))
𝛽
[(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽(𝑡Γ(𝛽 + 1) − 1) + 1] 

ifade edilir. 

İspat : h(𝑡) ≔ 𝑔(𝑡) − 𝑚𝑡 fonksiyonunu göz önüne alınsın. ℎ′(𝑡) = 𝑔′(𝑡) − 𝑚 ≥ 0 

olduğunda ℎ fonksiyonu artandır ve  [0,∞) aralığında türevlenebilirdir. Teorem 4.1 

kullanılarak, 

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 [(𝑔(𝑡) − 𝑚𝑡). 𝑓(𝑡)] ≥

1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

[ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑔(𝑡) − 𝑚𝑡) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑓(𝑡)] 

≥
𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

[ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑔(𝑡)) − 𝑚 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑡)] 

≥
𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑔(𝑡)) − 𝑚

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑡) 
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𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑡) = ∫(𝑥 +

1

Γ(𝛽)
)
𝛽−1

𝑥. 𝑑𝑥 = ∫ 𝑢𝛽−1 (𝑢 −
1

Γ(𝛽)
) 𝑑𝑢

1
Γ(𝛽)

𝑡+
1

Γ(𝛽)

𝑡

0

 

= ∫ (𝑢𝛽 −
𝑢𝛽−1

Γ(𝛽)
) 𝑑𝑢 =

𝑢𝛽+1

𝛽 + 1
−

𝑢𝛽

𝛽Γ(𝛽)

1
Γ(𝛽)

𝑡+
1

Γ(𝛽)

 

=
(𝑥 +

1
Γ(𝛽)

)
𝛽+1

𝛽 + 1
−
(𝑥 +

1
Γ(𝛽)

)
𝛽

𝛽Γ(𝛽)
||

0

𝑡

 

=
(𝑡 +

1
Γ(𝛽)

)
𝛽+1

𝛽 + 1
−
(𝑡 +

1
Γ(𝛽)

)
𝛽

Γ(𝛽 + 1)
− (

1

Γ(𝛽)𝛽+1
+

1

Γ(𝛽)𝛽Γ(𝛽 + 1)
) 

= (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽

[
(𝑡 +

1
Γ(𝛽)

)

𝛽 + 1
−

1

Γ(𝛽 + 1)
] −

1

(Γ(𝛽))
𝛽
(

1

Γ(𝛽)(𝛽 + 1)
−

1

Γ(𝛽 + 1)
) 

= (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽

[
𝑡

𝛽 + 1
+

1

Γ(𝛽)(𝛽 + 1)
−

1

Γ(𝛽 + 1)
] −

1

(Γ(𝛽))
𝛽
[
𝛽 − 𝛽 − 1

𝛽(𝛽 + 1)Γ(𝛽)
] 

= (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽

[
𝑡𝛽Γ(𝛽) + 𝛽 − 𝛽 − 1

𝛽(𝛽 + 1)Γ(𝛽)
] −

1

(Γ(𝛽))
𝛽
(

−1

(𝛽 + 1)Γ(𝛽)
) 

= (𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽

[
𝑡𝛽Γ(𝛽) − 1

(𝛽 + 1)Γ(𝛽)
] −

1

(Γ(𝛽))
𝛽
(

−1

(𝛽 + 1)Γ(𝛽)
) 

=
1

Γ(𝛽 + 2)
[(𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
𝛽

(𝑡Γ(𝛽 + 1) − 1) +
1

(Γ(𝛽))
𝛽
] 

=
1

Γ(𝛽 + 2)

1

(Γ(𝛽))
𝛽
[(𝑡Γ(𝛽 + 1))

𝛽
(𝑡Γ(𝛽 − 1)) + 1] 

bulunur. 
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Sonuç 4.7 : [0,∞) aralığında tanımlı 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları verilsin.  

i. f fonksiyonu azalan, g fonksiyonu türevlenebilir  ve 𝑀:= 𝑠𝑢𝑝𝑡≥0𝑔
′(𝑡) şeklinde bir 𝑀 

reel sayısını göz önüne alalım. ∀  𝑡 > 0 , 𝛽 > 0 için, 

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓, 𝑔)(𝑡) ≥ ( 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (1))

−1
𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡) −

𝑀𝑡

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑡)

+ 𝑀 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑡𝑓(𝑡)) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat i : (A) G(𝑡) ≔ 𝑔(𝑡) − 𝑀𝑡 fonksiyonunu ele alalım. G fonksiyonu 

diferensiyellenebilir ve  

𝐺′(𝑡) ≔ 𝑔′(𝑡) − 𝑀𝑡 ≤ 0 

olduğundan [0,∞) aralığında azalandır. Teorem 4.1 yardımıyla, 

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓, 𝐺)(𝑡) = 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡)(𝑔(𝑡) − 𝑀𝑡)) 

 ≥
1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

[ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)). 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑔(𝑡) − 𝑀𝑡)] 

≥
1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡) −

𝑀

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑡 

 

eşitsizliği elde edilir. 

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1) =

1

𝛽
[(𝑡 +

1

Γ(𝛽)
)
𝛽

− (
1

Γ(𝛽)
)
𝛽

] 

=
1

𝛽
[
(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽 − 1

(Γ(𝛽))
𝛽

]  

=
1

𝛽(Γ(𝛽))
𝛽
[(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽 − 1] 
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𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑡) =

(𝑡 +
1

Γ(𝛽)
)
𝛽+1

𝛽 + 1
−
(𝑡 +

1
Γ(𝛽)

)
𝛽

𝛽ᴦ(𝛽)
−

1

(𝛽 + 1)(Γ(𝛽))
𝛽+1

+
1

𝛽(Γ(𝛽))
𝛽+1

  

=
1

𝛽 + 1
[
(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽+1 − 1

(Γ(𝛽))
𝛽+1

] +
1

𝛽
[
1 − (𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽

(Γ(𝛽))
𝛽+1

]  

=
1

(Γ(𝛽))
𝛽+1

[
1

𝛽 + 1
[(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽+1 − 1] +

1

𝛽
[1 − (𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽]]  

=
1

(Γ(𝛽))
𝛽+1

[
1

𝛽 + 1
(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽+1 −

1

𝛽 + 1
+
1

𝛽
−
1

𝛽
(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽]  

=
1

𝛽(𝛽 + 1)(Γ(𝛽))
𝛽+1

[𝛽(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽+1 + 1 − (𝛽 + 1)(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽]  

=
1

𝛽(𝛽 + 1)(Γ(𝛽))
𝛽+1

[𝛽(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽+1 + 1 − (𝛽 + 1)(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽]  

=
1

𝛽(𝛽 + 1)(Γ(𝛽))
𝛽+1

[(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽(𝛽𝑡Γ(𝛽) + 1) − (𝛽 + 1) + 1]  

=
1

𝛽(𝛽 + 1)(Γ(𝛽))
𝛽+1

[(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽(𝛽(𝑡Γ(𝛽) + 𝛽 − 𝛽 − 1) + 1)]  

=
1

𝛽(𝛽 + 1)(Γ(𝛽))
𝛽+1

[(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽(𝛽𝑡Γ(𝛽) − 1) + 1]  

=
1

𝛽(𝛽 + 1)(Γ(𝛽))
𝛽+1

[(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽(𝛽Γ(𝛽) − 1) + 1]  

=
1

𝛽(Γ(𝛽))
𝛽
[(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽 − 1]  

=
1

(𝛽 + 1)Γ(𝛽)
[
(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽𝛽Γ(𝛽) − (𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽 + 1

(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽 − 1
]  

= 
1

(𝛽 + 1)Γ(𝛽)
[
(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽𝛽Γ(𝛽)

(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽 − 1
− 1]  
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=
𝛽

(𝛽 + 1)

(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽

(𝑡Γ(𝛽) + 1)𝛽 − 1
−

1

(𝛽 + 1)Γ(𝛽)
 

elde edilir. 

ii. 𝑓 ve 𝑔 diferensiyellenebilir iki fonksiyon ve 𝑚1 ≔ 𝑖𝑛𝑓𝑡≥0𝑓′(𝑡) , 𝑚2 ≔ 𝑖𝑛𝑓𝑡≥0𝑔′(𝑡) 

olsun. O halde, 

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 [(𝑓(𝑡) − 𝑚1(𝑡))(𝑔(𝑡) − 𝑚2(𝑡))]= 

1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

[ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡) − 𝑚2 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑓(𝑡) − 𝑚1 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑡) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡)

+ 𝑚1𝑚2 ( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑡))

2
] 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat ii :  

F(𝑡) ≔ 𝑓(𝑡) − 𝑚1(𝑡) ve G(𝑡) ≔ 𝑔(𝑡) − 𝑚2(𝑡) 

fonksiyonları tanımlansın. F(𝑡) ve G(𝑡) fonksiyonları türevlenebilir olduğundan  

F′(𝑡) ≔ 𝑓′(𝑡) − 𝑚1(𝑡) ≥ 0, G′(𝑡) ≔ 𝑔′(𝑡) − 𝑚2(𝑡) ≥ 0 

[0,∞) aralığında F(𝑡) ve G(𝑡) fonksiyonları artandır. 

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 [(𝑓(𝑡) − 𝑚1(𝑡))(𝑔(𝑡) − 𝑚2(𝑡))]

= 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) − 𝑚2 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑡) − 𝑚1 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑔(𝑡)𝑡) + 𝑚1𝑚2 ( 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑡))

2
 

≥
1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡) −

𝑚2

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑓(𝑡) −

𝑚1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑡) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡)

+
𝑚1𝑚2

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑡))

2
 

≥
1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

[ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡) − 𝑚2 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑓(𝑡) − 𝑚1 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑡) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡)

+ 𝑚1𝑚2 ( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑡))

2
] 

yazılır. 
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(A) 𝑓 ve 𝑔 türevlenebilir iki fonksiyon ve 𝑀1 ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑡≥0𝑓′(𝑡) ve 𝑀2 ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑡≥0𝑔′(𝑡) 

olsun. O halde  

F(𝑡) ve G(𝑡) fonksiyonları türevlenebilir olduğundan  

F′(𝑡) ≔ 𝑓′(𝑡) − 𝑀1(𝑡) ≥ 0, G′(𝑡) ≔ 𝑔′(𝑡) − 𝑀2(𝑡) ≥ 0 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat :  

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 [(𝑓(𝑡) − 𝑀1(𝑡))(𝑔(𝑡) − 𝑀2(𝑡))]

= 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) − 𝑀2 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡)𝑡) − 𝑀1 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑔(𝑡)𝑡) + 𝑀1𝑀2 ( 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑡))

2
 

≥
1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡) −

𝑀2

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑓(𝑡) −

𝑀1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑡) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡)

+
𝑀1𝑀2

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑡))

2
 

≥
1

𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (1)

[ 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 𝑓(𝑡) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡) − 𝑀2 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑓(𝑡)) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑓(𝑡) − 𝑀 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 (𝑡) 𝐼𝑡

𝛽
0
𝐴 𝑔(𝑡)

+ 𝑀1𝑀2 ( 𝐼𝑡
𝛽

0
𝐴 (𝑡))

2
] 

olduğu görülür. 
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SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında çeşitli türden kesirli türev ve integralleri tanımlanmıştır. Beta-kesirli 

türev ve integralleri ayrıntılı bir şekilde incelenmiştir. Beta-kesirli türev kullanılarak yeni 

ve önemli bazı kesirli integral eşitsizlikleri elde edilmiştir. İyi bilinen bazı eşitsizlikler yeni 

bir kesirli operatör olan beta-kesirli türev ve integrali yardımıyla genişletilerek daha 

ayrıntılı araştırmalar yapılabilir.  
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