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OZET
Bu tez ¢alismasinda bikompleks sayilarin kuaterniyonlarla olan ilgisi géz 6niine alinarak
bikompleks sayilara karsilik gelen reel, kompleks matrisler ve ayrica kompleks adjoint
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ilgili bir ¢ok yayin mevcuttur. Ancak bikompleks katsayili matrisler ve 6zellikle bunlara
karsilik gelen kompleks adjoint matrisler ele alinmamigstir. Bu tezin amaci, bu dogrultuda
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte asagida

sunulmusgtur.

Simgeler Aciklama

BC Bikompleks Sayilar Kiimesi

I1BC Bikompleks Sayilar Cebiri

&) Bikompleks Sayilarda toplama iglemi

® Bikompleks Sayilarda carpma iglemi

® Bikompleks Sayilarda dig iglem

7(1-) Bikompleks Sayisinin ¢ birimine gére eslenigi
7@) Bikompleks Sayisinin j birimine gore eslenigi
7(@ Bikompleks Sayisinin ij birimine goére eslenigi
|Z| Bikompleks Sayisinin reel modiilii

1Z] ) Z Bikompleks Sayisinin ¢ birimine bagh modiilii
1Z] Z Bikompleks Sayisinin j birimine bagh modiilii
1Z] i) 7 Bikompleks Sayisinin ij birimine bagh modiilii



Tz

XA
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(#)

M, xn (BC)

Bikompleks Sayilar iizerinde bir lineer doniigiim

Bikompleks Sayilarin kompleks matris doniigtimii

A Bikompleks Matrisinin Kompleks Adjoint Matrisi

Dual Bikompleks Sayilar Kiimesi

Dual Z Bikompleks Sayisinin ¢ birimine baglh eslenigi

Dual Z Bikompleks Sayisinin j birimine bagh eglenigi

Dual Z Bikompleks Sayisinin 75 birimine bagh eslenigi

Dual Z Bikompleks Sayisinin ¢ birimine bagl modiilii

Dual Z Bikompleks Sayisinin j birimine bagh modiilii

Dual Z Bikompleks Sayisinin 45 birimine bagh modiilii

Bikompleks sayilarin matris gosterimi

Dual Bikompleks Sayilarin dual matris doniistimii

A Bikompleks matrisinin sol 6zdeger kiimesi

A Bikompleks matrisinin sag ¢zdeger kiimesi

A Dual Bikompleks Matrisinin Kompleks Adjoint Matrisi
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1 GIRIS

Tarihi 1800°lii yillara dayanan bikompleks sayilar ilk olarak 1892 de Corrada Segre
(Segre 1892) tarafindan tanimlanmigtir. Hem kuaterniyonlar hem de bikompleks
sayilarin kiimeleri kompleks sayilar kiimesinin bir genellemesi olup, aslinda bu iki
kiime birbirinden farkhdirlar. Kuaterniyonlar, degismeli olmayan bir boéliim cebiri
olugtururken, bikompleks sayilar, sifir bolene sahip olan degismeli bir halka olustu-
rurlar. Bikompleks sayilar, kuaterniyon cebirinin alt cebirlerinden biridir. Bikom-
pleks sayilar uzaymin 4-boyutlu Euclid uzayna gémiilebilir oldugunu Segre (Segre
1892) gosterdi. Dolayisiyla, bikompleks sayilarin reel ve kompleks matris temsil-
leri, kuaterniyonlara benzer gekilde yapilabilir. Kuaterniyonlar kiimesinde degisme
ozelligi olmadigindan sagdan ve soldan ¢arpimlar sonucu farkli matrisler elde edilir.
Bikompleks sayilar cebirinin 6zelliklerini gelistirmek amaci ile, C. Segre, trikom-
pleks sayilar ve n-kompleks sayilar1 dikkate almigtir (Segre 1892). Price (Price
1991), bikompleks sayilarin analizini ¢ahisarak bu sayilar detayh bir sekilde in-
celemigtir. 1893 de Scheffers (Scheffers 1893), tek degiskenli kompleks fonksiyonlarin
bikompleks fonksiyonlara bir genellestirmesini ¢alisti. Bikompleks sayilarla ilgili
gelismelerin en cok kaydedildigi yillar 1928-1940 yillaridir. Mesela, bu ¢alismalar-
dan bazilar1 i¢in (Vignaux 1938, Scorza-Dragoni 1934) ve (Morin 1935) kaynaklarina
bakilabilir. Ozellikle Ringleb’in, 1933 de yazdig1 makalesinde (Ringleb 1933), bikom-
pleks degiskenli analitik fonksiyonlarla tek degiskenli kompleks analitik fonksiyonlar
arasindaki iliskiyi vermesi sonucu, bu konudaki calismalar hiz kazanmstir. Ustelik
bikompleks cebir, son yillarda yaygin bicimde fizik ve matematik alaninda ¢alisan-
larin aragtirma konusu haline gelmistir. Son yillarda baz aragtirmacilar bikompleks
sayilarin cebirsel, geometrik, topolojik ve dinamik ¢zelliklerini ¢aligmaya basladilar
(Rochon 2004, Hahn 1994, Vignaux 1938, Dimiev 2007). Ayrica, bikompleks sayilar
yardimiyla, hiperkompleks fonksiyonlarin ozellikleri de literatiirde incelenmektedir

(Colombo 2011).

Bu tez calismasinda ise bikompleks sayilarin kuaterniyonlarla olan ilgisi gozoniine

1



alimarak bikompleks sayilara karsilik gelen reel , kompleks matrisler ve ayrica kom-
pleks adjoint matrisleri ele alinmigtir. Literatiirde bikompleks sayilarin 6zellikleri ve
matris gosterimleri ile ilgili bir ¢ok yayin mevcuttur. Ancak bikompleks katsayili ma-
trisler ve ozellikle bunlara karsilik gelen kompleks adjoint matrisler ele alinmamigtir.

Bu tezin amaci, bu dogrultuda tanim ve teoremler vermektir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Bikompleks Sayilar ve Ozellikleri

Tanim 2.1.1
BC = {Z =21+ jzln, 2 €C, 57 = —1}

seklinde tanimlanan kiimeye bikompleks sayilar kiimesi denir. Z = z; + j25 bikom-
pleks sayis1 kompleks sayilar kiimesinde tanimlanabilecegi gibi reel sayilar kiimesinde

de tanimlanabilir. Bunun igin 27, 29 € C kompleks sayilar1 reel sayilar tizerinde
z71=a+bi,zo =c+di
seklinde tanimlanirsa bikompleks sayilar kiimesi;
BC={Z=a+bi+cj+dij|abecdeR,i®=j*=-1ij=ji} (2.1)

bigiminde de yazilir[13].
Tanim 2.1.2. Bikompleks sayilar kiimesinin iki elemani1 Z; = a; + byi + ¢1j + dq11j

ve Zo = ag + by + coj + doij olsun. Bikompleks sayilarda toplama islemi;
@ : BC x BC — BC

1@ Zy = (a1 +az) +i(by +by) +j(c1+ o) +1ij (dy + do) € BC (2.2)

seklinde tanimlanir.Bikompleks sayilar kiimesi toplama islemine gore kapahdir. Iki
bikompleks sayimin toplami yine bir bikompleks sayidir. Ayrica (BC, @) ikilisi
bir abel gruptur. Buradaki etkisiz eleman sifir bikompleks sayis1 (0,0,0,0) siral
dortliisiidiir[13].

Tanim 2.1.3 Bikompleks sayilarda skaler ile carpma iglemi asagidaki sekilde tanim-



lanir.

Z =a+bi+cj+dij € BC

ve Vk € R i¢gin skaler ile carpma iglemi

®:Rx BC — BC

k® Z = ka+ kbi + kcj + kdij

seklinde tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan dig islem;

Nk (Z1+Z) = (kO Z) + (k® Z); Yk € R, VZy, Zy € BC
i) (k+t)0Z=(k0Z)+(to 2); Vk,t e R, VZ € BC

iii) (kt)©Z=k0o (t® Z); Vk,t e R, VZ € BC

w) 16 Z =2, VZ e BC

(2.3)

ozelliklerine sahiptir[13].
{BC,®,R,+,.,®} sistemi bir reel vektor uzayidir. Bu uzay1 I BC ile I BC deki &

islemini kisaca ” + "ile gosterecegiz.

Tanim 2.1.4 Carpma iglemi, ® : BC x BC — BC iglemi agagidaki ¢carpim tablosu

ile tanimlanir.

|1 ¢ |7 |ig

ij lij | —j|—i|1




Buna gore;

Z1®Zy = (a1+bii+cij+diij) @ (ag + bai + coj + daiy) (2.4)
= (ayas + ta1by + jajcy + ijards + ibyag — bybs
+ijbicyg — jbids + jcras 4+ 1jc1bs — c10o
—icidy + ijasd; — jbody — icody + dids)
= (ajag — biby — 109 + dids) + i(arby + bras — c1ds — cody)

+j<a162 — b1d2 + C1Q9 — b2d1) + ij(a1d2 + blcg + Clbg + anl)

dir. Boylece bikompleks sayilar agagidaki 6zelliklere sahiptir.

a)VZy, Zy € BC igin
71 ® Zy € BC

oldugundan bikompleks sayilar kiimesi carpma iglemine gore kapalidir.

b)\V/Zh ZQ, Zg S BC 1(}111

2y @ (22 @ Z3) = (Z1 ® Z2) ® Z3

oldugundan bikompleks sayilar kiimesinde ¢arpma isleminin birlesme 6zelligi vardir.

C)VZl, ZQ € BC lgll’l
2\ Q Ly = Ly @ Z4

oldugundan bikompleks sayilar kiimesinde ¢arpma isleminin degisme 6zelligi vardir.

d)VZl, Zz € BC 1(;1n

Z1Q(Zy D Z3) = (Z1®Zy) ®(Z1® Z3)

(Z1® 7))@ 73 = (Z1Q Z3) B (Zy® Z3)



oldugundan bikompleks sayilar kiimesinde carpma isleminin toplama islemi iizerine

dagilma ozelligi vardir.

Bu ozelliklerle birlikte { BC, &, R, +,.,®, ®} sistemi bir cebirdir. Bu cebire bikom-
pleks say1 cebiri denir ve kisaca I BC ile gosterilir. Bu cebirin bir baz {1,1, j,ij }ve
boyutu 4 diir.

Tamm 2.1.5 ki bikompleks say1;

Zy=a1 + bll + Clj + dllj ve Zy = ag + bgl + CQj + dg@j olsun.

Bikompleks sayilar i¢in egitlik bagintisi;

Zy=Zy s ayp = ag, by =by,c1 = c,dy = do

seklinde tanimlanir[1].

2.2.Bikompleks Sayilar Eglenik Ozellikleri

Tanim 2.2.1. Bikompleks sayilarda eslenik kavrami ¢, j ve ij birimlerine gore

olmak {izere iig farkh sekilde tanimlanir.

7 = a+ bi+cj+ dij

bikompleks sayisi;

z1=a+bive zg=c+di

kompleks sayilar yardimiyla;

Z = (a+bi)+j(c+ di)

seklinde diizenlenirse,

Z=z+jnj =-1

seklinde yazilabilir.



Buna gore bikompleks sayisinin i,j ve ij birimine goére eglenikleri sirasiyla E(i), 7(j)

ve 7(7;]-) olmak {izere;

L. Zy = zsitjn=%+j% (2.5)
= (a—=bi)+j(c—di)=a—bi+cj—dij
2. 70) = 21+ Jz =21 — J2

= (a+bi)—j(c+di)=a+bi—cj—dij

8. Zu) = atjn=a-j%

= (a—bi)—j(c—di)=a—bi—cj+dij
olarak tanimlanabilir[17].

Teorem 2.2.1. Bikompleks sayilarda (i) eslenigi agsagidaki 6zelliklere sahiptir.
Zl7ZQ € BC )y R1, %2, 73,24 € C

7y =2z1+4 jza ve Ly = z3+ jz4 € BC

olmak {izere,

a) VZl, Z2 e BC 1(;111

b) ‘V’Zl, Zy € BC icin

c) VZ, € BC i¢in

d) VZi,Z, € BC igin (21 ® Z3) ;) = Z1(iy @ Zay



e) VZy = z1 + jz € BCigin, Z, @ Zy ;) = |21|* = |22|* + 2j Re (21%3)

f) vZi € BC,VA € R igin (AZ1) ;) = AZig
8) V721, Zy € BC igin, YA € R igin (AZ1 + \Z2) ;) = AZys) + AZag; dir,
Ispat: a) Iki bikompleks say1,

Z =21+ jzo ve Zy =23+ jzg € BC

olsun.

(Z1 + Z2>(i) = (21 +j2)+ (23 +jz4>(i)

= (z1+23) +J (22 + 2)

= (M)(i) +J (M)(i)
M(i) = Z+5n+j(Rm+7)

= (Z+Jz)+ (m+i2)

= 2o + Doy
elde edilir.
b) VZl, Zy € BC icin

Zy =21+ ja ve Zy =23+ 2

olsun.

(Z1 — Zz)(i) = Z(i) — Za(i)

oldugu (a) sikkindaki gibi yapilir.

c) VZ; € BC igin,
1 =21+ Jz



olmak {izere;

elde edilir.

d) ‘V’Zl, Zy € BC i(;iIl,

Zy =21+ Jza ve Ly = 23+ jzu

olsun.

Z1) ® Zawy = (21+j22)-(23 + j2a)
= @+i2) (B +i%3)

= 2173 — 2224 + j (2124 + 2223) (26)

(Z1® Z2)(Z-) = (214 j2) (23 + j24)(¢)
= |(2123 — 2224) ;) +J (124 22Z3)(i)]

= 2123 — 2224 + ] (2124 + 2223) (27)

(2.6) ve (2.7) den

(21 @ Za) ) = Zaoy @ Zagi)

elde edilir.

e) Z1 = z1 + jz € BC igin,



olmak tizere;

Z ®Z(i) = (n+jz)(A+i2%)
= az+j(az) +J(27) — 27
= (2171 — 22%2) + j (2172 + 2271)

H®Zg = |lal =2l +i(n%: + 25) (2.8)
elde edilir.
z1=a+1ib € C ve z5 = c+id € C olmak iizere;

2173 = (a+bi)(c—di)=ac+ bd+i(bc — ad)

2z = (c+id)(a—ib) = ac+ bd + i(ad — be)

elde edilir.

Buradan;

2% + 2921 = 2(ac + bd) = 2Re(2172) (2.9)

oldugu goriiliir.
(2.9) ifadesini (2.8) de yerine yazarsak;

71 ® Zyzy = 21 * = |22 + 2j Re(172)
elde edilir.

f) VZy = 21 + jz € BC igin ve Y\ € R igin

(AZ1) = Ao+ jAz) ) = AF +52) = Mg

elde edilir.
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g) VA € R igin;

Z1:21+jz2EBCV6Z2:z3+jz4€B(C

olmak iizere,

(AZ1+AZs) ;) = [A(21+jz2) + A(2s + j2a)]
= ANz + %) + Nz + %)

= Mg + A
elde edilir.
Teorem 2.2.2 Bikompleks sayilarda (j) eslenigi asagidaki ozelliklere sahiptir.
V71 =21+ jza, Zo = 23+ jz4 € BC olmak iizere;

a) VZl, Zy € BC icin,
(Zl + Z2)(j) = Z(j) + 72(;)

b) V71,7, € BC icin,

= Z15) — Za

J)

(21 = Z2)

c) VZ; € BC igin,

d) VZy, 2y € BC i¢in,



e)VZ, = z1 + jz € BC igin,

Zy ®Z(j) = |Z1|2 + |Z2|2

f) VZ, € BC,V¥\ € R igin,

(AZ1) ;) = A

7)

g) VZy,Zy € BC V) € R igin,

(AZy + )\Z2)(j) = )\Z(]’) + )\72(3')

Ispat: a) VZ,, Z, € BC icin,
7y =2z1+ jza ve Ly = z3+ jz4 € BC

olmak tizere;

(Z1+ Z2);) = [z +jz2) + (28 + jza)]

= [(z1+23) + (22 + 24)1]@)
= (21 +23) — Jj(22+ 24)
= (21— jz2) + (23— jz1)

21y + Zag)
elde edilir.

b) V72,7, € BC i¢in,

Z1 =21+ jJza ve Zy = z3+ jzg € BC

12



olmak {izere;

(Z1 = Z2) () = Zrj) — 2o

) 7)

oldugu a sikkinda oldugu gibi yapilabilir.
c) VZ; € BC igin,
Zy =2+ jz

olmak iizere,

(Z15) ;) = ((Zl+jz2)(j)>

= (a -7z

()

= 21— (_j)ZZ
= 21+ jz
= Z1

oldugu goriiliir.

d) VZ,,Zy € BC igin,

7y =2z1+ jza ve Ly = z3+ jz4 € BC

olmak {izere;

(Z1® Z2);y = [(21+Jz2) ® (23 + jzd)] )

= [(2123 - 2224> +] (’2124 + 2223)](j)

= (2123 — 2224) — J (2124 + 2223) (2.10)

21y @ Zay = (21— jza) + (23 — j2a)
= (2123 — 2124 — 2223] — 2224)

= (2123 — 2224) — J(2124 + 2223) (2.11)

13



(2.10) ve (2.11) egitliklerinden;

(20 ® Za) gy = Z1(j) ® Zagj

elde edilir.

e) VZ; = 21 + jzo € BC igin,

Zl(j) =21 — JZ
olmak iizere,
A ®71(j) = |21|2 - |Z2|2

Zy® Zyjy = (21+jz). (21— jz)

= zf—zlzgj—i-zlzgj—i-zg
= |z’ + |2l

elde edilir.

f) VA € R igin,
Z1221+j22€BC

olmak tizere,

()‘Zl)(j) = /\Z(j)

(A2 = Oz + Az
= Az1 — AzyJ
= e+ 2i)g)
= Mg

elde edilir.
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g) VZl, Zo € BC ,V)\ eR iQiIl,

lezl+jZQVGZQZZ3+jZ4€BC

olmak iizere;

m(j) = [(Az1 + Aza) + (Az3 + Azaj)] )
= [(Az1 — Az9j) + (Az3 — Az4])]
= Az —jz2) + Mzs — jz)
= Mg + A

elde edilir.

Teorem 2.2.3. Bikompleks sayilarda (ij) eslenigi agagidaki ozelliklere sahiptir.

VZ1 = z1+ jzo ve Zy = z3 + jz4 € BC olmak tizere;

a) VZl, Jy € BC i(;il’l,

(Z1+ Z2) 5y = Zagijy + Zogiy)

b) VZ,,Zy € BC igin,
(Zy = Za) 35 = Za(ij) — Zogig)

c) VZ; € BC igin,

d) \V/Z1, Jy € BC i(;i]fl,



e) VZy = z1 + jz € BC igin,

Zl X Z(ZJ) = |Zl|2 + |ZQ|2 — 2Z]lm(212_2)

f) VZ, € BC,V¥\ € R igin,

(/\Zl)(ij) = /\Z(ij)

g) VZy,Zy € BC V) € R igin,

(AZ1 +A22) 15y = Ay + Aoy

Ispat: a) VZ,, Z, € BC icin,
7y =2z1+ jza ve Ly = z3+ jz4 € BC

olmak {izere;

(Z1+ Z2)ijy = [(z1+ jz2) + (23 + jza) )

- [(21 + ,23) + (zz + 24)j](ij)

= (21+23) — j(22 + 24)
= (71— =) + (7 — j7)

Z1(ij) + Z2ij)
elde edilir.

b) V72,7, € BC i¢in,

Z1 =21+ jJza ve Zy = z3+ jzg € BC
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olmak {izere;

(21— ZQ)(ij) = Z(ij) — Za(ij)

oldugu a sikkinda oldugu gibi benzer bir sekilde yapilabilir.

c) VZ, € BC igin,
Zy =21+ j2

olmak {izere;

= Z1— )%

m(zj) = n+jn=2,
oldugu goriiliir.
d) V7, Zs € BC igin,
7y =21+ jza ve Ly = z3+ jz4 € BC

olmak {izere;

(Z1 ® Z2)(Z-j) = [(21+jz) ® (23 + jz4>](ij)

= [(z123 — 2024) + j (2124 + 2223)](@')

= (2123 — 2224) — j(2124 + 2223)

= ZiZ3 — %7221 — J(Z1Z4 + Z223) (2.12)

Z1j) @ Zoujy = (71— jz) + (25 — j7a)

= Z123 — 2224 — J(Z124 + Z223) (2.13)

(2.12) ve (2.13) den;
(Z1® ZZ)(z‘j) = Z(ij) ® Z(ij)
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esitligi elde edilir.
e) VZ, € BC igin,
Zy=zn+jnveliy=a1—]%

olmak iizere;

gy = (s +jz). (71— j7)

71 ® Zy
= 2171 — j(z172 — Z122) + 2272

= |2+ |2|* - j(a% - 7ie)
elde edilir.

V21, 29 € C igin,

z1=a+1ibve zg=c+1id

karmagik sayilarimi kullanarak,

21Zz = (a+ib)(c—id) = ac+ bd +i(bc — ad)
Zizs = (a—1ib)(c+id) = ac+ bd + i(ad — be)
2073 — Z1za = 2i(bc — ad)

= 2iIm(z23)
esitliklerini elde ederiz. Buradan;
7y ® Zij) = 21" + |22 — 2ij Im(2 %)
oldugu goriiliir.

f) VA € R i¢in,
1 =21+ ]2 Ve Ly =23+ j2
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olmak tizere;

A2)ay = Azt Azj)g)

= 77— A\zg)
= Mz — 7))
= Mg

esitligi elde edilir.

g) VZl, Jy € BC igiﬂ,
Zy=2z1+ jJza ve Zy = 23+ jz4

olmak tizere;

()\Zl + )‘ZQ)(z‘j) = [()\2'1 + )\Zg]) + ()\23 o )\Z4j)](

i5)

= [(Az1 + Azg) + (A2 + Azaf)] )

= (Az1+Az) = j(Azz + Azg)
= Nz =A%) + (A% — Azaj)

= M) + Aagj)
elde edilir.

Teorem 2.2.4. 7@'); Z nin ¢ birimine gore eslenigini; 7(]-), Z nin j birimine gore

eslenigini; Z(Z-j), Z nin 1j birimine gore eglenigini gostermek tizere;
Z = 21 + ] Z9
bikompleks sayisi icin,

Zoy=m+jm 2y =n—j22Zuy=7—j%
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dir. Bu durumda asagidaki ¢zellikler saglanir.
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(o
N2

@
~—

,_h
N—
—
N
~
<5
=

OS]
~—r

/N

=
~—

VR

elde edilir.
b) VZ € BC ve Vz1, 2, € C igin,
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elde edilir.
c) VZ € BC ve Vzy, 2, € C igin,

Z )
(Z5)
(Z»)
elde edilir.
d) VZ € BC ve Vzy, z3 € C igin,
Z)
(Z(j)>(z])
(7(1)> (35)
elde edilir.
e) VZ € BC ve Vzy, z; € C igin,
Zj)
(7(1'3))(1)
(Zap)
elde edilir.
f)VZ € BC ve Vzy, 23 € C igin;
Z i)

I
—~
=0
<.
~
SN~—
—~
<
~

I
—
=
S,
~
SN—
—~
<
—

elde edilir.
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g) VZ € BC ve Vz1, 25 € C igin;

oldugu goriiliir.

h) VZ € BC ve Vzy, z, € C igin,

elde edilir.

i) VZ € BC ve Vz, 29 € C igin,

oldugu goriiliir.

22

n+im
7 — %
Zit iz

Zl+j22:Z

zZ1+j72

(71 — jz)
(21— j22)
(= Jz)g)

Zl+jZQIZ

Z1—J%2
(71 — J=2)
1t Jz2
T,
7tz

Zl+j22:Z



j) VZ € BC ve Vz, 25 € C igin,

elde edilir.

k) VZ € BC ve Vzi, 25 € C i¢in,

elde edilir.

23

21 — jZQ
Z1+ )%
(z1 + j2) ;)
R )

21 +j2’2:Z



1) VZ € BC ve Vz1, 23 € C igin,

elde edilir.
2.3. Bikompleks Sayilarin Modiil Ozellikleri

Tanmim 2.3.1. Bikompleks sayilarda reel modiil, ’ye bagh modiil, j’ye bagh modiil,

17’ye bagh modiil ve alternatif reel modiil olmak iizere beg farkli modiil tanimlanir.
a)Reel Modiil:

z1 = a + ib kompleks sayisinin modiilii,

21| = Va2 + b2
29 = ¢+ id kompleks sayisinin modiilii,

2| =V + d?

Z = z1 + jzo bikompleks sayisinin reel modiilii,

2l = \lalf + ]zl

1Z] = Va?+2+2+d?2cR
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seklinde elde edilir[8].

b) i’ye bagh modiil:
7 = z1 + jz3 bikompleks sayisinin i’ye bagl modiilii, Z = z; + jz5 bikompleks sayis1

ile Z'nin j’ye gore eslenigi olan;

2 = (%1 +j22)(j) =2 —J%

nin ¢arpimi ile;

Z]y = Z.Z4) = V Z + 2

Z)y = Va2 =0+ —d+2i(ab+ cd)

seklinde elde edilir[8].
c) j'ye bagh modiil:
7 = z1 + jz9 bikompleks sayisinin j’ye bagh modiilii; Z = z; + jzo bikompleks sayisi

ile Z’nin 7’ye gore eslenigi olan;
7(i) = (Zl ‘|‘j22)(i) =71+ 7%

nin carpimi ile;

2y, = Vel — | + 2Re(z1);

Zl;) = Va*+ b= —d?+2j(ac + bd)

seklinde elde edilir[8].

d) ij’ye bagh modiil:

7 = z1+ jz9 bikompleks sayisinin ¢;’ye bagh modiilii; Z = z1 + jzo bikompleks sayis1
ile Z'nin ij’ye gore eslenigi olan;

Zij) = (=1 + %) =72 — %
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nin ¢arpimi ile;

’Z|(ij) - 2'7(17')

= lal + 5l - 2in(x5)ij

= a2+ b+ 2+ d%+ 2ij(ad — be)

seklinde elde edilir[8].

e) Alternatif reel modiil:

Z bikompleks sayisi alternatif bir gekilde iki kompleks sayinin yardimiyla
i? = j2 = —1igin 21 = a+ib ve 2, = c+id kompleks sayilarin carpimindan Z = z;.2,
olarak elde edilmistir. Buradan Z = z;.z5 bikompleks sayisi i¢in alternatif bir reel

modiil z; = a + ib ve z5 = ¢ + id kompleks sayilarinin modiilleri sirasiyla
|21| = \/(I2+b2 |22| = \/02—|—d2

olmak iizere,

1Z| = |z1] . |22] = Va? + b2V + d?
seklinde elde edilir.
Teorem 2.3.1. Herhangi 7, 7,,7, € BC; Z(i), 7@), 7@]) ise sirasiyla 7, j ve
17 birimlerine gore eglenikleri olsun.Bu bikompleks sayilar i¢in agagidaki 6zellikler
saglanir.Z = 21 + jzo = a+ bi + cj + dij i¢in,
1 .Z®7(i) = 7(1-) ® 7
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4. 7 =21+ jzo = a + bi + ¢j + dij bikompleks sayisinin reel modiilii,

|Z] = |21|2—|— |2’2|2 =Va2+r+2+d2cR

dir.

5. Z = 2z1 + jzo = a+ bi + ¢j + dij bikompleks sayisinin ¢’ye bagh modiilii

Z) 5y = Va2 — b2 + 2 — & + 2i(ab + cd)

dir.

6. Z = z1 + jz2 bikompleks sayisinin j’ye bagl modiilii

|Z] ;) = Va? + b2 — & — & + 2j(ac + bd)

dir.

7. Z = 21 + jzo bikompleks sayisinin ¢5’ye bagh modiili,

| Z) iz = Va? + b2 + ¢ + d? + 2ij(ad — be)
dir.
8. Reel modiile gore |Z1.25| # |Z1| . |Z2|dur.

9. Reel modiile gore | Z|° + | Zo” = 1 (|21 + Zo* + |21 — Zo|?) dur.

— 2

[(Z1 + Zz)|?i) +[(Z1 — Z2)\?¢) dur
. .

10. ¢ modiiliine gore ]lefi) + ‘Z2|?¢) =

11. Reel modiiliine gore |Z| =0 < Z =0 dur.
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12. i modiiliine gore |Z1.22| ;) # |Z1] ;) - | Z2| ;ydar.
13.1Z] # 12y, 1 2] # |2 ;) ve |Z] # |Z] ;) dur.

14. 7€ BCveceCisec=cy+icy (c1,ce € R) olmak iizere,

Jc = ¢j
jej = c

1.c = ca

i.c # i.C
i.cit = ¢

1j.c = c.i1j
ij.c(if)* = ¢

egitlikleri saglanir.

15. Zyyi.Z = i(a® + b? — ¢ — d?) + 2ij(ac — bd)

16. Z(;y.i.Z = i(a® = b* + ¢ — d?) — 2(ab + cd)

17. Zjy.3. 2 = j(a* = b* 4+ & — d*) + 2ij(ab + cd)

18. Z;y.ij.Z =ij(a* — b* + * — d*) — 2j(ab + cd)

19. Zy.ij.Z = ij(a® + b? — & — d?) — 2i(ac + bd)

20. Zj).i.Z =i(a® +b* + 2 + d?) + 2 (be — ad)

21. Zijj.Z = j(a® + b* + ¢ + d?) + 2i(bc — ad)

22. Z(ij)ij.Z = ij(a® + b + ¢ + d?) + 2(ad — bc)
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Z+Zu  Z 402y
R

— Zwyd+ij.Zwi5  Zay—J.Zwd
4. Zg =? “]zw 94 | 20 ; )-J

25. Z =3 (i.2.0+ j.2.5)

2. Z+i.2.i+j.2.5+ij.2.ij =0

27. 7% # |Rez> + |Im 2| + 2|Re 2| . |Im 2|

28. (Z1-22) ) # (Z10) - (Z29)

29..(Z1.7y). 2y = Zy.(Za.Z3)

30. Z € BCise Z # 7(1) dir.Z € RiseZ = Z(i)dir.

3l.aeR, Z € BC igin aZ = Za dir.

ispat:

. Z=a+bi+cj+dij =a+bi+ j(c+di) =z + jzo olmak iizere,

7@) = znt+jn=71+jZ=(a—bi)+j(c—di)

= a—bi+cj—dij
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olmasindan yararlanarak,

Z®Zuy = (a+bi+cj+dij)(a—bi+cj— dij)
= a® —iab+ jac —ijad + iab — ib?
+ijbe + jbd + jac —ijbc + j3c
—ij%ed + ijad — i?jbd + ij%cd — i?2d?

= a® + b~ —d*+2j(ac + bd)
elde edilir.Diger yandan,

Zy®Z = (a—"bi+cj—dij)(a+bi+cj+ dij)
= a®+iab + jac + ijad — iab — i*b?
—ijbc + i%bd + jac + ijbe + j*c?
+ij%cd — ijad — i*jbd — ij%cd — i*j2d>

= a®+ b — & —d* +2j(ac + bd)

oldugu goriiliir.Dolayisiyla

seklindedir.

2. Z=a+bi+cj+dij=a+bi+ j(c+di) =z + jze olmak iizere,

Zyy=mn+jrn=22—jz=_(a+bi)—jlc+di)=a+bi—cj—dij
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tanimindan yararlanarak,

Z®@Zy = (a+bi+cj+dij)(a+bi—cj— dij)
= a® —iab— jac —ijad + iab + i*b* — ijbe
—jbd + jac + ijbc — j*c® — ij*cd
+ijad 4+ i2jbd — ij%cd — i%52d?

= a® b+ —d* +2i(ab+ cd)
oldugu goriiliir.Benzer sekilde, E(j) ® Z ifadesi hesaplandiginda,
23 ®Z=2® L
elde edilir.

3. Z=a+bi+cj+dij =a+bi+ j(c+di) =z + jz olmak iizere,

Zijy=n+Jjrn=72—jZ=(a—1ib)—jlc—id) =a—ib— jc+ijd

tanimindan yararlanarak,

Z®@Zu) = (a+bi+cj+dij)la—ib— jc+ijd)
= a® —iab — jac +ijad + iab — i*b* — ijbc
+i2jbd + jac — ijbc — j2c* + ij*cd
+ijad — i%jbd — ij%cd + i?j2d?

= a®+ b0+ +d* +2ij(ad — be)
benzer sekilde 7(2-]) ® Z ifadesi hesaplandiginda,
7(2‘]‘) RILI=7R 7(1‘]‘)

elde edilir
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4. Z =a+bi+ j(c+ di) = z1 + jz olmak iizere,

21 = a+ib=|z|=Va2+ b
29 = C+id:>|22|:vc2+d2

olur.

Z = z1 + jz, bikompleks sayisinin reel modiilii,

2l = \lalf + 2l

= Va2 +bB+2+d2eR

seklindedir.

5. Z = z; + jzo bikompleks sayisinin ¢’ye bagh modiilii, Z = z; + jzo bikompleks

sayist ile Z'nin j’ye gore eslenigi olan Z(j) = 27 — JZy nin ¢arpimi ile

Zley = \ZZgG) =V (a+bi+cj+dij)(a+bi— cj— dij)
= Va2 — b+ c2—d?+ 2i(ab+ cd)

seklinde elde edilir.

6. Z = z1 + jzo bikompleks sayisinin j’ye bagh modiilii, Z = z; + jzs bikompleks

sayist ile Z nin i’ye gore eslenigi olan 2(1-) = 71 + JZ3 nin carpimi ile

2l = \/Z-7u'>z\/\21|2—|Z2|2+2Re(zlz_z)j
= (a+bi+cj+dij)(a—bi+cj— dij)

= a2+ -2 —d?+2j(ac + bd)

seklinde elde edilir.

7. Z = z + jz3 bikompleks sayisinin ij’ye bagh modiilii, Z = 2z; 4+ jzo bikompleks
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sayisi ile Z nin ij’ye gore eslenigi olan 7(ij) = 71 — JZ3 nin ¢arpimi ile

= a2+ b+ 2+ d?+ 2ij(ad — be)

elde edilir.

8. Reel modiile gore

Zl = a1+Zbl+jC1+Zjd1:,21+j22:>|Zl|:\/Cl%"—b%‘i‘c%‘i‘d%

22 = a2+ib2+j62+ijd2223+j24$ |ZQ| = \/(I%—f‘b%‘i‘cg‘i‘d%
oldugundan,

Z1.Zy = (a1 +1iby + jei +ijdy) ® (ag + by + jeo + ijds)
= (ayas + ta1by + jajcy + ijards + ibjag
—b1by + ijbico — jbids + jeras +ijcrbe
—c1Co — ic1dy + ijdyags — jdibe — idyco + dids)
= (aag — biby — c1c0 + didy)
+i(a1by + byag — c1dy — dyas)
+j(a1cy — bida — cywy — diby)

+ij(ardy + bicy + c1by + dyag)
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ve

(alag — blbg — C1C + d1d2)2
+(a1b2 + b1a2 - Cldg — d1a2)2

2,2, =
+(a162 - b1d2 — ClWy4 — d1b2)2+
\ (aldg + b102 + Clbg -+ d1a2)2
|Zﬂ¢Zﬂ::f¢m%+@+wﬁ+d@m§+@+w€+d@

atai + a?bi + aic2 + a3d3
= +b2a2 + b2 + b3c2 + b2d3 + cAa’
+cibs + ds + dia3 + dibs + dics + did3

Boylece,
|21-Za| # | 21| - | 2|

oldugu goriiliir.

9. Z1 =ay1 +iby + je1 +1jdq, Zy = as + iby + jco + ijdy olmak iizere,

Reel modiile gore,

217 = al+bi+ ]+ di
2" = a3+ b5+ +ds
Zi+ 2" = a4+ b+ G+ A+ as+ b+ G+ db
+2 (ayaz + biby + asbs + aqby)
Zy — Zo]F = @+ +E+ P+ a2+ 02+ E+ d
—2 (ajag + bibs + agbs + asby)
Zi+ Zo)? + 120 — Zo]? = 2(al + 02+ +d}+ad+ b2+ cE+d3)
2 + |2, = %(|Zl+22|2+|Z1—Z2|2)

oldugu goriiliir.

10. Zl =ai + Zbl + jCl + ijdl, Zg = as + Zbg + jCQ + Zjdz olmak iizere,
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1 modiiliine gore;

|Zl|(i) = \/ZLZ(J‘) = \/a% — 03+ & — 3+ 2i(a1by + c1dy)

‘Z2|(z) = \/2272(3) = \/a% - b% + C% — d% + Qi(&zbg + ngg)
Ziliy + 1220y = @i =0l 4+ —di+a3— b5+ c5 —dj

—|—2i(a1b1 + Cldl + a262 + ngg)

Z1 + Z2 = a;+as+ Z(b1 + bg) +j(61 + CQ) + Zj(dl + dg)

(Zi+ D)y = (& +2) (2t Z),

= \/[al +as +i(by + 52)]2 +[c1+ ¢+ i(dy + d2)]2

(a1 + CL2)2 = (bl + 62)2 + Qi(al + &2)(b1 + bg)
\ ol (Cl + C2)2 — (d1 - d2)2 + 21 (Cl + CQ) (dl + dg)

a? + a3 + 2a1as — b3 — b3 — 2b1by
+c + 3+ 2c1c0 — di — d3 — 2dyds
+2i (a1b1 + a1by + agby + agbs)
\ +2i(c1dy + c1de + dica + +cads)

Z1 — Z2 = a1 — Qs -+ Z(bl — bg) +j(01 — 62) -+ Zj(dl — dg)

(al — a2)2 — (bl — b2)2 + (Cl — 62)2
(Z1 = Zo)|y = —(dy — dy)? + 2i(ay — ag)(by — by)
\ +21 (Cl - Cg) (dl — dg)

a? + a3 — 2a1ay — b — b2 + 2b,1by
+c2 + 2 — 2cic0 — A2 — d3 + 2dyds
+2i (a1b1 — a1ba — azby + asghy)
\ +2i(c1dy — c1dy — dycy + +cads)
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(Zy+ Zo)[§y + (21— 22)[F) = 203 + 203 — 2b% — 263 + +2c} + 23

—Zd% — 2d% + 42'(a1b1 + (lgbg + Cldl -+ Cng)
(2 + Zo) Gy + (21 = Z5)[

5 = aj+a3—b]—b3+c —di+c5—ds

—i—2i(a1b1 + a262 + Cldl + ngg)

(Z1+ Zo) [y + (21 = Z)[(;,
2

2 2
Z1[ Gy + [ 22y =

elde edilir.

11. Z; = a1 4+ by + jc1 + ijdy olmak tizere, ¢ modiiliine gore,

Zi| = \/a%+b%+c%+d$:():>zl:a%+b%+cf+d§:0
a; = blzclzdlz()

|Z1] = 0 2:=0
dir.

12. Zy = ay + by + jey +19dy, Zo = as + iby + jco + 1)do olmak iizere, ¢ modiiliine

gore,

|Zl|(z) = \/a% - b% + C% — d% + 2i(a1b1 + Cldl)

|ZQ|(Z') = \/a% - b% + C% - d% + 2i(a2b2 + ngg)
oldugundan,

Zl.Z2 = (a1a2 — blbz — C1Cy + dldz) + i(albg + blag — Cld2 — dlag)

+j(a102 — bldg — C1Wyq — dlbg) + ij(aldg + b162 + Clbg + dlag)
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[a1a2 — ble — C1C2 + d1d2 + i(ale + b1a2 — Cld2 — dlag)]2
|ZlZ2|(i) -

\ + [(CLlcg — b1d2 — C1Q9 — dlbg) —+ j(a1d2 + b102 + Cle + d1a2>]2

(CL16L2 — b1b2 — C1C2 + d1d2)2 — ((Zle — blaz — CldQ + d1a2)2

‘Z 7 ‘ +27:(CL102 — bldg + ci1a9 — dlbg) + ((1102 — b1d2 — C1G2 + d102)2
142y —
@ —(a1d2 — blcg — Clb2 + d1a2)2

\ +2i(a102 — b1d2 — C1a9 + dlcg)(aldg — b102 - Clbg + d1&2)

(arag — biby — c1co + dyds
+a1by — bray — cydy + dias)
(ayag + biby — 1o + dids
2125 ;) = —(a1by — brag + c1dsy + dicy)
+2i(a1ag + biby + cica + a1by
+bras — c1dy + dico + a1y — 2ads
—cras — diby + aydy + bica + c1bg + dyas)

a%a% — Cblbl(lgbg — a1C1A9Cy + a1d1a2d2

|Z 7 | —(I%Clgbg — albl&% + a101a2d2+
142 (%)
a1d1a202 — alblagbg + b%b%‘i‘

blcleCQ — bldlbgdg‘f‘

13. Z = ay +iby + jci + 1jdy olmak {izere,
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oldugu goriiliir.

—~
.
~

121y

1Z1i5)

|Z]

21+ J2

Z1+ %2

(a —ib) 4+ j(c —id) = a —ib+ jc —ijd
\/ZZ(]-) :\/z% + 22

V(a4 ib)? + (c +id)?

Va2 — b2+ 2 — d? + 2i(ab + cd)
\/Z.Z(i) = \/z% + 22
V(a+bi+cj+dij)(a —bi + cj — dij)
Va2 +b2 — 2 — d? + 2j(ac + bd)

V(a+bi+cj+dij)(a—bi — cj + dij)
Va2 4+ %+ e + d? + 2ij(ad — be)

|Z|(i) 2| # |Z|(j) ve |Z| # |Z|(ij)

14. i,j € BC,c € Cise c =1 + icy (c1,c2 € R) olmak iizere,

jc = j.(c1+ic)
= j.c1 +1jcy
= (a1 +icy).j

j.c = cj

esitligi elde edilir.Bu esitligi kullanarak;
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elde ederiz.Benzer olarak;

i.c=1(cy +icy) = icy —i%cy = icy — ¢y
ci=(c1+icy)i =1icy — ¢y

1.c = cC.

s = . o »2 o
i.c=1(cy —icg) =icy —i%ca = icy + ¢y

l. 1.C

)
N

i.ca* =1i(cp +ica) (—i) =1 + ¢

1.ci* =c

ij.c=1j(c1 +icg) = c1ij — jeo

cij = (c1+ica)ij = crij — jeo

1j.c = c.tj

ij.c(ij)* = ij (c1 +ica)ij = ij (c1if — caj) = €1+ cai = €
ij.c(ij)* =c

esitlikleri elde edilir.

15. Z =a+bi+cj+dij ve
Zy=xn+jzn=21+j%=(a—"0bi)+jlc—id) =a—ib+ jc—ijd

olmak iizere,

Zwi.Z = (a—ib+ jc—ijd).i. (a+bi+cj+ dij)
= (a+bi+cj+dij).(ia—b+ijc— jd)
= i(a* + b — & — d?) + 2ij(ac — bd)

oldugu goriiliir.
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16. Z =a+bi+cj + dij ve 7(]-) =a — bi 4+ ¢j — dij olmak iizere,

Zyi-Z

oldugu goriiliir.

(a = bi+cj — dij) i (a+ bi+ cj + dij)
ia®> — ab+ijac — jad

—ab — ib* — jbc — ijbd — ijac + jbc
+ic® — ed + jad + ijbd — ¢d — id?

i(a® — b* + 2 — d*) — 2(ab + cd)

17. Z = a+bi+cj+dij ve Z(jy = a+ bi — cj — ijd olmak iizere,

Zy3-Z

oldugu goriiliir.

(a+bi —cj—dij).j(a+bi+cj+ dij)
(a+bi —cj —dij) .(ja+ ijb — ¢ —id)
ja* + abij — ac —iad

+abij — jb® — ibc + bd + ac

+ibc + jc +ijed 4 iad — bd + ijed — jd?

jla® — b+ ¢ — d®) + 2ij(ab + cd)

18. Z = a+bi+cj+dij ve Z(jy = a+ bi — cj — dij olmak iizere,

Z ;i) 7

(a +bi — cj — dij) .ij (a + bi + cj + dij)
(a+bi — cj — dij) .(ija — jb —ic + d)
ija® — abj — aci + ad

—abj — ijb* + be + ibd

+iac — be +ijc® — jed

—ad — ibd — jed — ijd?

ij(a® — b* + & — d?) — 2j(ab + cd)
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oldugu goriiliir.

19. Z =a+bi+cj+dij ve
Zoy=z+jzn==21+31%=(a—0bi)+j(c—di)=a—bi+cj—dij

olmak iizere,

Zwij.2 = (a—bi+cj—dij).ij (a+bi+ cj+ dij)
= (a—bi+cj—dij).(ija—jb—ic+d)
= ija® — abj — aci + ad

+abj + ijb* — be — ibd — iac + be — ijc?
+jed — ad — ibd — jed — ijd?

= ij(a® +b* — & — d*) — 2i(ac + bd)
oldugu goriiliir.

20. Z = a+bi+cj+dij ve Zi;) = a— bi — ¢j + dij olmak iizere,

Zipi-Z = (a—bi—cj+dij).i(a+bi+cj+dij)
= (a—bi—cj+dij).(ia — b+ ijc — jd)
= ia® —ab+ ijac — jad + ab

+ib? + jbe + ijbd — ijac + jbe
+ic? — ed — jad — ijbd + cd + id?

= i(a® +b* + ¢ + d®) + 2j(bc — ad)

oldugu goriiliir.
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21. Z =a+bi+cj+dij ve 7(,-]-) = a — bi — ¢j + dij olmak iizere,

Zup-g-Z = (a—bi—cj+dij).j(a+bi+cj+ dij)
= (a—bi—cj+dij).(ja+ijb—c—id)
= ja® + abij — ac —iad — ijab

+jb? + ibc — bd + ac + ibc
+jc® +ijed — iad + bd — ijed + jd?

= j(a®+b* + & + d*) + 2i(bc — ad)
elde edilir.

22. Z=a+bi+cj+ dij ve Z(ij) = a — bt — cj + dij olmak {izere,

Zijyij.Z = (a—bi—cj+dij).ij (a+bi+ cj+ dij)
= (a—bi—cj+dij) .(ija — jb—ic+d)
= ija* — abj — iac + ad

+jab +ijb* — be — ibd + iac — be
+ijc? — jed + ad + ibd + jed + ijd?

= ij(a® +b* + & + d*) + 2(ad — be)
oldugu goriiliir.

23. Z =a+bi+cj+dij ve Z;) = a—bi + ¢cj — dij olmak iizere,

iZgyi = .2
= (=1)(a—bi+cj— dij)
= —a+bi—cj+dij
JZwg = 3°Za
= (=1)(a—bi+cj—dij)

= —a+bi—cj+dij
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ij.Zwi) = i°5%. 24
= 23
= a—bi+cj—dij
iZgd = ij.Z3
= (ij) (a — bi + ¢j — dij)

= ija+jb—ic—d
elde edilir.

Z = a+bi+cj+dij
Z+Zu = (a+bi+cj+dij)+ (a—bi+cj—dij)

Z—{—Z(i) = 2a+2jc
Z—i—?(i)

5 = a+jc

olarak bulunur.

Z+iZyi = (a+bi+cj+dij)+ (—a+bi—cj+ dij)
Z+iZga = 2ib+2ijd

Z+ 0.7
T()Z = ib+ijd

J =

2 2

elde edilir.
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24. Z =a+bi+cj+diy Ve_Z(i) =a — bi + ¢j — dij olmak iizere,

JZwJ+ij.Zaii = (a+bi—cj+dij)+ (a—bi+cj— dij)
j?(l)j +Zj?(z)lj

= a

Zay—jZw-d = (a—bi+cj—dij)— (a+bi—cj+dij)

olarak bulunur. Buradan,

esitligi elde edilir.

Zw-j = —2ib+2jc—2ijd

= —ib+jc—ijd

— ZyJ+ij. 200 Zay — §-Zw)-J
Z(A):J O O O B O

2 2

25. Z = a+ bi+ cj + dij olmak tizere,

i.Z.4 =1 (a+bi +cj+dij) = —a —ib— jc—ijd

§.Z.5 = j*(a+bi+cj+dij) = —a —ib— jc —ijd

esitligi elde edilir.

~1
7= (i.Zi+].24)

26. Z = a+ bi + cj + dij olmak tizere,

ij.2.4]
WA

j.Z.j

i25% (@ + bi + cj + dij) = a +ib+ jc + ijd
i2 (a +bi + cj +dij) = —a — ib — jc —ijd

3% (a+bi +cj +dij) = —a —ib — jc — ijd

Bu elde ettigimiz degerlerle Z = a + bi + ¢j + dij bikompleks sayisim taraf tarafa
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topladigimizda,
Z+4iZi+j.Zj+1ij.24j =0

esitligi elde edilir.

27.
Z=a+bi+cj+dij (Z € BC,a,b,c,d €R)

ve

Re(Z) =a,Im(Z) =ib+ jc+ijd

olmak iizere,

Re(Z2)]° = &% |[Im(Z)]> = b* + & + d* (reel modiile gore)
2Re(Z). Im(Z) = 2abi+ 2acj + 2adij
7 = 7.7

= (a+bi+cj+dij). (a+bi+cj+dij)

= (a® +iab+ jac +ijad + iab
—b* +ijbc — jbd + jac + ijbc
—c® —icd +ijad — jbd — icd + d?)

= (a® = b — A+ d?) + 2i(ab — cd)

+2j(ac — bd) + 2ij(ad + be)
esitligi elde edilir.
¢ modiiliine gore,

Im (2)> = (bi+ cj + dij) . (bi — cj — dij)
= —b® —ijbc + jbd + ijac
+c% +icd — jbd + icd — dP

= b+ —d®+ 2icd
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olur.

7 modiiliine gore,

Im (2)]* = (bi+cj+dij) . (—bi + cj — dij)
= —b* +ijbc+ jbd — ijbe
—c* +icd + jbd — icd — d?

= b - —d®>+2j5bd
elde edilir.
17 modiiliine gore,

Im (Z2)]* = (bi+cj+dij) . (—bi — cj + dij)
= —b* —ijbc + jbd — ijbc + & — icd + jbd + icd + d®

= =V’ 4+ +d* — 2ijbc
esitligi elde edilir.

Buradan Z2 # |Re z|* 4 [Im z|* + 2 |Re z| . [Im 2| dr.

46



28. Z1 = a1 +1iby + jou +ijdy, Zy = ag + ibs + jco + 1jdo olmak iizere,

Zy.2s

Zy.2s

(ay + byi + c1j + dyij) (ag + iby + jeo + ijds)
(arag + ia1by + jajco + ijards + ibjag

—b1by + 15b1co — jbrdy + jeras + ijcibo

—c109 — icydy 4 ijdiag — jdiby — idico + dyds)
(a1ag — biby — 10 + 24ds)

+i(aywg + bras — c1dy — dyas)

+j(arco — bydy — c1dy — dqbe)

+ij(a1d2 + blcg + Clbz -+ dlag)

elde edilir. Simdi de Z(i)z(i)ve (Z1.Z5) ;) ifadelerini elde edersek,

2

(Zl.Zg)

(Zl.Zg)

(4)

(@)

(@)

(a1 — by + jer —ijdy) (ag — by + jeo —ijdy)

= (alag — ’iCleQ + ja102 — ijaldg — ib1a2

—b1by —igbicy — jbidy + jeiag — ijciby — cico

+i01d2 — ijdlclg — jdlbg + idlcg + dldg)

= (a1a2 — biby — 109 + d1d2)

+i((11b2 + blag — Cldg — dlag)
+j(a162 — b1d2 — Cldg — dlbg)

+ij(a1d2 + b162 + Clbg + d1a2)

= (a1ag — biby + c1cp + didy)

—1 (a1b2 + b1a2 — Cldg — dlcg)
+j (CL162 — b1d2 + cra9 — d1b2>

—Zj (aldg + blcz + Clbg + Clldg)

#  Ziw)-Zag)
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29. Zy, Zy, Z3 € BC olmak iizere,

(Z1.Zy) = (Z3.7;) oldugundan,

(Z1.75).25 = Z1.(Zy.73)
oldugu goriiliir.
30. Z =a+ bi+ cj + dij olsun.
Zu =a—"bi+cj—dij
oldugundan Z € BC olursa (Z #* 7(,-)) olur.Eger Z € R olursa
Z = Z

elde edilir.
31. ke R, Z € BC igin,

Z = a+bi+cj+dij
k.Z = ka+ikb+ jkc+ijkd
Z.k = ak+ bk + jck +ijdk

k.Z = Zk

elde edilir.
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2.4. Bikompleks Sayilarin Reel Matris Gosterimi

Tanim 2.4.1. BC={Z | Z=a+bi+cj+dij| a,bec,d € R,i* = j*> = —1,ij = ji}
bir reel vektor uzayidir. BC nin bir baz {1,4, j,ij }dir. Bikompleks sayilarm reel

matris doniisimii T olmak {izere ;

T : BC— Hom(BC,BC)

Z — T(Z)=T,

doniigiimii VY € BC igin,

T, : BC— BC

Y o Ty(Y)=2Y

seklinde tanimlanir.Burada 7', bir lineer operatordiir.

V721, Zs, Z3 € BC i¢in, VX € R icin,

Ty (Za+ Zs) = Z1(Zs+ Z3)
= L1.Zy+ 2173
= Ty,(Zs) + Ty (Z3)
Ty (V) = Z0.(0\Zs)
= MNZ1Zs3)
= Ny, (Z3)

oldugundan T lineerdir. T'; lineer doniigiimiine karsilik gelen matris;

= Zl=a+bi+cj+dij
= Zi=-b+ia—jd+1ijc
= Zj=—-c—id+ ja+1ijb

= Zaj=d—1ic—jb+ija
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a —b —c d a —b —c d

b a —-d —c b a —-d —c
Ty = yadaTyz[lijij]=

¢c —d a b ¢c —d a b

d ¢ b «a d ¢ b a

bi¢iminde ifade edilir.

Tanim 2.4.2. 7, matrisine Z = a + bi + ¢j + dij bikompleks sayisinin Hamilton
operatorii denir. Simdi de T lineer déniigiimiinde {1,4, j,7j} bazinin elemanlarima
karsilik gelen matrisleri yazalim. Z =1=1+4+0:+ 05 + 07 i¢cin,a =1, b =0, ¢ = 0,

d = 0 degerleri yerine koyulursa,

o o O =
o O = O
—
&)

Z=1=0+1i+0j+0¢j igcina=0,b=1, c=0, d= 0 degerleri yerine koyulursa,

o O = O
o O
- o O O

o O

Z=7=040i+15j4+0ijicina=0,b=0, c=1, d=0 degerleri yerine koyulursa,

00 -1 0
oo o -1
]:

10 0 0

01 0 O
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Z=1ij=04+0i4+0j+ 115 igina=0,b=0, c=0, d=1 degerleri yerine koyulursa,

00 0 1
o0 -10
1) =
0 -1 0 0
1 0 0 0

olur.
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3 BIKOMPLEKS SAYILARIN KOMPLEKS MATRIiS GOSTERIiMi

Bu boliimde bikompleks sayilarin kompleks matris gosterimleri elde edilecektir.ilk

olarak Bikompleks sayilar kiimesini ele alalim. BC geklinde gosterilen bu kiime;
BC={Z=a+bi+cj+dij|abecdeR,i®=j*=-1ij=ji}

BC={Z=a+bi+j(c+di) |abcdeRi=j"=-1/ij=ji}
BC = {Z:zl —|—j22,21:a—i—ib,z2:c—|—id,z1,zgE(C,iQZjQ:—l,ij:ji}

olarak ifade edilebilir. Boylece BC,bikompleks sayilar ctimlesinin, C kompleks sayilar
tizerinde iki boyutlu bir vektor uzay: oldugu kolaylkla goriilebilir. Bu uzaymn bir

baz {1, j }dir.

Benzer sekilde; simdi de Z;, 7y € BC igin Z; = 21 + jzo ve Zy = 23 + jz4 olmak

lizere.

T : BC-— BC
Zl — T(ZI)ZTZl

1

ZQ — TZI(ZQ) :Zl.ZQ

lineer doniigiimiinden yararlanarak kompleks sayilar kiimesi tizerinde {1, j} bazina
baglh olarak tanimlanan Z bikompleks sayisinin matris gosterimi ve baz elemanlarina

karsilik gelen matrisleri buluruz.

ZQ =1 1Q111 TZl(l) = le = Zz1 +j22

ZQ = J IQIH TZl(j) = le = —29 —|—j21
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Bu elde edilen sonuglar siitun olarak matriste yazilirsa, T' lineer doniisiimiinde;

Z = z1 + jzo bikompleks sayisina karsilik gelen matris;

21 TRX2
7'Z1 =
22 2

olarak elde edilir.
T lineer doniigiimiinde {1, j} bazimin elemanlarina kargihk gelen matrisleri yazalim.

Z =1=1+4j01i¢in z; = 1, z, = 0,degerleri matriste yerine yazilirsa,

olur.{1, j} bazmn lineer doniigiim altindaki goriintiisii,

BC — BC
ZQ — TZ1 (Zg) = leg = Z2Z1
TZ1 (1) = Zi=27 + J%2

Ty, (j) = Z1j=r2n5—2

seklindedir.

Bikompleks sayilarin kompleks matris doniisiimii 7 olmak tizere,

Z =22+ jz € BC icin

T : BC— Hom(BC,BC)
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doniisiimii V23, Zs € BC igin Ty, (Zs) = Z1Z5 seklinde tammlanir. Burada tanim-
lanan T, , V75, Z3 € BC igin,

1) Tz, (Z2 + Z3) = Tz, (Z2) + Tz, (Z3)

ll) \V/ZQ, Z3 S BC,\V/QZ eC 1§1I1 TZ1 (I’ZQ) = ZL‘TZl (ZQ)

ozellikleri saglandigindan lineerdir. Bu doniisiime karsilik gelen matris,

Tz(1) = Z1=(z1+jz)1=21+]2

T7;(j) = Zj=(a1+jz)j=—2+jxn

oldugundan,
21 —2
Zz9 21
dir.
Burada 6zel olarak z; ve 2o kompleks sayilarini z; = a, 2o = b gibi bir reel say1

alirsak,

a —b
b a

T(2) =

elde ederiz. Bu ise Z = z; + jz, bikompleks sayisinin matris gosterimi olur.
Ayrica m x n tipindeki bikompleks matrislerin kiimesini M,,«, (BC) ile gosterecegiz.
A € M, ., tipindeki bikompleks matrisi A = A; + A,j formunda yazabiliriz. Burada

Al; A2 S Man (C) dir.

Teorem 3.1. A,B € M,, (BC) ve ,Ay Ay By, By € M,, (C).olmak iizere,
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Asagidaki ozellikler saglanir.

1) (A7) = (4"
2)a) (Ap) " = (A7)
b) (?)_1 = <A71>(j)
c) (A(ij))il = (A_l)(z])
3)a)AB() = Aw B

Ispat: 1) A=Ay + Ayj (A1 Ay € Myxy, (C)) olmak iizere,

1 - g -
AT = [(det Ar) (A1) +j (det A) (Az) 7]
detA1 .detA2

Afl

-1 -1
det A (A" +3J det A (42)

AT = (A + Ayj)" = AT + AT

T T
(AT)il _ (A{—FA;]')?I _ det Al det A2

-1 -1
= qotar A1) Higerar ()

-nN\T _ det Al _N\T .det A2 _\T
(A7) = det A (A7) +7 det A (457)
-n\T _ det Al 7\ —1 det AQ 7\ —1

detA = det AToldugundan,

_r det AT —1 .det AT —1
(A7) = qeear (A1) +igerar (42)

(a7)" = ()
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2)a) A=A+ Ayj (A1 Ay € My, (C)) olmak iizere,

Ay = A_1+_A_2j -
(A0 = e () i () 31
AT = ijtil( 0 ji?ti2( )
W = (G an) + 3G ()
(A Ne = ;;tj(; (A~ +j(f;t2j) (Ay)7"
@0 = qaas )+ () 32)
(3.1) ve (3.2) egitligini kullanarak
(Ae) ' =@Ag
elde ederiz.
b) A=A, + Ayj (A1, Ay € M,»,, (C)) olmak iizere,
Ay = A — Ayj
()™ = fa 0™ i (o)™ 33)
e (iietAl (A)) ,1+jdetA2 (A ),1
@ = (detA(] ) (dﬁtzj MQ)I)
o - () - (f ) e
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(3.3) ve (3.4) esitligini kullanarak,

elde ederiz.

c) A=A + Ayj (A1 Ay € M, (C)) olmak tizere,

Ay = Ai— Ay
_ det A, — 1 det Ay — -1
Ao = (A
. detA1 1 detA2 1
A7l = ———
det A (A) 437 det A (42)

det A r [ det A _
(AN, = (Ffll (4) 1) —j< etA2 (As) 1)

det A(z]) det A(U)
det Al — —1 . det Az —\ —1
A-1 _ _
A detA(m( ) ) ! (detA@a)( 2 )
det A, — 1 [ detAy — -1
A-1) . A _
T = () - (e )

elde ederiz.

3) A=Ay + Asj ve B = B+ Byj (A1, Az, By By € My, (C)) olmak iizere,
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AB = ABi+ A Byj+ B1Ayj — Ay By

AB(Z) = AlBl - A2B2 + (AlBQ + BlAg) j

= Ay + Ayj ve B= By + Byj

Ai By = ABi+ AByj+ BiAyj — A5,

Aw.Biy = A1Bi—A3By+ (A1By + BiA,) j

boylece,

ABg) = Aw B
esitligini elde ederiz.
b)

AB = AB +AByj+ BiAyj — A By
ABy = AiBy— AByj — BiAsj — AyDBy

y = A1— Ay Bjy=B1—Baj

S

A5 B = ABi— AByj— BiAyj — AyB,

(4

(3.7) ve (3.8) egitligini kullanarak,

ABg) = Ay By

elde ederiz.
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c) Z(ij) = A, — Ayj ve F(ij) = By — B,j olmak tiizere,

AB = AB+ A1 Byj+ BiAyj — Ay By

AB(”) = AlBl — A2B2 — (AlBQ + AgBl)j (39)
Aupy-Bujy = AiBi— A1Byj — A3Bij — A3By
Z(ij)-E(ij) = AB; — AyBy — (AlBg + AgBl)j (310)
seklindedir. (3.9) ve (3.10) esitligini kullanarak,
ABj) = Aqj Bugy
elde ederiz.
4) AT = AT + ATj ve BT = BI + BI'j olmak {izere,
A.B = AlBl + AlBQj + BlAQj — AQBQ
AB = AlBl — A2B2 + (AlBQ + AgBl)j
(A.B)" = BYAT - BIAY + (Bf AT + BT AY) j (3.11)
BTAT = BTAT + BT Alj + BT ATj — BT AT
BTAT = BIAT —BJA] + (B A] + B A}) j (3.12)
seklindedir. (3.11) ve (3.12) esitligini kullanarak,
(AB)" = BT AT
elde ederiz.
e 147 1—1J ) o )
Ornek: A = bikompleks katsayili matrisi ele alahm. A~! i hesap
147 1—7
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layalim.

i+ oi—ij T R I R .
A = = +J = A+ jA
14+i 1—j 14+i 1 0 -1

A = i—(i—1)=1ve |A|=—1
1 —
0 -1

L
Alll . .Z} Ayt =
—1—7 1

olur. A bikompleks katsayili matrisin determinantini hesaplayarak, A~ telde ederiz.

elde edilir.

Al = (@+7)Q—j)— 1 +40) (@ —ij) =2
4l 1 1 =1 y I —
2\ —1-4 i 0 —1
o M| 1S i
21 —1—4 i—j

Teorem 3.2. A, B € M,, (BC) ve Ay Ay By, By € M,,x,, (C) olmak iizere; agagi-

daki ozellikler saglanir.

Da) (Ay)" = (A7),

D) (Ay)" = (A7),

o) (Agp)" = (A7),

2)a) (AB)" = B*A" = (ABw)" = (Ba)" (Aw)"

b) (AB)" = B*A" = (AB;))' = (By)' (Ay)"
¢)(AB)" = B*A* = (ABu)" = (Buy) (Aup)

) (4) " = (4 = ((3)) = (@)
0 (4) =@ = (@) = ([@0,)

¢) (A*U)>_1 = (AN = <(A<iy))T> = ((A_l)m))T
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Ispat: 1) a) A= A, + Ayj (A, Ay € M, (C)) olmak iizere,

Ay = A+ Ay

(Ap)" = (@) = (&) (3.13)

AT = AT + AL

AN+ (AD)j= (&) — (&) j (3.14)

s
3
I

elde ederiz.

b) A= A; + Asj (A1, Ay € M, (C)) olmak iizere,
= A1 —Ayj

A
(Ag)" = (A" — (4" (3.15)

AT = AT + AT

(AN = () = (A2) (3.16)

seklindedir. (3.15) ve (3.16) esitligini kullanarak,

(%)T = (AT)(J')

elde ederiz.
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c) A=A+ Ayj (A1, Ay € My, (C)) olmak iizere,

(Aa)" = @A) = (Aaep) ' J (3.17)

- (A_2(ij))Tj (3.18)

(3.17) ve (3.18) esitligini kullanarak,

(A(ij))T = (AT)(ij)

elde ederiz.

2) A= Al + Agj, B = B1 + Bg] (A17 AQ, Bl, BQ € Man (C)) olmak ﬁ.ZGI'e,
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A= (Ag) = (A+ A&,
= (@) + @)

B* = (Bw) = (Bi+Baj),,
= (B) +(Ba)

= (@) + @)'5) (@) + (@)

+(B) (A1) - (B)" (&) (3.19)
AB = (A + Ayj) (B + Byj)

= A\By+ A1Byj + AB1j — Ay B

(AB)' = (ABg)

(A1B1+ A1 Byj + A3 By j — Asz)T
= (B) (4) +(B) (4)
+

(Ba) (A1) i - (B2) (&) (3.20)

bigimindedir. Buradan (3.19) ve (3.20) esitligini kullanarak,

" T N T T
(AB)" = (AB;) = B'A" = (Bw) (An)
elde ederiz.
b)

AB = (A1 4+ Agj) (B1+ Baj) = A1By + A1 Bsj + AyByj — Ay By

(AB)* = (ABg) = (A\B) — A\Byj — AyByj — AyBy)"
= (B)" (A)" — (B)" (A42)"J
—(B2)" (A1) j — (Ba)" (A2)" (3.21)
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A*
B*

B*A*

T
()

Bf — By j) (Al — A7)
B)" (A)" = (B)" (42)"

—(Ba)" (A1) — (B2)" (An)"

(3.21) ve (3.22) esitligini kullanarak,

elde ederiz.

(AB)" = (ABy)) = B'A" = (By)" (4y)

AB

(AB)”

A*

B*

B*A*

(A1 + Asj) (B1 + Baj)

AyBy + A1Byj + AyByj — AyBy
(4Buy)

(A8, — A,Byj — A,B1j — A, B,)
B) (A) - (B) (&)
~(B) (A) - (Ba) ()"
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Ap)" = (AT Aa) ) = (A — Agj) = AT -

(

= (By) = (Bi+Baj);, = (B1— Bj)' = Bf -
(
(

T (—/—\T

T

(3.22)

(3.23)

(3.24)



bi¢imindedir. Dolayisiyla (3.23)ve (3.24) esitligini kullanarak,

* T *A*
(AB) = (ABg;)) =B'A"=(By)) (Aw)

elde ederiz.

3) A= Al + Agj (Al, A2 € M,xn ((C)) olmak iuzere,
a)

I % (@)")" (3.25)
A% = ﬁeett;i; ()™ eritii( )"
Ay = ;;tj; (Al)_lﬂj;tzi (Ay) ™"
(@) = j;t(%); (@)
det (A3)" /T
sy ()
7
o) = iy (@
+J % ((A_2)T> B (3.26)
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(3.25) ve (3.26) esitligini kullanarak,

(40) ™ = (a7 = (@) = (@)

elde ederiz.

_det (Ay)"

Ay — Ay

(A)" = (A2)"j

det (Al)T T -1

—(— T < 1) ) —J — T
det (A;) det (A¢;)
det A1 -1 det A2

det A () +3J det A

det A r .
= (A1) =
det A(])

det (A;)"

— = ((A1)71)T -

det (4;)"
det (A;)"

e i ()

(3.27) ve (3.28) esitligini kullanarak,

elde ederiz.
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s

i)

s

Ly

elde ederiz.

— Ayj
(A)" - (4)"
—\T
det (Al) ((A_l)T) -1
— T
det (Agy))
det (A_g) — 7\ !
= (A3) (3.29)
det (Ap)" ( )
det A _ det A _
dZtAl( 0 ditA2<A2) 1
det A _ .det A _
de:A(-l-) (Al) 1 _]deiA(-%) (AQ) 1
] )
det A = det A -
de:A(-l-) (Al) 4 jde:A(?-) (A2) 1
] v
detA; —— -1 detAy —— 1
A — — (A
detA(m( 1) jdet A(Zj)( 2)
— T
det (Al) <(A_l)_1>T
det (Ag)
det (Ay —  _N\T
)
det (Agy)
det (A_l)T (—1)T) -1
— T
det (Agy)
det (A_g) — 7\ !
_ A 3.30
det (Ap)" (( 2 ) 30
* T -1 T
W) = ((A“'j)) ) - ((A_1><ij>)
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4 BIKOMPLEKS MATRISLERIN KOMPLEKS ADJOINT
MATRISLERI

Tanim 4.1. Herhangi A € M, , (BC) bikompleks matrisini A = A; + Asj bigi-

minde yazabiliriz. Burada Ay, Ay € M, y, (C)dir. Bir A = A; + Asj € M, ., (BC)
Ay Ay

bikompleks matrisine bir tek 2n x 2n tipindeki kompleks matrisi
—Ay Ay

kargilik gelir. Bu matrise A nin adjointi veya kompleks adjoint matrisi ad1 verilir ve

X 4 ile gosterilir.

e 24147 i—J
Ornek: A = J J matrisini ele alirsak, A matrisini,
y+1  i—j+ 2
d2x2
241 1 1 -1
A= +7J
1 i 1 —1+2
seklinde yazabiliriz. Buradan,
2+ 1 1 -1
1 1 1 142

XA =

L d4x4

matrisi elde edilir.

Teorem 4.1. A, B € M,, (BC) bikompleks matrisleri i¢in asagidaki ozellikler

saglanir.
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A sirasiyla iiniter, hermityen, veya normal matrisdir.

Ispat: 1)

0 1

A Ay
X1, =
—A, A
olur.Buradan
A Ay I, 0
X1, = = :[271
—A, A 0o I,

elde edilir.
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2) A=A, + Ayj ve B =By + Byj (A1, A3 B1By € M, (C)) olmak {izere,

XA

A+ B

XA+B

XA

XA T XB

A As
—Ay A
;41 + By) 4+ (Ay+ By) j
[ A 4B, A+ B
~Ay— By A+ By

(4.1)

Ay Ay B, B,
XB =
—Ay Ay —By B

A1 + Bl A2 + B2 (4 2)

—As — By A+ B

(4.1) ve (4.2) esitligini kullanarak,

elde ederiz.

3)

AB

AB

XAB

XAaXB

XA+B = XA T XB

(A1 + Azj) (B1 + Baj)
A1By + A1Byj + AyBij — Ay By

(AlBl — AQBQ) + (AlBQ + A2Bl)j

ABy — A3By  A1By + Ay By
—A1By — AsBy A1By — AyBy

Al AZ Bl B2
Ay A | | =B, B

A1By — AyBy  A1By + AyBy
—AlBQ — A2B1 AlBl — A2B2
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(4.3)ve (4.4) esitligini kullanarak,

XAB = XAXB

elde edilir.

4)
AATY = 1@[ A AZ]. B B2] — 1
—Ay A4 —-By B
S XaXar =1
& Xaxat (xa1) " =1 (xa) ™
& xal =1 (xa)"
& xa=(xa1)"
& (xa) = xam

5) A= Al + Agj (A17 1427 € Man (C))OISUH.

W = (_Am)T—(A_ﬁAzJ) = (@) + (&))"
(A" @)
Xag) = o (4.5)
A(1) __( 2>T (A1>T
A Ay - i i
Xa = = Xan = | —
__AQ Al _A2 Al
T Ay —A4,
= M) = | - — (4.6)
(%) |:A2 T

(4.5) ve (4.6)esitligini kullanarak,

XZ(@') # (XA)Z‘)

elde ederiz.
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6) x4 tiniter matris olsun.

(4.7) esitligini kullanarak,
A (@) = A (@) =T ve Ay (&) + 4, (&) =0 (4.8)
elde ederiz. Diger taraftan,

Ady = (A ) (@) + (&) 5)
Ady = A A) A (A) + (4 (A) + 4 (A)) J

oldugu goriiliir. Simdi (4.8) deki egitlikleri kullanarak,

A matrisini {initer matris elde ederiz.
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X 4 hermityen matris olsun.

A A ) (&))"
Xa = (X & 1 T = ( 1—) (—2)T
—Ay Ay — (A,
A4 = (&) =4 =4
A = (A) = Ay =4

A = A+ Asjve Ay = (&) + (&)
esitlikleri kullanarak ,
A= Afy.

A matrisini hermityen matris elde ederiz.

X 4 hormal matris olsun.

*

XA- (XA)(z‘) - (XA)E‘) XA

olur. Dolayisiyla,

A al @ @] [ @ @ |[a a
A @ @@ @] A

dir. Buradan,

(A + Aog) ()" + ()7 5) = ()" + (@) ) - (A1 + 4))
AAy = Aj.A

A matrisini normal matris elde ederiz.

Bu ispat benzer sekilde A bikompleks matrisinin j ve ij esleniklerine gore de yapilir.
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Teorem 4.2. A € M., (BC),A = A) + Asj (A1, Ay € M, (C)) bikompleks

matrisi icin agagidaki ozellikler saglanir.

1)AjveAs kompleks matrisleri pozitif (negatif) ortogonal matris ise

A bikompleks matrisi ortogonaldir

2)AyveAs kompleks matrisleri simetrik matris ise A bikompleks matrisi
simetriktir.

3)AiveAy kompleks matrisleri anti simetrik matris ise A bikompleks matrisi
anti simetriktir.

4)a)AveA; kompleks matrisleri hermityen matris ise A bikompleks matrisi

1 eslenigine gore hermityen matrisdir.

b) A;veA,; kompleks matrisleri hermityen matris ise A bikompleks matrisi

7 eslenigine gore hermityen matris degildir.

¢)AiveAs kompleks matrisleri hermityen matris ise A bikompleks matrisi

1j eslenigine gore hermityen matris degildir.

5)a)A;veA, kompleks matrisleri ters hermityen matris ise A bikompleks matrisi
¢ eslenigine gore ters hermityen matrisdir.

b)AiveAs kompleks matrisleri ters hermityen matris ise A bikompleks matrisi
J eslenigine gore ters hermityen matris degildir.

c)A;veA,; kompleks matrisleri ters hermityen matris ise A bikompleks matrisi

17 eslenigine gore ters hermityen matris degildir.
Ispat: 1) A;, A, ortogonal ise;

AT = ATt ve AT = A?
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dir.

det Al

det A
-1 -1 . 2 1
A  detA (A) 47 det A (42) (4.9)

AT = (A4 Ag))" = AT + AT

AT = AN+ AY (4.10)

Eger,
det Al det AQ

detA  detA

olursa (4.9) ve (4.10) esitligini kullanarak, A~ = AT olur.A bikompleks matrisi
ortogonal olur.

Eger yukaridaki esitlik saglanmazsa A bikompleks matrisi ortogonal olmaz.

2) Ap, Ay simetrik ise AT = A; ve AL = A, dir. Dolayisiyla;

AT = (A4 Ag)" = AT + AT
AT = A+ Ayj
AT = A

oldugundan A bikompleks matrisi simetriktir.
3) Ay, Ay anti simetrik ise AT = —A; ve AT = —A, dir. Dolayisiyla;

AT = (A + Ayt = AT + AT

AT = Ay - Ay
AT = - (A1 + Azj)
AT = —A

oldugundan A bikompleks matrisi anti simetriktir.
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4)
a) Aj, Ay hermityen matris ise (A_l(i))T = Ajve (A_g(l-))T = A, dir. Dolayisiyla;

A = A+Aj=A= A_l(i) + A_Q(i)j
—— \T = T .
(Aw) = (Aiw) + (Ae@) J
= A1+ Ayj

= A
oldugundan A bikompleks matrisi ¢ eslenigine gore hermityen matristir.

b) A;, Ay hermityen matris ise, (A_l(j))T = A ve (A_g(j))T = A, dir. Buradan;

—_— T .
(Ay) = (A)" = (42)"
= T

(Ay) # A

Dolayisiyla; jeslenigine gore A bikompleks matrisi hermityen matris degildir.

c) Ay, Ay hermityen matris ise (A_l(ij))T = A;ve (A_g(z-j))T = A, dir. Buradan;

A = A+ Aj= Auj = Ay — Aoy
_ T — T — T .
(Aep)” = (Aiw) — (A2m) J
(Aap)" # A

oldugundan A bikompleks matrisi ¢j eslenigine gore hermityen matris degildir.

76



5)
a) Aj, Ay ters hermityen matris ise (A_l(i))T = —A,ve (A_g(i))T = —A, dir.
A = A+ Ayj= Ay = A1+ Ayj
T — \T = T .
(Aa)" = (Aig) + () J
= —A; —Ayj
= —A

oldugundan A bikompleks matrisi ¢ eglenigine gore ters hermityen matristir.

b) Ay, Ay ters hermityen matris ise (A_l(j))T = —A; ve (A_Q(j))T = —A, dir.

A = A1+A2j:>Z(j):A1_A2j

Ap) = (A)" = (A)"j
= A+ Ayj
(Ay)" # -4

Buna gore j eglenigine gore A bikompleks matrisi ters hermityen matris degildir.
c) Ay, Ay ters hermityen matris ise (A_l(ij))T = —A; ve (A_g(ij))T = —A, dir.

A = A+ Aj = Auj) = Ay — Aoy
T —_ T —_ T .

(Aep)” = (Aiw) — (Aew) J

(Aap)" # —A

oldugundan 7j eslenigine gore A bikompleks matrisi ters hermityen matris degildir.

Ornek: A; ve A, simetrik matris olmak iizere,

11 142 0
Al = ve Ay =
1 — 0 —1
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matrislerini ele alalim.

) 1 1+2 0
A = A1+A2]: +]
1 — 0 —1
14+ 7 +17 1
A — J J
1 —i— 1]
AT 1+ 7+ 1
1 —i—1j

elde edilir. A = AToldugundan A bikompleks matrisi simetriktir.

Ornek: A; ve A, hermityen matris olsunlar.

1 — 0 1+
Alz VGAQZ
v 2 1—2 1

hermityen matrislerini ele alalim.

. 1 —1 . 0 1+:2
A = A+ Ay = +J
1 2 1—2 1
1 —i+j+ij
A JT
1+7—1) 247
elde edilir.
_ 1 i+j—1ij — T 1 —i+j+1
Ao = | S ve(Ae) = |
—t+j+iy 2+ 1+ —1 2+
_ 1 i+j—1j — T 1 —i+j+ij
Ay = o v (Aa) = .
—i+J+1 2+ t+7—1] 2+
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olur. A = (ﬁ(i))T oldugundan A matrisi 7 eglenigine gére hermityen matristir.

— 1 —i—J—1] — T
Ap=1 o jee(Ag) = ,
1—J 41 2—7 —i—j—1] 2—7

1 i—j+ij

olur. A # (Z(j))T oldugundan A matrisi j eglenigine gore hermityen matris degildir.

— 1 i—j+ij — \T 1 —i—J =]
Agy=1{ e Aw) = |
—1—7—1) 2—7 1—J+1 2—7

olur. A # (Z(ij))T oldugundan A matrisi 7j eslenigine gore hermityen matris

degildir.

Ornek: A; ve A, ortogonal matrislerini ele alalim.

2 1 2t —/b
Alz \/_ p VeAQZ ! \/_
—i V2 NG

olsun.

A = A+ A= +
—i V2 V5 2

V2+2ij i —/5j

A =
—i+V5j V2 +2ij
elde edilir.
A V2+2ij i—+/5j
i—V5bj V2+2ij
olur.
A 1 V2+42ij i—+/5j

W2 =250 | i VEj Vo)
AT # A~ oldugundan A bikompleks matrisi ortogonal degildir.

A bikompleks matrisinin ortogonal olmasi icin |A| = |A;| = | A2| olmas1 gerekirdi.
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Teorem 4.3. A € M, (BC) olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i) A nin tersi vardir.

i1) AX = 0 denkleminin bir tek ¢oziimii vardir.Bu ¢oziim sifirdir.

i1i) |x 4| # 0 dir.Yani x4 matrisinin tersi vardir.

iv) A matrisinin sifir 6zdegeri yoktur.Daha agik olarak eger baz1 A bikompleks
sayilar1 ve X # 0 bikompleks vektorleri igin AX = AX veya AX = X\ ise

A # 0 dir.

Ispat: (i) = (ii) Bu gerektirme agikardir.

(17) = (#i1) A = Ay + Agj, X = x1 + x97 olsun.A;, As kompleks matrisler ve zy, xo

kompleks siitun vektorleri olsun.

AX = (A1 + Agj) (21 + 22j)
AX = (A1.731 — AQZL’Q) + (A1x2 + Agxl)j
Alﬂj‘l — AQQIQ =0 ve A1$2 + A2.131 =0
Bu esitlikleri kullanarak asagidaki ifadeleri elde ederiz.

Alxl—Ang =0

—Alﬂfg—AgfL'l =0

Al A2 T
AX = 0 ancak ve ancak ) =0
_A2 A1 —XT9

T
XA-[£U1 —332} =0
AX =0

T
X4- [ T1 —To } = 0 seklinde tek bir ¢oztimii vardir. Boylece, x4 bir bikompleks

matristir ve x4 tersi alinabilirdir.
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(17) = (iv) A € M, x, (BC) olmak tizere AX = 0 olsun. A matrisinin sifir 6zdegere
sahip oldugunu kabul edelim. X # 0 bikompleks vektorii icin AX = AX egitligi
sifir 6zdegere sahiptir. Boylece AX = 0 ve X = 0 elde etmig oluruz. Simdi A sifir
ozdegere sahip olsun. Eger AX =0 = AX ise X =0 dur.

(17i) = (i) x4 tersi alinabilir bir bikompleks matris olsun,

A=A, + Asj ve B = By + Byj bikompleks matrislerini ele alalim.

Al AQ Bl BQ
XA = Ve Xp =
—A2 Al _B2 Bl
olmak iizere;
B, B, A Ay I 0
B, B, | | -4, A 0 1
BlAl — B2A2 =

BlAQ + BQAl == O

Bu egitlikleri kullanarak;

(BlAl - BQAQ) -+ (BlAQ + BQAl)j - [

ifadesini elde ederiz. B = By + Byj i¢in BA = I olur. Boylece A tersi alimabilir bir

bikompleks matristir.
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5 BIKOMPLEKS MATRISLERIN OZDEGERLERI

Tanim 5.1. A € M, (BC) ve A € BC olsun. Az = Az (Az = z)\) esitligi saglaniy-
orsa X vektorii A matrisinin bikompleks 6zvektorii, A da A matrisinin sol 6zdegeridir.
Sol 6zdeger kiimesini §; (A) = {\ € BC : Az = Az, = # 0}seklinde yaza

biliriz .Benzer sekilde sag dzdeger kiimesini de 6, (A) = {A € BC: Az = a2\, = # 0}

olarak gosterebiliriz.

Teorem 5.1. Eger A n x n tipinde bikompleks bir matris ise A nin sol ve sag

ozdegerleri esittir. Asagidaki sekilde ifade ederiz.

Ispat: A matrisinin sol zdegeri A olsun. z # 0 icin Az = Az olur. Herhangi bir

q # 0 bikompleks matrisi igin,

(qAg ") gz = (gAg ") qm

Agz = (g\g7 ') qz

seklinde A matrisini elde ederiz. 0 # ¢ € BC olsun. Kompleks matrisini ¢Aqg~*
qr =y = y1 + y2J seklinde yazabiliriz.

Ay = 119\~ ve Ays = yoghg™
Benzer sekilde sag ozdegeri ispatlayabiliriz.

Tanim 5.2. A € M, (BC) ve A matrisinin kompleks adjoint matrisi y 4 olsun.A

matrisinin determinantini |A| ve y 4 nin determinanti |y 4| olsun. Asagidaki esitlikler
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saglanir.

D)xa = |A].[A]]
i) x4l = |A].[4]]
iii) [x 4| # |A|"ZU|

Ornek: A = bikompleks matrisini ele alalim.
1] 1+
A bikompleks matrisinin determinantim hesaplarsak |A| = ¢ + j buluruz. Simdi ise

|Zl-|, ‘Ej|, ‘Zij} degerlerini elde edelim.

_ 1 0 _
A= = 4] =—i+
—1] —t+7
olur.
— 1 0 .
A; = . = }AJ| =1—
—ij 11—
bulunur.
1 0 o
Aij: N . . :>‘AU}:—’L—]
1] —1—]

elde edilir. Simdi de |A]. [4;

, |A] |45, |A]. |A;;| ifadelerini hesaplayalm.

AlL[A] = (i+))(=i+j)=—+52=0
AlL[A)] = ((+7) (-5 =-j"=0
Al Ay = G+5)(=i—j) == —ij —ij — j° =2 - 2ij

elde edilir. A matrisini,

A=A+ Ay = + J
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seklinde yazip x 4’y1 ve |x 4|’y1 hesaplayalim.

1 0 00
1 1
0 | i 1 '2
XA = =|x4=1] 0 1 0|=L =1"+1=0
0O 0 10 -1 4
-1 0 1
—1 =1 0 ¢
Buradan,
Ixal = ‘AHE|
Ixal = 14]|4;]
Ixal # 14]|Ay]

esitlikleri elde edilir.
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6 DUAL BIKOMPLEKS SAYILAR

6.1. Dual Bikompleks Sayilar ve Ozellikleri

Tanim 6.1.1.

A+ Bi+Cj+DijjA=a+ca*,B=b+¢eb*,C =c+ec*,D =d+ed*

7 =
ca,a*,b,b* c,c*,d,d* € R,i® =52 =—1

seklinde tanimlanan kiimeye dual bikompleks sayilar kiimesi denir.
7 = Zy1+eZy dual bikompleks sayis1 bikompleks sayilar kiimesinde tanimlanabilecegi

gibi reel sayilar kiimesinde de tanimlanabilir. Bunun icin Z;, Z5 bikompleks sayilar1

reel sayilar iizerinde,
Zi=a+bi+cj+dij,Zy =a" +bi+ )+ dij
seklinde ifade edersek,

Z = A+ Bi+Cj+ Dij
Z = (a+ea”)+ (b+eb")i+ (c+ec)j+ (d+ed)ij

Z = a+bi+cj+dij+e(a+ b1+ G+ dij)

elde ederiz.Dual bikompleks sayilar kiimesini;

7= {Z: Ty 4 ey | Zn, 7o € BC,e2 = 0,i2 = j2 = —1,ij :jz}
seklinde ifade edebiliriz.

Tanim 6.1.2. Dual bikompleks sayilar kiimesinin iki elemana,

7 =A+Bi+Cj+Dij, 7 = Z1+cZyve W = A+ Byi+Crj+Duij, W = W, +eWy
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(Zy, Za, W1, Wy € BC) olsun. Dual bikompleks sayilarda toplama islemi;

@ : Dpc X Dpc — Dpc

ZOW = (Zy1+eZy)+ (Wi +elh)
ZoW = (Z1+Wy) +e(Zy+Ws)

seklinde tamimlanir. Bikompleks sayilar toplama islemine gore kapaldir. iki bikom-
pleks sayimin toplami yine bir bikompleks sayidir. Ayrica (Dpc,+) ikilisi bir abel
gruptur. Buradaki etkisiz eleman sifir dual bikompleks sayisi (0,0, 0,0) siral

dortliistidiir.

Tanim 6.1.3. Dual bikompleks sayilarda skaler ile carpma islemi asagidaki sekilde
tanimlanir.

ve Yk € R i¢in skaler ile ¢arpma iglemi,
® :RaxDpc — Dpc

k® Z=kA+ kBi+ kCj + kDij

seklinde tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan dig islem;

Vo (Z+W) = koZ) +(koW);Yk e RVZ,W € Dyc
ik+1)0Z = (kOZ)+(t® Z);Yk,t € R,VZ € Dpc¢
i) (kt)©Z = kO (6 Z);Vk,t € RYZ € Dpe

V16O Z = ZNZe Dpe
ozelliklerine sahiptir.

{Dpc,®, R, +,.,®} sistemi bir reel vektor uzayidir. Bu uzayr Dpcile Dpcdeki &
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islemini kisaca ” + ”ile gosterecegiz.

Tanmim 6.1.4. Carpma islemi, ® : Dgc X Dgc — Dpc islemi agagidaki gibi tanim-

lanir. Buna gore;

ZQW = (Zy+¢eZy). (Wi +eWy) = (Z,.Wh) + e (Z,.Wo + Zy. W)

= (a+bi+cj+dij) (ay + bii + 1 + dqij)
+e((a+bi + ¢j + dij) (a7 + b + ¢ j + djij)
+ (a* 4+ b+ ¢+ d*ij) . (aq + bii + 1] + dyij))

= aaj; — bby — ccy + ddy + (aby 4+ bay — cdy — dey) i
+ (acy + bdy + ca; — dby) j + (ady + bey + cby — daq) ij
+e((aa; — bb] — cci +ddy + a*ay — b*by — "1 + d*dy)
+(ab] 4+ ba] — cdi — dci + a*by +b"ay — c*dy — d*¢q)i
+(ac; — bd; + ca] — db] + a*cy — b*dy + c*a; — d*by)j

+(ad] 4+ bel + b} + daj + a*dy + b ¢y + by + d*aq)ij)
elde edilir. Benzer gekilde WeZ hesaplandiginda ,

/—V\V/@)Z = <W1+8W2).(Zl+522)
W@Z = Wl.Zl+€(W1.Z2+W2.Zl>
Wl.ZQ = ZQ.Wl, WQ.Zl = Zl.WQ, Zl-Wl = Wl'Zl

oldugundan,

oldugu goriiliir. Dual bikompleks sayilarda ¢arpma isleminin degisme 6zelligi vardir.

Tanim 6.1.5.Dual bikompleks sayilar icin esitlik bagintisini;

7 = A+ Bi+Cj+Dijve W =A, + Byi+Cyj + Dyij
7 = We A=A, B=B,,C=C,,D=D,
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seklinde ifade edebiliriz.

Tanim 6.1.6. Dual bikompleks sayilarda eslenik kavrami ¢, j ve ¢j birimlerine gore

olmak tizere ii¢ farkh gekilde tanimlanir.

7 = A+ Bi+Cj+Dij

Z = (a+ea”)+ (b+eb")i+ (c+ec)j+ (d+ed)ij
Zu = (a+ea”)—(b+eb")i+ (c+ec)j— (d+ed)ij
Zw = (a—bi+cj—dij)+e(a*—bi+cj— dij)

Zy = Z(iy + a3

2)Z;y = (a+ea”)+ (b+eb*)i— (c+ec)j— (d+ed)ij

Zyy = (a+bi—cj—dij)+e(a”+b"i—cyj—dij)

Zgy = Zig) +eZa

3)Zuj) = (a+ea”)—(b+eb*)i— (c+ec)j+ (d+ed)ij
Zuj) = (a—=bi—cj+dij)+e(a”—b"i—c'j+dij)

Zajy = Zig) + €2a5)

Teorem 6.1.1. Dual bikompleks sayilar kiimesinin iki elemanz;

Z=A+Bi+Cj+Dij,Z =7y + s

ve

W = Ay + Byi+ Cyj + Dyij, W = Wy + eWs

(Z1, Zy, Wi, Wy € BC) olsun. (i) birimine gore eslenik agagidaki ozelliklere sahiptir.
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a)VZ W € Dpc igin (Z + W)(i) = Z(i) + W(i)

b)v
)

dVZ,W € Dyc igin (Z @ W),
e)VZ € Dpe, YA € Rigin AZ gy = AZ;

Z W € Dpc 1§1n (Z — /—Wv)(z) = 2(1) — W(z)
V7 € Dpgc icin <§(i)>(‘) —7

= Zu) @ W

ispat: a) 7 = Z + €y, W= Wi + eWy € Dpe olmak iizere,

dir.

(Z1 + €Z2) + (Wl + EWQ)
(Z14+Wh) +e(Zy+ Wa)
(Zl I W1> ais €(Z2 + Wg)

(Z1s) + Wip)) + € (Zogy + Wag)

b) Z = Zl -+ EZQ, W = Wl + €W2 < DB(C olmak iizere,

dir.

7-W =
7-W =

(Zy + eZs) — (W + W)
(Zl — Wl) +e (ZQ — Wg)

(Zl Wl) +€(ZQ — Wg)

= (Ziyy = W) + e (Zogy — Waqp))

= (Zig) +eZ2m) — (Wi +Wa)

Zuy —Wa
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¢) VZ € Dpc olmak iizere,

Ziy = Zig) + €22
<Z<z‘>)(i) = Zi) + <2
7 — Zi4ely =2

@) @)

dir.

Z & W = (Zl + €Z2) 5 (Wl + €W2) = (lel) +¢€ (Z]_.W2 + ZQ.Wl)

= (ZlWl)(z) +e€ (Z1W2(Z) + ZQW:[(Z))

= Ziy- W)+ (Zioy Wag) + Zay) W)

= (Ziw +eZ2i)) (Wi +eWag))

= Zu @ W

)

o
) - %
)

e) VZ € Dpc, VA € R igin,

)\Z = )\(Z1+EZ2)

(32) = 3@z,
(»2)

0
) o = Mo tet

= MZip +e2)
Teorem 6.1.2. Dual bikompleks sayilar kiimesinin iki elemani,

Z=A+Bi+Cj+Dij,Z =7 +cZy
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ve

(Zy, Zay, W1, Wy € BC) olsun. (j) birimine gore esglenik agagidaki 6zelliklere sahiptir.

W:Al+Bli+01j+D1ij,W:W1+€W2

CL)VZ, W € Dpc i¢in (2 + W)(])

=Zy + W

bIVZ,W € Dgc icin (Z — W)y = Zy — W)

)
¢\VZ € Dpe icin (

9 4y

A

e)VZ € Dy, VA€ Ricin (AZ) =AZ

()

ispat: a) 7 = Z + €y, W= Wi + eWsy € Dpce olmak iizere,

dir.

SIS
+ |+ | +
SN

N
+
=

(Zl + EZQ) + (Wl aF €W2)

(Z14+Wh) +e(Zy+ Ws)

(Zl + W1)(j) + 5(22 + WQ)(])

(Zi) + Wig)) + € (Zagg) + Way))

Zg + W
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b) Z = Zy + eZs, W = W, + eWs € Dpe olmak tizere,

Z-W = (Zi+eZs) — (Wi +eWs)

dir.

7 & W = (Z1 + €Z2) . (Wl + 6W2) = (Z1W1) +e€ (Zl.Wz + ZQ.Wl)

= ZyH W

dir.

Z—W = (Zl—W1>+€(ZQ—W2)
= (21 =W +e(Ze = Wa))

= (Zig) = W) +e (Zegy) — Wagy)

(Z1jy +eZazy) — (W) +eWagjy)

Z1() + eZaj)

Z1(j) + €Za;)

Z1+€Z2:Z

= (lel)(ﬂ) +ée (Zl.WQ(j) + Zg.Wl(j))
= Ziy Wi + e (Z1) Wag) + Zagy W)

= (Zig) +eZa)) (W) +eWagjy)
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e) VZ € Dpe, VA € R icin,

dir.

A (Zl + SZQ)

N2y + eZa()
M (Z1) + €2a5))

AZ ()

Teorem 6.1.3. Dual bikompleks sayilar kiimesinin iki elemana,

Z=A+Bi+Cj+Dij, Z=2721+¢Z

ve

W = Ay + Bii + C1j + Diij

W = Wy + eWsy (Zy, Zy, W1, Wy € BC) olsun. (ij) birimine gore eslenik agagidaki

ozelliklere sahiptir.

—

a) VZ, W € Dpc igin (Z + W)z = Z (ij) T W(m

b

Cc

)
)

VZ,W € Dpc igin (Z — W) = Zap — W
VZ € Dpgc icin <

) i)

d)VZ,W € Dpe i¢in (Z ® W)(ij) = Z(ij) ® Wi
e) VZ € Dpe, VA € R icin (AZ) o= A
ij
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ispat: a) 7 = Z + €y, W = Wi + eWsy € Dpe olmak iizere,

Z4+W = (Zi+¢eZs) + (W) +eWa)
_|._

Z+W = (Z1+Wi)+e(Zo+Wo)
(Z + W) W) = m(m +e(Z2 + Wa)
m(m = (Z(ij) + Wl(ij)) +e€ (Z(zj) + m(ij))
(Z n W) . Zrig) + €Zagi) + Wagg) + eWagyy)
(2 + W) o Zsy + W

dir.

Z-W = (Zy+eZ) — (Wy+eW)
Z—W = (Zl—W1>+€(ZQ—W2)

(Z - W) = (Z1 = W) iy + (2, — Wa)

(Z - W) W) = (%16 — Wigy) + ¢ (Zagigy — Wagip))
<Z - W) ) (Zij) + e Zai5) — (Whig) + €Wagip)
(Z - W) " Zap — Wy

dir.

¢) VZ € Dpye olmak iizere,

Zij) = Zi) + €22
(Zw) o = Dt e

(E(ij)) = Zl +€Zg = Z
(i)
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dir.
d) VZ, W € Dpc olmak iizere,

® W = (Z1 + €Z2) . (Wl + €W2) = (lel) +¢€ (Zl.WQ + ZQ.Wl)

(Z ) = (Z1.W1) ) + € (Z1.Wagy) + Z2.Whp)
(Z > = Ziay Wiy + € (Zran W) + Zay) Wiap)
(Z ® W) = (Zij) + e Zaip) Wigg) +eWaay)
(Z ® W) E(ij) ® W(Z‘j)

dir.
¢) VZ € Dpc, YA € R igin,

N = )\(Zl +€ZQ)

AZ) = MNZi+eZy)

(/\Z = M)+ ey
(27)

)\Z>(..) = M%) +¢2%5))
ij

dir.

Tanim 6.1.6. Dual bikompleks sayilarda modiil kavrami reel, 7, j ve ij birimlerine

gore olmak iizere dort farkli sekilde tanimlanir.

1) Reel modiill : Z = Z, +¢Z,(Z1, Z; € BC)

Zi = a+bi+cj+dij = |2 = Va?+ b2+ 2+ &
Zy = a"+bi+cj+dYig =2y = i/(a"‘)2 + (%) + (¢*)? + (d*)?

~ a® + b + A2+ d* + (a*)”
(z) = 2P+ |2 = A ( 2) eR

+ (b*)" + (¢*)" + (d¥)
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2) (i) ye gore modiil

(Zm

3) (j) ye gore modiil

Z.TZv(i)

‘Zu)
4) (17) 'ye gore modiil

2.7 i)

‘Z (i)

7 Zy = (a+bi+cj+dij +e(a* + b+ *j + d*ij))
(a+bi—cj—dij+e(a”+bi—c"j—dij))

a® — b* + 2abi + & — d* + 2cdi

+e(2aa* — 2bb* + 2cc* — 2dd*

+i(2ab" + 2a*b + 2cd” + 2¢*d))

V224 =\ 2T + 227

7 Zy = (a+bi+cj+dij + e(a* + b%i + ¢'j + d*ij))
(a—=bi+cj—dij+e(a”®—b"i+c'j—dij))

a® + b* + 2acj — & — d* + 2bdj

+e(2aa” + 2bb* — 2cc* — 2dd*

+j(2ac* + 2a*c + 2bd* + 2b*d))

\2/ Z.g(i) = \/Zl -Z(i) T 2822.72(i)

Z Zijy = (a+bi+cj + dij + e(a” + b + *j + d*ij))
(a —bi—cj+dij+e(a®—b"i—c"j+ d"ij))

a® + b* + 2adij + ¢ + d* — 2bcij

+e(2aa™ 4 2bb* + 2cc* + 2dd*

+ij(2ad* — 2b*c — 2bc* + 2a*d))

\2/ Z.Z(ij) = \/ZI'Z(ij) + 2€ZQ'Z(ij)

6.2. Dual Bikompleks Sayilarin Kompleks Matris Gosterimi

Bu boliimde dual bikompleks sayilarin matris gosterimi yapilacaktir.
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Dual Bikompleks sayilar ciimlesi,

Dpe = {Z:A+Bi+0j+Dij | A,BC,DGDR,52:O,i2=j2:—1,z‘j:ji}

H Z = (a+ea*) + (b+eb*)i+ (c+ec*)j+ (d+ed)ij |
BC =
a,be,deRe?=0,i =52 =—1,ij = ji

Z=a+bi+cj+dij+e(a*+ b5+ cj+dhig) = Zy + s,
Z1,Zy € C,i% =352 = —1,ij = ji

Dpe =

seklinde ifade edilebilir. D¢ nin bir baz {1,4, j,4j}dir. Dual bikompleks sayilarin

dual matris doniistimii olmak {izere;

T 4 DB(C — Hom(DB@,DBC)

doniisimii VY € BC igin,

T‘Z o DB(C — DB(C

Y — Ty(Y)=2Y

= (a+ea”)+(b+eb")i+ (c+ec)j+ (d+ed)ij

)

Ty (i) = Zi=(a+ea*)i— (b+eb*)+ (c+ect)ij— (d+ed)j
) = Zj=(a+ea")j+ (b+eb)ij— (c+ec*) — (d+ed)i
)

= Zij=(a+ea")ij— (b+eb*)j— (c+ec*)i+ (d+ed)

a+t+ea*t —b—eb*® —c—ec* d+ed*
b+eb* a+ea* —-d—ed* —c—ec*

c+ect —d—ed* a-+ea* —b—eb

d+ed* cHec* b+ eb* a+ea*
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a+ea* —b—eb* —c—ec* d+ed*

b+eb* a-+ea*® —d—ed* —c—ec*
710 z'j]z

c+ec® —d—ed® a+ea*® —b—eb*

d+ed* c+ect b+ eb* a+ea*

T7% lineer doniigtimiine karsihik gelen matristir.

I Dpc, bikompleks sayilarin ciimlesi, C kompleks sayilar iizerinde iki boyutlu vektor

uzayidir. Bu uzaymn bir bazi {1, j} dir.

Tz : BC — BC
W—>TZ</V[7>:Z/V[7:W§

W =1licin T;(1)=Z =X +jY
W = jicin Ty (j)=Z.j=Xj-Y

A —-B —-C D
X Y B A —-D -C
Ty = =
Y X cC -D A -—-B
D C B A
a —b —c d a* —=b* —c* d*
b a —-d —c b*  a* —-d* —c*
Ty = + e
¢c —d a b ¢ —-d* o -b*
d ¢ b a s c* b* a*
T; = Tz tETyz

6.3. Dual Bikompleks Matrislerinin Kompleks Adjoint Matris Gosterimi
Tanim 6.3.1. Herhangi Ae M, «n (Dpc) dual bikompleks matrisini A= A+cAr

bi¢iminde yazabiliriz. Burada A, A* € M, , (BC)dir.Bir A = A; + Ayj,
Ay, Ay € M, x,, (C) bikompleks matrisine bir tek 2n x 2n tipindeki
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Ay

X4 = 2 kompleks matrisi kargilik gelir.
—Ay Ay
A* = AT + Asj, AT, A5 € M, (C) bikompleks matrisine bir tek 2n x 2n tipindeki
Al A3 . .
Xar = kompleks matrisi karsilik gelir.
—A; A

A = (A1 +eA))+ (As+eAb)j

Al + 614){ Ag + EA;
Xi =
- (Ag+eAb) Al + A
A As A7 A3
X7 = +e
—Ay, Ay —A; Al

XA = XaTEXa

Teorem 6.3.1. AV, B e M,y (Dpc) dual bikompleks matrisleri igin agagidaki 6zel-

likler saglanir.

1)X1n = Iy,
2)Xis5 = XAt XB
3)Xip = XiXp
Ispat: 1)
1 0
I, = 1 =1, +0j = A + Ayj
0 1

buradan agagidaki esitligi yazabiliriz.

As+eAf Ay + A

X1, =
— (AQ -+ 814;) Al + EAT
olur. Buradan
Al + €AT AQ + 6/4; In 0
— (A +cAl) Al +eA; 0 I,
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elde edilir.

2)

A = (Al + EAT) + (Az + 6143)] (Al, AZA){’ A; < Man (C))

ve

B = (Bi+eB))+ (By+¢eB3)j (B, By, By, By € My (C))

olsun. Bu durumda,

Al —|—€A>{ AQ +€A;

Xi=
—(Ag+€AS) A +eA;
ve
Bl + c‘jBi|< B2 SF €B;
Xg =
—(By+¢eB;) By +eBy
oldugundan;

A+B = (A1+Bi+e(Al+B]))+(As+ By +e(A5+ B3)) j

Xi+B = .
- —Ay+ By +e (A5 + BY) Ay + By +e (Al + BY)

Al + 814){ A2 + EAS n Bl + €Bi( BQ + EB;

XitXg =
—(A2+€A§) A1+€A>{ _(B2+€B;> Bl—i‘é‘Bik
A+ By +¢e (A + BY) Ay + By + e (A5 + B3)

XitXg = (6.2)
— (A2 + By +e(A5+ B3)) A1+ Bi+¢(A] + BY)

elde edilir. (6.1) ve (6.2) esitligini kullanarak,

Xits = XiTXB

elde ederiz.
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A = (A +eA)+ (Ay+eA})j,B=(By+¢eB)+ (By+£B}) j
AB = ((A1+eA) + (Ay+ 245 §) ((By + Bl + (By + €B) )
A.B = ((A1+¢€A))(B1+eB]) — (Ay +eAs) (Bs + eB3))

+j ((Ag + €45) (By + €B7) + (A1 + €4}) (By + €B3))

[ (A 4+2A7) (Bi+eB) —  (As+2A;) (Bi+eBY) |
N (Ay + eA3) (By +eB3) + (A1 + A7) (By +¢B3) (6.3)
' — (Ay+eAS) (B, +By) (Ay +€A}) (By +eB7)
| H (A +eA]) (Bo+eB3)  —(Ax+e43) (Br +eB3)
- [ (A1 +eA;) As+eA} By +eBf By+¢eB;
<@ - (A +e43) (A +eA3) ] [ —(By+¢B;) By +¢ebBj
[ (A4 eAD) (ByteBl)  (AyteAy) (Bi+eBy) |
—(Ay +€A3)(By +eB;)  + (AL +¢eA]) (B +¢B3) (6.4)
— (Ag +eAS) (By +eBy) (A1 + eA3) (By +eBy)
| H (A +eA]) (Be+eB;)  — (A +e4)) (Ba+eB;)

(6.3) ve (6.4) esitligini kullanarak,

XA.B = XiXp

elde edilir.
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