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S·IMGELER VE KISALTMALAR

Bu çal¬̧smada kullan¬lm¬̧s baz¬simgeler ve k¬saltmalar, aç¬klamalar¬ile birlikte aşa¼g¬da

sunulmuştur.

Simgeler Aç¬klama

BC Bikompleks Say¬lar Kümesi

IBC Bikompleks Say¬lar Cebiri

� Bikompleks Say¬larda toplama i̧slemi


 Bikompleks Say¬larda çarpma i̧slemi

� Bikompleks Say¬larda d¬̧s i̧slem

Z(i) Bikompleks Say¬s¬n¬n i birimine göre eşleni¼gi

Z(j) Bikompleks Say¬s¬n¬n j birimine göre eşleni¼gi

Z(ij) Bikompleks Say¬s¬n¬n ij birimine göre eşleni¼gi

jZj Bikompleks Say¬s¬n¬n reel modülü

jZj(i) Z Bikompleks Say¬s¬n¬n i birimine ba¼gl¬modülü

jZj(j) Z Bikompleks Say¬s¬n¬n j birimine ba¼gl¬modülü

jZj(ij) Z Bikompleks Say¬s¬n¬n ij birimine ba¼gl¬modülü
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Tz Bikompleks Say¬lar üzerinde bir lineer dönüşüm

�Z Bikompleks Say¬lar¬n kompleks matris dönüşümü

�A A Bikompleks Matrisinin Kompleks Adjoint Matrisi

eZ Dual Bikompleks Say¬lar Kümesi

� eZ�
(i)

Dual Z Bikompleks Say¬s¬n¬n i birimine ba¼gl¬eşleni¼gi

� eZ�
(j)

Dual Z Bikompleks Say¬s¬n¬n j birimine ba¼gl¬eşleni¼gi

� eZ�
(ij)

Dual Z Bikompleks Say¬s¬n¬n ij birimine ba¼gl¬eşleni¼gi

��� eZ���
(i)

Dual Z Bikompleks Say¬s¬n¬n i birimine ba¼gl¬modülü

��� eZ���
(j)

Dual Z Bikompleks Say¬s¬n¬n j birimine ba¼gl¬modülü

��� eZ���
(ij)

Dual Z Bikompleks Say¬s¬n¬n ij birimine ba¼gl¬modülü

Mm�n (BC) Bikompleks say¬lar¬n matris gösterimi

� eZ Dual Bikompleks Say¬lar¬n dual matris dönüşümü

�l (A) A Bikompleks matrisinin sol özde¼ger kümesi

�r (A) A Bikompleks matrisinin sa¼g özde¼ger kümesi

� eA A Dual Bikompleks Matrisinin Kompleks Adjoint Matrisi
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1 G·IR·IŞ

Tarihi 1800�lü y¬llara dayanan bikompleks say¬lar ilk olarak 1892 de Corrada Segre

(Segre 1892) taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. Hem kuaterniyonlar hem de bikompleks

say¬lar¬n kümeleri kompleks say¬lar kümesinin bir genellemesi olup, asl¬nda bu iki

küme birbirinden farkl¬d¬rlar. Kuaterniyonlar, de¼gi̧smeli olmayan bir bölüm cebiri

oluştururken, bikompleks say¬lar, s¬f¬r bölene sahip olan de¼gi̧smeli bir halka oluştu-

rurlar. Bikompleks say¬lar, kuaterniyon cebirinin alt cebirlerinden biridir. Bikom-

pleks say¬lar uzay¬n¬n 4-boyutlu Euclid uzay¬na gömülebilir oldu¼gunu Segre (Segre

1892) gösterdi. Dolay¬s¬yla, bikompleks say¬lar¬n reel ve kompleks matris temsil-

leri, kuaterniyonlara benzer şekilde yap¬labilir. Kuaterniyonlar kümesinde de¼gi̧sme

özelli¼gi olmad¬¼g¬ndan sa¼gdan ve soldan çarp¬mlar sonucu farkl¬matrisler elde edilir.

Bikompleks say¬lar cebirinin özelliklerini geli̧stirmek amac¬ ile, C. Segre, trikom-

pleks say¬lar ve n-kompleks say¬lar¬ dikkate alm¬̧st¬r (Segre 1892). Price (Price

1991), bikompleks say¬lar¬n analizini çal¬̧sarak bu say¬lar¬ detayl¬ bir şekilde in-

celemi̧stir. 1893 de Sche¤ers (Sche¤ers 1893), tek de¼gi̧skenli kompleks fonksiyonlar¬n

bikompleks fonksiyonlara bir genelleştirmesini çal¬̧st¬. Bikompleks say¬larla ilgili

geli̧smelerin en çok kaydedildi¼gi y¬llar 1928-1940 y¬llar¬d¬r. Mesela, bu çal¬̧smalar-

dan baz¬lar¬için (Vignaux 1938, Scorza-Dragoni 1934) ve (Morin 1935) kaynaklar¬na

bak¬labilir. Özellikle Ringleb�in, 1933 de yazd¬¼g¬makalesinde (Ringleb 1933), bikom-

pleks de¼gi̧skenli analitik fonksiyonlarla tek de¼gi̧skenli kompleks analitik fonksiyonlar

aras¬ndaki ili̧skiyi vermesi sonucu, bu konudaki çal¬̧smalar h¬z kazanm¬̧st¬r. Üstelik

bikompleks cebir, son y¬llarda yayg¬n biçimde �zik ve matematik alan¬nda çal¬̧san-

lar¬n araşt¬rma konusu haline gelmi̧stir. Son y¬llarda baz¬araşt¬rmac¬lar bikompleks

say¬lar¬n cebirsel, geometrik, topolojik ve dinamik özelliklerini çal¬̧smaya başlad¬lar

(Rochon 2004, Hahn 1994,Vignaux 1938, Dimiev 2007). Ayr¬ca, bikompleks say¬lar

yard¬m¬yla, hiperkompleks fonksiyonlar¬n özellikleri de literatürde incelenmektedir

(Colombo 2011).

Bu tez çal¬̧smas¬nda ise bikompleks say¬lar¬n kuaterniyonlarla olan ilgisi gözönüne
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al¬narak bikompleks say¬lara kaŗs¬l¬k gelen reel , kompleks matrisler ve ayr¬ca kom-

pleks adjoint matrisleri ele al¬nm¬̧st¬r. Literatürde bikompleks say¬lar¬n özellikleri ve

matris gösterimleri ile ilgili bir çok yay¬n mevcuttur. Ancak bikompleks katsay¬l¬ma-

trisler ve özellikle bunlara kaŗs¬l¬k gelen kompleks adjoint matrisler ele al¬nmam¬̧st¬r.

Bu tezin amac¬, bu do¼grultuda tan¬m ve teoremler vermektir.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Bikompleks Say¬lar ve Özellikleri

Tan¬m 2.1.1

BC =
�
Z = z1 + jz2jz1; z2 2 C; j2 = �1

	
şeklinde tan¬mlanan kümeye bikompleks say¬lar kümesi denir. Z = z1 + jz2 bikom-

pleks say¬s¬kompleks say¬lar kümesinde tan¬mlanabilece¼gi gibi reel say¬lar kümesinde

de tan¬mlanabilir. Bunun için z1; z2 2 C kompleks say¬lar¬reel say¬lar üzerinde

z1 = a+ bi; z2 = c+ di

şeklinde tan¬mlan¬rsa bikompleks say¬lar kümesi;

BC =
�
Z = a+ bi+ cj + dij j a; b;c; d 2 R; i2 = j2 = �1; ij = ji

	
(2.1)

biçiminde de yaz¬l¬r[13].

Tan¬m 2.1.2. Bikompleks say¬lar kümesinin iki eleman¬Z1 = a1 + b1i+ c1j + d1ij

ve Z2 = a2 + b2j + c2j + d2ij olsun. Bikompleks say¬larda toplama i̧slemi;

� : BC�BC! BC

Z1 � Z2 = (a1 + a2) + i (b1 + b2) + j (c1 + c2) + ij (d1 + d2) 2 BC (2.2)

şeklinde tan¬mlan¬r.Bikompleks say¬lar kümesi toplama i̧slemine göre kapal¬d¬r. ·Iki

bikompleks say¬n¬n toplam¬ yine bir bikompleks say¬d¬r. Ayr¬ca (BC;�) ikilisi

bir abel gruptur. Buradaki etkisiz eleman s¬f¬r bikompleks say¬s¬ (0; 0; 0; 0) s¬ral¬

dörtlüsüdür[13].

Tan¬m 2.1.3 Bikompleks say¬larda skaler ile çarpma i̧slemi aşa¼g¬daki şekilde tan¬m-
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lan¬r.

Z = a+ bi+ cj + dij 2 BC

ve 8k 2 R için skaler ile çarpma i̧slemi

� : R�BC! BC

k � Z = ka+ kbi+ kcj + kdij

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu şekilde tan¬mlanan d¬̧s i̧slem;

i) k � (Z1 + Z2) = (k � Z1) + (k � Z2); 8k 2 R; 8Z1; Z2 2 BC

ii) (k + t)� Z = (k � Z) + (t� Z); 8k; t 2 R; 8Z 2 BC

iii) (k:t)� Z = k � (t� Z); 8k; t 2 R; 8Z 2 BC

iv) 1� Z = Z; 8Z 2 BC

(2.3)

özelliklerine sahiptir[13].

fBC;�;R;+; :;�g sistemi bir reel vektör uzay¬d¬r. Bu uzay¬IBC ile IBC deki �

i̧slemini k¬saca " + "ile gösterece¼giz.

Tan¬m 2.1.4 Çarpma i̧slemi, 
 : BC�BC! BC i̧slemi aşa¼g¬daki çarp¬m tablosu

ile tan¬mlan¬r.

 1 i j ij

1 1 i j ij

i i �1 ij �j

j j ij �1 �i

ij ij �j �i 1
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Buna göre;

Z1 
 Z2 = (a1 + b1i+ c1j + d1ij)
 (a2 + b2i+ c2j + d2ij) (2.4)

= (a1a2 + ia1b2 + ja1c2 + ija1d2 + ib1a2 � b1b2

+ijb1c2 � jb1d2 + jc1a2 + ijc1b2 � c1c2

�ic1d2 + ija2d1 � jb2d1 � ic2d1 + d1d2)

= (a1a2 � b1b2 � c1c2 + d1d2) + i(a1b2 + b1a2 � c1d2 � c2d1)

+j(a1c2 � b1d2 + c1a2 � b2d1) + ij(a1d2 + b1c2 + c1b2 + a2d1)

dir. Böylece bikompleks say¬lar aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.

a)8Z1; Z2 2 BC için

Z1 
 Z2 2 BC

oldu¼gundan bikompleks say¬lar kümesi çarpma i̧slemine göre kapal¬d¬r.

b)8Z1; Z2; Z3 2 BC için

Z1 
 (Z2 
 Z3) = (Z1 
 Z2)
 Z3

oldu¼gundan bikompleks say¬lar kümesinde çarpma i̧sleminin birleşme özelli¼gi vard¬r.

c)8Z1; Z2 2 BC için

Z1 
 Z2 = Z2 
 Z1

oldu¼gundan bikompleks say¬lar kümesinde çarpma i̧sleminin de¼gi̧sme özelli¼gi vard¬r.

d)8Z1; Z2 2 BC için

Z1 
 (Z2 � Z3) = (Z1 
 Z2)� (Z1 
 Z3)

(Z1 � Z2)
 Z3 = (Z1 
 Z3)� (Z2 
 Z3)
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oldu¼gundan bikompleks say¬lar kümesinde çarpma i̧sleminin toplama i̧slemi üzerine

da¼g¬lma özelli¼gi vard¬r.

Bu özelliklerle birlikte fBC;�;R;+; :;�;
g sistemi bir cebirdir. Bu cebire bikom-

pleks say¬cebiri denir ve k¬saca IBC ile gösterilir. Bu cebirin bir baz¬f1; i; j; ijgve

boyutu 4 dür.

Tan¬m 2.1.5 ·Iki bikompleks say¬;

Z1 = a1 + b1i+ c1j + d1ij ve Z2 = a2 + b2i+ c2j + d2ij olsun.

Bikompleks say¬lar için eşitlik ba¼g¬nt¬s¬;

Z1 = Z2 , a1 = a2; b1 = b2; c1 = c2; d1 = d2

şeklinde tan¬mlan¬r[1].

2.2.Bikompleks Say¬lar Eşlenik Özellikleri

Tan¬m 2.2.1. Bikompleks say¬larda eşlenik kavram¬ i, j ve ij birimlerine göre

olmak üzere üç farkl¬şekilde tan¬mlan¬r.

Z = a+ bi+ cj + dij

bikompleks say¬s¬;

z1 = a+ bi ve z2 = c+ di

kompleks say¬lar yard¬m¬yla;

Z = (a+ bi) + j (c+ di)

şeklinde düzenlenirse,

Z = z1 + jz2; j
2 = �1

şeklinde yaz¬labilir.
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Buna göre bikompleks say¬s¬n¬n i,j ve ij birimine göre eşlenikleri s¬ras¬yla Z(i), Z(j)

ve Z(ij) olmak üzere;

1. Z(i) = z1 + jz2 = z1 + jz2 (2.5)

= (a� bi) + j (c� di) = a� bi+ cj � dij

2. Z(j) = z1 + jz2 = z1 � jz2

= (a+ bi)� j (c+ di) = a+ bi� cj � dij

3. Z(ij) = z1 + jz2 = z1 � jz2

= (a� bi)� j (c� di) = a� bi� cj + dij

olarak tan¬mlanabilir[17].

Teorem 2.2.1. Bikompleks say¬larda (i) eşleni¼gi aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.

Z1; Z2 2 BC , z1; z2; z3; z4 2 C

Z1 = z1 + jz2 ve Z2 = z3 + jz4 2 BC

olmak üzere,

a) 8Z1; Z2 2 BC için

(Z1 + Z2)(i) = Z1(i) + Z2(i)

b) 8Z1; Z2 2 BC için

(Z1 � Z2)(i) = Z1(i) � Z2(i)

c) 8Z1 2 BC için �
Z1(i)

�
(i)
= Z1

d) 8Z1; Z2 2 BC için (Z1 
 Z2)(i) = Z1(i) 
 Z2(i)

7



e) 8Z1 = z1 + jz2 2 BC için; Z1 
 Z1(i) = jz1j2 � jz2j2 + 2j Re (z1z2)

f) 8Z1 2 BC;8� 2 R için (�Z1)(i) = �Z1(i)

g) 8Z1; Z2 2 BC için, 8� 2 R için (�Z1 + �Z2)(i) = �Z1(i) + �Z2(i) dir.

·Ispat: a) ·Iki bikompleks say¬,

Z = z1 + jz2 ve Z2 = z3 + jz4 2 BC

olsun.

(Z1 + Z2)(i) = (z1 + jz2) + (z3 + jz4)(i)

= (z1 + z3) + j (z2 + z4)(i)

= (z1 + z3)(i) + j (z2 + z4)(i)

(Z1 + Z2)(i) = z1 + z3 + j (z2 + z4)

= (z1 + jz2) + (z3 + jz4)

= Z1(i) + Z2(i):

elde edilir.

b) 8Z1; Z2 2 BC için

Z1 = z1 + jz2 ve Z2 = z3 + jz4

olsun.

(Z1 � Z2)(i) = Z1(i) � Z2(i)

oldu¼gu (a) ş¬kk¬ndaki gibi yap¬l¬r.

c) 8Z1 2 BC için,

Z1 = z1 + jz2

8



olmak üzere;

Z1(i) = z1 + jz2�
Z1(i)

�
= (z1) + j(z2)

= z1 + jz2

= Z1

elde edilir.

d) 8Z1; Z2 2 BC için,

Z1 = z1 + jz2 ve Z2 = z3 + jz4

olsun.

Z1(i) 
 Z2(i) = (z1 + jz2):(z3 + jz4)

= (z1 + jz2) (z3 + jz4)

= z1z3 � z2z4 + j (z1z4 + z2z3) (2.6)

(Z1 
 Z2)(i) = (z1 + jz2) : (z3 + jz4)(i)

=
h
(z1z3 � z2z4)(i) + j (z1z4 + z2z3)(i)

i
= z1z3 � z2z4 + j (z1z4 + z2z3) (2.7)

(2.6) ve (2.7) den

(Z1 
 Z2)(i) = Z1(i) 
 Z2(i)

elde edilir.

e) Z1 = z1 + jz2 2 BC için,

Z1(i) = z1 + jz2

9



olmak üzere;

Z1 
 Z1(i) = (z1 + jz2) (z1 + jz2)

= z1z1 + j (z1z2) + j (z2z1)� z2z2

= (z1z1 � z2z2) + j (z1z2 + z2z1)

Z1 
 Z1(i) = jz1j2 � jz2j2 + j (z1z2 + z2z1) (2.8)

elde edilir.

z1 = a+ ib 2 C ve z2 = c+ id 2 C olmak üzere;

z1z2 = (a+ bi) (c� di) = ac+ bd+ i(bc� ad)

z2z1 = (c+ id)(a� ib) = ac+ bd+ i(ad� bc)

elde edilir.

Buradan;

z1z2 + z2z1 = 2(ac+ bd) = 2Re(z1z2) (2.9)

oldu¼gu görülür.

(2.9) ifadesini (2.8) de yerine yazarsak;

Z1 
 Z1(i) = jz1j2 � jz2j2 + 2j Re(z1z2)

elde edilir.

f) 8Z1 = z1 + jz2 2 BC için ve 8� 2 R için

(�Z1)(i) = (�z1 + j�z2)(i) = �(z1 + jz2) = �Z1(i)

elde edilir.
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g) 8� 2 R için;

Z1 = z1 + jz2 2 BC ve Z2 = z3 + jz4 2 BC

olmak üzere,

(�Z1 + �Z2)(i) = [� (z1 + jz2) + � (z3 + jz4)](i)

= �(z1 + jz2) + �(z3 + jz4)

= �Z1(i) + �Z2(i)

elde edilir.

Teorem 2.2.2 Bikompleks say¬larda (j) eşleni¼gi aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.

8Z1 = z1 + jz2; Z2 = z3 + jz4 2 BC olmak üzere;

a) 8Z1; Z2 2 BC için,

(Z1 + Z2)(j) = Z1(j) + Z2(j)

b) 8Z1; Z2 2 BC için,

(Z1 � Z2)(j) = Z1(j) � Z2(j)

c) 8Z1 2 BC için,

(Z1(j))(j) = Z1

d) 8Z1; Z2 2 BC için,

(Z1 
 Z2)(j) = Z1(j) 
 Z2(j)
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e) 8Z1 = z1 + jz2 2 BC için,

Z1 
 Z1(j) = jz1j2 + jz2j2

f) 8Z1 2 BC;8� 2 R için,

(�Z1)(j) = �Z1(j)

g) 8Z1; Z2 2 BC ,8� 2 R için,

(�Z1 + �Z2)(j) = �Z1(j) + �Z2(j)

·Ispat: a) 8Z1; Z2 2 BC için,

Z1 = z1 + jz2 ve Z2 = z3 + jz4 2 BC

olmak üzere;

(Z1 + Z2)(j) = [(z1 + jz2) + (z3 + jz4)](j)

= [(z1 + z3) + (z2 + z4) j](j)

= (z1 + z3)� j (z2 + z4)

= (z1 � jz2) + (z3 � jz4)

= Z1(j) + Z2(j)

elde edilir.

b) 8Z1; Z2 2 BC için,

Z1 = z1 + jz2 ve Z2 = z3 + jz4 2 BC
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olmak üzere;

(Z1 � Z2)(j) = Z1(j) � Z2(j)

oldu¼gu a ş¬kk¬nda oldu¼gu gibi yap¬labilir.

c) 8Z1 2 BC için,

Z1 = z1 + jz2

olmak üzere,

�
Z1(j)

�
(j)

=
�
(z1 + jz2)(j)

�
(j)

= (z1 � jz2)(j)

= z1 � (�j)z2

= z1 + jz2

= Z1

oldu¼gu görülür.

d) 8Z1; Z2 2 BC için,

Z1 = z1 + jz2 ve Z2 = z3 + jz4 2 BC

olmak üzere;

(Z1 
 Z2)(j) = [(z1 + jz2)
 (z3 + jz4)](j)

= [(z1z3 � z2z4) + j (z1z4 + z2z3)](j)

= (z1z3 � z2z4)� j (z1z4 + z2z3) (2.10)

Z1(j) 
 Z2(j) = (z1 � jz2) + (z3 � jz4)

= (z1z3 � z1z4j � z2z3j � z2z4)

= (z1z3 � z2z4)� j(z1z4 + z2z3) (2.11)
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(2.10) ve (2.11) eşitliklerinden;

(Z1 
 Z2)(j) = Z1(j) 
 Z2(j)

elde edilir.

e) 8Z1 = z1 + jz2 2 BC için,

Z1(j) = z1 � jz2

olmak üzere,

Z1 
 Z1(j) = jz1j2 � jz2j2

Z1 
 Z1(j) = (z1 + jz2) : (z1 � jz2)

= z21 � z1z2j + z1z2j + z22

= jz1j2 + jz2j2

elde edilir.

f) 8� 2 R için,

Z1 = z1 + jz2 2 BC

olmak üzere,

(�Z1)(j) = �Z1(j)

(�Z1)(j) = (�z1 + �z2j)(j)

= �z1 � �z2j

= �(z1 + z2j)(j)

= �Z1(j)

elde edilir.
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g) 8Z1; Z2 2 BC ,8� 2 R için,

Z1 = z1 + jz2 ve Z2 = z3 + jz4 2 BC

olmak üzere;

(�Z1 + �Z2)(j) = [(�z1 + �z2j) + (�z3 + �z4j)](j)

= [(�z1 � �z2j) + (�z3 � �z4j)]

= �(z1 � jz2) + �(z3 � jz4)

= �Z1(j) + �Z2(j)

elde edilir.

Teorem 2.2.3. Bikompleks say¬larda (ij) eşleni¼gi aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.

8Z1 = z1 + jz2 ve Z2 = z3 + jz4 2 BC olmak üzere;

a) 8Z1; Z2 2 BC için,

(Z1 + Z2)(ij) = Z1(ij) + Z2(ij)

b) 8Z1; Z2 2 BC için,

(Z1 � Z2)(ij) = Z1(ij) � Z2(ij)

c) 8Z1 2 BC için,

(Z1(ij))(ij) = Z1

d) 8Z1; Z2 2 BC için,

(Z1 
 Z2)(ij) = Z1(ij) 
 Z2(ij)
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e) 8Z1 = z1 + jz2 2 BC için,

Z1 
 Z1(ij) = jz1j2 + jz2j2 � 2ijlm(z1z2)

f) 8Z1 2 BC;8� 2 R için,

(�Z1)(ij) = �Z1(ij)

g) 8Z1; Z2 2 BC ,8� 2 R için,

(�Z1 + �Z2)(ij) = �Z1(ij) + �Z2(ij)

·Ispat: a) 8Z1; Z2 2 BC için,

Z1 = z1 + jz2 ve Z2 = z3 + jz4 2 BC

olmak üzere;

(Z1 + Z2)(ij) = [(z1 + jz2) + (z3 + jz4)](ij)

= [(z1 + z3) + (z2 + z4) j](ij)

= (z1 + z3)� j(z2 + z4)

= (z1 � jz2) + (z3 � jz4)

= Z1(ij) + Z2(ij)

elde edilir.

b) 8Z1; Z2 2 BC için,

Z1 = z1 + jz2 ve Z2 = z3 + jz4 2 BC
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olmak üzere;

(Z1 � Z2)(ij) = Z1(ij) � Z2(ij)

oldu¼gu a ş¬kk¬nda oldu¼gu gibi benzer bir şekilde yap¬labilir.

c) 8Z1 2 BC için,

Z1 = z1 + jz2

olmak üzere;

Z1(ij) = z1 � jz2�
Z1(ij)

�
(ij)

= z1 + jz2 = Z1

oldu¼gu görülür.

d) 8Z1; Z2 2 BC için,

Z1 = z1 + jz2 ve Z2 = z3 + jz4 2 BC

olmak üzere;

(Z1 
 Z2)(ij) = [(z1 + jz2)
 (z3 + jz4)](ij)

= [(z1z3 � z2z4) + j (z1z4 + z2z3)](ij)

= (z1z3 � z2z4)� j(z1z4 + z2z3)

= z1z3 � z2z4 � j(z1z4 + z2z3) (2.12)

Z1(ij) 
 Z2(ij) = (z1 � jz2) + (z3 � jz4)

= z1z3 � z2z4 � j(z1z4 + z2z3) (2.13)

(2.12) ve (2.13) den;

(Z1 
 Z2)(ij) = Z1(ij) 
 Z2(ij)
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eşitli¼gi elde edilir.

e) 8Z1 2 BC için,

Z1 = z1 + jz2 ve Z1(ij) = z1 � j z2

olmak üzere;

Z1 
 Z1(ij) = (z1 + jz2) : (z1 � jz2)

= z1z1 � j(z1z2 � z1z2) + z2z2

= jz1j2 + jz2j2 � j(z1z2 � z1z2)

elde edilir.

8z1; z2 2 C için,

z1 = a+ ib ve z2 = c+ id

karmaş¬k say¬lar¬n¬kullanarak,

z1z2 = (a+ ib)(c� id) = ac+ bd+ i(bc� ad)

z1z2 = (a� ib)(c+ id) = ac+ bd+ i(ad� bc)

z1z2 � z1z2 = 2i(bc� ad)

= 2i Im(z1z2)

eşitliklerini elde ederiz. Buradan;

Z1 
 Z1(ij) = jz1j2 + jz2j2 � 2ij Im(z1z2)

oldu¼gu görülür.

f) 8� 2 R için,

Z1 = z1 + jz2 ve Z2 = z3 + jz4
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olmak üzere;

(�Z1)(ij) = (�z1 + �z2j)(ij)

= �z1 � �z2j

= �(z1 � z2j)

= �Z1(ij)

eşitli¼gi elde edilir.

g) 8Z1; Z2 2 BC için,

Z1 = z1 + jz2 ve Z2 = z3 + jz4

olmak üzere;

(�Z1 + �Z2)(ij) = [(�z1 + �z2j) + (�z3 + �z4j)](ij)

= [(�z1 + �z3) + j(�z2 + �z4j)](ij)

= (�z1 + �z3)� j(�z2 + �z4)

= (�z1 � �z2j) + (�z3 � �z4j)

= �Z1(ij) + �Z2(ij)

elde edilir.

Teorem 2.2.4. Z(i); Z nin i birimine göre eşleni¼gini; Z(j); Z nin j birimine göre

eşleni¼gini; Z(ij); Z nin ij birimine göre eşleni¼gini göstermek üzere;

Z = z1 + jz2

bikompleks say¬s¬için,

Z(i) = z1 + jz2; Z(j) = z1 � jz2; Z(ij) = z1 � jz2
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dir. Bu durumda aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r.

a)
�
Z(i)
�
(j)
= Z(ij)

b)
�
Z(i)
�
(ij)
= Z(j)

c)
�
Z(j)

�
(i)
= Z(ij)

d)
�
Z(j)

�
(ij)
= Z(i)

e)
�
Z(ij)

�
(i)
= Z(j)

f)
�
Z(ij)

�
(j)
= Z(i)

g)
��
Z(i)
�
(j)

�
(ij)
= Z

h)
��
Z(i)
�
(ij)

�
(j)
= Z

i)
��
Z(ij)

�
(j)

�
(i)
= Z

j)
��
Z(ij)

�
(i)

�
(j)
= Z

k)
��
Z(j)

�
(ij)

�
(i)
= Z

l)
��
Z(j)

�
(i)

�
(ij)
= Z

·Ispat: a) 8Z 2 BC ve 8z1; z2 2 C için,

Z = z1 + jz2

Z(i) = z1 + jz2�
Z(i)
�
(j)

= z1 � jz2

= Z(ij)

elde edilir.

b) 8Z 2 BC ve 8z1; z2 2 C için,

Z(i) = z1 + jz2�
Z(i)
�
(ij)

= z1 � jz2�
Z(i)
�
(ij)

= z1 � jz2�
Z(i)
�
(ij)

= Z(j)
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elde edilir.

c) 8Z 2 BC ve 8z1; z2 2 C için,

Z(j) = z1 � jz2�
Z(j)

�
(i)

= z1 � jz2�
Z(j)

�
(i)

= Z(ij)

elde edilir.

d) 8Z 2 BC ve 8z1; z2 2 C için,

Z(j) = z1 � jz2�
Z(j)

�
(ij)

= z1 + jz2�
Z(j)

�
(ij)

= Z(i)

elde edilir.

e) 8Z 2 BC ve 8z1; z2 2 C için,

Z(ij) = z1 � jz2�
Z(ij)

�
(i)

= z1 � jz2�
Z(ij)

�
(i)

= z1 � jz2�
Z(ij)

�
(i)

= Z(j)

elde edilir.

f) 8Z 2 BC ve 8z1; z2 2 C için;

Z(ij) = z1 � jz2�
Z(ij)

�
(j)

= z1 + jz2�
Z(ij)

�
(j)

= Z(i)

elde edilir.
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g) 8Z 2 BC ve 8z1; z2 2 C için;

Z(i) = z1 + jz2�
Z(i)
�
(j)

= z1 � jz2��
Z(i)
�
(j)

�
(ij)

= z1 + jz2��
Z(i)
�
(j)

�
(ij)

= z1 + jz2 = Z

oldu¼gu görülür.

h) 8Z 2 BC ve 8z1; z2 2 C için,

Z(i) = z1 + jz2�
Z(i)
�
(ij)

= (z1 � jz2)�
Z(i)
�
(ij)

= (z1 � jz2)��
Z(i)
�
(ij)

�
(j)

= (z1 � jz2)(j)��
Z(i)
�
(ij)

�
(j)

= z1 + jz2 = Z

elde edilir.

i) 8Z 2 BC ve 8z1; z2 2 C için,

Z(ij) = z1 � jz2�
Z(ij)

�
(j)

= (z1 � jz2)(j)�
Z(ij)

�
(j)

= z1 + jz2��
Z(ij)

�
(j)

�
(i)

= (z1 + jz2)(i)��
Z(ij)

�
(j)

�
(i)

= z1 + jz2��
Z(ij)

�
(j)

�
(i)

= z1 + jz2 = Z

oldu¼gu görülür.
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j) 8Z 2 BC ve 8z1; z2 2 C için,

Z(ij) = z1 � jz2�
Z(ij)

�
(i)

= (z1 � jz2)(i)�
Z(ij)

�
(i)

= z1 � jz2

= z1 � jz2��
Z(ij)

�
(i)

�
(j)

= (z1 � jz2)(j)��
Z(ij)

�
(i)

�
(j)

= z1 + jz2 = Z

elde edilir.

k) 8Z 2 BC ve 8z1; z2 2 C için,

Z(j) = z1 � jz2�
Z(j)

�
(ij)

= z1 + jz2��
Z(j)

�
(ij)

�
(i)

= (z1 + jz2)(i)��
Z(j)

�
(ij)

�
(i)

= z1 + jz2��
Z(j)

�
(ij)

�
(i)

= z1 + jz2 = Z

elde edilir.
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l) 8Z 2 BC ve 8z1; z2 2 C için,

Z(j) = z1 � jz2�
Z(j)

�
(i)

= (z1 � jz2)(i)

= z1 � jz2��
Z(j)

�
(i)

�
(ij)

= (z1 � jz2)(ij)��
Z(j)

�
(i)

�
(ij)

= z1 + jz2��
Z(j)

�
(i)

�
(ij)

= z1 + jz2 = Z

elde edilir.

2.3. Bikompleks Say¬lar¬n Modül Özellikleri

Tan¬m 2.3.1. Bikompleks say¬larda reel modül, i�ye ba¼gl¬modül, j�ye ba¼gl¬modül,

ij�ye ba¼gl¬modül ve alternatif reel modül olmak üzere beş farkl¬modül tan¬mlan¬r.

a)Reel Modül:

z1 = a+ ib kompleks say¬s¬n¬n modülü,

jz1j =
p
a2 + b2

z2 = c+ id kompleks say¬s¬n¬n modülü,

jz2j =
p
c2 + d2

Z = z1 + jz2 bikompleks say¬s¬n¬n reel modülü,

jZj =
q
jz1j2 + jz2j2

jZj =
p
a2 + b2 + c2 + d2 2 R
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şeklinde elde edilir[8].

b) i�ye ba¼gl¬modül:

Z = z1+ jz2 bikompleks say¬s¬n¬n i�ye ba¼gl¬modülü, Z = z1+ jz2 bikompleks say¬s¬

ile Z�nin j�ye göre eşleni¼gi olan;

Z(j) = (z1 + jz2)(j) = z1 � jz2

nin çarp¬m¬ile;

jZj(i) =
q
Z:Z(j) =

q
z21 + z

2
2

jZj(i) =
p
a2 � b2 + c2 � d2 + 2i(ab+ cd)

şeklinde elde edilir[8].

c) j�ye ba¼gl¬modül:

Z = z1+ jz2 bikompleks say¬s¬n¬n j�ye ba¼gl¬modülü; Z = z1+ jz2 bikompleks say¬s¬

ile Z�nin i�ye göre eşleni¼gi olan;

Z(i) = (z1 + jz2)(i) = z1 + jz2

nin çarp¬m¬ile;

jZj(j) =
q
Z:Z(i)

jZj(j) =

q
jz1j2 � jz2j2 + 2Re(z1z2)j

jZj(j) =
p
a2 + b2 � c2 � d2 + 2j(ac+ bd)

şeklinde elde edilir[8].

d) ij�ye ba¼gl¬modül:

Z = z1+jz2 bikompleks say¬s¬n¬n ij�ye ba¼gl¬modülü; Z = z1+jz2 bikompleks say¬s¬

ile Z�nin ij�ye göre eşleni¼gi olan;

Z(ij) = (z1 + jz2)(ij) = z1 � jz2
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nin çarp¬m¬ile;

jZj(ij) =
q
Z:Z(ij)

=

q
jz1j2 + jz2j2 � 2 Im(z1z2)ij

=
p
a2 + b2 + c2 + d2 + 2ij(ad� bc)

şeklinde elde edilir[8].

e) Alternatif reel modül:

Z bikompleks say¬s¬alternatif bir şekilde iki kompleks say¬n¬n yard¬m¬yla

i2 = j2 = �1 için z1 = a+ib ve z2 = c+id kompleks say¬lar¬n çarp¬m¬ndan Z = z1:z2
olarak elde edilmi̧stir. Buradan Z = z1:z2 bikompleks say¬s¬için alternatif bir reel

modül z1 = a+ ib ve z2 = c+ id kompleks say¬lar¬n¬n modülleri s¬ras¬yla

jz1j =
p
a2 + b2 jz2j =

p
c2 + d2

olmak üzere,

jZj = jz1j : jz2j =
p
a2 + b2:

p
c2 + d2

şeklinde elde edilir.

Teorem 2.3.1. Herhangi Z;Z1; Z2 2 BC; Z(i); Z(j); Z(ij) ise s¬ras¬yla i, j ve

ij birimlerine göre eşlenikleri olsun.Bu bikompleks say¬lar için aşa¼g¬daki özellikler

sa¼glan¬r.Z = z1 + jz2 = a+ bi+ cj + dij için,

1 .Z 
 Z(i) = Z(i) 
 Z

2. Z(j) 
 Z = Z 
 Z(j)

3. Z(ij) 
 Z = Z 
 Z(ij)
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4. Z = z1 + jz2 = a+ bi+ cj + dij bikompleks say¬s¬n¬n reel modülü,

jZj =
q
jz1j2 + jz2j2 =

p
a2 + b2 + c2 + d2 2 R

d¬r.

5. Z = z1 + jz2 = a+ bi+ cj + dij bikompleks say¬s¬n¬n i�ye ba¼gl¬modülü

jZj(i) =
p
a2 � b2 + c2 � d2 + 2i(ab+ cd)

d¬r.

6. Z = z1 + jz2 bikompleks say¬s¬n¬n j�ye ba¼gl¬modülü

jZj(j) =
p
a2 + b2 � c2 � d2 + 2j(ac+ bd)

d¬r.

7. Z = z1 + jz2 bikompleks say¬s¬n¬n ij�ye ba¼gl¬modülü,

jZj(ij) =
p
a2 + b2 + c2 + d2 + 2ij(ad� bc)

d¬r.

8. Reel modüle göre jZ1:Z2j 6= jZ1j : jZ2jd¬r.

9. Reel modüle göre jZ1j2 + jZ2j2 = 1
2

�
jZ1 + Z2j2 + jZ1 � Z2j2

�
d¬r.

10. i modülüne göre jZ1j2(i) + jZ2j
2
(i) =

j(Z1 + Z2)j2(i) + j(Z1 � Z2)j
2
(i)

2
d¬r.

11. Reel modülüne göre jZj = 0, Z = 0 d¬r.
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12. i modülüne göre jZ1:Z2j(i) 6= jZ1j(i) : jZ2j(i)d¬r.

13. jZj 6= jZj(i) ; jZj 6= jZj(j) ve jZj 6= jZj(ij) d¬r.

14 . j 2 BC ve c 2 C ise c = c1 + ic2 (c1; c2 2 R) olmak üzere,

j:c = c:j

j:c:j = c

i:c = c:i

i:c 6= i:c

i:c:i� = c

ij:c = c:ij

ij:c(ij)� = c

eşitlikleri sa¼glan¬r.

15. Z(i):i:Z = i(a2 + b2 � c2 � d2) + 2ij(ac� bd)

16. Z(j):i:Z = i(a2 � b2 + c2 � d2)� 2(ab+ cd)

17. Z(j):j:Z = j(a2 � b2 + c2 � d2) + 2ij(ab+ cd)

18. Z(j):ij:Z = ij(a2 � b2 + c2 � d2)� 2j(ab+ cd)

19. Z(i):ij:Z = ij(a2 + b2 � c2 � d2)� 2i(ac+ bd)

20. Z(ij):i:Z = i(a2 + b2 + c2 + d2) + 2j(bc� ad)

21. Z(ij):j:Z = j(a2 + b2 + c2 + d2) + 2i(bc� ad)

22. Z(ij):ij:Z = ij(a2 + b2 + c2 + d2) + 2(ad� bc)

28



23. Z =
Z + Z(i)

2
+
Z + i:Z(i):i

2

24. Z(i) =
j:Z(i):j + ij:Z(i):ij

2
+
Z(i) � j:Z(i):j

2

25. Z = �1
2
(i:Z:i+ j:Z:j)

26. Z + i:Z:i+ j:Z:j + ij:Z:ij = 0

27. Z2 6= jRe zj2 + jIm zj2 + 2 jRe zj : jIm zj

28. (Z1:Z2)(i) 6=
�
Z1(i)

�
:
�
Z2(i)

�
29..(Z1:Z2):Z3 = Z1:(Z2:Z3)

30. Z 2 BC ise Z 6= Z(i) d¬r.Z 2 R iseZ = Z(i)dir.

31. a 2 R , Z 2 BC için aZ = Za d¬r.

·Ispat:

1. Z = a+ bi+ cj + dij = a+ bi+ j(c+ di) = z1 + jz2 olmak üzere,

Z(i) = z1 + jz2 = z1 + j:z2 = (a� bi) + j (c� di)

= a� bi+ cj � dij
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olmas¬ndan yararlanarak,

Z 
 Z(i) = (a+ bi+ cj + dij)(a� bi+ cj � dij)

= a2 � iab+ jac� ijad+ iab� i2b2

+ijbc+ jbd+ jac� ijbc+ j2c

�ij2cd+ ijad� i2jbd+ ij2cd� i2j2d2

= a2 + b2 � c2 � d2 + 2j(ac+ bd)

elde edilir.Di¼ger yandan,

Z(i) 
 Z = (a� bi+ cj � dij)(a+ bi+ cj + dij)

= a2 + iab+ jac+ ijad� iab� i2b2

�ijbc+ i2bd+ jac+ ijbc+ j2c2

+ij2cd� ijad� i2jbd� ij2cd� i2j2d2

= a2 + b2 � c2 � d2 + 2j(ac+ bd)

oldu¼gu görülür.Dolay¬s¬yla

Z 
 Z(i) = Z(i) 
 Z

şeklindedir.

2. Z = a+ bi+ cj + dij = a+ bi+ j(c+ di) = z1 + jz2 olmak üzere,

Z(j) = z1 + jz2 = z1 � jz2 = (a+ bi)� j(c+ di) = a+ bi� cj � dij
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tan¬m¬ndan yararlanarak,

Z 
 Z(j) = (a+ bi+ cj + dij)(a+ bi� cj � dij)

= a2 � iab� jac� ijad+ iab+ i2b2 � ijbc

�jbd+ jac+ ijbc� j2c2 � ij2cd

+ijad+ i2jbd� ij2cd� i2j2d2

= a2 � b2 + c2 � d2 + 2i(ab+ cd)

oldu¼gu görülür.Benzer şekilde, Z(j) 
 Z ifadesi hesapland¬¼g¬nda,

Z(j) 
 Z = Z 
 Z(j)

elde edilir.

3. Z = a+ bi+ cj + dij = a+ bi+ j(c+ di) = z1 + jz2 olmak üzere,

Z(ij) = z1 + jz2 = z1 � jz2 = (a� ib)� j(c� id) = a� ib� jc+ ijd

tan¬m¬ndan yararlanarak,

Z 
 Z(ij) = (a+ bi+ cj + dij)(a� ib� jc+ ijd)

= a2 � iab� jac+ ijad+ iab� i2b2 � ijbc

+i2jbd+ jac� ijbc� j2c2 + ij2cd

+ijad� i2jbd� ij2cd+ i2j2d2

= a2 + b2 + c2 + d2 + 2ij(ad� bc)

benzer şekilde Z(ij) 
 Z ifadesi hesapland¬¼g¬nda,

Z(ij) 
 Z = Z 
 Z(ij)

elde edilir
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4. Z = a+ bi+ j (c+ di) = z1 + jz2 olmak üzere,

z1 = a+ ib) jz1j =
p
a2 + b2

z2 = c+ id) jz2j =
p
c2 + d2

olur.

Z = z1 + jz2 bikompleks say¬s¬n¬n reel modülü,

jZj =
q
jz1j2 + jz2j2

=
p
a2 + b2 + c2 + d2 2 R

şeklindedir.

5. Z = z1 + jz2 bikompleks say¬s¬n¬n i�ye ba¼gl¬modülü, Z = z1 + jz2 bikompleks

say¬s¬ile Z�nin j�ye göre eşleni¼gi olan Z(j) = z1 � jz2 nin çarp¬m¬ile

jZj(i) =
q
Z:Z(j) =

p
(a+ bi+ cj + dij)(a+ bi� cj � dij)

=
p
a2 � b2 + c2 � d2 + 2i(ab+ cd)

şeklinde elde edilir.

6. Z = z1 + jz2 bikompleks say¬s¬n¬n j�ye ba¼gl¬modülü, Z = z1 + jz2 bikompleks

say¬s¬ile Z nin i�ye göre eşleni¼gi olan Z(i) = z1 + jz2 nin çarp¬m¬ile

jZj(j) =
q
Z:Z(i) =

q
jz1j2 � jz2j2 + 2Re(z1z2)j

=
p
(a+ bi+ cj + dij)(a� bi+ cj � dij)

=
p
a2 + b2 � c2 � d2 + 2j(ac+ bd)

şeklinde elde edilir.

7. Z = z1 + jz2 bikompleks say¬s¬n¬n ij�ye ba¼gl¬modülü, Z = z1 + jz2 bikompleks
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say¬s¬ile Z nin ij�ye göre eşleni¼gi olan Z(ij) = z1 � jz2 nin çarp¬m¬ile

jZj(ij) =
q
Z:Z(ij) =

p
(a+ bi+ cj + dij)(a� bi� cj + dij)

=
p
a2 + b2 + c2 + d2 + 2ij(ad� bc)

elde edilir.

8. Reel modüle göre

Z1 = a1 + ib1 + jc1 + ijd1 = z1 + jz2 ) jZ1j =
q
a21 + b

2
1 + c

2
1 + d

2
1

Z2 = a2 + ib2 + jc2 + ijd2 = z3 + jz4 ) jZ2j =
q
a22 + b

2
2 + c

2
2 + d

2
2

oldu¼gundan,

Z1:Z2 = (a1 + ib1 + jc1 + ijd1)
 (a2 + ib2 + jc2 + ijd2)

= (a1a2 + ia1b2 + ja1c2 + ija1d2 + ib1a2

�b1b2 + ijb1c2 � jb1d2 + jc1a2 + ijc1b2

�c1c2 � ic1d2 + ijd1a2 � jd1b2 � id1c2 + d1d2)

= (a1a2 � b1b2 � c1c2 + d1d2)

+i(a1b2 + b1a2 � c1d2 � d1a2)

+j(a1c2 � b1d2 � c1w4 � d1b2)

+ij(a1d2 + b1c2 + c1b2 + d1a2)
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ve

jZ1:Z2j =

vuuuuuuuuut
(a1a2 � b1b2 � c1c2 + d1d2)2

+(a1b2 + b1a2 � c1d2 � d1a2)2

+(a1c2 � b1d2 � c1w4 � d1b2)2+

(a1d2 + b1c2 + c1b2 + d1a2)
2

jZ1j : jZ2j =
q
(a21 + b

2
1 + c

2
1 + d

2
1)(a

2
2 + b

2
2 + c

2
2 + d

2
2)

=

vuuuuuut
a21a

2
2 + a

2
1b
2
2 + a

2
1c
2
2 + a

2
1d
2
2

+b21a
2
2 + b

2
1b
2
2 + b

2
1c
2
2 + b

2
1d
2
2 + c

2
1a
2
2

+c21b
2
2 + c

2
1d
2
2 + d

2
1a
2
2 + d

2
1b
2
2 + d

2
1c
2
2 + d

2
1d
2
2

Böylece,

jZ1:Z2j 6= jZ1j : jZ2j

oldu¼gu görülür.

9. Z1 = a1 + ib1 + jc1 + ijd1; Z2 = a2 + ib2 + jc2 + ijd2 olmak üzere,

Reel modüle göre,

jZ1j2 = a21 + b
2
1 + c

2
1 + d

2
1

jZ2j2 = a22 + b
2
2 + c

2
2 + d

2
2

jZ1 + Z2j2 = a21 + b
2
1 + c

2
1 + d

2
1 + a

2
2 + b

2
2 + c

2
2 + d

2
2

+2 (a1a2 + b1b2 + a3b3 + a4b4)

jZ1 � Z2j2 = a21 + b
2
1 + c

2
1 + d

2
1 + a

2
2 + b

2
2 + c

2
2 + d

2
2

�2 (a1a2 + b1b2 + a3b3 + a4b4)

jZ1 + Z2j2 + jZ1 � Z2j2 = 2
�
a21 + b

2
1 + c

2
1 + d

2
1 + a

2
2 + b

2
2 + c

2
2 + d

2
2

�
jZ1j2 + jZ2j2 =

1

2

�
jZ1 + Z2j2 + jZ1 � Z2j2

�
oldu¼gu görülür.

10. Z1 = a1 + ib1 + jc1 + ijd1; Z2 = a2 + ib2 + jc2 + ijd2 olmak üzere,
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i modülüne göre;

jZ1j(i) =
q
Z1:Z1(j) =

q
a21 � b21 + c21 � d21 + 2i(a1b1 + c1d1)

jZ2j(i) =
q
Z2:Z2(j) =

q
a22 � b22 + c22 � d22 + 2i(a2b2 + c2d2)

jZ1j2(i) + jZ2j
2
(i) = a21 � b21 + c21 � d21 + a22 � b22 + c22 � d22

+2i(a1b1 + c1d1 + a2b2 + c2d2)

Z1 + Z2 = a1 + a2 + i(b1 + b2) + j(c1 + c2) + ij(d1 + d2)

j(Z1 + Z2)j(i) =
q
(Z1 + Z2) :(Z1 + Z2)(j)

=

q
[a1 + a2 + i(b1 + b2)]

2 + [c1 + c2 + i(d1 + d2)]
2

=

vuuut (a1 + a2)
2 � (b1 + b2)2 + 2i(a1 + a2)(b1 + b2)

+ (c1 + c2)
2 � (d1 + d2)2 + 2i (c1 + c2) (d1 + d2)

=

vuuuuuuuuut
a21 + a

2
2 + 2a1a2 � b21 � b22 � 2b1b2

+c21 + c
2
2 + 2c1c2 � d21 � d22 � 2d1d2

+2i (a1b1 + a1b2 + a2b1 + a2b2)

+2i(c1d1 + c1d2 + d1c2 ++c2d2)

Z1 � Z2 = a1 � a2 + i(b1 � b2) + j(c1 � c2) + ij(d1 � d2)

j(Z1 � Z2)j(i) =

vuuuuuut
(a1 � a2)2 � (b1 � b2)2 + (c1 � c2)2

�(d1 � d2)2 + 2i(a1 � a2)(b1 � b2)

+2i (c1 � c2) (d1 � d2)

=

vuuuuuuuuut
a21 + a

2
2 � 2a1a2 � b21 � b22 + 2b1b2

+c21 + c
2
2 � 2c1c2 � d21 � d22 + 2d1d2

+2i (a1b1 � a1b2 � a2b1 + a2b2)

+2i(c1d1 � c1d2 � d1c2 ++c2d2)
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j(Z1 + Z2)j2(i) + j(Z1 � Z2)j
2
(i) = 2a21 + 2a

2
2 � 2b21 � 2b22 ++2c21 + 2c22

�2d21 � 2d22 + 4i(a1b1 + a2b2 + c1d1 + c2d2)
j(Z1 + Z2)j2(i) + j(Z1 � Z2)j

2
(i)

2
= a21 + a

2
2 � b21 � b22 + c21 � d21 + c22 � d22

+2i(a1b1 + a2b2 + c1d1 + c2d2)

jZ1j2(i) + jZ2j
2
(i) =

j(Z1 + Z2)j2(i) + j(Z1 � Z2)j
2
(i)

2

elde edilir.

11. Z1 = a1 + ib1 + jc1 + ijd1 olmak üzere, i modülüne göre,

jZ1j =
q
a21 + b

2
1 + c

2
1 + d

2
1 = 0) Z1 = a

2
1 + b

2
1 + c

2
1 + d

2
1 = 0

a1 = b1 = c1 = d1 = 0

jZ1j = 0, Z1 = 0

dir.

12. Z1 = a1 + ib1 + jc1 + ijd1; Z2 = a2 + ib2 + jc2 + ijd2 olmak üzere, i modülüne

göre,

jZ1j(i) =
q
a21 � b21 + c21 � d21 + 2i(a1b1 + c1d1)

jZ2j(i) =
q
a22 � b22 + c22 � d22 + 2i(a2b2 + c2d2)

oldu¼gundan,

Z1:Z2 = (a1a2 � b1b2 � c1c2 + d1d2) + i(a1b2 + b1a2 � c1d2 � d1a2)

+j(a1c2 � b1d2 � c1w4 � d1b2) + ij(a1d2 + b1c2 + c1b2 + d1a2)
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jZ1Z2j(i) =

vuuut [a1a2 � b1b2 � c1c2 + d1d2 + i(a1b2 + b1a2 � c1d2 � d1a2)]2

+ [(a1c2 � b1d2 � c1a2 � d1b2) + j(a1d2 + b1c2 + c1b2 + d1a2)]2

jZ1Z2j(i) =

vuuuuuuuuut
(a1a2 � b1b2 � c1c2 + d1d2)2 � (a1b2 � b1a2 � c1d2 + d1a2)2

+2i(a1c2 � b1d2 + c1a2 � d1b2) + (a1c2 � b1d2 � c1a2 + d1c2)2

�(a1d2 � b1c2 � c1b2 + d1a2)2

+2i(a1c2 � b1d2 � c1a2 + d1c2)(a1d2 � b1c2 � c1b2 + d1a2)

jZ1Z2j(i) =

vuuuuuuuuuuuuuuuuuut

(a1a2 � b1b2 � c1c2 + d1d2
+a1b2 � b1a2 � c1d2 + d1a2)

(a1a2 + b1b2 � c1c2 + d1d2
�(a1b2 � b1a2 + c1d2 + d1c2)

+2i(a1a2 + b1b2 + c1c2 + a1b2

+b1a2 � c1d2 + d1c2 + a1c2 � z2d2
�c1a2 � d1b2 + a1d2 + b1c2 + c1b2 + d1a2)

jZ1Z2j(i) =

vuuuuuuuuut
a21a

2
2 � a1b1a2b2 � a1c1a2c2 + a1d1a2d2
�a21a2b2 � a1b1a22 + a1c1a2d2+

a1d1a2c2 � a1b1a2b2 + b21b22+

b1c1b2c2 � b1d1b2d2+

jZ1:Z2j(i) 6= jZ1j(i) : jZ2j(i) oldu¼gu görülür.

13. Z = a1 + ib1 + jc1 + ijd1 olmak üzere,
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Z(i) = z1 + jz2

= z1 + j:z2

= (a� ib) + j(c� id) = a� ib+ jc� ijd

jZj(i) =
q
Z:Z(j) =

q
z21 + z

2
2

=
p
(a+ ib)2 + (c+ id)2

=
p
a2 � b2 + c2 � d2 + 2i(ab+ cd)

jZj(j) =
q
Z:Z(i) =

q
z21 + z

2
2

=
p
(a+ bi+ cj + dij)(a� bi+ cj � dij)

=
p
a2 + b2 � c2 � d2 + 2j(ac+ bd)

jZj(ij) =
q
Z:Z(ij)

=
p
(a+ bi+ cj + dij)(a� bi� cj + dij)

=
p
a2 + b2 + c2 + d2 + 2ij(ad� bc)

jZj 6= jZj(i) ; jZj 6= jZj(j) ve jZj 6= jZj(ij)

oldu¼gu görülür.

14. i; j 2 BC; c 2 C ise c = c1 + ic2 (c1; c2 2 R) olmak üzere,

j:c = j: (c1 + ic2)

= j:c1 + ijc2

= (c1 + ic2) :j

j:c = c:j

eşitli¼gi elde edilir.Bu eşitli¼gi kullanarak;

j:c:j = c:jj = c:j: (�j) = c:
�
�j2

�
= c) j:c:j = c:
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elde ederiz.Benzer olarak;

i:c = i (c1 + ic2) = ic1 � i2c2 = ic1 � c2
c:i = (c1 + ic2) i = ic1 � c2
i:c = c:i

i:c = i (c1 � ic2) = ic1 � i2c2 = ic1 + c2
i:c 6= i:c

i:c:i� = i (c1 + ic2) (�i) = c1 + c2
i:c:i� = c

ij:c = ij (c1 + ic2) = c1ij � jc2
c:ij = (c1 + ic2) ij = c1ij � jc2
ij:c = c:ij

ij:c(ij)� = ij (c1 + ic2) ij = ij (c1ij � c2j) = c1 + c2i = c

ij:c(ij)� = c

eşitlikleri elde edilir.

15. Z = a+ bi+ cj + dij ve

Z(i) = z1 + jz2 = z1 + j:z2 = (a� bi) + j(c� id) = a� ib+ jc� ijd

olmak üzere,

Z(i):i:Z = (a� ib+ jc� ijd) :i: (a+ bi+ cj + dij)

= (a+ bi+ cj + dij) : (ia� b+ ijc� jd)

= i(a2 + b2 � c2 � d2) + 2ij(ac� bd)

oldu¼gu görülür.
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16. Z = a+ bi+ cj + dij ve Z(j) = a� bi+ cj � dij olmak üzere,

Z(j):i:Z = (a� bi+ cj � dij) :i (a+ bi+ cj + dij)

= ia2 � ab+ ijac� jad

�ab� ib2 � jbc� ijbd� ijac+ jbc

+ic2 � cd+ jad+ ijbd� cd� id2

= i(a2 � b2 + c2 � d2)� 2(ab+ cd)

oldu¼gu görülür.

17. Z = a+ bi+ cj + dij ve Z(j) = a+ bi� cj � ijd olmak üzere,

Z(j):j:Z = (a+ bi� cj � dij) :j (a+ bi+ cj + dij)

= (a+ bi� cj � dij) :(ja+ ijb� c� id)

= ja2 + abij � ac� iad

+abij � jb2 � ibc+ bd+ ac

+ibc+ jc2 + ijcd+ iad� bd+ ijcd� jd2

= j(a2 � b2 + c2 � d2) + 2ij(ab+ cd)

oldu¼gu görülür.

18. Z = a+ bi+ cj + dij ve Z(j) = a+ bi� cj � dij olmak üzere,

Z(j):ij:Z = (a+ bi� cj � dij) :ij (a+ bi+ cj + dij)

= (a+ bi� cj � dij) :(ija� jb� ic+ d)

= ija2 � abj � aci+ ad

�abj � ijb2 + bc+ ibd

+iac� bc+ ijc2 � jcd

�ad� ibd� jcd� ijd2

= ij(a2 � b2 + c2 � d2)� 2j(ab+ cd)
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oldu¼gu görülür.

19. Z = a+ bi+ cj + dij ve

Z(i) = z1 + jz2 = z1 + j:z2 = (a� bi) + j(c� di) = a� bi+ cj � dij

olmak üzere,

Z(i):ij:Z = (a� bi+ cj � dij) :ij (a+ bi+ cj + dij)

= (a� bi+ cj � dij) :(ija� jb� ic+ d)

= ija2 � abj � aci+ ad

+abj + ijb2 � bc� ibd� iac+ bc� ijc2

+jcd� ad� ibd� jcd� ijd2

= ij(a2 + b2 � c2 � d2)� 2i(ac+ bd)

oldu¼gu görülür.

20. Z = a+ bi+ cj + dij ve Z(ij) = a� bi� cj + dij olmak üzere,

Z(ij):i:Z = (a� bi� cj + dij) :i (a+ bi+ cj + dij)

= (a� bi� cj + dij) :(ia� b+ ijc� jd)

= ia2 � ab+ ijac� jad+ ab

+ib2 + jbc+ ijbd� ijac+ jbc

+ic2 � cd� jad� ijbd+ cd+ id2

= i(a2 + b2 + c2 + d2) + 2j(bc� ad)

oldu¼gu görülür.
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21. Z = a+ bi+ cj + dij ve Z(ij) = a� bi� cj + dij olmak üzere,

Z(ij):j:Z = (a� bi� cj + dij) :j (a+ bi+ cj + dij)

= (a� bi� cj + dij) :(ja+ ijb� c� id)

= ja2 + abij � ac� iad� ijab

+jb2 + ibc� bd+ ac+ ibc

+jc2 + ijcd� iad+ bd� ijcd+ jd2

= j(a2 + b2 + c2 + d2) + 2i(bc� ad)

elde edilir.

22. Z = a+ bi+ cj + dij ve Z(ij) = a� bi� cj + dij olmak üzere,

Z(ij):ij:Z = (a� bi� cj + dij) :ij (a+ bi+ cj + dij)

= (a� bi� cj + dij) :(ija� jb� ic+ d)

= ija2 � abj � iac+ ad

+jab+ ijb2 � bc� ibd+ iac� bc

+ijc2 � jcd+ ad+ ibd+ jcd+ ijd2

= ij(a2 + b2 + c2 + d2) + 2(ad� bc)

oldu¼gu görülür.

23. Z = a+ bi+ cj + dij ve Z(i) = a� bi+ cj � dij olmak üzere,

i:Z(i):i = i2:Z(i)

= (�1) (a� bi+ cj � dij)

= �a+ bi� cj + dij

j:Z(i):j = j2:Z(i)

= (�1) (a� bi+ cj � dij)

= �a+ bi� cj + dij
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ij:Z(i):ij = i2j2:Z(i)

= Z(i)

= a� bi+ cj � dij

i:Z(i):j = ij:Z(i)

= (ij) (a� bi+ cj � dij)

= ija+ jb� ic� d

elde edilir.

Z = a+ bi+ cj + dij

Z + Z(i) = (a+ bi+ cj + dij) + (a� bi+ cj � dij)

Z + Z(i) = 2a+ 2jc

Z + Z(i)
2

= a+ jc

olarak bulunur.

Z + i:Z(i):i = (a+ bi+ cj + dij) + (�a+ bi� cj + dij)

Z + i:Z(i):i = 2ib+ 2ijd

Z + i:Z(i):i

2
= ib+ ijd

Z =
Z + Z(i)

2
+
Z + i:Z(i):i

2

elde edilir.
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24. Z = a+ bi+ cj + dij ve Z(i) = a� bi+ cj � dij olmak üzere,

j:Z(i):j + ij:Z(i):ij = (a+ bi� cj + dij) + (a� bi+ cj � dij)
j:Z(i):j + ij:Z(i):ij

2
= a

Z(i) � j:Z(i):j = (a� bi+ cj � dij)� (a+ bi� cj + dij)

Z(i) � j:Z(i):j = �2ib+ 2jc� 2ijd
Z(i) � j:Z(i):j

2
= �ib+ jc� ijd

olarak bulunur. Buradan,

Z(i) =
j:Z(i):j + ij:Z(i):ij

2
+
Z(i) � j:Z(i):j

2

eşitli¼gi elde edilir.

25. Z = a+ bi+ cj + dij olmak üzere,

i:Z:i = i2 (a+ bi+ cj + dij) = �a� ib� jc� ijd

j:Z:j = j2 (a+ bi+ cj + dij) = �a� ib� jc� ijd

Z =
�1
2
(i:Z:i+ j:Z:j)

eşitli¼gi elde edilir.

26. Z = a+ bi+ cj + dij olmak üzere,

ij:Z:ij = i2j2 (a+ bi+ cj + dij) = a+ ib+ jc+ ijd

i:Z:i = i2 (a+ bi+ cj + dij) = �a� ib� jc� ijd

j:Z:j = j2 (a+ bi+ cj + dij) = �a� ib� jc� ijd

Bu elde etti¼gimiz de¼gerlerle Z = a + bi + cj + dij bikompleks say¬s¬n¬taraf tarafa
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toplad¬¼g¬m¬zda,

Z + i:Z:i+ j:Z:j + ij:Z:ij = 0

eşitli¼gi elde edilir.

27.

Z = a+ bi+ cj + dij (Z 2 BC; a; b; c; d 2 R)

ve

Re (Z) = a; Im (Z) = ib+ jc+ ijd

olmak üzere,

jRe (Z)j2 = a2; jIm (Z)j2 = b2 + c2 + d2 (reel modüle göre)

2Re (Z) : Im (Z) = 2abi+ 2acj + 2adij

Z2 = Z:Z

= (a+ bi+ cj + dij) : (a+ bi+ cj + dij)

= (a2 + iab+ jac+ ijad+ iab

�b2 + ijbc� jbd+ jac+ ijbc

�c2 � icd+ ijad� jbd� icd+ d2)

= (a2 � b2 � c2 + d2) + 2i(ab� cd)

+2j(ac� bd) + 2ij(ad+ bc)

eşitli¼gi elde edilir.

i modülüne göre,

jIm (Z)j2 = (bi+ cj + dij) : (bi� cj � dij)

= �b2 � ijbc+ jbd+ ijac

+c2 + icd� jbd+ icd� d2

= �b2 + c2 � d2 + 2icd
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olur.

j modülüne göre,

jIm (Z)j2 = (bi+ cj + dij) : (�bi+ cj � dij)

= �b2 + ijbc+ jbd� ijbc

�c2 + icd+ jbd� icd� d2

= �b2 � c2 � d2 + 2jbd

elde edilir.

ij modülüne göre,

jIm (Z)j2 = (bi+ cj + dij) : (�bi� cj + dij)

= �b2 � ijbc+ jbd� ijbc+ c2 � icd+ jbd+ icd+ d2

= �b2 + c2 + d2 � 2ijbc

eşitli¼gi elde edilir.

Buradan Z2 6= jRe zj2 + jIm zj2 + 2 jRe zj : jIm zj d¬r.

46



28. Z1 = a1 + ib1 + jc1 + ijd1; Z2 = a2 + ib2 + jc2 + ijd2 olmak üzere,

Z1:Z2 = (a1 + b1i+ c1j + d1ij) (a2 + ib2 + jc2 + ijd2)

= (a1a2 + ia1b2 + ja1c2 + ija1d2 + ib1a2

�b1b2 + ijb1c2 � jb1d2 + jc1a2 + ijc1b2

�c1c2 � ic1d2 + ijd1a2 � jd1b2 � id1c2 + d1d2)

Z1:Z2 = (a1a2 � b1b2 � c1c2 + z4d2)

+i(a1w2 + b1a2 � c1d2 � d1a2)

+j(a1c2 � b1d2 � c1d2 � d1b2)

+ij(a1d2 + b1c2 + c1b2 + d1a2)

elde edilir. Şimdi de Z1 (i),Z2 (i)ve (Z1:Z2)(i) ifadelerini elde edersek,

Z1 (i):Z2 (i) = (a1 � ib1 + jc1 � ijd1) (a2 � ib2 + jc2 � ijd2)

= (a1a2 � ia1b2 + ja1c2 � ija1d2 � ib1a2

�b1b2 � ijb1c2 � jb1d2 + jc1a2 � ijc1b2 � c1c2

+ic1d2 � ijd1a2 � jd1b2 + id1c2 + d1d2)

= (a1a2 � b1b2 � c1c2 + d1d2)

+i(a1b2 + b1a2 � c1d2 � d1a2)

+j(a1c2 � b1d2 � c1d2 � d1b2)

+ij(a1d2 + b1c2 + c1b2 + d1a2)

(Z1:Z2)(i) = (a1a2 � b1b2 + c1c2 + d1d2)

�i (a1b2 + b1a2 � c1d2 � d1c2)

+j (a1c2 � b1d2 + c1a2 � d1b2)

�ij (a1d2 + b1c2 + c1b2 + a1d2)

(Z1:Z2)(i) 6= Z1(i):Z2(i)
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29. Z1; Z2; Z3 2 BC olmak üzere,

(Z1:Z2) = (Z2:Z1) oldu¼gundan,

(Z1:Z2):Z3 = Z1:(Z2:Z3)

oldu¼gu görülür.

30. Z = a+ bi+ cj + dij olsun.

Z(i) = a� bi+ cj � dij

oldu¼gundan Z 2 BC olursa
�
Z 6= Z(i)

�
olur.E¼ger Z 2 R olursa

Z = Z(i)

elde edilir.

31. k 2 R; Z 2 BC için,

Z = a+ bi+ cj + dij

k:Z = ka+ ikb+ jkc+ ijkd

Z:k = ak + ibk + jck + ijdk

k:Z = Z:k

elde edilir.
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2.4. Bikompleks Say¬lar¬n Reel Matris Gösterimi

Tan¬m 2.4.1. BC = fZ j Z = a+ bi+ cj + dijj a; b;c; d 2 R; i2 = j2 = �1; ij = jig

bir reel vektör uzay¬d¬r. BC nin bir baz¬f1; i; j; ijgdir. Bikompleks say¬lar¬n reel

matris dönüşümü T olmak üzere ;

T : BC! Hom(BC; BC)

Z ! T (Z) = TZ

dönüşümü 8Y 2 BC için,

TZ : BC! BC

Y ! TZ(Y ) = Z:Y

şeklinde tan¬mlan¬r.Burada TZ bir lineer operatördür.

8Z1; Z2; Z3 2 BC için, 8� 2 R için,

i)TZ1(Z2 + Z3) = Z1(Z2 + Z3)

= Z1:Z2 + Z1:Z3

= TZ1(Z2) + TZ1(Z3)

ii)TZ1(�Z3) = Z1:(�Z3)

= �(Z1Z3)

= �TZ1(Z3)

oldu¼gundan TZ lineerdir. TZ lineer dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matris;

TZ(1) = Z:1 = a+ bi+ cj + dij

TZ(i) = Z:i = �b+ ia� jd+ ijc

TZ(j) = Z:j = �c� id+ ja+ ijb

TZ(ij) = Z:ij = d� ic� jb+ ija

49



�Z =

26666664
a �b �c d

b a �d �c

c �d a �b

d c b a

37777775 ya da �Z [1 i j ij] =

26666664
a �b �c d

b a �d �c

c �d a �b

d c b a

37777775
biçiminde ifade edilir.

Tan¬m 2.4.2. �Z matrisine Z = a + bi + cj + dij bikompleks say¬s¬n¬n Hamilton

operatörü denir. Şimdi de T lineer dönüşümünde f1; i; j; ijg baz¬n¬n elemanlar¬na

kaŗs¬l¬k gelen matrisleri yazal¬m. Z = 1 = 1+ 0i+0j +0ij için, a = 1; b = 0; c = 0;

d = 0 de¼gerleri yerine koyulursa,

1 =

26666664
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

37777775
Z = i = 0 + 1i+ 0j + 0ij için a = 0; b = 1; c = 0; d = 0 de¼gerleri yerine koyulursa,

i =

26666664
0 �1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 �1

0 0 1 0

37777775
Z = j = 0 + 0i+ 1j + 0ij için a = 0; b = 0; c = 1; d = 0 de¼gerleri yerine koyulursa,

j =

26666664
0 0 �1 0

0 0 0 �1

1 0 0 0

0 1 0 0

37777775
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Z = ij = 0+ 0i+0j +1ij için a = 0; b = 0; c = 0; d = 1 de¼gerleri yerine koyulursa,

ij =

26666664
0 0 0 1

0 0 �1 0

0 �1 0 0

1 0 0 0

37777775
olur.
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3 B·IKOMPLEKS SAYILARIN KOMPLEKS MATR·IS GÖSTER·IM·I

Bu bölümde bikompleks say¬lar¬n kompleks matris gösterimleri elde edilecektir.·Ilk

olarak Bikompleks say¬lar kümesini ele alal¬m. BC şeklinde gösterilen bu küme;

BC =
�
Z = a+ bi+ cj + dij j a; b;c; d 2 R; i2 = j2 = �1; ij = ji

	
BC =

�
Z = a+ bi+ j (c+ di) j a; b;c; d 2 R; i2 = j2 = �1; ij = ji

	
BC =

�
Z = z1 + jz2; z1 = a+ ib; z2 = c+ id,z1; z2 2 C; i2 = j2 = �1; ij = ji

	
olarak ifade edilebilir. BöyleceBC,bikompleks say¬lar cümlesinin, C kompleks say¬lar

üzerinde iki boyutlu bir vektör uzay¬oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir. Bu uzay¬n bir

baz¬f1; jgdir.

Benzer şekilde; şimdi de Z1; Z2 2 BC için Z1 = z1 + jz2 ve Z2 = z3 + jz4 olmak

üzere.

T : BC! BC

Z1 ! T (Z1) = TZ1

TZ1 : BC! BC

Z2 ! TZ1(Z2) = Z1:Z2

lineer dönüşümünden yararlanarak kompleks say¬lar kümesi üzerinde f1; jg baz¬na

ba¼gl¬olarak tan¬mlanan Z bikompleks say¬s¬n¬n matris gösterimi ve baz elemanlar¬na

kaŗs¬l¬k gelen matrisleri buluruz.

Z2 = 1 için TZ1(1) = Z1:1 = z1 + jz2

Z2 = j için TZ1(j) = Z1:j = �z2 + jz1
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Bu elde edilen sonuçlar sütun olarak matriste yaz¬l¬rsa, T lineer dönüşümünde;

Z = z1 + jz2 bikompleks say¬s¬na kaŗs¬l¬k gelen matris;

�Z1 =

24z1 �z2
z2 z1

35
olarak elde edilir.

T lineer dönüşümünde f1; jg baz¬n¬n elemanlar¬na kaŗs¬l¬k gelen matrisleri yazal¬m.

Z = 1 = 1 + j0 için z1 = 1; z2 = 0;de¼gerleri matriste yerine yaz¬l¬rsa,

1 =

241 0

0 1

35
Z = j = 0 + j1 için z1 = 0; z2 = 1;de¼gerleri matriste yerine yaz¬l¬rsa,

j =

240 �1

1 0

35
olur.f1; jg baz¬n¬n lineer dönüşüm alt¬ndaki görüntüsü,

TZ1 : BC! BC

Z2 ! TZ1 (Z2) = Z1Z2 = Z2Z1

TZ1 (1) = Z1 = z1 + jz2

TZ1 (j) = Z1:j = z1j � z2

şeklindedir.

Bikompleks say¬lar¬n kompleks matris dönüşümü � olmak üzere,

Z = z1 + jz2 2 BC için

T : BC! Hom(BC; BC)

Z ! T (Z) = TZ
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dönüşümü 8Z1; Z2 2 BC için TZ1 (Z2) = Z1Z2 şeklinde tan¬mlan¬r. Burada tan¬m-

lanan TZ1 ; 8Z2; Z3 2 BC için,

i) TZ1 (Z2 + Z3) = TZ1 (Z2) + TZ1 (Z3)

ii) 8Z2; Z3 2 BC;8x 2 C için TZ1 (xZ2) = xTZ1 (Z2)

özellikleri sa¼gland¬¼g¬ndan lineerdir. Bu dönüşüme kaŗs¬l¬k gelen matris,

TZ (1) = Z:1 = (z1 + jz2) :1 = z1 + jz2

TZ (j) = Z:j = (z1 + jz2) :j = �z2 + jz1

oldu¼gundan,

� =

24 z1 �z2
z2 z1

35
dir.

Burada özel olarak z1 ve z2 kompleks say¬lar¬n¬ z1 = a; z2 = b gibi bir reel say¬

al¬rsak,

� (Z) =

24 a �b

b a

35
elde ederiz. Bu ise Z = z1 + jz2 bikompleks say¬s¬n¬n matris gösterimi olur.

Ayr¬cam�n tipindeki bikompleks matrislerin kümesiniMm�n (BC) ile gösterece¼giz.

A 2Mn�n tipindeki bikompleks matrisi A = A1+A2j formunda yazabiliriz. Burada

A1, A2 2Mn�n (C) dir.

Teorem 3.1. A,B 2Mn�n (BC) ve ,A1;A2;B1; B2 2Mn�n (C).olmak üzere,
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Aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r.

1)
�
AT
��1

= (A�1)
T

2)a)
�
A(i)
��1

= (A�1)(i)

b)
�
A(j)

��1
= (A�1)(j)

c)
�
A(ij)

��1
= (A�1)(ij)

3)a)AB(i) = A(i)B(i)

b)AB(j) = A(j)B(j)

c)AB(ij) = A(ij)B(ij)

4) (AB)T = BTAT

·Ispat: 1) A = A1 + A2j (A1;A2 2Mn�n (C)) olmak üzere,

A�1 =
1

detA

�
(detA1) (A1)

�1 + j (detA2) (A2)
�1�

A�1 =
detA1
detA

(A1)
�1 + j

detA2
detA

(A2)
�1

AT = (A1 + A2j)
T = AT1 + A

T
2 j�

AT
��1

=
�
AT1 + A

T
2 j
��1

=
detAT1
detAT

�
AT1
��1

+ j
detAT2
detAT

�
AT2
��1

�
A�1

�T
=

detA1
detA

�
A�11

�T
+ j

detA2
detA

�
A�12

�T
�
A�1

�T
=

detA1
detA

�
AT1
��1

+ j
detA2
detA

�
AT2
��1

detA = detAToldu¼gundan,

�
A�1

�T
=
detAT1
detAT

�
AT1
��1

+ j
detAT2
detAT

�
AT2
��1

�
A�1

�T
=
�
AT
��1

:
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2) a) A = A1 + A2j (A1;A2 2Mn�n (C)) olmak üzere,

A(i) = A1 + A2j�
A(i)
��1

=
detA1

detA(i)

�
A1
��1

+ j
detA2

detA(i)

�
A2
��1

(3.1)

A�1 =
detA1
detA

(A1)
�1 + j

detA2
detA

(A2)
�1

(A�1)(i) =

�
detA1
detA

(A1)
�1
�
+ j

�
detA2
detA

(A2)
�1
�

(A�1)(i) =
detA1

detA(i)
(A1)

�1 + j
detA2

detA(i)
(A2)

�1

(A�1)(i) =
detA1

detA(i)

�
A1
��1

+ j
detA2

detA(i)

�
A2
��1

(3.2)

(3.1) ve (3.2) eşitli¼gini kullanarak,

�
A(i)
��1

= (A�1)(i)

elde ederiz.

b) A = A1 + A2j (A1;A2 2Mn�n (C)) olmak üzere,

A(j) = A1 � A2j�
A(j)

��1
=

detA1

detA(j)
(A1)

�1 � j detA2
detA(j)

(A2)
�1 (3.3)

A�1 =
detA1
detA

(A1)
�1 + j

detA2
detA

(A2)
�1

(A�1)(j) =

 
detA1

detA(j)
(A1)

�1

!
� j

 
detA2

detA(j)
(A2)

�1

!

(A�1)(j) =

 
detA1

detA(j)
(A1)

�1

!
� j

 
detA2

detA(j)
(A2)

�1

!
(3.4)
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(3.3) ve (3.4) eşitli¼gini kullanarak,

�
A(j)

��1
= (A�1)(j)

elde ederiz.

c) A = A1 + A2j (A1;A2 2Mn�n (C)) olmak üzere,

A(ij) = A1 � A2j�
A(ij)

��1
=

detA1

detA(ij)

�
A1
��1 � j detA2

detA(ij)

�
A2
��1

(3.5)

A�1 =
detA1
detA

(A1)
�1 + j

detA2
detA

(A2)
�1

(A�1)(ij) =

�
detA1
detA

(A1)
�1
�
� j

�
detA2
detA

(A2)
�1
�

(A�1)(ij) =

 
detA1

detA(ij)
(A1)

�1

!
� j

 
detA2

detA(ij)
(A2)

�1

!

(A�1)(ij) =

 
detA1

detA(ij)

�
A1
��1!� j detA2

detA(ij)

�
A2
��1!

(A�1)(ij) =

 
detA1

detA(ij)

�
A1
��1!� j detA2

detA(ij)

�
A2
��1!

(3.6)

(3.5)ve (3.6) eşitli¼gini kullanarak,

�
A(ij)

��1
= (A�1)(ij)

elde ederiz.

3) A = A1 + A2j ve B = B1 +B2j (A1;A2; B1;B2 2Mn�n (C)) olmak üzere,

57



a)

A:B = A1B1 + A1B2j +B1A2j � A2B2

A:B(i) = A1B1 � A2B2 +
�
A1B2 +B1A2

�
j

A = A1 + A2j ve B = B1 +B2j

A(i):B(i) = A1B1 + A1B2j +B1A2j � A2B2

A(i):B(i) = A1B1 � A2B2 +
�
A1B2 +B1A2

�
j

böylece,

AB(i) = A(i)B(i)

eşitli¼gini elde ederiz.

b)

A:B = A1B1 + A1B2j +B1A2j � A2B2

A:B(j) = A1B1 � A1B2j �B1A2j � A2B2 (3.7)

A(j) = A1 � A2j B(j) = B1 �B2j

A(j):B(j) = A1B1 � A1B2j �B1A2j � A2B2 (3.8)

(3.7) ve (3.8) eşitli¼gini kullanarak,

AB(j) = A(j)B(j)

elde ederiz.
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c) A(ij) = A1 � A2j ve B(ij) = B1 �B2j olmak üzere,

A:B = A1B1 + A1B2j +B1A2j � A2B2

A:B(ij) = A1B1 � A2B2 �
�
A1B2 + A2B1

�
j (3.9)

A(ij):B(ij) = A1B1 � A1B2j � A2B1j � A2B2

A(ij):B(ij) = A1B1 � A2B2 �
�
A1B2 + A2B1

�
j (3.10)

şeklindedir. (3.9) ve (3.10) eşitli¼gini kullanarak,

AB(ij) = A(ij)B(ij)

elde ederiz.

4) AT = AT1 + A
T
2 j ve B

T = BT1 +B
T
2 j olmak üzere,

A:B = A1B1 + A1B2j +B1A2j � A2B2

A:B = A1B1 � A2B2 + (A1B2 + A2B1) j

(A:B)T = BT1 A
T
1 �BT2 AT2 +

�
BT2 A

T
1 +B

T
1 A

T
2

�
j (3.11)

BTAT = BT1 A
T
1 +B

T
1 A

T
2 j +B

T
2 A

T
1 j �BT2 AT2

BTAT = BT1 A
T
1 �BT2 AT2 +

�
BT2 A

T
1 +B

T
1 A

T
2

�
j (3.12)

şeklindedir. (3.11) ve (3.12) eşitli¼gini kullanarak,

(AB)T = BTAT

elde ederiz.

Örnek: A =

24 i+ j i� ij

1 + i 1� j

35 bikompleks katsay¬l¬matrisi ele alal¬m. A�1 i hesap
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layal¬m.

A =

24 i+ j i� ij

1 + i 1� j

35 =
24 i i

1 + i 1

35+ j
24 1 �i

0 �1

35 = A1 + jA2
jA1j = i� (i� 1) = 1 ve jA2j = �1

elde edilir.

A�11 =

24 1 �i

�1� i i

35 A�12 =

24 1 �i

0 �1

35
olur. A bikompleks katsay¬l¬matrisin determinant¬n¬hesaplayarak, A�1elde ederiz.

jAj = (i+ j) (1� j)� (1 + i) (i� ij) = 2

A�1 =
1

2

0@24 1 �i

�1� i i

35+ j
24 1 �i

0 �1

351A
A�1 =

1

2

24 1 + j �i� ij

�1� i i� j

35
Teorem 3.2. A;B 2 Mn�n (BC) ve A1;A2;B1; B2 2 Mn�n (C) olmak üzere; aşa¼g¬-

daki özellikler sa¼glan¬r.

1)a)
�
A(i)
�T
= (AT )(i)

b)
�
A(j)

�T
= (AT )(j)

c)
�
A(ij)

�T
= (AT )(ij)

2)a) (AB)� = B�A� )
�
AB(i)

�T
=
�
B(i)

�T �
A(i)
�T

b) (AB)� = B�A� )
�
AB(j)

�T
=
�
B(j)

�T �
A(j)

�T
c) (AB)� = B�A� )

�
AB(ij)

�T
=
�
B(ij)

�T �
A(ij)

�T
3)a)

�
A�(i)

��1
= (A�1)

�
(i) )

��
A(i)
�T��1

=
�
(A�1)(i)

�T
b)
�
A�(j)

��1
= (A�1)

�
(j) )

��
A(j)

�T��1
=
�
(A�1)(j)

�T
c)
�
A�(ij)

��1
= (A�1)

�
(ij) )

��
A(ij)

�T��1
=
�
(A�1)(ij)

�T
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·Ispat: 1) a) A = A1 + A2j (A1; A2 2Mn�n (C)) olmak üzere,

A(i) = A1 + A2j�
A(i)
�T

=
�
A1
�T � �A2�T j (3.13)

AT = AT1 + A
T
2 j

(AT )(i) = (AT1 ) + (A
T
2 )j =

�
A1
�T � �A2�T j (3.14)

şeklindedir. Dolay¬s¬yla (3.13) ve (3.14) eşitli¼gini kullanarak,

�
A(i)
�T
= (AT )(i)

elde ederiz.

b) A = A1 + A2j (A1; A2 2Mn�n (C)) olmak üzere,

A(j) = A1 � A2j�
A(j)

�T
= (A1)

T � (A2)T j (3.15)

AT = AT1 + A
T
2 j

(AT )(j) =
�
AT1
�
�
�
AT2
�
j (3.16)

şeklindedir. (3.15) ve (3.16) eşitli¼gini kullanarak,

�
A(j)

�T
= (AT )(j)

elde ederiz.
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c) A = A1 + A2j (A1; A2 2Mn�n (C)) olmak üzere,

A(ij) = A1 � A2j�
A(ij)

�T
=

�
A1(ij)

�T � �A2(ij)�T j (3.17)

AT = AT1 + A
T
2 j

(AT )(ij) = (AT1 )� (AT2 )j =
�
A1(ij)

�T � �A2(ij)�T j (3.18)

(3.17) ve (3.18) eşitli¼gini kullanarak,

�
A(ij)

�T
= (AT )(ij)

elde ederiz.

2) A = A1 + A2j; B = B1 +B2j (A1; A2; B1; B2 2Mn�n (C)) olmak üzere,
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a)

A� =
�
A(i)
�T
=
�
A1 + A2j

�T
(i)

=
�
A1
�T
+
�
A2
�T
j

B� =
�
B(i)
�T
=
�
B1 +B2j

�T
(i)

=
�
B1
�T
+
�
B2
�T
j

B�A� =
��
B1
�T
+
�
B2
�T
j
���

A1
�T
+
�
A2
�T
j
�

=
�
B1
�T �

A1
�T
+
�
B1
�T �

A2
�T
j

+
�
B2
�T �

A1
�T
j �

�
B2
�T �

A2
�T

(3.19)

AB = (A1 + A2j) (B1 +B2j)

= A1B1 + A1B2j + A2B1j � A2B2

(AB)� =
�
AB(i)

�T
=

�
A1B1 + A1B2j + A2B1j � A2B2

�T
=

�
B1
�T �

A1
�T
+
�
B1
�T �

A2
�T
j

+
�
B2
�T �

A1
�T
j �

�
B2
�T �

A2
�T

(3.20)

biçimindedir. Buradan (3.19) ve (3.20) eşitli¼gini kullanarak,

(AB)� =
�
AB(i)

�T
= B�A� =

�
B(i)
�T �

A(i)
�T

elde ederiz.

b)

AB = (A1 + A2j) (B1 +B2j) = A1B1 + A1B2j + A2B1j � A2B2

(AB)� =
�
AB(j)

�T
= (A1B1 � A1B2j � A2B1j � A2B2)T

= (B1)
T (A1)

T � (B1)T (A2)T j

� (B2)T (A1)T j � (B2)T (A2)T (3.21)
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A� =
�
A(j)

�T
=
�
A1 + A2j

�T
(j)
= (A1 � A2j)T = AT1 � AT2 j

B� =
�
B(j)

�T
=
�
B1 +B2j

�T
(j)
= (B1 �B2j)T = BT1 �BT2 j

B�A� =
�
BT1 �BT2 j

� �
AT1 � AT2 j

�
= (B1)

T (A1)
T � (B1)T (A2)T j

� (B2)T (A1)T j � (B2)T (A2)T (3.22)

(3.21) ve (3.22) eşitli¼gini kullanarak,

(AB)� =
�
AB(j)

�T
= B�A� =

�
B(j)

�T �
A(j)

�T
elde ederiz.

c)

AB = (A1 + A2j) (B1 +B2j)

= A1B1 + A1B2j + A2B1j � A2B2

(AB)� =
�
AB(ij)

�T
=

�
A1B1 � A1B2j � A2B1j � A2B2

�T
=

�
B1
�T �

A1
�T � �B1�T �A2�T j

�
�
B2
�T �

A1
�T
j �

�
B2
�T �

A2
�T

(3.23)

A� =
�
A(ij)

�T
=

�
A1 + A2j

�T
(ij)

=
�
A1
�T � �A2�T j

B� =
�
B(ij)

�T
=

�
B1 +B2j

�T
(ij)

=
�
B1
�T � �B2�T j

B�A� =
�
B1
�T �

A1
�T � �B1�T �A2�T j

�
�
B2
�T �

A1
�T
j �

�
B2
�T �

A2
�T

(3.24)
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biçimindedir. Dolay¬s¬yla (3.23)ve (3.24) eşitli¼gini kullanarak,

(AB)� =
�
AB(ij)

�T
= B�A� =

�
B(ij)

�T �
A(ij)

�T
elde ederiz.

3) A = A1 + A2j (A1; A2 2Mn�n (C)) olmak üzere,

a)

A(i) = A1 + A2j�
A(i)
�T

=
�
A1
�T
+
�
A2
�T
j��

A(i)
�T��1

=
det
�
A1
�T

det
�
A(i)
�T ��A1�T��1

+j
det
�
A2
�T

det
�
A(i)
�T ��A2�T��1 (3.25)

A�1 =
detA1
detA

(A1)
�1 + j

detA2
detA

(A2)
�1

A�1(i) =
detA1
detA(i)

(A1)
�1 + j

detA2
detA(i)

(A2)
�1

A�1(i) =
detA1

detA(i)
(A1)

�1 + j
detA2

detA(i)
(A2)

�1

A�1(i) =
detA1

detA(i)

�
A1
��1

+ j
detA2

detA(i)

�
A2
��1

�
A�1(i)

�T
=

det
�
A1
�T

det
�
A(i)
�T ��A1��1�T

+j
det
�
A2
�T

det
�
A(i)
�T ��A2��1�T

�
A�1(i)

�T
=

det
�
A1
�T

det
�
A(i)
�T ��A1�T��1

+j
det
�
A2
�T

det
�
A(i)
�T ��A2�T��1 (3.26)
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(3.25) ve (3.26) eşitli¼gini kullanarak,

�
A�(i)
��1

=
�
A�1

��
(i)
)
��
A(i)
�T��1

=
�
(A�1)(i)

�T
elde ederiz.

b)

A(j) = A1 � A2j�
A(j)

�T
= (A1)

T � (A2)T j��
A(j)

�T��1
=

det (A1)
T

det
�
A(j)

�T �(A1)T��1 � j det (A2)T
det
�
A(j)

�T �(A2)T��1 (3.27)

A�1 =
detA1
detA

(A1)
�1 + j

detA2
detA

(A2)
�1

(A�1)(j) =

 
detA1

detA(j)
(A1)

�1

!
� j

 
detA2

detA(j)
(A2)

�1

!
�
A�1(j)

�T
=

det (A1)
T

det
�
A(j)

�T �(A1)�1�T � j det (A2)T
det
�
A(j)

�T �(A2)�1�T�
A�1(j)

�T
=

det (A1)
T

det
�
A(j)

�T �(A1)T��1 � j det (A2)T
det
�
A(j)

�T �(A2)T��1 (3.28)

(3.27) ve (3.28) eşitli¼gini kullanarak,

�
A�(j)

��1
=
�
A�1

��
(j)
)
��
A(j)

�T��1
=
�
(A�1)(j)

�T
elde ederiz.
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c)

A(ij) = A1 � A2j�
A(ij)

�T
=

�
A1
�T � �A2�T j��

A(ij)
�T��1

=
det
�
A1
�T

det
�
A(ij)

�T ��A1�T��1
�j

det
�
A2
�T

det
�
A(ij)

�T ��A2�T��1 (3.29)

A�1 =
detA1
detA

(A1)
�1 + j

detA2
detA

(A2)
�1

A�1(ij) =
detA1
detA(ij)

(A1)
�1 � j detA2

detA(ij)
(A2)

�1

A�1(ij) =
detA1

detA(ij)
(A1)

�1 � j detA2
detA(ij)

(A2)
�1

A�1(ij) =
detA1

detA(ij)

�
A1
��1 � j detA2

detA(ij)

�
A2
��1

�
A�1(ij)

�T
=

det
�
A1
�T

det
�
A(ij)

�T ��A1��1�T
�j

det
�
A2
�T

det
�
A(ij)

�T ��A2��1�T
�
A�1(ij)

�T
=

det
�
A1
�T

det
�
A(ij)

�T ��A1�T��1
�j

det
�
A2
�T

det
�
A(ij)

�T ��A2�T��1 (3.30)

(3.29) ve (3.30) eşitli¼gini kullanarak,

�
A�(ij)

��1
=
�
A�1

��
(ij)
)
��
A(ij)

�T��1
=
�
(A�1)(ij)

�T
elde ederiz.
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4 B·IKOMPLEKS MATR·ISLER·IN KOMPLEKS ADJO·INT

MATR·ISLER·I

Tan¬m 4.1. Herhangi A 2 Mn�n (BC) bikompleks matrisini A = A1 + A2j biçi-

minde yazabiliriz. Burada A1; A2 2Mn�n (C)dir. Bir A = A1 + A2j 2Mn�n (BC)

bikompleks matrisine bir tek 2n � 2n tipindeki

24 A1 A2

�A2 A1

35 kompleks matrisi

kaŗs¬l¬k gelir. Bu matrise A n¬n adjointi veya kompleks adjoint matrisi ad¬verilir ve

�A ile gösterilir.

Örnek: A =

24 2 + i+ j i� j

ij + 1 i� j + 2ij

35
2�2

matrisini ele al¬rsak, A matrisini,

A =

24 2 + i i

1 i

35+ j
24 1 �1

i �1 + 2i

35
şeklinde yazabiliriz. Buradan,

�A =

26666664
2 + i i 1 �1

1 i i �1 + 2i

�1 1 2 + i i

�i 1� 2i 1 i

37777775
4�4

matrisi elde edilir.

Teorem 4.1. A;B 2 Mn�n (BC) bikompleks matrisleri için aşa¼g¬daki özellikler

sa¼glan¬r.
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1)�In = I2n

2)�A+B = �A + �B

3)�AB = �A�B

4)�A�1 = (�A)
�1

5)�A� 6= (�A)
�

6)�A üniter,hermityen,veya normal matris ise

A s¬ras¬yla üniter, hermityen, veya normal matrisdir.

·Ispat: 1)

In =

26664
1 0

1

0 1

37775 = In + 0j = A1 + A2j
buradan aşa¼g¬daki eşitli¼gi yazabiliriz.

�In =

24 A1 A2

�A2 A1

35
olur.Buradan

�In =

24 A1 A2

�A2 A1

35 =
24 In 0

0 In

35 = I2n
elde edilir.
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2) A = A1 + A2j ve B = B1 +B2j (A1; A2;B1B2 2Mn�n (C)) olmak üzere,

�A =

24 A1 A2

�A2 A1

35
A+B = (A1 +B1) + (A2 +B2) j

�A+B =

24 A1 +B1 A2 +B2

�A2 �B2 A1 +B1

35 (4.1)

�A =

24 A1 A2

�A2 A1

35 �B =

24 B1 B2

�B2 B1

35
�A + �B =

24 A1 +B1 A2 +B2

�A2 �B2 A1 +B1

35 (4.2)

(4.1) ve (4.2) eşitli¼gini kullanarak,

�A+B = �A + �B

elde ederiz.

3)

AB = (A1 + A2j) (B1 +B2j)

= A1B1 + A1B2j + A2B1j � A2B2

AB = (A1B1 � A2B2) + (A1B2 + A2B1) j

�AB =

24 A1B1 � A2B2 A1B2 + A2B1

�A1B2 � A2B1 A1B1 � A2B2

35 (4.3)

�A�B =

24 A1 A2

�A2 A1

35 :
24 B1 B2

�B2 B1

35
=

24 A1B1 � A2B2 A1B2 + A2B1

�A1B2 � A2B1 A1B1 � A2B2

35 (4.4)
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(4.3)ve (4.4) eşitli¼gini kullanarak,

�AB = �A�B

elde edilir.

4)

AA�1 = I ,

24 A1 A2

�A2 A1

35 :
24 B1 B2

�B2 B1

35 = I
, �A�A�1 = I

, �A�A�1 (�A�1)
�1 = I (�A�1)

�1

, �AI = I (�A�1)
�1

, �A = (�A�1)
�1

, (�A)
�1 = �A�1

5) A = A1 + A2j (A1; A2; 2Mn�n (C))olsun.

A�(i) =
�
A(i)
�T
=
�
A1 + A2j

�T
=
�
A1
�T
+
�
A2
�T

��A(i) =

24 �
A1
�T �

A2
�T

�
�
A2
�T �

A1
�T
35 (4.5)

�A =

24 A1 A2

�A2 A1

35) �A(i) =

24 A1 A2

�A2 A1

35
)

�
�A(i)

�T
=

24 A1 �A2
A2 A1

35 (4.6)

(4.5) ve (4.6)eşitli¼gini kullanarak,

��A(i) 6= (�A)
�
(i)

elde ederiz.
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6) �A üniter matris olsun.

�A (�A)
�
(i) = I2n =

24 I 0

0 I

35

�A (�A)
�
(i) =

24 A1 A2

�A2 A1

35 :
24 �

A1
�T �

A2
�T

�
�
A2
�T �

A1
�T
35

�A (�A)
�
(i) =

24 A1
�
A1
�T � A2 �A2�T A1

�
A2
�T
+ A2

�
A1
�T

�A2
�
A1
�T � A1 �A2�T A2

�
A2
�T � A1 �A1�T

35 (4.7)

=

24 I 0

0 I

35
(4.7) eşitli¼gini kullanarak,

A1
�
A1
�T � A2 �A2�T = I ve A1 �A2�T + A2 �A1�T = 0 (4.8)

elde ederiz. Di¼ger taraftan,

A:A�(i) = (A1 + A2j)
��
A1
�T
+
�
A2
�T
j
�

A:A�(i) = A1
�
A1
�T � A2 �A2�T + �A1 �A2�T + A2 �A1�T� j:

oldu¼gu görülür. Şimdi (4.8) deki eşitlikleri kullanarak,

A:A�(i) = I:

A matrisini üniter matris elde ederiz.
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�A hermityen matris olsun.

�A = (�A)
�
(i) ,

24 A1 A2

�A2 A1

35 =
24 �

A1
�T �

A2
�T

�
�
A2
�T �

A1
�T
35

A1 =
�
A1
�T ) A1 = A

�
1

A2 =
�
A2
�T ) A2 = A

�
2

A = A1 + A2j ve A�(i) =
�
A1
�T
+
�
A2
�T
j

eşitlikleri kullanarak ,

A = A�(i):

A matrisini hermityen matris elde ederiz.

�A normal matris olsun.

�A: (�A)
�
(i) = (�A)

�
(i) :�A

olur. Dolay¬s¬yla,24 A1 A2

�A2 A1

35 :
24 �

A1
�T �

A2
�T

�
�
A2
�T �

A1
�T
35 =

24 �
A1
�T �

A2
�T

�
�
A2
�T �

A1
�T
35 :
24 A1 A2

�A2 A1

35
dir. Buradan,

(A1 + A2j) :
��
A1
�T
+
�
A2
�T
j
�
=

��
A1
�T
+
�
A2
�T
j
�
: (A1 + A2j)

A:A�(i) = A�(i):A:

A matrisini normal matris elde ederiz.

Bu ispat benzer şekilde A bikompleks matrisinin j ve ij eşleniklerine göre de yap¬l¬r.
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Teorem 4.2. A 2 Mn�n (BC) ; A = A1 + A2j (A1; A2 2Mn�n (C)) bikompleks

matrisi için aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r.

1)A1veA2 kompleks matrisleri pozitif (negatif) ortogonal matris ise

A bikompleks matrisi ortogonaldir

2)A1veA2 kompleks matrisleri simetrik matris ise A bikompleks matrisi

simetriktir.

3)A1veA2 kompleks matrisleri anti simetrik matris ise A bikompleks matrisi

anti simetriktir.

4)a)A1veA2 kompleks matrisleri hermityen matris ise A bikompleks matrisi

i eşleni¼gine göre hermityen matrisdir.

b)A1veA2 kompleks matrisleri hermityen matris ise A bikompleks matrisi

j eşleni¼gine göre hermityen matris de¼gildir.

c)A1veA2 kompleks matrisleri hermityen matris ise A bikompleks matrisi

ij eşleni¼gine göre hermityen matris de¼gildir.

5)a)A1veA2 kompleks matrisleri ters hermityen matris ise A bikompleks matrisi

i eşleni¼gine göre ters hermityen matrisdir.

b)A1veA2 kompleks matrisleri ters hermityen matris ise A bikompleks matrisi

j eşleni¼gine göre ters hermityen matris de¼gildir.

c)A1veA2 kompleks matrisleri ters hermityen matris ise A bikompleks matrisi

ij eşleni¼gine göre ters hermityen matris de¼gildir.

·Ispat: 1) A1; A2 ortogonal ise;

AT1 = A
�1
1 ve AT2 = A

�1
2
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dir.

A�1 =
detA1
detA

(A1)
�1 + j

detA2
detA

(A2)
�1 (4.9)

AT = (A1 + A2j)
T = AT1 + A

T
2 j

AT = A�11 + A�12 j (4.10)

E¼ger,
detA1
detA

=
detA2
detA

= 1

olursa (4.9) ve (4.10) eşitli¼gini kullanarak, A�1 = AT olur.A bikompleks matrisi

ortogonal olur.

E¼ger yukar¬daki eşitlik sa¼glanmazsa A bikompleks matrisi ortogonal olmaz.

2) A1; A2 simetrik ise AT1 = A1 ve A
T
2 = A2 dir. Dolay¬s¬yla;

AT = (A1 + A2j)
T = AT1 + A

T
2 j

AT = A1 + A2j

AT = A

oldu¼gundan A bikompleks matrisi simetriktir.

3) A1; A2 anti simetrik ise AT1 = �A1 ve AT2 = �A2 dir. Dolay¬s¬yla;

AT = (A1 + A2j)
T = AT1 + A

T
2 j

AT = �A1 � A2j

AT = � (A1 + A2j)

AT = �A

oldu¼gundan A bikompleks matrisi anti simetriktir.
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4)

a) A1; A2 hermityen matris ise
�
A1(i)

�T
= A1ve

�
A2(i)

�T
= A2 dir. Dolay¬s¬yla;

A = A1 + A2j ) A(i) = A1(i) + A2(i)j�
A(i)
�T

=
�
A1(i)

�T
+
�
A2(i)

�T
j

= A1 + A2j

= A

oldu¼gundan A bikompleks matrisi i eşleni¼gine göre hermityen matristir.

b) A1; A2 hermityen matris ise,
�
A1(j)

�T
= A1 ve

�
A2(j)

�T
= A2 dir. Buradan;

A = A1 + A2j ) A(j) = A1 � A2j�
A(j)

�T
= (A1)

T � (A2)T j�
A(j)

�T 6= A

Dolay¬s¬yla; jeşleni¼gine göre A bikompleks matrisi hermityen matris de¼gildir.

c) A1; A2 hermityen matris ise
�
A1(ij)

�T
= A1ve

�
A2(ij)

�T
= A2 dir. Buradan;

A = A1 + A2j ) A(ij) = A1(i) � A2(i)j�
A(ij)

�T
=

�
A1(i)

�T � �A2(i)�T j�
A(ij)

�T 6= A

oldu¼gundan A bikompleks matrisi ij eşleni¼gine göre hermityen matris de¼gildir.
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5)

a) A1; A2 ters hermityen matris ise
�
A1(i)

�T
= �A1ve

�
A2(i)

�T
= �A2 dir.

A = A1 + A2j ) A(i) = A1 + A2j�
A(i)
�T

=
�
A1(i)

�T
+
�
A2(i)

�T
j

= �A1 � A2j

= �A

oldu¼gundan A bikompleks matrisi i eşleni¼gine göre ters hermityen matristir.

b) A1; A2 ters hermityen matris ise
�
A1(j)

�T
= �A1 ve

�
A2(j)

�T
= �A2 dir.

A = A1 + A2j ) A(j) = A1 � A2j�
A(j)

�T
= (A1)

T � (A2)T j

= �A1 + A2j�
A(j)

�T 6= �A

Buna göre j eşleni¼gine göre A bikompleks matrisi ters hermityen matris de¼gildir.

c) A1; A2 ters hermityen matris ise
�
A1(ij)

�T
= �A1 ve

�
A2(ij)

�T
= �A2 dir.

A = A1 + A2j ) A(ij) = A1(i) � A2(i)j�
A(ij)

�T
=

�
A1(i)

�T � �A2(i)�T j�
A(ij)

�T 6= �A

oldu¼gundan ij eşleni¼gine göre A bikompleks matrisi ters hermityen matris de¼gildir.

Örnek: A1 ve A2 simetrik matris olmak üzere,

A1 =

24 i 1

1 �i

35 ve A2 =

24 1 + i 0

0 �i

35

77



matrislerini ele alal¬m.

A = A1 + A2j =

24 i 1

1 �i

35+ j
24 1 + i 0

0 �i

35
A =

24 i+ j + ij 1

1 �i� ij

35
AT =

24 i+ j + ij 1

1 �i� ij

35
elde edilir. A = AToldu¼gundan A bikompleks matrisi simetriktir.

Örnek: A1 ve A2 hermityen matris olsunlar.

A1 =

24 1 �i

i 2

35 ve A2 =

24 0 1 + i

1� i 1

35
hermityen matrislerini ele alal¬m.

A = A1 + A2j =

24 1 �i

i 2

35+ j
24 0 1 + i

1� i 1

35
A =

24 1 �i+ j + ij

i+ j � ij 2 + j

35
elde edilir.

A(i) =

24 1 i+ j � ij

�i+ j + ij 2 + j

35 ve
�
A(i)
�T
=

24 1 �i+ j + ij

i+ j � ij 2 + j

35
A(i) =

24 1 i+ j � ij

�i+ j + ij 2 + j

35 ve
�
A(i)
�T
=

24 1 �i+ j + ij

i+ j � ij 2 + j

35
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olur. A =
�
A(i)
�T
oldu¼gundan A matrisi i eşleni¼gine göre hermityen matristir.

A(j) =

24 1 �i� j � ij

i� j + ij 2� j

35 ve �A(j)�T =
24 1 i� j + ij

�i� j � ij 2� j

35
olur. A 6=

�
A(j)

�T
oldu¼gundan A matrisi j eşleni¼gine göre hermityen matris de¼gildir.

A(ij) =

24 1 i� j + ij

�i� j � ij 2� j

35 ve �A(ij)�T =
24 1 �i� j � ij

i� j + ij 2� j

35
olur. A 6=

�
A(ij)

�T
oldu¼gundan A matrisi ij eşleni¼gine göre hermityen matris

de¼gildir.

Örnek: A1 ve A2 ortogonal matrislerini ele alal¬m.

A1 =

24 p2 i

�i
p
2

35 ve A2 =

24 2i �
p
5

p
5 2i

35
olsun.

A = A1 + A2j =

24 p2 i

�i
p
2

35+ j
24 2i �

p
5

p
5 2i

35
A =

24 p
2 + 2ij i�

p
5j

�i+
p
5j

p
2 + 2ij

35
elde edilir.

AT =

24 p2 + 2ij i�
p
5j

i�
p
5j

p
2 + 2ij

35
olur.

A�1 =
1

4
p
2ij � 2

p
5ij

24 p2 + 2ij i�
p
5j

i�
p
5j

p
2 + 2ij

35
AT 6= A�1 oldu¼gundan A bikompleks matrisi ortogonal de¼gildir.

A bikompleks matrisinin ortogonal olmas¬için jAj = jA1j = jA2j olmas¬gerekirdi.
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Teorem 4.3. A 2Mn�n (BC) olsun: Aşa¼g¬daki ifadeler birbirine denktir.

i) A n¬n tersi vard¬r.

ii) AX = 0 denkleminin bir tek çözümü vard¬r.Bu çözüm s¬f¬rd¬r.

iii) j�Aj 6= 0 d¬r.Yani �A matrisinin tersi vard¬r.

iv) A matrisinin s¬f¬r özde¼geri yoktur.Daha aç¬k olarak e¼ger baz¬� bikompleks

say¬lar¬ve X 6= 0 bikompleks vektörleri için AX = �X veya AX = X� ise

� 6= 0 d¬r.

·Ispat: (i)) (ii) Bu gerektirme aşikard¬r.

(ii) ) (iii) A = A1 + A2j; X = x1 + x2j olsun.A1; A2 kompleks matrisler ve x1; x2

kompleks sütun vektörleri olsun.

AX = (A1 + A2j) (x1 + x2j)

AX = (A1x1 � A2x2) + (A1x2 + A2x1) j

A1x1 � A2x2 = 0 ve A1x2 + A2x1 = 0

Bu eşitlikleri kullanarak aşa¼g¬daki ifadeleri elde ederiz.

A1x1 � A2x2 = 0

�A1x2 � A2x1 = 0

AX = 0 ancak ve ancak

24 A1 A2

�A2 A1

35 :
24 x1

�x2

35 = 0
�A:

h
x1 �x2

iT
= 0

AX = 0

�A:
h
x1 �x2

iT
= 0 şeklinde tek bir çözümü vard¬r. Böylece, �A bir bikompleks

matristir ve �A tersi al¬nabilirdir.
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(ii)) (iv) A 2Mn�n (BC) olmak üzere AX = 0 olsun. A matrisinin s¬f¬r özde¼gere

sahip oldu¼gunu kabul edelim. X 6= 0 bikompleks vektörü için AX = �X eşitli¼gi

s¬f¬r özde¼gere sahiptir. Böylece AX = 0 ve X = 0 elde etmi̧s oluruz. Şimdi A s¬f¬r

özde¼gere sahip olsun. E¼ger AX = 0 = �X ise X = 0 d¬r.

(iii)) (i) �A tersi al¬nabilir bir bikompleks matris olsun,

A = A1 + A2j ve B = B1 +B2j bikompleks matrislerini ele alal¬m.

�A =

24 A1 A2

�A2 A1

35 ve �B =

24 B1 B2

�B2 B1

35
olmak üzere; 24 B1 B2

�B2 B1

35 :
24 A1 A2

�A2 A1

35 =

24 I 0

0 I

35
B1A1 �B2A2 = I

B1A2 +B2A1 = 0

Bu eşitlikleri kullanarak;

(B1A1 �B2A2) + (B1A2 +B2A1) j = I

ifadesini elde ederiz. B = B1 +B2j için BA = I olur. Böylece A tersi al¬nabilir bir

bikompleks matristir.
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5 B·IKOMPLEKS MATR·ISLER·IN ÖZDE¼GERLER·I

Tan¬m 5.1. A 2Mn (BC) ve � 2 BC olsun. Ax = �x (Ax = x�) eşitli¼gi sa¼glan¬y-

orsa x vektörü A matrisinin bikompleks özvektörü, � da A matrisinin sol özde¼geridir.

Sol özde¼ger kümesini �l (A) = f� 2 BC : Ax = �x; x 6= 0gşeklinde yaza

biliriz .Benzer şekilde sa¼g özde¼ger kümesini de �r (A) = f� 2 BC : Ax = x�; x 6= 0g

olarak gösterebiliriz.

Teorem 5.1. E¼ger A n � n tipinde bikompleks bir matris ise A n¬n sol ve sa¼g

özde¼gerleri eşittir. Aşa¼g¬daki şekilde ifade ederiz.

�l (A) = �r (A) :

·Ispat: A matrisinin sol özde¼geri � olsun. x 6= 0 için Ax = �x olur. Herhangi bir

q 6= 0 bikompleks matrisi için,

�
qAq�1

�
qx =

�
q�q�1

�
qx

Aqx =
�
q�q�1

�
qx

şeklinde A matrisini elde ederiz. 0 6= q 2 BC olsun. Kompleks matrisini qAq�1

qx = y = y1 + y2j şeklinde yazabiliriz.

Ay1 = y1q�q
�1 ve Ay2 = y2q�q�1

Benzer şekilde sa¼g özde¼geri ispatlayabiliriz.

Tan¬m 5.2. A 2 Mn (BC) ve A matrisinin kompleks adjoint matrisi �A olsun.A

matrisinin determinant¬n¬jAj ve �A n¬n determinant¬j�Aj olsun. Aşa¼g¬daki eşitlikler
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sa¼glan¬r.

i) j�Aj = jAj :
��Ai��

ii) j�Aj = jAj :
��Aj��

iii) j�Aj 6= jAj :
��Aij��

Örnek: A =

24 1 0

ij i+ j

35bikompleks matrisini ele alal¬m.
A bikompleks matrisinin determinant¬n¬hesaplarsak jAj = i+ j buluruz. Şimdi ise��Ai��, ��Aj��, ��Aij�� de¼gerlerini elde edelim.

Ai =

24 1 0

�ij �i+ j

35) ��Ai�� = �i+ j
olur.

Aj =

24 1 0

�ij i� j

35) ��Aj�� = i� j
bulunur.

Aij =

24 1 0

ij �i� j

35) ��Aij�� = �i� j
elde edilir. Şimdi de jAj :

��Ai��, jAj : ��Aj��, jAj : ��Aij�� ifadelerini hesaplayal¬m.
jAj :

��Ai�� = (i+ j) (�i+ j) = �i2 + j2 = 0

jAj :
��Aj�� = (i+ j) (i� j) = i2 � j2 = 0

jAj :
��Aij�� = (i+ j) (�i� j) = �i2 � ij � ij � j2 = 2� 2ij

elde edilir.A matrisini,

A = A1 + A2j =

24 1 0

0 i

35+
24 0 0

i 1

35 j
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şeklinde yaz¬p �A�y¬ve j�Aj�y¬hesaplayal¬m.

�A =

26666664
1 0 0 0

0 i i 1

0 0 1 0

�i �1 0 i

37777775) j�Aj = 1:

���������
i i 1

0 1 0

�1 0 i

��������� = 1:
������ i 1

�1 i

������ = i2 + 1 = 0

Buradan,

j�Aj = jAj
��Ai��

j�Aj = jAj
��Aj��

j�Aj 6= jAj
��Aij��

eşitlikleri elde edilir.
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6 DUAL B·IKOMPLEKS SAYILAR

6.1. Dual Bikompleks Say¬lar ve Özellikleri

Tan¬m 6.1.1.

eZ =
8<: A+Bi+ Cj +Dij;A = a+ "a�; B = b+ "b�; C = c+ "c�; D = d+ "d�

; a; a�; b; b�; c; c�; d; d� 2 R; i2 = j2 = �1

9=;
şeklinde tan¬mlanan kümeye dual bikompleks say¬lar kümesi denir.eZ = Z1+"Z2 dual bikompleks say¬s¬bikompleks say¬lar kümesinde tan¬mlanabilece¼gi
gibi reel say¬lar kümesinde de tan¬mlanabilir. Bunun için Z1; Z2 bikompleks say¬lar¬

reel say¬lar üzerinde,

Z1 = a+ bi+ cj + dij; Z2 = a
� + b�i+ c�j + d�ij

şeklinde ifade edersek,

eZ = A+Bi+ Cj +DijeZ = (a+ "a�) + (b+ "b�)i+ (c+ "c�)j + (d+ "d�)ijeZ = a+ bi+ cj + dij + "(a� + b�i+ c�j + d�ij)

elde ederiz.Dual bikompleks say¬lar kümesini;

eZ = neZ = Z1 + "Z2 j Z1; Z2 2 BC; "2 = 0; i2 = j2 = �1; ij = jio
şeklinde ifade edebiliriz.

Tan¬m 6.1.2. Dual bikompleks say¬lar kümesinin iki eleman¬,eZ = A+Bi+Cj+Dij; eZ = Z1+"Z2 vefW = A1+B1i+C1j+D1ij, fW = W1+"W2
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(Z1; Z2;W1;W2 2 BC) olsun. Dual bikompleks say¬larda toplama i̧slemi;

� : DBC �DBC ! DBC

eZ �fW = (Z1 + "Z2) + (W1 + "W2)eZ �fW = (Z1 +W1) + " (Z2 +W2)

şeklinde tan¬mlan¬r. Bikompleks say¬lar toplama i̧slemine göre kapal¬d¬r. iki bikom-

pleks say¬n¬n toplam¬yine bir bikompleks say¬d¬r. Ayr¬ca (DBC;+) ikilisi bir abel

gruptur. Buradaki etkisiz eleman s¬f¬r dual bikompleks say¬s¬(0; 0; 0; 0) s¬ral¬

dörtlüsüdür.

Tan¬m 6.1.3. Dual bikompleks say¬larda skaler ile çarpma i̧slemi aşa¼g¬daki şekilde

tan¬mlan¬r.

Z = A+Bi+ Cj +Dij 2 DBC

ve 8k 2 R için skaler ile çarpma i̧slemi,

� : RxDBC ! DBC

k � eZ = kA+ kBi+ kCj + kDij
şeklinde tan¬mlan¬r. Bu şekilde tan¬mlanan d¬̧s i̧slem;

i)k � ( eZ +fW ) = (k � eZ) + (k �fW );8k 2 R;8 eZ;fW 2 DBC

ii)(k + t)� eZ = (k � eZ) + (t� eZ);8k; t 2 R;8 eZ 2 DBC

iii)(k:t)� eZ = k � (t� eZ);8k; t 2 R;8 eZ 2 DBC

iV )1� eZ = eZ;8 eZ 2 DBC

özelliklerine sahiptir.

fDBC;�;R;+; :;�g sistemi bir reel vektör uzay¬d¬r. Bu uzay¬DBCile DBCdeki �
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i̧slemini k¬saca " + "ile gösterece¼giz.

Tan¬m 6.1.4. Çarpma i̧slemi, 
 : DBC �DBC ! DBC i̧slemi aşa¼g¬daki gibi tan¬m-

lan¬r. Buna göre;

eZ 
fW = (Z1 + "Z2) : (W1 + "W2) = (Z1:W1) + " (Z1:W2 + Z2:W1)

= (a+ bi+ cj + dij) (a1 + b1i+ c1j + d1ij)

+"((a+ bi+ cj + dij) (a�1 + b
�
1i+ c

�
1j + d

�
1ij)

+ (a� + b�i+ c�j + d�ij) : (a1 + b1i+ c1j + d1ij))

= aa1 � bb1 � cc1 + dd1 + (ab1 + ba1 � cd1 � dc1) i

+(ac1 + bd1 + ca1 � db1) j + (ad1 + bc1 + cb1 � da1) ij

+"((aa�1 � bb�1 � cc�1 + dd�1 + a�a1 � b�b1 � c�c1 + d�d1)

+(ab�1 + ba
�
1 � cd�1 � dc�1 + a�b1 + b�a1 � c�d1 � d�c1)i

+(ac�1 � bd�1 + ca�1 � db�1 + a�c1 � b�d1 + c�a1 � d�b1)j

+(ad�1 + bc
�
1 + cb

�
1 + da

�
1 + a

�d1 + b
�c1 + c

�b1 + d
�a1)ij)

elde edilir. Benzer şekilde fW 
 eZ hesapland¬¼g¬nda ,
fW 
 eZ = (W1 + "W2) : (Z1 + "Z2)fW 
 eZ = W1:Z1 + " (W1:Z2 +W2:Z1)

W1:Z2 = Z2:W1;W2:Z1 = Z1:W2; Z1:W1 = W1:Z1

oldu¼gundan, eZ 
fW = fW 
 eZ
oldu¼gu görülür. Dual bikompleks say¬larda çarpma i̧sleminin de¼gi̧sme özelli¼gi vard¬r.

Tan¬m 6.1.5.Dual bikompleks say¬lar için eşitlik ba¼g¬nt¬s¬n¬;

eZ = A+Bi+ Cj +Dij vefW = A1 +B1i+ C1j +D1ijeZ = fW , A = A1; B = B1; C = C1; D = D1
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şeklinde ifade edebiliriz.

Tan¬m 6.1.6. Dual bikompleks say¬larda eşlenik kavram¬i, j ve ij birimlerine göre

olmak üzere üç farkl¬şekilde tan¬mlan¬r.

eZ = A+Bi+ Cj +DijeZ = (a+ "a�) + (b+ "b�)i+ (c+ "c�)j + (d+ "d�)ij

1) eZ(i) = (a+ "a�)� (b+ "b�)i+ (c+ "c�)j � (d+ "d�)ijeZ(i) = (a� bi+ cj � dij) + " (a� � b�i+ c�j � d�ij)eZ(i) = Z1(i) + "Z2(i)

2) eZ(j) = (a+ "a�) + (b+ "b�)i� (c+ "c�)j � (d+ "d�)ijeZ(j) = (a+ bi� cj � dij) + " (a� + b�i� c�j � d�ij)eZ(j) = Z1(j) + "Z2(j)

3) eZ(ij) = (a+ "a�)� (b+ "b�)i� (c+ "c�)j + (d+ "d�)ijeZ(ij) = (a� bi� cj + dij) + " (a� � b�i� c�j + d�ij)eZ(ij) = Z1(ij) + "Z2(ij)

Teorem 6.1.1. Dual bikompleks say¬lar kümesinin iki eleman¬;

eZ = A+Bi+ Cj +Dij; eZ = Z1 + "Z2
ve fW = A1 +B1i+ C1j +D1ij;fW = W1 + "W2

(Z1; Z2;W1;W2 2 BC) olsun. (i) birimine göre eşlenik aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.
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a)8 eZ;fW 2 DBC için ( eZ +fW )(i) = eZ(i) +fW (i)

b)8 eZ;fW 2 DBC için ( eZ �fW )(i) = eZ(i) �fW (i)

c)8 eZ 2 DBC için
� eZ(i)�

(i)
= eZ

d)8 eZ;fW 2 DBC için ( eZ 
fW )(i) = eZ(i) 
fW (i)

e)8 eZ 2 DBC;8� 2 R için � eZ(i) = � eZ(i)
·Ispat: a) eZ = Z1 + "Z2;fW = W1 + "W2 2 DBC olmak üzere,

eZ +fW = (Z1 + "Z2) + (W1 + "W2)eZ +fW = (Z1 +W1) + " (Z2 +W2)� eZ +fW�
(i)

= (Z1 +W1)(i) + "(Z2 +W2)(i)� eZ +fW�
(i)

=
�
Z1(i) +W1(i)

�
+ "

�
Z2(i) +W2(i)

�
� eZ +fW�

(i)
= Z1(i) + "Z2(i) +W1(i) + "W2(i)� eZ +fW�

(i)
= eZ(i) +fW (i)

dir.

b) eZ = Z1 + "Z2; fW = W1 + "W2 2 DBC olmak üzere,

eZ �fW = (Z1 + "Z2)� (W1 + "W2)eZ �fW = (Z1 �W1) + " (Z2 �W2)� eZ �fW�
(i)

= (Z1 �W1)(i) + "(Z2 �W2)(i)� eZ �fW�
(i)

=
�
Z1(i) �W1(i)

�
+ "

�
Z2(i) �W2(i)

�
� eZ �fW�

(i)
=

�
Z1(i) + "Z2(i)

�
�
�
W1(i) + "W2(i)

�
� eZ �fW�

(i)
= eZ(i) �fW (i)

dir.
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c) 8 eZ 2 DBC olmak üzere,

� eZ(i)�
(i)

= eZ
eZ(i) = Z1(i) + "Z2(i)� eZ(i)�
(i)

= Z1(i) + "Z2(i)� eZ(i)�
(i)

= Z1 + "Z2 = eZ
dir.

d) 8 eZ;fW 2 DBC olmak üzere,

eZ 
fW = (Z1 + "Z2) : (W1 + "W2) = (Z1:W1) + " (Z1:W2 + Z2:W1)� eZ 
fW�
(i)

= (Z1:W1)(i) + "
�
Z1:W2(i) + Z2:W1(i)

�
� eZ 
fW�

(i)
= Z1(i):W1(i) + "

�
Z1(i):W2(i) + Z2(i):W1(i)

�
� eZ 
fW�

(i)
=

�
Z1(i) + "Z2(i)

� �
W1(i) + "W2(i)

�
� eZ 
fW�

(i)
= eZ(i) 
fW (i)

e) 8 eZ 2 DBC;8� 2 R için,

� eZ = � (Z1 + "Z2)�
� eZ�

(i)
= � (Z1 + "Z2)(i)�

� eZ�
(i)

= �Z1(i) + "Z2(i)

= �
�
Z1(i) + "Z2(i)

�
Teorem 6.1.2. Dual bikompleks say¬lar kümesinin iki eleman¬,

eZ = A+Bi+ Cj +Dij; eZ = Z1 + "Z2
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ve fW = A1 +B1i+ C1j +D1ij;fW = W1 + "W2

(Z1; Z2;W1;W2 2 BC) olsun. (j) birimine göre eşlenik aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.

a)8 eZ;fW 2 DBC için ( eZ +fW )(j) = eZ(j) +fW (j)

b)8 eZ;fW 2 DBC için ( eZ �fW )(j) = eZ(j) �fW (j)

c)8 eZ 2 DBC için
� eZ(j)�

(j)
= eZ

d)8 eZ;fW 2 DBC için ( eZ 
fW )(j) = eZ(j) 
fW (j)

e)8 eZ 2 DBC;8� 2 R için
�
� eZ�

(j)
= � eZ(j)

·Ispat: a) eZ = Z1 + "Z2;fW = W1 + "W2 2 DBC olmak üzere,

eZ +fW = (Z1 + "Z2) + (W1 + "W2)eZ +fW = (Z1 +W1) + " (Z2 +W2)� eZ +fW�
(j)

= (Z1 +W1)(j) + "(Z2 +W2)(j)� eZ +fW�
(j)

=
�
Z1(j) +W1(j)

�
+ "

�
Z2(j) +W2(j)

�
� eZ +fW�

(j)
= Z1(j) + "Z2(j) +W1(j) + "W2(j)� eZ +fW�

(j)
= eZ(j) +fW (j)

dir.
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b) eZ = Z1 + "Z2; fW = W1 + "W2 2 DBC olmak üzere,

eZ �fW = (Z1 + "Z2)� (W1 + "W2)eZ �fW = (Z1 �W1) + " (Z2 �W2)� eZ �fW�
(j)

= (Z1 �W1)(j) + "(Z2 �W2)(j)� eZ �fW�
(j)

=
�
Z1(j) �W1(j)

�
+ "

�
Z2(j) �W2(j)

�
� eZ �fW�

(j)
=

�
Z1(j) + "Z2(j)

�
�
�
W1(j) + "W2(j)

�
� eZ �fW�

(j)
= eZ(j) �fW (j)

c) 8 eZ 2 DBC olmak üzere,

� eZ(j)�
(j)

= eZ
eZ(j) = Z1(j) + "Z2(j)� eZ(j)�
(j)

= Z1(j) + "Z2(j)� eZ(j)�
(j)

= Z1 + "Z2 = eZ
dir.

d) 8 eZ;fW 2 DBC olmak üzere,

eZ 
fW = (Z1 + "Z2) : (W1 + "W2) = (Z1:W1) + " (Z1:W2 + Z2:W1)� eZ 
fW�
(j)

= (Z1:W1)(j) + "
�
Z1:W2(j) + Z2:W1(j)

�
� eZ 
fW�

(j)
= Z1(j):W1(j) + "

�
Z1(j):W2(j) + Z2(j):W1(j)

�
� eZ 
fW�

(j)
=

�
Z1(j) + "Z2(j)

� �
W1(j) + "W2(j)

�
� eZ 
fW�

(j)
= eZ(j) 
fW (j)

dir.
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e) 8 eZ 2 DBC;8� 2 R için,

� eZ = � (Z1 + "Z2)�
� eZ�

(j)
= � (Z1 + "Z2)(j)�

� eZ�
(j)

= �Z1(j) + "Z2(j)�
� eZ�

(j)
= �

�
Z1(j) + "Z2(j)

�
�
� eZ�

(j)
= � eZ(j)

dir.

Teorem 6.1.3. Dual bikompleks say¬lar kümesinin iki eleman¬,

eZ = A+Bi+ Cj +Dij; eZ = Z1 + "Z2
ve fW = A1 +B1i+ C1j +D1ij

fW = W1 + "W2 (Z1; Z2;W1;W2 2 BC) olsun. (ij) birimine göre eşlenik aşa¼g¬daki

özelliklere sahiptir.

a) 8 eZ;fW 2 DBC için ( eZ +fW )(ij) = eZ(ij) +fW (ij)

b) 8 eZ;fW 2 DBC için ( eZ �fW )(ij) = eZ(ij) �fW (ij)

c) 8 eZ 2 DBC için
� eZ(ij)�

(ij)
= eZ

d) 8 eZ;fW 2 DBC için ( eZ 
fW )(ij) = eZ(ij) 
fW (ij)

e) 8 eZ 2 DBC;8� 2 R için
�
� eZ�

(ij)
= � eZ(ij)

93



·Ispat: a) eZ = Z1 + "Z2; fW = W1 + "W2 2 DBC olmak üzere,

eZ +fW = (Z1 + "Z2) + (W1 + "W2)eZ +fW = (Z1 +W1) + " (Z2 +W2)� eZ +fW�
(ij)

= (Z1 +W1)(ij) + "(Z2 +W2)(ij)� eZ +fW�
(ij)

=
�
Z1(ij) +W1(ij)

�
+ "

�
Z2(ij) +W2(ij)

�
� eZ +fW�

(ij)
= Z1(ij) + "Z2(ij) +W1(ij) + "W2(ij)� eZ +fW�

(ij)
= eZ(ij) +fW (ij)

dir.

b) eZ = Z1 + "Z2; fW = W1 + "W2 2 DBC olmak üzere,

eZ �fW = (Z1 + "Z2)� (W1 + "W2)eZ �fW = (Z1 �W1) + " (Z2 �W2)� eZ �fW�
(ij)

= (Z1 �W1)(ij) + "(Z2 �W2)(ij)� eZ �fW�
(ij)

=
�
Z1(ij) �W1(ij)

�
+ "

�
Z2(ij) �W2(ij)

�
� eZ �fW�

(ij)
=

�
Z1(ij) + "Z2(ij)

�
�
�
W1(ij) + "W2(ij)

�
� eZ �fW�

(ij)
= eZ(ij) �fW (ij)

dir.

c) 8 eZ 2 DBC olmak üzere,

� eZ(ij)�
(ij)

= eZ
eZ(ij) = Z1(ij) + "Z2(ij)� eZ(ij)�
(ij)

= Z1(ij) + "Z2(ij)� eZ(ij)�
(ij)

= Z1 + "Z2 = eZ
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dir.

d) 8 eZ;fW 2 DBC olmak üzere,

eZ 
fW = (Z1 + "Z2) : (W1 + "W2) = (Z1:W1) + " (Z1:W2 + Z2:W1)� eZ 
fW�
(ij)

= (Z1:W1)(ij) + "
�
Z1:W2(ij) + Z2:W1(ij)

�
� eZ 
fW�

(ij)
= Z1(ij):W1(ij) + "

�
Z1(ij):W2(ij) + Z2(ij):W1(ij)

�
� eZ 
fW�

(ij)
=

�
Z1(ij) + "Z2(ij)

� �
W1(ij) + "W2(ij)

�
� eZ 
fW�

(ij)
= eZ(ij) 
fW (ij)

dir.

e) 8 eZ 2 DBC;8� 2 R için,

� eZ = � (Z1 + "Z2)�
� eZ�

(ij)
= � (Z1 + "Z2)(ij)�

� eZ�
(ij)

= �Z1(ij) + "Z2(ij)�
� eZ�

(ij)
= �

�
Z1(ij) + "Z2(ij)

�
dir.

Tan¬m 6.1.6. Dual bikompleks say¬larda modül kavram¬reel, i, j ve ij birimlerine

göre olmak üzere dört farkl¬şekilde tan¬mlan¬r.

1) Reel modül : eZ = Z1 + "Z2 (Z1; Z2 2 BC)
Z1 = a+ bi+ cj + dij ) jZ1j = 2

p
a2 + b2 + c2 + d2

Z2 = a� + b�i+ c�j + d�ij ) jZ2j = 2

q
(a�)2 + (b�)2 + (c�)2 + (d�)2

��� eZ��� =
2

q
jZ1j2 + jZ2j2 = 2

vuuut a2 + b2 + c2 + d2 + (a�)2

+(b�)2 + (c�)2 + (d�)2
2 R
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2) (i) ye göre modül : eZ: eZ(j) = (a+ bi+ cj + dij + "(a� + b�i+ c�j + d�ij))
(a+ bi� cj � dij + " (a� + b�i� c�j � d�ij))eZ: eZ(j) = a2 � b2 + 2abi+ c2 � d2 + 2cdi

+"(2aa� � 2bb� + 2cc� � 2dd�

+i(2ab� + 2a�b+ 2cd� + 2c�d))��� eZ(i)��� =
2

qeZ: eZ(j) =qZ1:Z1(j) + 2"Z2:Z2(j)

3) (j)0 ye göre modül : eZ: eZ(i) = (a+ bi+ cj + dij + "(a� + b�i+ c�j + d�ij))
(a� bi+ cj � dij + " (a� � b�i+ c�j � d�ij))eZ: eZ(i) = a2 + b2 + 2acj � c2 � d2 + 2bdj

+"(2aa� + 2bb� � 2cc� � 2dd�

+j(2ac
� + 2a�c+ 2bd� + 2b�d))��� eZ(j)��� =

2

qeZ: eZ(i) =qZ1:Z1(i) + 2"Z2:Z2(i)

4) (ij)�ye göre modül : eZ: eZ(ij) = (a+ bi+ cj + dij + "(a� + b�i+ c�j + d�ij))
(a� bi� cj + dij + " (a� � b�i� c�j + d�ij))eZ: eZ(ij) = a2 + b2 + 2adij + c2 + d2 � 2bcij

+"(2aa� + 2bb� + 2cc� + 2dd�

+ij(2ad� � 2b�c� 2bc� + 2a�d))��� eZ(ij)��� =
2

qeZ: eZ(ij) =qZ1:Z1(ij) + 2"Z2:Z2(ij)
6.2. Dual Bikompleks Say¬lar¬n Kompleks Matris Gösterimi

Bu bölümde dual bikompleks say¬lar¬n matris gösterimi yap¬lacakt¬r.
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Dual Bikompleks say¬lar cümlesi,

DBC =
neZ = A+Bi+ Cj +Dij j A;B;C;D 2 DR; "

2 = 0; i2 = j2 = �1; ij = ji
o

DBC =

8<: eZ = (a+ "a�) + (b+ "b�)i+ (c+ "c�)j + (d+ "d�)ij j
a; b;c; d 2 R; "2 = 0; i2 = j2 = �1; ij = ji

9=;
DBC =

8<: eZ = a+ bi+ cj + dij + "(a� + b�i+ c�j + d�ij) = Z1 + "Z2,
Z1; Z2 2 C; i2 = j2 = �1; ij = ji

9=;
şeklinde ifade edilebilir. DBC nin bir baz¬f1; i; j; ijgdir. Dual bikompleks say¬lar¬n

dual matris dönüşümü olmak üzere;

T : DBC ! Hom(DBC; DBC)eZ ! T ( eZ) = T eZ
dönüşümü 8Y 2 BC için,

T eZ : DBC ! DBC

Y ! T eZ(Y ) = eZ:Y

T eZ (1) = (a+ "a�) + (b+ "b�) i+ (c+ "c�) j + (d+ "d�) ij

T eZ (i) = eZ:i = (a+ "a�) i� (b+ "b�) + (c+ "c�) ij � (d+ "d�) j
T eZ (j) = eZ:j = (a+ "a�) j + (b+ "b�) ij � (c+ "c�)� (d+ "d�) i
T eZ (ij) = eZ:ij = (a+ "a�) ij � (b+ "b�) j � (c+ "c�) i+ (d+ "d�)

� eZ =

26666664
a+ "a� �b� "b� �c� "c� d+ "d�

b+ "b� a+ "a� �d� "d� �c� "c�

c+ "c� �d� "d� a+ "a� �b� "b�

d+ "d� c+ "c� b+ "b� a+ "a�

37777775
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� eZ
h
1 i j ij

i
=

26666664
a+ "a� �b� "b� �c� "c� d+ "d�

b+ "b� a+ "a� �d� "d� �c� "c�

c+ "c� �d� "d� a+ "a� �b� "b�

d+ "d� c+ "c� b+ "b� a+ "a�

37777775
T eZ lineer dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matristir.

IDBC, bikompleks say¬lar¬n cümlesi, C kompleks say¬lar üzerinde iki boyutlu vektör

uzay¬d¬r. Bu uzay¬n bir baz¬f1; jg dir:

T eZ : BC! BCfW ! T eZ
�fW� = eZfW = fW eZ

W = 1icin T eZ (1) = eZ = X + jY
W = jicin T eZ (j) = eZ:j = Xj � Y

� eZ =

24 X �Y

Y X

35 =
26666664
A �B �C D

B A �D �C

C �D A �B

D C B A

37777775

� eZ =

26666664
a �b �c d

b a �d �c

c �d a �b

d c b a

37777775+ "
26666664
a� �b� �c� d�

b� a� �d� �c�

c� �d� a� �b�

d� c� b� a�

37777775
� eZ = �Z1 + "�Z2

6.3. Dual Bikompleks Matrislerinin Kompleks Adjoint Matris Gösterimi

Tan¬m 6.3.1. Herhangi eA 2 Mn�n (DBC) dual bikompleks matrisini eA = A + "A�
biçiminde yazabiliriz. Burada A;A� 2Mn�n (BC)dir.Bir A = A1 + A2j;

A1; A2 2Mn�n (C) bikompleks matrisine bir tek 2n� 2n tipindeki
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�A =

24 A1 A2

�A2 A1

35kompleks matrisi kaŗs¬l¬k gelir.
A� = A�1 + A

�
2j; A

�
1; A

�
2 2Mn�n (C) bikompleks matrisine bir tek 2n� 2n tipindeki

�A� =

24 A�1 A�2

�A�2 A�1

35 kompleks matrisi kaŗs¬l¬k gelir.
eA = A1 + A2j + " (A

�
1 + A

�
2j)eA = (A1 + "A

�
1) + (A2 + "A

�
2) j

� eA =

24 A1 + "A
�
1 A2 + "A

�
2

� (A2 + "A�2) A1 + "A
�
1

35
� eA =

24 A1 A2

�A2 A1

35+ "
24 A�1 A�2

�A�2 A�1

35
� eA = �A + "�A�

Teorem 6.3.1. eA; eB 2Mn�n (DBC) dual bikompleks matrisleri için aşa¼g¬daki özel-

likler sa¼glan¬r.

1)�In = I2n

2)� eA+ eB = � eA + � eB
3)� eA eB = � eA� eB

·Ispat: 1)

In =

26664
1 0

1

0 1

37775 = In + 0j = A1 + A2j
buradan aşa¼g¬daki eşitli¼gi yazabiliriz.

�In =

24 A1 + "A
�
1 A2 + "A

�
2

� (A2 + "A�2) A1 + "A
�
1

35
olur. Buradan

�In =

24 A1 + "A
�
1 A2 + "A

�
2

� (A2 + "A�2) A1 + "A
�
1

35 =
24 In 0

0 In

35 = I2n
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elde edilir.

2) eA = (A1 + "A�1) + (A2 + "A�2) j (A1; A2;A�1; A�2 2Mn�n (C))

ve eB = (B1 + "B�1) + (B2 + "B�2) j (B1; B2;B�1 ; B�2 2Mn�n (C))

olsun. Bu durumda,

� eA =
24 A1 + "A

�
1 A2 + "A

�
2

� (A2 + "A�2) A1 + "A
�
1

35
ve

� eB =
24 B1 + "B

�
1 B2 + "B

�
2

� (B2 + "B�2) B1 + "B
�
1

35
oldu¼gundan;

eA+ eB = (A1 +B1 + " (A
�
1 +B

�
1)) + (A2 +B2 + " (A

�
2 +B

�
2)) j

� eA+ eB =

24 A1 +B1 + " (A
�
1 +B

�
1) A2 +B2 + " (A

�
2 +B

�
2)

�A2 +B2 + " (A�2 +B�2) A1 +B1 + " (A
�
1 +B

�
1)

35 (6.1)

� eA + � eB =

24 A1 + "A
�
1 A2 + "A

�
2

� (A2 + "A�2) A1 + "A
�
1

35+
24 B1 + "B

�
1 B2 + "B

�
2

� (B2 + "B�2) B1 + "B
�
1

35
� eA + � eB =

24 A1 +B1 + " (A
�
1 +B

�
1) A2 +B2 + " (A

�
2 +B

�
2)

� (A2 +B2 + " (A�2 +B�2)) A1 +B1 + " (A
�
1 +B

�
1)

35 (6.2)

elde edilir. (6.1) ve (6:2) eşitli¼gini kullanarak,

� eA+ eB = � eA + � eB
elde ederiz.
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3)

eA = (A1 + "A
�
1) + (A2 + "A

�
2) j;

eB = (B1 + "B�1) + (B2 + "B�2) jeA: eB = ((A1 + "A
�
1) + (A2 + "A

�
2) j) ((B1 + "B

�
1) + (B2 + "B

�
2) j)eA: eB = ((A1 + "A

�
1) (B1 + "B

�
1)� (A2 + "A�2) (B2 + "B�2))

+j ((A2 + "A
�
2) (B1 + "B

�
1) + (A1 + "A

�
1) (B2 + "B

�
2))

� eA: eB =

26666664
(A1 + "A

�
1) (B1 + "B

�
1)�

(A2 + "A
�
2) (B2 + "B

�
2)

(A2 + "A
�
2) (B1 + "B

�
1)

+ (A1 + "A
�
1) (B2 + "B

�
2)

� (A2 + "A�2) (B1 + "B�1)

+ (A1 + "A
�
1) (B2 + "B

�
2)

(A1 + "A
�
1) (B1 + "B

�
1)

� (A2 + "A�2) (B2 + "B�2)

37777775 (6.3)

� eA� eB =

24 (A1 + "A
�
1) A2 + "A

�
2

� (A2 + "A�2) (A1 + "A
�
1)

3524 B1 + "B
�
1 B2 + "B

�
2

� (B2 + "B�2) B1 + "B
�
1

35
26666664

(A1 + "A
�
1) (B1 + "B

�
1)

� (A2 + "A�2) (B2 + "B�2)

(A2 + "A
�
2) (B1 + "B

�
1)

+ (A1 + "A
�
1) (B2 + "B

�
2)

� (A2 + "A�2) (B1 + "B�1)

+ (A1 + "A
�
1) (B2 + "B

�
2)

(A1 + "A
�
1) (B1 + "B

�
1)

� (A2 + "A�2) (B2 + "B�2)

37777775 (6.4)

(6.3) ve (6.4) eşitli¼gini kullanarak,

� eA: eB = � eA� eB
elde edilir.
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Do¼gum Tarihi : 27.08.1978

Medeni Hali : Evli

Yabanc¬Dili : ·Ingilizce

Telefon : 05389703977

E-mail : cananolcek@gmail.com

E¼gitim Durumu (Kurum ve Y¬l)
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