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SIMGELER VE KISALTMALAR
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1. GIRIS

Afin diferensiyel geometri ¢calismalari A. Transon un 1841 de yayinladig: afin diferensiyel
geometri kitabina kadar dayanir. 1872 de F. Klein geometrik doniisiimler grubu altinda
invaryant kalan 6zellikleri inceledi. Afin diferensiyel geometri afin doniisiimler grubunun
invaryantlarinin  bir ¢alismasidir. L. Berwalt ve W. Blaschke hacim koruyan afin
doniisiimlerinin grubu olan equi-afin (unimodular) doniisiimleri altinda egri ve yuzeyleri
caligtilar [1]. Afin geometrinin igerisinde var olan diger doniistim grubu 6telemesi olmayan

ve L(n,IR) ile gosterilen centro-afin doniisimler grubudur. Schirokow 1962 de bu

konudaki kaynagimi yaymlamistir [2]. 1991 de K. Nomizu ve T. Sasaki IR®uzayimda equi-
afin homojen yiizeyleri siiflandirmis ve afin konneksiyonlar1 incelemistir [3,4]. Benzer
calismayr IR* uzaymda F. Dillen ve L. Vrancken 1993 yilinda yapmustir [5,6]. B.
Abdiissamed 2018 de Afin uzayda egrilerin diferensiyel geometrisi konusunda yiiksek
lisans tezi hazirlamistir [7]. Miller 2013 yilinda Afin regle kiire ylizeyleri iizerinde
caligmugtir [21].

Bu tezde 3 boyutlu Afin uzayda has olmayan Afin kire ylizeylerinin Gauss ve ortalama

egrilikleri Blaschke metrigi kullanarak hesaplanacaktir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamim 2.1. A= ¢ bircimle ve V de F cismi tizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger bir

¥Y:AxA>V

doniisimii P,Q € Anoktalari i¢in

(P.Q)—(PQ)ev
seklinde tamimlanmis ve asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise A cumlesine V ile

birlestirilmis bir afin uzay denir.

i.vP,Q,Re Aicin  PR=PQ+QR dir.

ii. VP e Ave Va eV icin PQ = « olacak bigimde bir tek Q € A noktast vardir.

ﬁ) vektoriinde P noktasina baslangi¢ noktasi ve Q noktasina ug noktasi denir. Diger

yandan A nin boyutu
boyA = boyV

olarak tanimlanir [8,9].

Tanim 2.2. Bir V vektor uzayi ile birlesen afin uzaylardan biri A olsun. Ry, P,...,P, € A

noktalari igin PP, P,P,,..., P,P, €V vektérlerinin sistemi V nin bir bazi ise{P,,P,,..., P, }
nokta (n +1)-Iisine A afin uzaymnin bir afin ¢atis1 denir. Burada P, noktasma catinin
bagslangi¢ noktast ve P, noktalarina da ¢atinin birim noktalar1 denir [8,9].

Teorem 2.1. Bir V vektor uzayi ile birlesen afin uzaylardan biri Aolsun. Belli bir P, € A

noktasi secildiginde baslangici P, olan bir afin ¢at1 vardir [8,9].



ispat : V nin bir baz1 {a,,...,, } olsun. Her bir 1< 7 <n, igin @ = ¢, olacak sekilde bir
tek P, € A noktasinin var oldugunu biliyoruz. O halde {P,,P,,..., P,} nokta (n+1) — lisi bir

afin catidir ve {0{1,..., a, }ba21 verildiginde tektir.

Sonug 2.1. Bir V vektor uzayu ile birlesen bir A afin uzay1 verildiginde A da bir B, € A
noktast ve V de bir {a,,...,a,} baz1 verildiginde baslangici P, olan afin cati ile V deki

{al,..., an} baz1 birbirine karsilik gelirler [8,9].

Tamim 2.3. n- boyutlu bir V vektor uzayi ile birlesen bir A afin uzayinin afin ¢atilarindan

biri {PO, P,..., Pn} olsun. Bu ¢ati A da asagidaki gibi afin koordinat sistemi denen bir

(.

koordinat sistemi belirtir. V nin bir bazi |P,P,,R,P,,..., POPn} oldugundan VP € A igin

ﬁ eV vektoriinu bu baza gore tek turli

ﬁ=zaiﬁ , o €F
i1

ifade edebiliriz. A nin birlestigi V vektor uzayr F cismi lizerinde tanimlandigina gore
X :A—>F , 1<i<n
fonksiyonlarin1 VP € A igin

P->x(P)=¢ ,1<i<n

seklinde tanimlayalim.

Boylece P € A noktasma F" standart afin uzaymn bir (x,(P), X,(P),...,x,(P)) elemamm

karsilik tutmus oluruz, bu sirali n- liye P noktasinin koordinatlar1 denir.



Tersine n tane o, ,,...,, € F sayilar verildiginde koordinatlari {al,...,an} olan bir tek

P € A noktas1 vardir. Gergekten

vektoriinii ele alalim. Bu halde ikinci afin aksiyom uyarinca
SN n -
PP=> a;PP
i=1

olacak bigcimde bir tek P e A noktast vardir. Boylece X, X,, X5,..., X, A—>F

fonksiyonlarmm bir {X,,X,,...,X,} sistemini elde etmis oluruz. Bu sistem yardimiyla bir

A2 F" (standart afin uzay) doniisiimii elde edilmis olur. Bu fonksiyonlar sistemine
Anin bir afin koordinat sistemi denir. O halde {x,X,,...,x,} afin koordinat sisteminde
X; - A— F fonksiyonlar1 afin anlamda koordinat fonksiyonlaridirlar. {Xl, Xy yees Xn}

P} afin catisindaki Py, P,...,P, € A noktalarindan P,

My

sistemini belirleyen {P,,P,,..

baslangi¢ noktasi ve digerleri birim noktalardir [8,9].

Ornek 2.1. n- boyutlu bir Aafin uzayinda bir afin cati {PO,PI,...,Pn} ise Ry),P,...,P,
noktalarmin koordinatlar1 P, = (0,0,...,O), P = (1,0,...,0),..., P, = (0,0,...,l) dir. Buradan da P,
m A da baslangi¢ noktas: ve P, nin de A da i-—yinci birim nokta oldugu gorulmektedir

[8,9].

Ornek 22. n-boyutlu standart afin uzay F" de E,=(00,.,0),E, =(10,..0)..
L E, = (0,0,...,1) noktalarini alalim. {EO, E... En} catisina standart afin cat1 ve bu catiya

karsilik gelen afin koordinat sistemine de standart koordinat sistemi denir. Bu koordinat

sisteminde VP e F" noktasina «,,a,,...,a, € F sayilari, P nin koordinatlar1 olarak

P= (al,..., an) bigiminde karsilik gelir [8,9].



Tamm 2.4. A, n- boyutlu bir afin uzay ve {P,}={P,,R,...P,} ile {Q,}={Q,,Q,,--.Q,} de
A da farkli iki afin ¢at1 olsun. {F’,} catisinin {Qi} catisina gore konumu asagidaki bicimde

ifade edilebilir. {Q, }afin catis1 yardimyla belirlenen afin koordinat sisteminde P, € A

oldugundan Q,P, €V ve dolayisiyla
QP :Zai QoQ; (2.1)

ve benzer sekilde P,, P € A oldugundan PO—P eV ve dolayisiyla

ﬁZZainoQi , 1<i<n (2.2)

=
yazilabilir. (2.1) ifadesinden gorilmektedir Ki {P,} catisindaki P, baslangi¢ noktasinin
{Q} catisma gore afin koordinatlari [a,] dir. Benzer olarak (2.2) ifadesinden
gorllmektedir ki A = [aijj matrisinin i - yinci kolonu P,P eV vektérinin V deki {QOQi}
bazina gore koordinatlarindan olusur. Diger yandan {POF’i ,1<i < n} ve {QOQi ,1<i < n}

sistemleri V nin birer baz1 olduklarindan A matrisi regulerdir. O halde {P,}ve {Q,} afin

catilarinin rollerini degistirerek (2.1) ve (2.2) ifadeleri yerine sirasiyla,

Q=Y bRP (2.3)
@ = iji@i’ (2-4)

elde edilir. (2.4) deki B =|b, |= F"matrisi (2.2) deki A=|a, |e F!" matrisinin inversidir.

Dolayisiyla
AB=BA=1 =[5 ]eF’

dir. P € A keyfi bir nokta olmak (zere birinci afin aksiyomdan

Qop = Qo Po + PoP (2-5)

yazabiliriz.



Burada P nin {Q,} catisina gére koordinatlart [y, | olmak tizere
Q,P = Z ¥ QuQ; (2.6)
i=1
dir. Ayni bigimde P nin {P} catisina gore koordinatlar1 [x, | olmak tizere

PP =Y % PQ 27)

dir. (2.1), (2.6) ve (2.7) nin (2.5) de yerlerine yazilmasi ile

@onPo"'@

ZY.QO zaQoQ +ZX

590 -3 Sovx o 0

veya iki vektoriin esitligi tanimindan

Zax +a,, 1<i<n, (2.8)

ij 7]

veya matris formundaki ifade ile
Y=AX+C, Y=[y]eR", A=|q] (2.9)

elde edilir. (2.5) ifadesinde P e A noktast keyfi oldugundan {P} ve {Qi} catilari

tarafindan belirtilen iki koordinat sistemi arasindaki baginti (2.8) ile verilebilir. Bu ifadenin

(2.9) ile verilen matris formu agik olarak yazilirsa

Y Oy Oy 0 Oy, Oy | X
Y, Oy Ay 0 Ay Ay || X
=| : : : : : (2.10)
yn anl an2 e ann an Xn
1 | 0 0 0 1 1]

elde edilir [8,9].



Teorem 2.2. Abir afin uzay ve {P} ile {Q,} de Ada iki afin ¢at1 olsun. Bu iki gati
QopozzaiQoQi ve @;:ZainoQi 1<i<n
i=1 =

biciminde bagintili ise bu ¢atilarin belirledigi afin koordinat sistemleri olan {Xi} ve {yi } de

Y| |A C|IX ve X\ At —AC|Y
1] o 1)1 1] |0 1 |1
bi¢iminde bagntilidirlar. Py = Q, olmasi 6zel halinde su sonug elde edilir [8,9].

Teorem 2.3. Abir afin uzay ve {P} ile {Q,} de Auzayinda iki afin gati olsun. P, =Q, ise

bu iki ¢atinin belirledigi {Xi} ve {y} afin koordinat sistemleri arasindaki baginti

Y =AX veya X =AY
dir, burada A= [aij]e F,' dir [8,9].

Teorem 2.4. A bir afin uzay ve {P} ile {Q,} de Auzaynda iki afin gat1 olsun. Vi, igin

@»:QOQi ise bu catiya karsilik gelen {x,} ve {y,} koordinat sistemleri arasindaki

bagint1

ifadeleri koordinat eksenlerinin 6telenmesi hareketine karsilik gelir [10,11].



Ornek 2.3. Iki boyutlu bir reel vektor uzayz ile birlesen bir afin uzay A olsun.

y, =3%X, +2
Y, = 4%, =1

doniisimii A daki iki afin koordinat sistemi arasindaki bagmtiyr gostermektedir.

Gergekten bu sistemi matris formunda yazarsak

A 30 2|x
Y, [=|10 4 —=T] X,
1 00 1|1

oldugunu goriiriiz ki bu da (2.10) formundadir. Buradan X;,X, yi VY,,Y, cinsinden

hesaplarsak

145 22
Xl ) 3 1 13 Y1
2 | = 4 2 Y,
1 0 0 1|1
bulunur. Buradan
30 2
= y C:
0 4 7
matrislerine karsilik
1 _2
B=A'=|3 b=Alc=| 3
1 7
0 = L
4 4

oldugu goriiliir [8,9].



Teorem 2.5. F standart afin uzayinda bir {PO, P P} nokta sisteminin bir afin ¢ati

n

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Fo Pu Pn
PZO P I:)Zn
det| : : : |#0
PnO I:)nl I:)nn
1 1 1
olmasidir, burada
P
Py -
P=| 7|, 1<i<n
I:)ni
dir [8,9].
Ispat :
Pli - F)10
ﬁ' _ Py =Py
o'i — 9 '
I:>ni - I:)nO

dir. Biliyoruz ki {ﬁ} vektorlerinin F" standart vektor uzayinda bir baz olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul siitunlari

Pli_Plo

_— P.-P

PP=|% "#|, 1<i<n
I:)ni_l:)no

olan nxn matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasidir, yani,

Pll_PlO PlZ_PlO Pln_Plo
det P21 - on Pzz - on P2n - on
I:)nl - I:)nO Pn2 - I:)nO e I:)nn - I:)no



Py P PR P |
PZO P21 P22 P2n
(1) det| : D |20
PnO Pnl Pn2 Pnn
101 1 1

dir. Diger taraftan {ﬁ} sistemi F" vektor uzayinda bir baz olusturursa {P}, nokta

sistemi de F" vektor uzayi ile birlestirilen F" standart afin uzayinda bir ¢at1 olusturur.

Tamm 2.5. Q, E? uzaymin irtibath bir acik alt ciimlesi olmak iizere ¥ :Qc E* —» E®

diferensiyellenebilir ve regiiler bir déniisiim olsun. W :Q c E? —>‘P(Q) doniisiimii bir

homomorfizm ise ‘P(Q) climlesine, E® uzayinda bir basit yiizey denir. Y., E* uzaymmin

bir alt ctimlesi olsun. M her bir p noktasi i¢in p € ¥(QQ) ve ¥(Q) < 2. olacak bicimde bir

P(Q) basit yiizeyi bulunabiliyorsa Y. ciimlesine E® uzayinda bir yiizey denir [8].

Tamim 2.6. Y, yizeyi ¥:Qc E* — E® parametrizasyonu ile verilsin. Y nin p e ‘P(u,v)
noktasidaki teget uzayr T,(M), ‘¥, ve ¥, ile gerilen bir vektor uzayidir. Boylece ) nin

birinci ve ikinci temel formlar1 sirasiyla,

| = Edu® + 2Fdudv + Gdv® (2.11)
Il =edu? + 2 fdudv + gdv?

esitlikleri ile hesaplanir. Burada, N birim normali olmak Uzere birinci ve ikinci temel

formun katsayilari sirasiyla,

E=(¥,¥,) F=(¥,¥,) G=(¥,¥,), (2.12)

ve

e= (¥, N), f=(¥,N).,g=(¥,,) (2.13)

uu? uv?

seklindedir [8].

10



YcE? yuzeyinin ikinci temel formunun katsayilari, H. Anciaux tarafindan;

e=(¥,, ¥, AW,) f=(¥

uv?

Y, AY,),g=(¥,. ¥, AY,) (2.14)

uu’?

seklinde alinarak ylizeyin H ortalama egriligi,

_eG+gE-2fF

(EG - F?)?

2H

seklinde tanimlandi [4].

Bir Y c E® yiizeyinin ortalama egrilik vektorii H = HN seklinde tanimlanir. (2.13)

bulunur. Eger ||\Pu /\‘{’V|| #0 ise ‘P(u,v) parametrizasyonu regilerdir denir [8]. Bundan

esitliklerinden,

2

— EG-F?

Y, AY,

sonra aksi soylenmedigi siirece ‘P(u,v) parametrizasyonu reguler kabul edilecektir.

Onerme 2.1. Y yiizeyi W:Q c E? — E® parametrizasyonu ile verilsin. (2.12) ve (2.13)

esitliklerinden, Y yizeyinin birinci ve ikinci temel formu sirasiyla,

| = Edu® + 2Fdudv + Gdv®
Il =edu?® + 2 fdudv + gdv?
oldugundan,

_eg-—f?
EG-F?,

 Eg-2Ff +Ge

2H
EG-F?

asli egrilikleri
k,=H++vH?*-K
k,=H-+vH?-K

dir [8].

11



Tamm 2.7. Bir (, ):IR*xIR® — IR fonksiyonu her x,yeIR® igin x=(x,%,,X,),

Y=(y1,y2,y3); X;,Y; € IR olmak Uzere,

()= %
seklinde tanimlaniyorsa < , > fonksiyonuna IR3_ vektor uzayinda bir i¢ ¢arpim denir. Bu ig
carpima Oklid anlamindaki i¢ carpim veya IR® uzayindaki standart i¢ ¢arpim denir [12].
Herhangi iki Xx=(X;,X,,X;) ve y=(Y,,Y,,Y;) vektorlerinin i¢ c¢arpimi seklinde
gosterilir.

—

Tamim 2.8. IR® uzayinda bir x vektoriinin normu <X, X> olarak tamimlanir ve |X|| ile

gosterilir [12].

Tamm 2.9. E*, 3-boyutlu Oklid uzaymda her x=(x,,%,,%;), ¥ =(y;,¥,.Ys)€ E® icin

OKlid vektorel carpimi,
X XY= (Xzys — Yo X3 X3 Y1 — Y3 X XY, — Y1X2)

seklinde tanimlanir [11].

Tanmm 2.10. | < IR bir agik aralik olmak tizere her

y:1 >E°
t— (7.(t), 7, ), 75 @)

stirekli fonksiyonu ii¢ boyutlu reel uzayda bir egri tanimlar [12].

Tamm 2.11. y'(t) = (71 (t),7, () 74 (t)) vektoriine y egrisinin y(t)noktasindaki hiz vektorii
denir [13].

Tamm 2.12. y:1 — IR?,[|y'(s)|=1 olacak sekilde bir egri olsun. Béylece s ‘ye y egrisinin

yay parametresi denir [10].
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Tamm 2.13. y:1 — IR® egrisi verilsin. Vteligin »'(t)#0 ise y egrisine diizenli

(reguler)egri denir [13].
Tamm 2.14. Bir kiire Gzerinde yatan egriye kiiresel egri denir [24].

Tamm 2.15. M bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarmm uzayr (M)

olmak Uzere,

D: (M )x 2(M)— x(M)
(X,Y) ->D(X,Y)=D,Y

fonksiyonu igin,

) Dy.yZ =fD,Y+0DyZ, VX,Y,Zey(M),V f,geC”(M,R)
2)D, Y (fY)=1fD,Y +(Xf)Y, ¥X,Yex(M),V f eC*(M,R)

Ozellikleri saglantyorsa D ‘ye M manifoldu tzerinde bir afin konneksiyon ve D, ‘e de

X ‘e gore kovaryant tiirev operatorii denir [11].

Tamm 2.16. IR® uzayinda birim hizli y:1 — IR® egrisi igin,
T(s)=r'(s)
esitligiyle belirli T(S)Vekterne y egrisinin 7/(8) noktasindaki birim teget vektorii denir.

T,y egrisi lizerinde bir vektor alanidir [13].

Tamm 2.17. IR® uzayindaki y:1 — IR® birim hizli egrisi igin,

k11— IR, x(s)=[T'(s)
fonksiyonuna y egrisinin egrilik fonksiyonu denir. K‘(S) Sayisina )/(S) egrinin
noktasindaki egriligi denir. K'(S) sayisinin biiytikliigi, egrinin 7(3) noktasindaki tegetinden

ne kadar ayrildiginin 6lgiistidiir [13].
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Tamim 2.18. IR® uzaymdaki y:1 — IR? birim hizli egrisi icin,

esitligiyle belirli N(s) vektdriine y egrisinin »(s) noktasindaki asli normali denir. N

vektor alanina y egrisinin asli normal vektor alan1 denir [13].

Tanmim 2.19. IR® uzaymdaki y:1 — IR® birim hizl egrisi igin,
B(s)=T(s)xN(s)

esitligiyle tanimli B(S) vektorline y egrisinin 7(3) noktasindaki binormali denir. Bu vektor

alanina y egrisinin asli normal vektor alani1 denir [13].

Tamm 2.20. T(s), N(s), B(s) vektorlerine y:1 — IR® egrisinin 7/(3) noktasindaki Frenet
vektorleri denir. {T(s), N(s), B(s)} kiimesine y egrisinin y(s) noktasindaki Frenet gatisi

denir. T, N, B vektor alanlarina » egrisi tistiinde Frenet vektor alanlar1 denir [13].

Tammm 2.21. IR® uzaymdaki y:1 — IR® birim hizli egrisinin Frenet vektdr alanlari

T,N, B olmak lizere,

711 >IR,z(s)=—(B'(s),N(s))=(B(s),N'(s))

fonksiyonuna y egrisinin burulma fonksiyonu denir. r(s) Sayisina egrinin 7/(8)

noktasindaki burulmasi denir.

T(S) sayisinin biiyiikligi, egrinin y(s) noktast komsulugunda bu noktadaki oskiilator

diizeleminde ne kadar ayrildiginin 6lgiistidiir [13].
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Teorem 2.6. IR® uzaymdaki y:1 — IR® birim hizli egrisinin Frenet vektor alanlari

T,N,B ise,

T'=xkN
B=—«xT+7B
N=—7N

dir. Bu esitliklere birim hizli y egrisi i¢in Frenet formiilleri denir [13].

Teorem 2.7. y:l > IR® birim hizli egrisinin Frenet vektor alanlart T, N, B olduguna

gore,

NxB=T
BxT =N

dir [13].

Teorem 2.8. Birim hizli olmayan y:1 — IR® egrisinin Frenet vektdr alanlart T,N,B

olduguna gore,

.7
T'=~_
a
BZ7}7T
lr<7
N=BxT

dir. y:1 — IR® egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 x ve 7 olduguna gére,

><7/”” _ <7/'X7/” ’ 7/|||>
3 ! 2
77"

dir [13].
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Tamim 2.22. E® uzaymm bir M ylzeyi ve M ylzeyinin birim normal vektor alan1 N

verilsin. E°® ‘te Riemann konneksiyonu D olmak lizere V X E}((M) icin,

S(X)=DyN

seklinde taniml1 S donilisimiine M {izerinde sekil operatorii veya Weingarten doniisiimii

denir [11].

Tamm 2.23. «:1 — IR® egrisi boyunca, egriye bagl bir X(S) dogrusunun hareketiyle
meydana gelen yiizeye regle yuzey denir. Burada « egrisine regle yiizeyin dayanak egrisi,
X(s) dogrusuna da regle ylizeyin ana dogrusu (dogrultmani) ad1 verilir. Bu tanima gore bir

regle yizeyinin parametrik denklemi

¢:1xIR—>IR?
(s,v)— o(s,v)=a(s)+vx(s)

seklinde verilir [15].

a

Sekil 2.1. Regle Yizey
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3. AFIN UZAY

IR? uzaymda x = (x,,X, ),y =(y,,Y,) € IR? vektorleri ile belli olan paralelkenarimn alani

det[x, y] =XY, = X0

olarak tamimlanir. Diizlemde alan koruyan afin doniisiimler grubu, SL(Z, IR) lineer

grubunun elemanlar1 ve IR? nin teleme grubu tarafindan iiretilen gruptur. Bkz [16,17].

Y=AX+«

olmak tzere X,Y € IR*, Ae SL(2,IR) ve « < IR? dir.

Bu bolimde alan koruyan afin doniisimler grubu altinda invaryant olan dizlemsel

egrilerin afin anlamda ve Oklid anlaminda &zelliklerini ve birbiri arasindaki iliskileri

inceleyecegiz.
3.1. Afin Uzayda Diizlemsel Egriler

Tamm 3.1.1. «: 1 c IR — IR? regiiler bir egri olsun. Eger

d’a
det| —(r)——|#0,Vr el
{dr() drz}é <

iIse « egrisine afin egri denir [15,16].
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Tamm 3.1.2. : 1 < IR — IR? regiiler bir egri olsun.

da d?3s
ole{E ) @(s)} lvsel

ise sye afin yay parametresi denir [15,16].
Afin egriler yay parametresi ile yeniden parametrelendirilebilir.
Tamim 3.1.3. Duzlemde reguler bir  egrisinin afin egriligi

k:1 >IR
s —k(s)=detle(s), " (s)]

olarak tanimlanir. s afin yay parametresi,u herhangi bir parametre olmak tzere,

da da du
PR

A’ ) dza(d_ujz da d?u
ds? du’  ds du ds’

seklindedir. Afin yay parametresi olabilmesi i¢in

{d"‘(s),@(s)}:l

ds *” ds?

olmalidir. Bu durumda

du ds'du”\ds) ~du ds®

2 2
du du ds

2 2 2
1:de,{da du d a(d_uj ,dad u}

bulunur.

18



Buradan afin yay parametresi fonksiyonu u, € | igin,

s— }detm_ﬁ(u), d’a (U)Tdu

2
W du

seklinde bulunur. Regiiler her afin egri parametre degisimi ile birim hizli hale getirilebilir.
u, € | icin,

f:IR—>IR

s> 10)- Joer S0 8 0)

5 du " du?
dontisum ile verilen o afin egrisi birim hizli hale donistiirtilebilir [18].

Tamim 3.1.4. Dizlemde « afin regiiler birim hizli bir egri olsun. f:a'(s), o afin

egrisinin birim afin teget vektdrii t(s) ve n(s) birim afin normal vektorii olmak iizere,

—

a'=t ve n(s)=k(s)t(s)

dir. {f(s),ﬁ(s)} sistemi ortonormal bir sistemdir. s e | afin yay parametresi olmak iizere
o egrisi i¢in,

. . ,_d_a -
t_a(s),a—dsl , n=a"(s)

olmak uzere {'E(S), ﬁ(s)} egrinin afin Frenet 2-ayaklisidir. & egrisinin afin duzlem Serret-

Frenet catis1 a'=t olmak Uzere,

.
I
S

olarak tanimlanir.
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Burada det [‘E, ﬁJ: 1 ve tiirevler afin yay parametresine gore almmistir. det[er'(s), ' (s)]=1

esitliginin tiirevi alinirsa,

det[er'(s), o' (s)]+ deter' (s), ' (s)] = 0
bulunur. Buradan diizlemsel afin egriler i¢in
a''(s)+x(s)er'(s)=0
esitligini elde ederiz [17].
Sonug 3.1.1. Sabit afin egrilikli o regiiler egrisi, asagidaki esitliklerden birine denktir:
i. k =0ise parabol,
ii. k>0 ise elips,

iii. k <0 ise hiperbol belirtir.

Diizlemde x Oklid egriligi sabit olan sadece gembersel yaylar ve dogru pargalaridir. Fakat

k afin egriligi sabit olan sadece konik yaylardir [17].
3.2. Afin Uzay Egrileri

IR? uzaymnda X = (X, X,, %)Y = (Y, Y5, Y5 h 2 =(2,,2,,2,) € IR® vektorleri ile belirlenen

geometrik seklin hacmi,

Xl X2 X3
det[x,y, z]=ly, ¥, Vs
Zl ZZ Z3

=XYoZs + X, Y32 + X3 YZy — X5Y1Z, — X Y125 — X Y52,

20



ile tanimlidir. Burada X,Y € IR?, Ae SL(3,IR), € IR? seklindedir. Hacim koruyan afin
doniistimler Y = AX + « formundaki dontisiimler olup bu grup SL(3, IR) ve IR® (n

Oteleme grubu tarafindan tretilen gruptur. Bu boélimde 3- boyutlu afin uzayda hacim
koruyan afin doniisiimler grubu altinda invaryant kalan egrilerin afin anlamda ve Oklid
anlaminda o&zelliklerini ve birbirleriyle olan iligkileri inceleyecegiz. Bolimiin son

kisminda, kiiresel afin egriler igin bir karakterizasyon verecegiz. Bkz [16,17].

Tanmm 3.2.1. «: 1 < IR = IR® regiiler bir egri olsun. Eger

2 3
detm_f(r), er (r), ?jr? (r)} #0 Vrel ise

o egrisine afin uzay egrisi denir [15,16].

Tamm 3.2.2. : | IR — IR® regiiler bir egri olsun. Eger

del 9 (0 S0 5 9)] -1

ds ds ds®

ise s ye afin uzay yay parametresi denir [14,15].

s afin yay parametresi, u herhangi bir parametre olmak Uzere,

da _ da du
ds du ds

thy _te(w), da ot
ds®  du?\ds du ds?

d3a d?’a(duf d2a d?u du de du
= — | +3———+——
ds®  du®\ds du? ds? ds du ds®

seklindedir.
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Burada s nin afin yay parametresi olabilmesi igin
det[er'(s), o' (s), "' (s)] =1

olmalidir. Buradan afin yay parametresi fonksiyonu u, € I igin,

5= ool S @550

o du®
seklinde hesaplanabilir [17].

Tamim 3.2.3. «: | c IR — IR%uzay egrisinin afin egriligi

k(s) = det[e(s), &' (s), "' (s)]

olarak tanimlanir [16].
Tamm 3.2.4. ;| < IR — IR® uzay egrisinin afin torsiyonu
7,(s)=—detla’"(s). " (s). "' (s)]

olarak tanimlanir [16].

det[a' (S), o' (S), a' (S)] =1 esitliginin tiirevi alinirsa, 3-boyutlu afin uzayda egriler igin,

a"'(s)+7,(s)a(s)+k(s)'(s)=0

esitligi elde edilir.
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Tamm 3.2.5. Uzayda afin yay parametresine gore tlirevler alinarak afin teget vektor t=a,

afin normal vektér n=¢«' ve afin binormal vektér b ="' yardimiyla « =t olmak Uzere

afin cati,

seklinde tanimlanir. Burada,

det[er'(s), a''(s), &' (s)] =1

dir [16].

t 0 1 0]t
ni={0 0 1n
b -7 —k O0fb

Burada det['E, ﬁ, B]: 1 ve tlirevler afin yay parametresine gore alinmistir.

Tamim 3.2.6. Afin uzayda birim hizlh ¢ : | — IR? egrisinin Frenet vektorleri t,n,b olsun.

{'E(S), ﬁ(s)} tarafindan gerilen diizleme, a(s) noktasindaki afin oskiilatér diizlem

denir.

{E(S),B(s)}taraﬁndan gerilen diizleme, a(s) noktasindaki afin rektifiyan dizlem
denir.

{B(s),ﬁ(s)} tarafindan gerilen diizleme, c(s) noktasindaki afin normal duzlem
denir.

a1 — IR® birim hizh regiiler bir afin uzay egrisi olsun. Burada s, € | olmak
lizere egrinin a(so) noktas1 komsulugunda Frenet diizlemlerini inceleyecegiz. a(s)
egrisinin, a(so) noktasindaki afin egriligini k ve afin egriligini 7, ile gosterelim. o

fonksiyonun s, noktast komsulugunda Taylor agilimi h =S —s; olmak iizere yazilirsa,
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a(s)-als,)= [s —%ras“ —irasf’ja(so){% g’ —% ks* —i(k ¥ ra)s5]a'(so)+{% gL 85)(1"(80)+~-~

! 5! 5! 5!
= S—lTaS4—£TaSS t+ 1sz—lks“—l(kwa)s5 i+ Lo Lo
41 5! 2 A 51 3l 5l
S 8—1%84—1%85 t+ ESZ—EkA—l(k+TQ)S5 ns| 2oLy
4 51 2 A 51 31 5l

bulunur. Burada a(s)—af(s,) vektdrl, a(s,) noktasindan a(s)noktasina giden vektordiir.

a(s)—als,) vektorinin {t,n,b} ortonormal gatisina gore bilesenlerine X, y,z denirse;

a4 2 4l ol

a(s)-als,)= (s—lr s* —érassjt +(ls2 PN —l(k +ra)ssjn+(—s3 —%ssjb
esitligine gore yaklasik olarak

a(s)-als,)= [s—%ras“ —érass)uﬂisz —%ks4 —l(k +ra)55jn+(1_s3 —ESSJb

2 o! 3 oS!
x:s—iras“—lras?’
41 ol
1, 1., 1 ]
y=3s —st —a(k+ra)s
15 1
3 ol

yazilabilir [17].
3.3. Afin ile Oklid Yay Parametresi Arasindaki iliski

Diizlemde bir af(t)=y(s(t)) egrisi alalim. t, Oklid yay parametresi ve s, afin yay

parametresi olmak (zere;
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Oklid yay parametresine gore tiirev ve

afin yay parametresine gore tlrev olsun. ¢ =T, T=xN, N=—«T ise det(T, N):l ve

a'=t,t'=n, n"=—kt ise det(t,n)=1 oldugu bilinmektedir.

- . da daa dads -
T=g=— Ve —=——2=3%§
dt dt dt dt

esitliklerinden T = st =¢ bulunur.

T-@=«xN, kN =(sfn+st, N=(sPn+st)x

bulunur.

det(T, N)=1 oldugundan

olup determinant degeri hesaplanirsa,

elde edilir.
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Boylece afin yay parametresi ile Oklid yay parametresi arasindaki bagnti,

9 _ ()5

-
seklinde elde edilir [16].

Diizlemde bir a(t)=A(s(t)) egrisi alahm. t, Oklid yay parametresi ve s, afin yay

parametresi olmak (zere;

. da
oa=—
ds
Oklid yay parametresine gore tiirev ve
. da
a=—
ds

afin yay parametresine gore tirev olsun. Boliim 3.3. iin basinda afin yay parametresi ile

Oklid yay parametresi arasindaki bagintiy1 T =st esitliginde yerine yazilirsa;

1,

T= (K)§t
bulunur. Gerekli hesaplamalar yapilarak ($)’ =« elde edilir. ($)’ =« esitliginin tiirevi

alinirsa,

bulunur. Bu durumda catilar arasindaki gegis matrisi agagidaki gibidir:

Sonug 3.3.1 Oklid ¢atidan afin catiya gecis matrisi,

Rl

ve afin ¢atidan Oklid catiya gegis matrisi ise;
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seklindedir [17].
3.4. Afin Yuzeyler

Afin diferensiyel geometride afin dontisiimler altinda invaryant olan 3-boyutlu uzayda

yuzeylerin 6zelliklerini inceleyecegiz. Daha fazla detay icin [19,20].

Tamim 3.4.1. Berwald-Blaschke metrigi afin doniisiimler igin invaryanttir ve ayni zamanda
koordinat sistemlerinden bagimsizdir. Bu metrik kuadratik formdur. Bu kuadratik formun
pozitif tanimli (dis biikey olmayan durum) olmayabilecegini gorecegiz.

Berwald-Blaschke metrigi;

_ Ldu® +2Mdudv + Ndv?

h
\LN —Mz\%‘

tarafindan verilir ki burada L,M ve N
L=det[¥, ¥, ¥,] . M=det[¥, ¥, ¥,] , N=det[¥, ¥, ¥,]

olarak verilir. Bundan boyle, yuzeyin non-dejenere oldugunu kabul edebiliriz, yani

LN —M? =0 dir [21].

Birinci afin temel formu ile ikinci Oklid temel formunun katsayilar1 arasinda bir iliski

vardir oyle ki,

Y AW det|¥,, ¥, ¥,
|ij=N' = i =
[, A [, A
ki, bu denklemde N _ Bt Oklid normal vektorddr.
[, A2,
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;i j=121,=L,l,=M,l,, =Nolmak izere Oklid Gauss egriligi asagidaki sekilde
elde edilebilir:
det(l;)
T

1. K<0sLN-M?<0
2. K=0=IN-M?=0 (3.1)
3. K0 LN-M?>0

LN —M? negatif, sifir veya pozitif oldugundan noktalar sirasiyla hiperbolik, parabolik

veya eliptikti. LN —M? =0 hipotezinden dolayr sadece konveks durumlarda (eliptik

noktalar) ve konveks olmayan durumlarda (hiperbolik noktalar) ¢alisacagiz [21].

Tammm 3.4.2. S non-dejenere noktalarla regiler yiizey ve ¥:QcIR> »ScIR®

parametrizasyon olsun. Afin konormal vektori

Y, AY,

= 7,

- (3.2)
\LN—M2

ifadesiyle verilir ki burada L,M ve N birinci temel afin formun katsayilaridir. Ayrica

isarete gore tespit edildigini unutmamak gerekir. Tanimdan goriyoruz ki $-d¥ =0 dur.

Noktanin eliptik yada hiperbolik olmasma bagli olarak + isaretin oldugu durumda

p* =%(LN —M?) olsun. Bu notasyonu kullanarak,

g=—vl v (3.3)

elde ederiz [21].
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Tanmm 3.4.3. Afin normal vektori

9-£=1
9,-£=0 (3.4)
9,-£=0

denklemleri ile tanimlariz. Afin normal vektorin S yuzeyine, tanjant dizlemine ait

olmadigini gozlemleyelim. (3.4) teki birinci denklemin tiirevi alindiginda $-&, =0 ve
$- £, =0 oldugunu kolayca gorebiliriz. Dolayisiyla & : Q — IR fonksiyonu vardir dyle Ki;
§=06(% Ad)

dir. Simdi, 6 fonksiyonunu elde etmek i¢in afin normal ve konormalin i¢ ¢arpimini

asagidaki gibi hesaplayabiliriz.

1=9-£=5det[9,9,,9 ]

Boylece, 6 = —————, yani afin normal vektor
det[9,9,,9,]
&= . 3 NS (3.5)
det[9,9,,9,] " '
dir [21].

Ayrica afin normal vektoriin igarete gore saptandigini unutmayalim. Her bir X € Q noktasi

icin afin normal &(x) vektori yonlnde x boyunca dogru alalim. Bu dogru, & igin isaretin

seciminden bagimsiz olarak X boyunca afin normal olarak adlandirilir.

Sekil 3.1. Afin konormal ve normal vektori
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Ornek 3.4.1. Afin normal vektori eliptik ve hiperbolik paraboloidlerde sabittir. Eliptik ve

paraboloidlerin parametrizasyonunun X (u,v) = (u,v,%(u2 +v?)) oldugunu kabul edelim.

u ve v ye gore turevleri

X, =@10u) , X, =(001) , X, =(0,01) ,
X, =(0OLv) , X, =(0,0,0)

dir. Boylece,
p=det[X,, X,, X, |det[X,, X,, X,,]-det[X,, X,,X,,]*=1
dir. Dolayisiyla,

9= M — (_u1_v’_']_)
P

dir. O nedenle, 9, =(-10,0)ve 4, =(0,-1,0) sonrasinda

1
é = mt.gu AN 19v = (0,0,1) (36)

dir. Benzer yoldan hiperbolik paraboloidin parametrizasyonunu S(u,v) = (u,v,%(u2 —-v%)
olarak kabul edersek afin normalin bu yiizeyin herhangi bir noktasinda (0,0,1) vektor

oldugu gosterilebilir [21].

Tamm 3.4.4. Afin egrilikler normal vektoriin varyasyonlarini tanimlar. $-&, =8-&, =0

oldugunu biliyoruz. Yani, &, ve &, tlrevleri & ye diktir.

Sekil 3.2. Eliptik paraboloid Sekil 3.3. Hiperbolik paraboloid
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Bilhassa &, ve &, eT,S dir. Bu nedenle S sekil operatoriinii S:T,S — T S olarak
tammlayabiliriz ki burada S (v)=-D,& dir. &, ve &, yiizeye teget olduklari igin
I, ] =12 olmak Uzere by : QQ — IR fonksiyonlari vardir dyle Ki,
&, =b,\¥Y, +b, ¥, ,
&, =b,¥, +b,¥,
dir. Boylece,
Dé&(a") = (bu'+b,v)Y, + (b,u’+b,,v)'P,

oy ) (oo )
v b,,b,, \v

dir. Yukaridaki esitlik {‘Pu,‘Pv} bazinda S (v) =D, sekil operatoriiniin i, j =12 igin

dir. Bu nedenle

B = (b;) matrisi tarafindan verildigini gdsterir. Bu matris simetrik olmak zorunda degildir

[21].

Tamim 3.4.5. b; katsayilar1 determinanti ve izinin yarist sirasiyla Gauss ve afin ortalama

egrilikler olan B = (b;) matrisini olusturur. Bu nedenle,

K =detB=b,b,, —b,b,, ,
1. 1
H= EIZB = E(b“ +b,,)

dir [21].

Tamm 3.4.6. Afin diferensiyel geometrisinde, izotermal koordinatlar metrigin lokal olarak
h = p(du® + dv?)
formuna sahip oldugu anlamina gelir ki burada p diferensiyellenebilir fonksiyondur. Bu

durumda, konveks durumu dikkate aliriz. Izotermal koordinatlarm L=N=p*, M =0

ozelliginden faydalanarak ,
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det[\¥,,¥,, ¥, | = det[¥,, ¥, ¥, ]= p° ve det[¥, ¥, ¥, ]=0 (3.7)

koordinatlar1 yukarida belirtildigi sekilde c¢alisabiliriz. Bdylelikle afin diferensiyel

geometrisinde 6nemli bir sonug elde etmis oluruz [21].

Teorem 3.4.1. Lelieuvre Formili) Izotermal koordinatlarla lokal olarak konveks

yuzeylerde
Y, =9A8 ve Y, =-91n 9, (3.8)

esitliklerimiz vardir [21].
Ispat : (3.2) den L =Nve M =0oldugundan

Y, AY, Y AY, Y AY,

CE

dir. Konormal vektorin v ye gore tirevi

g - A ) (B A 8- (8 ),

0

dir. Simdi, (AAB)A(AAC)=det[A B,C]A esitligini kullanirsak direk hesaplamayla

2

9n S, (%\P A\PJA(/)[(‘PWA‘Pv)+(\Pu;\PW)]—(qfuA\pv)pvj
(Lot e L

P P P

lPu/\‘PVJ/\(‘PU /\‘I’W)—(p—\élyu/\q’vj/\(‘{’u/\‘}’v)
=L detw, W, v, ¥, + L det[w, ¥, ¥, 1, - L det],, v, ],
p P

det[¥,,¥,, ¥, ¥, = 12 P, =,
Yo

A

1
p°
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elde ederiz. Ayn1 yontemle ‘¥, = -3 A 8, oldugunu ispatlayabiliriz. Simdi
p=det[39,,9] (3.9)

esitligini ispatlayalim. Konormal vektoru hesaplamak icin Teorem (3.4.1) Lelieuvre

Formullinden asagidaki ifadeyi elde ederiz.

P AP, =(9A9)A(-IAS,)
=—det[9,9,,9,]9
=det[9,9,,9,]
Boylece,
Y, AY,
det[9,9,,9,]

ur>v

dir. (3.3) den 9= i‘{'u A 'Y, denklemini kullanarak,
P

p=det[39,,9]

PFur My

elde edilir.

Sekil 3.4. Afin Ugytizlii ve Duali
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Ayn1 zamanda konormal vektoriin 9, ve 9, tlrevlerini asagidaki sekilde hesaplayabiliriz.

Y, /\§=(—19/\l9u)/\(—£19\, /\SUJ
P

|~

(3, A9)A (Y, AS,)

=Y

= —det[9,,9,9, ]9,
Yo

=9

u

Benzer sekilde ¢ konormal vektoriinun v ye gore tlrevini hesaplayabiliriz.

Y, /\52(19/\19\,)/\(—119\, ASUJ
Yo,

=1(,9u AI)A (Y, AS,)
Yo
:ldet[gv,g,su 19,
Yo,
=9

\

olur veya esit bir bigimde
9, =EAY, ve 9, =Y, A& (3.10)

dir. Lelieuvre FormalinG kullanarak p afin metrigi i¢in baska bir formal ve afin normal

vektord icin bir formil elde edebiliriz.

det [ u,l}g,g]:det{mgv,—gwu,lgu /\19\,}
Yo,

— L (0r8)A (91 8) (9 A 8)
o,

=—£det[x9,n9v,19u]19‘(l9u /\;9\/)
Yo,

=L9.(9,18)
o,

=det[9,9,,9]

34



Bdylece,
p=det[9,9,,9]=det[¥,, ¥, &

bulunur. Simdi, ¢ konormal vektori ile Hortalama afin egriligi arasinda bir iligki

olusturabiliriz.

Teorem 3.4.2. ¥:Q — IR® izotermal koordinatlarla bir diferensiyellenebilir fonksiyon
olsun. Bu durumda
9, +9, =2pHI (3.12)

dir ki burada p afin metrigi, ¢ konormal vektor ve H afin ortalama egriligidir. Baska bir

deyisle,
A9 =-HG = -t
2p
dir [21].
Ispat : Lelieuvre Formiiliinden
Y, =978, , Y, =-9n8,

dir. Sonra sirasiyla vve u ya gore tlrevlerini hesaplarsak,

¥, =9A8, ¥, =-9r8,

elde ederiz. ¥ diferensiyellenebilir fonksiyondur ve ¥, =¥, dir. Bundan dolayi,

InSG, =-9A8,
olur. Boylece,
IA(3,+39,)=0
dir. Simdi, 4, + 4, = a4 esitligi ile sonuglandirabiliriz. Afin normal vektdriin tanimindan

9-& =1 dir.
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Buradan
(G +9y) E=a
elde edilir. (3.4) denklemi bize 9, -£ =0 esitligini verir, bu esitligin vye gore turevini
aldigimizda
4, &+9,-¢&,=0,
buluruz. Ayni zamanda 4, - & =0 esitliginin U ya gore tiirevi alindiginda
9, E+9, &, =0

dir. (3.4.5) tanimin1 kullanarak

Fué ==&,
=-9,-(b,¥, +b,¥,)
=—b,% (8~ 8, )-b, 3 (91 3,)
= b, det[9,,9,9,]+b, det[3,,9,4]
=0y p
dir. Benzer sekilde,

I &=-9-¢
=-9, - (blZLPU + bzzl}lv)
=-b,9, (91 9,)-b,9, (-9 39,)
= b, det[9,, 9,9 ]+b,, det[$,,9, 9]
=D,,p

dir. Buradan
(‘guu +19W)§ :lguu §+'9W éz(b11+b22)p: 2pH

bulunur. Boylece

4,+9,=2pHS

G, +8,
2p
A9=-HY

esitligiyle sonuglandirabiliriz. Dahasi, A, 3 :=— oldugundan

elde edilir.

36



Boylece, H ortalama afin egriligi ile afin konormal vektoriin laplasyani arasinda bir iliski

olusturduk. Dahasi, Teorem (3.4.1) den biliyoruz ki ¥, = 3 A 9, ifadesinin u ya gore ve

Y, =-9 A, ifadesinin v ye gore turevleri alindiginda

\Puu :(‘9u /\‘gv)+(‘9/\‘9uu)’
Ve
LIJw =(_‘9v Algu)_(‘g/\‘guv)

bulunur. Bu nedenle,
W+ Wy =208, NS, = 2pE
P

dir. Boylece,
lIILIU + LIlW = 2p§

oldugu  kanitlanmig olur. Teorem (3.42) den &,-&=-9,-& =b,p Ve
9, -&E=-89,-& =b,p esitliklerine vardir. (3.4.3) afin normal vektdriin tanimini

kullanarak 4, - & =0 denkleminin uya gore tiirevini alirsak

‘guu'g_{_'gv'éu =0

elde ederiz. Boylece,

Igu ’ 5 = —19\, ’ gu
=3, - (b11Wu + b21\Pv)

= _bll'gv (‘9 N l9u )_b21‘9v (_19 N lgu)
= b, det[$,,9,9,]+b,, det[9,,9,9,]
= ble

dir. Ayrica, Tanim (3.4.3) den elde ettigimiz 4, -& =0 denkleminin v ye gore turevini

alirsak
lguu '§+‘9u 'é:v =0

olur.
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Boylece,

G §=-4 ¢
= _‘9u '(blZ\Pu + bzz‘Pv)
=—b,8 -(Irn8)-byd - (-9A3,)
= b, det[9,,9,9 ]+b,, det[9,,9,4]
=0pp

dir. Bu yiizden, konveks durumda b, =b,, dir. Simdi B matrisinin katsayilarmi
hesaplamak icin diger formiilleri bulacagiz. (3.10) dan hatirlayalim, 8, =&AY, ve

8, =¥, A& ve B matrisinin by katsayilar asagidaki formiillerle verilir

bll:_ilgu'gu :_ldet[g’\yv’ u]zidet[§u1\}lv’§]
p P p

b12 =_1‘9u 'gv =_£det[§"{’v!§v]=idet[éw‘{lv’g]
p p p

b21 :_igv 'é:u :_idet[q]u’é:!gu]:idet[\Pulgulé:]
p p p

b22 :_l'gv 'é:v :_idet[q]u’f’fv]:idet[\ywé:v’g]
p p p

Boylece, sekil operatoriiniin katsayilarin1 hesaplamis oluruz. $¢-& =1ve ¢-&, =9-¢&,=0

oldugundan &, ,&, €T,S dir. B=D,¢ nin self-adjoint (kendine es) oldugunu gérmek igin,

gu"gvzégv"gu

esitligini ispatlamak yeterlidir. ¢-&, =0 ve $-&, =0 oldugunu biliyoruz, bu esitliklerin

sirastyla v ve U ya gore tiirevlerini aldigimizda,

S Sutpe,=0ve §-¢g+8-6,=0

elde ederiz.
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Bdylece,
lgv 'gu :_lg'éuv =l9u 'év

dir. Dolayisiyla, B = D,& matrisinin self-adjoint (kendine es) oldugu sonucuna varabiliriz.

Tamim 3.4.8. Konveks olmayan durum igin asimptotik (u,v) parametreleri alabiliriz, diger

bir deyisle,
h =2pdudv,

ki burada p diferensiyellenebilir fonksiyondur. Burada asimptotik koordinatlarin

L=N=0, M = p® ozelligini kullanarak koordinatlar1 asagidaki sekilde ¢alisiriz [21].
det[¥,,¥,, ¥, |=det[¥,, ¥, ¥, ]=0 , det[¥,¥, ¥, ]=p> (312

Teorem 3.4.3. (Lelieuvre Formulld) Yerel hiperbolik yiizeylerdeki asimptotik

koordinatlarda

¥, =99, Ve ¥, =—9Ad

' u

(3.13)
dir [21].
Ispat: (3.2)den L=N =0 ve M = p°® oldugundan

Y, AY, Y AY, Y AY,

_\LN—MZ

oM

elde ederiz. Konormal vektoriin v ye gore tirevi

o Dl AT (A (8, A8,

v 2

Yo,

dir.
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simdi, (AA B)A(AAC)=det[A B,C]A esitligini kullanirsak direk hesaplamayla

NG :(lxyu AIPVJA(/)[(‘PW AP A (P, /\Z‘PW)]—(‘PU Aqfv)pvJ
P P
:[E%q@ /\‘I”Vj/\(\{’uv A\I’V)}{(%\ﬂ /\\PVJ/\(‘PU /\‘Pw)j|—|:(%\}’u AIPV)A(\PU /\‘PV):|

L det[w,, v, ¥, ¥, + = det[,, ¥, ¥, ¥, - 2 det[¥,, ¥, ¥, ¥,
Yo,

-2

1
= —det[¥,, ¥, ¥, ¥,
Yo

=i2p2‘l’v
P

=V,
bulunur. Ayni yoldan, ¥, = 3 A 9, oldugunu ispatlayabiliriz. Simdi,

p=det[39,9] (3.14)

ispatlayalim. Lelieuvre formilu Teorem (3.4.3) den

P AY, =(IAI)A (=91 3)
= —det[9,9,,9,]9

sonucu ¢ikar. Boylece,
Y, AY, B

det[9,9,,9,]

dir. Simdi (3.3) U kullanarak 4 = l‘I’u A, esitligini elde ederiz, bdylece
Yo

p=det[39,9]

dir. Yani, afin normal ve konormal vektorleri elde etmis oluruz.
§=119V/\19u ve 19=£Tu/\‘ljv
P P

dir.



Biz ayn1 zamanda ¢ konormal vektoriiniin tiirevlerini agsagidaki gibi bulabiliriz.

\PVA§=(—9A19V)A(L9VAI9UJ
P

(3, AF)A(9, A S,)

P QP

= —det[9,,9,9,1]9,
Yo,

=-9

\

Benzer yoldan, 9 konormal vektoriiniin v ye gore turevini hesaplayabiliriz.

¥, A§=(—9A,9U)A(1,9V AguJ
Yo,

|~

(3, AI)A (Y, AS,)

det[9,,9,9, ]9,

L DI

Boylece,

3 =AY, ve o G =Y AL (3.15)
sonucuna variriz. Lelieuvre formilinu kullanarak p afin metrigi i¢in ve afin normal

vektori i¢in baska bir formil elde edebiliriz.

det[\yu,qlv,g]=de{gwu,—ng,lgv /\19u:|
Yo

=L det(9n 9,)A (91 8,)-(9, 7 8,)

P
—Llet[99,819-(9, 7 8)=L39.(3 1 9)
P P
Dolayisiyla,
p=det[3 9,8 ]=det[¥,, ¥, &
dir.
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Simdi belirsiz durumda ortalama afin egriligi ve konormal 9 vektorii arasinda bir iligki

bulabiliriz [20].

Teorem 3.4.4. ¥ :Q — IR® asimptotik parametrelerle bir diferensiyellenebilir fonksiyon,

& afin konormal vektor ve H ortalama afin egriligi olsun. Buradan
8, =pHI (3.16)

elde ederiz ki burada p=[9,9,,9,]> 0 afin metrigidir. Baska bir deyisle,

A3=-2H9 = S

2p
dir [21].

Ispat : Lelieuvre formiliinden

¥ =9r8, , W, =-9A4,

bulunur. Sonrasinda, sirasiyla v ve U ya gore tiirevlerini hesapladigimizda

Y,=9 A3 +3A8, P, =93 A8 -9,

elde ederiz. ¥ diferensiyellenebilir fonksiyondur dolayisiyla ¥, = ¥,, dur. Bu nedenle,

InSG, =-9A 8,

dir. Buradan

NN

vu

=0

dir. Simdi, 4,, = % oldugu sonucuna varabiliriz.
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Yukaridaki esitligi ve ¢ - & =1 afin normal vektér tanimini kullanarak,
4, =a
elde ederiz. (3.4) den , - £ =0 oldugunu biliyoruz. u ya gore tiirevini aldigimizda
S &+ -6, =0,
olur, ayn1 zamanda 4, - £ =0 oldugundan, bu ifadenin v ye gore tiirevini aldigimizda
4, E+9,-¢&,=0
dir. Tanim (3.4.3) kullanilarak

Sy-g=-8 ¢,
_‘9v ’(bll\Pu + bZIva)

b, 39, '(‘9 N, )_b21'9v '(_‘9/\ ,9V)
by, det[9,,4,9, |+b,, det[3,, 48]

=0,p

elde edilir. Benzer sekilde,
O E==9, &,
==4, .(b12lPu + bzva)
=—b,9, (%A 8, )-b,d (-3A8,)
= b, det[9,,9,9,]+b,, det[9,,9,4,]
=byp

dir. Bu iki esitlikten konveks olmayan durumda ¢alisildiginda b, =b,, oldugu sonucuna

varilabilir. Sekil operatdriintn self-adjoint (kendine es) oldugunu ispatlamak igin
é:u ’ l9v = '9u ) ‘):Zv

oldugunu gostermek i¢in yeterlidir. b, =-9,-&, ve b,, ==, -¢&, oldugunda b, =b,,

esitliginden bu asikardir. BOylece,
21S’uv 'éz(‘guv +'9vu)'§:'9uv '§+'9vu 'é::(b11+b22),0=2pH

dir.
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Bu sebeple,

4y =pHY
sonucu elde edilir. Dahasa,
ALY = —‘29—%
oldugundan
A9=-2HY

dir. Boylece, afin konormal vektoriin laplasyan: ile H ortalama afin egriligi arasinda bir
iliski kurulabilir. Simdi B matrisinin katsayilarinin geriye kalanin1 hesaplayalim. Teorem

(3.4.4) den
l9vu ‘gz_gv ‘gu =b11p ve lguv 'gz_lgu 'fv =b22p

esitliklerini elde ederiz. (3.4.3) afin normal vektorii tanimindan, 4, - & =0 ifadesinin v ye
gore tiirevi alindiginda
Syc=98-¢,=0
bulunur. Bundan dolay,
G &=-8,-¢,

=-39,-(b,¥, +b,,¥,)

=-h,9 (9~ 3 )-b,8 (-913,)

= b, det[9,,9,8,]+b,, det[9,,9,9,]

= blzp
dir. Tanim (3.4.3) den 4,-& =0 ifadesini elde ederiz, bu ifadenin u ya gore tirevi

alindiginda ise

1guu‘g_'_lgu'gu =0

olur. Boylece,
Gu-&=-8 ¢,
= _‘9u '(bll\Pu + b21\Pv)
=03, (9~ 3, )-b,9, -(-IrS,)
= b, det[9,, 9,9 ]+b, det[9,, 9,9 ]
=b,,p
dir.
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Asagidaki denklemler sekil operatoriiniin katsayilarin1 hesaplamak igin bize diger formiilii

verir. (3.15) den 9, =& AW, ve , =¥, A& dir.

by = -9, -& =——det[e,®, &, ] = Ldet[s, ¥, &]
P P P

by, =—19V £, :—idet[g,qfv, V]=1det[§v,\1'v,§]
P P P

b22 __lgu 'é:v =_£det[\Pu’gigv]zldEt[\Pwé:v’é:]
P P P

bZl = _llgu "fu = _idet[\yu’glgu]zidet[\yu’gu’g]
P P

Sonug olarak, B matrisinin katsayilar1 yukaridaki sekilde hesaplanmis olur. Dahasi,

Teorem (3.4.4) den &/ 8, oldugunu biliyoruz. Lelieuvre formilinden ¥, =949,

denkleminin v ye gore tiirevi alindiginda
\PLIV = (gv A'9U)+(19/\19UV): I9V /\lgu = pllgv/\gu = pé
Yo

elde edilir. Boylece, siradaki formiil
Py, =p¢
elde edilir [20].

3.5. Has Olmayan Afin Kiireler Ve Afin Maksimal Doniisiimler

Bu boliimde, afin minimal doniisiim ve afin minimal yiizey kavramlarini tanitacagiz. Ayni

zamanda has olmayan afin kiire tanimin1 verecegiz.

Tamm 3.5.1. H afin ortalama egriligi sifir olan yiizeyler afin minimal yiizeyler olarak
adlandirtlir, ¢linki H=0 denklemi kompakt i¢ destek ile diferensiyellenebilir
deformasyonlara gore afin alan1 duragan (kritik) olan yiizeyleri karakterize eden Euler-
Lagrange denklemidir. Konveks durumda, onlari minimal degil maksimal olarak
belirlemeyi tercih ederiz, ¢iinkii baz1 yiizeyler igin afin alanin ikinci varyasyonu her zaman

negatiftir. E.Calabi bu notasyonu kullanan ilk kisiydi [21].
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Bir bagka deyisle, biz afin minimal yiizeyler olarak adlandirilan sifir afin ortalama
egrilik ile ylizeylere calisiriz ve konveks yiizeyler i¢in onlar ayn1 zamanda afin maksimal

yuzeyler olarak adlandirilir [21].

Tammm 3.5.2. Afin ortalama egrilik ile birlesen yiizeyler afin minimal yuzeyler olarak
adlandirilir [21].

Tamm 3.5.3. Sabit afin & normali ile ¥ :Q — R® immersiyonu has olmayan afin kiire

olarak adlandirilir [21].
Sonug 3.5.1. Has olmayan afin kire, afin minimal yuzeydir [21].

Sonug 3.5.2. 9 ye esdeger minimal afin yilizeyler harmoniktir. Gergekten, konveks

durumda Teorem (3.4.2) den sadece ve sadece H=0 oldugu durumda 4,+9, =0 elde
edilir. Belirsiz durumda ise Teorem (3.4.2) den sadece ve sadece H=0 oldugu durumda
aynt zamanda &,=0 elde edilir. Diger taraftan, afin konormal vektorin
3:Qc IR — IR® harmonik ve Im(9)cdizlem oldugunu kabul edelim. ¥ nin has
olmayan afin kiire oldugunu ispatlamaliy1z.

Genelligi  kaybetmeden diizlemin z=1 oldugunu varsayabiliriz. Eger
Im(3) < diizlem ise konormal vektdr igin parametrizasyon 9(u,v)=(v,(u,v),v,(u,v),1)
dir. & =(0,0,1) normal vektoirinin (3.4) denklemini sagladigini kolayca dogrulayabiliriz.

(3.4) iin asagidaki denklemler sistemine esit oldugunu dikkate alirsak,

9-£=1
9-&,=0
9-£,=0

dir. Boylece, & nin sabit oldugu sonucuna varabiliriz. Bu da ¥ nin has olmayan afin kire

oldugu anlamina gelir [21].
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Tanmm 3.5.4. Q regiiler yiizey olsun. Eger ¢ harmonik vektor alani var ise yani,

det [19 4,4 ],Q\SLI, de sifirdan farkli ise W:Q — IR® doniisimiine afin maksimal

doniisiim denir, ki burada S, tekil egrilerin kiimesi ve ¥ ise (3.13) de verildigi gibidir.
Bir baska deyisle, eger ¥ afin minimal yiizeyse afin minimal doniisimdiir ve

det[9,9,,4,]=0 oldugunda noktalarda belirli tekilliklere izin verir. p =det[$,&,, 3] sifir

oldugunda, ¥ afin maksimal doniisiimiiniin S,, tekil kiimesi noktalarin kiimesidir. Bu

durumda ¥ afin normali S,, lizerinde iyi tanimli olmayabilir. Tabii ki, S, = ¢ oldugunda

afin minimal ytizey vardir ve £ sabit oluyor ise has olmayan afin kiredir [21].
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4. HAS OLMAYAN AFIN KURE ORNEKLERI

Bu bolumde has olmayan Afin regle kire ylzey ornekleri incelenerek Gauss ve
ortalama egrilikleri sifir olarak bulunmustur. Ayrica yiizeylerin Matlab programi

kullanilarak c¢izilen grafikleri de boliime eklenmistir.

Ornek 4.1. r:IR? > IR®
(u,v) = (u,v,uv+g(v))

bigiminde verilen Cayley yizeyinin Gauss ve ortalama egriliklerini hesaplayalim [23].

r= (u,v, uv + g(v)) ‘nun U Ve Vv ye gore kismi tiirevlerini alalim.

r, =(10,v)
r,=(0Lu+g'(v))
r,, =(0,0,0)
r,=(0,01)

olsun. Simdi afin konormal vektoriini hesaplamak i¢in ihtiyacimiz olan L, N ve M

katsayilarin1 hesaplayalim.

L =det[r,,r,,r,]
10 Vv
=det|0 1 u+g'(v)
0 0 0
=0
N =det[r,,r,,r,, ]
10 v
=detf0 1 u+g'(v)
00 g"(v)

=g"(v)
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M =det|r,,r,,r,,]
10 Vv
—detf0 1 u+g'(v)
0 0 1
=1

seklinde elde edilir.
1
p=|LN-M?s
1
=[0.9"(v)-1+
=1

oldugundan Berwald-Blashke Metrigi

_ Ldu? + 2Mdudv + Ndv?
ﬂN—Mﬂ%
= 2dudv + dv®g"(v)

h

dir. Burada Cayley yiizeyinin konormal vektori

g unt,

o
(LO,v)A(0Lu+g'(u))
1

=(v.~(u+g'(u).2)

elde edilir. Buradan ¢ konormal vektoriin u ve v ye gore tirevleri

8, =0~1+g"()) 0)
8, =(1,0,0)

seklinde bulunur. Yiizeyin afin normal vektorl olan &,
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L 9, A,
[2.9,,9,]

1 ..
e 00 )
=(0,01)

E=

bulunur. Burada &, ve &, turevleri

olarak hesaplanir.

Simdi de Gauss ve ortalama egriliklerin hesaplanmasi igin gerekli S Sekil Operatorin(

bulalim. S = lbijJ, I, ] =12 olacak sekilde by, katsayilar asagidaki esitlikler kullanilarak,

& =0,(L0.v)+b,, (0L u+g'(v))
:(bll’O’Vbll)+ (0’ b21’(u + g'(v)bu))

= (Buy. b Vi, + (u+ ' (V) )= (0,0,0)

&, =by,(L0,v)+b,,(0Lu+g'(v)
=(b,,,0,vby, )+ (0,b,,, (U+g'(V)oy, )

= (by,055, VI, + (u+g'(v))o,,) = (0,0,0)

b11201 b12=01 b21:O’ b22:0

o o)

bulunur. Dolayistyla sekil operatoru

w
Il
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seklindedir. Son olarak K, Gauss Egriligi

oldugundan

ve H, ortalama egriligi

oldugundan

seklinde bulunur.

Yiizeyin Matlab programi kullanilarak ¢izilen grafigi asagidaki gibidir:

225

220 |

K =detS
K=0
H=iz(S)
H=0

215 .| LA

210 | LA

205

Sekil 4.1. I regle ylizeyinin grafigi
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Ornek4.2. r:IR* > IR®
(u,v) = (u,v+ f(u)uv+g(u))

biciminde verilen Regle yuzeyinin Gauss ve ortalama egriliklerini hesaplayalim [23].

r=(u,v+ f(u)uv+g(u)) ‘nun u ve v ye gore kismi tiirevlerini alalim.

=@ fu)v+g)
(0,u)

(0, f(u).g"(u))
(0,0,1)

(0,0,0)

ru
rV
ru u
rU \Y
r‘W

olsun. Simdi afin konormal vektoriini hesaplamak i¢in ihtiyacimiz olan L, N ve M

katsayilarini hesaplayalim.

L =det[r,,r,,r,,]
1 f'(u) v+g'(u)
=detf0 1 u
0 () g"()
=uf"(u)+g"(u)

N =det[r,,r,,r, ]

1 f'(u) v+g'(u)
=det| 0 1 u
0 0 0

=0

M =det[r,,r,,r,

1 f'(u) v+g'(u)
=detj0 1 u
0 O 1

=1

seklinde elde edilir.
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p:‘LN—MZ‘j‘
[u(f"(u)+ 9" (1)0-1)-1)
=1

oldugundan Berwald-Blashke Metrigi

_ Ldu? + 2Mdudyv + Ndv?
\LN -M 2\%
=(uf"(u)+g"(u))du? + 2dudv

h

dir. Burada Regle yiizeyinin konormal vektoru

@ f'u)v+gu)a@OLu)
1
=(-v+uf'(u)-g'(u)-u, 1)

elde edilir. Buradan ¢ konormal vektoriin u ve v ye gore tirevleri

g, =(f'(u)-uf"(u)-g"(u)-10)
3, =(-1,0,0)

seklinde bulunur.

Yuzeyin afin normal vektori olan &,

1

S XN
1

= —i(o,o,—l)

=(0,0,1)

bulunur. Burada &, ve &, turevleri
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olarak hesaplanir.
Simdi de Gauss ve ortalama egriliklerin hesaplanmasi i¢in gerekli S Sekil Operatoriinii

bulalim. S = [bijJ, I, ] =12 olacak sekilde by, katsayilari agagidaki esitlikler kullamilarak,

&y =by (0 f'(u)v+g'(u)+b,(01u)
( 11 ( )bll’(v+g ( ))bll)+(o'b21’Ub21)

( 110 ( )b11+b21’(v+ g ( ))b11+Ub21):(0’010)

& =Dy, (L f'(u).v+g'(u))+b, (0L )
:(blZ’ fl( ) 11’(V+g ( ))blZ) (O'bzz’szz)

= (by,, F'(U)by, +y,, (v +g'(u)ky, +ub,, )= (0,0,0)

b11:01 b12:01 b21=O, b22:0

o o)

bulunur. Dolayistyla sekil operatorii

wn
I

seklindedir. Son olarak K, Gauss Egriligi

K =detS
oldugundan
K=0
ve H, ortalama egriligi
H=iz(S)
oldugundan
H=0
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seklinde bulunur.

Yiizeyin Matlab programi kullanilarak ¢izilen grafigi asagidaki gibidir :

Y

AL O 4 M W & o»
P

Sekil 4.2. I, regle yizeyinin grafigi

Ornek 4.3. r:IR?> - IR?

(u,v) = (u+ f(v),v,uv+g(v))

bigiminde verilen yiizeyin Gauss ve ortalama egriliklerini hesaplayalim [23].

r= (u + f(v), V,uv + g(v)) ‘nun U Ve Vv ye gore kismi tiirevlerini alalim.

=(1,0,v)
(f'(v),Lu+g'(v)
=(0,0,0)
r,, =(0,01)

r =(f"(v)0,g"(v))

olsun. Simdi afin konormal vektorii hesaplamak i¢in ihtiyacimiz olan L, N ve M

ru
rV
rU u

katsayilarini hesaplayalim.



L =det[r,,r,,r,,]

1 0 v
=det| f'(v) 1 u+g'(v)
0 O 0

N =det[r,,r,,r, ]

1 0 v
=det| f'(v) 1 u+g'(v)
frv) 0 g"(v)
=vi"(v)+g"(v)

M =det[r,,r,,r, ]
1 O v
=det| f'(v) 1 u+g'(v)
0 O 1
=1

seklinde elde edilir.

p=|LN-M 2\411
=[ov(f" (u)+ g"(v)—l)—]ﬁ

=1
oldugundan Berwald-Blashke Metrigi
_ Ldu? + 2Mdudv + Ndv?

LN - M 2\%
= 2dudv + (vf"'(v)+g"(v))dv?

h

dir. Burada Regle yiizeyinin konormal vektoru



! ’ v
(LO,V) A (F'(v)Lu+g'(v))
1
=(-v,—u+vf'(v)-g'(v),1)

19:

elde edilir.

Buradan ¢ konormal vektérin uve v ye gore tirevleri

$,=(0,-1,0)
8,=(-1,f'(v)+vi"(v)-g"(v).0)

seklinde bulunur. Yiizeyin afin normal vektori olan &,

1
== 9 Ad
g [‘g’lgu"gv] U/\ y

=—%@p,¢)

=(0,0,1)

bulunur. Burada &, ve &, turevleri

&, =(0,0,0)
£,=(000)

olarak hesaplanir. Simdi de Gauss ve ortalama egriliklerin hesaplanmasi i¢in gerekli

S Sekil Operatdriinii bulahm. S = lbij J I, ] =12 olacak sekilde b;; katsayilar1 asagidaki

esitlikler kullanilarak,

&y =0, (10,v)+b,, (f'(v)Lu+g'(v))
:(bll'O’Vbll)+(f '(V)b21’b21’ (U + g'(V))bu)

= (bll + f I(V)b211b21’Vb11 + (U + gl(v))bu): (010’0)



&, =D, (L0,v)+ by (F(V)Lu+g'(v))
=(b12'01Vb12)+(f I(V)bzz'bzz’(u + gl(v))bzz)

= (b12 +f '(V)bzz’b221Vb12 + (U + g'(V))bzz): (010'0)
b11 =0, b12 =0, b21:O' b22 =0

<o 3

seklindedir. Son olarak K, Gauss Egriligi

bulunur. Dolayisiyla sekil operatorii

K =detS
oldugundan
K=0
ve H, ortalama egriligi
H=iz(S)
oldugundan
H=0

seklinde bulunur.

Yiizeyin Matlab programi kullanilarak c¢izilen grafigi agagidaki gibidir :

Sekil 4.3. I3 regle yiizeyinin grafigi
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Ornek4.4. r:IR* > IR®
(u,v)—(u,v,vtanu + f(u))

bigiminde verilen yiizeyin Gauss ve ortalama egriliklerini hesaplayalim [23].

r=(u,v,vtanu + f(u)) ‘nun u ve v ye gore kismi tiirevlerini alalim.

r, = (L0, vsec? u+ f'(u))
r,=1{0,1,tanu}
r, = {0.0,2vsec?utanu + f"(u)]

r, =0, 0, sec?u}

r,, =(0,0,0)

olsun. Simdi afin konormal vektorii hesaplamak i¢in ihtiyacimiz olan L, N ve M

katsayilarini hesaplayalim.

L =det[r,,r,,r,]
10 vsec’ u+ f'(u)
=det|0 1 tanu

0 0 2vsec’utanu+ f"(u)

=2vsec?utanu + f''(u)

N =det[r,,r,,r,,]

u?rveiw

1 0 vsec’u+ f'(u)
=detf0 1 tanu
0 0 0

=0

M =det|r,,r,,r,,]

u?r’ v tuv

1 0 vsec’u+ f'(u)

=det|0 1 tanu
00 sec’u
=sec?u
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seklinde elde edilir.

=\|_N—|\/|2\A11
1

= ‘(szec2 utanu+ f "(u))O—(SGC2 U)2 *

= ‘— (sec4 u}‘l‘
= (sec* u)%

oldugundan Berwald-Blashke Metrigi,
Ldu? + 2Mdudv + Ndv?

ﬂN—Mﬂ%

= (2vsec? utanu + f"(u))du? + 2sec? ududv

h =

dir. Burada Regle yiizeyinin konormal vektor(

I, AT

u \

9=

1

(Ovsec u+ f'(u))A (0 tanu)
( vsec?u— f'( tanu,l)

elde edilir. Buradan ¢ konormal vektoriin u ve v ye gore tirevleri

(~2vsec? utanu + f"(u)—sec?u, 0)
( sec uOO)

9,
9,

seklinde bulunur. Yiizeyin afin normal vektord olan &,
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1

= 9, A
R
1
=] (0,0,—sec*u)
=(0,0,1)
bulunur. Burada &, ve &, tlrevleri
¢, =(000)
(vgv =(O’O' )

olarak hesaplanir. Simdi de Gauss ve ortalama egriliklerin hesaplanmasi igin gerekli

S Sekil Operatoriinii bulalim. S = lbij J, I, ] =12 olacak sekilde b;; katsayilar agagidaki

esitlikler kullanilarak,

£, =by,(1,0,vsec? u+ f'(u))+b,, (01 tanu)
=(b,,.,0,(vsec? u+ f'(u)),, )+ (0,b,,, tan ub,,)

= (b, b, (vsec? u + £'(u))py, + tanub,, )= (0,0,0)

£, =by,(1,0,vsec?u+ f'(u))+b,, (0,1, tan u)
=(b,,,0,(vsec?u+ f'(u)y, )+ (0,b,,, tan ub,, )

= (b,,.,b,,, (vsec?u+ '(u),, + tan ub,, )= (0,0,0)

b, =0, b, =0,b,, =0,b,, =0

[0 o

bulunur. Dolayisiyla sekil operatorii

seklindedir.



Son olarak K, Gauss Egriligi

K =detS
oldugundan
K=0
ve H , ortalama egriligi
H =>iz(S)
oldugundan
H=0

seklinde bulunur.

Yiizeyin Matlab programi kullanilarak ¢izilen grafigi asagidaki gibidir :

Sekil 4.4. I, regle ylizeyinin grafigi

62



KAYNAKCA

[1] Blaschke, W., 1923, “Vorlesungen uber Differentialgeometrie 11. Affine
Differentialgeometrie”, Springer, Berlin, 69-99.
[2] Schirokow A.P. and Schirokow, P.A., 1962, “Affine Differentialgeometrie”, Teubner,
Leipzig.
[3] Nomizu, K. and Sasaki, T., 1991,“A new model of unimodular-affinely homogeneous
surfaces”, manuscripta math. 73, 39-44.
[4] Nomizu, K. and Sasaki, T., 1994, Affine differential geometry. Cambridge Univ.
Press.
[5] Dillen, F. and Vrancken, L., 1993, “The classification of 3-dimensional locally
strongly convex homogeneous affine hypersurfaces”, manuscripta math. 80, 165-180.
[6] Dillen, F. and Vrancken, L., 1993, “Homogeneous affine hypersurfaces with rank one
shape operators”, math. Z. 212, 61-72.
[7] Abdussamed, B., 2018, “Afin diferensiyel geometride egriler teorisi”, Yiiksek Lisans
Tezi, Usak Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Usak.
[8] Hacisalihoglu, H.H., 1998, “H. Diferensiyel Geometri”, Cilt 1,2. Ankara Universitesi
Fen Fakdltesi, Ankara.
[9] Hacisalihoglu, H.H., 2000, “Déniisiimler ve Geometriler”, Ankara Universitesi Fen
Fakltesi, Ankara
[10] Hacisalihoglu, H.H. 1993. Diferensiyel Geometri. Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi,
Ankara.
[11] Hacisalihoglu, H.H. 2000. Diferensiyel Geometri. Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi,
Cilt 1,2, Ankara.
[12] Hacisalihoglu, H.H.2005. 2 ve 3 Boyutlu Uzaylarda Analitik Geometri. Hacisalihoglu
Yaylari, Ankara.
[13] Sabuncuoglu, A. 2004. Diferensiyel Geometri, 2. Baski. Nobel Yayin Dagitim,
Ankara.

63



[14] Hu, N., 2011 “Centroaffine space curves with constant curvatures and homogeneous
surfaces”, J. of Geom. 102, 103-114.

[15] Hu, N., 2012, Affine geometry of space curves and homogeneous surfaces, phd
thesis, Hokkaido University, 73, 39-44.

[16] Hu, N., 2012, Affine geometry of space curves and homogeneous surfaces, phd
thesis, Hokkaido University, 73, 39-44.

[17] Cansu, G., 2015, “Afin diferensiyel geometride egriler teorisi”, Yiiksek Lisans Tezi,
Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisti, Ankara, 10-22, 28-52.

[18] Buchin, S., 1983, “Afine Differential Geometry” , Gordon and Breach , China.

[19] K. Nomizu and T. Sasaki, Affine Differential Geometry, Cambridge University Press,
1994,

[20] F. Milan, Singular curves of affine maximal maps, Fundamental Journal of
Mathematics and Mathematical Sciences, Vol. 1, Issue 1, 2014, 57-68.

[21] E. F. C.Huamani, Affine Minimal Surfaces with Singularities, Masters dissertation,
Rio de Janeiro, September ,2017.

[22] E. Calabi, Convex Affine Maximal Surfaces, Results. Math. (1988) 13:199.
doi: 10.1007/BF03323241.

[23] Miller, Jonah Maxwell, "A Characterization of Affine Minimal and Affine Flat
Surfaces" (2013). Undergraduate Honors Theses. 444.

[24] Karger, A. and Novak, J. 1985. Space Kinematics and Lie Groups. Gordon and

Breach Science Publishers.

64



OZGECMIS

Ad1 Soyadi : Duygu DOGAN OZYUREK
Dogum Yeri : Usak

Dogum Tarihi : 08/10/1990

Medeni Hali : Evli

Egitim Durumu

Lise : Usak Izzettin Calislar Lisesi(Yabanci Dil Agirliklr)
(2004-2008)
Lisans ‘Usak Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii

(2008-2012)

Pedagojik Formasyon
Egitimi : Usak Universitesi Egitim Fakiiltesi
(2010-2012)

Is Deneyimi

Ucretli Ogretmenlik Kizilcasogiit CPL/Usak
(2012-2013)

Ucretli Ogretmenlik Necati Ozen Anadolu Lisesi/ Usak
(2014-2015)

Kamu Personeli Usak Genglik ve Spor Il Miidiirliigii
Latife Hanim Kiz Yurdu

(2015-halen)

65



