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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış olan bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

 

Simgeler      Açıklama 

 

IR        Reel Sayılar 

3E        Üç boyutlu afin uzay 

T        3E  te teğet vektör 

N        3E  te asli normal vektör 

B        3E  binormal vektör 

t        3E  afin teğet vektör 

n        3E  afin asli normal vektör 

b        3E  afin binormal vektör 

        3E  te eğrilik fonksiyonu 

        3E burulma(torsiyon) 

K        Gauss eğriliği 

H        Ortalama eğrilik 

dt

d
 =       Öklidiyen yay parametresine göre türev 

ds

d
 ='       Afin yay parametresine göre türev 

        Afin metrik 

S        Şekil operatörü 

        Afin normal vektör 

        Konormal vektör 

h        Berwald-Blaschke Metrik 

        Öklid iç çarpımı 

        Vektörel çarpım 
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1. GİRİŞ 

 

 

 

 

Afin diferensiyel geometri çalışmaları A. Transon un 1841 de yayınladığı afin diferensiyel 

geometri kitabına kadar dayanır. 1872 de F. Klein geometrik dönüşümler grubu altında 

invaryant kalan özellikleri inceledi. Afin diferensiyel geometri afin dönüşümler grubunun 

invaryantlarının bir çalışmasıdır. L. Berwalt ve W. Blaschke hacim koruyan afin 

dönüşümlerinin grubu olan equi-afin (unimodular) dönüşümleri altında eğri ve yüzeyleri 

çalıştılar [1]. Afin geometrinin içerisinde var olan diğer dönüşüm grubu ötelemesi olmayan 

ve ),( IRnL  ile gösterilen centro-afin dönüşümler grubudur. Schirokow 1962 de bu 

konudaki kaynağını yayınlamıştır [2]. 1991 de K. Nomizu ve T. Sasaki  3IR uzayında equi-

afin homojen yüzeyleri sınıflandırmış ve afin konneksiyonları incelemiştir [3,4]. Benzer 

çalışmayı 4IR  uzayında F. Dillen ve L. Vrancken 1993 yılında yapmıştır [5,6]. B. 

Abdüssamed 2018 de Afin uzayda eğrilerin diferensiyel geometrisi konusunda yüksek 

lisans tezi hazırlamıştır [7]. Miller 2013 yılında Afin regle küre yüzeyleri üzerinde 

çalışmıştır [21]. 

 

Bu tezde 3 boyutlu Afin uzayda has olmayan Afin küre yüzeylerinin Gauss ve ortalama 

eğrilikleri Blaschke metriği kullanarak hesaplanacaktır. 
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

 

 

 

Tanım 2.1. A  bir cümle ve V  de F cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. Eğer bir 

 

VAA → :  

 

dönüşümü AQP , noktaları için 

( ) ( ) VPQQP →,  

şeklinde tanımlanmış ve aşağıdaki iki aksiyomu sağlıyor ise A  cümlesine V  ile 

birleştirilmiş bir afin uzay denir. 

 

i. ARQP  ,,  için QRPQPR +=  dir. 

ii. AP ve V  için =PQ  olacak biçimde bir tek AQ  noktası vardır. 

 

PQ  vektöründe P  noktasına başlangıç noktası ve Q  noktasına uç noktası denir. Diğer 

yandan A  nın boyutu 

boyVboyA =  

olarak tanımlanır [8,9]. 

 

Tanım 2.2. Bir V vektör uzayı ile birleşen afin uzaylardan biri A  olsun. APPP n ,...,, 10  

noktaları için VPPPPPP n 02010 ,...,,  vektörlerinin sistemi V nin bir bazı ise nPPP ,...,, 10  

nokta ( )1+n -lisine A  afin uzayının bir afin çatısı denir. Burada 0P  noktasına çatının 

başlangıç noktası ve 1P  noktalarına da çatının birim noktaları denir [8,9]. 

Teorem 2.1. Bir V vektör uzayı ile birleşen afin uzaylardan biri A olsun. Belli bir AP 0  

noktası seçildiğinde başlangıcı 0P  olan bir afin çatı vardır [8,9]. 
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İspat : V nin bir bazı  n ,...,1  olsun. Her bir nİ 1 , için iiPP =0  olacak şekilde bir 

tek APi   noktasının var olduğunu biliyoruz. O halde  nPPP ,...,, 10  nokta ( )1+n  – lisi bir 

afin çatıdır ve  n ,...,1 bazı verildiğinde tektir. 

 

Sonuç 2.1. Bir V  vektör uzayı ile birleşen bir A afin uzayı verildiğinde A  da bir AP 0  

noktası ve V de bir  n ,...,1  bazı verildiğinde başlangıcı 0P  olan afin çatı ile V deki 

 n ,...,1  bazı birbirine karşılık gelirler [8,9]. 

 

Tanım 2.3. n - boyutlu bir V vektör uzayı ile birleşen bir A  afin uzayının afin çatılarından 

biri  nPPP ,...,, 10  olsun. Bu çatı A  da aşağıdaki gibi afin koordinat sistemi denen bir 

koordinat sistemi belirtir. V nin bir bazı  nPPPPPP 02010 ,...,,  olduğundan AP  için 

VPP 0  vektörünü bu baza göre tek türlü 

 


=

=
n

i

ii PPPP
1

00    ,     Fi   

 

ifade edebiliriz. A  nın birleştiği V vektör uzayı F  cismi üzerinde tanımlandığına göre 

 

FAxi →:   ,      ni 1  

 

fonksiyonlarını AP  için 

 

( ) ii PxP =→   , ni 1  

şeklinde tanımlayalım.  

 

Böylece AP  noktasına nF  standart afin uzayının bir ( ) ( ) ( )( )PxPxPx n,...,, 21  elemanını 

karşılık tutmuş oluruz, bu sıralı n - liye P  noktasının koordinatları denir. 
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Tersine n  tane Fn  ,...,, 21 sayıları verildiğinde koordinatları  n ,...,1  olan bir tek 

AP  noktası vardır. Gerçekten 

 

VPP
n

i

ii 








=1

0  

 

vektörünü ele alalım. Bu halde ikinci afin aksiyom uyarınca 

 


=

=
n

i

ii PPPP
1

00   

 

olacak biçimde bir tek AP  noktası vardır. Böylece FAxxxx n →:,...,,, 321  

fonksiyonlarının bir  nxxx ,...,, 21  sistemini elde etmiş oluruz. Bu sistem yardımıyla bir 

nbirebir FA ⎯⎯ →⎯ (standart afin uzay) dönüşümü elde edilmiş olur. Bu fonksiyonlar sistemine 

A nın bir afin koordinat sistemi denir. O halde  nxxx ,...,, 21  afin koordinat sisteminde 

FAxi →: fonksiyonları afin anlamda koordinat fonksiyonlarıdırlar.  nxxx ,...,, 21  

sistemini belirleyen  nPPP ,...,, 10  afin çatısındaki APPP n ,...,, 10  noktalarından 0P  

başlangıç noktası ve diğerleri birim noktalardır [8,9]. 

 

Örnek 2.1. n - boyutlu bir A afin uzayında bir afin çatı  nPPP ,...,, 10  ise nPPP ,...,, 10  

noktalarının koordinatları ( ) ( ) ( )1,...,0,0,...,0,...,0,1,0,...,0,0 10 === nPPP  dır. Buradan da 0P  

ın A  da başlangıç noktası ve iP  nin de A  da i –yinci birim nokta olduğu görülmektedir 

[8,9]. 

  

Örnek 2.2. n –boyutlu standart afin uzay nF  de ( ) ( ),...0,...,0,1,0,...,0,0 10 == EE  

( )1,...,0,0., =nE  noktalarını alalım.  nEEE ,...,, 10  çatısına standart afin çatı ve bu çatıya 

karşılık gelen afin koordinat sistemine de standart koordinat sistemi denir. Bu koordinat 

sisteminde nFP  noktasına Fn  ,...,, 21  sayıları, P  nin koordinatları olarak 

( )nP  ,...,1=   biçiminde karşılık gelir [8,9]. 
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Tanım 2.4. A , n - boyutlu bir afin uzay ve    ni PPPP ,...,, 10=  ile    ni QQQQ ,...,, 10=  de 

A  da farklı iki afin çatı olsun.  iP  çatısının  iQ  çatısına göre konumu aşağıdaki biçimde 

ifade edilebilir.  iQ afin çatısı yardımıyla belirlenen afin koordinat sisteminde AP 0  

olduğundan VPQ 00  ve dolayısıyla                          

              
=

=
n

i

ii QQPQ
1

000                                   (2.1) 

ve benzer şekilde APP i ,0  olduğundan VPP i 0  ve dolayısıyla 

                              
=

=
n

j

ijii QQPP
1

00     ,    ni 1                                      (2.2)                                   

yazılabilir. (2.1) ifadesinden görülmektedir ki  iP  çatısındaki 0P  başlangıç noktasının 

 iQ  çatısına göre afin koordinatları  ia  dir. Benzer olarak (2.2) ifadesinden 

görülmektedir ki  ija=  matrisinin i  - yinci kolonu VPP i 0  vektörünün V deki  iQQ0  

bazına göre koordinatlarından oluşur. Diğer yandan  niPP i 1,0  ve  niQQ i 1,0  

sistemleri V  nin birer bazı olduklarından  matrisi regülerdir. O halde  iP ve  iQ  afin 

çatılarının rollerini değiştirerek (2.1) ve (2.2) ifadeleri yerine sırasıyla,  

 

                                  
=

=
n

i

ii PPbQP
1

000                                                        (2.3) 

                                 
=

=
n

i

ijii PPbQQ
1

00                                    (2.4) 

elde edilir. (2.4) deki   n

nji Fb == matrisi (2.2) deki   n

nij FA =   matrisinin inversidir. 

Dolayısıyla 

 

  n

nijn FIBAAB ===   

 

dir. AP  keyfi bir nokta olmak üzere birinci afin aksiyomdan 

 

PPPQPQ 0000 +=          (2.5) 

yazabiliriz.  



 6 

Burada P  nin  iQ  çatısına göre koordinatları  iy  olmak üzere 


=

=
n

i

ii QQyPQ
1

00                 (2.6) 

dır. Aynı biçimde P  nin  iP  çatısına göre koordinatları  ix  olmak üzere 

    
=

=
n

i

ii QPxPP
1

00                        (2.7) 

dır. (2.1), (2.6) ve (2.7) nin (2.5) de yerlerine yazılması ile  

 

PPPQPQ 0000 +=  

 

     
===

+=
n

j

jj

n

i

ii

n

i

ii PPxQQQQy
1

0

1

0

1

0   

 

    i

n

i

n

j

ijij

n

i

ii QQxQQy 0

1 11

0  
= ==














+=   

 

veya iki vektörün eşitliği tanımından 


=

+=
n

j

ijiji xy
1

 ,     ni 1 ,                                         (2.8) 

veya matris formundaki ifade ile 

                    CAX += ,      n

i FyY 1=   ,   ijA =               (2.9) 

elde edilir. (2.5) ifadesinde AP  noktası keyfi olduğundan  iP  ve  iQ  çatıları 

tarafından belirtilen iki koordinat sistemi arasındaki bağıntı (2.8) ile verilebilir. Bu ifadenin 

(2.9) ile verilen matris formu açık olarak yazılırsa 

 













































=























110001

2

1

21

222221

111211

2

1

nnnnnn

n

n

n x

x

x

y

y

y





















   (2.10) 

elde edilir [8,9]. 
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Teorem 2.2. A bir afin uzay ve  iP  ile  iQ  de A da iki afin çatı olsun. Bu iki çatı 

 


=

=
n

i

ii QQPQ
1

000     ve 
=

=
n

j

ijii QQPP
1

00     ni 1  

 

biçiminde bağıntılı ise bu çatıların belirlediği afin koordinat sistemleri olan  ix  ve  iy  de 

 

















=









1101

XCAY
   ve    















 −
=







 −−

1101

11 YCAAX
 

 

biçiminde bağıntılıdırlar. 00 QP =  olması özel halinde şu sonuç elde edilir [8,9]. 

 

Teorem 2.3. A bir afin uzay ve  iP  ile  iQ  de A uzayında iki afin çatı olsun. 00 QP =  ise 

bu iki çatının belirlediği  ix  ve  iy  afin koordinat sistemleri arasındaki bağıntı  

 

AXY =   veya  YAX 1−=  

 

dır, burada   n

nij FA =   dır [8,9]. 

 

Teorem 2.4. A  bir afin uzay ve  iP  ile  iQ  de A uzayında iki afin çatı olsun. i , için 

ii QQPP 00 =  ise bu çatıya karşılık gelen  ix  ve  iy  koordinat sistemleri arasındaki 

bağıntı 

 

















=









1101

XCIY n
  veya  















 −
=









1001

YCIX n
 

 

ifadeleri koordinat eksenlerinin ötelenmesi hareketine karşılık gelir [10,11]. 
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Örnek 2.3. İki boyutlu bir reel vektör uzayı ile birleşen bir afin uzay A olsun.  

 

74

23

22

11

−=

+=

xy

xy
 

 

dönüşümü A  daki iki afin koordinat sistemi arasındaki bağıntıyı göstermektedir. 

Gerçekten bu sistemi matris formunda yazarsak  

 

































−=

















1100

740

203

1

2

1

2

1

x

x

y

y

 

 

olduğunu görürüz ki bu da (2.10) formundadır. Buradan 
21, xx  yi 

21, yy  cinsinden 

hesaplarsak 






































−

=

















1100
4

7

4

1
0

3

2
0

3

1

1

2

1

2

1

y

y

x

x

 

bulunur. Buradan 

 









=

40

03
A  ,  








=

7

2
C  

 

matrislerine karşılık 

 

















== −

4

1
0

0
3

1

1AB  ,   
















−

== −

4

7
3

2

1CAb  

 

olduğu görülür [8,9]. 
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Teorem 2.5. F standart afin uzayında bir  nPPP ,...,, 10  nokta sisteminin bir afin çatı 

olması için gerek ve yeter şart 

0

111

det

10

220

11110



































nnnn

n

n

PPP

PPP

PPP

 

olmasıdır, burada 

                             



















=

ni

i

i

i

P

P

P

P

2

1

  ,            ni 1  

dır [8,9]. 

 

İspat : 



















−

−

−

=

0

202

101

0

nni

i

i

i

PP

PP

PP

PP


  ,     

dır. Biliyoruz ki  iPP0  vektörlerinin nF  standart vektör uzayında bir baz olması için gerek 

ve yeter koşul sütunları 

             



















−

−

−

=

0

202

101

0

nni

i

i

i

PP

PP

PP

PP


  ,        ni 1  

 

olan nxn matrisinin determinantının sıfırdan farklı olmasıdır, yani,  

 



















−−−

−−−

−−−

00201

20220222021

10110121011

det

nnnnnnn

n

n

PPPPPP

PPPPPP

PPPPPP








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( ) 0

1111

det1

210

2222120

1121110

























−











nnnnn

n

n

n

PPPP

PPPP

PPPP

 

 

dır. Diğer taraftan  iPP0  sistemi nF  vektör uzayında bir baz oluşturursa  iP , nokta 

sistemi de nF  vektör uzayı ile birleştirilen nF  standart afin uzayında bir çatı oluşturur. 

 

Tanım 2.5.  , 2E  uzayının irtibatlı bir açık alt cümlesi olmak üzere 
32: EE →  

diferensiyellenebilir ve regüler bir dönüşüm olsun. ( )→ 2: E  dönüşümü bir 

homomorfizm ise ( )  cümlesine, 3E  uzayında bir basit yüzey denir.  , 3E  uzayının 

bir alt cümlesi olsun. M her bir p noktası için )(p  ve  )(   olacak biçimde bir 

)(  basit yüzeyi bulunabiliyorsa   cümlesine 3E  uzayında bir yüzey denir [8]. 

 

Tanım 2.6.   yüzeyi 32: EE →  parametrizasyonu ile verilsin. ∑ nin ( )vup ,  

noktasındaki teğet uzayı )(MTp , u  ve v  ile gerilen bir vektör uzayıdır. Böylece ∑ nin 

birinci ve ikinci temel formları sırasıyla, 

 

             
22 2 GdvFdudvEduI ++=                                                    (2.11) 

       22 2 gdvfdudveduII ++=  

 

eşitlikleri ile hesaplanır. Burada, N  birim normali olmak üzere birinci ve ikinci temel 

formun katsayıları sırasıyla, 

 

uuE = , , vuF = , , vvG = , ,                                (2.12) 

ve 

 

Nvvuvuu gNfNe ,,,,, ===                                       (2.13) 

şeklindedir [8]. 
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3E  yüzeyinin ikinci temel formunun katsayıları, H. Anciaux tarafından; 

 

vuvvvuuvvuuu gfe ===
−−

,,,,,                 (2.14) 

 

şeklinde alınarak yüzeyin H ortalama eğriliği, 

( ) 2
1

2

2
2

FEG

fFgEeG
H

−

−+
=  

şeklinde tanımlandı [4]. 

Bir  3E  yüzeyinin ortalama eğrilik vektörü HNH =
→

 şeklinde tanımlanır. (2.13) 

eşitliklerinden, 

2
2

FEGvu −=  

bulunur. Eğer 0 vu  ise ( )vu,  parametrizasyonu regülerdir denir [8]. Bundan 

sonra aksi söylenmediği sürece ( )vu,  parametrizasyonu regüler kabul edilecektir. 

 

Önerme 2.1. ∑ yüzeyi 
32: EE →  parametrizasyonu ile verilsin. (2.12) ve (2.13) 

eşitliklerinden, ∑  yüzeyinin birinci ve ikinci temel formu sırasıyla, 

 

22 2 GdvFdudvEduI ++=  

22 2 gdvfdudveduII ++=  

olduğundan, 

2

2

FEG

feg
K

−

−
=

 , 

2

2
2

FEG

GeFfEg
H

−

+−
=  , 

asli eğrilikleri 

KHHk

KHHk

−−=

−+=

2

2

2

1
 

dır [8]. 
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Tanım 2.7. Bir IRIRIR → 33:,  fonksiyonu her 3, IRyx   için ,),,( 321 xxxx =   

( ) IRyxyyyy ii = ,;,, 321  olmak üzere, 

 

şeklinde tanımlanıyorsa ,  fonksiyonuna 3IR  vektör uzayında bir iç çarpım denir. Bu iç 

çarpıma Öklid anlamındaki iç çarpım veya 3IR  uzayındaki standart iç çarpım denir [12]. 

Herhangi iki ),,( 321 xxxx = ve ),,( 321 yyyy = vektörlerinin iç çarpımı şeklinde 

gösterilir.  

 

Tanım 2.8. 3IR  uzayında bir x  vektörünün normu xx,  olarak tanımlanır ve x  ile 

gösterilir [12]. 

 

Tanım 2.9. 3E , 3-boyutlu Öklid uzayında her ( ) ( ) 3

321321 ,,,,, Eyyyyxxxx ==  için 

Öklid vektörel çarpımı, 

( )212113133232 ,, xyyxxyyxxyyxyx −−−=  

şeklinde tanımlanır [11]. 

 

Tanım 2.10. IRI  bir açık aralık olmak üzere her  

 

( ))(,)(,)(

:

321

3

tttt

EI





→

→
 

 

sürekli fonksiyonu üç boyutlu reel uzayda bir eğri tanımlar [12]. 

 

Tanım 2.11. ( ) ( ) ( )( )tttt '

3

'

2

'

1 ,,)('  =  vektörüne   eğrisinin ( )t noktasındaki hız vektörü 

denir [13]. 

 

Tanım 2.12. ( ) 1',: 3 =→ sIRI   olacak şekilde bir eğri olsun. Böylece s ‘ye  eğrisinin 

yay parametresi denir [10]. 


=

=
3

1

,
i

ii yxyx
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Tanım 2.13. 3: IRI →  eğrisi verilsin. It  için ( ) 0' t  ise   eğrisine düzenli 

(regüler)eğri denir [13]. 

 

Tanım 2.14. Bir küre üzerinde yatan eğriye küresel eğri denir [24]. 

 

Tanım 2.15. M  bir C  manifold olsun. M  üzerinde vektör alanlarının uzayı ( )M  

olmak üzere, 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) YDYXDYX

MMMD

X=→

→

,,

: 
 

fonksiyonu için, 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )RMCfMYXYXfYfDfYYD

RMCgfMZYXZgDYfDZD

XX

YXgYfX

,,,,)2

,,,,,,)1





+

+=

+=




 

 

özellikleri sağlanıyorsa D ‘ye M  manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon ve 
XD ‘e de 

X ‘e göre kovaryant türev operatörü denir [11]. 

 

Tanım 2.16. 3IR  uzayında birim hızlı 3: IRI → eğrisi için, 

( ) ( )ssT '=  

eşitliğiyle belirli  ( )sT vektörüne   eğrisinin ( )s  noktasındaki birim teğet vektörü denir. 

,T  eğrisi üzerinde bir vektör alanıdır [13]. 

 

Tanım 2.17. 3IR  uzayındaki 3: IRI →  birim hızlı eğrisi için,  

( ) ( )sTsIRI ',: =→   

fonksiyonuna   eğrisinin eğrilik fonksiyonu denir. ( )s  sayısına ( )s  eğrinin 

noktasındaki eğriliği denir. ( )s  sayısının büyüklüğü, eğrinin ( )s  noktasındaki teğetinden 

ne kadar ayrıldığının ölçüsüdür [13]. 
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 Tanım 2.18. 3IR  uzayındaki 3: IRI →  birim hızlı eğrisi için, 

 

( )
( )

( )sT
s

sN '
1


=  

 

eşitliğiyle belirli ( )sN  vektörüne   eğrisinin ( )s  noktasındaki asli normali denir. N  

vektör alanına   eğrisinin asli normal vektör alanı denir [13]. 

 

Tanım 2.19. 3IR  uzayındaki 3: IRI →  birim hızlı eğrisi için, 

 

( ) ( ) ( )sNsTsB =  

 

eşitliğiyle tanımlı ( )sB  vektörüne  eğrisinin ( )s  noktasındaki binormali denir. Bu vektör 

alanına   eğrisinin asli normal vektör alanı denir [13]. 

 

Tanım 2.20. ( ) ( ) ( )sBsNsT ,,  vektörlerine 3: IRI →  eğrisinin ( )s  noktasındaki Frenet 

vektörleri denir. ( ) ( ) ( ) sBsNsT ,,  kümesine   eğrisinin ( )s  noktasındaki Frenet çatısı 

denir. BNT ,,  vektör alanlarına   eğrisi üstünde Frenet vektör alanları denir [13]. 

 

Tanım 2.21. 3IR  uzayındaki 3: IRI →  birim hızlı eğrisinin Frenet vektör alanları 

BNT ,,  olmak üzere, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )sNsBsNsBsIRI ',,',: =−=→   

 

fonksiyonuna   eğrisinin burulma fonksiyonu denir. ( )s  sayısına eğrinin ( )s  

noktasındaki burulması denir. 

 ( )s  sayısının büyüklüğü, eğrinin ( )s  noktası komşuluğunda bu noktadaki oskülatör 

düzeleminde ne kadar ayrıldığının ölçüsüdür [13]. 
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Teorem 2.6. 3IR  uzayındaki 3: IRI →  birim hızlı eğrisinin Frenet vektör alanları 

BNT ,,  ise,  

 

NN

BTB

NT







−=

+−=

='

 

 

dir. Bu eşitliklere birim hızlı   eğrisi için Frenet formülleri denir [13]. 

 

Teorem 2.7. 3: IRI →  birim hızlı eğrisinin Frenet vektör alanları BNT ,,  olduğuna 

göre,  

 

NTB

TBN

=

=
 

 

dir [13]. 

 

Teorem 2.8. Birim hızlı olmayan 3: IRI →  eğrisinin Frenet vektör alanları BNT ,,  

olduğuna göre, 

TBN

B

T

=




=

=

''

'''

'

'
'









 

dir.  3: IRI →  eğrisinin eğrilik ve burulma fonksiyonları  ve   olduğuna göre,  

 

23
'''

''','''
,

'

'''














=


=  

 

dir [13]. 
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Tanım 2.22. 3E  uzayının bir M  yüzeyi ve M yüzeyinin birim normal vektör alanı N  

verilsin. 3E ‘te Riemann konneksiyonu D  olmak üzere ( )MX   için,  

 

( ) NDXS X=  

 

şeklinde tanımlı S  dönüşümüne M  üzerinde şekil operatörü veya Weingarten dönüşümü 

denir [11]. 

 

Tanım 2.23. 3: IRI →  eğrisi boyunca, eğriye bağlı bir ( )sx  doğrusunun hareketiyle 

meydana gelen yüzeye regle yüzey denir. Burada   eğrisine regle yüzeyin dayanak eğrisi, 

( )sx  doğrusuna da regle yüzeyin ana doğrusu (doğrultmanı) adı verilir. Bu tanıma göre bir 

regle yüzeyinin parametrik denklemi 

 

( ) ( ) ( ) ( )svxsvsvs

IRIRI

+=→

→





,,

: 3

 

 

şeklinde verilir [15]. 

 

Şekil 2.1. Regle Yüzey 
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3. AFİN UZAY 

 

 

 

 

2IR  uzayında ( ) ( ) 2

2121 ,,, IRyyyxxx ==  vektörleri ile belli olan paralelkenarın alanı  

 

  1221,det yxyxyx −=  

 

olarak tanımlanır. Düzlemde alan koruyan afin dönüşümler grubu, ( )IRSL ,2  lineer  

grubunun elemanları ve 2IR  nin öteleme grubu tarafından üretilen gruptur. Bkz [16,17]. 

 

+= AXY  

 

olmak üzere ( )IRSLAIRYX ,2,, 2   ve 
2IR  dir.  

 

Bu bölümde alan koruyan afin dönüşümler grubu altında invaryant olan düzlemsel 

eğrilerin afin anlamda ve Öklid anlamında özelliklerini ve birbiri arasındaki ilişkileri 

inceleyeceğiz. 

 

3.1. Afin Uzayda Düzlemsel Eğriler 

 

Tanım 3.1.1. 
2: IRIRI →  regüler bir eğri olsun. Eğer 

 

( ) Ir
dr

d
r

dr

d









,0,det

2

2
 

 

ise   eğrisine afin eğri denir [15,16]. 
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Tanım 3.1.2. 
2: IRIRI →  regüler bir eğri olsun. 

 

( ) ( ) Iss
ds

sd
s

ds

d
=








,1,det

2

2
 

 

ise s ye afin yay parametresi denir [15,16]. 

 

Afin eğriler yay parametresi ile yeniden parametrelendirilebilir.  

 

Tanım 3.1.3. Düzlemde regüler bir   eğrisinin afin eğriliği 

  

IRIk →:        

                       ( ) ( ) ( ) sssks ''''' ,det =→  

 

olarak tanımlanır. s  afin yay parametresi,u  herhangi bir parametre olmak üzere, 

 

( )
ds

du

du

d
s

ds

d 
=  

 

( )
2

22

2

2

2

2

ds

ud

du

d

ds

du

du

d
s

ds

d 
+








=  

 

şeklindedir. Afin yay parametresi olabilmesi için  

( ) ( ) 1,
2

2

=







s

ds

d
s

ds

d 
 

olmalıdır. Bu durumda 

2

2

2

2

22

2

2

,det

,det1

















=












+








=

ds

du

du

d

du

d

ds

ud

du

d

ds

du

du

d

ds

du

du

d





 

bulunur.  
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Buradan afin yay parametresi fonksiyonu Iu 0  için, 

 

( ) ( ) 







=

u

u

duu
du

d
u

du

d
s

0

3

1

2

2

,det


 

 

şeklinde bulunur. Regüler her afin eğri parametre değişimi ile birim hızlı hale getirilebilir. 

Iu 0 için, 

IRIRf →:  

( ) ( ) ( ) 







=→

u

u

duu
du

d
u

du

d
ufs

0

3

1

2

2

,det


 

 

dönüşümü ile verilen   afin eğrisi birim hızlı hale dönüştürülebilir [18]. 

 

Tanım 3.1.4. Düzlemde   afin regüler birim hızlı bir eğri olsun. ( )st '= ,   afin 

eğrisinin birim afin teğet vektörü ( )st  ve ( )sn  birim afin normal vektörü olmak üzere,  

 

t='   ve ( ) ( ) ( )stsksn ='  

 

dir. ( ) ( ) snst ,  sistemi ortonormal bir sistemdir. Is  afin yay parametresi olmak üzere 

  eğrisi için, 

( )st '=  ,  
'

'
ds

d
 =    ,    ( )sn ''=  

olmak üzere ( ) ( ) snst ,  eğrinin afin Frenet 2-ayaklısıdır.   eğrisinin afin düzlem Serret-

Frenet çatısı t='  olmak üzere, 

 

nt ='  

       tkn −=   

 

olarak tanımlanır. 
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



















−
=













n

t

kn

t

0

10

'

'
 

 

Burada   1,det =nt  ve türevler afin yay parametresine göre alınmıştır. ( ) ( )  1'','det =ss   

eşitliğinin türevi alınırsa, 

 

( ) ( )  ( ) ( )  0''','det'',''det =+ ssss   

 

bulunur. Buradan düzlemsel afin eğriler için 

 

( ) ( ) ( ) 0''' =+ sss   

 

eşitliğini elde ederiz [17]. 

 

Sonuç 3.1.1. Sabit afin eğrilikli   regüler eğrisi, aşağıdaki eşitliklerden birine denktir: 

 

i. 0=k ise parabol, 

ii. 0k  ise elips, 

iii. 0k  ise hiperbol belirtir. 

 

Düzlemde   Öklid eğriliği sabit olan sadece çembersel yaylar ve doğru parçalarıdır. Fakat 

k  afin eğriliği sabit olan sadece konik yaylardır [17]. 

 

3.2. Afin Uzay Eğrileri 

 

2IR  uzayında ( ) ( ) ( ) 3

321321321 ,,,,,,,, IRzzzzyyyyxxxx ===  vektörleri ile belirlenen 

geometrik şeklin hacmi, 

 

321

321

321

,,det

zzz

yyy

xxx

zyx =  

                                 231312213213132321 zyxzyxzyxzyxzyxzyx −−−++=  
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ile tanımlıdır. Burada ( ) 22 ,,3,, IRIRSLAIRYX    şeklindedir. Hacim koruyan afin 

dönüşümler += AXY formundaki dönüşümler olup bu grup ( )IRSL ,3  ve 3IR  ün 

öteleme grubu tarafından üretilen gruptur. Bu bölümde 3- boyutlu afin uzayda hacim 

koruyan afin dönüşümler grubu altında invaryant kalan eğrilerin afin anlamda ve Öklid 

anlamında özelliklerini ve birbirleriyle olan ilişkileri inceleyeceğiz. Bölümün son 

kısmında, küresel afin eğriler için bir karakterizasyon vereceğiz. Bkz [16,17]. 

 

Tanım 3.2.1. 
3: IRIRI →  regüler bir eğri olsun. Eğer 

 

( ) ( ) ( ) 0,,det
3

3

2

2









r

dr

d
r

dr

d
r

dr

d 
    Ir    ise 

 

 eğrisine afin uzay eğrisi denir [15,16]. 

 

Tanım 3.2.2. 
3: IRIRI →  regüler bir eğri olsun. Eğer 

 

( ) ( ) ( ) 1,,det
3

3

2

2

=







s

ds

d
s

ds

d
s

ds

d 
 

 

ise s  ye afin uzay yay parametresi denir [14,15]. 

s  afin yay parametresi, u  herhangi bir parametre olmak üzere, 

 

ds

du

du

d

ds

d 
=  

 

2

22

2

2

2

2

ds

ud

du

d

ds

du

du

d

ds

d 
+








=  

 

3

3

2

2

2

23

3

3

3

3

3
ds

ud

du

d

ds

du

ds

ud

du

d

ds

du

du

d

ds

d 
++








=  

şeklindedir. 
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Burada s  nin afin yay parametresi olabilmesi için 

 

( ) ( ) ( )  1''','','det =sss   

 

olmalıdır. Buradan afin yay parametresi fonksiyonu Iu 0   için, 

 

( ) ( ) ( ) 







=

u

u

duu
du

d
u

du

d
u

du

d
s

0

6

1

3

3

2

2

,,det


 

 

şeklinde hesaplanabilir [17]. 

 

Tanım 3.2.3. 
3: IRIRI → uzay eğrisinin afin eğriliği 

 

( ) ( ) ( ) ssssk ''','','det)( =  

olarak tanımlanır [16]. 

 

Tanım 3.2.4. 
3: IRIRI →  uzay eğrisinin afin torsiyonu 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ssss '''',''',''det  −=  

 

olarak tanımlanır [16].  

 

( ) ( ) ( )  1''','','det =sss    eşitliğinin türevi alınırsa, 3-boyutlu afin uzayda eğriler için,  

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0')(''' =++ ssksss    

 

eşitliği elde edilir. 
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Tanım 3.2.5. Uzayda afin yay parametresine göre türevler alınarak afin teğet vektör =t , 

afin normal vektör '=n  ve afin binormal vektör ''=b  yardımıyla t=  olmak üzere 

afin çatı, 

bn

nt

==

==

''

'




 

    ''''   kb −−==  

şeklinde tanımlanır. Burada, 

( ) ( ) ( )  1''','','det =sss   

dir [16]. 

 

































−−

=



















b

n

t

kb

n

t

0

100

010

'

'

'



 

 

Burada   1,,det =bnt  ve türevler afin yay parametresine göre alınmıştır. 

 

Tanım 3.2.6. Afin uzayda birim hızlı 
2: IRI →   eğrisinin Frenet vektörleri bnt ,,  olsun. 

( ) ( ) snst ,  tarafından gerilen düzleme, ( )s   noktasındaki afin oskülatör düzlem 

denir. 

 ( ) ( ) sbst , tarafından gerilen düzleme, ( )s  noktasındaki afin rektifiyan düzlem 

denir. 

 

( ) ( ) snsb ,  tarafından gerilen düzleme, ( )s  noktasındaki afin normal düzlem 

denir. 

3: IRI →  birim hızlı regüler bir afin uzay eğrisi olsun. Burada Is 0  olmak 

üzere eğrinin  ( )0s  noktası komşuluğunda Frenet düzlemlerini inceleyeceğiz. ( )s  

eğrisinin, ( )0s  noktasındaki afin eğriliğini k  ve afin eğriliğini   ile gösterelim.   

fonksiyonun 0s  noktası komşuluğunda Taylor açılımı 0ssh −=  olmak üzere yazılırsa,  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) bssnskksstsss

bssnskksstsss

ssssskkssssssss









−+








+−−+








−−









−+








+−−+








−−=

+







−+








+−−+








−−=−

5354254

5354254

0

53

0

542

0

54

0

!5

1

!3

1

!5

1

!4

1

2

1

!5

1

!4

1

!5

1

!3

1

!5

1

!4

1

2

1

!5

1

!4

1

''
!5

1

!3

1
'

!5

1

!4

1

2

1

!5

1

!4

1











 

 

bulunur. Burada ( ) ( )0ss  −   vektörü, ( )0s  noktasından ( )s noktasına giden vektördür. 

( ) ( )0ss  −  vektörünün  bnt ,,  ortonormal çatısına göre bileşenlerine zyx ,,  denirse; 

 

( ) ( ) ( ) bssnskksstsssss 







−+








+−−+








−−− 5354254

0
!5

1

!3

1

!5

1

!4

1

2

1

!5

1

!4

1
   

 

eşitliğine göre yaklaşık olarak 

 

( ) ( ) ( ) bssnskksstsssss 







−+








+−−+








−−− 5354254

0
!5

1

!3

1

!5

1

!4

1

2

1

!5

1

!4

1
   

( )

53

542

54

!5

1

!3

1

!5

1

!4

1

2

1

!5

1

!4

1

ssz

skkssy

sssx

−=

+−−=

−−=









 

 

yazılabilir [17]. 

 

3.3. Afin İle Öklid Yay Parametresi Arasındaki İlişki 

 

Düzlemde bir ( ) ( )( )tst  =  eğrisi alalım. t , Öklid yay parametresi ve s , afin yay 

parametresi olmak üzere; 

 

dt

d
 =  
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Öklid yay parametresine göre türev ve 

 

ds

d
 ='  

 

afin yay parametresine göre türev olsun. T= , NT =  ,  TN −=  ise ( ) 1,det =NT  ve 

t=' , nt =' , tkn −='  ise ( ) 1,det =nt  olduğu bilinmektedir. 

 

dt

d
T


 ==    ve  ts

dt

ds

dt

d

dt

d
==


 

 

eşitliklerinden  == tsT  bulunur.  

 

NT  ==  , ( ) tsnsN +=
2  ,  ( )( ) 12 −+= tsnsN   

bulunur.  

 

( ) 1,det =NT  olduğundan 

 

( )
1

0
121
=

−−  ss

s




 

 

olup determinant değeri hesaplanırsa, 

 

( ) 113
=−s  

( ) =
3

s  

( )3

1

=s  

 

elde edilir.  
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Böylece afin yay parametresi ile Öklid yay parametresi arasındaki bağıntı, 

 

( )3

1

=
dt

ds
 

şeklinde elde edilir [16]. 

 

Düzlemde bir ( ) ( )( )tst  =  eğrisi alalım. t , Öklid yay parametresi ve s , afin yay 

parametresi olmak üzere; 

ds

d
 =  

Öklid yay parametresine göre türev ve 

ds

d
 =  

afin yay parametresine göre türev olsun. Bölüm 3.3. ün başında afin yay parametresi ile 

Öklid yay parametresi arasındaki bağıntıyı tsT =  eşitliğinde yerine yazılırsa; 

( ) tT 3

1

=  

bulunur. Gerekli hesaplamalar yapılarak ( ) =
3

s  elde edilir. ( ) =
3

s  eşitliğinin türevi 

alınırsa, 

( )  3

2

3

1 −
=s  

bulunur.  ( )( ) 12 −+= tsnsN   eşitliğinde yerine yazılırsa; 

 

( ) ( ) ntN 3

1

3

5

3

1 −−
+=    

 

bulunur. Bu durumda çatılar arasındaki geçiş matrisi aşağıdaki gibidir: 

 

Sonuç 3.3.1  Öklid çatıdan afin çatıya geçiş matrisi, 

( )

( ) ( ) 



























−
=













−−
n

t

N

T

3

1

3

5

3

1

3

1
0






 

ve afin çatıdan Öklid çatıya geçiş matrisi ise; 
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( )

( ) ( ) 



























−
=













−

−

N

T

n

t

3

1

3

5

3

1

3

1
0






 

şeklindedir [17]. 

 

3.4. Afin Yüzeyler 

 

Afin diferensiyel geometride afin dönüşümler altında invaryant olan 3-boyutlu uzayda 

yüzeylerin özelliklerini inceleyeceğiz. Daha fazla detay için [19,20]. 

 

Tanım 3.4.1. Berwald-Blaschke metriği afin dönüşümler için invaryanttır ve aynı zamanda 

koordinat sistemlerinden bağımsızdır. Bu metrik kuadratik formdur. Bu kuadratik formun 

pozitif tanımlı (dış bükey olmayan durum) olmayabileceğini göreceğiz.  

Berwald-Blaschke metriği; 

,
2

4
1

2

22

MLN

NdvMdudvLdu
h

−

++
=  

tarafından verilir ki burada ML, ve N  

 

 uuvuL = ,,det      ,       uvvuM = ,,det       ,     vvvuN = ,,det  

 

olarak verilir. Bundan böyle, yüzeyin non-dejenere olduğunu kabul edebiliriz, yani 

02 − MLN  dır [21]. 

 

Birinci afin temel formu ile ikinci Öklid temel formunun katsayıları arasında bir ilişki 

vardır öyle ki, 

 


















==

vu

vu
ijij Nl          

 
vu

ijvu

ij



=

,,det
       

 

ki, bu denklemde 
vu

vuN



=   Öklid normal vektördür. 
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NlMlLljilij ==== 211211 ,,2,1,; olmak üzere Öklid Gauss eğriliği aşağıdaki şekilde 

elde edilebilir: 

4

)det(

vu

ijl
K


=  ,   

 1.  00 2 − MLNK  

 

2.  00 2 =−= MLNK                                          (3.1) 

 

3.  00 2 − MLNK  

 

2MLN −  negatif, sıfır veya pozitif olduğundan noktalar sırasıyla hiperbolik, parabolik 

veya eliptiktir. 02 − MLN  hipotezinden dolayı sadece konveks durumlarda (eliptik 

noktalar) ve konveks olmayan durumlarda (hiperbolik noktalar) çalışacağız [21]. 

 

Tanım 3.4.2. S  non-dejenere noktalarla regüler yüzey ve 
32: IRSIR →  

parametrizasyon olsun. Afin konormal vektörü 

 

4
1

2MLN

vu

−


=                                  (3.2) 

 

ifadesiyle verilir ki burada ML, ve N  birinci temel afin formun katsayılarıdır. Ayrıca 

işarete göre tespit edildiğini unutmamak gerekir. Tanımdan görüyoruz ki 0=d  dır. 

Noktanın eliptik yada hiperbolik olmasına bağlı olarak   işaretin olduğu durumda 

)( 24 MLN −=  olsun. Bu notasyonu kullanarak, 

 


 vu 
=                                         (3.3) 

elde ederiz [21]. 
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Tanım 3.4.3. Afin normal vektörü 

1=  

 0=u                                                           (3.4) 

0=v  

 

denklemleri ile tanımlarız. Afin normal vektörün S  yüzeyine, tanjant düzlemine ait 

olmadığını gözlemleyelim. (3.4) teki birinci denklemin türevi alındığında 0= u  ve 

0= v  olduğunu kolayca görebiliriz. Dolayısıyla IR→:  fonksiyonu vardır öyle ki; 

)( vu  =  

dir. Şimdi,   fonksiyonunu elde etmek için afin normal ve konormalin iç çarpımını 

aşağıdaki gibi hesaplayabiliriz. 

 

 vu  ,,det1 ==  

Böylece, 
 vu 


,,det

1
= , yani afin normal vektör 

  vu

vu




 =
,,det

1
                (3.5) 

 

dir [21]. 

 

Ayrıca afin normal vektörün işarete göre saptandığını unutmayalım. Her bir x  noktası 

için afin normal )(x  vektörü yönünde x  boyunca doğru alalım. Bu doğru,   için işaretin 

seçiminden bağımsız olarak x  boyunca afin normal olarak adlandırılır. 

 

 

Şekil 3.1. Afin konormal ve normal vektörü 
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Örnek 3.4.1. Afin normal vektörü eliptik ve hiperbolik paraboloidlerde sabittir. Eliptik ve 

paraboloidlerin parametrizasyonunun ))(
2

1
,,(),( 22 vuvuvuX += olduğunu kabul edelim. 

u  ve v  ye göre türevleri 

 

),0,1( uX u =  , )1,0,0(=uuX  , )1,0,0(=vvX   , 

),1,0( vX v =  , )0,0,0(=uvX  

 

dir. Böylece, 

      1,,det,,det,,det 2=−= uvvuvvvuuuvu XXXXXXXXX  

dir. Dolayısıyla, 

)1,,( vu
XX vu −−=


=


  

dir. O nedenle, )0,0,1(−=u ve )0,1,0( −=v  sonrasında 

 

 
)1,0,0(

,,

1
== vu

vu




     (3.6) 

dır. Benzer yoldan hiperbolik paraboloidin parametrizasyonunu ))(
2

1
,,(),( 22 vuvuvuS −=  

olarak kabul edersek afin normalin bu yüzeyin herhangi bir noktasında )1,0,0(  vektörü 

olduğu gösterilebilir [21]. 

 

Tanım 3.4.4. Afin eğrilikler normal vektörün varyasyonlarını tanımlar. 0== vu   

olduğunu biliyoruz. Yani, u ve v  türevleri   ye  diktir. 

                                  

  Şekil 3.2. Eliptik paraboloid     Şekil 3.3. Hiperbolik paraboloid 
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Bilhassa u  ve STpv   dir. Bu nedenle S  şekil operatörünü STSTS pP →:  olarak 

tanımlayabiliriz ki burada vp DvS −=)(  dir. u  ve v  yüzeye teğet oldukları için 

2,1, =ji  olmak üzere IRbij →::  fonksiyonları vardır öyle ki, 

vuu bb += 2111   , 

vuv bb += 2212  

dir. Böylece, 

vu vbubvbubD +++= )()()( 22211211  

dir. Bu nedenle 






















=













v

u

b

b

b

b

v

u
D

22

12

21

11
  

 

dir. Yukarıdaki eşitlik  vu  ,  bazında vp DvS =)(  şekil operatörünün 2,1, =ji  için 

)( ijbB =  matrisi tarafından verildiğini gösterir. Bu matris simetrik olmak zorunda değildir 

[21]. 

 

Tanım 3.4.5. ijb  katsayıları determinantı ve izinin yarısı sırasıyla Gauss ve afin ortalama 

eğrilikler olan )( ijbB =  matrisini oluşturur. Bu nedenle, 

 

21122211det bbbbBK −==   ,  

  )(
2

1

2

1
2211 bbizB +==  

dir [21].  

 

Tanım 3.4.6. Afin diferensiyel geometrisinde, izotermal koordinatlar metriğin lokal olarak 

)( 22 dvduh +=   

formuna sahip olduğu anlamına gelir ki burada   diferensiyellenebilir fonksiyondur. Bu 

durumda, konveks durumu dikkate alırız. İzotermal koordinatların 0,2 === MNL   

özelliğinden faydalanarak , 
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    2,,det,,det == vvvuuuvu  ve    0,,det = uvvu              (3.7) 

 

koordinatları yukarıda belirtildiği şekilde çalışabiliriz. Böylelikle afin diferensiyel 

geometrisinde önemli bir sonuç elde etmiş oluruz [21]. 

 

Teorem 3.4.1. Lelieuvre Formülü) İzotermal koordinatlarla lokal olarak konveks 

yüzeylerde 

vu  =  ve uv  −=                       (3.8) 

 

eşitliklerimiz vardır [21]. 

 

İspat : (3.2) den NL = ve 0=M olduğundan 

 


 vuvuvu

LMLN


=


=

−


=

2
1

4
1

2

 

 

dir. Konormal vektörün v  ye göre türevi 

 

( ) ( )  ( )
2


 vvuvvuvuv

v

−+
=  

 

dir. Şimdi, ( ) ( )  ACBACABA ,,det=  eşitliğini kullanırsak direk hesaplamayla 

 

( ) ( )  ( )

( ) ( ) ( )

     

  uuuvvvu

uvvu
v

uvvvuvuvuv

vuvu
v

vvuvuvuvvu

vvuvvuvuv
vuu

===

−+=









−








+








=








 −+









=

2

22

322

322

2

1
,,det

1

,,det,,det
1

,,det
1

11

1






















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elde ederiz. Aynı yöntemle uv  −=  olduğunu ispatlayabiliriz. Şimdi 

 

 vu  ,,det=                                           (3.9) 

 

eşitliğini ispatlayalım. Konormal vektörü hesaplamak için Teorem (3.4.1) Lelieuvre 

Formülünden aşağıdaki ifadeyi elde ederiz. 

 

( ) ( )

 
 uv

uv

uvvu







,,det

,,det

=

−=

−=

 

Böylece, 

 



=



vu

vu

,,det
 

 

dir. (3.3) den vu =



1

 denklemini kullanarak, 

 vu  ,,det=  

 

elde edilir. 

 

 

Şekil 3.4. Afin Üçyüzlü ve Duali 
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Aynı zamanda konormal vektörün u  ve v  türevlerini aşağıdaki şekilde hesaplayabiliriz. 

( )

( ) ( )

 

u

uvu

vuu

uvuv














−=

=

=









−−=

,,det
1

1

1

 

Benzer şekilde   konormal vektörünün v  ye göre türevini hesaplayabiliriz. 

( )

( ) ( )

 

v

vuv

uvu

uvvu














=

=

=









−=

,,det
1

1

1

 

 

olur veya eşit bir biçimde 

 

vu =   ve  = uv      (3.10) 

 

dir. Lelieuvre Formülünü kullanarak   afin metriği için başka bir formül ve afin normal 

vektörü için bir formül elde edebiliriz. 

 

 

( ) ( )( ) ( )

  ( )

( )

 vu

vu

vuuv

vuuv

vuuvvu



















,,det

,,det
1

1

1
,,det,,det

=

=

−=

−=









−=
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Böylece, 

    ,,det,,det vuvu ==  

 

bulunur. Şimdi,   konormal vektörü ile  ortalama afin eğriliği arasında bir ilişki 

oluşturabiliriz. 

 

Teorem 3.4.2. 
3: IR→  izotermal koordinatlarla bir diferensiyellenebilir fonksiyon 

olsun. Bu durumda 

 =+ 2vvuu                 (3.11) 

dir ki burada   afin metriği,   konormal vektör ve  afin ortalama eğriliğidir. Başka bir 

deyişle, 






2
: vvuu

h

+
−=−=  

dir [21]. 

 

İspat : Lelieuvre Formülünden 

 

vu  =  , uv  −=  

 

dir. Sonra sırasıyla v ve u  ya göre türevlerini hesaplarsak, 

 

vvuv  =  , uuvu  −=  

 

elde ederiz.   diferensiyellenebilir fonksiyondur ve vuuv =  dir. Bundan dolayı, 

 

uuvv  −=  

olur. Böylece, 

( ) 0=+ vvuu   

dir. Şimdi,  =+ vvuu  eşitliği ile sonuçlandırabiliriz. Afin normal vektörün tanımından 

1=  dir.  
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Buradan 

( )  =+ vvuu  

elde edilir. (3.4) denklemi bize 0=v  eşitliğini verir, bu eşitliğin v ye göre türevini 

aldığımızda 

0=+ vvvv  , 

buluruz. Aynı zamanda 0=u  eşitliğinin u  ya göre türevi alındığında 

0=+ uuuu   

dir. (3.4.5) tanımını kullanarak 

 

( )

( ) ( )

   










11

2111

2111

2111

,,det,,det

b

bb

bb

bb

uuvu

uuvu

vuu

uuuu

=

+−=

−−−=

+−=

−=

 

dir. Benzer şekilde, 

( )

( ) ( )

   










22

2212

2212

2212

,,det,,det

b

bb

bb

bb

uvuv

uvvv

vuv

vvvv

=

+−=

−−−=

+−=

−=

 

dir. Buradan 

( ) ( ) =+=+=+  22211 bbvvuuvvuu  

 

bulunur. Böylece 

 =+ 2vvuu  

 

eşitliğiyle sonuçlandırabiliriz. Dahası, 





2
: vvuu

h

+
−=  olduğundan 

 −=h  

 

elde edilir.  
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Böylece,  ortalama afin eğriliği ile afin konormal vektörün laplasyanı arasında bir ilişki 

oluşturduk. Dahası, Teorem (3.4.1) den biliyoruz ki vu  =  ifadesinin u  ya göre ve 

uv  −=  ifadesinin v  ye göre türevleri alındığında 

 

( ) ( )uuvuuu  += , 

ve 

( ) ( )uvuvvv  −−=  

bulunur. Bu nedenle, 




 2
1

2 ==+ vuvvuu  

dir. Böylece, 

2=+ vvuu  

 

olduğu kanıtlanmış olur. Teorem (3.4.2) den  11buuuu =−=  ve 

 22bvvvv =−=  eşitliklerine vardır. (3.4.3) afin normal vektörün tanımını 

kullanarak 0=v  denkleminin u ya göre türevini alırsak 

 

0=+ uvuu   

elde ederiz. Böylece, 

 

( )

( ) ( )

   










21

2111

2111

2111

,,det,,det

b

bb

bb

bb

uvvv

uvuv

vuv

uvu

=

+−=

−−−=

+=

−=

 

     

dir. Ayrıca, Tanım (3.4.3) den elde ettiğimiz 0=u  denkleminin v  ye göre türevini 

alırsak 

0=+ vuuu   

olur. 
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 Böylece, 

( )

( ) ( )

   










12

2212

2212

2212

,,det,,det

b

bb

bb

bb

uuvu

uuvu

vuu

vuuu

=

+−=

−−−=

+−=

−=

 

       

dir. Bu yüzden, konveks durumda 
2112 bb =  dir. Şimdi B  matrisinin katsayılarını 

hesaplamak için diğer formülleri bulacağız. (3.10) dan hatırlayalım, vu =   ve 

 = uv  ve B  matrisinin ijb  katsayıları aşağıdaki formüllerle verilir : 

 

   








,,det
1

,,det
11

11 vuuvuub =−=−=

   








,,det
1

,,det
11

12 vvvvvub =−=−=  

   








,,det
1

,,det
11

21 uuuuuvb =−=−=  

   








,,det
1

,,det
11

22 vuvuvvb =−=−=  

 

Böylece, şekil operatörünün katsayılarını hesaplamış oluruz. 1= ve 0== vu   

olduğundan u , STpv   dir. vDB =  nin self-adjoint (kendine eş) olduğunu görmek için, 

 

uvvu  =  

 

eşitliğini ispatlamak yeterlidir. 0= u  ve 0= v  olduğunu biliyoruz, bu eşitliklerin 

sırasıyla v  ve u  ya göre türevlerini aldığımızda, 

 

0=+ uuv    ve  0=+ vvvu   

 

elde ederiz.  
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Böylece, 

vuuvuv  =−=  

dir. Dolayısıyla, vDB =  matrisinin self-adjoint (kendine eş) olduğu sonucuna varabiliriz. 

 

Tanım 3.4.8. Konveks olmayan durum için asimptotik ( )vu,  parametreleri alabiliriz, diğer 

bir deyişle, 

dudvh 2= , 

 

ki burada   diferensiyellenebilir fonksiyondur. Burada asimptotik koordinatların 

2,0 === MNL  özelliğini kullanarak koordinatları aşağıdaki şekilde çalışırız [21]. 

 

    0,,det,,det == vvvuuuvu   ,      2,,det = uvvu        (3.12) 

 

Teorem 3.4.3. (Lelieuvre Formülü) Yerel hiperbolik yüzeylerdeki asimptotik 

koordinatlarda 

 

uu  =  ve  uv  −=     (3.13) 

 

dir [21]. 

 

İspat : (3.2) den 0== NL  ve 2=M  olduğundan 

 


 vuvuvu

MMLN


=


=

−


=

2
1

4
1

2

, 

 

elde ederiz. Konormal vektörün v  ye göre türevi 

 

( ) ( )  ( )
2


 vvuvvuvuv

v

−+
=  

dir.  
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Şimdi, ( ) ( )  ACBACABA ,,det=  eşitliğini kullanırsak direk hesaplamayla 

 

( ) ( )  ( )

( ) ( ) ( )

     

 

v

v

vuvuv

uvvu

v

uvvvuvuvuv

vuvu

v

vvuvuvuvvu

vvuvvuvuv

vuu

−=

=

=

−+=


















−

















+

















=








 −









=

2

2

2

322

322

2

1

,,det
1

,,det,,det
1

,,det
1

11

1

























 

bulunur. Aynı yoldan, uu  = olduğunu ispatlayabiliriz. Şimdi, 

 

 uv  ,,det=      (3.14) 

 

ispatlayalım. Lelieuvre formülü Teorem (3.4.3) den 

 

( ) ( )vuvu  −=  

         vu ,,det−=  

sonucu çıkar. Böylece, 

 



=


−

vu

vu

,,det
 

 

dir. Şimdi (3.3) ü kullanarak vu =



1

 eşitliğini elde ederiz, böylece 

 uv  ,,det=  

dir. Yani, afin normal ve konormal vektörleri elde etmiş oluruz. 

uv 


 =
1

  ve vu =



1

 

dir.  
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Biz aynı zamanda   konormal vektörünün türevlerini aşağıdaki gibi bulabiliriz. 

( )

( ) ( )

 

v

vuv

uvv

uvvv














−=

=

=









−=

,,det
1

1

1

 

Benzer yoldan,   konormal vektörünün v  ye göre türevini hesaplayabiliriz. 

( )

( ) ( )

 

u

uuu

vuu

uvuu














=

=

=









−=

,,det
1

1

1

 

       

Böylece, 

vv =    ve  = uu                (3.15) 

sonucuna varırız. Lelieuvre formülünü kullanarak   afin metriği için ve afin normal 

vektörü için başka bir formül elde edebiliriz. 

 

 

( ) ( )( ) ( )

  ( ) ( )uvuvvu

uvvu

uvvuvu

















=−=

−=









−=

,,det
1

det
1

1
,,det,,det

 

      

Dolayısıyla, 

    ,,det,,det vuuv ==  

dir. 
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Şimdi belirsiz durumda ortalama afin eğriliği ve konormal   vektörü arasında bir ilişki 

bulabiliriz [20]. 

 

Teorem 3.4.4. 
3: IR→  asimptotik parametrelerle bir diferensiyellenebilir fonksiyon, 

  afin konormal vektör ve  ortalama afin eğriliği olsun. Buradan 

 

 =uv                  (3.16) 

 

elde ederiz ki burada   0,, = uv   afin metriğidir. Başka bir deyişle, 






2
:2 uv

h −=−=  

dir [21]. 

 

İspat : Lelieuvre formülünden 

 

uu  =  ,       vv  −=  

 

bulunur. Sonrasında, sırasıyla v  ve u  ya göre türevlerini hesapladığımızda 

 

uvuvuv  +=  , vuvuvu  −−=  

 

elde ederiz.   diferensiyellenebilir fonksiyondur dolayısıyla vuuv =  dur. Bu nedenle, 

 

vuuv  −=  

 

dir. Buradan 

 

0= vu  

 

dir. Şimdi,  =uv  olduğu sonucuna varabiliriz. 
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Yukarıdaki eşitliği ve 1=  afin normal vektör tanımını kullanarak, 

 =uv  

elde ederiz. (3.4) den 0=v  olduğunu biliyoruz. u  ya göre türevini aldığımızda 

0=+ uvvu  , 

olur, aynı zamanda 0=u  olduğundan, bu ifadenin v  ye göre türevini aldığımızda 

0=+ vuuv   

dir. Tanım (3.4.3) kullanılarak 

( )

( ) ( )

   










11

2111

2111

2111

,,det,,det

b

bb

bb

bb

vvuv

vvuv

vuv

uvvu

=

+−=

−−−=

+−=

−=

 

elde edilir. Benzer şekilde, 

( )

( ) ( )

   










22

2212

2212

2212

,,det,,det

b

bb

bb

bb

uuvu

vuuu

vuu

vuuv

=

+−=

−−−=

+−=

−=

 

dir. Bu iki eşitlikten konveks olmayan durumda çalışıldığında 
2211 bb =  olduğu sonucuna 

varılabilir. Şekil operatörünün self-adjoint (kendine eş) olduğunu ispatlamak için 

 

vuvu  =  

 

olduğunu göstermek için yeterlidir. uvb  −=11  ve  vub  −=22  olduğunda 2211 bb =  

eşitliğinden bu aşikardır. Böylece, 

 

( ) ( ) =+=+=+=  22 2211 bbvuuvvuuvuv  

 

dir.  
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Bu sebeple, 

 =uv  

sonucu elde edilir. Dahası, 






2
: uv

h −=  

olduğundan 

 −= 2h  

dir. Böylece, afin konormal vektörün laplasyanı ile   ortalama afin eğriliği arasında bir 

ilişki kurulabilir. Şimdi B  matrisinin katsayılarının geriye kalanını hesaplayalım. Teorem 

(3.4.4) den 

 11buvvu =−=  ve  22bvuuv =−=  

 

eşitliklerini elde ederiz. (3.4.3) afin normal vektörü tanımından, 0=v  ifadesinin v  ye 

göre türevi alındığında 

0== vvvv   

bulunur. Bundan dolayı, 

( )

( ) ( )

   










12

2212

2212

2212

,,det,,det

b

bb

bb

bb

vvuv

vvuv

vuv

vvvv

=

+−=

−−−=

+−=

−=

    

dir. Tanım (3.4.3) den 0=u  ifadesini elde ederiz, bu ifadenin u  ya göre türevi 

alındığında ise 

 

0=+ uuuu   

olur. Böylece, 

( )

( ) ( )

   










21

2111

2111

2111

,,det,,det

b

bb

bb

bb

vuuu

vuuu

vuu

uuuu

=

+−=

−−−=

+−=

−=

   

dir. 
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Aşağıdaki denklemler şekil operatörünün katsayılarını hesaplamak için bize diğer formülü 

verir. (3.15) den vv =   ve  = uu  dir. 

 

   








,,det
1

,,det
11

11 vuuvuvb =−=−=  

   








,,det
1

,,det
11

12 vvvvvvb =−=−=

   








,,det
1

,,det
11

22 vuvuvub =−=−=  

   








,,det
1

,,det
11

21 uuuuuub =−=−=  

 

Sonuç olarak, B matrisinin katsayıları yukarıdaki şekilde hesaplanmış olur. Dahası, 

Teorem (3.4.4) den uv //  olduğunu biliyoruz. Lelieuvre formülünden uu  =  

denkleminin v  ye göre türevi alındığında 

( ) ( ) 


 ===+= uvuvuvuvuv

1
 

elde edilir. Böylece, sıradaki formül 

=uv  

elde edilir [20]. 

 

3.5. Has Olmayan Afin Küreler Ve Afin Maksimal Dönüşümler 

 

Bu bölümde, afin minimal dönüşüm ve afin minimal yüzey kavramlarını tanıtacağız. Aynı 

zamanda has olmayan afin küre tanımını vereceğiz. 

 

Tanım 3.5.1.   afin ortalama eğriliği sıfır olan yüzeyler afin minimal yüzeyler olarak 

adlandırılır, çünkü 0=  denklemi kompakt iç destek ile diferensiyellenebilir 

deformasyonlara göre afin alanı durağan (kritik) olan yüzeyleri karakterize eden Euler-

Lagrange denklemidir. Konveks durumda, onları minimal değil maksimal olarak 

belirlemeyi tercih ederiz, çünkü bazı yüzeyler için afin alanın ikinci varyasyonu her zaman 

negatiftir. E.Calabi bu notasyonu kullanan ilk kişiydi [21].  
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Bir başka deyişle, biz afin minimal yüzeyler olarak adlandırılan sıfır afin ortalama 

eğrilik ile yüzeylere çalışırız ve konveks yüzeyler için onlar aynı zamanda afin maksimal 

yüzeyler olarak adlandırılır [21]. 

 

Tanım 3.5.2. Afin ortalama eğrilik ile birleşen yüzeyler afin minimal yüzeyler olarak 

adlandırılır [21]. 

 

Tanım 3.5.3. Sabit afin   normali ile 3: R→  immersiyonu has olmayan afin küre 

olarak adlandırılır [21]. 

 

Sonuç 3.5.1. Has olmayan afin küre, afin minimal yüzeydir [21]. 

 

Sonuç 3.5.2.   ye eşdeğer minimal afin yüzeyler harmoniktir. Gerçekten, konveks 

durumda Teorem (3.4.2) den sadece ve sadece 0=  olduğu durumda 0=+ vvuu   elde 

edilir. Belirsiz durumda ise Teorem (3.4.2) den sadece ve sadece 0=  olduğu durumda 

aynı zamanda 0=uv  elde edilir. Diğer taraftan, afin konormal vektörün 

32: IRIR →  harmonik ve ( ) düzlemIm  olduğunu kabul edelim.   nin has 

olmayan afin küre olduğunu ispatlamalıyız. 

Genelliği kaybetmeden düzlemin 1=z  olduğunu varsayabiliriz. Eğer 

( ) düzlemIm  ise konormal vektör için parametrizasyon ( ) ( ) ( )( )1,,,,, 21 vuvvuvvu =  

dir. ( )1,0,0=  normal vektöürünün (3.4) denklemini sağladığını kolayca doğrulayabiliriz. 

(3.4) ün aşağıdaki denklemler sistemine eşit olduğunu dikkate alırsak, 

 









=

=

=

0

0

1

v

u







 

 

dir. Böylece,   nin sabit olduğu sonucuna varabiliriz. Bu da   nin has olmayan afin küre 

olduğu anlamına gelir [21]. 
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Tanım 3.5.4.   regüler yüzey olsun. Eğer   harmonik vektör alanı var ise yani, 

  ,,,det vu  \
S  de sıfırdan farklı ise 3: IR→  dönüşümüne afin maksimal 

dönüşüm denir, ki burada 
S tekil eğrilerin kümesi ve   ise (3.13) de verildiği gibidir.  

Bir başka deyişle, eğer   afin minimal yüzeyse afin minimal dönüşümdür ve 

  0,,det =vu   olduğunda noktalarda belirli tekilliklere izin verir.  vu  ,,det=  sıfır 

olduğunda,   afin maksimal dönüşümünün 
S  tekil kümesi noktaların kümesidir. Bu 

durumda   afin normali 
S  üzerinde iyi tanımlı olmayabilir. Tabii ki, =S  olduğunda 

afin minimal yüzey vardır ve   sabit oluyor ise has olmayan afin küredir [21]. 
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4. HAS OLMAYAN AFİN KÜRE ÖRNEKLERİ 

 

 

 

Bu bölümde has olmayan Afin regle küre yüzey örnekleri incelenerek Gauss ve 

ortalama eğrilikleri sıfır olarak bulunmuştur. Ayrıca yüzeylerin Matlab programı 

kullanılarak çizilen grafikleri de bölüme eklenmiştir. 

 

Örnek 4.1.      32: IRIRr →  

  ( ) ( )( )vguvvuvu +→ ,,,  

biçiminde verilen Cayley yüzeyinin Gauss ve ortalama eğriliklerini hesaplayalım [23]. 

 

( )( )vguvvur += ,,  ‘nun u  ve v  ye göre kısmi türevlerini alalım. 

 

( )

( )( )

( )

( )

( )( )vgr

r

r

vgur

vr

vv

uv

uu

v

u

'',0,0

1,0,0

0,0,0

',1,0

,0,1

=

=

=

+=

=

 

 

olsun. Şimdi afin konormal vektörünü hesaplamak için ihtiyacımız olan NL, ve M  

katsayılarını hesaplayalım. 

 

( )

0

000

'10

01

det

,,det

=

















+=

=

vgu

v

rrrL uuvu

 

 

( )
( )

( )vg

vg

vgu

v

rrrN vvvu

''

''00

'10

01

det

,,det

=

















+=

=
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 

( )

1

100

'10

01

det

,,det

=

















+=

=

vgu

v

rrrM uvvu

 

şeklinde elde edilir. 

( )

1

1''.0 4

1

4

1
2

=

−=

−=

vg

MLN

 

 

olduğundan Berwald-Blashke Metriği 

 

( )vgdvdudv

MLN

NdvMdudvLdu
h

''2

2

2

4
1

2

22

+=

−

++
=

 

dir. Burada Cayley yüzeyinin konormal vektörü 

 

( ) ( )( )

( )( )( )1,',

1

',1,0,0,1

uguv

uguv

rr vu

+−=

+
=


=




 

 

elde edilir. Buradan   konormal vektörün  u  ve v  ye göre türevleri 

 

( )( )( )

( )0,0,1

0,''1,0

=

+−=

v

u ug




 

 

şeklinde bulunur. Yüzeyin afin normal vektörü olan  , 
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 

( )
( )( )( )

( )1,0,0

''1,0,0
''1

1

,,

1

=

+−
+

−=

=

ug
ug

vu

vu






 

 

bulunur. Burada u  ve v  türevleri 

 

( )

( )0,0,0

0,0,0

=

=

v

u




 

 

olarak hesaplanır. 

 

Şimdi de Gauss ve ortalama eğriliklerin hesaplanması için gerekli S  Şekil Operatörünü 

bulalım.   2,1,, == jibS ij  olacak şekilde ijb  katsayıları aşağıdaki eşitlikler kullanılarak, 

 

( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )0,0,0',,

',,0,0,

',1,0,0,1

21112111

21211111

2111

=++=

++=

++=

bvguvbbb

bvgubvbb

vgubvbu

 

 

( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )0,0,0',,

',,0,0,

',1,0,0,1

22122212

22221212

2212

=++=

++=

++=

bvguvbbb

bvgubvbb

vgubvbv

 

 

0,0,0,0 22211211 ==== bbbb  

 

bulunur. Dolayısıyla şekil operatörü  









=

00

00
S  
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şeklindedir. Son olarak K , Gauss Eğriliği 

SK det=   

olduğundan 

0=K  

ve H , ortalama eğriliği 

( )SizH
2

1
=  

olduğundan 

0=H  

şeklinde bulunur. 

 

Yüzeyin Matlab programı kullanılarak çizilen grafiği aşağıdaki gibidir: 

 

Şekil 4.1. 1r  regle yüzeyinin grafiği 
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Örnek 4.2.    32: IRIRr →  

     ( ) ( ) ( )( )uguvufvuvu ++→ ,,,  

biçiminde verilen Regle yüzeyinin Gauss ve ortalama eğriliklerini hesaplayalım [23]. 

 

( ) ( )( )uguvufvur ++= ,,  ‘nun u  ve v  ye göre kısmi türevlerini alalım. 

 

( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )

( )

( )0,0,0

1,0,0

'','',0

,1,0

',',1

=

=

=

=

+=

vv

uv

uu

v

u

r

r

ugufr

ur

ugvufr

 

 

olsun. Şimdi afin konormal vektörünü hesaplamak için ihtiyacımız olan NL, ve M  

katsayılarını hesaplayalım. 

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )uguuf

uguf

u

ugvuf

rrrL uuvu

''''

''''0

10

''1

det

,,det

+=















 +

=

=

 

 

 

( ) ( )

0

000

10

''1

det

,,det

=















 +

=

=

u

ugvuf

rrrN vvvu

 

 

 

( ) ( )

1

100

10

''1

det

,,det

=















 +

=

=

u

ugvuf

rrrM uvvu

 

şeklinde elde edilir. 
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( ) ( )( )

1

110.''''. 4

1

4

1

2

=

−−+=

−=

vgufu

MLN

 

olduğundan Berwald-Blashke Metriği 

 

( ) ( )( ) dudvduuguuf

MLN

NdvMdudvLdu
h

2''''

2

2

4
1

2

22

++=

−

++
=

 

dir. Burada Regle yüzeyinin konormal vektörü 

 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )1,,''

1

,1,0',',1

uuguufv

uugvuf

rr vu

−−+−=

+
=


=




 

 

elde edilir. Buradan   konormal vektörün  u  ve v  ye göre türevleri 

 

( ) ( ) ( )( )

( )0,0,1

0,1,'''''

−=

−−−=

v

u uguufuf




 

 

şeklinde bulunur.  

Yüzeyin afin normal vektörü olan  , 

 

 

( )

( )1,0,0

1,0,0
1

1

,,

1

=

−−=

= vu

vu






 

 

bulunur. Burada u  ve v  türevleri 
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( )

( )0,0,0

0,0,0

=

=

v

u




 

olarak hesaplanır. 

Şimdi de Gauss ve ortalama eğriliklerin hesaplanması için gerekli S  Şekil Operatörünü 

bulalım.   2,1,, == jibS ij  olacak şekilde ijb  katsayıları aşağıdaki eşitlikler kullanılarak, 

 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )0,0,0',',

,,0',',

,1,0',',1

2111211111

2121111111

2111

=+++=

++=

++=

ubbugvbbufb

ubbbugvbufb

ubugvufbu

 

 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )0,0,0',',

,,0',',

,1,0',',1

2212221212

2222121112

2212

=+++=

++=

++=

ubbugvbbufb

ubbbugvbufb

ubugvufbv

 

 

0,0,0,0 22211211 ==== bbbb  

 

bulunur. Dolayısıyla şekil operatörü  









=

00

00
S  

şeklindedir. Son olarak K , Gauss Eğriliği 

SK det=   

olduğundan 

0=K  

ve H , ortalama eğriliği 

( )SizH
2

1
=  

olduğundan 

0=H  
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şeklinde bulunur.  

 

 

Yüzeyin Matlab programı kullanılarak çizilen grafiği aşağıdaki gibidir : 

 

 

Şekil 4.2. 2r  regle yüzeyinin grafiği 

 

 

Örnek 4.3.  32: IRIRr →  

     ( ) ( ) ( )( )vguvvvfuvu ++→ ,,,  

biçiminde verilen yüzeyin Gauss ve ortalama eğriliklerini hesaplayalım [23]. 

 

( ) ( )( )vguvvvfur ++= ,,  ‘nun u  ve v  ye göre kısmi türevlerini alalım. 

 

( )

( ) ( )( )

( )

( )

( ) ( )( )vgvfr

r

r

vguvfr

vr

vv

uv

uu

v

u

'',0,''

1,0,0

0,0,0

',1,'

,0,1

=

=

=

+=

=

 

olsun. Şimdi afin konormal vektörü hesaplamak için ihtiyacımız olan NL, ve M  

katsayılarını hesaplayalım. 



 56 

 

( ) ( )

0

000

'1'

01

det

,,det

=

















+=

=

vguvf

v

rrrL uuvu

 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )vgvvf

vgvf

vguvf

v

rrrN vvvu

''''

''0''

'1'

01

det

,,det

+=

















+=

=

 

 

 

( ) ( )

1

100

'1'

01

det

,,det

=

















+=

=

vguvf

v

rrrM uvvu

 

şeklinde elde edilir. 

 

( ) ( )( )

1

11''''..0 4

1

4

1

2

=

−−+=

−=

vgufv

MLN

 

 

olduğundan Berwald-Blashke Metriği 

 

( ) ( )( ) 2

4
1

2

22

''''2

2

dvvgvvfdudv

MLN

NdvMdudvLdu
h

++=

−

++
=

 

dir. Burada Regle yüzeyinin konormal vektörü 
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )1,'',

1

',1,',0,1

vgvvfuv

vguvfv

rr vu

−+−−=

+
=


=




 

 

elde edilir.  

Buradan   konormal vektörün u ve v  ye göre türevleri 

 

( )

( ) ( ) ( )( )0,''''',1

0,1,0

vgvvfvfv

u

−+−=

−=




 

 

şeklinde bulunur. Yüzeyin afin normal vektörü olan  , 

 

 

( )

( )1,0,0

1,0,0
1

1

,,

1

=

−−=

= vu

vu






 

 

bulunur. Burada u  ve v  türevleri 

( )

( )0,0,0

0,0,0

=

=

v

u




 

olarak hesaplanır. Şimdi de Gauss ve ortalama eğriliklerin hesaplanması için gerekli 

S Şekil Operatörünü bulalım.   2,1,, == jibS ij  olacak şekilde ijb  katsayıları aşağıdaki 

eşitlikler kullanılarak, 

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( )0,0,0',,'

',,',0,

',1,',0,1

2111212111

2121211111

2111

=+++=

++=

++=

bvguvbbbvfb

bvgubbvfvbb

vguvfbvbu
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( )0,0,0',,'

',,',0,

',1,',0,1

2212222212

2222221212

2212

=+++=

++=

++=

bvguvbbbvfb

bvgubbvfvbb

vguvfbvbv

 

 

0,0,0,0 22211211 ==== bbbb  

bulunur. Dolayısıyla şekil operatörü  









=

00

00
S  

şeklindedir. Son olarak K , Gauss Eğriliği 

SK det=   

olduğundan 

0=K  

ve H , ortalama eğriliği 

( )SizH
2

1
=  

olduğundan 

0=H  

şeklinde bulunur. 

 

Yüzeyin Matlab programı kullanılarak çizilen grafiği aşağıdaki gibidir : 

 

Şekil 4.3. 3r  regle yüzeyinin grafiği 
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Örnek 4.4.  32: IRIRr →  

     ( ) ( )( )ufuvvuvu +→ tan,,,  

biçiminde verilen yüzeyin Gauss ve ortalama eğriliklerini hesaplayalım [23]. 

 

( )( )ufuvvur += tan,,  ‘nun u  ve v  ye göre kısmi türevlerini alalım. 

 

( )( )ufuvru 'sec,0,1 2 +=  

 urv tan,1,0=  

( ) ufuuvruu ''tansec2,0,0 2 +=  

 uruv

2sec,0,0=  

( )0,0,0=vvr  

 

olsun. Şimdi afin konormal vektörü hesaplamak için ihtiyacımız olan NL, ve M  

katsayılarını hesaplayalım. 

 

( )

( )

( )ufuuv

ufuuv

u

ufuv

rrrL uuvu

''tansec2

''tansec200

tan10

'sec01

det

,,det

2

2

2
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















+

+

=

=

 

 

 

( )

0

000

tan10

'sec01

det

,,det

2

=















 +

=

=

u

ufuv

rrrN vvvu

 

 

 

( )

u

u

u

ufuv

rrrM uvvu

2

2

2

sec

sec00

tan10

'sec01

det

,,det

=















 +

=

=
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şeklinde elde edilir. 

( )( ) ( )

( )

( )4

1
4

4

1
4

4

1
222

4

1
2

sec

sec

sec0.''tansec2

u

u

uufuuv

MLN

=

−=

−+=

−=

 

 

olduğundan Berwald-Blashke Metriği, 

 

( )( ) dudvuduufuuv

MLN

NdvMdudvLdu
h

222

4
1

2

22

sec2''tansec2

2

++=

−

++
=

 

 

dir. Burada Regle yüzeyinin konormal vektörü 

 

( )( ) ( )

( )( )1,tan,'sec

1

tan,1,0'sec,0,1

2

2

uufuv

uufuv

rr vu

−−=

+
=


=




 

 

elde edilir. Buradan   konormal vektörün  u  ve v  ye göre türevleri 

 

( )( )
( )0,0,sec

0,sec,''tansec2

2

22

u

uufuuv

v

u

−=

−+−=




 

 

şeklinde bulunur. Yüzeyin afin normal vektörü olan  , 
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 

( )

( )1,0,0

sec,0,0
sec

1

,,

1

4

4

=

−−=

=

u
u

vu

vu






 

bulunur. Burada u  ve v  türevleri 

 

( )

( )0,0,0

0,0,0

=

=

v

u




 

 

olarak hesaplanır. Şimdi de Gauss ve ortalama eğriliklerin hesaplanması için gerekli 

S Şekil Operatörünü bulalım.   2,1,, == jibS ij  olacak şekilde ijb  katsayıları aşağıdaki 

eşitlikler kullanılarak, 

 

( )( ) ( )

( )( )( ) ( )

( )( )( ) ( )0,0,0tan'sec,,

tan,,0'sec,0,

tan,1,0'sec,0,1

2111

2

2111

212111

2

11

21

2

11

=++=

++=

++=

ubbufuvbb

ubbbufuvb

ubufuvbu

 

 

( )( ) ( )

( )( )( ) ( )

( )( )( ) ( )0,0,0tan'sec,,

tan,,0'sec,0,

tan,1,0'sec,0,1

2212

2

2212

222212

2

12

22

2

12

=++=

++=

++=

ubbufuvbb

ubbbufuvb

ubufuvbv

 

 

0,0,0,0 22211211 ==== bbbb  

 

bulunur. Dolayısıyla şekil operatörü  









=

00

00
S  

şeklindedir.  
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Son olarak K , Gauss Eğriliği 

SK det=   

olduğundan 

0=K  

ve H , ortalama eğriliği 

( )SizH
2

1
=  

olduğundan 

0=H  

şeklinde bulunur. 

 

Yüzeyin Matlab programı kullanılarak çizilen grafiği aşağıdaki gibidir : 

 

 

Şekil 4.4. 4r  regle yüzeyinin grafiği 
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