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SIMGELER DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmig bazi simgeler agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

SIMGELER ACIKLAMA
r(x) Euler-Gamma fonksiyonu
B(x,y) Euler-Beta fonksiyonu
I R’de bir aralik
I° I’'nin igi
J4f(x) a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali
Jo+ a. mertebeden sagdan Riemann-Liouville kesirli
integrali
Ji- a. mertebeden soldan Riemann-Liouville Kesirli
integrali
Lq[a, b] [a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin
kiimesi
sV h —konkav fonksiyon sinifi
SX h —konveks fonksiyon sinifi
e a. mertebeden soldan uyumlu kesirli integrali

by, a. mertebeden sagdan uyumlu kesirli integrali



1. GIRIS

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlar1 ilk olarak Riemann Liouville tarafindan ortaya
atilmigtir. Kesirli hesabin tarihi 17. ylizyila dayanmaktadir. Kesirli tiirev ve kesirli integral
kavramlari, 17. ylizyildan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville gibi bir ¢ok
matematik¢inin kesirli analiz i¢in diferansiyel ve integrasyonunun genellestirilmesine

dayanan ¢alismalariyla gelismeye baslamistir.

Bu tez calismasinda bazi kesirli tiirev ve integral tanimlar1 ile bu tanimlarin genisletilmis
hallerine yer verilmistir. Keyfi mertebeli diferansiyel ve integrasyon kavramlari, tamsayili

mertebeli tiirev ve n-katl integralleri birlestiren ve genellestiren kavramlardir.

Kesirli  diferensiyel teorisi, ¢esiti madde ve islemlerin kalitsal 6zelliklerinin
tanimlanmasinda kullanilabilecek iyi bir aragtir. Bu ise tamsayr mertebeli tiirevlerle
karsilastirildigi zaman Kesirli tiirevler i¢in 6nemli bir avantaj olmustur. Kesirli tiirevler
nesnelerin mekanik ve elektriksel o6zelliklerinin matematiksel modellemelerinde,
akiskanlar teorisinde, elektrik devrelerinde, elektro-analitik kimya gibi diger bir¢ok alanda

kullanilmaktadir.

Esitsizlikler ile ilgili ilk temel ¢alisma 1934 yilinda Hardy, Littlewod ve Pélya tarafindan
“Inequalities” [1] adli kitapta toplanmistir. “Inequalities” adli kitapta yeni esitsizlikler ve
uygulamalari ile ilgili konular genis ¢apta ele alinmaktadir. 1934-1960 yillar1 arasinda elde
edilen yeni degisik esitsizlikleri igeren “Inequalities” [2] adli yeni bir kitap 1961 yilinda
E.F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan tekrardan yazilmistir. Daha sonra 1970 yilinda
Mitrinovi¢ “Analitic Inequalities”[3] adli kitap ile o giine kadar yapilmig tim yeni
esitsizlikleri bir baslik altinda toplamistir. 1993 yilinda Mitrinovié, Pecari¢ ve Fink daha

genel olan “Classical and New Inequalities in Analysis”[4] adl1 kitab1 yazmuslardir.

Gilintimiizde kesirli integral esitsizlikler {izerine ¢ok sayida arastirma yapilmaktadir. Bu
konuda arastirma yapan bilim insanlar1 ve yaptiklari ¢alismalarla ilgili ayrintili bilgi [5-17]

nolu c¢alismalarda incelenebilir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu béliimde, diger boliimlerde sikga kullanilacak temel tanimlara ve teoremlere yer

verilmistir.

Tamm 2.1 (Gamma Fonksiyonu) : Bu fonksiyon n > 0 i¢in,

oo

r(n) =jxn‘1e‘xdx

0

seklinde tanimlanir. Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun 6nemli

ozellikleri asagidaki gibidir.

. 'n+1)=nl'(n)
i. r(3)=vm

2

Tamm 2.2 (Beta Fonksiyonu) : Beta fonksiyonu m,n > 0 igin,

1
B(m,n) = jxm‘l(l —x)" ldx
0

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.3 (Riemann-Liouville Kesirli Integrali) : f € C, (u > —1) olmak iizere t > 0

ve a > 0 iken a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

JH (D) =

1 g B
moj(t— )% H(t)dr (2.1)

seklinde tanimlanir. Riemann-Liouville kesirli integrali operatorii i¢in a, 8 = 0 olmak

lizere, yari-grup ozelligi



JUPF() = J* P F(D)
ve degisme ozelligi

JUPF@) = JPJf ()
saglanir. (2.1) de f(t) = t* alinrsaa > 0, u > —1, t > 0 igin,

ru+1)

at[.l.z
J Fra+u+1)

tatH (2.2)
esitligi elde edilir.

Ispat : (2.1) esitliginde f(t) = t* almirve t > 0, a > 0,u > —1 igin,

]atu j—

ra )j(t—r)“ 1T"dr— Of 1—— T"dr

t t
f 1 - — ) T”E—Zdr = Fia)f gatu-1 (1 - ;)a_l (%)u dr
0 0

t 1
1 T\@1 T\H 1
- at+pu—1 - — — at+u—1¢1 _ \a—1,,u
T a)ft (1 t) (t) dt F(a)ft (1 - v)*vitdv
0 0

et ta+u
=r<a)of(1"’) iy =

bulunur. B(x,y) = % bu esitlikten yararlanarak,

tatH TR+ DI(@)  t* T (u+ 1)
F(a)B((u-I_l)'a) " T(@ru+a+1) T(u+a+1)

esitligi elde edilir.



Tamm 2.4 . a« > 0 ve y > a igin,

y
1
Jef ) = s f v - DT (@) dr

seklinde tanmimlanan kesirli integrale a. mertebeden sagdan Riemann-Liouville kesirli

integrali denir. @ > 0 ve y < b igin,

b
1
a_ — _ a—-1 d
5 0) = 1 | = @
y
seklinde tanimlanan kesirli integrale ise a. mertebeden soldan Riemann-Liouville kesirli
integrali denir.

Tanim 2.5 (Caputo Tiirev) : m pozitif bir tam say1 olmak iizere m — 1 < a < m i¢in

Caputo Tiirevi,

DEF) = s [ = O

seklindedir.

Tamim 2.6 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) : f: 1 — R konveks bir fonksiyon, I ise reel

sayilarin bir alt araligl, u,v € I ve u < v i¢in,

U+ v 1 fw) + f(v)
f( - )sv_ujf(x)azxsT (2.3)

seklinde saglanan esitsizlige Hermite-Hadamard esitsizligi denir.
Ispat : f fonksiyonu [u, v] araliginda konveks ise,

e f fonksiyonu (u, v) araliginda siireklidir.

e f fonksiyonu [u, v] araliginda sinirhdir.



Yukaridaki iki oOzellikten dolayr f fonksiyonu [u,v] araliginda integrallenebilir bir

fonksiyondur.

€ [0,1] igin x = u(1 — t) + vt denkleminde konvekslik 6zelligi kullanilirsa,

v 1 1
J.f(x)dx = ff(u(l —t)+vt)(v—u)dt = (v—u)ff(u(l —t)+vt)dt
u 0 0

1 1
1
<w-uw f[(1 —Of @) + tF)]dt = (v — 1) f(u)fu — f)dt +f(v)f tdt
0 0 0

= (w-w [f(u) (t —%)

1 e2|t

+f(v)

|-e-o(2+1D)

0

elde edilir.

< (f(u) -erf(v)>

bulunur ve (2.3) esitsizliginin sag tarafi ispatlanmis olur.

v [z v ]
o= J flady= ﬁ“ f@drt ny(x)del

yukaridaki esitligin sag kisminin birinci integralinde x = u + t( > ) doniisiimii, ikinci

kissmdax =v —t ( > ) doniistimii yapilarak ve konvekslik 6zelligi kullanilarak,



zjf<;+;>=f<u:“>

esitsizligin sol tarafi bulunur.

Tanmm 2.7 (Minkowski Esitsizligi) : f ile g fonksiyonlar1 [a, b] araliginda reel degerli
fonksiyonlar ve p > 1olmaksartiile |[f|P ve |g|? fonksiyonlar1 [a,b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise,

b b b
j FO) + gO)IPdy sl] FOPdy| + j l9OIPdy

esitsizligi saglanir.

Tanim 2.8 (Comformable (uyumlu) tiirev): f:[0,00) — R bir fonksiyon olsun. t >
Ovea € (0,1) igin

ft+et™ ) = f(®)

&

Tof(t) = lim
&£-0
ifadesine, f fonksiyonunun a-kesirli tiirevi veya uyumlu tiirevi denir.

Tanmm 2.9 : f:[0,00) - R fonksiyonunun 0 < @ < 1 olmak tizere a.mertebeden soldan

uyumlu kesirli tiirevi



fit+et—a)'™®) - f()

&

TE()@) = lim
olarak tanimlanir. Eger (a, b) arahiginda TZ(f)(t) tiirevi varsa
TE() (@) = lim T4 £(2)
seklindedir. Benzer sekilde f fonksiyonunun a.mertebeden sagdan uyumlu kesirli tiirevi,

— A\1-a) _
Wuﬂ@=—myﬁ+“bt>) 10

&> &

olarak tanimlanar.

Tanmmm 2.10 : x4, x,, ..., Xy, gibi m degiskenli f fonksiyonu verilsin. 0 < a <1 olmak

tizere f fonksiyonunun x; degiskenine gore uyumlu kesirli kismi tiirevi,

FL C f e Xy, X+ XY ) = [0, Xgs ey X)
_f(xlleJ ---pxm) . h_r)n

axi &£-0 &£

olarak tanimlanur.
Tanmm 2.11 : Uyumlu tiirevin bazi temel 6zellikleri su sekildedir.

T,(af + bg) = aT,(f) + bT,(g),Va,b € R.
Ta(fg) = fTa(g) + gTa(f)
T,(tP) = ptP~% vVp € R.

f ITa(f)—fTalg)
Ta (5) — a gz a

5. T,(c) = 0,c sabit.

A

Tanmim 2.12 (Comformable (uyumlu) integral) : f:[0,00) - R fonksiyonu verilsin.

t >0vea € (0,1) igin,

t

I&f(t)==J‘x“‘1f(x)dx

a



integraline, f fonksiyonunun a-uyumlu kesirli integrali denir. 0 < a < 1 olmak {izere f

fonksiyonunun a.mertebeden soldan uyumlu kesirli integrali,

t
180 = [ - ) FGdx
a
seklindedir. Benzer sekilde f fonksiyonunun a.mertebeden sagdan uyumlu kesirli integrali,

b
Wﬂﬂm=fw—w*Vuwx
t

seklindedir.
Tamim 2.13 (Konvekslik) : f:[u,v] = R fonksiyonu Vx,y € [u,v] ve A € [0,1] igin,

fAx+ A =Dy) <Af () + (1 - Df ()

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Esitsizlik yon degistirirse

f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.

Tanmm 2.14 : Negatif olmayan f: 1 c R — R fonksiyonu Vx,y € I ve A € (0,1) igin

f@), f0)

fOx+ 1=y S —=+125

(2.4)

esitsizligini sagliyorsa Q (1) smifindandir denir.
Tiim negatif olmayan monoton ve negatif olmayan konveks fonksiyonlar bu sinifa dahildir.
Eger, f € Q(I) ve x,y,z €1 ise

fOE=-NEx=-+fWMG -0 -2 +f(Dz-x)z-y)=20 (2.5)

esitsizligi saglanir. (2.5) esitsizligi (2.4) esitsizligine denktir. Boylece Q(I) sinifinin

tanimi yerine kullanilabilir.

Tanmm 2.15 : f negatif olmayan bir fonksiyon ve vx,y € I, VA € [0,1] aralig1 igin



fOx+ A =-Dy) < f)+ () (2.6)

esitsizligini sagliyorsa f: I € R — R fonksiyonu P fonksiyonudur veya P(I) sinifina aittir,

denir.

x ve y pozitif sayilarin . mertebeden kuvvet ortalamasi

1
M, (x,y; 1) = {(Axr +@ -y , r#0

xtyt=2 , 1=0

seklinde tanimlanmustir. Pearce ve digerleri bu esitsizligi, Vx,y € [a,b] ve A € [0,1] igin

1
fQx+ 1= Dy) < M (), F3), D) = {W@V +A=DIWMIDT , r#0
[f 1M )1+ ., r=0

[a, b] araliginda taniml1 -konveks pozitif f fonksiyonuna genellestirmislerdir.

Tamim 2.16 : h:I € R — R bir pozitif fonksiyon olsun. f: 1 ¢ R = R fonksiyonu negatif
olmayan bir fonksiyon, Vx,y € I ve 1 € (0,1) igin

fQOx+ (1 =Dy) <h(Df () +h(1-Df(y) (2.7)

esitsizligini saglhyorsa, f fonksiyonu h-konveks fonksiyondur veya SX (h, I) simifindandir,

denir. Esitsizlik ters gevrilirse f, h-konkavdir denir ve f € SV (h,I) ile gosterilir.

h(1) = A olarak segilirse, tim negatif olmayan konveks fonksiyonlar SX(h,I)

sinifindandir ve tiim negatif olmayan konkav fonksiyonlar SV (h, I) smifindandir.
h(1) = % alimirsa SX(h,I) = Q(I) smifindan olacaktir.

h(A) = 1 alinirsa SX(h,I) 2 P(I) sinifindan olacaktr.



3. UYUMLU TUREVIN BAZI YENi OZELLIKLERI

Bu boéliimde, uyumlu kesirli tlirevin bazi yeni 6zellikleri ve uygulamalar1 daha detayli bir
sekilde incelenecektir. Ayrica bazi yeni tanimlar ve ¢ok kullanilan bazi yeni teoremler

ispatlanacaktir [16].

Iyi bilinen Riemann-Liouville Kkesirli tiirevi, Caputo kesirli tiirevi gibi kesirli tiirev
tanimlar1 baz1 temel Ozellikleri saglamamaktadir. Burada Comformable (uyumlu) tiirevi

icin Taylor serisini ve bu tiirevin sagladigi bazi temel 6zellikleri incelenecektir.

Teorem 3.1 : f fonksiyonu a noktasinda sonsuz diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda f

fonksiyonunun a noktasinda Taylor serisine agilimi,

f™ (@)

n!

FT(f(x)) = Z a D (5 — g)n (3.1)
n=0

seklindedir. Burada f ™ (a), f fonksiyonunun a noktasinda n defa adi tiirevidir.

Ispat : f fonksiyonu a noktasinda sonsuz diferensiyellenebilir oldugundan, uyumlu kesirli

tiirev tanim1 yardimiyla,

fla+ea™) = f(a)

&

To(f(a)) = lim

yazilabilir. k = eal~% olarak segilirse ¢ = ka®~! yazilir ve diizenlenirse,

fla+k)—fl@) ... fla+tk)—f(a)
=a lim =

ka1 k—0 k

T.(f(@) = lim A~ f'(@)  (32)

elde edilir. (3.2) esitsizligi genellestirilirse m > 1 igin

o S (@)
m!

Tma (f (a)) =a
seklindedir. Bu esitlik tiimevarim yontemiyle ispatlanirsa,
1-a f,(a)

m = 1igin Ta(f(a)) =a 5 oldugu agiktir.

m = k i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

10



RO

Tka(f(a)) = gkka Tl

Bu durumda m = k + 1 i¢in dogru oldugu gosterilsin.

L@\ (g
Tasna(f(@) = T (Tea(f(@)) = T (a" ke fTa> =a"at f(k + 1;1!

(k+1)
_ a(k+1)—(k+1)af ()
(k+ 1)

bulunur ve bdylece ispat biter.

Teorem 3.2 : f ve g fonksiyonlar1 diferensiyellenebilir ve ayrica g fonksiyonu herhangi
bir t noktasinda, f fonksiyonu ise herhangi bir g(t) noktasinda diferensiyellenebilir olsun.

Bu durumda uyumlu kesirli tiirevi

Te(f 2 9() = g T (FO)], _ 1

zincir kuralini saglar.

Ispat : g fonksiyonu herhangi bir t noktasinda, f fonksiyonu herhangi bir g(t) noktasinda

diferensiyellenebilir oldugundan uyumlu kesir tiirev tanimi yardimuyla,

foglx+ex'™) —fog(x)
&

To(f o g(x)) = lim
yazilabilir. ex1=% = h olsun. O halde

. feglx+h)—foglx) | . foglx+h)—fog(x)
Ta(f°g(x))=}llgrg)f gx hx“‘lf 9 _ }lli’%f g(x ) feoglx

N (CICOR RO R ICIC))

h—0 h

elde edilir. h = eg(x)1~% ise,

1—a s flg(x) +eg()r™*) — f(g(x)
R

flg(x) +eg()™™*) — f(g(x))

&

=x1"%g(x)* 1lim
£-0

= xl_“g(x)a_lTa(f(t))lt = g(x)

11



bulunur ve bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3 : 0 < a,B <1 olacak sekilde a,p pozitif sabitlerini géz Oniine alalim. f

fonksiyonu (a,b) araliginda 2 defa diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O halde

uyumlu kesirli tlirev i¢in

Targ(F(0)) # To (Tef ()

kural1 saglanir.

Ispat : f fonksiyonu diferensiyellenebilir oldugundan,

flx+ex'™) - f(x)>

&

T (Tof @) = T <}gig3
yazilabilir. h = ex17F olarak alinirsa,

To (Tof (@)) = T (xl—ﬁ Illi_r)rg)f k")  J (x)> =T, (x ﬂ)

h dx
bulunur. Iki fonksiyonun ¢arpiminin uyumlu kesirli tiirevi kullanilarak,
To(x* £ () = T () f' () + T, (f' ()
yazilabilir.
T, (1) = 6176 (AP = 21701 — )P = (1 — pi=oF
ve

Ta(f,(x)) — xl—afu(x)
oldugundan bulunan ifadeler (3.3) de yerine yazilirsa
Ta(xl—ﬂfr(x)) — (1 _ B)xl—a—ﬁfr(x) + xl—ﬁxl—afu(x)
= x" (1 = B)f' () + xf" ()]

elde edilir. Diger taraftan

f'x+ex® P —f'(x0)

&

Ta+[>’(f(x)) = 181_1;%

(3.3)
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2—a—-f

h = ¢ex olarak alinirsa,

! h g , h o
Ta+ﬁ(f(x))=}li_f}(l)f (x;xa)ﬂ;_zf () _ ya-as }Lf%f (e + })l f1) _

X270 Ef 7 (x)

bulunur. Béylece Ty4p ( f (x)) T, (Tﬁ f (x)) oldugu yazilabilir.

Sonu¢ 3.1 : 0<a<1,B8=1 olacak sekilde a,pB sabitlerini goz Oniine alalim. f
fonksiyonu (a,b) araliginda 2 defa diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O halde

uyumlu kesirli tiirev i¢in

Tarp(f()) = To (Tpf ()
kural1 saglanir.
Ispat : Teorem 3.3 de # = 1 alinirsa saglanur.

f fonksiyonu diferensiyellenebilir oldugundan,

-B) —
T, (Tﬂf(x)) 7, <£i_r)%f(x + EX1£ ) f(x)>

yazilabilir. h = ex17F olarak alinirsa,

T (T, 0) = T, (xl_,; }E%f(x + h})l - f(x)) _r, (xl_ﬁ g)

B = 1 alinirsa,
T, (Tﬁf(x)) = T,(f'(x)) = x"%f" (x) bulunur.
Diger taraftan,

flle+ex® P —f'(x)

&

Ta+/?(f(x)) = £1_I>13

2—a—-f

h =e¢ex olarak alinirsa,

! h _ 7 , h _ ,
Ta+ﬁ(f(x))=}lig(1)f (x;xa)w_zf ) _ ya-as }Ei%f (e + })l fr@) _

X270 ()

B =1 alinirsa,

13



Tasp(f(X)) = x2%f"(x) bulunur.

Boylece Teorem 3.3 de B = 1 alinirsa,

Targ(F(0)) = T (Tef ()

esitliginin saglandig1 goriiliir ve ispat biter.

Teorem 3.4 : 0 <a,B <1 olacak sekilde a, pozitif sabitlerini géz Oniine alalim. f
fonksiyonu (a,b) araliginda 2 defa diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O halde

uyumlu kesirli tiirev i¢in

T (Tof () # Ty(Tuf (x))
kosulu saglanr.
Ispat : Uyumlu kesirli tiirev tanimi ve Teorem 3.3 deki ispata benzer sekilde,
T, (T,;f (x)) = To (X" P£'(0) = T (' F)f () + % PT (' (%))
= x'7 P = B () + xf " (x)] (3.4)

yazilabilir.

To(Taf (1)) = Tp(x' "' (x)) = Tp(x' = f' () + 2Ty (f' (x))
= xP (1 = o) f () + xf" (x)] (3.5)

yazilabilir. (3.4) ve (3.5) esitliklerinden ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.5 : f fonksiyonu (a, b) araliginda m-defa (m > 2) diferensiyellenebilir olsun.

Uyumlu kesirli tiirev i¢in

To (Ta o (Taf (1)) # Tra(F (X))
bagintis1 gegerlidir.

Ispat: m = 2icin T, (Ta (f (x))) # Tyq(f (x)) oldugunu gdsterelim.

14



T (Te(£(0)) = Ta(x'F' @) = Tu ™)' @) + 1T, (f' ()
= ' 29[(1 - @)f' (@) + xf" ()]

f'lc+ex?29) + f'(x)
&

TZa(f(x)) = lgl_r)%

2-2«x

yazilabilir. h = ex olarak alinirsa,

Fa+n+fG o fla+h)—f()
=x lim =

hx?a-2 h—0 h

xZ—ZafH(x)

TZa(f(x)) = }ll_r)%

bulunur. Dolayisiyla m = 2 i¢in i¢in T, (Ta (f (x))) # Ty0(f (x)) oldugu goriiliir.

Bircok fiziksel problem kismi tiirevli denklemlerle ifade edilebilir. Uyumlu kesirli kismi

tiirev yardimiyla da pek cok fiziksel problem daha uygun bir sekilde modellenebilir.

Teorem 3.6 : f(x,y) fonksiyonu icin ag[af(f(x, y))] ve 38[02(f (x,))] tiirevleri var
ve D c R, bolgesinde siirekli olsun.

og(0f (f(x. )] = af[og(f e 1))
esitligi saglanr.

Ispat : Uyumlu kesirli kismi tiirev tanimindan,

o¢[ah(f(x,3))] = o8

ll. fO,y+ey'™) = f(x, y)l
50 e

yazilabilir. h = ey*~# alinirsa,

f(x,)’+h) _f(x')’)

d
o£(04(f x| = 0 |~ |=yr0¢ [L o)

h—0 h
of (x + ex1%,y) — of (x,y)
1-p i O dy
=y Flim
£-0 &
elde edilir. k = ex'~% alinirsa,
ﬁ e HEEEN TN gy
a — - - 1; _ - -—a___J
[0y (f ()] = y*Fx'~¢lim p =y i s )
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bulunur. f fonksiyonu siirekli bir fonksiyon oldugundan

flx+ex™y) - f(x,y)

0y[0(f (x,))] = 9y |lim ,

yazilabilir. h = ex1~% olarak alinirsa,

of[0z(F (e y)] = o [ i L) = 1 y)l

9 _
e Ly +ey -y
=X 1m

-0 &

elde edilir. k = ey~ olarak alinirsa,

Iy +0)- Ly

aﬂ[aa(f(x y))] it ayl B Ilcl_r)% 0x -

bulunur. f fonksiyonu siirekli bir fonksiyon oldugundan

I )= 2T

9xdy yox )

olacaktir. Boylece ispat biter.

xl—a 1-p

= x'"%0; [Z—i (x, y)]

’f
ayax( x,y)
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4. FARKLI TURDEN FONKSIYONLAR ICIN YENI KESIRLI INTEGRAL
ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde Riemann-Liouville kesirli integrali kullanilarak, farkli tiirden konveks

dontisiimler igin baz1 yeni integral esitsizlikleri incelenmistir [17].

f:1 c R — R konveks bir fonksiyon a,b € I ve a < b olsun.

b
b1 b
(% )Sb_aff(x)dxsw (4.1)

esitsizligi Hadamard esitsizligi olarak bilinir.
f fonksiyonu konkav oldugunda esitsizlikler ters yonde de saglanir.

Teorem4.1: fe€Q(), ab€elvea<b f € Lila,b]olmak lizere,

b
f(a;b)sbfajf(x)dx (4.2)

esitsizligi saglanir.
Ispat : f € Q(I) oldugundan,

f(/lx+(1—/1)y)S¥+f(—_yz1

yazilabilir. Vx,y € [ ve A = % olarak alinirsa,

1 1
fzx+37) <27@+2f)

+
F(52) =250 + 1)

17



bulunur. x = ta + (1 — t)b,y = (1 — t)a + tb alinirsa,

a+b>

2[f(ta+ (1 - 0b) + F((1 - Da+ )] = f (-

bulunur. Esitsizligin her iki tarafi [0,1] araliginda t ye gore integrallenirse,

2 ff(ta+(1—t)b)dt+ff((1—t)a+tb)dt 2f<aT+b> (4.3)
yazilabilir.

I, = ff(ta + (1 - O)b)dt
0

I; integralinde x=ta+ (1 —-t)b,dx=(a—b)dt, t=0->x=b, t=1->y=a

dontigiimii yapilirsa,

a b
1 1
11=ff(x)a_bdx=—b_aff(x)dx

b a

elde edilir.

I, = Jf((l — t)a + th)dt
0

I, integralinde y=((1—-t)a+th, dy=(—a+b)dt, t=0-x=a,t=1->y=0>b

yazilirsa,

dy _
—a+b

b b
L=[r0) —[roray

bulunur. Elde edilen I; ve I, integralleri (4.3) esitsizliginde yerine yazilirsa istenilen elde
edilebilir.
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Teorem4.2: f € P(I), a,b€lvea<b,f € Ly[a, b] olmak lizere,

(a+b

b
2
) <5 [ readx <207 @+ r)) (4.4

esitsizligi saglanir.
Ispat : f € P(I) oldugundan
fAx+ A -Dy) < f) + f()

saglanir. x =ta+ (1 —t)b,y=(1—t)a+thve A = % doniisiimii uygulanirsa,

f(a;rb> <f(ta+ @A —-6)b)+ f((1 —t)a+th)

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi [0,1] araliginda t ye gore integrallenirse birinci

esitsizlik ispatlanmis olur.

f € P(I) oldugundan x = a ve y = b alinirsa,

flal+b(1-2) < f(a) + f(b)

yazilabilir. Her iki taraf [0,1] araliginda A ya gore integrallenirse,

]f(a/l +b(1-2))dA< Jf(f(a) +f(b))dA
0 0

esitsizligin sol tarafinda x =al+b(1—-A1), dx=(a—b)dAl, 1=0-x=b, 1=

1 - y = a oldugundan,

1 a
— [ rwar <@+ 5w
b

19



1 b
— [ rwadr < f@+5®)

bulunur ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3 : f:[a, b] = (0, ) ve r-konveks bir fonksiyon olsun. 0 < r < 1 igin

— f Fodr < (A ) (Fr@+ @) 45)

esitsizligi saglanir.

Ispat : f:[a, b] = (0, ) ve r-konveks bir fonksiyon oldugundan,

fOx+ (A -Dy) < @Alf]" + (1 -2 [f(y)]r)%

yazilabilir.

1 ‘ g 1 ;
— [ feodx = [ fGa+ @ - npar< Qi@ + @ - DG
a 0 0

Minkowski esitsizligi kullanilarak,

S|

1 1 r 1 r
f ALF @] + (A = DI B)]T)7dA < K f l%f(a)d/1> T ( f - Aﬁf(b)dA) ]
0 0 0

1, |} 1,1 1
A a-rt K r ) ( r T
= 1 - 1 = 1 a + _1f(b)
F+ 1 . > +1 . r+ r+
N 1
= (7)) (F@+7®)

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

20



Teorem4.4: f € SX(h,I),a,b € I,a < bve f € L,[a, b] olmak tizere,

b 1
2h1(—)f(a ‘; b) < - i a!f(x) dx < [f(a) + f(b)] Of h(a)da (4.6)

1
2
esitsizligi saglanir.

Ispat : f € SX(h,I) oldugundan

flax+ (1 —a)y) < h(@)f(x) + h(1 —a)f(y)

esitsizligi saglanir. x = ta+ (1 —t)b,y=(1—-t)a+ thvea = % alinirsa,
1 1
f(z(ta + (1 —-1t)b) +§((1 —t)a +tb ))
1 1
< h(z)f(ta + (1 —t)b) + h<§>f((1 —t)a+th)
esitsizligi diizenlenirse,

f(a;b) < h(%) [f(ta+ (1= 0)b) + F((1 = O)a + tb)]

esitsizligi saglanir. Esitsizligin her iki tarafi [0,1] araliginda t ye gore integrallinirse,

ff(a;b) dt < h(%) Uf(ta+ (1—t)b)dt+ff((1—t)a+tb)dt]
0 0

0

() 2 Q) [ £ 420 0) [ £ [ 120

a

()52 reoe

elde edilir.
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flax+ (1 —a)y) < h(@)f(x) + h(1 —a)f(y)

esitsizliginde x = a,y = b yazarak esitsizligin her iki tarafi [0,1] aralifinda t ye gore

integrallenirse,

ff(ax + (1 —-a)y)da < f(a) f h(a)da + f(b) J h(1—a)da

a —

a 1 0 : 2
f / (xz dx < f(a) f h(@)da + £ (b) f —h(w)du = f(a) f h(a)da + f(b) f h(w)du
b 0 1 0 °

b 1
1
— [ e dx < [f@ + 7@ [ h(@) da
a 0

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.5 : 0 < a < b olmak tizere f:[a,b] » R pozitif fonksiyon ve f € L;[a, b]

olsun.a > 0 i¢in f, [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon ise,

f(a) + f(b)
2

f <a + b) I'a+1) @)

2 )= 2(b— a)® [ () + JE&- ()] <

kesirli integral esitsizligi saglanir.

Ispat: f(Ax + (1 — 1)y) < Af(x) + (1 — D) f(y) esitsizliginde A = %yazﬂlrsa,

1
(532 <50r@+ 7o

elde edilirx =ta+ (1 —t)b,y = (1 —t)a+th ve esitsizligin her iki tarafi t*?1 ile
carpilirsa,

2051 (a—; b) <t f(ta+ (1—6Ob) + t*7 f((1 - t)a + th)

bulunur. Esitsizligin her iki tarafi [0,1] araliginda t ye gore integrallenirse,
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2f (a er b) f te1dt < bff(ta + (1 —=t)b) t* 1dt + 0flf((l — t)a + th)t¥ ldt

0

a-1 a—1 1

dx+ff(y> )

2f<a+b J.f(x) x—Z)
< bf (= D) fOdx — f (@ =9 G dy

b b
T f (x = B)&t F(x)dx + f O - Q) dy]

2 ja+by  T(a) .
(57) = o U ® + @)

f(a+b> al'(a)

) S 5tp— oy e (0) + (@] <

< z(b [1 +(0) +J§-(a)]

elde edilir ve esitsizligin birinci kisminin ispati tamamlanmig olur. f konveks fonksiyon

oldugundan
fAx+ (1 -Dy) <Af )+ (1 -Df )
flat+ (1 —=t)b) <tf(a)+ (1 —-t)f(b)
f((A=0a+th) < (1—10)f(a)+ tf(b)
yazilabilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,
flat+ (1 —-0b)+ f((1—a+th) < f(a)+ f(b)

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi t*~! ile ¢arpihr [0,1] araliginda t ye gore

integrallenirse,

f t“f(at + (1 —0)b) + f((1 —)a+ th)dt < f(a) f t*~1dt + f(b) f t*1dt
0 0 0
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I'(a)

f(a) + f(b)
(b — a)*

—[J% ) +JE-@)] < >

elde edilir ve bdylece esitsizligin ikinci kismi1 da ispatlanmis olur.

Teorem4.6:f€Q(l), abel, 0<a<bvef €La, b]olsun.a > 0 igin

(a+b) 2I(a + 1)

7)< —aye ar @) +Ji-(@)

kesirli integral esitsizligi saglanir.

Ispat : f € Q(I) oldugundan,

f&x) o)
fAx+ (1 -2Ay) ST m
yazilabilir ve 4 = % alinirsa,
xX+y
F(52) 2@ + F))

(4.8)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte x =ta + (1 —t)b,y = (1 —t)a + tb yazilir ve

esitsizligin her iki tarafi t<1

1

th"‘ | f(ta+(1—t)b)+f((1—t)a+tb)]dt>f( +b>ft°“1dt
0

0

1 1

2jt°‘_1 f(ta + (1—t)b)dt+2j ' f((1 - t)a+th)dt >~ f(

0 0

; a-1 2 a-1
O o (2 (232

a

ile carpilip [0,1] araliginda t ye gore integrallenirse,

a+b

)
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b
o [ G- f -t oy = - f(437)

2 2 a+b
T T () + e T @ 2 5 £ (S5
b
ar (@) ez U ) +5-@)] > £ (45
2I'(a + 1)

s s )+ @] = £ (* 2

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
Uyar1 4.1 : (4.8) esitsizliginde @ = 1 alinirsa (4.8) esitsizligi (4.2) esitsizligine doniistir.

Teorem4.7:f € P(I), a,b€ I, a< bve f € L[a,b] olsun.a > 0 igin

(57) = o U () + 5 @] < 208G + )] 49)

2 (b —
esitsizligi saglanir.
Ispat : f € P(I) oldugundan,

fAx+ (1 =Dy) < f)+f)

esitsizligi saglanir. Esitsizlikte A = t, x = a, y = b alinirsa,

flat + (1 —=t)b) < f(a) + f(b)

eldeedilirr A =1 —t, x = b, y = a olarak segilirse,

f((l —t)a+ tb) <f)+f(a)
elde edilir. Bu iki esitsizlik taraf tarafa toplanirsa,

flat+ (1 —0)b) + f((1 — t)a + tb) < 2[f(a) + f(b)]
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bulunur. Esitsizligin her iki tarafi t*~1 ile carpilip [0,1] arahigmnda t ye gore

integrallenirse,

1 1 1

f t“"1f(at + (1 — t)b)dt + f t*1f((1—t)a+th)dt <2 f =1 [f(a) + f(b)]dt

0 0 0

F(@)fg+(b) + 77—z T(@)]5-(a) < - [f(a) + f(b)]

1 1
b -a)" (b —a)*
al'(a)

b = aye ar () +Ji- (@] < 2[(@) + (b))

Na+1)

b—ae /&) + J5-@)] < 2[f(a) + f(b)]

bulunur ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Uyan 4.2 : (4.9) esitsizliginde a = 1 alinirsa (4.9) esitsizligi (4.4) deki esitsizlige

dontisiir.

Teorem 4.8 : f:[a,b] - (0,00) fonksiyonu 0 <r <1lwvea <b olmak tlizere [a,b]

araliginda r-konveks fonksiyon olsun. O halde

T () + -]
< [f(=)] f(b
— | (@) +B(« =) (o)
r J
+[B(a 1)r @I+ —— | )" (4.10)
O(+F |

kesirli integral esitsizligi saglanir.

Ispat : r > 0 ve f fonksiyonu r-konveks oldugundan Vt € [0,1] igin,
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flta+ (1 -0)b) < t[f(@]" + (1 -10) [f(b)]r)%

1

F((A=Da+tb) < ((1 - OIF @I +tIFB)

yazilabilir. Elde edilen esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,

flat+ (1 —0)b) + f((1 — t)a + tb)

1

S@f@]"+ (1 -0 [f(b)]r)% + (L= OIf (@] + tIf (D))"

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi t*~1 ile ¢arpihp [0,1] arahiginda t ye gore
integrallenirse,

j t* 1f(at + (1 — t)b)dt
0

1 1
+ f t* (1 —t)a +th)dt sf t Tt @]+ (1 -1 [f(b)]r)%dt
0 0
L 1
+ [ e (A= Ol @T + f @) de
0

Fa+1),, a
b~y Jar (@) +J5-@)]

1
< f L (EF @I + (1= DI Bt
0

1
4 f 71 (1 = OIF @] + elf W) de
0

elde edilir. Minkowski esitsizligi yardimiyla,

Na+1)

B-a* J&B) + @] <L +1,
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1
I = f L F @) + (- OLF(B)]T)7de
0
! 1
= [“Dnelr@) + @ - o eI e
0

yine Minkowski esitsizligi kullanilarak,

< K [ (eeorery (a>]r)idt> + ( [era-y [f(b)]r)idt> }
0 0

[/ 1 1 T 1 ) r

<.l- pa—1 t?f(a)dt) + <f (t(a—l)r(l -t [f(b)]r)F dt) ]

| \0 0

[ 1 L 1 r
(f(a)f t“+%_1dt> + (f t*1(1 - t)%f(b)dt> ]
| 0

0

1
=

IA

<=

IA

ey

IA
—y
N\

Q
=

<
~
QR | =
+ | 8
| =

IA

[f(a)]r< - 1) +IFDT (B(a,%+1>>

CZ+F

bulunur. Benzer sekilde I, de Minkowski esitsizligi kullanilarak,

1 =[[f(a)]r<8(a1+1>>r+[f(b)]r< - )
2 ,T' 1

bulunur. I, ve I, yerine yazilirsa,

<=

28



Mt D) a4y 4 o (o)

(b —a)*
1 1\ I
<|(— ) tr@r+ 8 (e =)
i O(+F ]
_ r+ 1\" 1 r I
+ (B [f@)]" + [f(b)]"
b(er o+ (1

istenilen elde edilmis olur ve boylece ispat biter.

Uyant 4.3 : (5.10) esitsizliginde a« =1 alinirsa (4.10) esitsizligi (4.5) esitsizligine

dontisiir.

Teorem 4.9 : feSX(hI),a,b€lilea<bvef €L[a b] olsun. h-konveks bir

fonksiyon ise,

1 <a+b

I'(a) 4 .
ah (%)f 2 ) = (b — @) /& (B) + J5-(a)]

< [f(d) + f(b)] jto‘ Th(t) + h(1 —t)] dt (4.11)
0

kesirli integral esitsizligi saglanir.
Ispat: f(Ax + (1 — 1)y) < h(D)f(x) + h(1 — 1) f(y) esitsizliginde

x=ta+(1—-t)h,y=(0A—-t)a+thveld= % yazilirsa,

£(= er b) ( ) fea+ +(1 - 0b) + h( )f(@-Da+w) @12

<h(3)[f(ta++1—0O)b) + f((1 - a+ tb)]

bulunur. (4.12) esitsizligi t*~! ile ¢arpilir ve [0,1] arahiginda t ye gore integrallenirse,
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(D) [ e

1 1

<h G) f t“f(ta++(1—t)b)dt +h (%) f t“1f((1 - Oa+ tb)dt

b

f “1f(y) dy

| —
/-
Q
N+
(el
——
|
>
/N
N =
N——
w\m
A
Q
|
=y
\_/
Sé
;_\
-
~
=
—
Q..
+
3‘

a

b
< h(%)ﬁaf(b —x)*1f(x)dx

b
+1(3) 5=e f O~ " f)dy

< h(%) G —1a)“ F(a)]%(b) + h( >(b ! AL I'(@)]p-(a)

1 <a+b

I
2 ) = (b Eaz)a []ng(b) +]{,x—(a)]

bulunur. Esitsizligin birinci kisminin ispati tamamlanmis olur.
f € SX(h,I) oldugundan,

fAx+ (1 —=Dy) <h(Df(x)+h(1-Df )
esitsizligi saglanir.

fx+ (1 —-t)y) <h(@®)f(x)+h(1-0f()

F(A=x+ty) < h(1 = 0)f(x) + RO ()

yazilabilir. Elde edilen esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,
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flex+ (A —0y) + (1 - Ox + ty)
<h@®Of(@)+hA-0fQ@)+h(A-0)f(x) +h(@®)f()
< [A(@®) + A -DI[f ) + fO)]

bulunur. x = ave y = b yazilirsa,
fta+ @1 —=0)b) + f((1 = )a+th) < [A(t) + h(1 = O] () + F()]

elde edilir. Bulunan esitsizlik t*~1 ile carpilir ve [0,1] araliginda t ye gore integrallenirse,
1
f t*f(ta+ (1 = 6)b) + f((1 — t)a + tb)|dt
0

< j 1 [A(D) + h(1 - O]IF GO + FO)]dt
0

I'(a)

®—-a)® /5 (b) + J§- ()] < [f(a) + f(b)] jt“ 1h(t) + h(1 — D] dt
0

bulunur. Boylece esitsizligin ikinci kisminin ispat1 tamamlanmis olur.
Uyarn 4.4 :

o (4.11) esitsizliginde h(t) = t alimirsa(4.11) esitsizligi (4.7) esitsizligine donistir.

e (4.11) esitsizliginde @ = 1 alinirsa (4.6) esitsizligi elde edilir.

e «a =1olsun. (4.11) esitsizliginde h(t) = t ve h(t) = 1 alinirsa (4.11) esitsizligi
sirastyla (4.1) ve (4.4) esitsizliklerine doniisiir.
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5. FARKLI TURDEN FONKSIYONLAR iCIN UYUMLU KESIRLi
INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde uyumlu kesirli integral yardimiyla farkli fonksiyon tiirleri i¢in bazi yeni

integral esitsizlikleri elde edilmistir.

Teoremb5.1: f € Q(), a,b€l, 0<a<bvef €L|a,b]olsun. « > 0 olmak tizere

a+b 2 I'(a+1)
f( 2 )S(b—a)“n!l“(n+ Dl (e =

Slef®+ lof @] G.D
uyumlu kesirli integral esitsizligi saglanir.

Ispat : f € Q(I) oldugundan,

esitsizliginde 1 = % secilirse Vx,y € I igin

+
F(52) =270 + 1)

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi %t"(l — t)* "1 jle carpilirsa,

1 2
—f () era - 0o < 2 (7@ + F@)era - pen?

bulunur. Elde edilen esitsizlik [0,1] araliginda t ye gore integrallenirse,

1 5 1
_f f (x -; 3’) t"(1—t)* " 1dt Saf(f(x) + f(y))t"(l — )* gy
0

o

<£ff(x) t"(1—-0)* " ldt + E_ff(}’) t"(1 —t)* " 1dt
—n! o
0 0
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elde edilir.

x=at+(1—-t)by=(1—-t)a+tb

yazilarak doniisiim uygulanirsa,

1

— t)a—n—ldt

o

< 2 n a—n—1
_Hff(at+(1—t)b)t(1—t) dt

1
2
+ Ef f(A=0a+th)t"1—-)* ™Mt <, + 1,

— 2 1 n a-n—1
Il—aff(at+(1—t)b)t(1—t) dt
0

b—u
u=at+(1—t)b,du=(a—b)dt,t=m,t=0—>u=b,t=1—>u=a

olmak tizere,

= Zf (b—u)" (1 b—u)"‘_”_1 du
Y fQw) b—a b—a a—b
b

b-w'u—-—a)*™?1t 1
=_Jf() " @ Th—a
- j £@) (b — w)" (1 — )% ""'du = ———— (1) (b)
e “G=ar

I, = %f f((1=Da+th)t"(1—t)* " ldt
0
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u=(1—t)a+tb,du=(b—a)dt,tzﬁ,tzo—wt=a,t=1—>u=b

olmak tizere,

b
2 _ n —_ a-n-1
L=s[rwiG—) (-5 5
a

B u—a)*(b—u)* "1 du
_ff( ) a)n(b a)a—n—lb_a

2

n' (b blle(a)

1 2
ff(u)(u—a) (b= W du =

B(a,b) = fox t% 1 (1 —t)’~'dt oldugundan,

a+ by 1 a+b
=

0

Bn+1,a —n)

f (%b) I'n+ DI'(a —n)
ol F(a+1)

F(ED) rm+ Dre—n
n! Na+1) (b

2
e lEF ) + "luf @)

bulunur. Elde edilenler diizenlenirse,

<a + b) 2 | Na+1) [Igf(b) N blaf(a)]

< n!
2 (b—a)* T'(n+ DIl'(a—n)
bulunur ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem5.2: f € P(I), a,b€l, a<bvef € Ly[a, b], B> 0 olmak iizere,

a+b) 2 | lNa+1)

) = o= tas Drea—m & @ + lef @]
< 2[f(a) + f(b)] (5.2)

34



uyumlu kesirli integral esitsizligi saglanir.
Ispat : Teorem 5.1 deki ispata benzer sekilde

a+b>

2[flat+ (1 —0b) + fF((1—t)a+th)] = f(T

esitsizliginin her iki tarafi %t”(l —t)* "1 jle carpilir ve [0,1] aralifinda t ye gore

integrallenirse,

: 1
%f flat+ (1 —=b) t"(1 —t)* " dt + %f f((1=a+th)t"(1 — £)> " dt
. 0

—j t"(1—t)* " dt
n

a+ b\ 1
f—( nlz )ft”(l — ) 1gt

0

— 2 1 n a-n—1
Il—ajf(at+(1—t)b)t(1—t) dt
0

Sy

u=at+(1—t)hdu=(a—b)dt,t=—,t=0->u=bht=1->u=a

—a

[~y

olmak iizere,

= Zf (b—u)" (1 b—u)"‘_"_1 du
Y fQw) b—a b—a a—b
b

b
:%J‘f(u)(b—u) (u—a) 1 du

b-—a)*(b—a)*"1ph—aqa

b
_E 1 b — n _ a—n—ld — 2 (Ia )(b)
=t [ F (b~ ) = e

a
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1
I, = %f f((1=Da+th)t"(1—t)* " dt
0

u=(1-t)a+th,du=(b—a)dt, t—b— t=0-u=a t=1->u=>»n
olmak iizere,
_ u—a u—a\* "1 du
——ff(u) ) (1_b—a) b—a
u—a)*(b—uw)* "1 du
ff( ) —a)*(b—a)* ™ 1h—a
2 2
=S j F @@= )" =W du = Gz "Lef @
a+b
#ﬁ(n +l,a—n)<—— (b [Iaf(b) + PLf(a)]
f(—a;rb)r(nJr DI (a—n) . ,
n M@+ S G-ar e/ @+ (@]

elde edilir ve boylece birinci kisim ispatlanmis olur.
f € P(I) oldugundan,
flat+ (1 -t)b) < f(a) + f(b)
f((Q1=0a+tb) < f(a)+ f(b)
esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,

flat+ (1A —=0b) + f((1—t)a+tb) <2(f(a) + f(b))

elde edilir. Esitsizliginin her iki tarafi %tn(l — t)* "1 ile garpilir ve [0,1] aralifinda t ye

gore integrallenirse,
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1
s 8B + Pl @] = = [ €1 - 05 (@) + F0))ae
0

1
< %f t"(1— 01 (f(a) + f(b))dt
0

< 2(f(a) hl f(b)) f t"(1—0)* ™ 1de
n!
2(f(a) + f(b)) (n+la 2(f(a) + (b)) T(n+ DI (a —n)
n! pn n! lNa+1)

Z(f(a) +f())T(n+ DI'(a —n)
n! 'a+1)

2

bulunur ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.3 : f:[a,b] = (0,), [a,b] tizerinde r-konveks bir fonksiyon ve 0 <r <1

olsun.
a b
G e ®) + "laf (@]
<Qﬁ< +-+1,a- )+%ﬁ<n+1,a+n+%)
+Q[g< _n+%)+%ﬁ(n+1+%,a—n> (5.3)

uyumlu kesirli integral esitsizlikleri saglanir.

Ispat : f fonksiyonu r-konveks ve r > 0 oldugundan t € [0,1] igin

flat+ (1 -0)b) < ¢t[f(@]" + (1 -10) [f(b)]r)%

1

fla(t =) +tb) < ((1 = OIf (@] + t[f (D))"

esitsizlikleri yazilabilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,
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flat+ @A —t)b) + f(a(1 —t) + tb)

< tF@T + (- DIF I + (1 - OIF @] + tlf b))

bulunur. Esitsizligin her iki tarafi %tn(l — )@ "1 ile carpalir ve [0,1] arahiginda t ye

gore integrallenirse,

%t”(l —t)* " f(at+ (1 —t)b) + f(a(1 —t) + tb)]

= %fn(l - e [(t[f(a)r + (- DI

1
T

+ (1= OIf @] + tIf (D)) ]

1
f%t”(l —t)* " 1f(at + (1 —t)b)dt
0
1 1 L
+ f th(l —t)* " f(a(l—1t) + th)dt
0
1 1 1
< fﬁt"(l — ) (@] + (A = ()] )rdt
0

1
1 1
+[ =05 (A - O @Y + B Y de
0

elde edilir. Burada Minkowski esitsizligi kullanilirsa,

1 ) )
b= [ "= 9 G @) + (- OlF G
0

1
1 1
I, = f —t" (1= DA = O (@) + t[f ()] )t
0

olmak tizere,
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IZS<

bulunur.

1

L < <J.%t"(1 — t)“”lt%f(a)dt> + (f %t” Q- 11 - t)%f(b)dt>

0

1

0

1 1
1 1 a 1
I; = fﬁt”’f?(l —)* "1 f(a)dt = f—fl')ft”+7 (1—t)* " tdt
0 . . 0

=¥B(n+%+ 1,a—n)
(1 : F) [ ;
"= fat"(l — t)a_n_l"'Ff(b)dt = T.l- £ (1 — )@
0 0
f(b)

1
=—B<n+1,a—n+—)
n! T

I S<%B(ﬂ+%+1'“‘")>r+<%ﬁ("+1’“_"+%>>r

elde edilir. Benzer sekilde

0

1 1

1 n a—-n—1 l ' 1 n a-n-1 l '
fmt (1-1t) (1-Orf(a)dt | + fat (1-1t) trf(b)dt

0

f(—i)8<n+1,oc—n+%)

1
1
L= f—r(:'l) J (1 - " Mrdt = -
. 0

1
I =%ftn+%(1—t)“‘"‘1dt=%B<n+1+%,a—n>
0

I, < (%B(n+1,a—n+%))r+(%B(n+1+%,a—n>>r

elde edilir. O halde
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1

f%t"(l —t)* " 1f(at + (1 —t)b)dt

0
1

+f%t"(1—t)“‘n_1f(a(1—t) + th)dt S¥B<n+%+ 1,a—n>
0
+%B(n+1,a—n+%)+f%)8<n+1,a—n+%)

+%B(n+1+%,a—n)

elde edilir. Teorem 5.2 deki I, ve I, den

1
1E(f®) + g3z 1 (@ = Gz le(F ) + "Lef (@)]

S%ﬁ(u+%+1,a—n)+%ﬁ<n+1,a—n+%)

+]%,8<n+1,a—n+%)+%ﬁ<n+1+%,a—n>

1
(b —a)

bulunur ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 54 : feSX(hI), abel, a<b ve f€Lab] olsun. h-konveks

fonksiyonlar igin,

1
h(5)T@+1)
T(n+ DI (a—n)(b— ) [18(f(B)) + Plaf ()]
1 1
h(2) i .
= I'(n+ Dl (a—n) f (@) + £ ()] f t"(1—1) H[A(®)

0

fla+b) <

+ h(1—t)]dt (5.4)
uyumlu kesirli integral esitsizligi saglanir.

Ispat : f fonksiyonu h-konveks oldugundan,

x=at+(1—-t)by=(0A—-t)a+thvea = % secilirse,
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1-t)h (1- b 1 1
(at+(2 t) +( t)za‘l't>Sh(i)f(at+(1—t)b)+h<z>f((1—t)a+tb)

f(a+b

1
) <h(5)[Fat + (1 - 0b) + £(Q - Da+ b))

yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafi %t”(l — t)* "1 jle ¢arpilir ve [0,1] araliginda t ye

gore integrallenirse,

f%tn(l — t)a—n—lf (aZLb) dt < f%tn(l _ t)a—n—l h(%) flat + (1 — t)b)dt
0 0

1 j%tnu —t)* " 1lp (%)f((l — t)a + tb)dt
0

Teorem 5.1 deki ispata benzer sekilde,

h(3)

b
(b . a)a Iaf(a)

1¢(f (b)) +

a+b\Bn+1,a—n) h(l)
() S(b—za)or

(A5 s ra-n _ 4 ()
n! T(a+1) “(h-a)*

[16(f (D)) + "laf (@)]
bulunur. Boylece esitsizligin birinci kismi ispatlanmis olur.
f € SX(h,I) oldugundan
f(ta+ (1 —=1t)b) < h(t)f(a) + h(1 = t)f(b)
f((Q=0a+th) <h(1—06)f(a) +h(®f(b)
yazilabilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,

flta+ (1 —0b) + f((1 —t)a + tb)
<h(@®f(a) +h(1-0)f(b) + h(1 —t)f(a) + h()f(b)
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flta+ (1 —0b) + f((1—t)a+tb) < [h(t) + h(1 = D][f(a) + £ ()]

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi %t”(l — t)* "1 ile garpilir ve [0,1] araliginda t ye

gore integrallenirse,
g 1
fﬁt”(l —t)* " 1f(ta+ (1 —t)b)dt
) n!
X 1
+ fﬁtn(l — )1 (1 —a+th)dt
0

1
1
< fﬁtn(l — )™ h(t) + h(1 - O)][f(a) + f(b)]dt
0

*I.f(a)

18(f(b)) +

1
(b —a)* (b —a)*

1
< Mf t"(1 —t)* " 1 [h(t) + h(1 —t)]dt
0

1
fla+b)In+ HDie—n) _ h @ [16(f () + "Lf(@)]

n! INa+1) “(b—a)~
h(3)IF@ +FB)] |

<~ — J £ (1 - O [R(E) + h(1 - D)]dt
0

bulunur ve boylece ispat tamamlanmis olur.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde bazi 6nemli kesirli tiirev ve integral tanimlarina yer verilmistir. Bu tanimlar

yardimiyla 6zel tipten fonksiyonlar i¢in 6nemli kesirli integral esitsizlikleri incelenmistir.

Tezde Riemann-Liouville ve uyumlu (conformable) kesirli integrali kullanilarak bazi
onemli esitsizlikler aragtirilmigtir. Tezde bulunan bu esitsizlikler farkli yeni kesirli integral

tanimlar1 kullanilarak genisletilerek yeni aragtirma alanlar1 olusturulabilir.
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