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SİMGELER DİZİNİ 

Bu çalıĢmada kullanılmıĢ bazı simgeler açıklamaları ile birlikte aĢağıda sunulmuĢtur. 

SİMGELER AÇIKLAMA 

 (x) Euler-Gamma fonksiyonu 

 (   ) Euler-Beta fonksiyonu 

   ’de bir aralık 

    ’nın içi 

   ( )    mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali 

   
 

    mertebeden sağdan Riemann-Liouville kesirli 

integrali 

   
     mertebeden soldan Riemann-Liouville kesirli 

integrali 

  [   ] [   ] aralığında integrallenebilen fonksiyonların 

kümesi 

     konkav fonksiyon sınıfı 

     konveks fonksiyon sınıfı 

  
     mertebeden soldan uyumlu kesirli integrali 

       mertebeden sağdan uyumlu kesirli integrali 
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1. GİRİŞ 

Kesirli türev ve kesirli integral kavramları ilk olarak Riemann Liouville tarafından ortaya 

atılmıĢtır. Kesirli hesabın tarihi 17. yüzyıla dayanmaktadır. Kesirli türev ve kesirli integral 

kavramları, 17. yüzyıldan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville gibi bir çok 

matematikçinin kesirli analiz için diferansiyel ve integrasyonunun genelleĢtirilmesine 

dayanan çalıĢmalarıyla geliĢmeye baĢlamıĢtır. 

 

Bu tez çalıĢmasında bazı kesirli türev ve integral tanımları ile bu tanımların geniĢletilmiĢ 

hallerine yer verilmiĢtir. Keyfi mertebeli diferansiyel ve integrasyon kavramları, tamsayılı 

mertebeli türev ve  -katlı integralleri birleĢtiren ve genelleĢtiren kavramlardır. 

 

Kesirli diferensiyel teorisi, çeĢitli madde ve iĢlemlerin kalıtsal özelliklerinin 

tanımlanmasında kullanılabilecek iyi bir araçtır. Bu ise tamsayı mertebeli türevlerle 

karĢılaĢtırıldığı zaman kesirli türevler için önemli bir avantaj olmuĢtur. Kesirli türevler 

nesnelerin mekanik ve elektriksel özelliklerinin matematiksel modellemelerinde, 

akıĢkanlar teorisinde, elektrik devrelerinde, elektro-analitik kimya gibi diğer birçok alanda 

kullanılmaktadır. 

 

EĢitsizlikler ile ilgili ilk temel çalıĢma 1934 yılında Hardy, Littlewod ve P ́lya tarafından 

“Inequalities” [ ] adlı kitapta toplanmıĢtır. “Inequalities”  adlı kitapta yeni eĢitsizlikler ve 

uygulamaları ile ilgili konular geniĢ çapta ele alınmaktadır. 1934-1960 yılları arasında elde 

edilen yeni değiĢik eĢitsizlikleri içeren “Inequalities” [ ] adlı yeni bir kitap 1961 yılında 

E.F. Beckenbach ve R. Bellman tarafından tekrardan yazılmıĢtır. Daha sonra 1970 yılında 

Mitrinovi ́ “Analitic Inequalities”[ ] adlı kitap ile o güne kadar yapılmıĢ tüm yeni 

eĢitsizlikleri bir baĢlık altında toplamıĢtır. 1993 yılında Mitrinovi ́, Pe ̆ari ́ ve Fink daha 

genel olan “Classical and New Inequalities in Analysis”[ ] adlı kitabı yazmıĢlardır.  

 

Günümüzde kesirli integral eĢitsizlikler üzerine çok sayıda araĢtırma yapılmaktadır. Bu 

konuda araĢtırma yapan bilim insanları ve yaptıkları çalıĢmalarla ilgili ayrıntılı bilgi [5-17] 

nolu çalıĢmalarda incelenebilir. 
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2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 

Bu bölümde, diğer bölümlerde sıkça kullanılacak temel tanımlara ve teoremlere yer 

verilmiĢtir. 

Tanım 2.1 (Gamma Fonksiyonu) : Bu fonksiyon     için,  

 ( )  ∫          

 

 

 

Ģeklinde tanımlanır. Bu integral     için yakınsaktır. Gamma fonksiyonunun önemli 

özellikleri aĢağıdaki gibidir. 

i.  (   )    ( ) 

ii.  (
 

 
)  √  

Tanım 2.2 (Beta Fonksiyonu) : Beta fonksiyonu       için,  

 (   )  ∫    (   )     

 

 

 

Ģeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.3 (Riemann-Liouville Kesirli İntegrali) :      (    ) olmak üzere      

ve     iken    mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali   

                                             ( )  
 

 ( )
∫(   )    ( )  

 

 

                                              (   ) 

Ģeklinde tanımlanır. Riemann-Liouville kesirli integrali operatörü için       olmak 

üzere, yarı-grup özelliği  
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     ( )       ( ) 

ve değiĢme özelliği  

     ( )       ( ) 

sağlanır. (2.1) de  ( )     alınırsa         ,      için,   

                                                           
 (   )

 (     )
                                                      (   ) 

eĢitliği elde edilir. 

İspat : (2.1) eĢitliğinde  ( )     alınır ve                için, 

     
 

 ( )
∫(   )       

 

 

 
 

 ( )
∫ * (  

 

 
)+

   

    

 

 

 
 

 ( )
∫     (  

 

 
)
   

  
  

  
  

 

 

 
 

 ( )
∫       (  

 

 
)
   

(
 

 
)
 

  

 

 

 

bulunur. Bu eĢitlikte 
 

 
   ,        dönüĢümü uygulanırsa, 

 

 ( )
∫       (  

 

 
)
   

(
 

 
)
 

  

 

 

 
 

 ( )
∫       (   )        

 

 

 
    

 ( )
∫(   )       

 

 

 
    

 ( )
 ((   )  ) 

bulunur.  (   )  
 ( ) ( )

 (   )
  bu eĢitlikten yararlanarak, 

    

 ( )
 ((   )  )  

    

 ( )

 (   ) ( )

 (     )
 

     (   )

 (     )
 

eĢitliği elde edilir. 
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Tanım 2.4 :     ve      için, 

   
  ( )  

 

 ( )
∫(   )    ( )  

 

 

 

Ģeklinde tanımlanan kesirli integrale    mertebeden sağdan Riemann-Liouville kesirli 

integrali  denir.     ve     için, 

   
  ( )  

 

 ( )
∫(   )    ( )  

 

 

 

Ģeklinde tanımlanan kesirli integrale ise    mertebeden soldan Riemann-Liouville kesirli 

integrali denir. 

Tanım 2.5 (Caputo Türev) :   pozitif bir tam sayı olmak üzere         için 

Caputo Türevi,  

  
 

  ( )  
 

 (   )
∫(   )     

 

 

 ( )   

Ģeklindedir. 

Tanım 2.6 (Hermite-Hadamard Eşitsizliği) :       konveks bir fonksiyon,   ise reel 

sayıların bir alt aralığı ,       ve      için,  

 (
   

 
*  

 

   
∫ ( )   

 ( )   ( )

 

 

 

                                       (   ) 

Ģeklinde sağlanan eĢitsizliğe Hermite-Hadamard eĢitsizliği denir. 

İspat :   fonksiyonu [   ] aralığında konveks ise, 

   fonksiyonu (   ) aralığında süreklidir. 

   fonksiyonu [   ] aralığında sınırlıdır. 
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Yukarıdaki iki özellikten dolayı   fonksiyonu [   ] aralığında integrallenebilir bir 

fonksiyondur. 

  [   ]         (   )     denkleminde konvekslik özelliği kullanılırsa, 

∫ ( )   ∫ ( (   )    )(   )   (   )∫ ( (   )    )  

 

 

 

 

 

 

 

 (   )∫[(   ) ( )    ( )]   (   ) * ( )∫(   )    ( )∫    
 

 

 

 

+

 

 

 

 (   ) [ ( ) (  
  

 
)|

 

 

  ( )
  

 
|
 

 

]  (   ) (
 ( )

 
 

 ( )

 
*  

elde edilir.  

 

(   )
∫ ( )   

 

 

(
 ( )   ( )

 
) 

bulunur ve (2.3) eĢitsizliğinin sağ tarafı ispatlanmıĢ olur. 

 

(   )
∫ ( )   

 

(   )

[
 
 
 
 

∫  ( )   ∫  ( )  

 

   
 

   
 

 
]
 
 
 
  

 

 

yukarıdaki eĢitliğin sağ kısmının birinci integralinde      (
   

 
) dönüĢümü, ikinci 

kısımda      (
   

 
)  dönüĢümü yapılarak ve konvekslik özelliği kullanılarak, 
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(   )
∫ ( )  

 

 

 
 

(   )
*(

   

 
)∫ (   (

   

 
))  

 

 

 (
   

 
)∫ (   (

   

 
))  

 

 

+

 
 

 
*∫ (   (

   

 
))   ∫ (   (

   

 
))  

 

 

 

 

+

 ∫ (
 

 
 

 

 
)   (

   

 
*

 

 

 

eĢitsizliğin sol tarafı bulunur. 

Tanım 2.7 (Minkowski Eşitsizliği) :   ile   fonksiyonları [   ] aralığında reel değerli 

fonksiyonlar ve                     | |  ve | |  fonksiyonları [   ] aralığında 

integrallenebilir fonksiyonlar ise,  

*∫| ( )   ( )|   

 

 

+

 
 

 *∫| ( )|   

 

 

+

 
 

 *∫| ( )|   

 

 

+

 
 

 

eĢitsizliği sağlanır. 

Tanım 2.8 (Comformable (uyumlu) türev) :   [   )    bir fonksiyon olsun.   

       (   ) için  

   ( )     
   

 (       )   ( )

 
  

ifadesine,   fonksiyonunun  -kesirli türevi veya uyumlu türevi denir. 

Tanım 2.9 :   [   )    fonksiyonunun       olmak üzere   mertebeden soldan 

uyumlu kesirli türevi 
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 ( )( )     

   

 (   (   )   )   ( )

 
 

olarak tanımlanır. Eğer (   ) aralığında   
 ( )( ) türevi varsa 

  
 ( )( )     

    
  

  ( ) 

Ģeklindedir. Benzer Ģekilde   fonksiyonunun   mertebeden sağdan uyumlu kesirli türevi,  

   ( )( )      
   

 (   (   )   )  ( )

 
 

olarak tanımlanır. 

Tanım 2.10 :                   değiĢkenli   fonksiyonu verilsin.       olmak 

üzere   fonksiyonunun    değiĢkenine göre uyumlu kesirli kısmi türevi,  

  

   

 (          )     
   

 (                
        )   (          )

 
 

olarak tanımlanır. 

Tanım 2.11  : Uyumlu türevin bazı temel özellikleri Ģu Ģekildedir. 

1.   (     )     ( )     ( )         

2.   (  )     ( )     ( ) 

3.   ( 
 )            . 

4.   (
 

 
)  

   ( )    ( )

   

5.   ( )      sabit. 

Tanım 2.12 (Comformable (uyumlu) integral) :    [   )    fonksiyonu verilsin. 

         (   ) için, 

  
  ( )  ∫    

 

 

 ( )   
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integraline,   fonksiyonunun  -uyumlu kesirli integrali denir.       olmak üzere    

fonksiyonunun   mertebeden soldan uyumlu kesirli integrali, 

  
  ( )  ∫(   )   

 

 

 ( )   

Ģeklindedir. Benzer Ģekilde   fonksiyonunun   mertebeden sağdan uyumlu kesirli integrali, 

   ( )( )  ∫(   )   

 

 

 ( )   

Ģeklindedir. 

Tanım 2.13 (Konvekslik)  :   [   ]    fonksiyonu      [   ] ve   [   ] için, 

 (   (   ) )    ( )  (   ) ( ) 

eĢitsizliğini sağlıyorsa   fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. EĢitsizlik yön değiĢtirirse 

  fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. 

Tanım 2.14  : Negatif olmayan         fonksiyonu         ve   (   ) için  

  (   (   ) )  
 ( )

 
 

 ( )

   
                                                   (   ) 

eĢitsizliğini sağlıyorsa  ( ) sınıfındandır denir. 

Tüm negatif olmayan monoton ve negatif olmayan konveks fonksiyonlar bu sınıfa dahildir. 

Eğer,     ( )  ve          ise 

 ( )(   )(   )   ( )(   )(   )   ( )(   )(   )           (   ) 

eĢitsizliği sağlanır.  (   ) eĢitsizliği (   ) eĢitsizliğine denktir. Böylece  ( ) sınıfının 

tanımı yerine kullanılabilir. 

Tanım 2.15 :   negatif olmayan bir fonksiyon ve              [   ] aralığı için 
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              (   (   ) )   ( )   ( )                                                     (   ) 

eĢitsizliğini sağlıyorsa         fonksiyonu   fonksiyonudur veya  ( ) sınıfına aittir, 

denir. 

       pozitif sayıların    mertebeden kuvvet ortalaması 

   (     )  {(  
  (   )  )

 
       

                          
 

Ģeklinde tanımlanmıĢtır. Pearce ve diğerleri bu eĢitsizliği,      [   ]   ve    [   ] için 

 (   (   ) )    ( ( )  ( )  )  {( [ ( )]
  (   )[ ( )] )

 
       

[ ( )] [ ( )]       
 

[   ] aralığında tanımlı  -konveks pozitif   fonksiyonuna genelleĢtirmiĢlerdir. 

Tanım 2.16  :          bir pozitif fonksiyon olsun.         fonksiyonu negatif 

olmayan bir fonksiyon,        ve   (   ) için 

        (   (   ) )   ( ) ( )   (   ) ( )                                 (   ) 

eĢitsizliğini sağlıyorsa,   fonksiyonu  -konveks fonksiyondur veya   (   ) sınıfındandır, 

denir. EĢitsizlik ters çevrilirse    -konkavdır denir ve      (   ) ile gösterilir. 

 ( )    olarak seçilirse, tüm negatif olmayan konveks fonksiyonlar   (   ) 

sınıfındandır ve tüm negatif olmayan konkav fonksiyonlar   (   ) sınıfındandır. 

 ( )  
 

 
  alınırsa   (   )   ( ) sınıfından olacaktır. 

 ( )    alınırsa   (   )   ( ) sınıfından olacaktır. 
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3. UYUMLU TÜREVİN BAZI YENİ ÖZELLİKLERİ 

Bu bölümde, uyumlu kesirli türevin bazı yeni özellikleri ve uygulamaları daha detaylı bir 

Ģekilde incelenecektir. Ayrıca bazı yeni tanımlar ve çok kullanılan bazı yeni teoremler 

ispatlanacaktır [  ]. 

Ġyi bilinen Riemann-Liouville kesirli türevi, Caputo kesirli türevi gibi kesirli türev 

tanımları bazı temel özellikleri sağlamamaktadır. Burada Comformable (uyumlu) türevi 

için Taylor serisini ve bu türevin sağladığı bazı temel özellikleri incelenecektir. 

Teorem 3.1 :   fonksiyonu   noktasında sonsuz diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda   

fonksiyonunun   noktasında Taylor serisine açılımı, 

  ( ( ))  ∑ (    )(   ) 
 ( )( )

  

 

   

                                      (   ) 

Ģeklindedir. Burada  ( )( )   fonksiyonunun   noktasında   defa adi türevidir. 

İspat :   fonksiyonu   noktasında sonsuz diferensiyellenebilir olduğundan, uyumlu kesirli 

türev tanımı yardımıyla, 

  ( ( ))     
   

 (       )   ( )

 
 

yazılabilir.         olarak seçilirse         yazılır ve düzenlenirse, 

  ( ( ))     
   

 (   )   ( )

     
        

   

 (   )   ( )

 
       ( )            (   )  

elde edilir. (   ) eĢitsizliği genelleĢtirilirse     için 

   ( ( ))       
 ( )( )

  
 

Ģeklindedir. Bu eĢitlik tümevarım yöntemiyle ispatlanırsa, 

    için     ( ( ))        ( )

  
  olduğu açıktır. 

    için doğru olduğunu kabul edelim. 
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   ( ( ))       
 ( )( )

  
 

Bu durumda       için doğru olduğu gösterilsin. 

 (   ) ( ( ))    (   ( ( )))    (     
 ( )( )

  
)           

 (   )( )

(   ) 

  (   ) (   ) 
 (   )( )

(   ) 
 

bulunur ve böylece ispat biter. 

Teorem 3.2 :   ve   fonksiyonları diferensiyellenebilir ve ayrıca   fonksiyonu herhangi 

bir   noktasında,   fonksiyonu ise herhangi bir  ( ) noktasında diferensiyellenebilir olsun. 

Bu durumda uyumlu kesirli türevi 

  (   ( ))       ( )     ( ( ))|   ( )
 

zincir kuralını sağlar. 

İspat :   fonksiyonu herhangi bir   noktasında,   fonksiyonu herhangi bir  ( ) noktasında 

diferensiyellenebilir olduğundan uyumlu kesir türev tanımı yardımıyla, 

  (   ( ))     
   

   (       )     ( )

 
 

yazılabilir.         olsun. O halde  

  (   ( ))     
   

   (   )     ( )

     
        

   

   (   )     ( )

 

        
   

 ( ( )   )   ( ( ))

 
 

elde edilir.     ( )    ise, 

  (   ( ))         
   

 ( ( )    ( )   )   ( ( ))

  ( )    

      ( )      
   

 ( ( )    ( )   )   ( ( ))

 

      ( )     ( ( ))|   ( )
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bulunur ve böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.3 :         olacak Ģekilde      pozitif sabitlerini göz önüne alalım.   

fonksiyonu (   ) aralığında 2 defa diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O halde 

uyumlu kesirli türev için  

    ( ( ))    (   ( )) 

kuralı sağlanır. 

İspat :   fonksiyonu diferensiyellenebilir olduğundan, 

  (   ( ))    (   
   

 (       )   ( )

 
) 

yazılabilir.         olarak alınırsa, 

  (   ( ))    (       
   

 (   )   ( )

 
)    (    

  

  
* 

bulunur. Ġki fonksiyonun çarpımının uyumlu kesirli türevi kullanılarak, 

  ( 
     ( ))    ( 

   )  ( )        ( 
 ( ))                               (   ) 

yazılabilir. 

  ( 
   )      

 

  
(    )      (   )    (   )       

ve 

  ( 
 ( ))         ( ) 

olduğundan bulunan ifadeler (   ) de yerine yazılırsa 

  ( 
     ( ))  (   )        ( )             ( )

       [(   )  ( )      ( )] 

elde edilir. Diğer taraftan 

    ( ( ))     
   

  (         )    ( )
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          olarak alınırsa, 

    ( ( ))     
   

  (   )    ( )

       
          

   

  (   )    ( )

 
          ( ) 

bulunur. Böylece      ( ( ))    (   ( )) olduğu yazılabilir. 

Sonuç 3.1 :           olacak Ģekilde     sabitlerini göz önüne alalım.   

fonksiyonu (   ) aralığında 2 defa diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O halde 

uyumlu kesirli türev için  

    ( ( ))    (   ( )) 

kuralı sağlanır. 

İspat : Teorem 3.3 de     alınırsa sağlanır. 

  fonksiyonu diferensiyellenebilir olduğundan, 

  (   ( ))    (   
   

 (       )   ( )

 
) 

yazılabilir.         olarak alınırsa, 

  (   ( ))    (       
   

 (   )   ( )

 
)    (    

  

  
* 

    alınırsa, 

  (   ( ))    ( 
 ( ))         ( )  bulunur. 

Diğer taraftan, 

    ( ( ))     
   

  (         )    ( )

 
 

          olarak alınırsa, 

    ( ( ))     
   

  (   )    ( )

       
          

   

  (   )    ( )

 
          ( ) 

    alınırsa, 
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    ( ( ))         ( )  bulunur. 

Böylece Teorem     de      alınırsa,  

    ( ( ))    (   ( )) 

eĢitliğinin sağlandığı görülür ve ispat biter. 

 

Teorem 3.4 :          olacak Ģekilde      pozitif sabitlerini göz önüne alalım.   

fonksiyonu (   ) aralığında 2 defa diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O halde 

uyumlu kesirli türev için  

  (   ( ))    (   ( )) 

koĢulu sağlanır. 

İspat : Uyumlu kesirli türev tanımı ve Teorem 3.3 deki ispata benzer Ģekilde, 

  (   ( ))    ( 
     ( ))    ( 

   )  ( )        ( 
 ( ))

       [(   )  ( )      ( )]                                                       (   )   

yazılabilir. 

  (   ( ))    ( 
     ( ))    ( 

   )  ( )        ( 
 ( ))

       [(   )  ( )      ( )]                                                          (   ) 

yazılabilir. (   ) ve (   ) eĢitliklerinden ispat tamamlanmıĢ olur. 

Teorem 3.5 :   fonksiyonu (   ) aralığında  -defa (   ) diferensiyellenebilir olsun. 

Uyumlu kesirli türev için 

  (   (   ( )))     ( ( )) 

bağıntısı geçerlidir. 

İspat :     için   (  ( ( )))     ( ( )) olduğunu gösterelim. 
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  (  ( ( )))    ( 
     ( ))    ( 

   )  ( )        ( 
 ( ))

      [(   )  ( )      ( )] 

   ( ( ))     
   

  (        )    ( )

 
                                                  

yazılabilir.          olarak alınırsa, 

   ( ( ))     
   

  (   )    ( )

      
         

   

  (   )    ( )

 
         ( ) 

bulunur. Dolayısıyla       için için   (  ( ( )))     ( ( )) olduğu görülür. 

Birçok fiziksel problem kısmi türevli denklemlerle ifade edilebilir. Uyumlu kesirli kısmi 

türev yardımıyla da pek çok fiziksel problem daha uygun bir Ģekilde modellenebilir. 

Teorem 3.6 :  (   ) fonksiyonu için   
 *  

 
( (   ))+      

 
[  

 ( (   ))] türevleri var 

ve      bölgesinde sürekli olsun. 

  
 *  

 
( (   ))+    

 
[  

 ( (   ))] 

eĢitliği sağlanır. 

İspat : Uyumlu kesirli kısmi türev tanımından, 

  
 [  

 
( (   ))]    

 *   
   

 (         )   (   )

 
+ 

yazılabilir.         alınırsa, 

  
 [  

 
( (   ))]    

 *       
   

 (     )   (   )

 
+        

 [
  

  
(   )]

        
   

  
  

(         )  
  
  

(   )

 
 

elde edilir.         alınırsa, 

  
 [  

 
( (   ))]             

   

  
  

(     )  
  
  

(   )

 
         

   

    
(   ) 
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bulunur.   fonksiyonu sürekli bir fonksiyon olduğundan 

  
 
[  

 ( (   ))]    
 
*   
   

 (         )   (   )

 
+ 

yazılabilir.         olarak alınırsa, 

  
 
[  

 ( (   ))]    
 
*       

   

 (     )   (   )

 
+        

 
[
  

  
(   )]

        
   

  
  

(         )  
  
  

(   )

 
 

elde edilir.         olarak alınırsa, 

  
 
[  

 ( (   ))]          *   
   

  
  

(     )  
  
  

(   )

 
+          

   

    
(   ) 

bulunur.   fonksiyonu sürekli bir fonksiyon olduğundan 

   

    
(   )  

   

    
(   ) 

olacaktır. Böylece ispat biter. 
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4. FARKLI TÜRDEN FONKSİYONLAR İÇİN YENİ KESİRLİ İNTEGRAL 

EŞİTSİZLİKLERİ  

Bu bölümde Riemann-Liouville kesirli integrali kullanılarak, farklı türden konveks 

dönüĢümler için bazı yeni integral eĢitsizlikleri incelenmiĢtir [  ]. 

        konveks bir fonksiyon              olsun. 

 (
   

 
*  

 

   
∫ ( )   

 

 

 
 ( )   ( )

 
                                (   ) 

eĢitsizliği Hadamard eĢitsizliği olarak bilinir. 

  fonksiyonu konkav olduğunda eĢitsizlikler ters yönde de sağlanır. 

 Teorem 4.1 :    ( )                        [   ] olmak üzere, 

 (
   

 
*  

 

   
∫ ( )

 

 

                                                                (   ) 

eĢitsizliği sağlanır. 

İspat :    ( ) olduğundan, 

 (   (   ) )  
 ( )

 
 

 ( )

   
 

yazılabilir.             
 

 
 olarak alınırsa, 

 (
 

 
  

 

 
 *    ( )    ( ) 

 (
   

 
*   ( ( )   ( )) 
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bulunur.      (   )    (   )     alınırsa, 

 [ (   (   ) )   ((   )    )]   (
   

 
* 

bulunur. EĢitsizliğin her iki tarafı [   ] aralığında t ye göre integrallenirse, 

 (∫ (   (   ) )   ∫ ((   )    )  

 

 

 

 

)   (
   

 
*          (   ) 

yazılabilir. 

   ∫ (   (   ) )  

 

 

 

   integralinde      (   )      (   )                        

dönüĢümü yapılırsa, 

   ∫ ( )

 

 

 

   
   

 

   
∫ ( )

 

 

   

elde edilir. 

   ∫ ((   )    )  

 

 

 

   integralinde   (   )        (    )                    

yazılırsa, 

   ∫ ( )
  

    

 

 

 
 

   
∫ ( )

 

 

   

bulunur. Elde edilen          integralleri (   ) eĢitsizliğinde yerine yazılırsa istenilen elde 

edilebilir. 
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Teorem 4.2 :    ( )                  [   ] olmak üzere, 

 (
   

 
*  

 

   
∫ ( )    [ ( )   ( )]

 

 

                                  (   ) 

eĢitsizliği sağlanır. 

İspat :    ( ) olduğundan  

 (   (   ) )   ( )   ( ) 

sağlanır.      (   )    (   )          
 

 
  dönüĢümü uygulanırsa, 

 (
   

 
*   (   (   ) )   ((   )    ) 

elde edilir. EĢitsizliğin her iki tarafı [   ] aralığında t ye göre integrallenirse birinci 

eĢitsizlik ispatlanmıĢ olur. 

   ( ) olduğundan            alınırsa, 

 (    (   ))   ( )   ( ) 

yazılabilir. Her iki taraf [   ] aralığında   ya göre integrallenirse, 

∫ (    (   ))

 

 

   ∫ ( ( )   ( ))

 

 

   

eĢitsizliğin sol tarafında       (   )          (   )                  

      olduğundan, 

 

   
∫ ( )

 

 

    ( )   ( ) 
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∫ ( )

 

 

     ( )   ( ) 

bulunur ve böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

Teorem 4.3 :   [   ]  (   ) ve  -konveks bir fonksiyon olsun.        için 

 

   
∫ ( )

 

 

   (
 

   
)

 
 
(  ( )    ( ))

 
                                    (   ) 

eĢitsizliği sağlanır. 

İspat :   [   ]  (   ) ve  -konveks bir fonksiyon olduğundan, 

 (   (   ) )  ( [ ( )]  (   )[ ( )] )
 
  

yazılabilir.  

 

   
∫ ( )

 

 

   ∫ (   (   ) )   

 

 

∫( [ ( )]  (   )[ ( )] )
 
   

 

 

 

Minkowski eĢitsizliği kullanılarak, 

∫( [ ( )]  (   )[ ( )] )
 
    *(∫ 

 
 

 

 

 ( )  )

 

 (∫(   )
 
 

 

 

 ( )  )

 

+

 
  

 

 

 
 
 
 
  

 
   

|

 

 

 
(   )

 
 
  

 
   

|

 

 

 *(
 

   
 ( ))

 

 (
 

   
 ( ))

 

+

 
 

 

 (
 

   
)

 
 
(  ( )    ( ))

 
  

elde edilir ve ispat tamamlanmıĢ olur. 
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Teorem 4.4 :     (   )                  [   ] olmak üzere, 

 

  (
 
 )

 (
   

 
*  

 

   
∫ ( )

 

 

   [ ( )   ( )]∫ ( )                (   )

 

 

 

eĢitsizliği sağlanır. 

İspat :     (   ) olduğundan 

 (   (   ) )   ( ) ( )   (   ) ( ) 

eĢitsizliği sağlanır.      (   )    (   )          
 

 
 alınırsa, 

 (
 

 
(   (   ) )  

 

 
((   )     ))

  (
 

 
*  (   (   ) )   (

 

 
*  ((   )    ) 

eĢitsizliği düzenlenirse, 

 (
   

 
*   (

 

 
* [ (   (   ) )   ((   )    )] 

eĢitsizliği sağlanır. EĢitsizliğin her iki tarafı [   ] aralığında   ye göre integrallinirse, 

∫ (
   

 
*    (

 

 
*

 

 

*∫ (   (   ) )   ∫ ((   )    )  

 

 

 

 

+ 

 (
   

 
*   (

 

 
* *∫

 ( )

   
   ∫

 ( )

   
  

 

 

 

 

+   (
 

 
* *∫

 ( )

   
   ∫

 ( )

   
  

 

 

 

 

+

  (
 

 
*

 

   
∫ ( )  

 

 

 

elde edilir. 
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 (   (   ) )   ( ) ( )   (   ) ( )  

eĢitsizliğinde         yazarak eĢitsizliğin her iki tarafı [   ] aralığında   ye göre 

integrallenirse, 

∫ (   (   ) )    ( )∫ ( )

 

 

 

 

    ( )∫ (   )  

 

 

 

∫
 ( )

   

 

 

    ( )∫ ( )  

 

 

  ( )∫  ( )  

 

 

  ( )∫ ( )  

 

 

  ( )∫ ( )  

 

 

 

 

   
∫ ( )

 

 

   [ ( )   ( )]∫ ( )

 

 

   

elde edilir ve ispat tamamlanmıĢ olur. 

Teorem 4.5 :       olmak üzere   [   ]    pozitif fonksiyon ve     [   ] 

olsun.           [   ] aralığında konveks bir fonksiyon ise, 

 (
   

 
*  

 (   )

 (   ) 
[   

 ( )     
 ( )]  

 ( )   ( )

 
                           (   ) 

kesirli integral eĢitsizliği sağlanır. 

İspat :  (   (   ) )    ( )  (   ) ( ) eĢitsizliğinde   
 

 
 yazılırsa, 

 (
   

 
*  

 

 
[ ( )   ( )] 

elde edilir.      (   )    (   )      ve eĢitsizliğin her iki tarafı      ile 

çarpılırsa, 

      (
   

 
*       (   (   ) )       ((   )    ) 

bulunur. EĢitsizliğin her iki tarafı [   ] aralığında   ye göre integrallenirse, 
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  (
   

 
*∫        ∫ (   (   ) )

 

 

 

 

       ∫ ((   )    )      

 

 

 

  (
   

 
*
 

 
 ∫ ( ) (

   

   
*
    

   

 

 

   ∫ ( ) (
   

   
)
    

   

 

 

  

 
 

(   ) 
∫(   )   

 

 

 ( )   
 

(   ) 
∫(   )    ( )

 

 

  

 
 

(   ) 
*∫(   )   

 

 

 ( )   ∫(   )    ( )

 

 

  + 

 

 
 (

   

 
*  

 ( )

(   ) 
[   

 ( )     
 ( )] 

 (
   

 
*  

  ( )

 (   ) 
[   

 ( )     
 ( )]  

 (   )

 (   ) 
[   

 ( )     
 ( )] 

elde edilir ve eĢitsizliğin birinci kısmının ispatı tamamlanmıĢ olur.   konveks fonksiyon 

olduğundan 

 (   (   ) )    ( )  (   ) ( ) 

 (   (   ) )    ( )  (   ) ( ) 

 ((   )    )  (   ) ( )    ( ) 

yazılabilir. Bu eĢitsizlikler taraf tarafa  toplanırsa, 

 (   (   ) )    ((   )    )   ( )   ( ) 

elde edilir. EĢitsizliğin her iki tarafı      ile çarpılır [   ] aralığında   ye göre 

integrallenirse, 

∫     (   (   ) )    ((   )    )    ( )

 

 

∫        ( )

 

 

∫      
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 ( )

(   ) 
[   

 ( )     
 ( )]  

 ( )   ( )

 
 

elde edilir ve böylece eĢitsizliğin ikinci kısmı da ispatlanmıĢ olur. 

Teorem 4.6 :    ( )                    [   ] olsun.    için 

 (
   

 
*  

  (   )

(   ) 
[   

 ( )     
 ( )]                                               (   ) 

kesirli integral eĢitsizliği sağlanır. 

İspat :    ( ) olduğundan, 

 (   (   ) )  
 ( )

 
 

 ( )

   
 

yazılabilir ve   
 

 
 alınırsa, 

 (
   

 
*   [ ( )   ( )] 

eĢitsizliği elde edilir. Bu eĢitsizlikte      (   )    (   )     yazılır ve 

eĢitsizliğin her iki tarafı      ile çarpılıp [   ] aralığında   ye göre integrallenirse, 

 ∫     [ (   (   ) )   ((   )    )]    (
   

 
*

 

 

∫      

 

 

 

 ∫     

 

 

  (   (   ) )    ∫     ((   )    )   
 

 

 

 

 (
   

 
* 

 ∫(
   

   
*
    ( )

   

 

 

    ∫(
   

   
)
   

 

 

 ( )

   
   

 

 
  (

   

 
* 
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(   ) 
∫(   )    ( )

 

 

   
 

(   ) 
∫(   )   

 

 

 ( )   
 

 
  (

   

 
* 

 

(   ) 
 ( )   

 ( )  
 

(   ) 
 ( )   

 ( )  
 

 
  (

   

 
* 

  ( )
 

(   ) 
[   

 ( )     
 ( )]    (

   

 
* 

  (   )

(   ) 
[   

 ( )     
 ( )]   (

   

 
* 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

Uyarı 4.1 : (   ) eĢitsizliğinde     alınırsa (   ) eĢitsizliği (   ) eĢitsizliğine dönüĢür. 

Teorem 4.7 :    ( )                  [   ] olsun.    için 

 (
   

 
*  

 (   )

(   ) 
[   

 ( )     
 ( )]   [ ( )   ( )]                        (   ) 

eĢitsizliği sağlanır. 

İspat :    ( ) olduğundan, 

 (   (   ) )   ( )   ( ) 

eĢitsizliği sağlanır. EĢitsizlikte             alınırsa  

 (   (   ) )   ( )   ( ) 

elde edilir.                olarak seçilirse, 

 ((   )    )   ( )   ( ) 

elde edilir. Bu iki eĢitsizlik taraf tarafa toplanırsa, 

 (   (   ) )   ((   )    )   [ ( )   ( )] 
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bulunur. EĢitsizliğin her iki tarafı      ile çarpılıp [   ] aralığında   ye göre 

integrallenirse, 

∫     (   (   ) )   ∫      ((   )    )    ∫    

 

 

 

 

 

 

[ ( )   ( )]   

 

(   ) 
 ( )   

 ( )  
 

(   ) 
 ( )   

 ( )  
 

 
[ ( )   ( )] 

  ( )

(   ) 
[   

 ( )     
 ( )]   [ ( )   ( )] 

 (   )

(   ) 
[   

 ( )     
 ( )]   [ ( )   ( )] 

bulunur ve böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

Uyarı 4.2 : (   ) eĢitsizliğinde     alınırsa (   ) eĢitsizliği (   ) deki eĢitsizliğe 

dönüĢür. 

Teorem 4.8 :   [   ]  (   ) fonksiyonu              olmak üzere [   ] 

aralığında  -konveks fonksiyon olsun. O halde  

 (   )

(   ) 
[   

 ( )     
 ( )]

 *(
 

  
 
 

)

 

[ ( )]   (  
   

 
*
 

[ ( )] +

 
 

 * (  
   

 
*
 

[ ( )]  (
 

  
 
 

)

 

[ ( )] +

 
 

                                  (    ) 

kesirli integral eĢitsizliği sağlanır. 

İspat :          fonksiyonu  -konveks olduğundan    [   ] için, 
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 (   (   ) )  ( [ ( )]  (   )[ ( )] )
 
  

 ((   )    )  ((   )[ ( )]   [ ( )] )
 
  

yazılabilir. Elde edilen eĢitsizlikler taraf tarafa toplanırsa,  

 (   (   ) )   ((   )    )

 ( [ ( )]  (   )[ ( )] )
 
  ((   )[ ( )]   [ ( )] )

 
  

elde edilir. EĢitsizliğin her iki tarafı      ile çarpılıp [   ] aralığında   ye göre 

integrallenirse, 

∫     (   (   ) )  

 

 

 ∫     ((   )    )   

 

 

∫    

 

 

( [ ( )]  (   )[ ( )] )
 
   

 ∫    

 

 

((   )[ ( )]   [ ( )] )
 
    

 (   )

(   ) 
[   

 ( )     
 ( )]

 ∫     

 

 

( [ ( )]  (   )[ ( )] )
 
   

 ∫    

 

 

((   )[ ( )]   [ ( )] )
 
    

elde edilir. Minkowski eĢitsizliği yardımıyla, 

 (   )

(   ) 
[   

 ( )     
 ( )]        
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   ∫    

 

 

( [ ( )]  (   )[ ( )] )
 
   

 ∫( (   )  [ ( )]   (   ) (   )[ ( )] )
 
 

 

 

   

yine Minkowski eĢitsizliği kullanılarak, 

 *(∫( (   )  [ ( )] )
 
   

 

 

)

 

 (∫( (   ) (   )[ ( )] )
 
   

 

 

)

 

+

 
 

 *(∫    

 

 

 
 
  ( )  )

 

 (∫( (   ) (   )[ ( )] )
 
 

 

 

  )

 

+

 
 

 *( ( )∫    
 
 
  

 

 

  )

 

 (∫    

 

 

(   )
 
  ( )  )

 

+

 
 

 [[ ( )] (
   

 
 

  
 
 

|

 

 

,

 

 [ ( )] ( (  
 

 
  *)

 

]

 
 

 *[ ( )] (
 

  
 
 

)

 

 [ ( )] ( (  
 

 
  *)

 

+

 
 

 

bulunur. Benzer Ģekilde    de Minkowski eĢitsizliği kullanılarak, 

   *[ ( )] ( (  
 

 
  *)

 

 [ ( )] (
 

  
 
 

)

 

+

 
 

 

bulunur.          yerine yazılırsa, 
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 (   )

(   ) 
[   

 ( )     
 ( )]

 *(
 

  
 
 

)

 

[ ( )]   (  
   

 
*
 

[ ( )] +

 
 

 * (  
   

 
*
 

[ ( )]  (
 

  
 
 

)

 

[ ( )] +

 
 

 

istenilen elde edilmiĢ olur ve böylece ispat biter. 

Uyarı 4.3 : (    ) eĢitsizliğinde     alınırsa (    ) eĢitsizliği (   ) eĢitsizliğine 

dönüĢür. 

Teorem 4.9 :     (   )                      [   ] olsun.  -konveks bir 

fonksiyon ise, 

 

  (
 
 )

 (
   

 
*  

 ( )

(   ) 
[   

 ( )     
 ( )]

 [ ( )   ( )]∫     [ ( )   (   )]

 

 

                                        (    ) 

kesirli integral eĢitsizliği sağlanır. 

İspat :  (   (   ) )   ( ) ( )   (   ) ( ) eĢitsizliğinde 

      (   )    (   )          
 

 
  yazılırsa, 

 (
   

 
*   (

 

 
*  (    (   ) )   (

 

 
*  ((   )    )             (    ) 

  (
 

 
) [ (    (   ) )   ((   )    )]  

bulunur. (    ) eĢitsizliği      ile çarpılır ve [   ] aralığında   ye göre integrallenirse, 
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 (
   

 
*∫       

 

 

  (
 

 
*∫      (    (   ) )   

 

 

 (
 

 
*∫      ((   )    )  

 

 

 

 

 
  (

   

 
*   (

 

 
*∫(

   

   
*
    ( )

   

 

 

    (
 

 
*∫(

   

   
)
   

 

 

 ( )

   
  

  (
 

 
*

 

(   ) 
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(   ) 
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 ( )     
 ( )] 

bulunur. EĢitsizliğin birinci kısmının ispatı tamamlanmıĢ olur. 

    (   ) olduğundan, 

 (   (   ) )   ( ) ( )   (   ) ( ) 

eĢitsizliği sağlanır. 

 (   (   ) )   ( ) ( )   (   ) ( ) 

 ((   )    )   (   ) ( )   ( ) ( ) 

yazılabilir. Elde edilen eĢitsizlikler taraf tarafa toplanırsa, 
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 (   (   ) )   ((   )    )

  ( ) ( )   (   ) ( )   (   ) ( )   ( ) ( )

 [ ( )   (   )][ ( )   ( )] 

bulunur.            yazılırsa, 

 (   (   ) )   ((   )    )  [ ( )   (   )][ ( )   ( )] 

elde edilir. Bulunan eĢitsizlik       ile çarpılır ve [   ] aralığında   ye göre integrallenirse, 

∫    [ (   (   ) )   ((   )    )]  

 

 

 ∫    

 

 

[ ( )   (   )][ ( )   ( )]   

 ( )

(   ) 
[   

 ( )     
 ( )]  [ ( )   ( )]∫     [ ( )   (   )]

 

 

                      

bulunur. Böylece eĢitsizliğin ikinci kısmının ispatı tamamlanmıĢ olur. 

Uyarı 4.4 : 

 (    ) eĢitsizliğinde  ( )    alınırsa(    ) eĢitsizliği (   ) eĢitsizliğine dönüĢür. 

 (    ) eĢitsizliğinde     alınırsa (   ) eĢitsizliği elde edilir. 

     olsun.  (    ) eĢitsizliğinde  ( )        ( )    alınırsa (    ) eĢitsizliği 

sırasıyla (   )    (   ) eĢitsizliklerine dönüĢür. 
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5. FARKLI TÜRDEN FONKSİYONLAR İÇİN UYUMLU KESİRLİ 

İNTEGRAL EŞİTSİZLİKLERİ  

Bu bölümde uyumlu kesirli integral yardımıyla farklı fonksiyon türleri için bazı yeni 

integral eĢitsizlikleri elde edilmiĢtir. 

Teorem 5.1 :    ( )                    [   ] olsun.     olmak üzere  

 (
   

 
*  

 

(   ) 
  

 (   )

 (   ) (   )
[  

  ( )      ( )]            (   ) 

uyumlu kesirli integral eĢitsizliği sağlanır. 

İspat :    ( ) olduğundan,  

 (   (   ) )  
 ( )

 
 

 ( )

   
 

eĢitsizliğinde   
 

 
 seçilirse        için 

 (
   

 
*   ( ( )   ( )) 

elde edilir. EĢitsizliğin her iki tarafı 
 

  
  (   )      ile çarpılırsa, 

 

  
 (

   

 
*   (   )      

 

  
( ( )   ( ))  (   )      

bulunur. Elde edilen eĢitsizlik [   ] aralığında   ye göre integrallenirse, 

 

  
∫ (

   

 
*   (   )        

 

 

 

  
∫( ( )   ( ))  (   )       

 

 

 
 

  
∫ ( )

 

 

  (   )        
 

  
∫ ( )

 

 

  (   )        
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elde edilir. 

     (   )    (   )     

yazılarak dönüĢüm uygulanırsa, 
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olmak üzere, 
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  (   )        (   )     
   

   
                 

olmak üzere, 
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 (   ) (   )
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 )

  

 (   ) (   )
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(   ) 
[  

  ( )      ( )] 

bulunur. Elde edilenler düzenlenirse, 

 (
   

 
*  

 

(   ) 
  

 (   )

 (   ) (   )
[  

  ( )      ( )] 

bulunur ve böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

Teorem 5.2 :    ( )                  [   ]     olmak üzere, 

 (
   

 
*  

 

(   ) 
  

 (   )

 (   ) (   )
[  

  ( )      ( )]

  [ ( )   ( )]                                                                         (   ) 
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uyumlu kesirli integral eĢitsizliği sağlanır. 

İspat : Teorem 5.1 deki ispata benzer Ģekilde 

 [ (   (   ) )   ((   )    )]   (
   

 
* 

eĢitsizliğinin her iki tarafı 
 

  
  (   )      ile çarpılır ve [   ] aralığında   ye göre 

integrallenirse, 
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olmak üzere, 
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olmak üzere, 
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[  

  ( )      ( )] 

elde edilir ve böylece birinci kısım ispatlanmıĢ olur. 

   ( ) olduğundan, 

 (   (   ) )    ( )   ( ) 

 ((   )    )   ( )   ( ) 

eĢitsizlikler taraf tarafa toplanırsa, 

 (   (   ) )   ((   )    )   ( ( )   ( )) 

elde edilir. EĢitsizliğinin her iki tarafı 
 

  
  (   )      ile çarpılır ve [   ] aralığında   ye 

göre integrallenirse, 
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bulunur ve böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

Teorem 5.3 :   [   ]  (   ) [   ] üzerinde  -konveks bir fonksiyon ve       

olsun. 

 

(   ) 
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  ( )      ( )]

 
 ( )
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 ( )
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 ( )
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*  

 ( )
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    *             (   ) 

uyumlu kesirli integral eĢitsizlikleri sağlanır. 

İspat :   fonksiyonu  -konveks ve     olduğundan   [   ] için 

 (   (   ) )  ( [ ( )]  (   )[ ( )] )
 
  

 ( (   )    )  ((   )[ ( )]   [ ( )] )
 
  

eĢitsizlikleri yazılabilir. Bu eĢitsizlikler taraf tarafa toplanırsa, 
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 (   (   ) )   ( (   )    )

 ( [ ( )]  (   )[ ( )] )
 
  ((   )[ ( )]   [ ( )] )

 
  

bulunur. EĢitsizliğin her iki tarafı 
 

  
  (   )      ile çarpılır ve [   ] aralığında   ye 

göre integrallenirse, 
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∫
 

  
  (   )      (   (   ) )  
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elde edilir. Burada Minkowski eĢitsizliği kullanılırsa, 
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olmak üzere, 
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∫
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 ∫
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elde edilir. Teorem 5.2 deki          den 
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    *              

bulunur ve böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

Teorem 5.4 :     (   )                    [   ] olsun.  -konveks 

fonksiyonlar için,  

                    (   )  
 (

 
 )  (   )

 (   ) (   )(   ) 
[  

 ( ( ))      ( )]

 
 (

 
 )

 (   ) (   )
[ ( )   ( )]∫   (   )     

 

 

[ ( )

  (   )]                                                                        (   )   

uyumlu kesirli integral eĢitsizliği sağlanır. 

İspat :   fonksiyonu  -konveks olduğundan,  

     (   )    (   )          
 

 
  seçilirse, 
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yazılabilir. EĢitsizliğin her iki tarafı 
 

  
  (   )      ile çarpılır ve [   ] aralığında   ye 

göre integrallenirse, 
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bulunur. Böylece eĢitsizliğin birinci kısmı ispatlanmıĢ olur. 

    (   ) olduğundan 

 (   (   ) )   ( ) ( )   (   ) ( ) 

 ((   )    )   (   ) ( )   ( ) ( ) 

yazılabilir. Bu eĢitsizlikler taraf tarafa toplanırsa, 

 (   (   ) )   ((   )    )

  ( ) ( )   (   ) ( )   (   ) ( )   ( ) ( ) 
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 (   (   ) )   ((   )    )  [ ( )   (   )][ ( )   ( )] 

elde edilir. EĢitsizliğin her iki tarafı 
 

  
  (   )      ile çarpılır ve [   ] aralığında   ye 

göre integrallenirse, 
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bulunur ve böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tezde bazı önemli kesirli türev ve integral tanımlarına yer verilmiĢtir. Bu tanımlar 

yardımıyla özel tipten fonksiyonlar için önemli kesirli integral eĢitsizlikleri incelenmiĢtir.  

Tezde Riemann-Liouville ve uyumlu (conformable) kesirli integrali kullanılarak bazı 

önemli eĢitsizlikler araĢtırılmıĢtır. Tezde bulunan bu eĢitsizlikler farklı yeni kesirli integral 

tanımları kullanılarak geniĢletilerek yeni araĢtırma alanları oluĢturulabilir. 

.  
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