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OZET

Bu yiiksek lisans tezinde Hamel’in [23]| ¢alismasi incelendi. Duallik teorisinin kiime
degerli fonksiyonlar iizerine bir uygulamasi olarak Fenchel eglenik teorisinden bahse-
dildi. Bir kiime degerli konveks fonksiyonun ne oldugu ve bdéyle bir fonksiyonun has
veya kapali olma gartlarinin neler olabileceginden bahsedildi. Kiime degerli fonksiyon-
lar i¢in konveks analizin skaler duruma benzer kavramlarin elde edilmesi, 6zellikle de
fonksiyonun siirekli afin minorantlarinin noktasal supremumunun bir kiime degerli has
kapali konveks fonksiyon olmasi durumu arastirildi. Bu sekilde bir fonksiyonun Fenchel
Eslenigi ve Moreau-Fenchel Teoremine uygunlugu degerlendirildi.

Bir onsirali, ayrik yerel konveks uzayin kuvvet kiimesindeki degerlere sahip olan bir
has kapali konveks fonksiyonun kiime degerli afin minorantlarinin noktasal supremumu
oldugu kanitlandi. Kiime degerli fonksiyonlar i¢in yeni bir Legendre-Fenchel kavrami
tanimlandi ve Moreau-Fenchel Teoremi ispatlandi. Ornekler ve uygulamalar verildi.

Kiime degerli konveks risk Olciileri icin bir dual temsil teoremi ifade edildi.
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1. GIRIS

Bir kiime degerli konveks fonksiyon nedir ve boyle bir fonksiyon ne zaman has(proper)
veya kapali(closed) olur? Kiime degerli fonksiyonlar i¢in konveks analizin skaler du-
ruma paralelligi hangi 6lciilerde miimkiindiir? Ozellikle bu fonksiyonlarin siirekli afin
minorantlarinin noktasal supremumu kiime degerli has kapali konveks fonksiyon olur
mu, boyle bir fonksiyonun Fenchel eglenigi tanimlanabilir mi ve Moreau-Fenchel (ikili
eglenik) teoremi gegerli olur mu?

Bu tezde bu sorulara olumlu cevaplarla yeni bir yaklasim 6neren Andreas H. Hamel’in
[21] makalesini inceledik.

Cevaplari; hashik gibi kavramlarin tanimlarina (supremum almak gibi iglemlere), kiime
degerli afin fonksiyon gibi yapilara ve en 6nemlisi kullanacagimiz dual degiskenlerin kii-
melerine dayandiracagiz. Teori skaler duruma benzer olarak yapilandirildi (Ornek icin
[63]’e bakiniz.). Bu tezde bir ¢ok skaler sonug igin kiime degerli benzerleri verilecektir.
Referanslara bakildiginda (6rnegin [6, 62]) goriintii uzayr sinirh varsayimlar sagla-
mazsa sadece vektorel yapilar kullanarak bunun basarilamayacagi aciktir. Bir vektor
fonksiyonu i¢in bu fonksiyonun degerlerinin her birine siralama konisi (veya kapanigi)
eklenerek kiime degerli yapilirsa burada verilen sonuclar ayni sekilde kullanilabilir.

Dual yapilarin (6zellikle subdiferansiyenlerde) uzun referans listesi sirali bir vektor uza-
yinda degerler alan konveks fonksiyonlar i¢in Breckner ve Kolumban [7]|, Raffin [46],
Valadier [58], Toffe ve Levin [27], Zowe [59], [15], Brumelle [9] ve Borwein 3| ¢aligmala-
riyla baglar. Rubinov [49])’da; (40 ile genigletilmig) bir sirali vektor uzayinda degerler
alan sublineer fonksiyonlarin agik bir taniminin (siirekli lineer minorantlari cinsinden)
verilmesi probleminin hala gegerli oldugundan bahseder. Bu problem ile [6]’da yine ug-
ragildi. Bu referans (ayrica digerleri arasinda [15, 60]’a da bakilabilir.) vektor degerli
fonksiyonlar icin Fenchel egleniginin bir tanimini da igerir. Burada supremum, vektor
siralamasi anlaminda diigiiniiliir.

Bu referanslarin tiimiinde kullanilan dual degigkenler siirekli lineer operatorlerdir. Esas
problem, sadece goriintii uzay1 vektor siralamsina gore tam sirali oldugu durumlarda
Hahn-Banach-Kantorovietch teoreminin dogru olmasidir. Dolayisiyla bir Hahn-Banach
tipindeki sonuca dayanan dual degiskenler gibi siirekli lineer operatorleri kullanan so-
nuclar temel olarak sirali tam goriintii uzaylarina sinirlandirilmigtir, fonksiyonun vektor
veya kiime degerli olmasinin énemi yoktur. Ornek olarak Zalinescu’'nun [62] makalesine
bakilabilir. Bu calismada en kiigiik {ist sinir 6zelligine sahip goriintii uzay1 varsayimi
altinda vektor degerli fonksiyonlar {izerinde lineer operatorleri dual degiskenler olarak
kullanip Fenchel eglenigi icin genig bir analiz elde edildi.



Tam siralama olmadan ancak hala lineer operatorleri dual degigkenler olarak kullanan
sonuclari elde etmek zordur ve uzay ile siralama konisi iizerinde cikarilan sartin yerine
gegen varsayimlar: gerektirir. Bu yondeki ¢aligmalar igin [4, 5, 16, 61]’e bakilabilir.
Destekleyen lineer operatorii olmayan (subdiferansiyellenemeyen) siirekli bir sublineer
operator ornegi [35]’de bulunabilir.

Daha uzun bagka bir referans listesi (ilkinden ayr degil) vektor optimizasyon problem-
leri i¢in duallikle ilgilidir, bunlarin ¢ogu Fenchel-Rockafellar tipi duallik sonucu icerir.
Ornegin [10, 40, 41, 44, 53, 56, 57]. 1998’¢ kadar referanslarin ¢ogunu iceren arag-
tirma [54]’dedir. Bu referanslarin ortak bir 6zelligi bir kiime degerli eglenik doniigiimii
olmasidir. Bunun sebebi vektor siralamasina gore infimumun (benzer gekilde supre-
mumun) var oldugu durumunlarda bile kiimeden ¢ok uzak olabilmesidir. Dolayisiyla
vektor optimizasyon problemlerinin optimal durumlari gogu durumda minimal (maksi-
mal) olan noktalara tanimlidir ve bu yiizden dual problem (ve eglenik), esas problemin
amact ne olursa olsun, kiime degerlidir ([41], sf 57). Kiime degerli Legendre-Fenchel
egleniklerinde supremum yerine; maksimal noktalarin kullamildigi [41, 50, 57| 6rnekleri,
zayif maksimal noktalarin kullamldigy [42, 50] ornekleri, (zayif) supremal noktalarin
kullamildig1 [43, 44, 54, 56] o6rnekleri, hatta daha genel yapiya sahip "uygulanmayan
(non-submitted) noktalar1" iceren [13] 6rnegi de mevcuttur. Tiim durumlarda dual
degiskenler siirekli lineer operatorlerdir ve ¢ogu durumlarda sirali koninin iginin bog
olmadig1 varsayimi ortaktir. Ustelik skaler durumda oldugu gibi, eslenigi siirekli afin
minorantlarla geometrik olarak 6zgiin bir gekilde iligkilendiren klasik Moreau-Fenchel
vektor degerli (veya hatta kiime degerli) durumlara standart bir geniglemesi yoktur.

Daha tutarh kiime degerli fonksiyon kavrami icin iki gelisme daha vardir.

Bunlardan biri [1, 2] Azimov’'un makalelerinde bulunabilir. Azimov, fazladan bir dual
degiskene bagh skaler fonksiyonlar cinsinden ici bog olmayan siralama konisine sahip bir
sonlu boyutlu uzayin kuvvet kiimesinde degerler alan bir fonksiyonun Legendre-Fenchel
Esleniginin bir tanimini vermistir. Yine Moreau-Fenchel Teoremi sadece subdiferansi-
yelleri iceren ek varsayimlar altinda ifade edilebilir ve "afin minorant" teoremi yoktur.
Ancak bu tezdeki sonuclarla iligkili oldugu goriilecektir.

Ikincisi, Lohne tarafindan yazilmistir [36], [37]. Lohne goriintii uzaymin kuvvet kii-
mesinin alt kiimesi olacak gekilde bir tam kafesi ve kiime degerli fonksiyonlarin bir
Legendre-Fenchel Eglenikleri tanimi i¢in bu kafes yapilarina gore infimum ve supre-
mumu ilk olarak kullandi. Moreau-Fenchel-Rockafellar tipi duallik teoremi, sonugcla-
rindan bazilaridir. Bunlarin ispatlar1 dikkatlice olusturulmug skalerizasyon ve gémme
siirecleri iizerine kuruludur. Lineer ve lineer olmayan vektér optimizasyon problemlerine
bunlar i¢in verilen duallikler {izerine yeni 151k tutan uygulamalar da vardir. Bunun i¢in
[24, 25, 39| caligmalarina da bakilabilir. Ozellikle Tanino, Sawaragi, Postolica, Dolecki,
Malivert ve digerlerinin vermis oldugu infimal /suprimal kiimeleri igeren eski kavram-
lar kiimelerin belirli bir tam kafeslerinin infimum ve supremumlar: cinsinden yeniden
formule edilebilir. Bunun i¢in Léhne’nin Teorisinde 6zel durumlarda uygun bir sekilde
segilen ek bir temel degigken ortaya ¢ikar. [39]’daki Teorem 5.2’nin ispatinda goriilebilir.
Bu su anki tezin teorisine gore temel bir farklilik olugturur.

Bu tezde dual degiskenler tanim uzayinin topolojik dualinin ve goériintii uzayinin sira-



lama konisinin dualinin elemanlarindan olusan c¢iftlerden olusacaktir. Bu sekildeki her
cift, afin minorant teoreminde kullanilacak ve eglenikleri tanimlayip yonlendirecek ka-
dar siirekli lineer bir fonksiyonelin 6zelliklerini bulunduran kiime degerli bir doniisiim
iiretir.

Hamel’in yaklagimi, Lohne'ninkine gore klasik konveks analizin geometrik ruhuna daha
uygundur. Verilen siralama konisinin dual konisinin ek dual degigken i¢in tanim kiimesi
olarak ortaya ¢ikmasi goriintii uzayindaki siralamay1 olugturur. Eger goriintii uzay1 R
ise esas olarak tek miimkiin siralama olacagindan ikinci bir degigkene ihtiyag olmaz.

Hamel’in 6nerilerinin ikinci 6zelligi, vektor uzayindaki siralamalarin kuvvet kiimelerine
geniglemelerinin kullanilmasidir. Bu yapi, Kuroiwa, Tanaka ve Truang [34] tarafindan
optimizasyon problemleri kavraminda tanimlanmigtir. Ancak, oncesinde de iyi bilin-
mektedir, ornegin cebirde ve bilgisayar bilimlerinde [8] ve ekonomide [31], [36] ve [37]'de
oldugu gibi, bu "kiime siralamalarina" kiime degerli fonksiyonlar i¢in uygun goriintii
uzaylar1 tanimlamak amaciyla kullanacagiz. Burada kiime degerli fonksiyonlarin vek-
tor siralamasina gore herhangi bir 6zel varsayim olmaksizin tam kafes oldugu ortaya
cikarilacaktir. Gorilintii uzaylar: vektor uzaylar: tarafindan iiretilen bir sirali yapi olma-
sinin yani sira bir cebirsel yapisi da olacaktir. Ancak tabiki bunlar lineer uzay degildir.
Bu cebirsel yapi, "konveks" ve "koni" kelimelerinden esinlenilerek bir konlineer uzay
olarak isimlerdirilecektir. Bir (konveks) kiime degerli doniigiim 6rnek olarak [3]'deki
gibi (konveks) bir iliskiden daha fazla bir kafes sirali konlineer uzayda degerler alan bir
fonksiyon olarak anlagilmalidir.

Uciincii 6zellik, diger cogu yaklagimdan farkli olarak ispatlar icin skaler teori, bir arag
olarak kullanilmamigtir. Bunun yerine uygun bir ¢carpim uzayindaki ayirma, arag olarak
kullanilacaktir. O kadar ki bu sonuclar genisletilmis reel degerli fonksiyonlara uyarlan-
diginda bilinen teoriyi kullanmadan yeniden ortaya koyar. Diger taraftan biitiin teori
kiime degerli fonksiyonlarin (ve egleniklerinin) genigletilmis reel degerli fonksiyonlarin
bir ailesi ile temsil edildigi bir formda verilebilir. Bu durumda "skalerizasyon", vektor
optimizasyon problemleri hakkindaki ¢ogu referansta oldugu gibi (6rnegin [28, 41|) sa-
dece vektor degerli problemlerin yerini alacak reel degerli problemleri bulmak degildir.
Ayni1 zamanda bir kiime degerli teorinin gosterilmesinin bagka bir yoludur. Bu caligma
derindeki kiime degerli olma kavramini ortaya cikarma denemesi olarak anlagilabilir.

Bu tez asagidaki gibi yapilandirildi. Sonraki boliimde kiime siralamalar: ve yari sirali
bir lineer uzayin kuvvet kiimesinin bazi alt kiimeleri verildi. Bu alt kiimeler konveks,
kapali ve kapali konveks kiime degerli fonksiyonlar icin goriintii uzaylar: olarak kulla-
nildi. Haslik kavrami kiime degerli fonksiyonlara genisletildi, has olmayan konveks ve
kapali konveks fonksiyonlar incelendi. Sirali konlineer uzaylarla ilgili tanimlar, temel
gercekler ve bazi bibliyografik uyarilardan da bahsedildi. Uciincii boliim afin kiime de-
gerli fonksiyonlar i¢in noktasal supremumu hakkindaki temel sonucu, dérdiincii béliim
Moreau-Fenchel teoremini ve 6rneklerini icerir. Son boliimde kiime degerli konveks risk
Olciileri icin teorinin bir uygulamas: olarak bir dual temsil teoremi ifade edildi.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tezde kullanilacak temel tanim ve teoremler hatirlatilacaktir.

Z en az iki eleman bulunduran bir gercel lineer uzay, C < Z konveks koni (her ¢ € C
ve A = 0 i¢in Ac € ('), 0 € C ve {#} # C # Z olsun. C konisi Z iizerinde yansiyan,
gegigken bir bagintiy1 (<o),

a<cbeb—ael

seklinde iiretir. C' siralama konisine baz kitaplarda pozitif noktalar kiimesi de de-
nir. Agagidaki onermede bu gekilde bir koni yardimi ile siralamanin nasil elde edildigi
verilmigtir.

Onerme 2.1. [55]
a) <¢ siralama bagintisi toplama ile uyumludur. (a <c b < herde Z i¢in a+d <¢
b+d)

b) <c swralama bagintisiin ¢arpma ile uyumlu olmast (a <o b = her a > 0 igin
a-a <o a-b)igin gerekli ve yeterli bir sart C’nin koni olmasidir.

c) <c¢ swralama bagintisinin yansiyan olmast icin gerekli ve yeterli bir sart 0 € C
olmasudar.

d) <c¢ swralama bagintisinin anti-simetrik olmasu i¢in gerekli ve yeterli bir sart C'nin
sivri(pointed)olmasidir. (C n (=C') = {6})

e) <c¢ swralama bagintisinin gegisken olmasy icin gerekli ve yeterli bir sart C’nin
konveks olmasidar.
Bir koninin konveks olmasi i¢in gerekli ve yeterli bir gsart C' + C' = C' olmasidir.

P(Z), Z'nin kuvvet kiimesi olmak iizere (baz1 kaynaklarda 27 ile gosterilir.) A, B €
P(Z), t € R igin, kiimelerin toplama ve skalerle ¢carpma iglemleri sirasiyla,

A+B:={a+b:ac A, be B}

t.A:={ta:aec A}

seklinde tanimlanir. ¢ € R\{0} icin A+ & = &+ A = J olur. Ayrica t - J = J ve
t=0i¢cin0- @ ={0},0€ R, § e Zdir. A, Be P(Z) ve z € Z i¢in {z} + A yerine
kisaca z + A, (—1) - A yerine kisaca —A, A + (—1) - B yerine kisaca A — B yazacagz.



Bir kiimenin kendisiyle toplami daima kiimenin iki katina egit degildir. Asagidaki 6rnek

bunu gosterir.

Ornek 2.1. A = {(1,0),(0,1)} kiimesini alirsak,

24 = 2 2
A+A = {(2,0),(1,1),(0,2)}

oldugunu goririz.

Not 2.2. A kiimesi konveks ise A+ A = 2A olur.
51
N 2A

2h

i
2+ A b
14 a

PO

(a) Tki kitmenin Minkowski toplami (b) A konveks ise A+ A = 2A olur.

Sekil 2.1: Kiime iglemlerinin geometrisi

Verilen drnekte A kiimesi konveks oldugundan A+ A = 2A olur. Iki kiimenin toplamayla

ilgils 6rnekler 2.1°de gosterilmastir.

Ornek 2.2. R?'de A = {0} x [0,1) ve B = (0,1] x {0} olsun. Buna gire 2A, 2B, 1A,

—%B ve A + B kiimelerini Sekil 2.2 ve Sekil 2.8 de gdsterelim.

L 2
L 2

B 9B

(a) A = {0} x [0,1) (b) 24 = {0} x [0,2)
B = (0,1] x {0} 2B = (0,2] x {0}

Sekil 2.2: A, B,2A, 2B kiimelerinin R?'de gosterimi



A+B

(a) I%A = {0} x [0, 3) (b) A+ B =(0,1] x (0,1]
—5B =(0,—5] x {0}

Sekil 2.3: %A, —%B ve A + B kiimelerinin R*’de gosterimi

D=

Agagidaki 6rnek daha genel iki kiimenin Minkowski toplamina bir 6rnek olarak veril-
migtir.

Ornek 2.3. A ve B iki iicgen olmak iizere B nin agirlik merkezini A’mn tim kogeleri-
nin tzerine koyarak ti¢ tane tcgen olusturalim ve bunlary Sekil 2.4 deki gibi birlestirelim.

Sekil 2.4: A, B kiimeleri ve bu kiimelerin toplami

Z fiizerindeki < siralamasinin kiimelere geniglemelerinden iki tanesi asagidaki gibi
ifade edilir: [34]

e A<¢c B« Bc A+ (C alttan kiime siralamasi, (lower setless order) denk olarak
her b € B icin da € A Oyle ki a <¢ b seklinde de ifade edilebilir.

e A<- B« Ac B-—C iistten kiime siralamasi, (upper setless order) denk olarak
her a € A icin 3b € B Oyle ki a <¢ b seklinde de ifade edilebilir.

Ornek 2.4. Sekil 2.57de verilen A ve B kiimelerinin, yukaridaki kiime siralamalarina
uyup uymadigine geometrik olarak kontrol edelim.



C
N

(a) C' Siralama konisi (b) A ve B kiimeleri
A
B
B-C
N
() BcA+C () A¢B-C

Sekil 2.5: Siralama bagintilarinin gosterimi

B < A+ C oldugundan A <¢ B olur. Ancak A £ B — C' oldugundan A £c B olur.

Bu iki siralama arasinda
A <c B< —-B <C’ —A
seklinde bir iligkinin oldugu kolayca goriilebilir.

Gergekten, A <¢ B olsun. Bu durumda,

BcA+C = B+CcA+C+C
——

= B+CQA+CC
= —-B-Cc-A-C
= —-Bc-A-C

= —B=Zs-A

olur.

C' konveks koni olsun. Bu durumda a,b € C' ve a € [0,1] i¢in awa + (1 — ) € C olur.
o= % olsun. Buna gore

%a+%b€0=>a+beg =C+0c(,

ceCvelleC=c=c+0eC+C=CcC+C
oldugundan C' + C' = C’dir.



A, B € P(Z) igin alttan kiime siralamasina gore bir denklik bagintis1 agsagidaki sekilde
verilebilir:

A~B © A<¢cBAB<cA
< B A+CAAcCB+C
< B+(CcCcA+C+CAA+C<ScB+C+C
- -
< B+CcA+CAA+C<cB+C
< A+C=B+C

PL(Z):={AeP(Z): A= A+ C} seklinde tammladigimizda (Sekil 2.6) bu aile yuka-
ridaki denklige gore elde edilen denklik siniflarindan birer tane temsilci bulundurur. Bu
aile iizerinde alttan kiime siralamasi ile kapsam siralamasi denktir. Yani A, B € P&(Z)
olmak iizere A <¢ B icin gerekli ve yeterli bir sart B < A olmasidir. Ciinkii,

A<cB « B<CA+C
< BCA

dar.
A+ C

Sekil 2.6: A+ C' = B e P4(Z)

PE(Z) uzayinda 0.A = C seklinde tanimlarsak,

e Ac A= A< A (yansima),
e AcB(B<cA)veB< D (D=<¢cA) =AcD (D<cA) (gegisme),

e AC B (B=<¢cA)ve BSC A(A<¢ B)= A= B (ters simetri)

ozellikleri saglandigindan <¢, P&(Z) iizerinde bir kismi siralama bagintisi tanimlar.

Bu boéliimde tezin geri kalaninda sik¢a kullanacagimiz fonksiyonlarin konveksligi kav-
ramini hatirlayalim. Gergel degerli ve degigkenli fonksiyonlarin konveksligi, bir konveks
kiimeden bir koni ile sirali vektor uzaylarinda deger alan fonksiyonun konvekligini ha-
tirladiktan sonra bunlarin kiime siralamasina gore verilen bir geniglemesini (Sekil 2.7)
inceleyelim:



Tanim 2.1. f: R — R bir fonksiyon olsun.

e Herxz,ye R veace|0,1] igin

flaz + (1= a)y) < (Z)af(z) + (1 —a)f(y)
sarty saglanwyorsa f 'ye konveks(konkav) fonksiyon,
o epif = {(x,y) 1y > f(x)} kimesine f’nin epigrafs,
o graf f:={(z, f(z))lx € R} kimesine f nin grafigi,

o hypf :={(z,y):y < f(x)} kiimesine f’nin hipografi denir.

ar + (1 —a)y
Sekil 2.7: Konveks bir f fonksiyonunun gosterimi

epif :={(z,y) 1y = f(x)}
7 graf f:={z, f(z)}

hypf = {(z,y) : y < f(x)}

Sekil 2.8: Bir f fonksiyonunun epigrafi ve hipografinin gésterimi

Konveks ve konkav fonksiyonlar arasinda asagidaki ozellikler, pek cok konveks analiz
kitabinda yer alan temel 6zelliklerdir.



e f konveks < epif konvekstir.
e f konkav < — f konvekstir.
e f konkav < hypf konvekstir.

Ornek 2.5. f: X — Z, f(z) = |z| fonksiyonunun konveks oldugunu gésterelim.

laz + (1 — a)y]
alz] + (1 —a)ly|
af(z)+ (1 —a)f(y)

flax + (1= a)y)

N

oldugundan f(x) = |z| fonksiyonu konvekstir.

X ve Z vektor uzaylar,, C' < Z siralama konisi olmak iizere f : X — (P(Z),<¢)
fonksiyonunun konveks olmasi igin gerekli ve yeterli bir sart her z,y € X ve a € [0,1]
i¢in,

flaz + (1 - a)y) <c af(z) +(1-a)f(y)

sartini saglamasidir.

Tanim 2.2. f: X — P(Z) bir kime degerli fonksiyon olsun.

e Her xy,x0€ X icin,

fltzr+ (1 =1)y) <c tf(z1) + (1 =) f(z2)
sartine saghyorsa bu fonksiyona konvekstar,

o epi f ={(2,2) e XxZ:z€ f(x)+C} kiimesine f kiime degerli foksiyonunun
epigrafi,

o graf f={(z,2) e X x Z:z¢€ f(x)} kimesine [ kiime degerli foksiyonunun
grafigi,

o hyp [ ={(z,2) e X x Z : z € f(x) — C} kiimesine [ kiime degerli foksiyonu-
nun hipografi denir.

Onerme 2.3. Bir f: X — P(Z) fonksiyonunun konveks olmasu i¢in gerekli ve yeterli
bir sart epif = {(x,2) e X x Z : z € f(x) + C} kiimesinin konveks olmasidur.

Kamit. Bu 6nermenin ispat1 igin [41]'de sf 29’daki Onerme 6.27ye, [29]'da sf 376’daki
Lemma 14.8’e ve [12]'de sf 25’ bakilabilir. O

C konveks oldugu durumda konveks fonksiyonlar icin gecgerli olan epigrafin konveks
olmasi ozelligi, kiime degerliler icin de devam eder.
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Onerme 2.4. Her © € X igin flx) = f(@) + C seklinde tansmlanan
f X — (P&(Z),2) kiime degerli déndisimii f kiime degerli fonksiyonu konveks
ise konvekstir. (Bog kiime de olabilir.)

Kamit. Her t € (0,1) ve x1, x5 € X icin,

[tz + (1 —1t)z2) <c tf(z1) + (1 —1)f(z2)
= tf(z1) + (1 —t)f(z2) < flz+ (1 —-t)s) +C
= H(f) + O) + (L= 0(f(@) +C) € Fltm + (1~ )
= tf (1) + (1= 1) f(z2) < fltzr+ (1= b))
olur. ]

Ornek 2.6. flz) = A € Z sabit kiime degerli fonksiyonunun konveks olmast i¢in
gerekli ve yeterli bir sart A + C’nin konveks olmasidir. (A’nin konveks olmasi gerekli
degildir.) Reel sayilarda bunu gormek icin Z = R alirsak ve C = Ry = [0,0) ig¢in,
A # & olmak tizere A+ C bir igindir ve konvekstir.

Bir f: X — (P(Z),<¢) kiime degerli konveks fonksiyonunun goriintii uzay,
QL(Z)={AeP(Z): A=co(A+C)}

ile tamimlanan Z’nin alt kiimelerinin bir ailesidir. Biz bu aileyi iistten konveks alt kiime-

lerin ailesi olarak isimlendirecegiz. Burada coA := ()| B kiimesi, A’nin konveks
B lg)n}\éeks
c

ortiisii olarak isimlendirilir. A ve B iistten konveks ise A+ B vet > 0 icin t - A da
iistten konveks olur. Gergekten,

A+B = co(A+C)+co(B+C)
= co(A+B+C)
t-A = t-co(A+C)
= co(tA+O)

dir.

2.1 Konlineer Uzaylar

Agagidaki tanim, konlineer uzaylarin yapisal 6zellikleri hakkinda daha fazla bilginin
bulundugu [21)’den alinmigtir.

Tanim 2.3. + : W x W — W ve.: R, x W — W iki cebirsel islemle verilen bostan
farkly bir W kiimesi asagudaki ozellikleri saglyorsa konlineer(conlinear) uzaydur:
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(C1) (W, +) nétr bir 0 elemanina sahip olan bir degismeli monoiddir.

(C2) (i)Her wy, wy € W, herre Ry : r(wy +wq) =7 wy + 7 - wa,
(ii)Her we W, herr, se Ry :s-(r-w)=(r-s)-w,
(iii)Her we W: 1 w=w,

(iv) 0-60 =0

Bir (W, +,.) konlineer uzays W tizerindeki bir < kismi siralamasi(yansima, ters simetri
ve gegisme ozelliklerine sahip bir bagint) ile birlikte agsagidaki 6zellikleri de saglyorsa
straly konlineer uzay olarak isimlendirilir:

(v)Her w,wi, wy € W, wy < wy ise wy + w < we + w saglanar,

(Vi) wy, we €W, wy <wy, 7€ Ry iser-wy < r-wy saglanar.

Konlineer uzayin aksiyomlari, konvekslik kavraminin genel olarak lineer olmamasina
ragmen boyle bir uzaya tanimlanabilecek sekilde tasarlanmigtir. Konlineer bir uzayin
bir U altkiimesinin, konveks olmast i¢in gerekli ve yeterli bir sart r € (0, 1) ve uy, ug € U
oldugunda r - us + (1 — r) - u; € U olmasidir.

[18]’deki "konveks koniler" kavramu ile [19]’daki "hemen hemen lineer uzaylar(almost
linear)" kavramlar ile buradakiler arasindaki farkhiliga dikkat edin. Bunlar igin ikinci
dagilabilme yasasi bir aksiyom olarak gereklidir. P(Z) ile birlikte, P(Z)’nin altkiimeleri
olan Pg ve Q¢ Minkowski toplam ve negatif olmayan reellerle carpma iglemleri ile
birlikte konlineer uzaylardir, ancak sadece Q% hemen hemen lineer [19] ve konveks
konidir [18]. Eger toplam, @ islemine gore ve buna bagh olarak ¢arpim da degisirse,((1)
ifadesine baki). PL ve OF konlineerdir. Ancak sadece QF., hemen hemen bir lineer
uzaydir ve bir konveks konidir. Konlineer uzaylarin bagka 6nemli érnekleri, iistten kapali
kiimelerin infimal kiimelerinin ailesidir([37, 39|’ye bakabilirsiniz).

Porzitif sayilarla ¢carpma igleminin ikinci dagilma 6zelliginin de saglandigl degigmeli yar1
gruplar i¢in Rubinov "Yar1 lineer uzay (semilinear space)" ifadesini kullanmigtir [49].
Ancak sifir elemani i¢in bir sart belirtmemistir.

P ve QL’de supremum ve infimum igin kurallar agagidaki énermede verilmistir. (P&, 2)
ve (Q¢, D) icin kurallar benzer gekilde elde edilebilir.

Tanim 2.4. A< P(Z) olsun.

e Bir M € P(Z), her A € A i¢in M <¢ (Z¢)A ve her K <¢ (Z¢)M olacak
sekilde K <¢ (Z¢)A sartim saghyorsa M ye A'nin <¢ (Z¢) siralamasina gore
en biiylik alt sinar:y denir, inf(A, <¢ (Z¢)) ile gosterilir.

e Bir M € P(Z), her Ae A icin A <¢ (Zo)M ve M <¢ (Z¢)K olacak sekilde
her K i¢in A <¢ (Z¢)K oluyorsa M’ye A'nin <¢ (Z¢) suralamasina gore en
kigiik st swnary denir, sup(A, <¢ (Z¢)) ile gosterilir.

Onerme 2.5. (i)A < P(Z) ve B < P(Z) verisin. O halde,

inf{A, <c} = | JA+C, sup{d,<c} = [(A+0O),

AeA AeA
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ve

inf{B,<¢} = ﬂ(B — (), sup{B,Z¢c} = UB - C.

BeB BeB

(ii)A < QL olsun. O halde

inf{A, 2} = cl coUA, sup{A, 2} = ﬂA.

AeA AeA

Eger A, O konlineer uzayinan bir konveks altkimesi ise konveks érti infimum formii-
linden ¢ikarilabilir.

Kanat. Kanit i¢in [37]’ye bakabilirsiniz. Kanitlar kolayca sonlu boyutlu uzaylara akta-
rilir. O

Tiim infimum ve supremum kiimeleri (degerleri) bu uzaylarm elemanlaridir. Ornek
olarak A € OF oldugunda inf{A, 2}, sup{A, 2} € QL olur. Digerleri de benzer sekilde
goriilebilir. Dolayisiyla Onerme 2.5’deki formiiller, (Q%, 2)'nin bir tam kafes (lattice)
oldugunu gosterir.

(Q4(Z),2), P&mmn swrall konlineer alt uzayidir. Onerme 2.6 1giginda  bir
f X — (P(Z),<c¢) fonksiyonunun konveks ortiisiinii co f : X — Q%(Z) ile ta-
nimlarsak epi(co f) = co(epi f) sartini saglar. Yani,

z € epi(co f)(z) < (x,2) € co(epi f)

olur. Bu iglem, kiime degerli bir f fonksiyonu verildiginde iistten konveks degerlere
sahip bir fonksiyon iiretir.

Agagidaki tanimda kiime degerli fonksiyonlar i¢in sublineerlik taniminin bir genellemesi
verilmigtir.

Tamim 2.5. f: X — (P&(Z),2) olmak dzere,
e Her xy,29 € X i¢in f(x1 + x3) 2 f(x1) + f(x2) oluyorsa, f fonksiyonu alt
toplamsaldwr denir.

o Hert >0, x e X igin f(tx) 2 tf(x) oluyorsa, f fonksiyonu pozitif homojendir
denir.

o Alt toplamsal ve pozitif homojen ise, f fonksiyonu sublineerdir denir.

Ornek 2.7. Mutlak degerin dist kismi (C = [0,00) olmak dizere f : R — P(R),
f(z) = [|z],0)) fonksiyonu alttoplamsal ve pozitif homojendir. Dolayisiyla sublineer-
dir.

f: X — (P&(Z),2) pozitif homojen olmas icin gerekli ve yeterli bir sart her ¢ > 0 ve
x € X i¢in f(tz) = tf(x) olmasidir. Gergekten, pozitif homojenlik maddesinde énce ¢
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yerine %, sonrasinda da y = % alhirsak diger kapsami elde ederiz. Yani;

P& 2 1 i (D) 25w = 1) 2 )
olur.

Tanim 2.5’deki kavramlarin f(0) kiimesine ve f’nin grafigine etkileri agagidaki 6ner-
mede verilmistir.

Onerme 2.6. f: X — P&(Z) olmak iizere,
a) f pozitif homogjen ise f(0) bir konidir.
b) f alt toplamsal ise f(0) toplama islemine gére kapalidur.

c) f sublineer ise f(0), her x € domf i¢gin f(0) < 0 - f(x) sartiny saglayan bir
konveks konidir.

d) Bir f : X — P&(Z) fonksiyonunun sublineer olmas igin gerekli ve yeterli bir sart

graf f={(z,2) e X x Z : z¢€ f(z)}

kimesinin konveks koni olmasidir.

Kanit. a) t =0 ve x =0 igin,

f(t0) = tf(0) = f(0) = ¢f(0)
olur.

b) y1,y2 € f(0) alalim:
y1 +y2€ f(0)+ f(0) = f(0) = y1 + y2 € f(0)

olur, o halde f(0) toplama iglemine gore kapahdir.

c¢) f sublineer olsun. Bu durumda f alt toplamsal ve pozitif homojendir. f pozitif
homojen oldugundan f(0) bir konidir ((a)’dan). Alt toplamsalliktan y;, y2 € f(0)
ve o > () i¢in
ay; +(1—a)ys € f(0) = f(0) konveks

ef(0) ef(0)
dir. O halde f(0) konveks konidir.

d) (=):(z,2)egraf f, t >0 igin pozitif homojenlikten,
t-f(z) = f(te) =t -z€ f(tz) = (tx,tz) € graf f

14



olur. Bu da graf f’nin koni oldugunu gosterir.
(w1, 21), (w2, 22) € graf [ = 21 € f(x1), 22 € f(x2)
oldugundan ve alt toplamsalliktan,
21+ 22 € f21) + fx2) S [z + 22)

olur. Dolayisiyla,

(x1 4+ 9,21 + 20) € graf [ = graff +graf f < graf f

dir. Yani graf f konvekstir.
(<):graf f={(x,2) e X x Z: z€ f(x)} konveks koni ve z1, =5 € X olsun:

flz1) + f(z2) S f(o1 + 22)
N N

z1€f(x1)  z2€f(z2)

olur. (x1, 1), (xa, 22) € graf f olacak gekilde,

(x1,21) + (T2,20) = (1 + x9,21 + 22) € graf f+ graf f
= (21 + 9,21 +20) €graf f
n+ze € f(z) + flz2) S flo1 + 22)

olur. O halde f fonksiyonu sublineerdir.

O

Bundan sonraki kisimda X ve Z ayrilmig (z,y € X,z # y = Jz* € X* 2*(x) # 2*(y)),
yerel konveks (uzaymn her elemaninin (veya denk olarak 6’min) konveks bir komguluk
tabam vardir.) topolojik vektor uzaylari olsun. Bu uzaylarin topolojik dualleri sirasiyla
X* ve Z* olsun. X* : X — R tanmimh siirekli lineer doniisiimlerin uzayidir. Z* da
benzer sekilde elde edilir. 2* € X* fonksiyonunun x € X’teki degeri z*(z) ve 2* € Z*
fonksiyonunun z € Z’deki degeri 2*(z)’dur.

Tanim 2.6. f : X — (P(Z),<¢) fonksiyonu, epif, X x Z c¢arpim topolojisine gore
kapaly kiime ise f fonksiyonuna kapalidar denir.

Onerme 2.7. f : X — (P(Z),<¢) fonksiyonu kapalw ise her x € X i¢in f(z) + C
kapalidar.

Kanit. ({x} x Z) nepif = {x} x (f(z) + C)

{z} tek nokta kiimesi kapalidir, Z uzay1 kapahdir. Dolayisiyla {x} x Z kapalidir. Kapali
kiimelerin kesigimi kapali oldugundan {z} x (f(z) + C) kapalidir. Buradan (f(z) + C)
izdiigiimiin ¢arpim topolojisine gore siirekliliginden kapalidir.(Sekil 2.9'da da goriilebi-
lir.)
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flz)+C {I\} x (f(x) +C)
epi f

>

I
I
I
1
x

Sekil 2.9: ({z} x Z) nepi f = {z} x (f(x) + C) esitliginin geometrisi

O

Ustten konveks kiime ailesine benzer sekilde iistten kapali alt kiimelerin ailesini
de tammlayabiliriz. f : X — (P&(Z),<¢) kapali bir fonksiyon ise f’nin degerleri
A = cl(A+ C) olacak gekildeki A € Z kiimeleridir. Dolayisiyla Z'nin iistten kapali alt
kiimelerinin ailesi,

PL(Z)={AeP(Z): A=cl(A+C)}
seklinde tanimlanir.

A+ B e PL(Z) i¢in Minkowski toplamini ve 0 € R ile ¢arpimini sirasiyla,
A®B=cl(A+B),0-A=cl C (2.1)

olacak sekilde kabul edelim.

(PE(Z), 2) negatif olmayan reel sayilar ile carpma ve toplama iglemini bu sekilde ta-

y =

nimladigimizda sirali konlineer uzay olur.

Kiime degerli bir f : X — (P(Z),<¢) fonksiyonun kapanigi fonksiyonu ¢l f : X —
PL(Z) seklinde tammlanir. Bu durumda

epi(clf) := cl(epif)
esitligi saglanir. Yani z € (clf)(z) < (z,2) € cl(epif) elde edilir (Sekil 2.10’da gos-

terilmigtir.). Bu iglemler iistten kapal degerleri olan bir fonksiyon iiretir. Bunu grafik
iizerinde gorelim.
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c(epi ) = epi(cl f)

L

Sekil 2.10: epi f ve cl(epi f) kiimeleri

f: X — (P(Z),<¢) kapal konveks fonksiyonunun f(x) = ¢l co(f(x) + C)’yi saglayan
degerleri vardir. Dolayisiyla Z’nin iistten kapali konveks altkiimelerinin ailesini,

QL(Z)={AeP(Z): A=cl co(A+ C)}

ile tammmlariz. (Q%L(2), 2), (P&(Z), =) min sirali konlineer alt uzayidir.

Bir f: X — (P(Z),<¢) fonksiyonunun kapali konveks ortiisii,

epi(cl cof) = ¢l co(epif)

ile tamimlanir (Sekil 2.11°de gosterilmistir.). Yani, z € epi(cl co f)(z) < (x,2) €
cl co (epi f) olur. Bu iglem iistten kapal konveks degerli fonksiyon iiretir.

epi(cl co f)

Sekil 2.11: epi(cl co f) kiimesi

Uyar1 2.8. Bir f : X — P(Z)\{} fonksiyonu verildiginde(tek degerli olsa bile)
fonksiyonun co, cl, cl co iglemleri dejer kiimeleri sirasiyla Q% (Z), PL(Z) ve QL(Z)
olan fonksiyonlar: tretir.

Tanim 2.7. [49] E = (E, <) ve F' = (F, <) tam kafes olsun. Her bir I indeks kimesi
icin (I = & de dahil) {x;}ier € E olmak tizere

A (ife) =supAe

el
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ise A B — F dontstimine bir duallik denilir.

Tanim 2.8. [/9] E, F tam kafes ve A : E — F bir donigim olsun. A dénigtiminin
duali A :F — F,

A'(z) =inf{z € E|A(z) <z} (z€F)

ile tanimlanar.

Uyar1 2.9. f: X — P(Z) fonksiyonunun konvekslik gibi ézellikleri C' konisi ile iligki-
lidir. Basitce, bir f fonksiyonu konveks bir C' konisine gore konveks iken(kapalyken
ve ya has(proper) iken) baska bir C' konisine giore konveks olmayabilir. Ek olarak,
f:X — QL(Z) konveks ise (—f)(x) = — f(x) seklinde tanimlanan —f fonksiyonu

Q% 7):={AeP(Z): A=co(A—-C)}

deger kiimesi ve S siralamast ile konkav bir fonksiyondur.

Burada (—1) ile ¢arpim [51]’deki Tanmim-5.1 ile A : Q% — QY bir ikilik seklinde anla-
silabilir.
Ae QL(Z) = —Aec QY (7Z)

olur. A = co(A + C) ise —A = co(—A — C)dir.

Bundan sonraki kisimda Pg&(Z)’yi P& olarak kisaltip P(Z) nin diger konlineer alt uzay-
lar1 i¢in de benzer kisaltmalar: kullanacagiz. f : X — (P&, 2) fonksiyonu icin etkin
tanim kiimesini,

dom f = {z € X|f(z) # &) (2.2)

seklinde tanimlayacagiz. ¢J'nin P& nin en biiyiik eleman: olduguna dikkat ediniz.
Bu béliime kiime degerli fonksiyonlar icin haslik kavrami ile devam edelim.

Tamim 2.9. Bir f : X — (P&, D) fonksiyonu verilsin. dom f # & ve her x € domf
icin f(z) # Z ise f’ye has(proper) fonksiyon denir. dom f # & ve her x € domf
icin (f(z) — O\ f(x) # & ise f’ye C-has(C-proper) fonksiyon denir.

C iiretici(generating, C' — C' = Z) oldugu durumda ise bu iki has kavrami aynidir.

Burada agagidaki onermede kullanacagimiz goreceli i¢ (relative interior) kavramindan
biraz bahsedilebilir. A € Z i¢in

aff A={ax+Py:a,feR, a+p =1, z,ye A}

kiimesine A'nin afin (affine) 6rtiisii denir. Bir kiimenin afin ortiisii o kiimeyi kapsayan
en dar afin uzaydir. Kiimenin bu uzaya indirgenen topolojiye gore ici yani

ri A= {x:3 & oyleki (B(z,E) naff A) < A}
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kiimesi goreceli i¢ olarak tanimlanir. A konveks ise riA bog degildir. Bu 6zellikler ile
ilgili daha fazla bilgi i¢in konveks analiz kitaplarina bakilabilir [26, 48|.

Sekil 2.12’de bir kiimenin goreceli i¢i geometrik olarak da gorebilmigtir. Sekilde A'nin ig
noktalar: kiimesi bog kiimedir. A’nin u¢ noktalar1 haric, aradaki tiim noktalar, géreceli
ictir. (A'min afin ortiisiindeki i¢ noktalar oldugundan)

Sekil 2.12: 7 A’'nin geometrik gosterimi

Onerme 2.10. f: X — (Q%, D) konveks ve K < Z bir koni olsun. f(x¢)+K < f(x0)
olacak sekilde xo € dom f wvarsa her x € ri(dom f) i¢in, f(x) + K < f(x) olur.

Kanit. x € ri(dom f) alalim. O halde 6yle bir r > 0 vardir ki
¥=x+r(x—x9)=(1—r)r+rzecdom f

olur. Buradan, s := —— olarak tamimlarsak s € (0,1) elde ederiz. Dolayisiyla f’nin

konveksliginden, o
f(x) 2 sf(xo0) + (1= 8)f(2)) 2 sf(z0) + (1 —8)f()) + K
olur. f(2') # & oldugundan 2’ € f(z’) alabiliriz. O halde bir zy € f(xo) i¢in
szo+ (1—9)2"+ K < f(x)
olur. K bir konidir ve f(z) konvekstir. Her ¢t € (0,1) ve z € f(z) icin,
tlszo+ (1—9)2" + K]+ (1—-t)z=t[szo+ (1 —9)2 |+ (1 —-t)z+ K < f(x)

olur. Her z € f(z), t — 0 i¢in limit alinirsa z + K < f(z) olur. Ciinkii f(x) kapaldir.
Dolayisiyla f(z) + K < f(z) olur.

Onerme 2.10 gosterir ki; QL’ye tanmmmli bir konveks fonksiyon icin fonksiyonun
degerlerinin  asimptotik  konisi(recession  cone) (A'min  asimptotik  konisi
Ay =tk e Z :Vt >0, Va € Aicin a + tk € A}) tiim ri(dom f) iizerinde aynmidir
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(|38]’e bakabilirsiniz.). Ek olarak, buradaki fonksiyon bir xy € X i¢in f(x¢) = Z olacak
sekilde ise her x € ri(dom f) i¢in f(z) = Z (K = Z durumu) olur. O

Onerme 2.11. K € Z bir koni, f : X — (Q4,2) konveks bir fonksiyon ve graf f,
X x Z’de dizisel kapaly olsun. f(xo) + K < f(xo) olacak sekilde bir xy € dom f varsa
her x € dom f i¢in f(x) + K < f(x) olur.

Kamit. zo € f(xo), € dom f, z€ f(x) ve k € K olsun. O halde her n € N igin,
(x,2) € graf f ve (xg,20 + nk) € graf f

olur. Her n € IN icin graf f’in konveksliginden,

%(SL’O,ZO +nk) + (1 — %)(az, z) = %(;1:0,20 + nk) + ”T’I(a:, z)
= (Lzo+ 2o i+ =4 k) egraf f

: 1 n—1 1 n—1
n — oo iken —x9 + x, —29 + 24k |egraf f
n n n n
—— = Y ——
—0 - —0 —z

ve dolayisiyla (z,z + k) € graf f olur. Yani her z € f(z) ve her k € K igin
f(z) + K < f(z) olur. O

Ornek 2.8. M < QL, bir M < X kiimesinin Ty, : X — Qf, Qb -degerli isaret
fonksiyonu;
cdC, xeM
g, v¢M

olmak tizere,
a) Ty (x) fonksiyonunun has fonksiyon olmasu igin gerekli ve yeterli bir gart M # &
olmasudar,

b) In(x) fonksiyonunun C-has fonksiyon olmasi i¢in gerekli ve yeterli bir sart
M # & olmasi ve C’nin bir lineer alt uzay olmamasidar,

¢) Iy () fonksiyonunun kapale olmasu i¢in gerekli ve yeterli bir sart M 'nin kapaly
olmasudar.

d) Ty (x) fonksiyonunun konveks olmast i¢in gerekli ve yeterli bir sart M 'nin konveks
olmasudar.

Simdi bu maddelerin dogru oldugunu gdsterelim.:

a) (=): Kabul edelim ki Zy(x) fonksiyonu has fonksiyon ve M = & olsun.
M = & ise her x € X igin Iy (z) = & olur. Yani Iy (x) has fonksiyon degildir.
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b)

O halde M # & olmalidar.

(<) : M # & olsun. Bu durumda Ly (x) fonksiyonunun has fonksiyon oldugunu
gosterelim.

M # & ise dx € X i¢in Iy (z) =cl C # Z

Ty (z) # & < x € dom(Zy) # & ve Ty (x) # Z oldugundan Ly (x) has fonksi-
yondur.

C-has fonksiyon tanimindan dom(Zy) = M 'dir.

Ty fonksiyonu C-has olsun. O halde dom(Zy) # & ve 3x € dom(Zyy) igin
(Zy(x) — OW\{Zp ()} # & dir.

(=) : Zpy, C-has fonksiyon olsun. Bu durumda dom(Zyr) # & olur. Kabul edelim
ki C' lineer alt uzay olsun. C' bir koni oldugu durumda

C lineer alt uzay < C = —C

oldugunu biliyoruz. Bu durumda

(Zy(z) — OV\{Zp(z)} = (cd C—C)\{c C} (C =—C oldugundan)
= (c C+ C)\{cl C} (C konveks koni oldugundan)
c C

cl C\cl C
= O

olur. Dolaysiyla C' lineer alt uzay olamaz.

(<) : M # & olsun ve C lineer alt uzay olmasin. M # & oldugundan
dom(Zy) # & olur. C lineer alt uzay olmadigindan C # —C’dir. C' konveks
< ri C # & oldugundan 3c € ri C\(=C) dyle ki

0—c ¢clC=—ce(dC—-C\{cdC}+

ecl C-C

olur. Dolayisiyla (0 — ¢) € (cl C' — C) olur.

ceri Cn (=C) olsun. Bu durumda 3 ¢ > 0 dyle ki B(c,e) naff C < C olur.
Burada af f C ={ax + By : o, € R,z,y e C} dur.

C koni ise af f C bir alt uzaydar.

(xe Cisex=yvea=—p0 arsak ax+ pfy = axr—ax =0 € aff C oldugundan
aff C bir alt uzaydir.)
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Sekil 2.13: Z_c =< . £ yektorlerinin elde edilisi

. £ 3
27 fla—ell 2

(ax + By)eaff C,z,ye C igin
Yo s T -5 € B(x,e) naff C olur. (Sekil 2.13den gériilebilir.)

ly—cll 2 7 [lz—c]

ve k = —25— diyelim.

t =
lly—el-2

ae
[[z—cl|-2

t-ty+k-ky=(ax+py)eC
Dolayisiyla C' bir alt uzaydar.
x € M igin —c € (cl C\C)\(cl C) oldugundan (cl C\C)\(cl C) # & olur. Yani

Ty, C-has fonksiyondur.
c) (=): Iy kapali olsun. Her x € M i¢in Zy/(x) = ¢l C olmak tzere,

epi [ = {(x,2)eX xZ:z€e f(x) +C}
c
cl
= {(r,2)eX xZ:zec C+C}
c
cl
= {(x,2) e X xZ:z€ec C}

= M x cC
—_—— —

kapals kapals

kapaly ve . (epi ) = M (7, iz digiim fonksiyonu) olur. Yani epi f ve cl C kapal
oldugundan M de kapalidur. (Sekil 2.14 de gosterilmigtir.)

(<) : M kapaly olsun. Kapaly kiimelerin kartezyen ¢arpimlary kapali oldugundan
M = m.(epi f) = M x ¢l C kapalr olur. Bu durumda epi f, dolayisiyla da Ly
kapaly olur.

epi(Znr)

c C

M

Sekil 2.14: M x ¢l C' geometrik gosterimi
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d) (=) : Iy konveks olsun. Her x1,25 € M, t € (0,1) igin,

Ty(tey + (1 —t)xs) <o tZy(xr) + (1 — ) Zp(x2)
éZM(ZL‘l) + (1 — t)ZM(ZL‘Q) - :\ZM(th‘l + (1 — t)l‘gz +C

J

clYC %)
cd C g+ C

IN

x1,x9 € M,t € (0,1) igin txy + (1 — t)zy € M oldugunu gosterelim:
r,29 € M, t € (0,1) igin txy + (1 — t)xs ¢ M olsun. Bu durumda
Ty (tey + (1 —t)xg) = & olur. O halde,
elde ederiz. Bu ise bir celiskidir. Yans,
try + (1 —t)zg e M
olur. Dolaysiyla M konvekstir.
(<) : M konveks, x1,15 € X vet € (0,1) olsun.
x1, Ty & M icin Ty (x1) = & ve Iy (z2) = & oldugundan,
x1 € M ve xo ¢ M i¢in Ty (1) = cl C ve Iy (z2) = & oldugundan,
t IM(I‘l) + (]_ — t)IM(l‘Q) = @,
x1, T3 € M igin Tyi(x1) = cl C ve Ty(xe) = cl C oldugundan

elde ederiz.

x1,x9 € M ise M konveks oldugundan txzq + (1 — t)xe € M olur.

Iy(try + (1 —t)ay) =l C (2.4)
olur. (2.3) ve (2.4)’den

t- :\ZM(I‘l) + (1 — t)IM(ZL‘Q) - %'M(twl + (1 — t)l‘g) +C

J J

"

c C c C

(- /
~—

cd C

olur. Dolaypsiyla Iy; konvekstir.
X reel vektor uzayi,

23



e f: X — R ve flineer & f e X*(cebirsel dual)
e f: X — R ve f lineer, simirh(siirekli) & f € X*(dual=topolojik dual)

X iizerinde reel degerli siirekli lineer fonksiyoneller icin kiime degerli yeni bir fonksiyon
kiimesi tanimlayalim. z* € Z*\{6} olsun.

H(z*)={z€eZ:2"(2) <0}
ifadesi Z’de bir kapali yar1 uzaydir. z* siirekli, H(z*) = (2*)7!((—o0,0]) kapal ol-

dugundan (z*)™' = {z € Z : 2*(2) € (—0,0]} olur. Bu durumda z € H(z*) veya
—z € H(z*)dir. Bu nedenle yar1 alt uzaydir. (Sekil 2.15’de gosterilmigtir.)

Sekil 2.15: {z € R? :< z,2* >< 0}

C konisinin negatif duali,
C*={z"eZ" Vze(C:2%(2) <0}

kiimesidir.
C*1n koni oldugunu gosterelim:

z¥ € C* ve A > 0 igin Azf € C* olur. Yani, her z € C icin z*(z) < 0’dir. Dolayisiyla
(Az7)(2) = M(2§ (%)) < 0 olur. O halde Az} € C*'dir.

C*1n konveks oldugunu gosterelim:

2,25 € C*, X e (0,1) igin z € Cise (A2f + (1 — A)23)(2) = Az (2) + (1 — A)25(2) <O
olur. Dolayisiyla Azf + (1 — A\)zi € C* olur. O halde C* konvekstir.
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C’nin negatif duali (C*)

Sekil 2.16: C’nin dualinin geometrik gdsterimi

C’nin negatif duali Sekil 2.16’da gdsterilmigtir.

Ornek 2.9. X dizerinde reel dejerli sirekli lineer fonksiyoneller icin kime degerli
yeni bir fonksiyon kimesi tamimlayalim. (x*,2*) € X* x (Z*\{0}) olarak verilsin.
Sx 2y 1 X = P(Z) fonksiyonu

S@rx)(x) :={2€Z:2%(x) + 2*(2) <0} (2.5)
ile tanymlansin. (Sekil 2.17de gosterilmistir.) *(x) = r € R olsun.

Saerx(®) = {2€Z:r+2%(2) <0}
= {zeZ:2%(22) < —r}
= (") (=0, —1])
= (%)M (o, —z*(2)])

{zeZ:2*(2) < —r}

7

S(‘,*ﬁz*)

Sekil 2.17: S« .+)'1n geometik gosterimi
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Onerme 2.12. (z*,2*) € X* x (Z*\{6}) olsun. O halde,
i) Her x € X igin {0} = 0 - S(px %) (x) S Spax .4y (0) = H(2*) olur.
i) Her x € X ve hert > 0 igin, S« +)(tx) =t - Sgx .y (x) olur.
i) Her x1, 39 € X igin, Sgx o) (21 + T2) = S o) (1) @ S(gx %) (T2) ve ayrica,

S(I*VZ*)(SL’) &) S(I*J*)(—SL’) = S(x*z*)(x) + S(x*7z*)(—1’)
Sty (0)
= H(z¥)

olur.
w) (%, 2%) e X* x (Z*\{0}) olsun ve z*(Z) = —1 olacak sekilde Z € Z olsun. O halde
Vo e X : S x)(z) = 2™ (2)2 + H(2¥) (2.6)

olur.

Kanat.
1) Spx %) () # & ve 32 € S(yx +) Oyleki 0 - z = 6 olur. Dolayisiyla
{9} c0- S(x*,z*)(a:)

olur. Kabul edelim ki z # 0 ve z € 0 - S(z# ,#)(2) olsun. Bu durumda 32" € S(,x .+)(2)
oyleki z = 0 - 2/ olur. Bu ise bir celigkidir.

S@xx(0) = H(2*) oldugunu gosterelim: x* dogrusal, sinirh(siirekli) oldugundan
z*(0) = 0 olur.
Sax.4(0) = {ze€Z: z*(0) +2%(z) <0}

——
0

= {zeZ:2%2) <0}
- HE)

{0} © Sizx .#)(0) oldugunu gosterelim:

2*0)=0<0 = 0eH(z*
= {0} c H(z*)
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ii) x € X ve t > 0 alalim.(y = Z olsun.)

S(I*J*) (tl‘)

|
S~—
—

{z € Z:x*(tx) + 2*(2) < 0} (lineerlikten t digar1 gikabilir.)
= {zeZ:ta*(x) + 12" (3
= {zeZ:2%(x)+2"(%)
= {tye Z :x*(x) + 2*
= tlye Z :x*(x) + 2*
=t S(pr %) (2)

< 0} (z’yi t ile garpip bélelim.)
0} (her tarafi t ile bolelim.)
)

(y) < 0}
(y) < 0}

elde ederiz.
iii) x1, 2 € X olsun.

Sy (T1 +22) = {2z€Z:a%(x1 +x2) + 2%(2) <0}
= {z1+2meZ x*(x + 1) +2%(21 + 20) <0}
= {5 +2meZ x*(x1) +x"(x2) + 2*(21) + 2% (22) <0}
{z1€ 7 :a*(x1) + 2%(21) <0} + {20 € Z : 2*(x2) + 2*(22) < 0}
= Spx.%) (1) + S(ax %) (T2)
= cl{S(@* %) (T1) + S(zx 24y (22)}
= S@*,4)(T1) ® Spax 24y (72)

Yukaridaki esitlikte z; = x ve x5 = —x alirsak,

5(1*72*)(1‘) &) S(I*J*)(—IL‘) = S(x*z*)(l‘) + S(x*7z*)(—:L‘)
Sa*,2#)(0)
= H(z%)

elde ederiz.

iv)
Sar 0y (x) = {z€Z:a%(x) + 2*(2) <0}
= {zeZ:—2%(2) - x*(x) + 2*(2) <0}
= {zeZ:2"(z—a%(x)-2) <0} (y = 2z — 2*(x)Z olsun)
= {(@*(x)-Z+y)e Z:2"(y) < 0}
= 2*(x)-Z+{ye Z:2*(y) <0}
= o*(x)-Z+ H(z")
olur. 0

Onerme 2.13. z* € Z*\{0} sabit olsun. z*, 2% x5 € X* te R igin,
{S(z*,z*) = X*}
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kiimest,
St er) + Ot or) = Satrat o)

ve
t- S(x*,z*) = S(t.$*7z*)

cebirsel islemlerini saglayan X*’a izomorfik olan lineer bir uzaydir. Bu uzaydaki 0
elemant her x € X i¢in x — H(z*) sabit donigimidir.

Kanit. v e X, 2%, o7, 25 € X* i¢in,

St (1) + Spam(®) = {21 € Z:at(@) + 2 (5) < 0} + {za € 7 w3(x) + () < 0}
= {z1+meZ xi(x)+2%(z) <0, 25(x) + 2*(20) < 0}
= {z1+2eZ:af(x)+a5(x)+ 2%(21) + 2%(20) < 0}
= {z1+2:meZ:(xf +ai)(x)+ 2*(21 + 22) <0}
= {zeZ:(zF+2d)(x)+2*(2) <0}
olur.
x* e X* ve t € R alalim. ¢ = 0 oldugunda,
t- S(z*7z*) =0 = H(Z*) = S(g,z*)
elde ederiz. t # 0 oldugunda,
t'S(I*,Z*) = t-{ZGZZSL’*( )+Z*(Z)<O}
= {tze Z:2*(z) + 2*(2) <0} (tz = y olsun.)
= {ye Z:x%(x)+ 2*(¥) <0} (tile carparsak,)
= {yeZ: tz*(x) + 2*(y) < 0}
= S(m*,z*)(l‘)
elde ederiz. O

Onerme 2.14. F : X — Z siirekli lineer operatir olsun. Bu durumda her x € X icin
Fx € S .+ olmast igin gerekli ve yeterli bir sart x* = —F*2* olmasidir. (Burada
F*, F’in adjoint operatoridir.)

Kanat.

(=): Fz € Sux .+ olsun. Bu durumda her x € X i¢in 2*(z) + 2*(F'z) < 0 olur. Lineer-
likten (z* 4+ 2*(F))(z) < 0 seklinde yazabiliriz.(Bagka bir 2 degeri igin < 0 olabilir. Bu
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yiizden sifira egit olmalidir.) Dolayisiyla,

Vo e X i¢in (2* 4+ 2*(F))(x) =0

olur, yani
xr+2NF) = 0
r* = —z*(F)
¥ = g
olur.
(<): z* = —F*z* = —z*(F) olsun. Bu durumda,
¥+ 25(F) =
(z* + 2% (F))(x) =
z*(x) + 2*(Fx) =
olur. Dolaysiyla F'ox € S(gx .+) olur. U

Onerme 2.15. z* € X*, 2* € Z*\{#} icin asaqidaki kosullar denktir:
i) Her x € X igin Sy .+ (x) € QF 'dir. Yani, Sy« .+)(.), X i QL ye dondstiiriir.
i) z* € C*’dur. Ek olarak z* € C*\{0} ise S(ux .y : X — Qf has kapaly konvekstir.
Kanat.
(i=1i): S(p . (x) € Qf oldugundan,
cl co(Sx ¢y (x) + C) < S(px %) ()
olur. ce C'i¢in, x = 0 ve 2 = 0 ise z € S(y# .+) ()’ dir. Yani,
0+ c € Sgx 24 (0) + C S S(px 24 (0)

x¥(0) + 2*(c) < 0= 2" e C*

olur.

(ii=1): 2* € C* olsun. z € Sy« .y (x) + C oldugunda 2 € Sp# .+) ve c€ C'igin 2 = Z + ¢
olur. O halde, z*(z) + 2*(2) < 0 ve 2*(¢) < 0’dir. Bu iki ifadeyi taraf tarafa toplarsak
lineerlikten;

() +2(Z24+¢) <0
< —

z
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olur. Bu da bize z € Si# .+ () oldugunu verir. Dolayisiyla,
S(w*,z*)(l’) +C c S(x*,z*)(a:)

olur.

Her x € X icgin, S+ .+ (x) konvekstir:
21, 23 € S(gx %) (), A€ (0,1) icin
Ax*(x) + 2"(21)) <0
(1 =XN)(z"(z) + 2%(22)) <0
esitsizliklerini taraf tarafa topladigimizda,

e\x*(x) + (1 — )\):p*(xz +A2%(z1) + (1 — A)2"(22) <0
z*(z)

olur. Esitsizligi diizenlersek ve z*'in lineerligini de g6z oniine alirsak,
z*(z) + 2"(Az1 + (1 = X)z2) <0

elde ederiz. Buradan, A\z; + (1 — X)22 € S(gx .+)(x) olur.

Sx 2+ (x) kapalhdir: f(-) = o*(x) + 2*(-) siireklidir. f’i bu gekilde tanimlarsak,

Sar,en (@) = [ ((=,0])

oldugundan S« .« (x) kapahdir.(Kapal kiimelerin siirekli fonksiyonlar altindaki ters
goriintiileri kapal oldugundan) O

z* € C*\{0} olsun. dom f # & oldugunu gosterelim: 6 € S(x . (0) # & oldugundan
& = 6 € dom(S(yx .+)) olur. f(x) # Z oldugunu gosterelim: z* € C*\{#} oldugundan
Jz € Z igin z*(z) # 0 olur. Bu durumda ya 2*(z) > 0 ya da z*(z) < 0’dir. 2*(2) > 0
seklindeki z i¢in z ¢ Sgpx .#)(0) olur. Diger durumda da —z # Sz« .x)(6) olur. Diger
z'ler ve z* € C*\0 igin Sy .+)(2), Six %) (0) nin kaydirilmist olacagindan (Onerme
2.12(iv)) bunlar da uzaya esit degildir.

Onerme 2.16. S(ar %) 1 Qf 'de bir fonksiyon olarak C-has olmast i¢in gerekli ve
yeterli bir sart z* € C*\(—C*) olmasidur.

Kanit. Onerme 2.15’den S(ax 2y, Qi’de deger alan bir fonksiyon oldugundan z* € C*
olacag agiktir. S(,« .+ € QF oldugundan,

cl co(Sx 2y (x) + C) < S(px %) ()
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olur. Dolayisiyla z* € C*’dur.
(=): S(z# .#), C-has ve z* ¢ C*\(—C*) olsun. O halde z* € C* n (—C*) olur. Buradan,
Sr %) (x) = S(gx 24y (x) = C
olur. Buradan da her z icin,
(S(a#,z0) (@) = CN\S(ax,2%) (2) = I
olur. Bu ise C-has olmasi ile celigir.
(<) 2% € C*\(—=C*) olsun. O halde dc € C &yle ki z*(—c) > 0 olur. Dolaysiyla
(

—c € Sgx.x(0) — C olur. z*(—c) > 0 oldugundan —c ¢ Spx .+)(0)'dir. Yani
—CE€E (S(I*,Z*)(Q) = C)\S(I*,Z*)(Q) # (& olur. ]
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3. KUME DEGERLI FONKSIYONLARIN AFIiN MINORANTLARI

Konveks analizin klasik bir baglangic noktasi, bir has kapali fonksiyonun afin minorant-
larinin noktasal supremumu oldugunu kanitlamaktir. (Ornek icin [14] teki Onerme-3.1%e
bakilabilir.) Temel ara¢, X x R’de fonksiyonun epigrafi ile epigrafin digindaki uygun
bir noktaya gii¢lii bir ayirma teoremi uygulanmasidir. (Sekil 3.1’de gosterilmigtir.)

Sekil 3.1: Bir nokta ile bir kiimenin dogrusal bir x* fonksiyonuyla ayrilmasinin geomet-
rik gosterimi

Bu duruma uyum saglayan bu yaklagimda, son béliimde tanimlanan S« .+ fonksiyo-
nunu kullanacagiz. Eger bir z* € X* ve z* € Z*\{0} olmak iizere,

Vo e X icin S .+)(2) + 2 <¢ f(x)
ise bir & +— S(gx .y (x) + 2 seklinde tanimlanan fonksiyon (<¢’ye goére), f'nin bir afin

minorantidir. z* = 6 durumu c¢ikarilmigtir. Ciinkii has olmayan minorantlar ortaya
cikar. Temel sonuglar agsagidaki gibidir.

Teorem 3.1. Bir f : X — (P&, <) fonksiyonu i¢in asagidaki ézellikler denktir:
i) f, C-has afin minorantlarinin noktasal supremumudur.

i) f, X’den QL ’ye kapali konvekstir ve C-has fonksiyondur ya da f = Z ya da
f=odir.

Yukaridaki ifadede C-has yerine has yazildiginda da denklik gegerlidir.
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Kanat. Her iki durumda da afin fonksiyonlarin bir bos ailesinin supremumu Z sabit
fonksiyonuyla aymidir. Eger afin fonksiyonlar:1 ailesi bostan farkli ise noktasal supre-
mumu kapali konvekstir. Ciinkii epigrafi, afin fonksiyonlarin kapali konveks epigraflari-
nin kesigimidir. Bu durumda f # Z ve afin minorantlarin biri C-has ise supremumdur
va da ¢f’dir. Bu ise (7) = (i7)’yi ispatlar.

Her bir (zg, 20) ¢ graf f noktasi i¢in, graf f < graf g ve (xo,20) ¢ graf g olacak

sekilde bir C-has (ama has degil) g afin minorantinin var oldugunu gosterelim. graf f
kapali ve konveks oldugu i¢in

V(z,z) e graf f:aj(x) + 25(2) < a < xj(xo) + 25 (20) (3.1)
olacak gekilde zf € X*, 23 € Z*, o € R elde ederek {(z, 29)}’dan graf f’yi ayirabiliriz

(konveks kiimelerin ayrilmasindan) Bu yiizden domf # & ve f, OL’ye doniistiigi i¢in
z* € C* olur. (Onerme 2.15'den)

[k olarak fnin C-has ve z& € C*\(—C*) (2.15°den) oldugunu varsayalim. Bu durumda
25 (2) = « olacak gekilde Z € Z vardir. (3.1)’den

Vee X : f(z) € 2+ Six .5 (2)
ifadesine denk olarak
V(z,2) e graf f:ai(z) +25(2—2) <0

olur. Diger yandan (3.1)'de {(zo, 20)}'m # — g(z) : Z + Sz .x) () afin fonksiyonunun
grafiginin eleman1 olmadigini gosterir.

zy € C* n (—C*) olsun. (3.1)’den her (x,z) € graf f i¢in
V(z,z) e graf f:aj(x)+ 25(2) <xi(xo) + 25 (20) — B (3.2)
olacak sekilde 5 > 0 sayis1 vardir.

x1 € domf, zy € f(x1) ve z1 — ¢ ¢ f(x1) olacak sekilde (z1,21) € X* x Z* ve c € C
alalim. f, C-has oldugundan bu miimkiindiir. Yine bir ayirma araci ile

V(z,z) e graf [:a7(z) +2((2) < v < 2y(@) + 27 (21 = ¢ (3:3)
olacak sekilde (x7,2f) € X* x Z*, v € R vardir. Buradan z{ € C*\(—C*) elde ederiz.

Gergekten, diger durumda z{(c) = 0 olurdu ve (3.3)'de (z,2) = (z1,21) € graf f
segebilirdik. Bu ise (3.3) ile bir geligki verirdi.

s > maks {o, %(7 — x¥(zg) — zi‘(%))}

segelim ve (3.2)’yi s ile garpalim, sonuca (3.3)’ii ekleyelim. Buradan s’nin tanimi ile
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birlikte
V(z,2)egraf f : (2F + sxf)(z) + (2F + s28)(2)

< v+ s(xf(zo) + 25 (20) — B)
< (af + szf)(x) + (2] + s28)(2)

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla zf, 25, a’yr swrasiyla xf + sxf, 27 + szg,
v+ s(xd(xo) + 25 (20) — B) ifadeleriyle yer degistirerek (3.1) elde edilir. zf + szf €
C*\(—C*) oldugu igin istenilen sonug énceki boliimde oldugu gibi elde edilir.

Ikinci olarak kabul edelim ki f has olsun ancak C'—has olmasin. C'—has durumuna
benzer gekilde f’nin bir afin minorantim z* € C*\{6} ile elde ederiz. Burada z* = 0
durumu; z; € dom f ve z; ¢ f(x1) olacak sekildeki (z1,2;) elemanina ikinci ayirma
teoremi uygulandiginda ¢ikarilabilir. Geriye kalan kanitlanmasi gereken ifade bu du-
rumda, zj (veya z§ + szi), C* n (—C*)'m elemanidir. Gergekten z5 € C* n (—C*)
oldugunu kabul edelim. Onerme 2.11’den f, C'—has olmadigindan her z € dom f icin
f(z)—C < f(z) elde ederiz. z(c) < 0 olacak sekilde ¢ € C alalim ve bir € dom f’yi,
z € f(x)’1 sabitleyelim. (3.1)'den

Vi > 0 igin z§(z) + 25 (2 — te) < z§(zo) + 25 (20)

esitsizligi ortaya cikar. Bu kesinlikle miimkiin degilidir. Sonug olarak f’ni her afin mi-
noranti igin z} € C* n (—C*) olur.

O

Uyar1 3.2. Bir f fonksiyonu Teorem 3.1°deki sartlar saglyorsa QF 'ye bir dontigim-
diir.

Uyar1 3.3. F': X — Z u {+w0} bir en biyik elemanla genigletilen Z 'ye bir fonksiyon
olsun. F(xo) € Z olacak sekilde bir xo € X varsa, F fonksiyonu has fonksiyondur. F' has
ise her x € X igin f(z) = F(x) ®C (Sekil 3.2°de gosterilmistir.) seklinde tanimlanan
[ X — O fonksiyonunun (F(x) = +o0 ise f(x) = & olmak tzere) has olmast igin
gerekl ve yeterli bir sart cl C' # Z olmasidir. Bununla birlikte f 'nin C-has olmast i¢in
gerekli ve yeterli bir sart cl C’nin lineer alt uzay olmamasidir.

34



flx)=Fr)eC

Sekil 3.2: f(x) = F(x) @ C’nin geometrik gosterimi

Her x € X, her z € f(z) i¢in F(z) <¢ z olur. z— F(x) € C oldugundan graf f = epi F
olur. Ek olarak F’yi kiime degerli disiintirsek File f’nin afin minorantlars aynadar.

Sonug 3.4. f: X — (9L, D) konveks olsun. Bu durumda,
i) cl f konvekstir ve Q% ye bir doniisimdir.
i) h: X — (QL, D), her x € X igin h(z) 2 f(x) olacak gekilde kapalr konveks ise
h(x) 2 (cl f)(x)
olur.
iii) Her x € X igin (cl f)(x) # Z (veya (cl f)(x)— C\(cl f)(z) # &) olmast i¢in gerek

ve yeterli bir sart,

S@x 4y (x) + 22 (cl f)(z)
olacak sekilde bir (x*,2*) € X* x C*\{0} (veya (z*,z*) € X* x C*\(—=C*)) ve bir

z € Z’nin var olmasidar.

i) (cl f)(xo) = Z (veya (cl f(xo) — C < (cl f)(x0))) olacak sekilde bir xo € X wvarsa
her x € dom cl f = dom f i¢in (cl f)(z) = Z (veya (cl f)(z) — C < (cl f)(x)) olur.

Kanat.

i) Konveks kiimelerin kapaniglar1 da konveks oldugundan

c(graf f) = graf(cl f)

konvekstir.
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ii) graf f < graf h ve graf h kapah oldugundan
clgraf f) = graf(cl f) < graf h
olur.
iii) ¢l f has ise Teorem 3.1’den sonug elde edilir. ¢l f has degil ise z* = 0, z* € C*\{6}
ve z = 0 i¢in ¢l f = J olacagindan bir minorant iiretir. Tersini (ii)’de A1 afin minorant

olarak secersek elde ederiz.

iv) Onerme 2.11’dan aciktr. O
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4. LEGENDRE-FENCHEL ESLENIKLERI

4.1 Tamimlar ve Ikili Eslenik Teoremleri

¥ e X* 22 e C*\{0}vez € Z,f : X — P(Z) fonksiyonunun bir afin minorantini
<¢'ye gore iiretsin. Yani her x € X icin,

5(1*72*)«(}) +2z2 f(SU)
olsun. Bu durumda,

U [f(2) + Siax o (—2)] € 2 + H(z")

zeX

dir. Bu kapsamin her iki tarafinin da yar1 uzay olduguna, 6zel olarak konveks oldu-
guna dikkat ediniz. Sol tarafi kapali olmayabilir. Bu kapsami reel sayilarda inceleyelim:
Z =R, C=Ri,p: X > Ru{tow} ve z* = —1ise H(z*) = Ry olur. Yukaridaki
kapsam f(z) = ¢(z) + C’ye uygulanirsa,

Sex—n(—z) = {z:2%(—x) -2 <0}
{z:—z*(z) < 2z}
= [-a*(x),»)

= —o*(x) + Ry

ve

U (cp(x) + R, —a*(z) + R+) cz+Ry = in)f((go(x) —2*(z)) + Ry < 2+ Ry
zeX T€
= Voe X igin z < o(x) — 2*(2)
= Voe X igin p(z) = z + 2*(2)

oldugundan her x € X icin

o) —x*(r) =22, ze R
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ifadesine denk olur.

Sonug olarak, ¢’'nin 2*(z) + z seklinde afin minorant1 varsa —p*(z*) : in)f((go(a:) —x*(x))
xe
bir reel say1 veya +oo’dur.

Tanim 4.1. f: X — P(Z) bir fonksiyon olsun.

(a2 = (| [F@) + Saeon(-2)]) (4.1)

reX

seklinde tanimlanan —f* : X* x C*\{8} — P(Z) fonksiyonu f’nin eslenigi (konveks
eslenigi) olarak isimlendirilir.

() = g [—f* (2%, 2%) + S(px ) (2)] (4.2)

(z*,2%)e X * x C*\{0}

seklinde tanimlanan f** : X — P(Z) fonksiyonu f’nin ikinci eglenigi (konveks
tkinci eglenigi) olarak isimlendirilir.

Uyar1 4.1. (4.1) denkleminde — f*in eksi isareti, semboliin bir parcasy olarak goriil-
melidir. f+C ve —f*in gorinti uzaylar, (P&) ayna oldugundan f* yerine — f* i tercih
ediyoruz.

[+ X = P(Z) ve z* € C*\{6} i¢in ¢f.+ : X — R U {00} fonksiyonunu, her z € X
icin

wrx(x) = inf (—2%(2)) (4.3)

zef(x)

seklinde tanimlayalim.
2* +— g+ (z) eslemesini yapan fonksiyon, f’nin degerlerinin genigletilmis reel degerli
destek fonksiyonunun negatifidir([63|, s 79). Makalenin devaminda ana fikir z’e bagimh
oldugundan yukaridaki gosterim kullanilacaktir.
¢¢.+ 1 klasik Fenchel-Legendre (konveks) eslenigi

Pre@”) i= (prae)™(27) = sup {27(x) = @p v ()}

olur(Ornek icin [63], s 75’e bakabilirsiniz). Ve bu

Pra(e®) = sup  {a"(x) + 2%(2)} = ogray f(27, 27) (4.4)
zeX, zef(x)

esitligini saglar.

sup (2%, 2%)(x,2) = sup  {a¥(z) +27(2)}
zeX, zef(x) zeX, zef(x)

dir. Burada 04,45 f: X* x Z* — R U {£00} fonksiyonu f kiime degerli fonksiyonunun
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grafiginin destek fonksiyonudur.
Asagidaki sonug 044y 5 ile —f*'1 iligkilendirir.

Lemma 4.2. f: X — P(Z) ve z* € X*, z* € C*\{0} i¢in
—fH(a*, ") ={z e Z:2"(2) < 0gray f(z",2")} (4.5)

olur ve her x € X icin

@)= () 1eZ:a7 @) 4 () < Oy ST (46)
(z*,2%)e X * xC*\{0}

saglanar.
Kanat. Oncelikle

{z€Z:2%(2) < ¢}.x(2")} S | [f(&) + Siaw n)(— )]

reX
olur. Gergekten 2%(2) < @} _«(2%) ise z*(z) < x*(z) + 2¥(2') olacak sekilde (z,2') €
graf f vardir ((4.4) denkleminden yazdik). 2’ € f(x) ve z — 2/ € Sgx .+)(—x) oldugun-

dan iddia gecerlidir.
Ikinci olarak

U [f(@) + Siaxom(—2)] = {2 € Z: 2*(2) < @} x(2")}

reX

olur. Gergekten z € dom f, 2’ € f(x) ve 2" € Sppx %) (—x) aldigimizda

—pfx(x) = sup 2%(2)

2ef ()
oldugundan
7(2) < —pra(x)
() < ppa(a)
olur ve Siyx .#)(x) tanimindan
r*(—z) + 2*(2)

elde ederiz. Sonug olarak z = 2’ + 2” i¢in
olur.
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z € f*(x) ve x* € X* z* € C*\{0} olsun. Bun durumda z; € —f*(a*,2*) ve 25 €
S(a*,-+)(x) vardir &yle ki z = 2 + 25 olur((4.2) denkleminden).

(4.5) denkleminden 2*(z1) < 0Ogay f(2%,2%) olur ve Sps.+)'in  tanimindan
x*(x) + 2*(29) < 0 olur. Bu iki ifadeyi taraf tarafa toplarsak;

z*(x) + 2*(z1) + 2%(22)
z*(z) + 2*(2)

olur. Tersine, son iligki z* € X* ve z* € C*\{#} i¢in saglansin. Bu durumda
x*(x) + 2*(29) < 0 olacak sekilde 2z, € Z vardir. Sonug olarak

o (@) + 25(2 = 2) < Ograg (27, 27)

olur. Bu da egitlik (4.6)’da 2 kapsamini gosterir ve lemmanin kanitini bitirir. O

z e —f*(x*, z*) olmasi igin gerekli ve yeterli bir kogulun

sup {a*(0) = int (-3 () | = e < =7

zeX wef(x)

olduguna dikkat ediniz. Bu ifade [1, 2|’de bulunabilecek 6zel bir durum igin verilen
eslenik tanimidir.

Onerme 4.3. f: X — P(Z) bir fonksiyon olsun. Bu durumda

i) —f*: X*x C*\{0} — QL olur. Bununla birlikte — f*(x*, 2*) bir z € Z i¢in z+ H(z*)
seklindedir veya {Z, &} kiimesinin bir elemanadir.

i) f**: X — OL kapaly konvekstir.

Kanat.
i) (4.5) esitliginden —f*(z*, 2*) € QL olur.
ii) f**(x) e QL, (4.6) esitliginin bir sonucudur. Yine (3.6) esitliginden graf f**,
v {2 € 2507 (a) + 2(2) < Oypag 4107, )

seklindeki fonksiyonlarin kapali konveks grafiklerinin kesigimi oldugundan sonug elde
edilir. O

Uyar1 4.4. f: X — P(Z) bir fonksiyon olsun. Her x € X ig¢in
f(x) = g(x) = (cl co f)(x)
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sartin saglayan her g : X — P(Z) fonksiyonunun — f*’a egit bir eslenigi vardur. Ozel
olarak g = cl co [ segersek —f* = —(cl co f)* olur. Gergekten, graf f’nin destek
fonksiyonu cl co(graf f)’in destek fonksiyonuna esittir. Lemma 4.2’den sonug elde
edilir.

Uyar1 4.5. C*in bir B* tabani varsa(bu durumda sivri(pointed)) ve C*\(—C*) =
C*\{0} olmalidur. ([29]da Lemma-1.1.14’e bakilabilir.)

¥ tanwmanda C*\{0} yerine B* kullanmak daha uygun olur. [20]'de; Teorem-2.1.15
ve Teorem-2.2.12°ye bakilabilir. Bu durumda

2 (z) = N [~ £ (2%, 2%) + S(px ) (7)]

(z*,2%)e X * x B*

olur.

{S@r o) a* € X*, 2" € C*\[0}} = {Sus ) : 2* € X*,2* € B}

oldugundan bu saglanwr. Cinki her t > 0 icin,
S(z*,%z*) == S(tz*,z*)

olur.

Young-Fenchel esitsizligi dogrudan tanimdan elde edilir.
Onerme 4.6. Her x € X, z* € X* ve 2* € C*\{0} igin,
—[*(x*,2") 2 f(x) @ Sgx 24)(—2) (4.7)

Sax ) () ® —f* (2, 2%) 2 [ (x) (4.8)

saglanar.

Kanst. Tanim 4.1°den kolaylikla cikar.

Sx 0y (@) @ —f*(2*, 2*)

cl (S(x*7z*)(l’) + —f*(SL’*, Z*))

2 Spxx () + —f*(2%, 2%)

- N (S(x*,z*)(:c) + —f*(z*, z*))
(z*,2*)eX* x B*

> f*(x)

olur. Yani sonug olarak,
Star 20 (x) @ —f* (2%, 2%) 2 [ (2)

elde ederiz. 0
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f1, fo: X — P(Z) fonksiyonlarinin noktasal siralamasini,

fi<c foreVere X fi(z) <c fa(x)

olarak,
—fE, = [ X* x C*{0} — QL fonksiyonlarinin noktasal siralamasini,

—fi<—f3: e V(@) e X* x O\{0} : —fi (2", 2") 2 = f5(a*, 2%)
< V(x* 2*) e X* x C*\{0} : —ff(a*, 2%) <o —fo(z*, z*%)

A

seklinde verilir. Burada <¢ siralamasi, yansimali ve gecismelidir, < ise kismi siralama-
dir. Dolayisiyla agsagidaki iligkiyi elde ederiz.

Onerme 4.7. f, fi, fo : X — P(Z) olsun. Bu durumda,
i) fi <c foise — fi <[5,
i) —fr < —f5 ise fi* <o —f5*,
iii) —f* = —(c f)* = =(cl co [)",
w) f** <cclco f=<ce f<cf,

v) —(f*)* = —f*, dur.

Kanat. (i) ve (ii) Tamim 4.1’in dogrudan sonuglaridir. (4.1) esitligini kullanarak her
z € X ve her (2%, z*) € X* x C*\{0} i¢in,

fi <o [
filz) <c¢ folz)
Jo(z) + Sax (=) S fi(®) + Sx ) (—2) + C
dU (fo(z) + S(I*J*)(—:c)) c dlU (@) + Ser.e(—z) + C)

zeX zeX
—fa(x*,2*) < —ff@* ")+ C
—fi(x*, )+ C < —fix* )+ C+C
—fix* )+ C < —ff(z*, )+ C
—fy@*,2*) = —fi(@*,2")
fox f

dir.
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ii) Her (x* 2*) € X* x C*\{6} igin,

-5 = =i
—f3(a*,2") = —ff(a",27)
—[3(x*,2%) + Sex () = —fi (2", 2%) + Sex o) ()
(—f;(l’*, z ) + S(x* 2%) SL’)) < (—fl*( * ) + S(x* 2% (ZL’))
(z*,2%)e X * xC*\{0} (z*,2%)e X * xC*\{0}
;H(x) = fi%(2)
;Hx) = M)+ C
1** <c 2**
i) oa(z*) = sup x*(a) = sup z*(a) = sup x*(a) ve 04 = 0¢ co A
aceA ag cl A a€ co A
oldugundan,
Ograf f(x*a Z*) = Ograf(cl f)(x*a Z*)

Ograf(cl co f) (.’L'*, Z*)

elde ederiz. Lemma 4.2'deki (4.5) ifadesini diizenlersek,

—f*(z*,z*) = {z€Z:2*(z

) S grag 7(2%, %)}
= {zeZ:2%(2) <o
)

Ograf(cl f)( *)}
= —(c f)*(=*,2)
= {2€Z:2°(2) < 0graf(el co p)(7*,2%)}

= —(cl co f)*(z",27)

iv) (iii) ve Tanim 4.1’den,

flx)cd f(x) < clco f(z)

oldugundan,

olur.
f(z) <c [*(z) < f(z) + C < [*(z)

oldugunu gostermek istiyoruz. Lemma 4.2’deki (4.5)’den,

f(x) = (1 {zeZ:a%(@) + 2% (2) < Ograg 4(2*,2%)}

(z*,2%)e X * x C*\{0}
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dir. Bir (z*, 2*) € X* x C*\{#} icin Z € f(z), c € C olmak iizere,

x*(x) + 2*(2+¢) z*(x) + 2*(2) + z*(c) (lineerlikten ayirabiliriz.)
sup  {a*(z) + 2*(2)}
(z,2)egraf f

Tgraf (2%, 2")

NN

N

elde ederiz.
Z+ce f**(x) ve f(z) + C < f**(z) olur.

fx) 2 fla)+C
clco f**(x) 2 (clco f)(x)+C
f*(x) 2 (cco f)(z)+C

olur.(f(x) c ¢l f(x) < cl co f(x) oldugundan)

v) (iv)’den f** <¢ f oldugunu biliyoruz. (i)’de f; yerine f** ve f; yerine f yazdigimizda
—(f*)* < —f* elde ederiz. (4.1) ifadesinde f yerine f** yazalim. (4.2) ifadesini de
yerine yazalim. x* — u* ve z* — w* iken

—f ) = dlY

{ [—f*(a:*, Z*) + S(x*7z*)<$)] + S(u*vw*)(—l’)}
zeX | (z*,2%)eX*xC*\{0}

c cl LGJX {—f*(u*,w*) + S(u*,w*)(x) + S(u*,w*)(_:p)}
c ¢l L_g( {—f*(u*, w*) + H(w*)}

olur. Simdi
S(u*ﬂﬂ*)(l‘) + S(u*vw*)(—l‘) = H(w*)

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in z € H(w*) alalm.w*(z) < 0veu* € X* ve
r € X igin u*(x) = —u*(—=x) olur. Kabul edelim ki u*(z) > 0 olsun. Bu durumda
u*(—x) < 0 olur. Buradan

u(x) + u*(—z) + w*(2) <0
z1, 29 € 4 ve z1 + zo = z olmak tizere,

u*(z) + u*(—x) + w*(z1) + w*(z2) <0

olur. Dolayisiyla,
z € S(u*ﬂv*)(l‘) + S(u*ﬂv*)(—l‘)

Z € zZ1+ 29
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olur. Buradan,

s we) = d U {=f*(u*,w) + H(w)}

reX

= o (—f*(u*,w*) + H(w*))

_ —f*(u*, ,w*)
elde ederiz. Dolayisiyla
—f*(u*,w*) < o (= f*(u*, w*) + H(w"))

dir. Simdi de
—f*(u*,w*) 2c (—f*(u*, w*) + H(w"))

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in z € — f*(u*, w*) ve Z € H(w*) alahm. ((4.5)’den)

Tgras (U*, W)

w*(2) + w*(2) < Ograg(u, w")
w*(z+2) < 0ograg(ut,w*
oldugundan z + z € — f*(u*, w*) olur. O

Teorem 4.8. Bir [ : X — O has fonksiyonunun kapaly ve konveks olmasi igin gerekli
ve yeterli bir sart her x € X i¢in f**(x) = f(x) olmasidir. Dahasi, f, C-has ise,

Vee X : f*(x) = ﬂ [—f* (2", 2%) + S ) (2) ]

(%, 2%)eX * x OF\ (—C*)

f has ancak C-has degil ise,

Vee X : f*(z) = N [—F*(2*, 2%) + S(ex o) (7)]

(z*,2%)eX* x (C*¥n(—C*))\{0}

olur.

Kanit. Once f has kapali konveks olsun. Ayrica f'nin her afin minorant: f**mn da
bir afin minorantidir. Gergekten z* € X* 2* € C*\{0}, 2z € Z olsun 6yle ki her
'€ X : f(2') € 24 Sgax .+ (2') olur. Her iki tarafa Sy« .+)(2') ekleyip 2’ € X iizerinden
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birlesimini alalim ve tekrar her iki tarafa S« .« (x) ekleyelim.

IN

z+ H(z*) (Tanim 4.1’den)

N

f(l‘/) < z+ S(x*,z*)(l‘/)
f(SL’/) + S(x* Z*)(-I,) c z+ S(x*7z*)(l’/) + S(JC*,Z*)<—I,)
f(@') + Sx 0 (—2") = z+ H(2%)
U (f(2) + S5 (2))) < /UX (z+ H(z%))
)
)

z+ H(z*%)
Her z € X igin,

—f*(SL’*, Z*) + S($*7z*)(SL’) c z+ {‘[(2*) + S(m*7z*)(l’2

~—

S(z*,z*)(x)
= z+4 S(x*z*)(x)

olur. Burada her iki tarafin z* € X*, 2* € C*\{#} iizerinden kesigimini alalim.

(—f*(x*, 2*) + S(m*,z*)(ﬂf)) c N ({z} + S($*7Z*)(x))
sFEXHE, 2FeCH\(0) sFEX®, FeC*\(0)
[ (x) = f()
[ (x) = fl(o)

(Teorem 3.1’den afin minorantlarin kesisimi f(z)’e esit oldugundan)

Sonug 3.4’den f’'nin has afin minorantlarinin kiimesi bogtan farklidir ve Teorem 3.1’den
boyle minorantlari noktasal supremumu f’tir. Onerme 4.7 (iv)’den f(z) € f**(z) olur.
Sonug olarak f**(x) = f(x) olur. Tersine Onerme 4.3 (ii)’den f** kapali konvekstir.
Geriye kalan formiiller Teorem 3.1’in sonuclaridir. Bu da ispati tamamlar. U

Uyar1 4.9. f kapali konveks ise f'nin has fonksiyon olmasi i¢in gerekli ve yeterli bir
sart her (z*,2*) € X*x C*\{0} i¢in — f*(z*, 2*) # & olmasi ve — f*(xf, z&) # Z olacak
sekilde bir (zf, z5) € X* x C*\{0} ikilisinin var olmasidur.

Kamit. (=):f kapali konveks ve has olsun. En az bir tane (z*, z*) € X* x C*\{6} i¢in
—f*(z*, 2*) = & oldugunu kabul edelim. Teorem 4.8’den f**(z) = & olur. Bu da f’nin
has fonksiyon olmasi ile celisir.

f, kapali konveks ve has olsun. Her (zf,z5) € X* x C*\{0} icin —f*(a5,25) = Z
oldugunu kabul edelim. Teorem 4.8’den,

[*(x) = N [—f(x*, 2*) + 5(1*72*)(‘%)]

(z*,2%)e X * x C*\{0}
= 7

olur. Bu da yine f’nin has fonksiyon olmasi ile celisir.
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(«): Her (2, 2*) € X*xC*\{0} icin — f(2*, 2*) # & ve en az bir (z§, 25) € X*xC*\{6}
icin —f*(xf, 28) # Z olsun.

(4.2) ifadesinden Yz € X igin f**(z) # ¢ ve
f**(x) # Z olur.

Her z € X igin f(x) # 0 olsun.

—f*(z*,2*) = L;( [—f (@) + S o) (—2)]
- o
olur.
—f*(SL’*,Z*) =g=4dre X : f(i’) #
olur. Dolayisiyla,
—f*x*, ) =F < Tedom f# T

olur. Her x € X igin,

[, — e < [—f(x*,z*)—i—S(x*,z*)(a:)])
(x%,2%)eX* x C*\ {8}

c 7

Onerme 4.7'nin (iv).maddesinden f(7) < f**(#) < Z'dir. Bu durumda f has fonksi-
yondur. O

Teorem 4.10. f : X — (P&, 2) bir fonksiyon ve dom f # & olsun. O halde,

i) cl co f has fonksiyon ise, f** =cl co f;
cl co [ has fonksiyon degil ise f** = Z olur.

ii) f konveks ve bir xo € X i¢in f(xg) = (cl f)(xg) # & ise f**(xo) = f(xo) olur. Ek
olarak f(xo) # Z ise cl f has ve f** = cl f olur. Bu durumda cl f; (f(xo)—C)\f(x0) #
& ise C-has olur ve (f(xg) — C)\f(xo) = & ise has ama C-has degildir.

Kanat. i) Uyan 4.4’den —f* = (¢l co f)* oldugundan,

) = N [ /(%) + S 2 (2)]

(2%, 2%)e X * x C%\ {0}

= N [—(cl co f)*(z) + S(x*,z*)(x)]

(z%,2%)eX * x C*\ {0}

= cl co f**(x)

olur. Bu durumda f** = ¢l co f** olur.
cl co f kapali konveks oldugundan, has oldugu durumda Teorem 4.8’i uygularsak,

cleo f=(clcof)™=f**
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olur.
h := cl co f has olmasin. O halde zy € X vardir 6yle ki h(zy) = Z olsun. Dolayisiyla
Uyar 4.4%e gore, her z* € X*, 2z* € C*\{0} icin,

—fr(a*,2) = —(clco f)*(a¥, 27)
= —h*(x* 2*) (h = cl co f oldugundan)
= Z
elde ederiz.
f*(x) = N [—F* (2%, 2%) + Sgx ooy (—2) |
(z*,2%)e X * x C*\{0}
= 7

olur.

ii)cl f has degil ise 3z¢ € dom(cl f) dyle ki cl f(xg) = Z olur. Onerme 2.11°den
f, dom(cl f) iizerinde Z degerine sahiptir. Yani, her z € dom(cl f) igin ¢l f(x) = Z olur.
Ozellikle f(x) = cl f(z) # & ise x € dom(cl f) olacagindan f(x) = (cl f)(z) = Z'dir.
i)’den f** = Z oldugundan f**(z¢) = f(z9) = Z olur.

cl f has ise Teorem 4.8’i kullanarak

f(@) = (el f)(x) = (c [)™(z) = [*(z)

elde ederiz.
f(zo) = (cl f)(mo) # Z ise cl f, Onerme 2.11°dan has fonksiyondur. Dolayisiyla Teorem
4.8'den ¢l f = f** olur. O

Z =R, C =Ry, f(x)=¢(x)+ R, olarak alindiginda ¢ : X — R u {+w0} fonksi-
yonlarina uygun sonuclar kolaylikla kegfedilebilir ([63], s 78’e bakilabilir). Bu béliimde,
genigletilmis reel degerli fonksiyonlar icin verilen Fenchel-Moreou Teoremi’ni kullana-
rak Teorem 4.81 farkli bir yolla kanitlayacagiz. f : X — (QL, 2) bir fonksiyon olsun.
O halde her bir f(z) fonksiyon degeri, bu degeri iceren Z’deki kapal yar1 uzaylarin
kesisimidir. Bu((4.3)’e bakilabilir.)

Vee X : f(x) = ﬂ {zeZ:—2"(2) = @j.+(x)} (4.9)
2+eC*\ (0}

anlamina gelir.

Diger yandan, f konveks ise ¢y .+, 2’e gore konveks bir fonksiyondur ve f hasise ¢y .«
has olacak sekilde bir z* € C*\{#} vardir. f'nin kapali olmasi ¢y .+ kapali olmasini
gerektirmez. Ancak kapali konveks has bir f icin,

Vee X : f(x) = ﬂ {zeZ:—=2%(2) = clys .+ (x)}

2*eC*\{6}
clq;f’z* has
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oldugunu géstermek miimkiindiir. clyy .« has oldugunda cloy .« = @37 olur. Yukari-

daki kesigimde clpy .« yerine ¢, yazarsak (4.2) ifadesinde tanimlanan f**(x)’i bulu-

ruz. (Teorem 3.1'in ispatindaki) X x Z ¢arpim uzayindaki ayirma yerine X x R’deki
bir ayirma kavrami (clgy .«’a skaler ikili eslenik teoreminin uygulaniginin ispati igin)
ve (4.9) ifadesini gostermek icin Z’deki bagka bir ayirma kullanilmigtir. Burada ve-
rilen kanit S+ .+) siirekli lineer fonksiyonellerinin yerine kullanildigindan daha kolay
goriilebilir.(Ornek olarak — f*'in taniminda)

4.2 Ornekler

Ornek 4.1. (Karakteristik Fonksiyon) M < X olsun. QL. dejerli Ty, karakteristik
fonksiyonunun (Ornek 2.8) eslenigi,

—qui(a*,2%) i= —=(Ta)* (2%, 2%) = cl | ] Sarom (—2)

zeM

olur. Tanwm 5’deki (4.1) ifadesinde [ yerine Ty yazarsak,

—Ty(x*, 2%) = clU [Zar (2", 2%) 4 S(o oy (— ) ]

reX

elde ederiz. x ¢ M icin,

IM(SL’) + S(x*z*)(—x) = g+ S(I*,Z*)(—I)
- o

olacagindan birlesimden bu x’leri ¢ikarabiliriz. Bu durumda birlesimi X yerine M iize-
rinden alabiliriz. x € M oldugunda ise

IM(I*,Z*) + S(x*,z*)(—l‘) = c C+ S(x*7z*)(—:L‘)
= S($*7z*)(—x)

olur. Buradan,

—(Za)*(x*, 2%) = cl U S(ax 20y (—)

xeM

elde edilir.

cecl C, z€ Sux % (—x), V2* e C*\{6} icin

2*(c) <0
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¥ (—x) +2%(2) <0

ifadelerini taraf tarafa toplarsak, z*’1n dogrusalligindan,
z*(—z)+ 2" (2 +¢) <0

olur. Bu durumda ¢ + z € Sgy# .#)(—x) dir.

Skaler durumda x — supz*(—z) = in]\fﬁ*(—x) doniigiimiine esit olacagindan —q,
TeEM x€
fonksiyonuna M < X’in kiime degerli negatif destek fonksiyonu denir.

M = K < X, negatif dual konisi K* olan bir dual koni ise,

H(z*) :—a*e K*
:Z' * {L‘*,Z* —
(i)™ ) { Z —x*¢ K*
olur. Gergekten de —x* € K™ ise 0gpqr 7, (2, 2%) = 0 ve —a* ¢ K™ ise 0 a5 7, (¢*, 2%) =
+00 olur. Yukarida ki esitlik, Lemma 4.2'deki (4.5) ifadesinin bir sonucudur.

Ornek 4.2. (Siirekli Lineer Operatir)
F : X — Z bir siirekli lineer operator ve F* . Z* — X* F'nin adjoint operatiori
olsun. f(x) = {F,}®C ile tamml f : X — QL fonksiyonunun eglenigi ile ilgilenecegiz.

Ograf f(2*,2%) = sup (2™ + F*2*) ()
xeX

oldugu durumda Lemma 4.2deki (4.5) ifadesinden z* € X* z* e C*\{0} i¢in
F*2* = —a* oldugu durumda,

—f*(x*,2*) = {ze€Z:2%(2) < 2;1);{)(:10* + F*2*)(x)}
= {zeZ:2%(2) < 2;1);{)(:16* —z*)(x)}

0}

N

= {ze€Z:2%(2)
= H(z%)

F*z* £ —a* oldugu durumda,

—f*(x*2*) = {zeZ:2%(2) < ig?(x* + F*z*)(x)}

= {z€Z:2%2z) < 4w}
= 7

olur. Yani her x* € X*, z* € C*\{0} i¢in,
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olur.

Ornek 4.3. (Konlineer Fonksiyonlar)

e X* 2p € C*\{G} alalim. f(x) = S .5 () ile tanumi f X QL. fonksiyonunun
e;;lemgmz bulalim. z* € C*\{0} alalim. z* ¢ ]R+{zo*} ise (2%, zy ' bir pozitif katy degil
ise), z*(2') > 0 ve 25 (2') < 0 olacak sekilde z' € Z vardur. Bumdan,

Tgras j(L*,2%) = sup {a*(2) + 27 (2)}

(z,2)egraf S(xg’zg)

> sup{z*(z) + t2*(2)}

t>0

elde ederiz. Dolaypiswyla (4.5) ifadesinde —f*(z*,2*) = Z olur. Benzer sekilde
v* ¢ Ry {a3) ise,

H(zy) : birs>0 igin 2* = sz, o* = s}

Z . diger durumlarda
olur.

Son iki 6rnekte goriildiigii gibi; (Onerme 2.14’den) X iizerinde % gibi bir siirekli lineer
doniigiim alirsak bunun eslenigi {z{} kiimesinin karakteristik fonksiyonudur.

4.3 Sublineer Fonksiyonlar ve Vektorel Normlar

Genigletilmis reel degerli, has kapali sublineer fonksiyonlar, dual uzayin bogtan farkh
zayif altkiimelerinin destek fonksiyonlaridir. Kiime degerli fonksiyonlar i¢in buradan
benzer bir sonug ¢ikaracagiz. p : X — QL sublineer olsun ve

M, = {(2%,2%) € X* x C*\[0} : Y2 € X, S(uoon () 2 pla))

ile tanimlansin.

Onerme 4.11. p : X — QL has kapali ve sublineer olsun. O halde (z*,z*) € X* x
C*\{0}, = e X igin,

—p*(z*,2%) = —In, (2%, 2%) ve p(x) = ﬂ S+ ()

(z*,2*)eM,

olur. Burada
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dir.

Kanat. (z*,2*) € M, alahm. Her x € X icin S+ .+)(x) 2 p(z)'de x = 0 alirsak,

Stx.)(x) 2 p(0)

{zeZ:2*(0) + 2*(2) <0} 2 p(0)
{reZ:2"(z) <0} 2 p(0)

H(z*) =2 p(0)

O halde p(0) < H(z*) olur. Bunu, —p*’1in ve M, nin tanimlarimi kullanarak
H(z*) 2 —p*(z*,2%) 2 H(2")

sonucuna agagidaki sekilde ulagabiliriz:

—p*(z*,2*) = d < U (p(z) + S(x*7z*)(—x))>

reX

c < U (Sgex 25 (x) + S(z*,z*)(_x)))

reX

- a(yne)

zeX

—p*(x*,2%) = H(2")

ve x = 0 iken (p(0) € H(z*) ve Siyx . (0) = H(z*) oldugundan)

—p*(z*,2*) = d < U (p(0) + S(x*,z*)(O))>

reX

> ¢ < U H(z*))

zeX
_p*(x*a Z*) = H(Z*)

oldugundan
olur. Dolayisiyla,

dir.
(x*,2%) ¢ M, ise Z € S(ux .+ (Z) olacak sekilde (z,2) € graf p vardir. Yani 2*(z) +
2*(z) > 0 olur. p sublineer oldugundan, graf p konveks bir konidir. Yani

Ograf f(2*,2%) = sup{a™(tz) + 2*(t2)} = +0
t>0

elde ederiz. Dolayiisiyla (4.5) ifadesinden —p*(z*,2*) = Z’dir. —p* icin formiil
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agagidadir:

p(z) = pla)
— N [N+ S (@)]
(@ 2F)eX* x O%\ {0} ’
= (1 Seren(@)
(z*,2%*)eM)p

= sup  Sgpx .y ()

(z*,2%*)eM)p

elde edilir. Bu da 6nermenin ispatini tamamlar. O

Skaler durum; z — (] S+ .+)(z) fonksiyonlarmm bir M < X* x C*\{6} kiimesini
(z*,z%)eM
destek fonksiyonu oldugunu diistinmemizi saglar:

/

A1 A2
sup(Ay, Ag) = A1 N A ve oax(x") = sup z*(x)
zeA

oldugundan M kiimesinin bir destek fonksiyonudur. Yani

om(x) = sup  Spx.x)(x) = ﬂ S(a* 2 ()

(z*,2%)eM (z%,2%)eM

dir. Bagka bir 6zel kiime degerli fonksiyonlar simfi Kantorovich'in [32]’sinde([29]’a ba-
kilabilir.) tanimlanan vektorel normlardan meydana gelebilir.

Tanim 4.2. [28, 29/ X ve Z reel lineer uzaylar ve C, Z’de bir konveks koni olsun.
Buna gore ||.|| : X — C vektirel normu her x, y € X ve her A € R i¢in asagidaki
kosullar saglanar:

a) ||z|| = 0 gerekli ve yeterli bir sart x = 6 olmasidur.
b) [[Az]l = Al - |||

¢) llz+yll <c llzll + [yl
Y = R ve Cy = Ry oldugunda ||.|| bir normdur. (a) kogulu saglanmazsa seminormdur.

|.|| : X — C vektorel bir norm ve n : X — QL’ye n(z) := {||z||} ® C ile tanimh bir
sublineer fonksiyon olsun.

[[2* ][ = sup{®(z) : 2*(||z]]) = =1}
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oldugunda

x*,z

it (2, %) = H(z") o fla*]ls <1 ve 2([l]]) = 0= 2*(z) = 0
A : diger durumlarda

oldugunu iddia ediyoruz. Iddiay1 ispatlamak icin éncelikle Onerme 4.11 ve n fonksiyo-
nunun ozelliklerine dikkat edelim.

M, = {(z*,2%) e X* x C*\{0} : Vo e X, 2" (x) + 2" (||z||) <0}
oldugunu gosterelim. Onerme 4.11’den

M, = {(a*,2") e X* x C*\{0} : Vo € X, Sz .+)(x) 2 n(x)}
dir. Yani,

M, = {(z*,2") e X* x C*\{0} : Vo € X, Sz .+)(x) 2 {||z||} & C}

olur. 0 € C oldugundan ||z|| € S(z* .+)(x) olur. Dolayisiyla

M, < {(z*,2%) e X* x C*\{0} : Vo € X, 2" (x) + 2*(||z||) <0}
olur. Simdi

{(z*,2") e X* x C*"\{0} : Vo e X, 2" () + 2*(||z]|) < 0} = M,

oldugunu gosterelim.

ze {2} @ C < S o4 (@)

ve
dece Cigin z = ||z|]| + ¢

olur. Buradan

w* () + 2 ([lx] + ¢)

N

a*(x) + 2*(|=]]) + 27(¢)

a*(x) + 2% (||=[])
0

NN

olur. Boylece ikinci kapsamin da saglandigr goriiliir.

(z*, 2*) € M,, alahm. Bu durumda

¥ (x) + 2*(||z]) <0 (4.10)
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ifadesi
@) <1 = supler(e) : 2 (lo]) = —1} < 1
= Jalle <1
saglar.
M, ’de z’in uzaydan secimi serbesttir. z*(||z||) < 0 olacak sekilde bir z i¢in 2*(z) < 0

olsun. Bu durumda —z € X olacaktir. z*(||—z||) = 0 olacagindan z*(—z) > 0 olur. Bu
da bir ¢eligkidir. Bu yiizden z*(||z||) = 0 oldugunda z*(z) = 0’dir.

2*(|z]]) =0 icin (z*,2*) € M,, olur.
Z*(|z]]) <0 ve IA € [0, 0] olsun.
2*(||Az]|) = =1 olur.

w*(Ar) < Az <1 = —=2*([[Az]])
Az * ()
S S
= hap S 1

olur. Dolayisiyla (4.10) ifadesinden (z*, 2*) € M, olur. Bu durumda

“(a*, 2) H(z*) : (z*z*)e M,
—n*(x*,2") =
Z :diger durumlarda

olur.

Uyar1 4.12. z* — ||a*|.« fonksiyonu z* € C*\{0} i¢in X* idzerinde bir seminorm-
dur. Bu seminorm X tzerinde x — —z*(||z||) seminormunun dualidir. Bu durumda
yukaridaki iddia Banach uzayinin bir genellestirmesidir. Sonu¢ olarak normun Fenchel
eslenigi, dual birim yuvarn karakteristik fonksiyonudur. {||.||.» : z* € C*\{0}} semi-
norm ailesinin trettigi topoloji baska bir calisma konusudur.

Ayrik yerel konveks bir uzayin topolojisi ([33]'de bahsedilen) uygun bir gorinti uzayina
sahip bir tek vektorel norm ile tretilebilir. Belli bir mantikta bir vektérel normun kiime
degerli esleniginin, dual uzaydaki birim yuvarlarin bir ailesinin karakteristik fonksiyon-
larinan bir sinife olmase sasirtict degildir.

4.4 Eglenikler i¢in Analiz

Bu béliimde eglenikler i¢in baz 6zellikler incelenecektir.

A) Y bagka bir yerel konveks uzay olsun. F': X — Y lineer homeomorfizma, r > 0
bir reel say1, yo € Y olsun. g : Y — OL bir fonksiyon ve f: X — QF olmak iizere
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re X igin f(x)

1

secgersek,
—f*(x*, 2*) = d U[
zeX
= c [
zeX
= rc
- (o (G

—F

—f*a*, ) =7 (—g* (7,

olur. Gergekten Tamim 4.1'de (4.1) ifadesinde y = F, + yo ve z = F~!

= rg(Fx + yp) ile tanimh bir fonksiyon olsun. Bu durumda

1
*SL’*,

Z*)) + S(I*’Z*)(F_lyo)

(¥ — vo)

Tg(FJ: + yO) + S(x*,z*)(_Fil(y - yO)]
Tg(y) + S(a&*,z*)(_Fil(y)) + S(a&*,z*)(_FilyO)]

¢ |:g<y) + S(%F_lz*,z*)(_y) + S(z*,z*)(F_lyO)]

Z*)) + S(x*,z*)(F_lyo)

olur. Bu da bize istenilen sonucu verir. Yukarida 2. satirdan 3. satira gecis

r*(F~ —y) = k
<" Fl-y> =k
< (FYaa* —y> = k
(P () =k

ve
ZiE %S(I*VZ*)(—F*ly)

ile gosterilir.

L

)

rz € S(x* Z*)(—F Ly
90*( )

B) (zf,28) € X* x C*\{6} olsun. f: X — QL ve g: X — QF olmak iizere

fz) =

( )®S(:v0z0 ( )

olarak tamimlansin. Bu durumda z* € X*, z* € C*\{6} icin

¥,z

— (", 2"

olur. Gercekten s > 0 oyleki z*

S(J:(")‘,sz*) (l‘)

—g* (:1:* — %xa", z(’f)
Z

{z:af(x )+sz (z)
{z: jxf(2) +

%x(’)",z*) (.T)

S

1 _x%

e
ds > 0 igin 2* = <z

diger durumlarda

= 12% olsun.
S

<0
<0
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olur. §imdi her s > 0 igin 2* # Lz ise Z = Sz .#)() + S(zx 2+)(—) oldugunu
gosterelim. z1 € Sy #) (%) ve 29 € S .x)(—) olmak iizere

2o (x) + 25(21) < 0= z5(21) < —x5(2)
¥ (—x) + 2%(29) < 0= 2"(22) < 2™(x)

ifadelerini taraf tarafa toplarsak

25(21) + 2%(22) < —xf(x) + a*(x)
(2% — zg)(z)
—

—+m

olur. Bu ifade 2z, 29 € Z i¢in saglanir. z* ile 2§ arasinda bir iligki yoksa z* ile xj
arasinda da bir iligki yoktur. O yiizden z* ile z§’da farklh deger alan bir z € X
vardir. Bu nedenle sag taraftaki degeri istenildigi kadar biiyiitebiliriz.

S

oldugunu gosterelim. Bunun igin 21 € S(1,x .+ () Ve 22 € S(zx .%)(—x) olsun.

1
;xé(x) + 2%(z1) <0

ot (@) + 2"(20) <0

ifadelerini taraf tarafa toplarsak

1
(—azf’)‘ — az*) () +2%(21 + 22) <0

S

elde ederiz. Bu ise

oldugunu gosterir.

S(%xé‘,z*)(x) + S(x*7z*)(—l’) 2 S(:B*flx* Z*)(—l’)

5700

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 2 € S(x*ilxahz*)(.r) olsun. Yani

s

(x* - éxo) (z) + 2*() < 0
1

x¥(x) — ga:f;(a:) + 2%(2) <0

olur. En az bir z; vardir 6yle ki 21 € Sy# .#)(—x) ve 2*(z1) = 2*(z) olsun.
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7 =2 — 21 olur.. 23 € S(1,x .« () oldugunu gdsterelim.

(@) + (=) = Srpe) + 27 () - 2 (=)
- L) - (@) + (2
= (Lzf —2*) (z) + 2*(2)
< 0

olur. Yani 23 € S1,5_px .x)(x)'dir. Dolayisiyla, z = (22 + 21) € Siage .4 (2) +

%o
S(@* 2+ (—) olur.
x* =] + x5 ise

S(z’f,z*)('r) + S(a&é‘,z*)('r) = S(z’l"+x;",z*)<x)

esitliginin saglanip saglanmadigini gosterelim. Bunun icin 2z; € S($T7z*)(:€) ve 29 €
St 2% () alalm.

i (x) + 2%(z1) + x5(x) + 2*(22) < O
(xf +23)(x) +2* (21 4+ 22) < O

olur. Dolayisiyla,
(21 + 22) € Sa# a2 (T)
elde ederiz.

2 € S(u# 143 2%)(x) olsun. Buradan,

(2] +25)(x) +2%(2) <0

olur. 2*(21) = —a*(z) olacak gekilde z1 € Sz .#)(¥) ve zo = 21 — 2 olarak alahm.
Buradan
o5(x) + 2%(z) = ai(x) +2%(2) — 2*(x)
= a3(x) + 2%(2) + 27 (2)
= (@ +25)(x) + 27(2)

<0

olur. O halde,
S(x;",z*)(x) + S($;‘,z*)(x) = S(x;"+x;",z*)(x)
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elde ederiz. Sonug olarak,

e, 2) = AU [9(2) + Sip apy () + Sie o (—2) |

rzeX

= AU [9(&) + Strp aet) (@) + Siorony(~)]
zeX

= AU L9(r) + S(tg.n(¢) + Seron ()]
xe N J

S(x*_%’z*)(x)

= dl [g(x) + S(l“**%yz*)(x)]

reX
_ * * 1,.% %
= —g" (a* — 128, 2Y)

olur. Bir s > 0 i¢in z* = 1z¥ olmasi i¢in gerekli ve yeterli bir sart H(z3) = H(z*)
olmasidir. Dolayisiyla,

z € H(z*%)

o090

dir.

C) fi, f2: X — P& fonksiyonlarinn infimal sarmali olan f; o fo : X — QX fonksi-
yonu

(fis fo)(x) = cl co U [f1(z1) + falz2)]

r1t+To=I

ile tamimlanir. Buradan f; ve f, konveks ise tanimdaki konveks ortii eklemesi
cikarilabilir.

Lemma 4.13. f1, fo: X — P& ise —(f10 fo)* = —fF @ —fF olur.
Kanit. x* e X*, z* € C*\{#} olmak iizere ((4.1) ifadesini kullanalim)

—(fre fo)*(a*,2%) = U [(fio fo)(x) + Sx o) (—2)]

zeX

= dlJ lcl co J  (filzr) + fa(ze)) + S(m*vz*)(—x)]

reX Tr1+xro=2

(Uyar1 4.4’den)
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= [ U (fl(xl)+f2($2))+5(x*¢*)(_$)]

zeX |Lxi1+z2=x

= d U U [filz1) + fowz) + Sron)(—21 — 22)]

r1€X xo€X

(Onerme 2.13’den)
= ¢l U U [fl(l’l) + S(I*,Z*)(—xl) + fQ(xQ) + S(I*,Z*)<_.T2)]

:B1€X :BQEX

= cl U [fl(xl) + S(x*7z*)(—:c1)] + cl U [fg(l’g) + S(x*7z*)(—:c2)]

r1eX ro€X
= U [filz1) + S 5)(—2)]® U [fo(22) + Sr ox)(—22)]
r1eX r2€X
- fe-f
olur. (fi o f2)’den 2.esitlik dogrudur. z — | J (fi(z1) + f2(x2)) fonksiyonunda ayni
T1+To=
eslenigi kullandik. O

D) Y (A maddesindeki gibi) bagka bir yerel konveks uzay olsun. g : Y — P& bir
kiime degerli fonksiyon ve F' : Y — X bir siirekli lineer operator olsun.

(Fg)(z) = inf{g(y): Fy=a} =clco | ] glv) (4.11)

{yeY:Fy=x}

ile g konveks oldugunda konveks olan bir Fig : X — O, fonksiyonu tanimlanabi-
lir. Konvekslik durumunda, tanimdan konveks ortii cikarilabilir.

Lemma 4.14. g: Y — P& ise her (z*,2*) € X* x C*\{0} i¢in
—(Fg)*(z%,2%) = —g*(F"a", 2%)
olur.

Kanat. (4.1) ifadesinde f yerine Fg yazarsak;

—(Fg)*(z*,2*) = | [(Fg)(x) + S(I*,Z*)(—x)]

zeX

= c Y |clcolJg(y) + Sex .4 (—Fy)

rzeX yeyY

= clcol [g(y) + S(F*x*,z*)(_y)]

yeyY

_ —g*(F*SL’*, Z*)
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5. KONVEKS RISK OLCULERININ DUAL TEMSILI

Bundan sonraki boliimde (€2, F, P) olasilik uzay1 olsun.

1<p<wve Jﬂx(w)HPdP <o
)

olacak sekildeki tim x : ©Q — R? P-dlciilebilir fonksiyonlarinin lineer uzayini
LY = LE(Q, F, P) ile,

ess sup||z(w)|| < o (ess supl|z| :=inf{M € R : P(||z|| > M) = 0})

weN

olacak sekildeki tiim z : Q — RY P-6lgiilebilir fonksiyonlarinin uzayi LY = LF (9, F, P)
ile gosterelim. Burada ||.||, R?de belirli bir normdur. Her iki durumda da fonksiyon-
larin esitligi, P Olciisii sifir olan kiimeler {izerinde farkli olmasi, kiimelerin egitligini
etkilemeyecek gekilde kabul edilir. Boylece L), 1 < p < 0 i¢in yansimali bir Banach
uzay1 olur. LP = L¥ ise bir x € L eleman i¢in bilegenleri 1, ..., z4 olan bir vektordiir.
1 sembolii P-hemen hemen kesin degeri 1 olan L!’deki rassal degigkeni simgeler.

Bir x € L} eleman: bir yatirimin gelecekteki rastgele bir geri 6demesi olarak anlagi-
lir. Amac; referans araclar1 bakimindan riski 6lemektir. Ornek olarak; referans araclar:
arasinda gecis maliyetlerinin varligi durumunda d farkli para birimindeki yatirim verile-
bilir. Risk 6l¢iimii P(R¢)’de deger alan bir fonksiyon aracihigiyla yapilacaktir. Finansal
altyapt hakkinda daha fazla bilgi i¢in [30]’a bakilabilir. K < R?, RY < K’y1 kapsayan
bir kapali konveks polihedral koni olsun. K konisi, piyasalar arasindaki oransal an-
lagmazliklart modeller ve Rﬁlr’deki pozisyonlara(gegis maliyetlerini 6deyerek) transfer
edilebilen referans vektorlerini icerir. K konisi bir dogruyu kapsiyorsa d farkl piyasada
aralarinda gegig ficreti olmayan en az iki tane arag vardir. Eger K = R? ise araglar
arasinda degisiklik miimkiin degildir.

1 <p<oigin,
HNK)={ocel: PlweQ:z(w)e K}) =1} (5.1)

kiimesi L%’de bir kapali konveks konidir. LI(R?) yerine (LF), yazacagz.

Mc R4 1<m<digin M = R™ x {0}9™ ile tanimli R%nin lineer alt uzay1 olsun.
M, bir yatirimemin veya bir diizenleyicinin baglangigta(genelligi kaybetmeksizin) m

referans araglarini giivenlik yatirimlar veya risk bedeli kabul eder. (|22, 30]’a bakilabi-
lir.) Ky = K n M kiimesi M’de bir kapal konveks polihedral konidir. int K, M’deki
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Kjr'nin igidir. R? € K oldugundan R™ x {0}~™ < K, dolaysiyla int Ky # & olur.
Tanim 5.1. ¢ : L) — Qf, = Q% (M) fonksiyonu asaqrdaki kosullar: saghyorsa

riskin kiime degerly bir dl¢iist adini alir:

(R0) Normallegtirilme:

Ky < 0(0) ve 0(0) n —int Ky = &,

(R1) M ’deki kaydirilabilme (ilk m para birimindeki nakit degismezligi):

Vee LhVze M : o(x + 21) = o(x) — 2, (5.2)

(R2) LY(K) monotonluk:

2? — 2t e IH(K) ile o(x*) 2 o(z").

Eger o, (R0),(R1) ve (R2)’yi saglyorsa ve konveks ise bir(kiime degerli) konveks
risk Olc¢tist denir.
Eger o, (R0), (R1) ve (R2)’yi saghyorsa ve sublineer ise bir(kime degerli) tutarlh
risk olgtist denir.

o: L — O risk dlgisiniin kabul kimesi
Ay ={reIl:0€ o)} = (r e I Koy < ofe)}

olarak tanimlanar.

(R0)’daki ilk kosul (0,0) € graf o olmasina denktir. Bunun anlami hi¢birsey yapma-
mamnn bir bedelini olmamasidir. Yani sifur portfolyodur. (R1), L = {(1,1)z € L}, x M :
z € M} kimesinin LY nin bir sonlu boyutlu (dolayisiyla kapali) alt uzay olmak fizere
(R1), graf o+ L = graf o olmasina denktir. (R2), graf o+ (L5(K) x {0}) = graf o
olmasina denktir.

Risk ol¢iilerinin nakit degismezligi teorisinde, risk dl¢isiinin Fenchel egitligini de dik-
kate alacak sekilde dual gosterimini bulmak onemlidir. Bunun i¢in bir ka¢ sembole daha
ihtiyag duyuldu. P—olasilik élgiisiine gére x € LY rastgele dejiskeninin Re—dejerli bek-
lentisini E|z] ile gisterecegiz. E|x], x’in bilesenlerinin beklentilerinin vektoridir. Bu-
nun yamnda K*+M* ifadesinin M 'ye ortogonal R nin alt uzayr olan M+ = {0}4=™ ye
sahip olan RY deki Ky 'nin dual koni(polihedral oldugu icin kapal) olduguna dikkat ede-
lim. Ayrica M ’deki Ky 'nin dual konisi olan

Ki ={ueM: herze Ky iginu’ z <0}

olmasina istiyoruz. p € [1,00] igin % + é = 1 esitligini saglasin. p =1 i¢in ¢ = o0 veya
p =00 i¢in g = 1 olur.
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Onerme 5.1. o : L} — QY bir risk dlgiisii ve u € Ki,\{0} olsun. O halde

(5.3)

o (y, ) — —qa,(y,u) : ye Li(K*), ue (Bly]+ M*) n Ki\{6}
’ M . diger durumlarda

olur. Burada
_QAg<y7u) == (IAQ) (yau)

olacak §ekilde(0mek 4.1°deki gibi) o’'nun A, kabul kiimesinin kime degerli negatif des-
tek fonksiyonudur.

Kanzt.
—0*(y,u) 2 d L); (o(x) + Sy (1))
2 d U Syw(—2)
z€A,

olur. Dolayisiyla her y € L% ve u e R? icin,
—0" (Y, u) 2 —qa,(y, u)

olur.(Ornek 4.1’den)

y ¢ LO(K)* = LY(K*) ise E[zTy] > 0 olacak sekilde z € LE(K) vardir. LI(K) < A,
oldugunu gozlemleyerek ve t > 0 icin

Sty (—17) = {z € M : E[~tz"y] + u"z < 0}

kiimesini kullanarak, F[—tzTy] = —t F[z7y] < 0 oldugundan her u ve z i¢in E[—tzTy]’yi
yeterince kiiciiltebiliriz. Bu nedenle

—4a,(y,u) 2 U Sy ()

zeLl(K)

2 Sy (—tz)

t>0

= M
elde ederiz. Dolayisiyla y ¢ L?(K*) oldugundan

_Q*(yau) = _QAg<y7u) =M
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olur. Simdi u ¢ E[y] + M+ oldugunu kabul edelim ve v € M alalim. Bu durumda

Sty (—z —vl) {ze M : E[(—z —v1)Ty] + uT2 < 0}

[
= {ze M : E[-2Ty] — E[y]Tv +u"z <0}
= {2e M: E[-2Ty] < —uTz + E[y]"v}
= {zeM: E[-2"y] < —u"(z —v+v) + E[y]"v}
= {zeM: E[-2Ty] < —uT(z —v) —uTv + E[y]"v}
= {zeM:E[-2"y| < —ul(z —v)+ (Ely] — U)TU}
= {z—veM: E[-2Ty] < —u"(z —v) + (Ely] —u)" v} +v

— {ze M E[-aTy] < —uT(2) + (Bly] - w) o} + 0
olur. Her z € M i¢in E[y] —u ¢ M* oldugundan
El-zTy] < —uT2 4+ (Ely] —u)" v
olacak sekilde v € M bulabiliriz. Dolayisiyla

U S(y,u)(—l’ — U]l) =M

veM

olur. Yani,

—o*(u)=c ) (olw,01) + Sgyu(—z —v1)) = M

mELg, veM
dir. Geriye y € LY(K*) ve u € E[y] + M* igin

—0"(y,u) S —qa,(y,u)

oldugunu gostermek kalir. Gergekten z € p(z) alirsak (R1) ile z + 21 € A, ve

cd U Syw(—2) = —qa,(y,u)
z€A,
S(y,U)(_x —vl)
= S(y,U)(_l’) + 2

elde ederiz. Yani u € E[y] + M+ oldugundan E[y] — u € Mt olur. z € M alirsak
(Ely] —u)T - 2 = 0 olur. Bu durumda,

Swuw(—z—21) = {zeM:E[-a"y] < —u"z}+ 2
= Spu(—7) +2
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elde ederiz. Dolayisiyla her = € L igin
o(x) + Sy (—2) S —qa,(y, u)

c | J (o(x) + Sy (—2)) < —qa,(y, u)

zeLl

sonucunu elde ederiz. O

Bilegenleri P’ye gore kesin siirekli olan tiim vektor olasilik Olciilerinin kiimesini
MP ;= MP4(Q, F) ile gosterelim. Yani Q; : Q — [0,1], i=1,...,d i¢in 99 ¢ L} ko-

dP
sulunu saglayan (2, F) iizerinde bir olasilik 6lgiisii olur. Q vektor olasilik dl¢iisiine gore

x € Lf'nin vektorel beklentisini

E°[z] = (E9[x], ..., E9[z])T

ile gosterecegiz. Ayrica Kt = —K* notasyonunu kullanacagz.

Sonug 5.2. ¢ : L — QY bir has kapals (p = w0 ise o(LY, L})-kapali) konveks risk
Gleiisii ise (Q,v) € M1d X K*\Ml icin

—a(9,v) = (—a(Q,v) ®G(v)) n M

yi saglayan —o: M{ y x KT\M* — Qf vardur.

, d
={(Q,v) € /\/lld x K\M* : diag(v )d]QD

a(K7)}
kiimesi tzerinde —a(Q,v), M 'ye esit degildir. (M # —a(Q,v)) Bu durumda her x € LY

1¢cin,
= (] {~a(Qv)+ (E9[-2] + G(v)) n M} (5.4)

(Qv)ew

yazlabilir. Bk olarak —a yerine —amin(Q,v) = cl | |J E92'] + G(v) | n M yazdigr-
z'eA,

mazda (5.4) ifadesini saglayan her bir —a fonksiyonu, her (Q,v) € W i¢in —a(Q,v) <
—min(Q, v) saglanar.

Kanit. Onerme 5.1 ve Teorem 4.8’den

0™ (x) = N nd ( u) Sy ()

yeL(K*),

o(z) we(Ely]+ MY K%\ (0} qu(yvu)
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olur. Yani,

o(z) = N [—aa,(y, ) + Sty (2)] (5.5)

yeLI(K*),
ue(E[y]+ ML) nKF\{0}

elde ederiz.

ye LI(K*) ve v = E[—y] € K* alalm. Burada K* = {y € R? : Vk € K, kTy < 0}
oldugundan y € LI(K*), Yw € Q i¢in y(w) € K* olur. Dolayisiyla E[y] € K* ise
E[—y] € K™’dir. Bu durumda y,

—Yi = Uigia 1= 27 ad

seklinde ifade edilebilir. Burada g € (L), ve E[g] = (1,...,1)T € R"dir. Bu v; > 0 ise
Ui = —vliyi ve Ely;] = 0 ise E[g;] = 1 segerek g; € (L%); olugturulabilir. y fonksiyonu
Qe Mfd olacal sekilde i = 1,...,d, Q' € F icin

seklinde F iizerinde bir O vektor olasilik dl¢iisiinii iiretir. Bu durumda

—y = dz’ag(v)fl—% e LY(K™) ve E[z"y] = v E°[—x]

olur. u € —v 4+ M* oldugundan v ¢ M* elde ederiz. Ciinkii diger durumlarda v € M~
olur ki bu, u e K3,\{0} < M\{6} olacagindan miimkiin degildir. Ustelik u = —v — w1
olacak sekilde wu,,. € M* vardir. Dolayisiyla,

Sww(®) = {ze M: E[z"y] +u"z <0}
= {ze M :vTE—z] -T2 <0}
= {ze M :v" (2 — E9[—z]) = 0}
= ({z— E9[-z] e M :v"(z — E9[—z]) = 0} + E°[-z]) n M
= ({z:0Tz =0+ E9[—2]) n M

<
>

= H(v) +E9[—x] |[n M
——
G(v)
= (E9[-2]+Gw)) n M

olur. Dolayisiyla her bir (y,u) € LY(K*) x (E[y] + M*) n K3, \{0} ikilisi
S () = (B9[2] + G(v)) n M

olacak gekilde bir (Q,v) € W elemanu iiretir. (Q, v) ile verilen ifadeleri (5.5) ifadesindeki
S(yw)'nun yerine yazarak (5.4) ifadesini elde ederiz.
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Son egitsizlik —o* ve ¢** = p icin Young-Fenchel egitsizliginden cikar. Esitligin sag
tarafinin —g4,’ya denk oldugu goriilebilir. O

Uyar1 5.3. Skaler durumda bazen dual gosterim icin eslenigi kullanmak ise yaramaya-
bilir. Bu durumda ceza fonksiyonu kullanilabilir. —a fonksiyonu hakkinda bilgi edinmek
icin [17],s 165°e bakabilirsiniz.

Uyar1 5.4. p = © durumunda o’nun, LY dzerindeki zayf topolojiye gire kapali olmast
igin yeterli(ve gerekli) kosullar verilebilir. Bu tir kosullar, kiime degerli durumlarin
genigletilmis reel degerli fonksiyonlar i¢in Fatou ozelliginin genellemeleridir. [22]

Uyar1 5.5. Kiime degerli bir risk dlciistuntin dual gésterimi dual degiskenlerin iki kiime-
sini gerektirir. Bunlardan biri, skaler durumun genellestirilmesinde yatirimeinin ya da
diizenleyicinin P fiziksel él¢iisiine alternatif olarak distinebileceqi vektor olasilik dl¢ii-
lerinin bir kiimesi ve olasi 2 ’larin bilesenleri, yatirimeilarin ilgili pazardaki riske kars:
tutumunu yansitir. Digeri ise bu makalede genel teoriye uygun olarak, gorinti uzayin-
daki bir dual degisken kimesidir. Bunlar i¢ agirlik(veya fiyat) vektorleri olarak diisi-
nilebilir. Bu vektdorin bilesenleri ile ilgili yatirim aracinin riskine karsilik yatirimecinin
ya da dizenleyicinin tutumunu yansitir. diag(v)%2 € LYK ™) bir birlestirme kosuludur:
d—boyutlu bir piyasa tutumu se¢ilir se¢ilmez, referans araglara yonelik tutumu se¢mede
belirli, ancak sinirsiz olmayan bir ozqurlik derecesi vardir. Diger yonde miumkindir:
Piyasa tutumu sec¢ildiyse, birlestirme kosulu, yatirimcinin ilgili piyasalarda riske girme

tutumu i¢in kesin, ancak sinirsiz olmayan bir hareket alany saglar.

Bu nedenle, dual degiskenlerin lineer fonksiyonellerin ikilileri olarak secilmesi sadece
vektor ve kiime degerli konveks fonksiyon icin tatmin edici bir duallik teorisi ortaya
koymaz, ayni zamanda ilgili uygulama ac¢isindan yorumlanabilecek sonuclar ortaya ko-
yar.
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6. SONUC VE ONERILER

Kiime degerli optimizasyon vektor optimizasyona gore yeni ve daha karmagik bir ya-
piya sahip oldugu igin vektor optimizasyona gore kullanilabilecek araglar daha az ve
¢Oziimlerinin bulunmasi daha zordur. Bu amacla vektor optimizasyonda kullanilan pek
cok yontemin kiime degerlilere genislemeleri aragtirilmaktadir. Bu calismada vektor
optimizasyon problemlerinde oldukca fayda saglayan eglenik duallik kavraminin kiime
degerlilere bir geniglemesi ¢aligildi. Bu tez yeni geligmekte olan kiime degerli optimizas-
yonda esleniklik kavrama ile ilgili anlagilir bir Tiirkce kaynak olusturdu. Kiime degerli
optimizasyonun uygulamasi agisindan da ornek bir ¢alismadir. Benzer kiime degerli
optimizasyon problemleri ve ¢oziim yontemleri acisindan yol gostericidir.
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