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ÖZET

Bu yüksek lisans tezinde Hamel'in [23℄ çal�³mas� inelendi. Duallik teorisinin küme

de§erli fonksiyonlar üzerine bir uygulamas� olarak Fenhel e³lenik teorisinden bahse-

dildi. Bir küme de§erli konveks fonksiyonun ne oldu§u ve böyle bir fonksiyonun has

veya kapal� olma ³artlar�n�n neler olabilee§inden bahsedildi. Küme de§erli fonksiyon-

lar için konveks analizin skaler duruma benzer kavramlar�n elde edilmesi, özellikle de

fonksiyonun sürekli a�n minorantlar�n�n noktasal supremumunun bir küme de§erli has

kapal� konveks fonksiyon olmas� durumu ara³t�r�ld�. Bu ³ekilde bir fonksiyonun Fenhel

E³leni§i ve Moreau-Fenhel Teoremine uygunlu§u de§erlendirildi.

Bir öns�ral�, ayr�k yerel konveks uzay�n kuvvet kümesindeki de§erlere sahip olan bir

has kapal� konveks fonksiyonun küme de§erli a�n minorantlar�n�n noktasal supremumu

oldu§u kan�tland�. Küme de§erli fonksiyonlar için yeni bir Legendre-Fenhel kavram�

tan�mland� ve Moreau-Fenhel Teoremi ispatland�. Örnekler ve uygulamalar verildi.

Küme de§erli konveks risk ölçüleri için bir dual temsil teoremi ifade edildi.
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1. G�R��

Bir küme de§erli konveks fonksiyon nedir ve böyle bir fonksiyon ne zaman has(proper)

veya kapal�(losed) olur? Küme de§erli fonksiyonlar için konveks analizin skaler du-

ruma paralelli§i hangi ölçülerde mümkündür? Özellikle bu fonksiyonlar�n sürekli a�n

minorantlar�n�n noktasal supremumu küme de§erli has kapal� konveks fonksiyon olur

mu, böyle bir fonksiyonun Fenhel e³leni§i tan�mlanabilir mi ve Moreau-Fenhel (ikili

e³lenik) teoremi geçerli olur mu?

Bu tezde bu sorulara olumlu evaplarla yeni bir yakla³�m öneren Andreas H. Hamel'in

[21℄ makalesini ineledik.

Cevaplar�; hasl�k gibi kavramlar�n tan�mlar�na (supremum almak gibi i³lemlere), küme

de§erli a�n fonksiyon gibi yap�lara ve en önemlisi kullanaa§�m�z dual de§i³kenlerin kü-

melerine dayand�raa§�z. Teori skaler duruma benzer olarak yap�land�r�ld� (Örnek için

[63℄'e bak�n�z.). Bu tezde bir çok skaler sonuç için küme de§erli benzerleri verileektir.

Referanslara bak�ld�§�nda (örne§in [6, 62℄) görüntü uzay� s�n�rl� varsay�mlar� sa§la-

mazsa sadee vektörel yap�lar kullanarak bunun ba³ar�lamayaa§� aç�kt�r. Bir vektör

fonksiyonu için bu fonksiyonun de§erlerinin her birine s�ralama konisi (veya kapan�³�)

eklenerek küme de§erli yap�l�rsa burada verilen sonuçlar ayn� ³ekilde kullan�labilir.

Dual yap�lar�n (özellikle subdiferansiyenlerde) uzun referans listesi s�ral� bir vektör uza-

y�nda de§erler alan konveks fonksiyonlar için Brekner ve Kolumban [7℄, Ra�n [46℄,

Valadier [58℄, Io�e ve Levin [27℄, Zowe [59℄, [15℄, Brumelle [9℄ ve Borwein [3℄ çal�³mala-

r�yla ba³lar. Rubinov [49℄'da; (`8 ile geni³letilmi³) bir s�ral� vektör uzay�nda de§erler

alan sublineer fonksiyonlar�n aç�k bir tan�m�n�n (sürekli lineer minorantlar� insinden)

verilmesi probleminin hala geçerli oldu§undan bahseder. Bu problem ile [6℄'da yine u§-

ra³�ld�. Bu referans (ayr�a di§erleri aras�nda [15, 60℄'a da bak�labilir.) vektör de§erli

fonksiyonlar için Fenhel e³leni§inin bir tan�m�n� da içerir. Burada supremum, vektör

s�ralamas� anlam�nda dü³ünülür.

Bu referanslar�n tümünde kullan�lan dual de§i³kenler sürekli lineer operatörlerdir. Esas

problem, sadee görüntü uzay� vektör s�ralams�na göre tam s�ral� oldu§u durumlarda

Hahn-Banah-Kantorovieth teoreminin do§ru olmas�d�r. Dolay�s�yla bir Hahn-Banah

tipindeki sonua dayanan dual de§i³kenler gibi sürekli lineer operatörleri kullanan so-

nuçlar temel olarak s�ral� tam görüntü uzaylar�na s�n�rland�r�lm�³t�r, fonksiyonun vektör

veya küme de§erli olmas�n�n önemi yoktur. Örnek olarak Zalinesu'nun [62℄ makalesine

bak�labilir. Bu çal�³mada en küçük üst s�n�r özelli§ine sahip görüntü uzay� varsay�m�

alt�nda vektör de§erli fonksiyonlar üzerinde lineer operatörleri dual de§i³kenler olarak

kullan�p Fenhel e³leni§i için geni³ bir analiz elde edildi.

1



Tam s�ralama olmadan anak hala lineer operatörleri dual de§i³kenler olarak kullanan

sonuçlar� elde etmek zordur ve uzay ile s�ralama konisi üzerinde ç�kar�lan ³art�n yerine

geçen varsay�mlar� gerektirir. Bu yöndeki çal�³malar için [4, 5, 16, 61℄'e bak�labilir.

Destekleyen lineer operatörü olmayan (subdiferansiyellenemeyen) sürekli bir sublineer

operatör örne§i [35℄'de bulunabilir.

Daha uzun ba³ka bir referans listesi (ilkinden ayr� de§il) vektör optimizasyon problem-

leri için duallikle ilgilidir, bunlar�n ço§u Fenhel-Rokafellar tipi duallik sonuu içerir.

Örne§in [10, 40, 41, 44, 53, 56, 57℄. 1998'e kadar referanslar�n ço§unu içeren ara³-

t�rma [54℄'dedir. Bu referanslar�n ortak bir özelli§i bir küme de§erli e³lenik dönü³ümü

olmas�d�r. Bunun sebebi vektör s�ralamas�na göre in�mumun (benzer ³ekilde supre-

mumun) var oldu§u durumunlarda bile kümeden çok uzak olabilmesidir. Dolay�s�yla

vektör optimizasyon problemlerinin optimal durumlar� ço§u durumda minimal (maksi-

mal) olan noktalara tan�ml�d�r ve bu yüzden dual problem (ve e³lenik), esas problemin

ama� ne olursa olsun, küme de§erlidir ([41℄, sf 57). Küme de§erli Legendre-Fenhel

e³leniklerinde supremum yerine; maksimal noktalar�n kullan�ld�§� [41, 50, 57℄ örnekleri,

zay�f maksimal noktalar�n kullan�ld�§� [42, 50℄ örnekleri, (zay�f) supremal noktalar�n

kullan�ld�§� [43, 44, 54, 56℄ örnekleri, hatta daha genel yap�ya sahip "uygulanmayan

(non-submitted) noktalar�" içeren [13℄ örne§i de mevuttur. Tüm durumlarda dual

de§i³kenler sürekli lineer operatörlerdir ve ço§u durumlarda s�ral� koninin içinin bo³

olmad�§� varsay�m� ortakt�r. Üstelik skaler durumda oldu§u gibi, e³leni§i sürekli a�n

minorantlarla geometrik olarak özgün bir ³ekilde ili³kilendiren klasik Moreau-Fenhel

vektör de§erli (veya hatta küme de§erli) durumlara standart bir geni³lemesi yoktur.

Daha tutarl� küme de§erli fonksiyon kavram� için iki geli³me daha vard�r.

Bunlardan biri [1, 2℄ Azimov'un makalelerinde bulunabilir. Azimov, fazladan bir dual

de§i³kene ba§l� skaler fonksiyonlar insinden içi bo³ olmayan s�ralama konisine sahip bir

sonlu boyutlu uzay�n kuvvet kümesinde de§erler alan bir fonksiyonun Legendre-Fenhel

E³leni§inin bir tan�m�n� vermi³tir. Yine Moreau-Fenhel Teoremi sadee subdiferansi-

yelleri içeren ek varsay�mlar alt�nda ifade edilebilir ve "a�n minorant" teoremi yoktur.

Anak bu tezdeki sonuçlarla ili³kili oldu§u görüleektir.

�kinisi, Löhne taraf�ndan yaz�lm�³t�r [36℄, [37℄. Löhne görüntü uzay�n�n kuvvet kü-

mesinin alt kümesi olaak ³ekilde bir tam kafesi ve küme de§erli fonksiyonlar�n bir

Legendre-Fenhel E³lenikleri tan�m� için bu kafes yap�lar�na göre in�mum ve supre-

mumu ilk olarak kulland�. Moreau-Fenhel-Rokafellar tipi duallik teoremi, sonuçla-

r�ndan baz�lar�d�r. Bunlar�n ispatlar� dikkatlie olu³turulmu³ skalerizasyon ve gömme

süreçleri üzerine kuruludur. Lineer ve lineer olmayan vektör optimizasyon problemlerine

bunlar için verilen duallikler üzerine yeni �³�k tutan uygulamalar da vard�r. Bunun için

[24, 25, 39℄ çal�³malar�na da bak�labilir. Özellikle Tanino, Sawaragi, Postolia, Doleki,

Malivert ve di§erlerinin vermi³ oldu§u in�mal/suprimal kümeleri içeren eski kavram-

lar kümelerin belirli bir tam kafeslerinin in�mum ve supremumlar� insinden yeniden

formule edilebilir. Bunun için Löhne'nin Teorisinde özel durumlarda uygun bir ³ekilde

seçilen ek bir temel de§i³ken ortaya ç�kar. [39℄'daki Teorem 5.2'nin ispat�nda görülebilir.

Bu ³u anki tezin teorisine göre temel bir farkl�l�k olu³turur.

Bu tezde dual de§i³kenler tan�m uzay�n�n topolojik dualinin ve görüntü uzay�n�n s�ra-
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lama konisinin dualinin elemanlar�ndan olu³an çiftlerden olu³aakt�r. Bu ³ekildeki her

çift, a�n minorant teoreminde kullan�laak ve e³lenikleri tan�mlay�p yönlendireek ka-

dar sürekli lineer bir fonksiyonelin özelliklerini bulunduran küme de§erli bir dönü³üm

üretir.

Hamel'in yakla³�m�, Löhne'ninkine göre klasik konveks analizin geometrik ruhuna daha

uygundur. Verilen s�ralama konisinin dual konisinin ek dual de§i³ken için tan�m kümesi

olarak ortaya ç�kmas� görüntü uzay�ndaki s�ralamay� olu³turur. E§er görüntü uzay� R

ise esas olarak tek mümkün s�ralama olaa§�ndan ikini bir de§i³kene ihtiyaç olmaz.

Hamel'in önerilerinin ikini özelli§i, vektör uzay�ndaki s�ralamalar�n kuvvet kümelerine

geni³lemelerinin kullan�lmas�d�r. Bu yap�, Kuroiwa, Tanaka ve Truang [34℄ taraf�ndan

optimizasyon problemleri kavram�nda tan�mlanm�³t�r. Anak, önesinde de iyi bilin-

mektedir, örne§in ebirde ve bilgisayar bilimlerinde [8℄ ve ekonomide [31℄, [36℄ ve [37℄'de

oldu§u gibi, bu "küme s�ralamalar�na" küme de§erli fonksiyonlar için uygun görüntü

uzaylar� tan�mlamak ama�yla kullanaa§�z. Burada küme de§erli fonksiyonlar�n vek-

tör s�ralamas�na göre herhangi bir özel varsay�m olmaks�z�n tam kafes oldu§u ortaya

ç�kar�laakt�r. Görüntü uzaylar� vektör uzaylar� taraf�ndan üretilen bir s�ral� yap� olma-

s�n�n yan� s�ra bir ebirsel yap�s� da olaakt�r. Anak tabiki bunlar lineer uzay de§ildir.

Bu ebirsel yap�, "konveks" ve "koni" kelimelerinden esinlenilerek bir konlineer uzay

olarak isimlerdirileektir. Bir (konveks) küme de§erli dönü³üm örnek olarak [3℄'deki

gibi (konveks) bir ili³kiden daha fazla bir kafes s�ral� konlineer uzayda de§erler alan bir

fonksiyon olarak anla³�lmal�d�r.

Üçünü özellik, di§er ço§u yakla³�mdan farkl� olarak ispatlar için skaler teori, bir araç

olarak kullan�lmam�³t�r. Bunun yerine uygun bir çarp�m uzay�ndaki ay�rma, araç olarak

kullan�laakt�r. O kadar ki bu sonuçlar geni³letilmi³ reel de§erli fonksiyonlara uyarlan-

d�§�nda bilinen teoriyi kullanmadan yeniden ortaya koyar. Di§er taraftan bütün teori

küme de§erli fonksiyonlar�n (ve e³leniklerinin) geni³letilmi³ reel de§erli fonksiyonlar�n

bir ailesi ile temsil edildi§i bir formda verilebilir. Bu durumda "skalerizasyon", vektör

optimizasyon problemleri hakk�ndaki ço§u referansta oldu§u gibi (örne§in [28, 41℄) sa-

dee vektör de§erli problemlerin yerini alaak reel de§erli problemleri bulmak de§ildir.

Ayn� zamanda bir küme de§erli teorinin gösterilmesinin ba³ka bir yoludur. Bu çal�³ma

derindeki küme de§erli olma kavram�n� ortaya ç�karma denemesi olarak anla³�labilir.

Bu tez a³a§�daki gibi yap�land�r�ld�. Sonraki bölümde küme s�ralamalar� ve yar� s�ral�

bir lineer uzay�n kuvvet kümesinin baz� alt kümeleri verildi. Bu alt kümeler konveks,

kapal� ve kapal� konveks küme de§erli fonksiyonlar için görüntü uzaylar� olarak kulla-

n�ld�. Hasl�k kavram� küme de§erli fonksiyonlara geni³letildi, has olmayan konveks ve

kapal� konveks fonksiyonlar inelendi. S�ral� konlineer uzaylarla ilgili tan�mlar, temel

gerçekler ve baz� bibliyogra�k uyar�lardan da bahsedildi. Üçünü bölüm a�n küme de-

§erli fonksiyonlar için noktasal supremumu hakk�ndaki temel sonuu, dördünü bölüm

Moreau-Fenhel teoremini ve örneklerini içerir. Son bölümde küme de§erli konveks risk

ölçüleri için teorinin bir uygulamas� olarak bir dual temsil teoremi ifade edildi.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde tezde kullan�laak temel tan�m ve teoremler hat�rlat�laakt�r.

Z en az iki eleman bulunduran bir gerçel lineer uzay, C Ď Z konveks koni (her c P C

ve λ ě 0 için λc P C), θ P C ve tθu ‰ C ‰ Z olsun. C konisi Z üzerinde yans�yan,

geçi³ken bir ba§�nt�y� (ďC),

a ďC b ô b ´ a P C

³eklinde üretir. C s�ralama konisine baz� kitaplarda pozitif noktalar kümesi de de-

nir. A³a§�daki önermede bu ³ekilde bir koni yard�m� ile s�ralaman�n nas�l elde edildi§i

verilmi³tir.

Önerme 2.1. [55℄

a) ďC s�ralama ba§�nt�s� toplama ile uyumludur. (a ďC b ô her d P Z için a`d ďC

b ` d)

b) ďC s�ralama ba§�nt�s�n�n çarpma ile uyumlu olmas� (a ďC b ñ her α ą 0 için

α ¨ a ďC α ¨ b) için gerekli ve yeterli bir ³art C'nin koni olmas�d�r.

) ďC s�ralama ba§�nt�s�n�n yans�yan olmas� için gerekli ve yeterli bir ³art 0 P C

olmas�d�r.

d) ďC s�ralama ba§�nt�s�n�n anti-simetrik olmas� için gerekli ve yeterli bir ³art C'nin

sivri(pointed)olmas�d�r. pC X p´Cq “ tθuq

e) ďC s�ralama ba§�nt�s�n�n geçi³ken olmas� için gerekli ve yeterli bir ³art C'nin

konveks olmas�d�r.

Bir koninin konveks olmas� için gerekli ve yeterli bir ³art C ` C “ C olmas�d�r.

PpZq, Z'nin kuvvet kümesi olmak üzere (baz� kaynaklarda 2Z ile gösterilir.) A, B P
PpZq, t P R için, kümelerin toplama ve skalerle çarpma i³lemleri s�ras�yla,

A ` B :“ ta ` b : a P A, b P Bu

t.A :“ tta : a P Au

³eklinde tan�mlan�r. t P Rztθu için A ` H “ H ` A “ H olur. Ayr�a t ¨ H “ H ve

t “ 0 için 0 ¨ H “ tθu, 0 P R, θ P Z'dir. A, B P PpZq ve z P Z için tzu ` A yerine

k�saa z ` A, p´1q ¨ A yerine k�saa ´A, A ` p´1q ¨ B yerine k�saa A ´ B yazaa§�z.
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Bir kümenin kendisiyle toplam� daima kümenin iki kat�na e³it de§ildir. A³a§�daki örnek

bunu gösterir.

Örnek 2.1. A “ tp1, 0q, p0, 1qu kümesini al�rsak,

2A “ tp2, 0q, p0, 2qu

A ` A “ tp2, 0q, p1, 1q, p0, 2qu

+
2A ‰ A ` A

oldu§unu görürüz.

Not 2.2. A kümesi konveks ise A ` A “ 2A olur.

2 4 6´2

0

´2

2

4

6

A

2A

B

(a) �ki kümenin Minkowski toplam�

1 2 3 4 5 6 7 8 9´1
0

´1

´2

´3

´4

´5

1

2

3

4

5

b

A

2A

b

2b

b

a

2a

(b) A konveks ise A ` A “ 2A olur.

�ekil 2.1: Küme i³lemlerinin geometrisi

Verilen örnekte A kümesi konveks oldu§undan A`A “ 2A olur. �ki kümenin toplam�yla

ilgili örnekler 2.1'de gösterilmi³tir.

Örnek 2.2. R
2
'de A “ t0u ˆ r0, 1q ve B “ p0, 1s ˆ t0u olsun. Buna göre 2A, 2B, 1

2
A,

´1

2
B ve A ` B kümelerini �ekil 2.2 ve �ekil 2.3'de gösterelim.

A

B

(a) A “ t0u ˆ r0, 1q
B “ p0, 1s ˆ t0u

2A

2B

(b) 2A “ t0u ˆ r0, 2q
2B “ p0, 2s ˆ t0u

�ekil 2.2: A,B, 2A, 2B kümelerinin R
2
'de gösterimi
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1

2
A

´1

2
B

(a)

1

2
A “ t0u ˆ r0, 1

2
q

´1

2
B “ p0,´1

2
s ˆ t0u

A+B

(b) A ` B “ p0, 1s ˆ p0, 1s

�ekil 2.3:

1

2
A, ´1

2
B ve A ` B kümelerinin R

2
'de gösterimi

A³a§�daki örnek daha genel iki kümenin Minkowski toplam�na bir örnek olarak veril-

mi³tir.

Örnek 2.3. A ve B iki üçgen olmak üzere B'nin a§�rl�k merkezini A'n�n tüm kö³eleri-

nin üzerine koyarak üç tane üçgen olu³tural�m ve bunlar� �ekil 2.4'deki gibi birle³tirelim.

A

b

b

b

B
b

A ` B

�ekil 2.4: A, B kümeleri ve bu kümelerin toplam�

Z üzerindeki ďC s�ralamas�n�n kümelere geni³lemelerinden iki tanesi a³a§�daki gibi

ifade edilir: [34℄

• A ďC B ô B Ď A ` C alttan küme s�ralamas�, (lower setless order) denk olarak

her b P B için Da P A öyle ki a ďC b ³eklinde de ifade edilebilir.

• A űC B ô A Ď B ´C üstten küme s�ralamas�, (upper setless order) denk olarak

her a P A için Db P B öyle ki a ďC b ³eklinde de ifade edilebilir.

Örnek 2.4. �ekil 2.5'de verilen A ve B kümelerinin, yukar�daki küme s�ralamalar�na

uyup uymad�§�n� geometrik olarak kontrol edelim.
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C

(a) C S�ralama konisi

A

B

(b) A ve B kümeleri

A

B

A ` C

() B Ď A ` C

A

B

B ´ C

(d) A Ę B ´ C

�ekil 2.5: S�ralama ba§�nt�lar�n�n gösterimi

B Ď A ` C oldu§undan A ďC B olur. Anak A Ę B ´ C oldu§undan A ÿC B olur.

Bu iki s�ralama aras�nda

A ďC B ô ´B űC ´A

³eklinde bir ili³kinin oldu§u kolaya görülebilir.

Gerçekten, A ďC B olsun. Bu durumda,

B Ď A ` C ñ B ` C Ď A ` C ` Cloomoon
C

ñ B ` C Ď A ` C

ñ ´B ´ C Ď ´A ´ C

ñ ´B Ď ´A ´ C

ñ ´B űC ´A

olur.

C konveks koni olsun. Bu durumda a, b P C ve α P r0, 1s için αa ` p1 ´ αq P C olur.

α “ 1

2
olsun. Buna göre

1

2
a `

1

2
b P C ñ a ` b P C ñ C ` C Ă C,

c P C ve 0 P C ñ c “ c ` 0 P C ` C ñ C Ă C ` C

oldu§undan C ` C “ C'dir.
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A,B P PpZq için alttan küme s�ralamas�na göre bir denklik ba§�nt�s� a³a§�daki ³ekilde

verilebilir:

A „ B ô A ďC B ^ B ďC A

ô B Ď A ` C ^ A Ď B ` C

ô B ` C Ď A ` C ` Cloomoon
C

^A ` C Ď B ` C ` Cloomoon
C

ô B ` C Ď A ` C ^ A ` C Ď B ` C

ô A ` C “ B ` C

Pa
CpZq :“ tA P PpZq : A “ A`Cu ³eklinde tan�mlad�§�m�zda (�ekil 2.6) bu aile yuka-

r�daki denkli§e göre elde edilen denklik s�n��ar�ndan birer tane temsili bulundurur. Bu

aile üzerinde alttan küme s�ralamas� ile kapsam s�ralamas� denktir. Yani A, B P Pa
CpZq

olmak üzere A ďC B için gerekli ve yeterli bir ³art B Ď A olmas�d�r. Çünkü,

A ďC B ô B Ď A ` C

ô B Ď A

d�r.

C
A

A ` C

�ekil 2.6: A ` C “ B P Pa
CpZq

Pa
CpZq uzay�nda 0.A “ C ³eklinde tan�mlarsak,

• A Ď A ñ A ďC A (yans�ma),

• A Ď B pB ďC Aq ve B Ď D pD ďC Aq ñ A Ď D pD ďC Aq (geçi³me),

• A Ď B pB ďC Aq ve B Ď A pA ďC Bq ñ A “ B (ters simetri)

özellikleri sa§land�§�ndan ďC , P
a
CpZq üzerinde bir k�smi s�ralama ba§�nt�s� tan�mlar.

Bu bölümde tezin geri kalan�nda s�kça kullanaa§�m�z fonksiyonlar�n konveksli§i kav-

ram�n� hat�rlayal�m. Gerçel de§erli ve de§i³kenli fonksiyonlar�n konveksli§i, bir konveks

kümeden bir koni ile s�ral� vektör uzaylar�nda de§er alan fonksiyonun konvekli§ini ha-

t�rlad�ktan sonra bunlar�n küme s�ralamas�na göre verilen bir geni³lemesini (�ekil 2.7)

ineleyelim:
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Tan�m 2.1. f : R Ñ R bir fonksiyon olsun.

• Her x, y P R ve α P r0, 1s için

fpαx ` p1 ´ αqyq ď pěqαfpxq ` p1 ´ αqfpyq

³art� sa§lan�yorsa f 'ye konveks(konkav) fonksiyon,

• epif :“ tpx, yq : y ě fpxqu kümesine f 'nin epigraf�,

• graf f :“ tpx, fpxqq|x P Ru kümesine f 'nin gra�§i,

• hypf :“ tpx, yq : y ď fpxqu kümesine f 'nin hipograf� denir.

fpyq

αfpxq ` p1 ´ αqfpyq

fpxq

fpαx ` p1 ´ αqyq

y

x

x Ó
αx ` p1 ´ αqy

y

�ekil 2.7: Konveks bir f fonksiyonunun gösterimi

epif :“ tpx, yq : y ě fpxqu

graf f :“ tx, fpxqu

hypf :“ tpx, yq : y ď fpxqu

�ekil 2.8: Bir f fonksiyonunun epigraf� ve hipograf�n�n gösterimi

Konveks ve konkav fonksiyonlar aras�nda a³a§�daki özellikler, pek çok konveks analiz

kitab�nda yer alan temel özelliklerdir.
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• f konveks ô epif konvekstir.

• f konkav ô ´f konvekstir.

• f konkav ô hypf konvekstir.

Örnek 2.5. f : X Ñ Z, fpxq “ |x| fonksiyonunun konveks oldu§unu gösterelim.

fpαx ` p1 ´ αqyq “ |αx ` p1 ´ αqy|

ď α|x| ` p1 ´ αq|y|

“ αfpxq ` p1 ´ αqfpyq

oldu§undan fpxq “ |x| fonksiyonu konvekstir.

X ve Z vektör uzaylar�, C Ď Z s�ralama konisi olmak üzere f : X Ñ pPpZq,ďCq
fonksiyonunun konveks olmas� için gerekli ve yeterli bir ³art her x, y P X ve α P r0, 1s
için,

fpαx ` p1 ´ αqyq ďC αfpxq ` p1 ´ αqfpyq

³art�n� sa§lamas�d�r.

Tan�m 2.2. f : X Ñ PpZq bir küme de§erli fonksiyon olsun.

• Her x1, x2 P X için,

fptx1 ` p1 ´ tqyq ďC tfpx1q ` p1 ´ tqfpx2q

³art�n� sa§l�yorsa bu fonksiyona konvekstir,

• epi f “ tpx, zq P XˆZ : z P fpxq`Cu kümesine f küme de§erli foksiyonunun

epigraf�,

• graf f “ tpx, zq P X ˆ Z : z P fpxqu kümesine f küme de§erli foksiyonunun

gra�§i,

• hyp f “ tpx, zq P X ˆ Z : z P fpxq ´ Cu kümesine f küme de§erli foksiyonu-

nun hipograf� denir.

Önerme 2.3. Bir f : X Ñ PpZq fonksiyonunun konveks olmas� için gerekli ve yeterli

bir ³art epif “ tpx, zq P X ˆ Z : z P fpxq ` Cu kümesinin konveks olmas�d�r.

Kan�t. Bu önermenin ispat� için [41℄'de sf 29'daki Önerme 6.2'ye, [29℄'da sf 376'daki

Lemma 14.8'e ve [12℄'de sf 25'e bak�labilir.

C konveks oldu§u durumda konveks fonksiyonlar için geçerli olan epigraf�n konveks

olmas� özelli§i, küme de§erliler için de devam eder.
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Önerme 2.4. Her x P X için f̃pxq “ fpxq ` C ³eklinde tan�mlanan

f̃ : X Ñ pPa
CpZq,Ěq küme de§erli dönü³ümü f küme de§erli fonksiyonu konveks

ise konvekstir. (Bo³ küme de olabilir.)

Kan�t. Her t P p0, 1q ve x1, x2 P X için,

fptx1 ` p1 ´ tqx2q ďC tfpx1q ` p1 ´ tqfpx2q

ñ tfpx1q ` p1 ´ tqfpx2q Ă fptx1 ` p1 ´ tqx2q ` C

ñ tpfpx1q ` Cq ` p1 ´ tqpfpx2q ` Cq Ă f̃ptx1 ` p1 ´ tqx2q

ñ tf̃px1q ` p1 ´ tqf̃px2q Ă f̃ptx1 ` p1 ´ tqx2q

olur.

Örnek 2.6. fpxq “ A Ď Z sabit küme de§erli fonksiyonunun konveks olmas� için

gerekli ve yeterli bir ³art A ` C'nin konveks olmas�d�r. (A'n�n konveks olmas� gerekli

de§ildir.) Reel say�larda bunu görmek için Z “ R al�rsak ve C “ R` “ r0,8q için,

A ‰ H olmak üzere A ` C bir �³�nd�r ve konvekstir.

Bir f : X Ñ pPpZq,ďCq küme de§erli konveks fonksiyonunun görüntü uzay�,

Qa
CpZq “ tA P PpZq : A “ copA ` Cqu

ile tan�mlanan Z'nin alt kümelerinin bir ailesidir. Biz bu aileyi üstten konveks alt küme-

lerin ailesi olarak isimlendiree§iz. Burada coA :“
Ş

B konveks

AĎB

B kümesi, A'n�n konveks

örtüsü olarak isimlendirilir. A ve B üstten konveks ise A ` B ve t ą 0 için t ¨ A da

üstten konveks olur. Gerçekten,

A ` B “ copA ` Cq ` copB ` Cq

“ copA ` B ` Cq

t ¨ A “ t ¨ copA ` Cq

“ coptA ` Cq

dir.

2.1 Konlineer Uzaylar

A³a§�daki tan�m, konlineer uzaylar�n yap�sal özellikleri hakk�nda daha fazla bilginin

bulundu§u [21℄'den al�nm�³t�r.

Tan�m 2.3. ` : W ˆ W Ñ W ve . : R` ˆ W Ñ W iki ebirsel i³lemle verilen bo³tan

farkl� bir W kümesi a³a§�daki özellikleri sa§l�yorsa konlineer(onlinear) uzayd�r:
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(C1) pW,`q nötr bir θ eleman�na sahip olan bir de§i³meli monoiddir.

(C2) (i)Her ω1, ω2 P W, her r P R` : rpω1 ` ω2q “ r ¨ ω1 ` r ¨ ω2,

(ii)Her ω P W , her r, s P R` : s ¨ pr ¨ ωq “ pr ¨ sq ¨ ω,
(iii)Her ω P W : 1 ¨ ω “ ω,

(iv) 0 ¨ θ “ θ

Bir pW,`, .q konlineer uzay� W üzerindeki bir ĺ k�smi s�ralamas�(yans�ma, ters simetri

ve geçi³me özelliklerine sahip bir ba§�nt�) ile birlikte a³a§�daki özellikleri de sa§l�yorsa

s�ral� konlineer uzay olarak isimlendirilir:

(v)Her ω, ω1, ω2 P W, ω1 ĺ ω2 ise ω1 ` ω ĺ ω2 ` ω sa§lan�r,

(vi) ω1, ω2 P W, ω1 ĺ ω2, r P R` ise r ¨ ω1 ĺ r ¨ ω2 sa§lan�r.

Konlineer uzay�n aksiyomlar�, konvekslik kavram�n�n genel olarak lineer olmamas�na

ra§men böyle bir uzaya tan�mlanabileek ³ekilde tasarlanm�³t�r. Konlineer bir uzay�n

bir U altkümesinin, konveks olmas� için gerekli ve yeterli bir ³art r P p0, 1q ve u1, u2 P U

oldu§unda r ¨ u2 ` p1 ´ rq ¨ u1 P U olmas�d�r.

[18℄'deki "konveks koniler" kavram� ile [19℄'daki "hemen hemen lineer uzaylar(almost

linear)" kavramlar� ile buradakiler aras�ndaki farkl�l�§a dikkat edin. Bunlar için ikini

da§�labilme yasas� bir aksiyom olarak gereklidir. PpZq ile birlikte, P pZq'nin altkümeleri

olan Pa
C ve Qa

C Minkowski toplam ve negatif olmayan reellerle çarpma i³lemleri ile

birlikte konlineer uzaylard�r, anak sadee Qa
C hemen hemen lineer [19℄ ve konveks

konidir [18℄. E§er toplam, ‘ i³lemine göre ve buna ba§l� olarak çarp�m da de§i³irse,((1)

ifadesine bak�n). P t
C ve Qt

C konlineerdir. Anak sadee Qt
C , hemen hemen bir lineer

uzayd�r ve bir konveks konidir. Konlineer uzaylar�n ba³ka önemli örnekleri, üstten kapal�

kümelerin in�mal kümelerinin ailesidir([37, 39℄'ye bakabilirsiniz).

Pozitif say�larla çarpma i³leminin ikini da§�lma özelli§inin de sa§land�§� de§i³meli yar�

gruplar için Rubinov "Yar� lineer uzay (semilinear spae)" ifadesini kullanm�³t�r [49℄.

Anak s�f�r eleman� için bir ³art belirtmemi³tir.

P ve Qt
C 'de supremum ve in�mum için kurallar a³a§�daki önermede verilmi³tir. pPa

C ,Ěq
ve pQa

C ,Ěq için kurallar benzer ³ekilde elde edilebilir.

Tan�m 2.4. A Ď PpZq olsun.

• Bir M P PpZq, her A P A için M ďC pűCqA ve her K ďC pűCqM olaak

³ekilde K ďC pűCqA ³art�n� sa§l�yorsa M 'ye A'n�n ďC pűCq s�ralamas�na göre

en büyük alt s�n�r� denir, infpA,ďC pűCqq ile gösterilir.

• Bir M P PpZq, her A P A için A ďC pűCqM ve M ďC pűCqK olaak ³ekilde

her K için A ďC pűCqK oluyorsa M 'ye A'n�n ďC pűCq s�ralamas�na göre en

küçük üst s�n�r� denir, suppA,ďC pűCqq ile gösterilir.

Önerme 2.5. (i)A Ď PpZq ve B Ď PpZq verisin. O halde,

inftA,ďCu “
ď

APA

A ` C, suptA,ďCu “
č

APA

pA ` Cq,
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ve

inftB,űCu “
č

BPB

pB ´ Cq, suptB,űCu “
ď

BPB

B ´ C.

(ii)A Ď Qt
C olsun. O halde

inftA,Ěu “ cl co
ď

APA

A, suptA,Ěu “
č

APA

A.

E§er A,Qt
C konlineer uzay�n�n bir konveks altkümesi ise konveks örtü in�mum formü-

lünden ç�kar�labilir.

Kan�t. Kan�t için [37℄'ye bakabilirsiniz. Kan�tlar kolaya sonlu boyutlu uzaylara akta-

r�l�r.

Tüm in�mum ve supremum kümeleri (de§erleri) bu uzaylar�n elemanlar�d�r. Örnek

olarak A Ď Qt
C oldu§unda inftA,Ěu, suptA,Ěu P Qt

C olur. Di§erleri de benzer ³ekilde

görülebilir. Dolay�s�yla Önerme 2.5'deki formüller, pQt
C ,Ěq'nin bir tam kafes (lattie)

oldu§unu gösterir.

pQa
CpZq,Ěq, Pa

C 'n�n s�ral� konlineer alt uzay�d�r. Önerme 2.6 �³�§�nda bir

f : X Ñ pPpZq,ďCq fonksiyonunun konveks örtüsünü co f : X Ñ Qa
CpZq ile ta-

n�mlarsak epipco fq “ copepi fq ³art�n� sa§lar. Yani,

z P epipco fqpxq ô px, zq P copepi fq

olur. Bu i³lem, küme de§erli bir f fonksiyonu verildi§inde üstten konveks de§erlere

sahip bir fonksiyon üretir.

A³a§�daki tan�mda küme de§erli fonksiyonlar için sublineerlik tan�m�n�n bir genellemesi

verilmi³tir.

Tan�m 2.5. f : X Ñ pPa
CpZq,Ěq olmak üzere,

• Her x1, x2 P X için fpx1 ` x2q Ě fpx1q ` fpx2q oluyorsa, f fonksiyonu alt

toplamsald�r denir.

• Her t ą 0, x P X için fptxq Ě tfpxq oluyorsa, f fonksiyonu pozitif homojendir

denir.

• Alt toplamsal ve pozitif homojen ise, f fonksiyonu sublineerdir denir.

Örnek 2.7. Mutlak de§erin üst k�sm� (C “ r0,8q olmak üzere f : R Ñ PpRq,
fpxq “ r|x|,8q) fonksiyonu alttoplamsal ve pozitif homojendir.Dolay�s�yla sublineer-

dir.

f : X Ñ pPa
CpZq,Ěq pozitif homojen olmas� için gerekli ve yeterli bir ³art her t ą 0 ve

x P X için fptxq “ tfpxq olmas�d�r. Gerçekten, pozitif homojenlik maddesinde öne t

13



yerine

1

t
, sonras�nda da y “ x

t
al�rsak di§er kapsam� elde ederiz. Yani;

f
´x
t

¯
Ě

fpxq

t
ñ tf

´x
t

¯
Ě fpxq ñ tfpyq Ě fptyq

olur.

Tan�m 2.5'deki kavramlar�n fp0q kümesine ve f 'nin gra�§ine etkileri a³a§�daki öner-

mede verilmi³tir.

Önerme 2.6. f : X Ñ Pa
CpZq olmak üzere,

a) f pozitif homojen ise fp0q bir konidir.

b) f alt toplamsal ise fp0q toplama i³lemine göre kapal�d�r.

) f sublineer ise fp0q, her x P domf için fp0q Ă 0` ¨ fpxq ³art�n� sa§layan bir

konveks konidir.

d) Bir f : X Ñ Pa
CpZq fonksiyonunun sublineer olmas� için gerekli ve yeterli bir ³art

graf f “ tpx, zq P X ˆ Z : z P fpxqu

kümesinin konveks koni olmas�d�r.

Kan�t. a) t ě 0 ve x “ 0 için,

fpt0q “ tfp0q ñ fp0q “ tfp0q

olur.

b) y1, y2 P fp0q alal�m:

y1 ` y2 P fp0q ` fp0q Ă fp0q ñ y1 ` y2 P fp0q

olur, o halde fp0q toplama i³lemine göre kapal�d�r.

) f sublineer olsun. Bu durumda f alt toplamsal ve pozitif homojendir. f pozitif

homojen oldu§undan fp0q bir konidir ((a)'dan). Alt toplamsall�ktan y1, y2 P fp0q
ve α ą 0 için

αy1loomoon
Pfp0q

` p1 ´ αqy2loooomoooon
Pfp0q

P fp0q ñ fp0q konveks

dir. O halde fp0q konveks konidir.

d) (ñq : px, zq P graf f, t ą 0 için pozitif homojenlikten,

t ¨ fpxq “ fptxq ñ t ¨ z P fptxq ñ ptx, tzq P graf f

14



olur. Bu da graf f 'nin koni oldu§unu gösterir.

px1, z1q, px2, z2q P graf f ñ z1 P fpx1q, z2 P fpx2q

oldu§undan ve alt toplamsall�ktan,

z1 ` z2 P fpx1q ` fpx2q Ď fpx1 ` x2q

olur. Dolay�s�yla,

px1 ` x2, z1 ` z2q P graf f ñ graff ` graf f Ď graf f

dir. Yani graff konvekstir.

pðq : graf f “ tpx, zq P X ˆ Z : z P fpxqu konveks koni ve x1, x2 P X olsun:

fpx1qloomoon
z1Pfpx1q

` fpx2qloomoon
z2Pfpx2q

Ď fpx1 ` x2q

olur. px1, z1q, px2, z2q P graf f olaak ³ekilde,

px1, z1q ` px2, z2q “ px1 ` x2, z1 ` z2q P graf f ` graf f

“ px1 ` x2, z1 ` z2q P graf f

z1 ` z2 P fpx1q ` fpx2q Ď fpx1 ` x2q

olur. O halde f fonksiyonu sublineerdir.

Bundan sonraki k�s�mda X ve Z ayr�lm�³ (x, y P X, x ‰ y ñ Dx˚ P X˚, x˚pxq ‰ x˚pyq),
yerel konveks (uzay�n her eleman�n�n (veya denk olarak θ'n�n) konveks bir kom³uluk

taban� vard�r.) topolojik vektör uzaylar� olsun. Bu uzaylar�n topolojik dualleri s�ras�yla

X˚
ve Z˚

olsun. X˚ : X Ñ R tan�ml� sürekli lineer dönü³ümlerin uzay�d�r. Z˚
da

benzer ³ekilde elde edilir. x˚ P X˚
fonksiyonunun x P X 'teki de§eri x˚pxq ve z˚ P Z˚

fonksiyonunun z P Z'deki de§eri z˚pzq'd�r.

Tan�m 2.6. f : X Ñ pPpZq,ďCq fonksiyonu, epif , X ˆ Z çarp�m topolojisine göre

kapal� küme ise f fonksiyonuna kapal�d�r denir.

Önerme 2.7. f : X Ñ pPpZq,ďCq fonksiyonu kapal� ise her x P X için fpxq ` C

kapal�d�r.

Kan�t. ptxu ˆ Zq X epif “ txu ˆ pfpxq ` Cq
txu tek nokta kümesi kapal�d�r, Z uzay� kapal�d�r. Dolay�s�yla txuˆZ kapal�d�r. Kapal�

kümelerin kesi³imi kapal� oldu§undan txu ˆ pfpxq ` Cq kapal�d�r. Buradan pfpxq ` Cq
izdü³ümün çarp�m topolojisine göre süreklili§inden kapal�d�r.(�ekil 2.9'da da görülebi-

lir.)
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epi f

txu ˆ pfpxq ` Cqfpxq ` C

x

x

�ekil 2.9: ptxu ˆ Zq X epi f “ txu ˆ pfpxq ` Cq e³itli§inin geometrisi

Üstten konveks küme ailesine benzer ³ekilde üstten kapal� alt kümelerin ailesini

de tan�mlayabiliriz. f : X Ñ pPa
CpZq,ďCq kapal� bir fonksiyon ise f 'nin de§erleri

A “ clpA ` Cq olaak ³ekildeki A Ď Z kümeleridir. Dolay�s�yla Z'nin üstten kapal� alt

kümelerinin ailesi,

P t
CpZq “ tA P PpZq : A “ clpA ` Cqu

³eklinde tan�mlan�r.

A ` B P P t
CpZq için Minkowski toplam�n� ve 0 P R ile çarp�m�n� s�ras�yla,

A ‘ B “ clpA ` Bq, 0 ¨ A “ cl C (2.1)

olaak ³ekilde kabul edelim.

pP t
CpZq,Ěq negatif olmayan reel say�lar ile çarpma ve toplama i³lemini bu ³ekilde ta-

n�mlad�§�m�zda s�ral� konlineer uzay olur.

Küme de§erli bir f : X Ñ pPpZq,ďCq fonksiyonun kapan�³� fonksiyonu cl f : X Ñ
P t

CpZq ³eklinde tan�mlan�r. Bu durumda

epipclfq :“ clpepifq

e³itli§i sa§lan�r. Yani z P pclfqpxq ô px, zq P clpepifq elde edilir (�ekil 2.10'da gös-

terilmi³tir.). Bu i³lemler üstten kapal� de§erleri olan bir fonksiyon üretir. Bunu gra�k

üzerinde görelim.
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epi f
clpepi fq “ epipcl fq

�ekil 2.10: epi f ve clpepi fq kümeleri

f : X Ñ pPpZq,ďCq kapal� konveks fonksiyonunun fpxq “ cl copfpxq ` Cq'yi sa§layan
de§erleri vard�r. Dolay�s�yla Z'nin üstten kapal� konveks altkümelerinin ailesini,

Qt
CpZq “ tA P PpZq : A “ cl copA ` Cqu

ile tan�mlar�z. pQt
CpZq,Ěq, pP t

CpZq,Ěq'n�n s�ral� konlineer alt uzay�d�r.

Bir f : X Ñ pPpZq,ďCq fonksiyonunun kapal� konveks örtüsü,

epipcl cofq “ cl copepifq

ile tan�mlan�r (�ekil 2.11'de gösterilmi³tir.). Yani, z P epipcl co fqpxq ô px, zq P
cl co pepi fq olur. Bu i³lem üstten kapal� konveks de§erli fonksiyon üretir.

epipcl co fq

�ekil 2.11: epipcl co fq kümesi

Uyar� 2.8. Bir f : X Ñ PpZqztHu fonksiyonu verildi§inde(tek de§erli olsa bile)

fonksiyonun co, cl, cl co i³lemleri de§er kümeleri s�ras�yla Qa
CpZq, P t

CpZq ve Qt
CpZq

olan fonksiyonlar� üretir.

Tan�m 2.7. [49℄ E “ pE,ďq ve F “ pF,ďq tam kafes olsun. Her bir I indeks kümesi

için (I “ H de dahil) txiuiPI Ď E olmak üzere

∆
´
inf
iPI

xi

¯
“ sup

iPI
∆pxiq
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ise ∆ : E Ñ F dönü³ümüne bir duallik denilir.

Tan�m 2.8. [49℄ E, F tam kafes ve ∆ : E Ñ F bir dönü³üm olsun. ∆ dönü³ümünün

duali ∆1 : F Ñ E,

∆1pzq “ inftx P E|∆pxq ď zu pz P F q

ile tan�mlan�r.

Uyar� 2.9. f : X Ñ PpZq fonksiyonunun konvekslik gibi özellikleri C konisi ile ili³ki-

lidir. Basitçe, bir f fonksiyonu konveks bir C konisine göre konveks iken(kapal�yken

ve ya has(proper) iken) ba³ka bir C konisine göre konveks olmayabilir. Ek olarak,

f : X Ñ Qa
CpZq konveks ise p´fqpxq “ ´fpxq ³eklinde tan�mlanan ´f fonksiyonu

QC
a pZq :“ tA P PpZq : A “ copA ´ Cqu

de§er kümesi ve Ď s�ralamas� ile konkav bir fonksiyondur.

Burada p´1q ile çarp�m [51℄'deki Tan�m-5.1 ile ∆ : Qa
C Ñ QC

a bir ikilik ³eklinde anla-

³�labilir.

A P Qa
CpZq ô ´A P QC

a pZq

olur. A “ copA ` Cq ise ´A “ cop´A ´ Cq'dir.

Bundan sonraki k�s�mda Pa
CpZq'yi Pa

C olarak k�salt�p PpZq'nin di§er konlineer alt uzay-
lar� için de benzer k�saltmalar� kullanaa§�z. f : X Ñ pPa

C ,Ěq fonksiyonu için etkin

tan�m kümesini,

dom f “ tx P X|fpxq ‰ Hu (2.2)

³eklinde tan�mlayaa§�z. H'nin Pa
C 'nin en büyük eleman� oldu§una dikkat ediniz.

Bu bölüme küme de§erli fonksiyonlar için hasl�k kavram� ile devam edelim.

Tan�m 2.9. Bir f : X Ñ pPa
C ,Ěq fonksiyonu verilsin. dom f ‰ H ve her x P domf

için fpxq ‰ Z ise f 'ye has(proper) fonksiyon denir. dom f ‰ H ve her x P domf

için pfpxq ´ Cqzfpxq ‰ H ise f 'ye C-has(C-proper) fonksiyon denir.

C üretii(generating, C ´ C “ Z) oldu§u durumda ise bu iki has kavram� ayn�d�r.

Burada a³a§�daki önermede kullanaa§�m�z göreeli iç (relative interior) kavram�ndan

biraz bahsedilebilir. A Ď Z için

aff A “ tαx ` βy : α, β P R, α ` β “ 1, x, y P Au

kümesine A'n�n a�n (a�ne) örtüsü denir. Bir kümenin a�n örtüsü o kümeyi kapsayan

en dar a�n uzayd�r. Kümenin bu uzaya indirgenen topolojiye göre içi yani

ri A “ tx : D E öyleki pBpx, Eq X aff Aq Ă Au
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kümesi göreeli iç olarak tan�mlan�r. A konveks ise riA bo³ de§ildir. Bu özellikler ile

ilgili daha fazla bilgi için konveks analiz kitaplar�na bak�labilir [26, 48℄.

�ekil 2.12'de bir kümenin göreeli içi geometrik olarak da görebilmi³tir. �ekilde A'n�n iç

noktalar� kümesi bo³ kümedir. A'n�n uç noktalar� hariç, aradaki tüm noktalar, göreeli

içtir. (A'n�n a�n örtüsündeki iç noktalar oldu§undan)

A

af
fA

ö

t

e

l

e

n

m

i

³

i

�ekil 2.12: ri A'n�n geometrik gösterimi

Önerme 2.10. f : X Ñ pQt
C ,Ěq konveks ve K Ď Z bir koni olsun. fpx0q `K Ď fpx0q

olaak ³ekilde x0 P dom f varsa her x P ripdom fq için, fpxq ` K Ď fpxq olur.

Kan�t. x P ripdom fq alal�m. O halde öyle bir r ą 0 vard�r ki

x1 “ x ` rpx ´ x0q “ p1 ´ rqx ` rx0 P dom f

olur. Buradan, s :“ r
1`r

olarak tan�mlarsak s P p0, 1q elde ederiz. Dolay�s�yla f 'nin

konveksli§inden,

fpxq Ě sfpx0q ` p1 ´ sqfpx1q Ě sfpx0q ` p1 ´ sqfpx1q ` K

olur. fpx1q ‰ H oldu§undan z1 P fpx1q alabiliriz. O halde bir z0 P fpx0q için

sz0 ` p1 ´ sqz1 ` K Ď fpxq

olur. K bir konidir ve fpxq konvekstir. Her t P p0, 1q ve z P fpxq için,

trsz0 ` p1 ´ sqz1 ` Ks ` p1 ´ tqz “ trsz0 ` p1 ´ sqz1s ` p1 ´ tqz ` K Ď fpxq

olur. Her z P fpxq, t Ñ 0 için limit al�n�rsa z ` K Ď fpxq olur. Çünkü fpxq kapal�d�r.
Dolay�s�yla fpxq ` K Ď fpxq olur.

Önerme 2.10 gösterir ki; Qt
C 'ye tan�ml� bir konveks fonksiyon için fonksiyonun

de§erlerinin asimptotik konisi(reession one) (A'n�n asimptotik konisi

A8 “ tk P Z : @t ą 0, @a P A için a ` tk P Au) tüm ripdom fq üzerinde ayn�d�r
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([38℄'e bakabilirsiniz.). Ek olarak, buradaki fonksiyon bir x0 P X için fpx0q “ Z olaak

³ekilde ise her x P ripdom fq için fpxq “ Z (K “ Z durumu) olur.

Önerme 2.11. K Ď Z bir koni, f : X Ñ pQt
C ,Ěq konveks bir fonksiyon ve graf f ,

X ˆ Z'de dizisel kapal� olsun. fpx0q ` K Ď fpx0q olaak ³ekilde bir x0 P dom f varsa

her x P dom f için fpxq ` K Ď fpxq olur.

Kan�t. z0 P fpx0q, x P dom f, z P fpxq ve k P K olsun. O halde her n P N için,

px, zq P graf f ve px0, z0 ` nkq P graf f

olur. Her n P N için graf f 'in konveksli§inden,

1

n
px0, z0 ` nkq ` p1 ´ 1

n
qpx, zq “ 1

n
px0, z0 ` nkq ` n´1

n
px, zq

“ p 1

n
x0 ` n´1

n
x, 1

n
z0 ` n´1

n
z ` kq P graf f

n Ñ 8 iken

¨
˚̊
˝

1

n
x0loomoon

Ñθ

`
n ´ 1

n
x

loomoon
Ñx

,
1

n
z0loomoon

Ñθ

`
n ´ 1

n
z

loomoon
Ñz

`k

˛
‹‹‚P graf f

ve dolay�s�yla px, z ` kq P graf f olur. Yani her z P fpxq ve her k P K için

fpxq ` K Ď fpxq olur.

Örnek 2.8. M Ď Qt
C , bir M Ď X kümesinin IM : X Ñ Qt

C , Qt
C-de§erli i³aret

fonksiyonu;

IM pxq “

#
clC, x P M

H, x R M

olmak üzere,

a) IMpxq fonksiyonunun has fonksiyon olmas� için gerekli ve yeterli bir ³art M ‰ H
olmas�d�r,

b) IMpxq fonksiyonunun C-has fonksiyon olmas� için gerekli ve yeterli bir ³art

M ‰ H olmas� ve C'nin bir lineer alt uzay olmamas�d�r,

) IMpxq fonksiyonunun kapal� olmas� için gerekli ve yeterli bir ³art M 'nin kapal�

olmas�d�r.

d) IMpxq fonksiyonunun konveks olmas� için gerekli ve yeterli bir ³art M 'nin konveks

olmas�d�r.

�imdi bu maddelerin do§ru oldu§unu gösterelim:

a) (ñ): Kabul edelim ki IM pxq fonksiyonu has fonksiyon ve M “ H olsun.

M “ H ise her x P X için IMpxq “ H olur. Yani IMpxq has fonksiyon de§ildir.
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O halde M ‰ H olmal�d�r.

pðq : M ‰ H olsun. Bu durumda IM pxq fonksiyonunun has fonksiyon oldu§unu

gösterelim.

M ‰ H ise Dx P X için IMpxq “ cl C ‰ Z

IMpxq ‰ H ô x P dompIMq ‰ H ve IMpxq ‰ Z oldu§undan IMpxq has fonksi-

yondur.

b) C-has fonksiyon tan�m�ndan dompIMq “ M 'dir.

IM fonksiyonu C-has olsun. O halde dompIMq ‰ H ve Dx P dompIM q için

pIMpxq ´ CqztIM pxqu ‰ H'dir.

pñq : IM , C-has fonksiyon olsun. Bu durumda dompIMq ‰ H olur. Kabul edelim

ki C lineer alt uzay olsun. C bir koni oldu§u durumda

C lineer alt uzay ô C “ ´C

oldu§unu biliyoruz. Bu durumda

pIMpxq ´ CqztIM pxqu “ pcl C ´ Cqztcl Cu pC “ ´C oldu§undanq

“ pcl C ` Clooomooon
cl C

qztcl Cu pC konveks koni oldu§undanq

“ cl Czcl C

“ H

olur. Dolay�s�yla C lineer alt uzay olamaz.

pðq : M ‰ H olsun ve C lineer alt uzay olmas�n. M ‰ H oldu§undan

dompIMq ‰ H olur. C lineer alt uzay olmad�§�ndan C ‰ ´C'dir. C konveks

ô ri C ‰ H oldu§undan Dc P ri Czp´Cq öyle ki

θ ´ cloomoon
Pcl C´C

R cl C ñ ´c P pcl C ´ Cqztcl Cu ‰ H

olur. Dolay�s�yla pθ ´ cq P pcl C ´ Cq olur.

c P ri C X p´Cq olsun. Bu durumda D ε ą 0 öyle ki Bpc, εq X aff C Ă C olur.

Burada aff C “ tαx ` βy : α, β P R, x, y P Cu'd�r.
C koni ise aff C bir alt uzayd�r.

(x P C ise x “ y ve α “ ´β al�rsak αx`βy “ αx´αx “ θ P aff C oldu§undan

aff C bir alt uzayd�r.)
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b

ε

x
x

´
c

y
y

´
c

C

c

�ekil 2.13:

y´c

‖y´c‖
¨ ε
2
,

x´c
‖x´c‖

¨ ε
2
vektörlerinin elde edili³i

pαx ` βyq P aff C, x, y P C için

y´c

‖y´c‖
¨ ε
2
,

x´c
‖x´c‖

¨ ε
2

P Bpx, εq X aff C olur. (�ekil 2.13'den görülebilir.)

t “ αε
‖x´c‖¨2

ve k “ βε

‖y´c‖¨2
diyelim.

t ¨ tx ` k ¨ ky “ pαx ` βyq P C

Dolay�s�yla C bir alt uzayd�r.

x P M için ´c P pcl CzCqzpcl Cq oldu§undan pcl CzCqzpcl Cq ‰ H olur. Yani

IM , C-has fonksiyondur.

) (ñ): IM kapal� olsun. Her x P M için IMpxq “ cl C olmak üzere,

epi f “ tpx, zq P X ˆ Z : z P fpxqloomoon
cl C

`Cu

“ tpx, zq P X ˆ Z : z P cl C ` Clooomooon
cl C

u

“ tpx, zq P X ˆ Z : z P cl Cu

“ Mloomoon
kapal�

ˆ cl Cloomoon
kapal�

kapal� ve πxpepi fq “ M (πx iz dü³üm fonksiyonu) olur. Yani epi f ve cl C kapal�

oldu§undan M de kapal�d�r. (�ekil 2.14'de gösterilmi³tir.)

pðq : M kapal� olsun. Kapal� kümelerin kartezyen çarp�mlar� kapal� oldu§undan

M “ πxpepi fq “ M ˆ cl C kapal� olur. Bu durumda epi f , dolay�s�yla da IM

kapal� olur.

cl C

epipIM q

M

�ekil 2.14: M ˆ cl C geometrik gösterimi
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d) pñq : IM konveks olsun. Her x1, x2 P M, t P p0, 1q için,

IMptx1 ` p1 ´ tqx2q ďC tIMpx1q ` p1 ´ tqIMpx2q

tIMpx1q ` p1 ´ tqIMpx2qlooooooooooooooomooooooooooooooon
cl C

Ď IMptx1 ` p1 ´ tqx2qlooooooooooomooooooooooon
H

`C

cl C Ď H ` C

x1, x2 P M, t P p0, 1q için tx1 ` p1 ´ tqx2 P M oldu§unu gösterelim:

x1, x2 P M, t P p0, 1q için tx1 ` p1 ´ tqx2 R M olsun. Bu durumda

IMptx1 ` p1 ´ tqx2q “ H olur. O halde,

t ¨ IMpx1q ` p1 ´ tqIMpx2q Ă H ` C

elde ederiz. Bu ise bir çeli³kidir. Yani,

tx1 ` p1 ´ tqx2 P M

olur. Dolay�s�yla M konvekstir.

pðq : M konveks, x1, x2 P X ve t P p0, 1q olsun.

x1, x2 R M için IMpx1q “ H ve IM px2q “ H oldu§undan,

t ¨ IMpx1q ` p1 ´ tqIMpx2q “ H Ă H,

x1 P M ve x2 R M için IMpx1q “ cl C ve IM px2q “ H oldu§undan,

t ¨ IMpx1q ` p1 ´ tqIMpx2q “ H,

x1, x2 P M için IMpx1q “ cl C ve IMpx2q “ cl C oldu§undan

t ¨ IM px1q ` p1 ´ tqIM px2q “ cl C (2.3)

elde ederiz.

x1, x2 P M ise M konveks oldu§undan tx1 ` p1 ´ tqx2 P M olur.

IMptx1 ` p1 ´ tqx2q “ cl C (2.4)

olur. (2.3) ve (2.4)'den

t ¨ IMpx1q ` p1 ´ tqIM px2qloooooooooooooomoooooooooooooon
cl C

Ď IM ptx1 ` p1 ´ tqx2qlooooooooooomooooooooooon
cl C

`C

loooooooooooooomoooooooooooooon
cl C

olur. Dolay�s�yla IM konvekstir.

X reel vektör uzay�,
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• f : X Ñ R ve f lineer ô f P X˚
(ebirsel dual)

• f : X Ñ R ve f lineer, s�n�rl�(sürekli) ô f P X˚
(dual=topolojik dual)

X üzerinde reel de§erli sürekli lineer fonksiyoneller için küme de§erli yeni bir fonksiyon

kümesi tan�mlayal�m. z˚ P Z˚ztθu olsun.

Hpz˚q “ tz P Z : z˚pzq ď 0u

ifadesi Z'de bir kapal� yar� uzayd�r. z˚
sürekli, Hpz˚q “ pz˚q´1pp´8, 0sq kapal� ol-

du§undan pz˚q´1 “ tz P Z : z˚pzq P p´8, 0su olur. Bu durumda z P Hpz˚q veya

´z P Hpz˚q'd�r. Bu nedenle yar� alt uzayd�r. (�ekil 2.15'de gösterilmi³tir.)

Hpz˚q

�ekil 2.15: tz P R
2 :ă z, z˚ ąď 0u

C konisinin negatif duali,

C˚ “ tz˚ P Z˚ : @z P C : z˚pzq ď 0u

kümesidir.

C˚
'�n koni oldu§unu gösterelim:

z˚
1

P C˚
ve λ ą 0 için λz˚

1
P C˚

olur. Yani, her z P C için z˚pzq ď 0'd�r. Dolay�s�yla

pλz˚
1 qpzq “ λpz˚

1 pzqq ď 0 olur. O halde λz˚
1 P C˚

'd�r.

C˚
'�n konveks oldu§unu gösterelim:

z˚
1 , z

˚
2 P C˚, λ P p0, 1q için z P C ise pλz˚

1 ` p1 ´ λqz˚
2 qpzq “ λz˚

1 pzq ` p1 ´ λqz˚
2 pzq ď 0

olur. Dolay�s�yla λz˚
1

` p1 ´ λqz˚
2

P C˚
olur. O halde C˚

konvekstir.
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b

C

b

C'nin negatif duali (C˚
)

�ekil 2.16: C'nin dualinin geometrik gösterimi

C'nin negatif duali �ekil 2.16'da gösterilmi³tir.

Örnek 2.9. X üzerinde reel de§erli sürekli lineer fonksiyoneller için küme de§erli

yeni bir fonksiyon kümesi tan�mlayal�m. px˚, z˚q P X˚ ˆ pZ˚ztθuq olarak verilsin.

Spx˚,z˚q : X Ñ PpZq fonksiyonu

Spx˚,z˚qpxq :“ tz P Z : x˚pxq ` z˚pzq ď 0u (2.5)

ile tan�mlans�n. (�ekil 2.17'de gösterilmi³tir.) x˚pxq “ r P R olsun.

Spx˚,z˚qpxq “ tz P Z : r ` z˚pzq ď 0u

“ tz P Z : z˚pzq ď ´ru

“ pz˚q´1pp´8,´rsq

“ pz˚q´1pp´8,´x˚pxqsq

b z

Spx˚,z˚q

tz P Z : z˚pzq ď ´ru

�ekil 2.17: Spx˚,z˚q'�n geometik gösterimi
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Önerme 2.12. px˚, z˚q P X˚ ˆ pZ˚ztθuq olsun. O halde,

i) Her x P X için tθu “ 0 ¨ Spx˚,z˚qpxq Ď Spx˚,z˚qpθq “ Hpz˚q olur.

ii) Her x P X ve her t ą 0 için, Spx˚,z˚qptxq “ t ¨ Spx˚,z˚qpxq olur.

iii) Her x1, x2 P X için, Spx˚,z˚qpx1 ` x2q “ Spx˚,z˚qpx1q ‘ Spx˚,z˚qpx2q ve ayr�a,

Spx˚,z˚qpxq ‘ Spx˚,z˚qp´xq “ Spx˚,z˚qpxq ` Spx˚,z˚qp´xq

“ Spx˚,z˚qpθq

“ Hpz˚q

olur.

iv) px˚, z˚q P X˚ ˆ pZ˚ztθuq olsun ve z˚ppzq “ ´1 olaak ³ekilde pz P Z olsun. O halde

@x P X : Spx˚,z˚qpxq “ x˚pxqpz ` Hpz˚q (2.6)

olur.

Kan�t.

i) Spx˚,z˚qpxq ‰ H ve Dz P Spx˚,z˚q öyleki 0 ¨ z “ θ olur. Dolay�s�yla

tθu Ď 0 ¨ Spx˚,z˚qpxq

olur. Kabul edelim ki z ‰ 0 ve z P 0 ¨ Spx˚,z˚qpxq olsun. Bu durumda Dz1 P Spx˚,z˚qpxq
öyleki z “ 0 ¨ z1

olur. Bu ise bir çeli³kidir.

Spx˚,z˚qpθq “ Hpz˚q oldu§unu gösterelim: x˚
do§rusal, s�n�rl�(sürekli) oldu§undan

x˚p0q “ 0 olur.

Spx˚,z˚qpθq “ tz P Z : x˚p0qloomoon
0

`z˚pzq ď 0u

“ tz P Z : z˚pzq ď 0u

“ Hpz˚q

t0u Ă Spx˚,z˚qpθq oldu§unu gösterelim:

z˚pθq “ 0 ď 0 ñ θ P Hpz˚q

ñ tθu Ă Hpz˚q
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ii) x P X ve t ą 0 alal�m.(y “ z
t
olsun.)

Spx˚,z˚qptxq “ tz P Z : x˚ptxq ` z˚pzq ď 0u plineerlikten t d�³ar� ç�kabilir.q

“ tz P Z : tx˚pxq ` tz˚p z
t
q ď 0u pz'yi t ile çarp�p bölelim.q

“ tz P Z : x˚pxq ` z˚p z
t
q ď 0u pher taraf� t ile bölelim.q

“ tty P Z : x˚pxq ` z˚pyq ď 0u

“ tty P Z : x˚pxq ` z˚pyq ď 0u

“ t ¨ Spx˚,z˚qpxq

elde ederiz.

iii) x1, x2 P X olsun.

Spx˚,z˚qpx1 ` x2q “ tz P Z : x˚px1 ` x2q ` z˚pzq ď 0u

“ tz1 ` z2 P Z : x˚px1 ` x2q ` z˚pz1 ` z2q ď 0u

“ tz1 ` z2 P Z : x˚px1q ` x˚px2q ` z˚pz1q ` z˚pz2q ď 0u

“ tz1 P Z : x˚px1q ` z˚pz1q ď 0u ` tz2 P Z : x˚px2q ` z˚pz2q ď 0u

“ Spx˚,z˚qpx1q ` Spx˚,z˚qpx2q

“ cltSpx˚,z˚qpx1q ` Spx˚,z˚qpx2qu

“ Spx˚,z˚qpx1q ‘ Spx˚,z˚qpx2q

Yukar�daki e³itlikte x1 “ x ve x2 “ ´x al�rsak,

Spx˚,z˚qpxq ‘ Spx˚,z˚qp´xq “ Spx˚,z˚qpxq ` Spx˚,z˚qp´xq

“ Spx˚,z˚qp0q

“ Hpz˚q

elde ederiz.

iv)

Spx˚,z˚qpxq “ tz P Z : x˚pxq ` z˚pzq ď 0u

“ tz P Z : ´z˚ppzq ¨ x˚pxq ` z˚pzq ď 0u

“ tz P Z : z˚pz ´ x˚pxq ¨ pzq ď 0u py “ z ´ x˚pxqpz olsunq

“ tpx˚pxq ¨ pz ` yq P Z : z˚pyq ď 0u

“ x˚pxq ¨ pz ` ty P Z : z˚pyq ď 0u

“ x˚pxq ¨ pz ` Hpz˚q

olur.

Önerme 2.13. z˚ P Z˚ztθu sabit olsun. x˚, x˚
1
, x˚

2
P X˚, t P R için,

tSpx˚,z˚q : x
˚ P X˚u
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kümesi,

Spx˚
1
,z˚q ` Spx˚

2
,z˚q “ Spx˚

1
`x˚

2
,z˚q

ve

t ¨ Spx˚,z˚q “ Spt¨x˚,z˚q

ebirsel i³lemlerini sa§layan X˚
'a izomor�k olan lineer bir uzayd�r. Bu uzaydaki 0

eleman� her x P X için x ÞÑ Hpz˚q sabit dönü³ümüdür.

Kan�t. x P X, x˚, x˚
1
, x˚

2
P X˚

için,

Spx˚
1
,z˚qpxq ` Spx˚

2
,z˚qpxq “ tz1 P Z : x˚

1
pxq ` z˚pz1q ď 0u ` tz2 P Z : x˚

2
pxq ` z˚pz2q ď 0u

“ tz1 ` z2 P Z : x˚
1pxq ` z˚pz1q ď 0, x˚

2pxq ` z˚pz2q ď 0u

“ tz1 ` z2 P Z : x˚
1
pxq ` x˚

2
pxq ` z˚pz1q ` z˚pz2q ď 0u

“ tz1 ` z2loomoon
z

P Z : px˚
1 ` x˚

2qpxq ` z˚pz1 ` z2loomoon
z

q ď 0u

“ tz P Z : px˚
1

` x˚
2
qpxq ` z˚pzq ď 0u

“ Spx˚
1

`x˚
2
,z˚qpxq

olur.

x˚ P X˚
ve t P R alal�m. t “ 0 oldu§unda,

t ¨ Spx˚,z˚q :“ θ “ Hpz˚q “ Spθ,z˚q

elde ederiz. t ‰ 0 oldu§unda,

t ¨ Spx˚,z˚q “ t ¨ tz P Z : x˚pxq ` z˚pzq ď 0u

“ ttz P Z : x˚pxq ` z˚pzq ď 0u ptz “ y olsun.q

“ ty P Z : x˚pxq ` z˚py

t
q ď 0u pt ile çarparsak,q

“ ty P Z : tx˚pxq ` z˚pyq ď 0u

“ Sptx˚,z˚qpxq

elde ederiz.

Önerme 2.14. F : X Ñ Z sürekli lineer operatör olsun. Bu durumda her x P X için

Fx P Spx˚,z˚q olmas� için gerekli ve yeterli bir ³art x˚ “ ´F ˚z˚
olmas�d�r. (Burada

F ˚, F 'in adjoint operatörüdür.)

Kan�t.

(ñ): Fx P Spx˚,z˚q olsun. Bu durumda her x P X için x˚pxq ` z˚pFxq ď 0 olur. Lineer-

likten px˚ ` z˚pF qqpxq ď 0 ³eklinde yazabiliriz.(Ba³ka bir x de§eri için ď 0 olabilir. Bu
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yüzden s�f�ra e³it olmal�d�r.) Dolay�s�yla,

@x P X için px˚ ` z˚pF qqpxq “ 0

olur, yani

x˚ ` z˚pF q “ θ

x˚ “ ´z˚pF q

x˚ “ ´F ˚z˚

olur.

pðq : x˚ “ ´F ˚z˚ “ ´z˚pF q olsun. Bu durumda,

x˚ ` z˚pF q “ θ

px˚ ` z˚pF qqpxq “ 0

x˚pxq ` z˚pFxq “ 0

olur. Dolay�s�yla Fx P Spx˚,z˚q olur.

Önerme 2.15. x˚ P X˚, z˚ P Z˚ztθu için a³a§�daki ko³ullar denktir:

i) Her x P X için Spx˚,z˚qpxq P Qt
C 'dir. Yani, Spx˚,z˚qp.q, X'i Qt

C'ye dönü³türür.

ii) z˚ P C˚
'd�r. Ek olarak z˚ P C˚ztθu ise Spx˚,z˚q : X Ñ Qt

C has kapal� konvekstir.

Kan�t.

(iñii): Spx˚,z˚qpxq P Qt
C oldu§undan,

cl copSpx˚,z˚qpxq ` Cq Ă Spx˚,z˚qpxq

olur. c P C için, x “ 0 ve z “ 0 ise z P Spx˚,z˚qpxq'd�r. Yani,

0 ` c P Spx˚,z˚qpθq ` C Ď Spx˚,z˚qpθq

x˚pθq ` z˚pcq ď 0 ñ z˚ P C˚

olur.

(iiñi): z˚ P C˚
olsun. z P Spx˚,z˚qpxq ` C oldu§unda z̃ P Spx˚,z˚q ve c P C için z “ z̃ ` c

olur. O halde, x˚pxq ` z˚pz̃q ď 0 ve z˚pcq ď 0'd�r. Bu iki ifadeyi taraf tarafa toplarsak

lineerlikten;

x˚pxq ` z˚p z̃ ` cloomoon
z

q ď 0
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olur. Bu da bize z P Spx˚,z˚qpxq oldu§unu verir. Dolay�s�yla,

Spx˚,z˚qpxq ` C Ď Spx˚,z˚qpxq

olur.

Her x P X için, Spx˚,z˚qpxq konvekstir:

z1, z2 P Spx˚,z˚qpxq, λ P p0, 1q için

λpx˚pxq ` z˚pz1qq ď 0

p1 ´ λqpx˚pxq ` z˚pz2qq ď 0

e³itsizliklerini taraf tarafa toplad�§�m�zda,

λx˚pxq ` p1 ´ λqx˚pxqlooooooooooooomooooooooooooon
x˚pxq

`λz˚pz1q ` p1 ´ λqz˚pz2q ď 0

olur. E³itsizli§i düzenlersek ve z˚
'�n lineerli§ini de göz önüne al�rsak,

x˚pxq ` z˚pλz1 ` p1 ´ λqz2q ď 0

elde ederiz. Buradan, λz1 ` p1 ´ λqz2 P Spx˚,z˚qpxq olur.

Spx˚,z˚qpxq kapal�d�r: fp¨q “ x˚pxq ` z˚p¨q süreklidir. f 'i bu ³ekilde tan�mlarsak,

Spx˚,z˚qpxq “ f´1pp´8, 0sq

oldu§undan Spx˚,z˚qpxq kapal�d�r.(Kapal� kümelerin sürekli fonksiyonlar alt�ndaki ters

görüntüleri kapal� oldu§undan)

z˚ P C˚ztθu olsun. dom f ‰ H oldu§unu gösterelim: θ P Spx˚,z˚qpθq ‰ H oldu§undan

x “ θ P dompSpx˚,z˚qq olur. fpxq ‰ Z oldu§unu gösterelim: z˚ P C˚ztθu oldu§undan

Dz P Z için z˚pzq ‰ 0 olur. Bu durumda ya z˚pzq ą 0 ya da z˚pzq ă 0'd�r. z˚pzq ą 0

³eklindeki z için z R Spx˚,z˚qpθq olur. Di§er durumda da ´z ‰ Spx˚,z˚qpθq olur. Di§er

x'ler ve z˚ P C˚zθ için Spx˚,z˚qpxq, Spx˚,z˚qpθq'n�n kayd�r�lm�³� olaa§�ndan (Önerme

2.12(iv)) bunlar da uzaya e³it de§ildir.

Önerme 2.16. Spx˚,z˚q'�n Qt
C 'de bir fonksiyon olarak C-has olmas� için gerekli ve

yeterli bir ³art z˚ P C˚zp´C˚q olmas�d�r.

Kan�t. Önerme 2.15'den Spx˚,z˚q, Qt
C 'de de§er alan bir fonksiyon oldu§undan z˚ P C˚

olaa§� aç�kt�r. Spx˚,z˚q P Qt
C oldu§undan,

cl copSpx˚,z˚qpxq ` Cq Ă Spx˚,z˚qpxq
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olur. Dolay�s�yla z˚ P C˚
'd�r.

(ñ): Spx˚,z˚q, C-has ve z˚ R C˚zp´C˚q olsun. O halde z˚ P C˚ X p´C˚q olur. Buradan,

Spx˚,z˚qpxq “ Spx˚,z˚qpxq ´ C

olur. Buradan da her x için,

pSpx˚,z˚qpxq ´ CqzSpx˚,z˚qpxq “ H

olur. Bu ise C-has olmas� ile çeli³ir.

(ð): z˚ P C˚zp´C˚q olsun. O halde Dc P C öyle ki z˚p´cq ą 0 olur. Dolay�s�yla

´c P Spx˚,z˚qpθq ´ C olur. z˚p´cq ą 0 oldu§undan ´c R Spx˚,z˚qpθq'd�r. Yani

´c P pSpx˚,z˚qpθq ´ CqzSpx˚,z˚qpθq ‰ H olur.
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3. KÜME DE�ERL� FONKS�YONLARIN AF�N M�NORANTLARI

Konveks analizin klasik bir ba³lang�ç noktas�, bir has kapal� fonksiyonun a�n minorant-

lar�n�n noktasal supremumu oldu§unu kan�tlamakt�r. (Örnek için [14℄'teki Önerme-3.1'e

bak�labilir.) Temel araç, X ˆ R'de fonksiyonun epigraf� ile epigraf�n d�³�ndaki uygun

bir noktaya güçlü bir ay�rma teoremi uygulanmas�d�r. (�ekil 3.1'de gösterilmi³tir.)

Hpx˚q “ tx P X : x˚pxq “ ru

b

b

ã
A

a

ã ´ a

x˚paq ă r

@x P A için x˚pxq ą r

�ekil 3.1: Bir nokta ile bir kümenin do§rusal bir x˚
fonksiyonuyla ayr�lmas�n�n geomet-

rik gösterimi

Bu duruma uyum sa§layan bu yakla³�mda, son bölümde tan�mlanan Spx˚,z˚q fonksiyo-

nunu kullanaa§�z. E§er bir x˚ P X˚
ve z˚ P Z˚ztθu olmak üzere,

@x P X için Spx˚,z˚qpxq ` z ďC fpxq

ise bir x ÞÑ Spx˚,z˚qpxq ` z ³eklinde tan�mlanan fonksiyon (ďC 'ye göre), f 'nin bir a�n

minorant�d�r. z˚ “ θ durumu ç�kar�lm�³t�r. Çünkü has olmayan minorantlar ortaya

ç�kar. Temel sonuçlar a³a§�daki gibidir.

Teorem 3.1. Bir f : X Ñ pPa
C ,Ďq fonksiyonu için a³a§�daki özellikler denktir:

i) f , C-has a�n minorantlar�n�n noktasal supremumudur.

ii) f , X'den Qt
C 'ye kapal� konvekstir ve C-has fonksiyondur ya da f ” Z ya da

f ” H'dir.

Yukar�daki ifadede C-has yerine has yaz�ld�§�nda da denklik geçerlidir.
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Kan�t. Her iki durumda da a�n fonksiyonlar�n bir bo³ ailesinin supremumu Z sabit

fonksiyonuyla ayn�d�r. E§er a�n fonksiyonlar� ailesi bo³tan farkl� ise noktasal supre-

mumu kapal� konvekstir. Çünkü epigraf�, a�n fonksiyonlar�n kapal� konveks epigra�ar�-

n�n kesi³imidir. Bu durumda f ı Z ve a�n minorantlar�n biri C-has ise supremumdur

ya da H'dir. Bu ise piq ñ piiq'yi ispatlar.

Her bir px0, z0q R graf f noktas� için, graf f Ď graf g ve px0, z0q R graf g olaak

³ekilde bir C-has (ama has de§il) g a�n minorant�n�n var oldu§unu gösterelim. graff

kapal� ve konveks oldu§u için

@px, zq P graf f : x˚
0
pxq ` z˚

0
pzq ď α ă x˚

0
px0q ` z˚

0
pz0q (3.1)

olaak ³ekilde x˚
0

P X˚
, z˚

0
P Z˚

, α P R elde ederek tpx0, z0qu'dan graf f 'yi ay�rabiliriz

(konveks kümelerin ayr�lmas�ndan) Bu yüzden domf ‰ H ve f , Qt
C 'ye dönü³tü§ü için

z˚ P C˚
olur. (Önerme 2.15'den)

�lk olarak f 'nin C-has ve z˚
0

P C˚zp´C˚q (2.15'den) oldu§unu varsayal�m. Bu durumda

z˚
0 ppzq “ α olaak ³ekilde pz P Z vard�r. (3.1)'den

@x P X : fpxq Ď pz ` Spx˚
0
,z˚

0
qpxq

ifadesine denk olarak

@px, zq P graf f : x˚
0pxq ` z˚

0 pz ´ pzq ď 0

olur. Di§er yandan (3.1)'de tpx0, z0qu'�n x ÞÑ gpxq : pz ` Spx˚
0
,z˚

0
qpxq a�n fonksiyonunun

gra�§inin eleman� olmad�§�n� gösterir.

z˚
0

P C˚ X p´C˚q olsun. (3.1)'den her px, zq P graf f için

@px, zq P graf f : x˚
0
pxq ` z˚

0
pzq ď x˚

0
px0q ` z˚

0
pz0q ´ β (3.2)

olaak ³ekilde β ą 0 say�s� vard�r.

x1 P domf , z1 P fpx1q ve z1 ´ c R fpx1q olaak ³ekilde px1, z1q P X˚ ˆ Z˚
ve c P C

alal�m. f , C-has oldu§undan bu mümkündür. Yine bir ay�rma ara� ile

@px, zq P graf f : x˚
1
pxq ` z˚

1
pzq ď γ ă x˚

1
px1q ` z˚

1
pz1 ´ cq (3.3)

olaak ³ekilde px˚
1
, z˚

1
q P X˚ ˆ Z˚

, γ P R vard�r. Buradan z˚
1

P C˚zp´C˚q elde ederiz.
Gerçekten, di§er durumda z˚

1 pcq “ 0 olurdu ve (3.3)'de px, zq “ px1, z1q P graf f

seçebilirdik. Bu ise (3.3) ile bir çeli³ki verirdi.

s ą maks

"
0,

1

β
pγ ´ x˚

1
px0q ´ z˚

1
pz0qq

*

seçelim ve (3.2)'yi s ile çarpal�m, sonua (3.3)'ü ekleyelim. Buradan s'nin tan�m� ile
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birlikte

@px, zq P graf f : px˚
1

` sx˚
0
qpxq ` pz˚

1
` sz˚

0
qpzq

ď γ ` spx˚
0px0q ` z˚

0 pz0q ´ βq

ă px˚
1

` sx˚
0
qpxq ` pz˚

1
` sz˚

0
qpzq

e³itsizli§i elde edilir. Dolay�s�yla x˚
0 , z

˚
0 , α'y� s�ras�yla x˚

1 ` sx˚
0 , z˚

1 ` sz˚
0 ,

γ ` spx˚
0
px0q ` z˚

0
pz0q ´ βq ifadeleriyle yer de§i³tirerek (3.1) elde edilir. z˚

1
` sz˚

0
P

C˚zp´C˚q oldu§u için istenilen sonuç öneki bölümde oldu§u gibi elde edilir.

�kini olarak kabul edelim ki f has olsun anak C´has olmas�n. C´has durumuna

benzer ³ekilde f 'nin bir a�n minorant�n� z˚ P C˚ztθu ile elde ederiz. Burada z˚ “ 0

durumu; x1 P dom f ve z1 R fpx1q olaak ³ekildeki px1, z1q eleman�na ikini ay�rma

teoremi uyguland�§�nda ç�kar�labilir. Geriye kalan kan�tlanmas� gereken ifade bu du-

rumda, z˚
0
(veya z˚

0
` sz˚

0
), C˚ X p´C˚q'�n eleman�d�r. Gerçekten z˚

0
P C˚ X p´C˚q

oldu§unu kabul edelim. Önerme 2.11'den f, C´has olmad�§�ndan her x P dom f için

fpxq ´C Ď fpxq elde ederiz. z˚
0
pcq ă 0 olaak ³ekilde c P C alal�m ve bir x P dom f 'yi,

z P fpxq'i sabitleyelim. (3.1)'den

@t ą 0 için x˚
0pxq ` z˚

0 pz ´ tcq ă x˚
0px0q ` z˚

0 pz0q

e³itsizli§i ortaya ç�kar. Bu kesinlikle mümkün de§ilidir. Sonuç olarak f 'ni her a�n mi-

norant� için z˚
0

P C˚ X p´C˚q olur.

Uyar� 3.2. Bir f fonksiyonu Teorem 3.1'deki ³artlar� sa§l�yorsa Qt
C'ye bir dönü³üm-

dür.

Uyar� 3.3. F : X Ñ Z Y t`8u bir en büyük elemanla geni³letilen Z'ye bir fonksiyon

olsun. F px0q P Z olaak ³ekilde bir x0 P X varsa, F fonksiyonu has fonksiyondur. F has

ise her x P X için fpxq “ F pxq ‘ C (�ekil 3.2'de gösterilmi³tir.) ³eklinde tan�mlanan

f : X Ñ Qt
C fonksiyonunun (F pxq “ `8 ise fpxq “ H olmak üzere) has olmas� için

gerekli ve yeterli bir ³art cl C ‰ Z olmas�d�r. Bununla birlikte f 'nin C-has olmas� için

gerekli ve yeterli bir ³art cl C'nin lineer alt uzay olmamas�d�r.
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C

fpxq “ F pxq ‘ C

F pxq
C

C

F pxq

fpxq “ F pxq ‘ C

�ekil 3.2: fpxq “ F pxq ‘ C'nin geometrik gösterimi

Her x P X, her z P fpxq için F pxq ďC z olur. z´F pxq P C oldu§undan graf f “ epi F

olur. Ek olarak F 'yi küme de§erli dü³ünürsek F ile f 'nin a�n minorantlar� ayn�d�r.

Sonuç 3.4. f : X Ñ pQt
C ,Ěq konveks olsun. Bu durumda,

i) cl f konvekstir ve Qt
C 'ye bir dönü³ümdür.

ii) h : X Ñ pQt
C ,Ěq, her x P X için hpxq Ě fpxq olaak ³ekilde kapal� konveks ise

hpxq Ě pcl fqpxq

olur.

iii) Her x P X için pcl fqpxq ‰ Z (veya pcl fqpxq ´ Czpcl fqpxq ‰ Hq olmas� için gerek

ve yeterli bir ³art,

Spx˚,z˚qpxq ` z Ě pcl fqpxq

olaak ³ekilde bir px˚, z˚q P X˚ ˆ C˚ztθu (veya px˚, z˚q P X˚ ˆ C˚zp´C˚q) ve bir

z P Z'nin var olmas�d�r.

iv) pcl fqpx0q “ Z (veya pcl fpx0q ´ C Ď pcl fqpx0qqq olaak ³ekilde bir x0 P X varsa

her x P dom cl f Ě dom f için pcl fqpxq “ Z (veya pcl fqpxq ´ C Ď pcl fqpxqq olur.

Kan�t.

i) Konveks kümelerin kapan�³lar� da konveks oldu§undan

clpgraf fq “ grafpcl fq

konvekstir.
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ii) graf f Ă graf h ve graf h kapal� oldu§undan

clpgraf fq “ grafpcl fq Ă graf h

olur.

iii) cl f has ise Teorem 3.1'den sonuç elde edilir. cl f has de§il ise x˚ “ 0, z˚ P C˚ztθu
ve z “ 0 için cl f ” H olaa§�ndan bir minorant üretir. Tersini (ii)'de h'� a�n minorant

olarak seçersek elde ederiz.

iv) Önerme 2.11'dan aç�kt�r.
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4. LEGENDRE-FENCHEL E�LEN�KLER�

4.1 Tan�mlar ve �kili E³lenik Teoremleri

x˚ P X˚, z˚ P C˚ztθu ve z P Z, f : X Ñ PpZq fonksiyonunun bir a�n minorant�n�

ďC 'ye göre üretsin. Yani her x P X için,

Spx˚,z˚qpxq ` z Ě fpxq

olsun. Bu durumda,

ď

xPX

“
fpxq ` Spx˚,z˚qp´xq

‰
Ď z ` Hpz˚q

d�r. Bu kapsam�n her iki taraf�n�n da yar� uzay oldu§una, özel olarak konveks oldu-

§una dikkat ediniz. Sol taraf� kapal� olmayabilir. Bu kapsam� reel say�larda ineleyelim:

Z “ R, C “ R`, ϕ : X Ñ R Y t˘8u ve z˚ “ ´1 ise Hpz˚q “ R` olur. Yukar�daki

kapsam fpxq “ ϕpxq ` C'ye uygulan�rsa,

Spx˚,´1qp´xq “ tz : x˚p´xq ´ z ď 0u

“ tz : ´x˚pxq ď zu

“ r´x˚pxq,8q

“ ´x˚pxq ` R`

ve

Ť
xPX

´
ϕpxq ` R` ´ x˚pxq ` R`

˙
Ď z ` R` ñ inf

xPX
pϕpxq ´ x˚pxqq ` R` Ď z ` R`

ñ @x P X için z ď ϕpxq ´ x˚pxq

ñ @x P X için ϕpxq ě z ` x˚pxq

oldu§undan her x P X için

ϕpxq ´ x˚pxq ě z, z P R
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ifadesine denk olur.

Sonuç olarak, ϕ'nin x˚pxq`z ³eklinde a�n minorant� varsa ´ϕ˚px˚q : inf
xPX

pϕpxq´x˚pxqq

bir reel say� veya `8'dur.

Tan�m 4.1. f : X Ñ PpZq bir fonksiyon olsun.

´f˚px˚, z˚q :“ cl
´ď

xPX

“
fpxq ` Spx˚,z˚qp´xq

‰¯
(4.1)

³eklinde tan�mlanan ´f˚ : X˚ ˆC˚ztθu Ñ PpZq fonksiyonu f 'nin e³leni§i (konveks

e³leni§i) olarak isimlendirilir.

f˚˚pxq “
ď

px˚,z˚qPX˚ˆC˚ztθu

“
´f˚px˚, z˚q ` Spx˚,z˚qpxq

‰
(4.2)

³eklinde tan�mlanan f˚˚ : X Ñ PpZq fonksiyonu f 'nin ikini e³leni§i (konveks

ikini e³leni§i) olarak isimlendirilir.

Uyar� 4.1. (4.1) denkleminde ´f˚
'�n eksi i³areti, sembolün bir parças� olarak görül-

melidir. f `C ve ´f˚
'�n görüntü uzaylar� (Pa

C) ayn� oldu§undan f˚
yerine ´f˚

'� terih

ediyoruz.

f : X Ñ PpZq ve z˚ P C˚ztθu için ϕf,z˚ : X Ñ R Y t˘8u fonksiyonunu, her x P X

için

ϕf,z˚pxq “ inf
zPfpxq

p´z˚pzqq (4.3)

³eklinde tan�mlayal�m.

z˚ ÞÑ ϕf,z˚pxq e³lemesini yapan fonksiyon, f 'nin de§erlerinin geni³letilmi³ reel de§erli

destek fonksiyonunun negati�dir([63℄, s 79). Makalenin devam�nda ana �kir x'e ba§�ml�

oldu§undan yukar�daki gösterim kullan�laakt�r.

ϕf,z˚
'�n klasik Fenhel-Legendre (konveks) e³leni§i

ϕ˚
f,z˚px˚q :“ pϕf,z˚q˚px˚q “ sup

xPX
tx˚pxq ´ ϕf,z˚pxqu

olur(Örnek için [63℄, s 75'e bakabilirsiniz). Ve bu

ϕ˚
f,z˚px˚q “ sup

xPX, zPfpxq

tx˚pxq ` z˚pzqu “ σgraf f px˚, z˚q (4.4)

e³itli§ini sa§lar.

sup
xPX, zPfpxq

px˚, z˚qpx, zq “ sup
xPX, zPfpxq

tx˚pxq ` z˚pzqu

dir. Burada σgraf f : X˚ ˆ Z˚ Ñ R Y t˘8u fonksiyonu f küme de§erli fonksiyonunun
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gra�§inin destek fonksiyonudur.

A³a§�daki sonuç σgraf f ile ´f˚
'� ili³kilendirir.

Lemma 4.2. f : X Ñ PpZq ve x˚ P X˚, z˚ P C˚ztθu için

´f˚px˚, z˚q “ tz P Z : z˚pzq ď σgraf fpx˚, z˚qu (4.5)

olur ve her x P X için

f˚˚pxq “
č

px˚,z˚qPX˚ˆC˚ztθu

tz P Z : x˚pxq ` z˚pzq ď σgraf f px˚, z˚qu (4.6)

sa§lan�r.

Kan�t. Önelikle

tz P Z : z˚pzq ă ϕ˚
f,z˚px˚qu Ď

ď

xPX

“
fpxq ` Spx˚,z˚qp´xq

‰

olur. Gerçekten z˚pzq ă ϕ˚
f,z˚px˚q ise z˚pzq ď x˚pxq ` z˚pz1q olaak ³ekilde px, z1q P

graf f vard�r ((4.4) denkleminden yazd�k). z1 P fpxq ve z ´ z1 P Spx˚,z˚qp´xq oldu§un-
dan iddia geçerlidir.

�kini olarak

ď

xPX

“
fpxq ` Spx˚,z˚qp´xq

‰
Ď
 
z P Z : z˚pzq ď ϕ˚

f,z˚px˚q
(

olur. Gerçekten x P dom f, z1 P fpxq ve z2 P Spx˚,z˚qp´xq ald�§�m�zda

´ϕf,z˚pxq “ sup
zPfpxq

z˚pzq

oldu§undan

z˚pzq ď ´ϕf,z˚pxq

z˚pz1q ď ϕ˚
f,z˚px˚q

olur ve Spx˚,z˚qpxq tan�m�ndan

x˚p´xq ` z˚pzq ď 0

z˚pzq ď x˚pxq

z˚pz2q ď x˚pxq

elde ederiz. Sonuç olarak z “ z1 ` z2
için

z˚pzq ď x˚pxq ´ ϕf,z˚pxq ď ϕ˚
f,z˚px˚q

olur.
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z P f˚˚pxq ve x˚ P X˚, z˚ P C˚ztθu olsun. Bun durumda z1 P ´f˚px˚, z˚q ve z2 P
Spx˚,z˚qpxq vard�r öyle ki z “ z1 ` z2 olur((4.2) denkleminden).

(4.5) denkleminden z˚pz1q ď σgraf fpx˚, z˚q olur ve Spx˚,z˚q'�n tan�m�ndan

x˚pxq ` z˚pz2q ď 0 olur. Bu iki ifadeyi taraf tarafa toplarsak;

x˚pxq ` z˚pz1q ` z˚pz2q ď σgraf f px˚, z˚q

x˚pxq ` z˚pzq ď σgraf f px˚, z˚q

olur. Tersine, son ili³ki x˚ P X˚
ve z˚ P C˚ztθu için sa§lans�n. Bu durumda

x˚pxq ` z˚pz2q ď 0 olaak ³ekilde z2 P Z vard�r. Sonuç olarak

x˚pxq ` z˚pz ´ z2q ď σgraf fpx˚, z˚q

olur. Bu da e³itlik (4.6)'da Ě kapsam�n� gösterir ve lemman�n kan�t�n� bitirir.

z P ´f˚px˚, z˚q olmas� için gerekli ve yeterli bir ko³ulun

sup
xPX

"
x˚pxq ´ inf

wPfpxq
p´z˚pwqq

*
“ ϕ˚

f,z˚px˚q ď ´z˚pzq

oldu§una dikkat ediniz. Bu ifade [1, 2℄'de bulunabileek özel bir durum için verilen

e³lenik tan�m�d�r.

Önerme 4.3. f : X Ñ PpZq bir fonksiyon olsun. Bu durumda

i) ´f˚ : X˚ ˆC˚ztθu Ñ Qt
C olur. Bununla birlikte ´f˚px˚, z˚q bir z P Z için z`Hpz˚q

³eklindedir veya tZ,Hu kümesinin bir eleman�d�r.

ii) f˚˚ : X Ñ Qt
C kapal� konvekstir.

Kan�t.

i) (4.5) e³itli§inden ´f˚px˚, z˚q P Qt
C olur.

ii) f˚˚pxq P Qt
C , (4.6) e³itli§inin bir sonuudur. Yine (3.6) e³itli§inden graf f˚˚

,

x ÞÑ tz P Z : x˚pxq ` z˚pzq ď σgraf fpx˚, z˚qu

³eklindeki fonksiyonlar�n kapal� konveks gra�klerinin kesi³imi oldu§undan sonuç elde

edilir.

Uyar� 4.4. f : X Ñ PpZq bir fonksiyon olsun. Her x P X için

fpxq Ď gpxq Ď pcl co fqpxq
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³art�n� sa§layan her g : X Ñ PpZq fonksiyonunun ´f˚
'a e³it bir e³leni§i vard�r. Özel

olarak g “ cl co f seçersek ´f˚ “ ´pcl co fq˚
olur. Gerçekten, graf f 'nin destek

fonksiyonu cl copgraf fq'in destek fonksiyonuna e³ittir. Lemma 4.2'den sonuç elde

edilir.

Uyar� 4.5. C˚
'�n bir B˚

taban� varsa(bu durumda sivri(pointed)) ve C˚zp´C˚q “
C˚ztθu olmal�d�r. ([29℄'da Lemma-1.1.14'e bak�labilir.)

f˚˚
'�n tan�m�nda C˚ztθu yerine B˚

kullanmak daha uygun olur. [20℄'de; Teorem-2.1.15

ve Teorem-2.2.12'ye bak�labilir. Bu durumda

f˚˚pxq “
č

px˚,z˚qPX˚ˆB˚

“
´f˚px˚, z˚q ` Spx˚,z˚qpxq

‰

olur.  
Spx˚,z˚q : x

˚ P X˚, z˚ P C˚ztθu
(

“
 
Spx˚,z˚q : x

˚ P X˚, z˚ P B˚
(

oldu§undan bu sa§lan�r. Çünkü her t ą 0 için,

Spx˚, 1
t
z˚q “ Sptx˚,z˚q

olur.

Young-Fenhel e³itsizli§i do§rudan tan�mdan elde edilir.

Önerme 4.6. Her x P X, x˚ P X˚
ve z˚ P C˚ztθu için,

´f˚px˚, z˚q Ě fpxq ‘ Spx˚,z˚qp´xq (4.7)

Spx˚,z˚qpxq ‘ ´f˚px˚, z˚q Ě f˚˚pxq (4.8)

sa§lan�r.

Kan�t. Tan�m 4.1'den kolayl�kla ç�kar.

Spx˚,z˚qpxq ‘ ´f˚px˚, z˚q “ cl
`
Spx˚,z˚qpxq ` ´f˚px˚, z˚q

˘

Ě Spx˚,z˚qpxq ` ´f˚px˚, z˚q

Ě
Ş

px˚,z˚qPX˚ˆB˚

`
Spx˚,z˚qpxq ` ´f˚px˚, z˚q

˘

Ě f˚˚pxq

olur. Yani sonuç olarak,

Spx˚,z˚qpxq ‘ ´f˚px˚, z˚q Ě f˚˚pxq

elde ederiz.
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f1, f2 : X Ñ PpZq fonksiyonlar�n�n noktasal s�ralamas�n�,

f1 ďC f2 :ô @x P X : f1pxq ďC f2pxq

olarak,

´f˚
1 , ´f˚

2 : X˚ ˆ C˚tθu Ñ Qt
C fonksiyonlar�n�n noktasal s�ralamas�n�,

´f˚
1

ď ´f˚
2
: ô @px˚, z˚q P X˚ ˆ C˚ztθu : ´f˚

1
px˚, z˚q Ě ´f˚

2
px˚, z˚q

ô @px˚, z˚q P X˚ ˆ C˚ztθu : ´f˚
1 px˚, z˚q ďC ´f˚

2 px˚, z˚q

³eklinde verilir. Burada ďC s�ralamas�, yans�mal� ve geçi³melidir, ĺ ise k�smi s�ralama-

d�r. Dolay�s�yla a³a§�daki ili³kiyi elde ederiz.

Önerme 4.7. f, f1, f2 : X Ñ PpZq olsun. Bu durumda,

i) f1 ďC f2 ise ´ f˚
1 ĺ ´f˚

2 ,

ii) ´f˚
1 ĺ ´f˚

2 ise f˚˚
1 ĺC ´f˚˚

2 ,

iii) ´f˚ “ ´pcl fq˚ “ ´pcl co fq˚
,

iv) f˚˚ ďC cl co f ďC cl f ďC f ,

v) ´pf˚˚q˚ “ ´f˚
, d�r.

Kan�t. (i) ve (ii) Tan�m 4.1'in do§rudan sonuçlar�d�r. (4.1) e³itli§ini kullanarak her

x P X ve her px˚, z˚q P X˚ ˆ C˚ztθu için,

f1 ďC f2

f1pxq ďC f2pxq

f2pxq ` Spx˚,z˚qp´xq Ď f1pxq ` Spx˚,z˚qp´xq ` C

cl
Ť
xPX

`
f2pxq ` Spx˚,z˚qp´xq

˘
Ď cl

Ť
xPX

`
f1pxq ` Spx˚,z˚qp´xq ` C

˘

´f˚
2

px˚, z˚q Ď ´f˚
1

px˚, z˚q ` C

´f˚
2

px˚, z˚q ` C Ď ´f˚
1

px˚, z˚q ` C ` C

´f˚
2 px˚, z˚q ` C Ď ´f˚

1 px˚, z˚q ` C

´f˚
2

px˚, z˚q Ď ´f˚
1

px˚, z˚q

´f˚
2 ĺ ´f˚

1

d�r.
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ii) Her px˚, z˚q P X˚ ˆ C˚ztθu için,

´f˚
2 ĺ ´f˚

1

´f˚
2

px˚, z˚q Ď ´f˚
1

px˚, z˚q

´f˚
2

px˚, z˚q ` Spx˚,zqpxq Ď ´f˚
1

px˚, z˚q ` Spx˚,z˚qpxq
Ť

px˚,z˚qPX˚ˆC˚ztθu

`
´f˚

2
px˚, z˚q ` Spx˚,z˚qpxq

˘
Ď

Ş
px˚,z˚qPX˚ˆC˚ztθu

`
´f˚

1
px˚, z˚q ` Spx˚,z˚qpxq

˘

f˚˚
2 pxq Ď f˚˚

1 pxq

f˚˚
2

pxq Ď f˚˚
1

pxq ` C

f˚˚
1

ĺC f˚˚
2

iii) σApx˚q “ sup
aPA

x˚paq “ sup
aP cl A

x˚paq “ sup
aP co A

x˚paq ve σA “ σcl co A

oldu§undan,

σgraf fpx˚, z˚q “ σgrafpcl fqpx
˚, z˚q

“ σgrafpcl co fqpx
˚, z˚q

elde ederiz. Lemma 4.2'deki (4.5) ifadesini düzenlersek,

´f˚px˚, z˚q “ tz P Z : z˚pzq ď σgraf fpx˚, z˚qu

“ tz P Z : z˚pzq ď σgrafpcl fqpx
˚, z˚qu

“ ´pcl fq˚px˚, z˚q

“ tz P Z : z˚pzq ď σgrafpcl co fqpx
˚, z˚qu

“ ´pcl co fq˚px˚, z˚q

iv) (iii) ve Tan�m 4.1'den,

fpxq Ă cl fpxq Ă cl co fpxq

oldu§undan,

f˚˚ “ pcl co fq˚˚

olur.

fpxq ďC f˚˚pxq ô fpxq ` C Ă f˚˚pxq

oldu§unu göstermek istiyoruz. Lemma 4.2'deki (4.5)'den,

f˚˚pxq “
č

px˚,z˚qPX˚ˆC˚ztθu

tz P Z : x˚pxq ` z˚pzq ď σgraf f px˚, z˚qu
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d�r. Bir px˚, z˚q P X˚ ˆ C˚ztθu için z̃ P fpxq, c P C olmak üzere,

x˚pxq ` z˚pz̃ ` cq “ x˚pxq ` z˚pz̃q ` z˚pcq (lineerlikten ay�rabiliriz.)

ď x˚pxq ` z˚pz̃q

ď sup
px,zqPgraf f

tx˚pxq ` z˚pzqu

ď σgraf f px˚, z˚q

elde ederiz.

z̃ ` c P f˚˚pxq ve fpxq ` C Ă f˚˚pxq olur.

f˚˚pxq Ě fpxq ` C

cl co f˚˚pxq Ě pcl co fqpxq ` C

f˚˚pxq Ě pcl co fqpxq ` C

olur.(fpxq Ă cl fpxq Ă cl co fpxq oldu§undan)

v) (iv)'den f˚˚ ďC f oldu§unu biliyoruz. (i)'de f1 yerine f
˚˚

ve f2 yerine f yazd�§�m�zda

´pf˚˚q˚ ĺ ´f˚
elde ederiz. (4.1) ifadesinde f yerine f˚˚

yazal�m. (4.2) ifadesini de

yerine yazal�m. x˚ Ñ u˚
ve z˚ Ñ w˚

iken

´f˚˚pu˚, w˚q “ cl
Ť
xPX

#
Ş

px˚,z˚qPX˚ˆC˚ztθu

“
´f˚px˚, z˚q ` Spx˚,z˚qpxq

‰
` Spu˚,w˚qp´xq

+

Ď cl
Ť
xPX

 
´f˚pu˚, w˚q ` Spu˚,w˚qpxq ` Spu˚,w˚qp´xq

(

Ď cl
Ť
xPX

t´f˚pu˚, w˚q ` Hpw˚qu

olur. �imdi

Spu˚,w˚qpxq ` Spu˚,w˚qp´xq “ Hpw˚q

oldu§unu gösterelim. Bunun için z P Hpw˚q alal�m.w˚pzq ď 0 ve u˚ P X˚
ve

x P X için u˚pxq “ ´u˚p´xq olur. Kabul edelim ki u˚pxq ě 0 olsun. Bu durumda

u˚p´xq ď 0 olur. Buradan

u˚pxq ` u˚p´xq ` w˚pzq ď 0

z1, z2 P Z ve z1 ` z2 “ z olmak üzere,

u˚pxq ` u˚p´xq ` w˚pz1q ` w˚pz2q ď 0

olur. Dolay�s�yla,

z P Spu˚,w˚qpxq ` Spu˚,w˚qp´xq

z P z1 ` z2
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olur. Buradan,

f˚˚pu˚, w˚q “ cl
Ť
xPX

t´f˚pu˚, w˚q ` Hpw˚qu

“ cl p´f˚pu˚, w˚q ` Hpw˚qq

“ ´f˚pu˚, w˚q

elde ederiz. Dolay�s�yla

´f˚pu˚, w˚q Ď cl p´f˚pu˚, w˚q ` Hpw˚qq

d�r. �imdi de

´f˚pu˚, w˚q Ě cl p´f˚pu˚, w˚q ` Hpw˚qq

oldu§unu gösterelim. Bunun için z P ´f˚pu˚, w˚q ve z̃ P Hpw˚q alal�m. ((4.5)'den)

w˚pzq ď σgraf pu˚, w˚q

w˚pz̃q ď 0

ifaderini taraf tarafa toplarsak,

w˚pzq ` w˚pz̃q ď σgraf pu˚, w˚q

w˚pz ` z̃q ď σgraf pu˚, w˚q

oldu§undan z ` z̃ P ´f˚pu˚, w˚q olur.

Teorem 4.8. Bir f : X Ñ Qt
C has fonksiyonunun kapal� ve konveks olmas� için gerekli

ve yeterli bir ³art her x P X için f˚˚pxq “ fpxq olmas�d�r. Dahas�, f, C-has ise,

@x P X : f˚˚pxq “
č

px˚,z˚qPX˚ˆC˚zp´C˚q

“
´f˚px˚, z˚q ` Spx˚,z˚qpxq

‰

f has anak C-has de§il ise,

@x P X : f˚˚pxq “
č

px˚,z˚qPX˚ˆpC˚Xp´C˚qqztθu

“
´f˚px˚, z˚q ` Spx˚,z˚qpxq

‰

olur.

Kan�t. Öne f has kapal� konveks olsun. Ayr�a f 'nin her a�n minorant� f˚˚
'�n da

bir a�n minorant�d�r. Gerçekten x˚ P X˚, z˚ P C˚ztθu, z P Z olsun öyle ki her

x1 P X : fpx1q Ď z`Spx˚,z˚qpx
1q olur. Her iki tarafa Spx˚,z˚qpx

1q ekleyip x1 P X üzerinden
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birle³imini alal�m ve tekrar her iki tarafa Spx˚,z˚qpxq ekleyelim.

fpx1q Ď z ` Spx˚,z˚qpx
1q

fpx1q ` Spx˚,z˚qp´x1q Ď z ` Spx˚,z˚qpx
1q ` Spx˚,z˚qp´x1q

fpx1q ` Spx˚,z˚qp´x1q Ď z ` Hpz˚q
Ť

x1PX

`
fpx1q ` Spx˚,z˚qpx

1q
˘

Ď
Ť

x1PX

pz ` Hpz˚qq

Ť
x1PX

`
fpx1q ` Spx˚,z˚qpx

1q
˘

Ď z ` Hpz˚q (Tan�m 4.1'den)

´fpx˚, z˚q Ď z ` Hpz˚q

Her x P X için,

´f˚px˚, z˚q ` Spx˚,z˚qpxq Ď z ` Hpz˚q ` Spx˚,z˚qpxqlooooooooooomooooooooooon
Spx˚,z˚qpxq

“ z ` Spx˚,z˚qpxq

olur. Burada her iki taraf�n x˚ P X˚, z˚ P C˚ztθu üzerinden kesi³imini alal�m.

Ş
x˚PX˚, z˚PC˚ztθu

`
´f˚px˚, z˚q ` Spx˚,z˚qpxq

˘
Ď

Ş
x˚PX˚, z˚PC˚ztθu

`
tzu ` Spx˚,z˚qpxq

˘

f˚˚pxq “ fpxq

f˚˚pxq Ď fpxq

(Teorem 3.1'den a�n minorantlar�n kesi³imi fpxq'e e³it oldu§undan)
Sonuç 3.4'den f 'nin has a�n minorantlar�n�n kümesi bo³tan farkl�d�r ve Teorem 3.1'den

böyle minorantlar�n noktasal supremumu f 'tir. Önerme 4.7 (iv)'den fpxq Ď f˚˚pxq olur.
Sonuç olarak f˚˚pxq “ fpxq olur. Tersine Önerme 4.3 (ii)'den f˚˚

kapal� konvekstir.

Geriye kalan formüller Teorem 3.1'in sonuçlar�d�r. Bu da ispat� tamamlar.

Uyar� 4.9. f kapal� konveks ise f 'nin has fonksiyon olmas� için gerekli ve yeterli bir

³art her px˚, z˚q P X˚ ˆC˚ztθu için ´f˚px˚, z˚q ‰ H olmas� ve ´f˚px˚
0
, z˚

0
q ‰ Z olaak

³ekilde bir px˚
0 , z

˚
0 q P X˚ ˆ C˚ztθu ikilisinin var olmas�d�r.

Kan�t. (ñ):f kapal� konveks ve has olsun. En az bir tane px˚, z˚q P X˚ ˆ C˚ztθu için

´f˚px˚, z˚q “ H oldu§unu kabul edelim. Teorem 4.8'den f˚˚pxq “ H olur. Bu da f 'nin

has fonksiyon olmas� ile çeli³ir.

f , kapal� konveks ve has olsun. Her px˚
0
, z˚

0
q P X˚ ˆ C˚ztθu için ´f˚px˚

0
, z˚

0
q “ Z

oldu§unu kabul edelim. Teorem 4.8'den,

f˚˚pxq “
Ş

px˚,z˚qPX˚ˆC˚ztθu

“
´fpx˚, z˚q ` Spx˚,z˚qpxq

‰

“ Z

olur. Bu da yine f 'nin has fonksiyon olmas� ile çeli³ir.
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(ð): Her px˚, z˚q P X˚ˆC˚ztθu için ´fpx˚, z˚q ‰ H ve en az bir px˚
0
, z˚

0
q P X˚ˆC˚ztθu

için ´f˚px˚
0 , z

˚
0 q ‰ Z olsun.

˜
(4.2) ifadesinden @x P X için f˚˚pxq ‰ H ve

f˚˚pxq ‰ Z olur.

¸

Her x P X için fpxq ‰ 0 olsun.

´f˚px˚, z˚q “
Ť
xPX

“
´fpxq ` Spx˚,z˚qp´xq

‰

“ H

olur.

´f˚px˚, z˚q “ H ñ Dx̃ P X : fpx̃q ‰ H

olur. Dolay�s�yla,

´f˚px˚, z˚q “ H ô x̃ P dom f ‰ H

olur. Her x P X için,

f˚˚pxq “ cl

˜
Ş

px˚,z˚qPX˚ˆC˚ztθu

“
´fpx˚, z˚q ` Spx˚,z˚qpxq

‰
¸

Ĺ Z

Önerme 4.7'nin (iv).maddesinden fpx̃q Ă f˚˚px̃q Ĺ Z'dir. Bu durumda f has fonksi-

yondur.

Teorem 4.10. f : X Ñ pPa
C ,Ěq bir fonksiyon ve dom f ‰ H olsun. O halde,

i) cl co f has fonksiyon ise, f˚˚ “ cl co f ;

cl co f has fonksiyon de§il ise f˚˚ ” Z olur.

ii) f konveks ve bir x0 P X için fpx0q “ pcl fqpx0q ‰ H ise f˚˚px0q “ fpx0q olur. Ek

olarak fpx0q ‰ Z ise cl f has ve f˚˚ “ cl f olur. Bu durumda cl f ; pfpx0q´Cqzfpx0q ‰
H ise C-has olur ve pfpx0q ´ Cqzfpx0q “ H ise has ama C-has de§ildir.

Kan�t. i) Uyar� 4.4'den ´f˚ “ pcl co fq˚
oldu§undan,

f˚˚pxq “
Ş

px˚,z˚qPX˚ˆC˚ztθu

“
´f˚pxq ` Spx˚,z˚qpxq

‰

“
Ş

px˚,z˚qPX˚ˆC˚ztθu

“
´pcl co fq˚pxq ` Spx˚,z˚qpxq

‰

“ cl co f˚˚pxq

olur. Bu durumda f˚˚ “ cl co f˚˚
olur.

cl co f kapal� konveks oldu§undan, has oldu§u durumda Teorem 4.8'i uygularsak,

cl co f “ pcl co fq˚˚ “ f˚˚
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olur.

h :“ cl co f has olmas�n. O halde x0 P X vard�r öyle ki hpx0q “ Z olsun. Dolay�s�yla

Uyar� 4.4'e göre, her x˚ P X˚, z˚ P C˚ztθu için,

´f˚px˚, z˚q “ ´pcl co fq˚px˚, z˚q

“ ´h˚px˚, z˚q ph “ cl co f oldu§undanq

“ Z

elde ederiz.

f˚˚pxq “
Ş

px˚,z˚qPX˚ˆC˚ztθu

“
´f˚px˚, z˚q ` Spx˚,z˚qp´xq

‰

“ Z

olur.

iiqcl f has de§il ise Dx0 P dompcl fq öyle ki cl fpx0q “ Z olur. Önerme 2.11'den

f, dompcl fq üzerinde Z de§erine sahiptir. Yani, her x P dompcl fq için cl fpxq “ Z olur.

Özellikle fpxq “ cl fpxq ‰ H ise x P dompcl fq olaa§�ndan fpxq “ pcl fqpxq “ Z'dir.

iq'den f˚˚ ” Z oldu§undan f˚˚px0q “ fpx0q “ Z olur.

cl f has ise Teorem 4.8'i kullanarak

fpxq “ pcl fqpxq “ pcl fq˚˚pxq “ f˚˚pxq

elde ederiz.

fpx0q “ pcl fqpx0q ‰ Z ise cl f , Önerme 2.11'dan has fonksiyondur. Dolay�s�yla Teorem

4.8'den cl f “ f˚˚
olur.

Z “ R, C “ R`, fpxq “ ϕpxq ` R` olarak al�nd�§�nda ϕ : X Ñ R Y t˘8u fonksi-

yonlar�na uygun sonuçlar kolayl�kla ke³fedilebilir ([63℄, s 78'e bak�labilir). Bu bölümde,

geni³letilmi³ reel de§erli fonksiyonlar için verilen Fenhel-Moreou Teoremi'ni kullana-

rak Teorem 4.8'i farkl� bir yolla kan�tlayaa§�z. f : X Ñ pQt
C ,Ěq bir fonksiyon olsun.

O halde her bir fpxq fonksiyon de§eri, bu de§eri içeren Z'deki kapal� yar� uzaylar�n

kesi³imidir. Bu((4.3)'e bak�labilir.)

@x P X : fpxq “
č

z˚PC˚ztθu

tz P Z : ´z˚pzq ě ϕf,z˚pxqu (4.9)

anlam�na gelir.

Di§er yandan, f konveks ise ϕf,z˚, x'e göre konveks bir fonksiyondur ve f has ise ϕf,z˚

has olaak ³ekilde bir z˚ P C˚ztθu vard�r. f 'nin kapal� olmas� ϕf,z˚
'�n kapal� olmas�n�

gerektirmez. Anak kapal� konveks has bir f için,

@x P X : fpxq “
č

z˚PC˚ztθu
clϕf,z˚ has

tz P Z : ´z˚pzq ě clϕf,z˚pxqu
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oldu§unu göstermek mümkündür. clϕf,z˚
has oldu§unda clϕf,z˚ “ ϕ˚˚

f,z˚ olur. Yukar�-

daki kesi³imde clϕf,z˚
yerine ϕ˚˚

f,z˚ yazarsak (4.2) ifadesinde tan�mlanan f˚˚pxq'i bulu-
ruz. (Teorem 3.1'in ispat�ndaki) X ˆ Z çarp�m uzay�ndaki ay�rma yerine X ˆ R'deki

bir ay�rma kavram� (clϕf,z˚
'a skaler ikili e³lenik teoreminin uygulan�³�n�n ispat� için)

ve (4.9) ifadesini göstermek için Z'deki ba³ka bir ay�rma kullan�lm�³t�r. Burada ve-

rilen kan�t Spx˚,z˚q sürekli lineer fonksiyonellerinin yerine kullan�ld�§�ndan daha kolay

görülebilir.(Örnek olarak ´f˚
'�n tan�m�nda)

4.2 Örnekler

Örnek 4.1. (Karakteristik Fonksiyon) M Ď X olsun. Qt
C de§erli IM karakteristik

fonksiyonunun (Örnek 2.8) e³leni§i,

´qMpx˚, z˚q :“ ´pIMq˚px˚, z˚q “ cl
ď

xPM

Spx˚,z˚qp´xq

olur. Tan�m 5'deki (4.1) ifadesinde f yerine IM yazarsak,

´IM px˚, z˚q “ cl
ď

xPX

“
IMpx˚, z˚q ` Spx˚,z˚qp´xq

‰

elde ederiz. x R M için,

IMpxq ` Spx˚,z˚qp´xq “ H ` Spx˚,z˚qp´xq

“ H

olaa§�ndan birle³imden bu x'leri ç�karabiliriz. Bu durumda birle³imi X yerine M üze-

rinden alabiliriz. x P M oldu§unda ise

IMpx˚, z˚q ` Spx˚,z˚qp´xq “ cl C ` Spx˚,z˚qp´xq

“ Spx˚,z˚qp´xq

olur. Buradan,

´pIMq˚px˚, z˚q “ cl
ď

xPM

Spx˚,z˚qp´xq

elde edilir.

c P cl C, z P Spx˚,z˚qp´xq, @z˚ P C˚ztθu için

z˚pcq ď 0
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x˚p´xq ` z˚pzq ď 0

ifadelerini taraf tarafa toplarsak, z˚
'�n do§rusall�§�ndan,

x˚p´xq ` z˚pz ` cq ď 0

olur. Bu durumda c ` z P Spx˚,z˚qp´xq'dir.

Skaler durumda x Ñ sup
xPM

x˚p´xq “ inf
xPM

x˚p´xq dönü³ümüne e³it olaa§�ndan ´qM

fonksiyonuna M Ď X 'in küme de§erli negatif destek fonksiyonu denir.

M “ K Ď X , negatif dual konisi K˚
olan bir dual koni ise,

pIKq˚px˚, z˚q “

#
Hpz˚q : ´x˚ P K˚

Z : ´x˚ R K˚

olur. Gerçekten de ´x˚ P K˚
ise σgraf IK px˚, z˚q “ 0 ve ´x˚ R K˚

ise σgraf IKpx˚, z˚q “
`8 olur. Yukar�da ki e³itlik, Lemma 4.2'deki (4.5) ifadesinin bir sonuudur.

Örnek 4.2. (Sürekli Lineer Operatör)

F : X Ñ Z bir sürekli lineer operatör ve F ˚ : Z˚ Ñ X˚, F 'nin adjoint operatörü

olsun. fpxq “ tFxu ‘C ile tan�ml� f : X Ñ Qt
C fonksiyonunun e³leni§i ile ilgilenee§iz.

σgraf fpx˚, z˚q “ sup
xPX

px˚ ` F ˚z˚q pxq

oldu§u durumda Lemma 4.2'deki (4.5) ifadesinden x˚ P X˚, z˚ P C˚ztθu için

F ˚z˚ “ ´x˚
oldu§u durumda,

´f˚px˚, z˚q “ tz P Z : z˚pzq ď sup
xPX

px˚ ` F ˚z˚qpxqu

“ tz P Z : z˚pzq ď sup
xPX

px˚ ´ x˚qpxqu

“ tz P Z : z˚pzq ď 0u

“ Hpz˚q

F ˚z˚ ‰ ´x˚
oldu§u durumda,

´f˚px˚, z˚q “ tz P Z : z˚pzq ď sup
xPX

px˚ ` F ˚z˚qpxqu

“ tz P Z : z˚pzq ď `8u

“ Z

olur. Yani her x˚ P X˚, z˚ P C˚ztθu için,

´f˚px˚, z˚q “

#
Hpz˚q : F ˚z˚ “ ´x˚

Z : F ˚z˚ ‰ ´x˚
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olur.

Örnek 4.3. (Konlineer Fonksiyonlar)

x˚
0

P X˚, z˚
0

P C˚ztθu alal�m. fpxq “ Spx˚
0
,z˚

0
qpxq ile tan�ml� f : X Ñ Qt

C fonksiyonunun

e³leni§ini bulal�m. z˚ P C˚ztθu alal�m. z˚ R R`tz0˚u ise (z˚, z˚
0 '�n bir pozitif kat� de§il

ise), z˚pz1q ą 0 ve z˚
0
pz1q ă 0 olaak ³ekilde z1 P Z vard�r. Buradan,

σgraf fpx˚, z˚q “ sup
px,zqPgraf S

px˚
0
,z˚
0

q

tx˚pxq ` z˚pzqu

ě sup
tą0

tx˚pxq ` tz˚pzqu

“ `8

elde ederiz. Dolay�s�yla (4.5) ifadesinde ´f˚px˚, z˚q “ Z olur. Benzer ³ekilde

x˚ R R`tx˚
0u ise,

´f˚px˚, z˚q “

#
Hpz˚

0
q : bir s ą 0 için z˚ “ sz˚

0
, x˚ “ sx˚

0

Z : di§er durumlarda

olur.

Son iki örnekte görüldü§ü gibi; (Önerme 2.14'den) X üzerinde x˚
0 gibi bir sürekli lineer

dönü³üm al�rsak bunun e³leni§i tx˚
0
u kümesinin karakteristik fonksiyonudur.

4.3 Sublineer Fonksiyonlar ve Vektörel Normlar

Geni³letilmi³ reel de§erli, has kapal� sublineer fonksiyonlar, dual uzay�n bo³tan farkl�

zay�f altkümelerinin destek fonksiyonlar�d�r. Küme de§erli fonksiyonlar için buradan

benzer bir sonuç ç�karaa§�z. p : X Ñ Qt
C sublineer olsun ve

Mp :“ tpx˚, z˚q P X˚ ˆ C˚ztθu : @x P X, Spx˚,z˚qpxq Ě ppxqu

ile tan�mlans�n.

Önerme 4.11. p : X Ñ Qt
C has kapal� ve sublineer olsun. O halde px˚, z˚q P X˚ ˆ

C˚ztθu, x P X için,

´p˚px˚, z˚q “ ´IMp
px˚, z˚q ve ppxq “

č

px˚,z˚qPMp

Spx˚,z˚qpxq

olur. Burada

´IMp
px˚, z˚q “

#
Hpz˚q : px˚, z˚q P Mp

Z : px˚, z˚q R Mp
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dir.

Kan�t. px˚, z˚q P Mp alal�m. Her x P X için Spx˚,z˚qpxq Ě ppxq'de x “ 0 al�rsak,

Spx˚,z˚qpxq Ě pp0q

tz P Z : x˚p0q ` z˚pzq ď 0u Ě pp0q

tz P Z : z˚pzq ď 0u Ě pp0q

Hpz˚q Ě pp0q

O halde pp0q Ď Hpz˚q olur. Bunu, ´p˚
'�n ve Mp'nin tan�mlar�n� kullanarak

Hpz˚q Ě ´p˚px˚, z˚q Ě Hpz˚q

sonuuna a³a§�daki ³ekilde ula³abiliriz:

´p˚px˚, z˚q “ cl

ˆ Ť
xPX

pppxq ` Spx˚,z˚qp´xqq

˙

Ď cl

ˆ Ť
xPX

pSpx˚,z˚qpxq ` Spx˚,z˚qp´xqq

˙

“ cl

ˆ Ť
xPX

Hpz˚q

˙

´p˚px˚, z˚q Ď Hpz˚q

ve x “ 0 iken (pp0q Ď Hpz˚q ve Spx˚,z˚qp0q “ Hpz˚q oldu§undan)

´p˚px˚, z˚q “ cl

ˆ Ť
xPX

ppp0q ` Spx˚,z˚qp0qq

˙

Ě cl

ˆ Ť
xPX

Hpz˚q

˙

´p˚px˚, z˚q Ě Hpz˚q

oldu§undan

Hpz˚q Ě ´p˚px˚, z˚q Ě Hpz˚q

olur. Dolay�s�yla,

´p˚px˚, z˚q “ Hpz˚q

d�r.

px˚, z˚q R Mp ise z̄ P Spx˚,z˚qpx̄q olaak ³ekilde px̄, z̄q P graf p vard�r. Yani x˚px̄q `
z˚pz̄q ą 0 olur. p sublineer oldu§undan, graf p konveks bir konidir. Yani

σgraf fpx˚, z˚q ě sup
tą0

tx˚ptx̄q ` z˚ptz̄qu “ `8

elde ederiz. Dolay�s�yla (4.5) ifadesinden ´p˚px˚, z˚q “ Z'dir. ´p˚
için formül
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a³a§�dad�r:

p˚˚pxq “ ppxq

“
Ş

px˚,z˚qPX˚ˆC˚ztθu

“
´p˚px˚, z˚q ` Spx˚,z˚qpxq

‰

“
Ş

px˚,z˚qPMp

Spx˚,z˚qpxq

“ sup
px˚,z˚qPMp

Spx˚,z˚qpxq

elde edilir. Bu da önermenin ispat�n� tamamlar.

Skaler durum; x ÞÑ
Ş

px˚,z˚qPM

Spx˚,z˚qpxq fonksiyonlar�n�n bir M Ď X˚ ˆC˚ztθu kümesini

destek fonksiyonu oldu§unu dü³ünmemizi sa§lar:

Spx˚
1
,z˚

1
qpxqloooomoooon

A1

Ď Spx˚
2
,z˚

2
qpxqloooomoooon

A2

ô Spx˚
1
,z˚

1
qpxq ďC Spx˚

2
,z˚

2
qpxq

suppA1, A2q “ A1 X A2 ve σA˚px˚q “ sup
xPA

x˚pxq

oldu§undan M kümesinin bir destek fonksiyonudur. Yani

σMpxq “ sup
px˚,z˚qPM

Spx˚,z˚qpxq “
č

px˚,z˚qPM

Spx˚,z˚qpxq

d�r. Ba³ka bir özel küme de§erli fonksiyonlar s�n�f� Kantorovih'in [32℄'sinde([29℄'a ba-

k�labilir.) tan�mlanan vektörel normlardan meydana gelebilir.

Tan�m 4.2. [28, 29℄ X ve Z reel lineer uzaylar ve C, Z'de bir konveks koni olsun.

Buna göre ‖.‖ : X Ñ C vektörel normu her x, y P X ve her λ P R için a³a§�daki

ko³ullar sa§lan�r:

a) ‖x‖ “ θ gerekli ve yeterli bir ³art x “ θ olmas�d�r.

b) ‖λx‖ “ |λ| ¨ ‖x‖

) ‖x ` y‖ ďC ‖x‖ ` ‖y‖

Y “ R ve CY “ R` oldu§unda ‖.‖ bir normdur. (a) ko³ulu sa§lanmazsa seminormdur.

‖.‖ : X Ñ C vektörel bir norm ve n : X Ñ Qt
C 'ye npxq :“ t‖x‖u ‘ C ile tan�ml� bir

sublineer fonksiyon olsun.

‖x˚‖z˚ “ suptx˚pxq : z˚p‖x‖q “ ´1u
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oldu§unda

´n˚px˚, z˚q “

#
Hpz˚q : ‖x˚‖z˚ ď 1 ve z˚p‖x‖q “ 0 ñ x˚pxq “ 0

Z : di§er durumlarda

oldu§unu iddia ediyoruz. �ddiay� ispatlamak için önelikle Önerme 4.11 ve n fonksiyo-

nunun özelliklerine dikkat edelim.

Mn “ tpx˚, z˚q P X˚ ˆ C˚ztθu : @x P X, x˚pxq ` z˚p‖x‖q ď 0u

oldu§unu gösterelim. Önerme 4.11'den

Mn :“ tpx˚, z˚q P X˚ ˆ C˚ztθu : @x P X,Spx˚,z˚qpxq Ě npxqu

dir. Yani,

Mn :“ tpx˚, z˚q P X˚ ˆ C˚ztθu : @x P X,Spx˚,z˚qpxq Ě t‖x‖u ‘ Cu

olur. 0 P C oldu§undan ‖x‖ P Spx˚,z˚qpxq olur. Dolay�s�yla

Mn Ď tpx˚, z˚q P X˚ ˆ C˚ztθu : @x P X, x˚pxq ` z˚p‖x‖q ď 0u

olur. �imdi

tpx˚, z˚q P X˚ ˆ C˚ztθu : @x P X, x˚pxq ` z˚p‖x‖q ď 0u Ď Mn

oldu§unu gösterelim.

z P t‖x‖u ‘ C Ď Spx˚,z˚qpxq

ve

Dc P C için z “ ‖x‖ ` c

olur. Buradan

x˚pxq ` z˚p‖x‖ ` cq ď x˚pxq ` z˚p‖x‖q ` z˚pcqloomoon
ď0

ď x˚pxq ` z˚p‖x‖q

ď 0

olur. Böylee ikini kapsam�n da sa§land�§� görülür.

px˚, z˚q P Mn alal�m. Bu durumda

x˚pxq ` z˚p‖x‖q ď 0 (4.10)
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ifadesi

x˚pxq ď 1 ñ suptx˚pxq : z˚p‖x‖q “ ´1u ď 1

ñ ‖x‖z˚ ď 1

sa§lar.

Mn'de x'in uzaydan seçimi serbesttir. z˚p‖x‖q ď 0 olaak ³ekilde bir x için x˚pxq ă 0

olsun. Bu durumda ´x P X olaakt�r. z˚p‖´x‖q “ 0 olaa§�ndan x˚p´xq ą 0 olur. Bu

da bir çeli³kidir. Bu yüzden z˚p‖x‖q “ 0 oldu§unda x˚pxq “ 0'd�r.

z˚p‖x‖q “ 0 için px˚, z˚q P Mn olur.

z˚p‖x‖q ă 0 ve Dλ P r0,8s olsun.

z˚p‖λx‖q “ ´1 olur.

x˚pλxq ď ‖λx‖z˚ ď 1 “ ´z˚p‖λx‖q
λx˚pxq

λp´z˚p‖λx‖qq
ď 1

x˚pxq
´z˚p‖λx‖q

ď 1

olur. Dolay�s�yla (4.10) ifadesinden px˚, z˚q P Mn olur. Bu durumda

´n˚px˚, z˚q “

#
Hpz˚q : px˚, z˚q P Mn

Z : di§er durumlarda

olur.

Uyar� 4.12. x˚ ÞÑ ‖x˚‖z˚
fonksiyonu z˚ P C˚ztθu için X˚

üzerinde bir seminorm-

dur. Bu seminorm X üzerinde x ÞÑ ´z˚p‖x‖q seminormunun dualidir. Bu durumda

yukar�daki iddia Banah uzay�n�n bir genelle³tirmesidir. Sonuç olarak normun Fenhel

e³leni§i, dual birim yuvar�n karakteristik fonksiyonudur. t‖.‖z˚ : z˚ P C˚ztθuu semi-

norm ailesinin üretti§i topoloji ba³ka bir çal�³ma konusudur.

Ayr�k yerel konveks bir uzay�n topolojisi ([33℄'de bahsedilen) uygun bir görüntü uzay�na

sahip bir tek vektörel norm ile üretilebilir. Belli bir mant�kta bir vektörel normun küme

de§erli e³leni§inin, dual uzaydaki birim yuvarlar�n bir ailesinin karakteristik fonksiyon-

lar�n�n bir s�n�f� olmas� ³a³�rt�� de§ildir.

4.4 E³lenikler için Analiz

Bu bölümde e³lenikler için baz� özellikler ineleneektir.

A) Y ba³ka bir yerel konveks uzay olsun. F : X Ñ Y lineer homeomor�zma, r ą 0

bir reel say�, y0 P Y olsun. g : Y Ñ Qt
C bir fonksiyon ve f : X Ñ Qt

C olmak üzere
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x P X için fpxq “ rgpFx ` y0q ile tan�ml� bir fonksiyon olsun. Bu durumda

´f˚px˚, z˚q “ r

ˆ
´g˚

ˆ
1

r
F´1˚x˚, z˚

˙˙
` Spx˚,z˚qpF

´1y0q

olur. Gerçekten Tan�m 4.1'de (4.1) ifadesinde y “ Fx ` y0 ve x “ F´1py ´ y0q
seçersek,

´f˚px˚, z˚q :“ cl
Ť
xPX

“
rgpFx ` y0q ` Spx˚,z˚qp´F´1py ´ y0q

‰

“ cl
Ť
xPX

“
rgpyq ` Spx˚,z˚qp´F´1pyqq ` Spx˚,z˚qp´F´1y0q

‰

“ r cl
Ť
xPX

”
gpyq ` Sp 1

r
F´1x˚,z˚qp´yq ` Spx˚,z˚qpF

´1y0q
ı

“ r
`
´g˚

`
1

r
F´1x˚, z˚

˘˘
` Spx˚,z˚qpF

´1y0q

olur. Bu da bize istenilen sonuu verir. Yukar�da 2. sat�rdan 3. sat�ra geçi³

x˚pF´1 ´ yq “ k

ă x˚, F´1 ´ y ą “ k

ă pF´1q˚x˚,´y ą “ k

pF´1q˚x˚p´yq “ k

ve

z P 1

r
Spx˚,z˚qp´F´1yq ô rz P Spx˚,z˚qp´F´1yq

ô x˚pF´1yq ` z˚przq ď 0

ô 1

r
pF´1q˚x˚p´yq ` z˚pzq ď 0

ô z P Spp 1

r
F´1qx˚,z˚qp´yq

ile gösterilir.

B) px˚
0 , z

˚
0 q P X˚ ˆ C˚ztθu olsun. f : X Ñ Qt

C ve g : X Ñ Qt
C olmak üzere

fpxq “ gpxq ‘ Spx˚
0
,z˚

0
qpxq

olarak tan�mlans�n. Bu durumda x˚ P X˚, z˚ P C˚ztθu için

´f˚px˚, z˚q “

#
´g˚

`
x˚ ´ 1

s
x˚
0
, z˚

0

˘
: Ds ą 0 için z˚ “ 1

s
z˚
0

Z : di§er durumlarda

olur. Gerçekten Ds ą 0 öyleki z˚ “ 1

s
z˚
0
olsun.

Spx˚
0
,sz˚qpxq “ tz : x˚

0
pxq ` sz˚pzq ď 0u

“ tz : 1

s
x˚
0pxq ` z˚pzq ď 0u

“ Sp 1

s
x˚
0
,z˚qpxq
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olur. �imdi her s ą 0 için z˚ ‰ 1

s
z˚
0
ise Z “ Spx˚

0
,z˚

0
qpxq ` Spx˚,z˚qp´xq oldu§unu

gösterelim. z1 P Spx˚
0
,z˚

0
qpxq ve z2 P Spx˚

0
,z˚

0
qp´xq olmak üzere

x˚
0pxq ` z˚

0 pz1q ď 0 ñ z˚
0 pz1q ď ´x˚

0pxq

x˚p´xq ` z˚pz2q ď 0 ñ z˚pz2q ď x˚pxq

ifadelerini taraf tarafa toplarsak

z˚
0
pz1q ` z˚pz2q ď ´x˚

0
pxq ` x˚pxq

“ px˚ ´ x˚
0
qloooomoooon

Ñ`8

pxq

olur. Bu ifade z1, z2 P Z için sa§lan�r. z˚
ile z˚

0 aras�nda bir ili³ki yoksa x˚
ile x˚

0

aras�nda da bir ili³ki yoktur. O yüzden x˚
ile x˚

0
'da farkl� de§er alan bir x P X

vard�r. Bu nedenle sa§ taraftaki de§eri istenildi§i kadar büyütebiliriz.

Sp 1

s
x˚
0
,z˚qpxq ` Spx˚,z˚qp´xq Ď Spx˚´ 1

s
x˚
0
,z˚qp´xq

oldu§unu gösterelim. Bunun için z1 P Sp 1

s
x˚
0
,z˚qpxq ve z2 P Spx˚,z˚qp´xq olsun.

1

s
x˚
0pxq ` z˚pz1q ď 0

´x˚pxq ` z˚pz2q ď 0

ifadelerini taraf tarafa toplarsak

ˆ
1

s
x˚
0

´ x˚

˙
pxq ` z˚pz1 ` z2q ď 0

elde ederiz. Bu ise

pz1 ` z2q P Spx˚´ 1

s
x˚
0
,z˚qpxq

oldu§unu gösterir.

Sp 1

s
x˚
0
,z˚qpxq ` Spx˚,z˚qp´xq Ě Spx˚´ 1

s
x˚
0
,z˚qp´xq

oldu§unu gösterelim. Bunun için z P Spx˚´ 1

s
x˚
0
,z˚qpxq olsun. Yani

ˆ
x˚ ´

1

s
x˚
0

˙
pxq ` z˚pzq ď 0

x˚pxq ´
1

s
x˚
0pxq ` z˚pzq ď 0

olur. En az bir z1 vard�r öyle ki z1 P Spx˚,z˚qp´xq ve z˚pz1q “ x˚pxq olsun.
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z2 “ z ´ z1 olur.. z2 P Sp 1

s
x˚
0
,z˚qpxq oldu§unu gösterelim.

1

s
x˚
0pxq ` z˚pz2q “ 1

s
x˚
0pxq ` z˚pzq ´ z˚pz1q

“ 1

s
x˚
0
pxq ´ x˚pxq ` z˚pzq

“
`
1

s
x˚
0 ´ x˚

˘
pxq ` z˚pzq

ď 0

olur. Yani z2 P Sp 1

s
x˚
0

´x˚,z˚qpxq'dir. Dolay�s�yla, z “ pz2 ` z1q P Sp 1

s
x˚
0
,z˚qpxq `

Spx˚,z˚qp´xq olur.
x˚ “ x˚

1 ` x˚
2 ise

Spx˚
1
,z˚qpxq ` Spx˚

2
,z˚qpxq “ Spx˚

1
`x˚

2
,z˚qpxq

e³itli§inin sa§lan�p sa§lanmad�§�n� gösterelim. Bunun için z1 P Spx˚
1
,z˚qpxq ve z2 P

Spx˚
2
,z˚qpxq alal�m.

x˚
1
pxq ` z˚pz1q ` x˚

2
pxq ` z˚pz2q ď 0

px˚
1 ` x˚

2qpxq ` z˚pz1 ` z2q ď 0

olur. Dolay�s�yla,

pz1 ` z2q P Spx˚
1

`x˚
2
,z˚qpxq

elde ederiz.

z P Spx˚
1

`x˚
2
,z˚qpxq olsun. Buradan,

px˚
1 ` x˚

2qpxq ` z˚pzq ď 0

olur. z˚pz1q “ ´x˚pxq olaak ³ekilde z1 P Spx˚
1
,z˚qpxq ve z2 “ z1 ´ z olarak alal�m.

Buradan

x˚
2
pxq ` z˚pz2q “ x˚

2
pxq ` z˚pzq ´ z˚pz1q

“ x˚
2pxq ` z˚pzq ` x˚

1pxq

“ px˚
1

` x˚
2
qpxq ` z˚pzq

ď 0

olur. O halde,

Spx˚
1
,z˚qpxq ` Spx˚

2
,z˚qpxq “ Spx˚

1
`x˚

2
,z˚qpxq
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elde ederiz. Sonuç olarak,

´f˚px˚, z˚q “ cl
Ť
xPX

”
gpxq ` Spx˚

0
,z˚

0
qpxq ` Spx˚,z˚qp´xq

ı

“ cl
Ť
xPX

”
gpxq ` Spx˚

0
,sz˚qpxq ` Spx˚,z˚qp´xq

ı

“ cl
Ť
xPX

rgpxq ` Sp 1

s
x˚
0
,z˚qpxq ` Spx˚,z˚qp´xqloooooooooooooooomoooooooooooooooon

S
px˚´ 1

s ,z˚q
pxq

s

“ cl
Ť
xPX

”
gpxq ` Spx˚´ 1

s
,z˚qpxq

ı

“ ´g˚
`
x˚ ´ 1

s
x˚
0
, z˚

˘

olur. Bir s ą 0 için z˚ “ 1

s
z˚
0
olmas� için gerekli ve yeterli bir ³art Hpz˚

0
q “ Hpz˚q

olmas�d�r. Dolay�s�yla,

z P Hpz˚q ô z˚pzq ď 0

ô 1

s
z˚
0 ď 0

ô z˚
0
pzq ď 0

ô z P Hpz˚
0 q

d�r.

C) f1, f2 : X Ñ Pa
C fonksiyonlar�n�n in�mal sarmal� olan f1 ˝ f2 : X Ñ Qt

C fonksi-

yonu

pf1 ˝ f2qpxq “ cl co
ď

x1`x2“x

rf1px1q ` f2px2qs

ile tan�mlan�r. Buradan f1 ve f2 konveks ise tan�mdaki konveks örtü eklemesi

ç�kar�labilir.

Lemma 4.13. f1, f2 : X Ñ Pa
C ise ´pf1 ˝ f2q˚ “ ´f˚

1
‘ ´f˚

2
olur.

Kan�t. x˚ P X˚, z˚ P C˚ztθu olmak üzere ((4.1) ifadesini kullanal�m)

´pf1 ˝ f2q
˚px˚, z˚q “ cl

Ť
xPX

“
pf1 ˝ f2qpxq ` Spx˚,z˚qp´xq

‰

“ cl
Ť
xPX

„
cl co

Ť
x1`x2“x

pf1px1q ` f2px2qq ` Spx˚,z˚qp´xq



(Uyar� 4.4'den)
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“ cl
Ť
xPX

„ Ť
x1`x2“x

pf1px1q ` f2px2qq ` Spx˚,z˚qp´xq



“ cl
Ť

x1PX

Ť
x2PX

“
f1px1q ` f2px2q ` Spx˚,z˚qp´x1 ´ x2q

‰

(Önerme 2.13'den)

“ cl
Ť

x1PX

Ť
x2PX

“
f1px1q ` Spx˚,z˚qp´x1q ` f2px2q ` Spx˚,z˚qp´x2q

‰

“ cl
Ť

x1PX

“
f1px1q ` Spx˚,z˚qp´x1q

‰
` cl

Ť
x2PX

“
f2px2q ` Spx˚,z˚qp´x2q

‰

“
Ť

x1PX

“
f1px1q ` Spx˚,z˚qp´x1q

‰
‘

Ť
x2PX

“
f2px2q ` Spx˚,z˚qp´x2q

‰

“ ´f˚
1 ‘ ´f˚

2

olur. pf1 ˝ f2q'den 2.e³itlik do§rudur. x ÞÑ
Ť

x1`x2“x

pf1px1q ` f2px2qq fonksiyonunda ayn�

e³leni§i kulland�k.

D) Y (A maddesindeki gibi) ba³ka bir yerel konveks uzay olsun. g : Y Ñ Pa
C bir

küme de§erli fonksiyon ve F : Y Ñ X bir sürekli lineer operatör olsun.

pFgqpxq “ inftgpyq : Fy “ xu “ cl co
ď

tyPY :Fy“xu

gpyq (4.11)

ile g konveks oldu§unda konveks olan bir Fg : X Ñ Qt
C fonksiyonu tan�mlanabi-

lir. Konvekslik durumunda, tan�mdan konveks örtü ç�kar�labilir.

Lemma 4.14. g : Y Ñ Pa
C ise her px˚, z˚q P X˚ ˆ C˚ztθu için

´pFgq˚px˚, z˚q “ ´g˚pF ˚x˚, z˚q

olur.

Kan�t. (4.1) ifadesinde f yerine Fg yazarsak;

´pFgq˚px˚, z˚q “ cl
Ť
xPX

“
pFgqpxq ` Spx˚,z˚qp´xq

‰

“ cl
Ť
xPX

«
cl co

Ť
yPY

gpyq ` Spx˚,z˚qp´Fyq

ff

“ cl co
Ť
yPY

“
gpyq ` SpF˚x˚,z˚qp´yq

‰

“ ´g˚pF ˚x˚, z˚q
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5. KONVEKS R�SK ÖLÇÜLER�N�N DUAL TEMS�L�

Bundan sonraki bölümde pΩ,F , P q olas�l�k uzay� olsun.

1 ď p ď 8 ve

ż

Ω

‖xpωq‖PdP ă 8

olaak ³ekildeki tüm x : Ω Ñ R
d P -ölçülebilir fonksiyonlar�n�n lineer uzay�n�

LP
d “ LP

d pΩ,F , P q ile,

ess sup
ωPΩ

‖xpωq‖ ă 8 pess sup‖x‖ :“ inftM P R : P p‖x‖ ą Mq “ 0uq

olaak ³ekildeki tüm x : Ω Ñ R
d
P-ölçülebilir fonksiyonlar�n�n uzay�n� L8

d “ L8
d pΩ,F , P q

ile gösterelim. Burada ‖.‖, R
d
'de belirli bir normdur. Her iki durumda da fonksiyon-

lar�n e³itli§i, P ölçüsü s�f�r olan kümeler üzerinde farkl� olmas�, kümelerin e³itli§ini

etkilemeyeek ³ekilde kabul edilir. Böylee L
p
d, 1 ă p ă 8 için yans�mal� bir Banah

uzay� olur. Lp “ L
p
1 ise bir x P L

p
d eleman� için bile³enleri x1, ..., xd olan bir vektördür.

1 sembolü P-hemen hemen kesin de§eri 1 olan L
p
d'deki rassal de§i³keni simgeler.

Bir x P L
p
d eleman� bir yat�r�m�n geleekteki rastgele bir geri ödemesi olarak anla³�-

l�r. Amaç; referans araçlar� bak�m�ndan riski ölçmektir. Örnek olarak; referans araçlar�

aras�nda geçi³ maliyetlerinin varl�§� durumunda d farkl� para birimindeki yat�r�m verile-

bilir. Risk ölçümü P pRdq'de de§er alan bir fonksiyon ara�l�§�yla yap�laakt�r. Finansal

altyap� hakk�nda daha fazla bilgi için [30℄'a bak�labilir. K Ď R
d, R

d
` Ď K'y� kapsayan

bir kapal� konveks polihedral koni olsun. K konisi, piyasalar aras�ndaki oransal an-

la³mazl�klar� modeller ve R
d
`'deki pozisyonlara(geçi³ maliyetlerini ödeyerek) transfer

edilebilen referans vektörlerini içerir. K konisi bir do§ruyu kaps�yorsa d farkl� piyasada

aralar�nda geçi³ üreti olmayan en az iki tane araç vard�r. E§er K “ R
d
` ise araçlar

aras�nda de§i³iklik mümkün de§ildir.

1 ď p ď 8 için,

L
p
dpKq “ tx P L

p
d : P ptω P Ω : xpωq P Kuq “ 1u (5.1)

kümesi L
p
d'de bir kapal� konveks konidir. L

p
dpRd

`q yerine pLp
dq` yazaa§�z.

M Ď R
d, 1 ď m ď d için M “ R

m ˆ t0ud´m
ile tan�ml� R

d
'nin lineer alt uzay� olsun.

M , bir yat�r�m�n�n veya bir düzenleyiinin ba³lang�çta(genelli§i kaybetmeksizin) m

referans araçlar�n� güvenlik yat�r�mlar� veya risk bedeli kabul eder. ([22, 30℄'a bak�labi-

lir.) KM “ K XM kümesi M 'de bir kapal� konveks polihedral konidir. int KM , M 'deki

61



KM 'nin içidir. R
d
` Ď K oldu§undan R

m
` ˆ t0ud´m Ă KM , dolay�s�yla int KM ‰ H olur.

Tan�m 5.1. ̺ : L
p
d Ñ Qt

M :“ Qt
KM

pMq fonksiyonu a³a§�daki ko³ullar� sa§l�yorsa

riskin küme de§erli bir ölçüsü ad�n� al�r:

(R0) Normalle³tirilme:

KM Ď ̺p0q ve ̺p0q X ´int KM “ H,

(R1) M 'deki kayd�r�labilme (ilk m para birimindeki nakit de§i³mezli§i):

@x P L
p
d, @z P M : ̺px ` z1q “ ̺pxq ´ z, (5.2)

(R2) L
p
dpKq monotonluk:

x2 ´ x1 P L
p
dpKq ile ̺px2q Ě ̺px1q.

E§er ̺, (R0),(R1) ve (R2)'yi sa§l�yorsa ve konveks ise bir(küme de§erli) konveks

risk ölçüsü denir.

E§er ̺, (R0), (R1) ve (R2)'yi sa§l�yorsa ve sublineer ise bir(küme de§erli) tutarl�

risk ölçüsü denir.

̺ : L
p
d Ñ Qt

M risk ölçüsünün kabul kümesi

A̺ “ tx P L
p
d : 0 P ̺pxqu “ tx P L

p
d : KM Ď ̺pxqu

olarak tan�mlan�r.

(R0)'daki ilk ko³ul p0, 0q P graf ̺ olmas�na denktir. Bunun anlam� hiçbir³ey yapma-

man�n bir bedelini olmamas�d�r. Yani s�f�r portfolyodur. (R1), L “ tp1, 1qz P L
p
d ˆ M :

z P Mu kümesinin L
p
d'nin bir sonlu boyutlu (dolay�s�yla kapal�) alt uzay olmak üzere

(R1), graf ̺ ` L “ graf ̺ olmas�na denktir. (R2), graf ̺ ` pLp
dpKq ˆ t0uq “ graf ̺

olmas�na denktir.

Risk ölçülerinin nakit de§i³mezli§i teorisinde, risk ölçüsünün Fenhel e³itli§ini de dik-

kate alaak ³ekilde dual gösterimini bulmak önemlidir. Bunun için bir kaç sembole daha

ihtiyaç duyuldu. P´olas�l�k ölçüsüne göre x P L
p
d rastgele de§i³keninin R

d´de§erli bek-

lentisini Erxs ile gösteree§iz. Erxs, x'in bile³enlerinin beklentilerinin vektörüdür. Bu-

nun yan�nda K˚`MK
ifadesininM 'ye ortogonal R

d
'nin alt uzay� olanMK “ t0ud´m

'ye

sahip olan R
d
'deki KM 'nin dual koni(polihedral oldu§u için kapal�) oldu§una dikkat ede-

lim. Ayr�a M 'deki KM 'nin dual konisi olan

K˚
M “ tu P M : her z P KM için uT z ď 0u

olmas�n� istiyoruz. p P r1,8s için 1

p
` 1

q
“ 1 e³itli§ini sa§las�n. p “ 1 için q “ 8 veya

p “ 8 için q “ 1 olur.
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Önerme 5.1. ̺ : L
p
d Ñ Qt

M bir risk ölçüsü ve u P K˚
Mztθu olsun. O halde

̺˚py, uq “

#
´qA̺

py, uq : y P L
q
dpK˚q, u P pErys ` MKq X K˚

Mztθu

M : di§er durumlarda

(5.3)

olur. Burada

´qA̺
py, uq “ ´

`
IA̺

˘˚
py, uq

olaak ³ekilde(Örnek 4.1'deki gibi) ̺'nun A̺ kabul kümesinin küme de§erli negatif des-

tek fonksiyonudur.

Kan�t.

´̺˚py, uq Ě cl
Ť

xPA̺

`
̺pxq ` Spy,uqp´xq

˘

Ě cl
Ť

xPA̺

Spy,uqp´xq

olur. Dolay�s�yla her y P L
q
d ve u P R

d
için,

´̺˚py, uq Ě ´qA̺
py, uq

olur.(Örnek 4.1'den)

y R L
p
dpKq˚ “ L

q
dpK˚q ise Erx̄Tys ą 0 olaak ³ekilde x̄ P L

p
dpKq vard�r. L

p
dpKq Ď A̺

oldu§unu gözlemleyerek ve t ą 0 için

Spy,uqp´tx̄q “ tz P M : Er´tx̄Tys ` uT z ď 0u

kümesini kullanarak,Er´tx̄Tys “ ´t Erx̄Tys ď 0 oldu§undan her u ve z içinEr´tx̄T ys'yi
yeterine küçültebiliriz. Bu nedenle

´qA̺
py, uq Ě cl

Ť
xPLp

d
pKq

Spy,uqp´xq

Ě
Ť
tą0

Spy,uqp´tx̄q

“ M

elde ederiz. Dolay�s�yla y R L
q
dpK˚q oldu§undan

´̺˚py, uq Ě ´qA̺
py, uq “ M
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olur. �imdi u R Erys ` MK
oldu§unu kabul edelim ve v P M alal�m. Bu durumda

Spy,uqp´x ´ v1q “ tz P M : Erp´x ´ v1qTys ` uT z ď 0u

“ tz P M : Er´xTys ´ ErysTv ` uT z ď 0u

“ tz P M : Er´xTys ď ´uTz ` ErysTvu

“ tz P M : Er´xTys ď ´uT pz ´ v ` vq ` ErysTvu

“ tz P M : Er´xTys ď ´uT pz ´ vq ´ uTv ` ErysTvu

“ tz P M : Er´xTys ď ´uT pz ´ vq ` pErys ´ uqT vu

“ tz ´ v P M : Er´xTys ď ´uT pz ´ vq ` pErys ´ uqT vu ` v

“ tz P M : Er´xTys ď ´uT pzq ` pErys ´ uqT vu ` v

olur. Her z P M için Erys ´ u R MK
oldu§undan

Er´xTys ď ´uTz ` pErys ´ uqT v

olaak ³ekilde v P M bulabiliriz. Dolay�s�yla

ď

vPM

Spy,uqp´x ´ v1q “ M

olur. Yani,

´̺˚py, uq “ cl
ď

xPLp
d
, vPM

`
̺px, v1q ` Spy,uqp´x ´ v1q

˘
“ M

dir. Geriye y P L
q
dpK˚q ve u P Erys ` MK

için

´̺˚py, uq Ď ´qA̺
py, uq

oldu§unu göstermek kal�r. Gerçekten z P ̺pxq al�rsak (R1) ile x ` z1 P A̺ ve

cl
Ť

xPA̺

Spy,uqp´xq “ ´qA̺
py, uq

Ě Spy,uqp´x ´ v1q

“ Spy,uqp´xq ` z

elde ederiz. Yani u P Erys ` MK
oldu§undan Erys ´ u P MK

olur. z P M al�rsak

pErys ´ uqT ¨ z “ 0 olur. Bu durumda,

Spy,uqp´x ´ z1q “ tz P M : Er´xTys ď ´uTzu ` z

“ Spy,uqp´xq ` z
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elde ederiz. Dolay�s�yla her x P L
p
d için

̺pxq ` Spy,uqp´xq Ď ´qA̺
py, uq

cl
ď

xPLp
d

`
̺pxq ` Spy,uqp´xq

˘
Ď ´qA̺

py, uq

sonuunu elde ederiz.

Bile³enleri P 'ye göre kesin sürekli olan tüm vektör olas�l�k ölçülerinin kümesini

MP
1,d “ MP

1,dpΩ,Fq ile gösterelim. Yani Qi : Ω Ñ r0, 1s, i=1,...,d için

dQi

dP
P L1

d ko-

³ulunu sa§layan pΩ,Fq üzerinde bir olas�l�k ölçüsü olur. Q vektör olas�l�k ölçüsüne göre

x P L
p
d'nin vektörel beklentisini

EQrxs “ pEQ1rxs, ..., EQdrxsqT

ile gösteree§iz. Ayr�a K` “ ´K˚
notasyonunu kullanaa§�z.

Sonuç 5.2. ̺ : L
p
d Ñ Qt

M bir has kapal� (p “ 8 ise σpL8
d , L

1

dq-kapal�) konveks risk

ölçüsü ise pQ, vq P MP
1,d ˆ K`zMK

için

´αpQ, vq “ p´αpQ, vq ‘ Gpvqq X M

yi sa§layan ´α : MP
1,d ˆ K`zMK Ñ Qt

M vard�r.

W “ tpQ, vq P MP
1,d ˆ K`zMK : diagpvq

dQi

dP
P L

p
dpK`qu

kümesi üzerinde ´αpQ, vq, M 'ye e³it de§ildir. (M ‰ ´αpQ, vq) Bu durumda her x P L
p
d

için,

̺pxq “
č

pQ,vqPW

t´αpQ, vq `
`
EQr´xs ` Gpvq

˘
X Mu (5.4)

yaz�labilir. Ek olarak ´α yerine ´αminpQ, vq “ cl

˜
Ť

x1PA̺

EQrx1s ` Gpvq

¸
X M yazd�§�-

m�zda (5.4) ifadesini sa§layan her bir ´α fonksiyonu, her pQ, vq P W için ´αpQ, vq Ď
´αminpQ, vq sa§lan�r.

Kan�t. Önerme 5.1 ve Teorem 4.8'den

̺˚˚pxqloomoon
̺pxq

“
č

yPLq
d

pK˚q,

uPpErys`MKqXK˚
M

ztθu

»
—–´ ̺˚py, uqloomoon

´qA̺py,uq

`Spy,uqpxq

fi
ffifl
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olur. Yani,

̺pxq “
č

yPLq
d

pK˚q,

uPpErys`MKqXK˚
M

ztθu

“
´qA̺

py, uq ` Spy,uqpxq
‰

(5.5)

elde ederiz.

y P L
q
dpK˚q ve v “ Er´ys P K`

alal�m. Burada K˚ “ ty P R
d : @k P K, kTy ď 0u

oldu§undan y P L
q
dpK˚q, @ω P Ω için ypωq P K˚

olur. Dolay�s�yla Erys P K˚
ise

Er´ys P K`
'd�r. Bu durumda y,

´yi “ viỹi, i “ 2, ..., d

³eklinde ifade edilebilir. Burada ỹ P pLp
dq` ve Erỹs “ p1, ..., 1qT P R

d
'dir. Bu vi ą 0 ise

ỹi “ ´ 1

vi
yi ve Eryis “ 0 ise Erỹis “ 1 seçerek ỹi P pLp

dq` olu³turulabilir. ỹ fonksiyonu

Q P MP
1,d olaal ³ekilde i “ 1, ..., d, Ω1 P F için

QipΩ
1q “

ż

Ω1

ỹipωqdP

³eklinde F üzerinde bir Q vektör olas�l�k ölçüsünü üretir. Bu durumda

´y “ diagpvq
dQ

dP
P L

q
dpK`q ve ErxTys “ vTEQr´xs

olur. u P ´v ` MK
oldu§undan v R MK

elde ederiz. Çünkü di§er durumlarda u P MK

olur ki bu, u P K˚
Mztθu Ď Mztθu olaa§�ndan mümkün de§ildir. Üstelik u “ ´v ´uMK

olaak ³ekilde uMK P MK
vard�r. Dolay�s�yla,

Spy,uqpxq “ tz P M : ErxTys ` uTz ď 0u

“ tz P M : vTEQr´xs ´ vT z ď 0u

“ tz P M : vT pz ´ EQr´xsq ě 0u

“
`
tz ´ EQr´xs P M : vT pz ´ EQr´xsq ě 0u ` EQr´xs

˘
X M

“
`
tz : vT z ě 0u ` EQr´xs

˘
X M

“

¨
˚̋

Hpvqloomoon
Gpvq

`EQr´xs

˛
‹‚X M

“
`
EQr´xs ` Gpvq

˘
X M

olur. Dolay�s�yla her bir py, uq P L
q
dpK˚q ˆ pErys ` MKq X K˚

Mztθu ikilisi

Spy,uqpxq “
`
EQrxs ` Gpvq

˘
X M

olaak ³ekilde bir pQ, vq P W eleman� üretir. pQ, vq ile verilen ifadeleri (5.5) ifadesindeki
Spy,uq'nun yerine yazarak (5.4) ifadesini elde ederiz.
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Son e³itsizlik ´̺˚
ve ̺˚˚ “ ̺ için Young-Fenhel e³itsizli§inden ç�kar. E³itli§in sa§

taraf�n�n ´qA̺
'ya denk oldu§u görülebilir.

Uyar� 5.3. Skaler durumda bazen dual gösterim için e³leni§i kullanmak i³e yaramaya-

bilir. Bu durumda eza fonksiyonu kullan�labilir. ´α fonksiyonu hakk�nda bilgi edinmek

için [17℄,s 165'e bakabilirsiniz.

Uyar� 5.4. p “ 8 durumunda ̺'nun, L
p
d üzerindeki zay�f topolojiye göre kapal� olmas�

için yeterli(ve gerekli) ko³ullar verilebilir. Bu tür ko³ullar, küme de§erli durumlar�n

geni³letilmi³ reel de§erli fonksiyonlar� için Fatou özelli§inin genellemeleridir. [22℄

Uyar� 5.5. Küme de§erli bir risk ölçüsünün dual gösterimi dual de§i³kenlerin iki küme-

sini gerektirir. Bunlardan biri, skaler durumun genelle³tirilmesinde yat�r�m�n�n ya da

düzenleyiinin P �ziksel ölçüsüne alternatif olarak dü³ünebilee§i vektör olas�l�k ölçü-

lerinin bir kümesi ve olas� Ω'lar�n bile³enleri, yat�r�m�lar�n ilgili pazardaki riske kar³�

tutumunu yans�t�r. Di§eri ise bu makalede genel teoriye uygun olarak, görüntü uzay�n-

daki bir dual de§i³ken kümesidir. Bunlar iç a§�rl�k(veya �yat) vektörleri olarak dü³ü-

nülebilir. Bu vektörün bile³enleri ile ilgili yat�r�m ara�n�n riskine kar³�l�k yat�r�m�n�n

ya da düzenleyiinin tutumunu yans�t�r. diagpvqdQ
dP

P L
q
dpK`q bir birle³tirme ko³uludur:

d´boyutlu bir piyasa tutumu seçilir seçilmez, referans araçlara yönelik tutumu seçmede

belirli, anak s�n�rs�z olmayan bir özgürlük dereesi vard�r. Di§er yönde mümkündür:

Piyasa tutumu seçildiyse, birle³tirme ko³ulu, yat�r�m�n�n ilgili piyasalarda riske girme

tutumu için kesin, anak s�n�rs�z olmayan bir hareket alan� sa§lar.

Bu nedenle, dual de§i³kenlerin lineer fonksiyonellerin ikilileri olarak seçilmesi sadee

vektör ve küme de§erli konveks fonksiyon için tatmin edii bir duallik teorisi ortaya

koymaz, ayn� zamanda ilgili uygulama aç�s�ndan yorumlanabileek sonuçlar ortaya ko-

yar.
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6. SONUÇ VE ÖNER�LER

Küme de§erli optimizasyon vektör optimizasyona göre yeni ve daha karma³�k bir ya-

p�ya sahip oldu§u için vektör optimizasyona göre kullan�labileek araçlar daha az ve

çözümlerinin bulunmas� daha zordur. Bu amaçla vektör optimizasyonda kullan�lan pek

çok yöntemin küme de§erlilere geni³lemeleri ara³t�r�lmaktad�r. Bu çal�³mada vektör

optimizasyon problemlerinde oldukça fayda sa§layan e³lenik duallik kavram�n�n küme

de§erlilere bir geni³lemesi çal�³�ld�. Bu tez yeni geli³mekte olan küme de§erli optimizas-

yonda e³leniklik kavram� ile ilgili anla³�l�r bir Türkçe kaynak olu³turdu. Küme de§erli

optimizasyonun uygulamas� aç�s�ndan da örnek bir çal�³mad�r. Benzer küme de§erli

optimizasyon problemleri ve çözüm yöntemleri aç�s�ndan yol gösteriidir.
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