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verilmistir. Tkinci béliimde konu ile ilgili temel tammlar ve drnekler yer almaktadir. Tezin
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SIMGELER DiZiNi

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

SIMGELER ACIKLAMA
r(x) Euler-Gama fonksiyonu
B(x,y) Euler-Beta fonksiyonu
Jf (%) a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali
D.f(t) a. mertebeden kesirli tiirev
D&f(t) a. mertebeden soldan uyumlu kesirli tiirev
ap,f(t) a. mertebeden sagdan uyumlu kesirli tiirev
1% a. mertebeden soldan uyumlu kesirli integral
Uy a. mertebeden sagdan uyumlu kesirli integral
F2(s) a. mertebeden Laplace doniisiimii
¢Df Caputo kesirli tiirev
CLDEF(t) Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirev



1. GIRIS

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlari ilk olarak 1695 yilinda Leibniz’in L’Hospital’a
yazdigr mektupta ge¢mektedir. Leibniz’in mektubunda L’Hospital’a sordugu “Tamsayi
basamaktan tiirevler kesirli basamaktan tiirevlere genisletilebilir mi?” sorusu ile kesirli
diferansiyel kavrami ilk olarak ortaya ¢ikmustir. [1] Kesirli tiirev ve integral kavramlari 17.
yiizyildan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville gibi birgcok matematik de ayni

konu iizerinde ¢alismistir.

Kesirli tiirevin klasik analizden en 6nemli farki, klasik analizde oldugu gibi tek bir tanimin
olmayisidir. Baglica kesirli tiirev tanimlart Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve
Caputo kesirli mertebe tiirevlerdir. Tanimlar arasinda gegisler olmasina ragmen tanimlari ve
tanimlarmnin fiziksel yorumlar1 agisindan farklilik gosterirler. Ornegin bir sabitin kesirli
tiirevi Riemann-Liouville kesirli tiirev i¢in sifira esit olmamaktadir. Caputo ve Riemann-
Lioville tanimlarida boliim ve ¢arpim kuralin1 da saglamamaktadir. Bundan dolay1 bu tiirev
tanimlarinin kullanildig alanlar farklilik gostermektedir. Genellikle Griinwald-Letnikov
tanimi niimerik hesaplamalar i¢in, tanimi hem niimerik hem de analitik hesaplamalar igin,

Caputo kesirli tiirev tanimi da analitik hesaplamalar i¢in uygundur.

2014 yilindaki ¢alismalarinda kesirli tiirev tanimlarinin adi tiirev ile aralarindaki tek ortak
noktasinin lineer olma 6zelligidir diyen Khalil [3], adi tiireve uyumuyla dikkat ¢eken bir
tanim ortaya atmistir. Bu tanim diger kesirli tiirevlerin saglamadigi ¢carpim ve boliim kuralini

saglamaktadir. Bu tanimada uyumlu (conformable) kesirli tiirev olarak adlandirilmaktadir.

2015 yilinda Abdeljawad [4] uyumlu kesir tiirev tanimini kullanarak 0 < a < 1 aralig1 igin

seri agilimi, Taylor esitsizligi ve Laplace doniisiimlerini eklemistir.

Bu tezde ilk olarak uyumlu kesirin tarihgesi hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci béliimde genel
tanim ve oOzellikler yer verilmistir. Uglincii boliimde uyumlu kesirli tiirevin genel
ozelliklerinden bahsedilmis ve Rolle Teoremi, ortalama deger teoremi, genellestirilmis
ortalama deger teoreminin uyumlu kesirli tiirev iliskisi tizerinde durulmustur. Ayni zamanda

Taylor esitsizligi ve zincir Kuralina deginilmistir.



Dordiincii boliimde uyumlu kesirli integralden bahsedilmektedir. Besinci bolimde kismi
integrasyona yer verilmistir. Altinci bolimde ise uyumlu kesirin Laplace doniisiimii

incelenmistir.



2. TEMEL TANIM VE ORNEKLER

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilan tanimlar ve teoremlere yer verilmistir.

Tanim 2.1 (Gamma Fonksiyonu): n > 0 i¢in;

rtn) = ]x”‘le‘xdx
0

olarak tanimlanir. Ayn1 zamanda;
oo
n! = f t"e tdt
0

integraline gec¢is yapmak miimkiindiir.
Bu fonksiyonun bazi 6zellikleri asagida verilmistir.

i. I'n+1) =nrln) = n!

Tanim 2.2 (Beta Fonksiyonu): R(x), R(y) > 0
1

Blx,y) = f t* 1 (1 —-t)Ydt

0

olarak tanimlanir. Gamma fonksiyonu ve Beta fonksiyonu arasinda asagidaki gibi bir iliski

vardir.

_Tero)
P = Tavyy

Tanimm 2.3: x € R olmak lizere x 'ten biiyiik olmayan en biiyiik tamsayiya X’in tam degeri

denir. x’in tam degeri [x] ile gosterilir.

Tanim 2.4 (Riemann - Liouville Kesirli Tiirevi ): f fonksiyonu (a, x) araliginda siirekli

ve differansiyellenebilir olsun. n € N*, n—1<a <n ve a > 0 olmak iizere x > a i¢in

reel bir f fonksiyonu a-mertebeden Riemann-Lioville kesirli tiirevi,



d* 1
wf(x) :mdxnj (x — ) 1f()dt

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.5 (Riemann - Liouville Kesirli Integral): a > 0 iken a.mertebeden Riemann-

Liouville kesirli integrali f € C,, (u = —1) olmak iizere, a > 0 ve x > 0 i¢in,

1 : 1
I = s f (x — O F (D) de

seklinde tanimlanair.

Tamm 2.6 (Caputo Kesirli Tiirevi): f fonksiyonu n defa siirekli ve tiirevlenebilir olsun.

a € (n,n — 1) olmak iizere Caputo kesirli tiirev;
1 t
Cpa — pa-npn 2 — \n-a-1rn
D) = DUD(O) = s | (6= )" @)da

olarak tanimlanir.

Tamm 2.7 (Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirev ve Integrali): [a, t] araliginda siirekli
(), (n=1,2,...,k + 1) tiirevleri var ve k < a < k + 1 olacak sekilde bir tam say1

olsun. O halde f fonksiyonunun a-mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi a > 0 i¢in

@ -
rn—a+1) F(n—a+1)

n=0

SLDEF(t) = f (¢ — )% FO+D () dx

olarak tanimlanir. Integrali ise

K
@)t =™ 1 ‘ +a f(k+1
rn+a+1) I"(n+a+1)j;(t_x)k fE*D (x)dx

CeDFef(t) =

n=0

seklinde tanimlanir.



Teorem 2.1 (Rolle Teoremi): f:[a,b] » R fonksiyonu siirekli ve Vx € (a,b)
noktasinda tiirevlenebilir olsun. f(a) = f(b) ise (a, b) araliginda en az bir ¢ noktasi

vardir ki bu nokta i¢in f'(c) = 0’dur.

Teorem 2.2 (Ortalama Deger Teoremi): f: [a, b] — R fonksiyonu siirekli ve Vx €

(a, b) noktasinda tiirevlenebilir olsun. O halde (a, b) araliginda

fb) - f(a)

fil) = =5

olacak sekilde en az bir x, noktasi vardir.

Teorem 2.3 (Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi): f, g: [a, b] = R fonksiyonu

siirekli ve Vx € (a, b) noktasinda tiirevlenebilir olsun. O halde (a, b) araliginda

f'Gxo) _ fb) — f(a)
g'(x0) gb)—g(a)

olacak sekilde en az bir x, noktas1 vardir.

Tamm 2.8: f: [0, 00) — R bir fonksiyon olsun. vx > 0ve a@ € (0,1) i¢in

(x + ex%) — f(x)
€

D,f(x) = lim
£-0

seklinde tanimlanan f fonksiyonun a- kesirli tiirevi ya da uyumlu tiirevi denir.

Tamm 2.9: f(x), [0, o0) araliginda taniml bir fonksiyon olsun. f’in Laplace doniigiimii

F(s) = fooe‘“f(t)dt
0

integrali ile tanimlanan F fonksiyonu olup

L{f ()} = F(s)

ile gosterilir.



3. UYUMLU KESIiRLi TUREV

Bu boliimde [3], [4] ve [5] makalelerindeki, uyumlu tiirevin genel 6zellikleri ve adi tlirev

ile arasindaki iliski incelenmistir

Teorem 3.1 : f:[0,00) = R bir fonksiyon olsun. t, > 0 ve a € (0,1] igin uyumlu kesirli

tiirevlenebilir ise f fonksiyonu t, noktasinda siireklidir.

Ispat: f fonksiyonu t, noktasinda a tiirevlenebilir oldugundan

(to +ets™®) = f(to) .
£

flto+etg™) — f(ty) =

fto+etg™®) — f(to) .
lim e
& -0

lim[f(ty + etg™%) — f(ty)] = lim
-0 -0
yazilabilir. h = eti™®olsune = h.t§?!

f(to+h) — f(to) lim

. _ — i a—1
}ll_r}(l) f(to+h) — f(to) }ll_r}(l) hig im h.tg
. 1 !
}lm})f(to +h) — f(ty) = 5= f'(t).0
- tO

}li_rf(l)f(to +h) — f(t) =0
lim £t + ) = £(t)

oldugundan f fonksiyonu t, noktasinda stireklidir.

Teorem 3.2 : « € (0,1] ve f ve g fonksiyonlar1 t > 0 noktasinda tiirevlenebilir olsun. O
halde



i. Va,b € Rigin
Dy(af + bg) = aDyf(t) + bD,g(t)

oldugunu gosterelim.

af (t + et17%) + bg(t + et*=*) — af (t) — bg(t)
£

D,(af +bg) = lir%
E—

Coaf(t+ et —af(t) ~ bg(t+ stt™*) — bg(t)
lim + lim

£-0 £ £-0 €

C f(t+ et — f(b) gt +et'™*) —g(b)
= a lim + b lim

-0 £ &-0 €

= aDaf(t) + bDog(t)

ii. Vp€Rigin
D, (t?) = ptP™*

oldugunu gosterelim.

p = 1igin,
t+ et — f(t t+etl™*—¢
D,(t) = limf( ) —f® _ lim——————— = @
£-0 £ €-0 €

p = 2 igin,

t+ et1=%)2 — £(t?

-0 &
o t? = 2tetlT¥ 4 g2¢272a 2
= lim = 22«

-0 &

p = nigin,



(t + et=®)"n — (™)
&

D, (t™) = lim
-0

"+ (Tll)tn—lgtl—a’ + (Z)tn—zgztz—a 4ot (z)gntn—an —tn

£-0 )

= nt"™¢

p =n+1igin,

D (tn+1) 3 1 (t + gtl—a)n+1 _ (tn+1)
&-0 &

=n+ 1"
iii. Tum f(t) = c bigimindeki sabit fonksiyonlar i¢in

 ctect¥—¢
D,(c) = lim———— =0
&0 &

Do(fg) = fDag(t) + gDf (t)

oldugunu gosterelim.

f( + et ™) g(t+ et'*) — f()g(b)
&

Do (fg)(t) =
denklemine f(t)g(t + £t1~%) eklenip ¢ikartilirsa,

_ i LGt et gt et — f(Og(e + et’™) + f(Og(t + et — f()g(®)

-0 &

gt + et %)

[f(t+ et1™9) —f(t)l g(t+ et'~ “) g(t)l
&

+f()[

= lim
£-0



1-a\ _ 1-ay _
= limg(c + 617 lii%f(H et : )—f©® f(t)lgi%g(H et : ) —9(®)

= limg(t + et7™%) Dof (t) + f(£)Dag (t)

yazilabilir. g fonksiyonu t noktasinda siirekli oldugundan,
lir%g(t + et!™*) =g(t)
E—

olur. O halde

Do(fg) = g(®)Daf (t) + f(t)Dag(0)

dir.

D, (f ) _ 9D.(f) ;ZfDa(g)

oldugunu gosterelim.

fit+ et™ )  f@®)
D (Z)_ it et™  9@®
a g - -0 &

gOf(t+ et’™) — f()g(t + et'™)
— lim g)g(t + et~

-0 &

denklemine

f®g(t)
g(t+ ettO)g(D) ©

ekleyip cikarilirsa,



gOft+ et ) - f()g®) + fFBOg®) — fF(gt + et

1-a
lim g)g(t+ et~ %)

-0 &

JOIfE+ et = F(O] = fOlg(e+ ™) = g(O)]
- gD+ et

£-0 &

yazilabilir. g fonksiyonu t noktasinda siirekli oldugundan,

lir% gt + et=%) = g(t)
E—

olur. O halde
f\ _9@Dyf () — f(£)Dag(t)
D (== >
g g*(t)
elde edilir.
vi.  Ayrica f fonksiyonu tiirevlenebilir ise
af(t)
— +1—«
Def (6) = tima ==
dir.

ft+ et'=*) —f()

&

D,f(t) = lim
£-0
h = et'"*olsun. ¢ = ht%1

i L — O
im

h—-0 hta—l

_ a1 f&+h)— f(t)
- oo h

10



= Be (D)

bulunur.

Ornek3.1: D, (e) = c et t1=% oldugunu gosterelim.

1-a
e c(t+et~—%) _ ,ct

e

cty — 13
Dale )_lsl—% £

= lim
-0 &
_ 1-a
. Ctl aecst
= e lim
£-0 1
=ce tl—a

bulunur.
Ornek 3.2 : D, (sinbt) = bt'~*cos(bt), beR oldugunu gosterelim.

in[b (t + et'~*)] — sin(bt
D,(sinbt) = lir‘% sinfb (£ + & " )| ~ sin(bt)
£-

sin(bt) cos(bet!™%) + sin(bst!™%) cos(bt) — sin(bt)
m
£-0 &

~ —sinbt (bt1~%) sin( bet™%*) + bt1~% cos( bt )cos(bst1™%)
= lim
£-0 1

= bt1~% cos( bt)

Ornek 3.3 : D,(cosbt) = —bt'~*sin(bt) b € R oldugunu gosterelim.

11



cosb(t + t1%) — cos( bt
D, (cos bt) = lir% ( - ) (bt)
£—

cos(bt) cos( bet1~*) — sin(bt) sin(bet1~%) — cos(bt)
m
£-0 &

i = cos(bt) bt1~% sin(bet'~%) — sin(bt) bt1™* cos(betl™%)
= lim
£-0 1

= —bt1™% sin(bt)

Ornek 3.4 :

oldugunu gosterelim.

1 %(t + gtl=®)@ — é t®
D, (— t“) = lim
(04 £-0 &

% tha (t + et
= lim =1
e-0 1

Bir f fonksiyonu bir noktada a- tiirevlenebilir ise bu noktada tiirevi olmayabilir. Ornegin:

f(t) =2Vt ve a= % ise

2\t + etl/2 — 24/t
&

D% (2vt) = lim

1 -5 1
T vz 1
—1:1_13322(t+ et'z) ? t2

1

1 N2
= limt2 <t+ stz)
£-0

=1

olarak bulunur.

12



D;f(t) = f'(t) dir.Ancak
1
Dl(z\/z) = ﬁ

fonksiyonu t = 0 i¢in tanimsizdir.
a € (0,1) oldugunda uyumlu kesirli tiirev tamimi verildi. « € (n,n+ 1], n €N

icin genellestirelim.

Tamm 3.1 : a € (n,n + 1], f fonksiyonu t > 0 noktasinda n defa tiirevlenebilir olsun. f

fonksiyonunun a. mertebeden uyumlu kesirli tiirevi

FUD-D (¢ 4 gpda-0)) _ FUad-1)(p)
&

DL(A)(®) = lim

seklindedir. Burada [a] tam deger fonksiyonudur.

Uyari: Tanim 3.1’de @ € (n,n+ 1] ve f fonksiyonu t > 0 noktasinda n+ 1 defa
tiirevlenebilir ise

D, f () == tlad-a) ¢aD) (1)
yazilabilir.

FUA-D(¢ 4 grTeal-0) _ pal-1(p)
&

D,f(t) = lim
-0

h = et{al-a glsun,

. fUel=D (¢ + p) — FUAA-D (1)
= hra-lal

_ pllal-a) PP C ) = £ (0
- lim J

= tUal-a) pad) (1)

13



Teorem 3.3 : (Uyumlu Kesirli tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢cin Rolle Teoremi)
a > 0 ve f:[a,b] - R fonksiyon verilsin. Bu fonksiyon

I. [a,b] araliginda siirekli,

ii. a€(0,1) i¢in a tirevlenebilir,

iii. f(a) = f(b) sartlarm saghyorsa f(®(c) = 0 seklinde bir ¢ € (a, b) noktasi vardur.

Ispat: f:[a,b] arahiginda siirekli ve f(a) = f(b) oldugu igin bir ¢ € (a,b) yerel
ekstremum noktasina sahiptir. Kolaylik olmasi i¢in ¢ noktasinin bir yerel minimum nokta

oldugunu kabul edelim.

fletec™ M =f(o) _ i £t ect™ ) —f(c)
= lim

@) = i
f (C) sllgl*' & -0 &
yazilabilir. Fakat ilk limit negatif olmayan, ikinci limit ise pozitif olmayandir. O halde

f@(c) = 0°dur.

Teorem 3.4 (Uyumlu Kesirli tiirevlenebilir fonksiyonlar icin Ortalama Deger Teoremi):
a > 0ve f:[a,b] = R fonksiyon verilsin. Bu fonksiyon
i. [a,b] araliginda siirekli,

ii. a €(0,1)i¢in « tiirevlenebilir.

Bu durumda
» f(b) — f(a)
foO=1 —1,
Eb - aa

olacak sekilde ¢ € (a, b) vardir.

Ispat: g: [a, b] — R fonksiyonu k € R olmak iizere
git)y =1+ k%t“ seklinde tanimlansin.

g(t) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve (a, b) araliginda a- tiirevlenebilir oldugu agiktir.

g(a) = g(b) olacak sekilde segilirse;

14



1
g(t) =f(t) +kat
1
9@ =fl@) +k—a®...(1)

g(b) = f(b) +k§b“ . (2)

(1) ve (2) esitliklerinde

O -f@
-1 1
_ba'__aa
a a

elde edilir. O halde
fO-f@1,

g)=f@t)— ——— .3
lba_laaa ®)
a a

bulunur. Bu durumda g(t) fonksiyonu Rolle teoreminin biitiin sartlarin1 saglar. Yani

9@ (c) = 0 olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardir. (3) esitliginin o.. mertebeden uyumlu kesirli

tirevi alinir.

b) — 1 \@
g@ () = F@(t) - jlc()—f@ (_ ta)

—pa — laa a
a a
bulunur.
1 a
D, (E t ) =1
oldugundan
f(b) - f(a)
foe) = T—7—
_ba _ _aa
a a
elde edilir.

Lemma 3.1: f: [a, b] = R fonksiyonu a € (0,1) igin a-differansiyellenebilir olsun.
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i. a>0igin £ fonksiyonu [a, b] sinirh ise, f fonksiyonu [a, b] araliginda diizgiin
stireklidir ve sinirlidir.
ii. f@ fonksiyonu [a,b] araliginda sinirh ve a noktasinda siirekli ise f fonksiyonu

[a, b] araliginda diizgiin siirekli ve sinirhdir.

Teorem 3.5 (Uyumlu Kesirli tiirevlenebilir fonksiyonlar icin Genisletilmis Ortalama

Deger Teoremi):

a >0 ve f,g: [a, b] » R fonksiyonlar1 verilsin. f, g fonksiyonlar1 [a, b] araliginda siirekli

ve a € (0,1) icin a- diferansiyellenebilir ise

fO@ _ fBb) - f(a)
g@9@ gb) -ga

olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardir.

Ispat:

fb) - f(a)

F(x) = f(x) = f(a) - <g(b) —9(a)

) (90 - g(@)
fonksiyonu goz Oniine alalm. f ve g fonksiyonlar: siirekli fonksiyon oldugundan F
fonksiyonu da [a, b] araliginda siireklidir. Aynm1 zamanda F fonksiyonu (a, b) araliginda a-

diferansiyellenebilirdir.

f(b) — f(a)

F(a) = f(a) — f(a) — <m

> (9() —g(@) =0

ve

fb) — f(a)

F(b) = f(b) = f(a) - (g(b) —

) (g —g@) =0

oldugundan Rolle teoremine gore a € (0,1) icin F®(c) = 0 seklinde bir ¢ € (a,b)

vardir.
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F fonksiyonunun a. mertebeden diferansiyeli hesaplanirsa

_ f) - f(@)
Do(F)(x) = Dq <f(x) —f(a) - <m> (9(0) - g(a)))

yazilir.

D, lineer oldugundan

b —
DFI) = Def () = Daf @ + L2 =L (byg() - Deg(@)
) £(b) - £(a)

g(b) —g(a)

f@©) _ f) - f(@)
9@ gb)—g(a)

bulunur.

Teorem 3.6 : @ > 0 ve f: [a, b] » R fonskiyonu verilsin. f, [a, b] araliginda siirekli ve a €
(0,1) i¢in f, a-diferansiyellenebilir olsun. Eger V€ (a, b) icin f @ (x) = 0 ise f fonksiyonu

[a, b] lizerinde sabittir.

ispat : V€ (a, b) icin f@(x) = 0 olsun. [a, b] araliginda x; < x, olacak sekilde x; ve x,
segelim. O halde f fonksiyonu [x;,x,] araliginda siirekli, (x;,x,) arahiginda o-

diferensiyellenebilirdir. O halde ortalama deger teoremi geregince

() — f(x2) _
Xy _ Xy
a  a

F@) = 0

olacak sekilde ¢ € (xq, x,) vardir.

flx) = f(x;)— 0 = f(xy) = f(xy) elde edilir. x;,x, € [a,b] keyfi iki nokta

oldugundan f fonksiyonu [a, b] araliginda sabittir.
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Sonu¢ 1 : a >0 F,G:[a,b] » R fonksiyonlar: verilsin. Va € (0,1) ve Vx € (a, b) igin
F@O(x) = ¢ (x) olsun. Bu durumda

F(x) = G(x) + c olacak sekilde bir ¢ sabiti vardir.

Ispat : H(x) = F(x) — G(x) fonksiyonu tanimlasi. Bu fonksiyonu a € (0,1) i¢in a-

diferensiyellenebilirse
Do (H(x)) = Do(F(x)) — Do(G(x))
yazilabilir.
H("‘)(x) = F(“)(x) — G(“)(x)
H@®(x) = 0 ise Teorem 3.6 geregince H(x) = c dir.
Teorem3.7:a >0, f:[a,b] » R fonskiyonu verilsin.
f:[a, b] araliginda siirekli ve a € (0,1) i¢in a- diferensiyellenebilir olsun. O halde

i.  Vx€(ab)i¢in f@(x) > 0ise f,[a,b] arahiginda artandir.

i. Vx€(ab)icinf@(x) <O0isef,[a,b] araliginda azalandr.
Ispat : Ortalama deger teoreminin yardimiyla [a, b] araliginda x; < x, secelim. O halde

f(x2) — f(x1)
x§  xf
a a

= @)

o sekilde bir ¢ vardir.

i.  Eger f(D(c) > 0ise f(xy) > f( x1) Ve x; < x, 0 halde x;x, noktalart [a,b]
keyfi noktalar oldugunda f artandir.
ii. Eger f@(x) <0 ise f(x;) < f(x;) x;>x, 0 halde x;,x, noktalari [a, b]

keyfi noktalar oldugunda f azalandir.

Teorem 3.8 : f ve g fonksiyonlar1 [a,b]araliginda siirekli, a € (0,1)igin a-

diferensiyellenebilir ve Vx € (a, b) i¢in £ (x) < g®(x) olsun. Bu durumda,
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i. f(a)=g(a)iseVx € (a,b)i¢in f(x) < g(x)
ii. f(b)=g()iseVx € (a,b)igin f(x) = g(x)

Ispat : h(x) = g(x) — f(x) olarak tanimlansm. O halde h fonskiyonu [a, b] araliginda

streklidir ve @ € (0,1) igin a- diferensiyellenebilirdir. h fonksiyonun a- diferensiyeli

Da(W)(x) = Da(g(x) = f(x))
= Da(g(x)) - Da(f(x))
yazilabilir. V€ (a, b) i¢in f@(x) < g®(x) oldugundan

g @ (x) = F@(x) > 0 olacaktir. O halde h{®(x) > 0 dur.

Teorem 39 : f ve g fonksiyonlart [a,b]arahiginda siirekli, a € (0,1)i¢in a-

diferensiyellenebilir ve Vx € (a, b) igin £ (x) < g®(x) olsun. Bu durumda,
i. f(a)=g(a)ise V,€ (a,b) igin f(x) < g(x)
ii. f(b)=g(b)iseV,€ (a,b)icin f(x) = g(x)

sartlar1 saglanir.

Ispat : h(x) = g(x) — f(x) olarak tammlansin. O halde h fonskiyonu [a, b] araliginda

streklidir ve @ € (0,1) igin a- diferensiyellenebilirdir. h fonksiyonun a- diferensiyeli
Do(W)(x) = Do(g(x) — f(x))

= Do(9(0) = Da(f ()
yazilabilir. V€ (a, b) igin f @ (x) — g (x) oldugundan
9@ (x) — F@(x) = 0 olacaktr.
h@(x) > 0 dir.

O halde h fonksiyonu artan bir fonksiyondur.

a < x < b i¢in h artan oldugundan
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i. h(a) < h(x) yazilabilir.
h(a) = g(a) — f(a) i¢in f(a) = g(a) ise h(a) = 0
h(x) =0 ise g(x) — f(x) = 0 - g(x) = f(x) bulunur.
ii.  h(x) < h(b) yazilabilir.
h(b) = g(b) — f(b) i¢in f(b) = g(b) ise h(b) = 0
h(x) <0 ise g(b) — f(b) <0 — g(b) < f(b) bulunur.

Tamm 3.2 : f:[a, 00) - R fonksiyonunun 0 < ¢ < 1 olmak iizere a. mertebeden soldan

uyumlu kesirli tiirevi

flt+ et —a)t™) — f(t)

&

DE(f)(t) = lim
-0
olarak tanimlanair.
Eger (a, b) araliginda DZ(f)(t) tiirevi varsa
Dg(f)(a) = lim Dgf(t)
t—a
seklindedir.

Benzer sekilde f fonksiyonunun a- mertebeden sagdan uyumlu kesirli tiirevi

flt+ e =" - f(®)

&

*Do(A() = — lim
olarak tanimlanir.
Eger (a, b) arahiginda ?D, (f)(t) tiirevi varsa
"Do()(b) = — Jim "D (F)(®)
olacaktir.

Uyumlu kesirli sagdan ve soldan tiirevin adi tiirev ile iliskisi su sekildedir.

Sonug 3.1 : f fonksiyonu tiirevlenebilir ise

ft+ et —a)'=) — f(t)

&

Da(H)(®) = lim
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yazilabilir.
h = e(t — a)'~% olarak segilirse € = h(t — a)®" 1

f+h)—f@) _

_ 1-a 1;
ht—ayet -~ C-oin

fiE+h) —f@®)
h

DEA®) = lim

=t —-a)*f'(t)

elde edilir.

Sonu¢ 3.2 : f fonksiyonu tiirevlenebilir ise

yazilabilir.
h = &(b — t)1~% olarak secilirse € = h(b — t)* 1 olur.

fE+h-f@®)
h

FE+R) -

_ _ a-11;
= -0

"De ()(O) = ~lim s

= (b~ f©®)
elde edilir.

Tanim 3.3 : a € (n,n+ 1] ve B = a —nolsun. f: (a, ] — R fonksiyonu a-mertebeden

soldan uyumlu kesirli tiirevi
DE(F)(®) = DE(F™)()
olarak tanimlanir.

O halde a-mertebeden soldan uyumlu kesirli tiirevin var olabilmesi i¢in f fonksiyonunun n.

defa differansiyellenebilir olmasi gerekmektedir.

Benzer sekilde « € (n,n+ 1] ve f=a —n olsun. f:[—o,b) - R fonksiyonu a-

mertebeden sagdan uyumlu kesirli tiirevi,
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Dy () = (=)™ 2D, (F ™) (©)
olarak tanimlanir.

Teorem 3.10 (Zincir Kural) : f, g(a, o) = R soldan differansiyellenebilir fonksiyonlar

olsun. Eger a € (0,1] ise
h(®) = f(9(®)
h(t) soldan a-differansiyellenebilir olsun. t # 0 ve g(t) # 0 oldugundan
(DER(®) = (DEF)(9(©)) (D Mg ()* ™"
Egert # 0 ise,

(Dgh) (@) = lim(Dg)(g(®)DeNBgD*™

yazilabilir.

ispat : D h(t) = D f(g(®)

AT G ) = t(g®)
= 11m

£-0 &
v=t+e(t—a)l™®

(w-t)
(t—a)l-@ -

e->0v-ot

dontigiimleri uygulansin.

=1l

vt %

flg®) :{(g(t)) (t— )i

o flg@) - f(g®)
g e w—Tey

g(vz - .tg(o (€ — ayie

(t —a)"*lim
vt
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_ flg®) —flg®) . dg
s OO ET CIT:

d
= - f9(®)DE(g)(®)

=@® -a)'” “—f(g(t))D g @) —a)'™*

= DN (g(®) DD (g(®)*

Teorem 3.11: f:[a, o) — oo olacak sekilde iki kez differansiyellenebilir bir fonksiyon ve
1<a+<20<apf <1olsun.

DEDE(FI() = Dgyp(fI(®) + (1 = B)(t — a)PDEf(t)
yazilabilir.

Ispat : f iki kez differansiyellenebilir oldugundan,

d
DEDF(N® = (£ = @)= (DF(N®)

- o o)

= (t-a)'" “((1 Bt —a)” ﬁi—f+(t— a)'” ﬁdt]:)

d 2
= Q-0 F -y - gu-oran ]

df

2
= (=Pt -+ (¢ — )I-DOH) i

dt?
= (1= B)(t —a)PDE()(®) + Dg,z((t)

yazilabilir. Eger @, § — 1 ise
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DgDg (f)(t) = DaDg (f)() = f"(¢)

esitsizligi yazilabilir.
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4. UYUMLU KESIiRLi INTEGRAL

Tanim4.1: 0 < a < 1ig¢in

BN = [ F@dea) = [- 0t feax

tanimlansin.

1% operatoriine a- mertebeden soldan uyumlu kesirli integral denir.

b b
buvxo=jﬂw%wmr:]w—w*v@wx
t t

tanimlansin.

b1, operatdriine a- mertebeden sagdan uyumlu kesirli integral denir.

Lemma4.l: 0 < a < 1 olmak lizere

f:la, ) - R fonksiyonu siirekli olsun. O halde Vt > 0 igin
Dz 12(H @) = f(©)

yazilabilir.

Ispat : f fonksiyonu siirekli oldugundan, 1¢(f)(t) integrali de differansiyellenebilirdir.
D&(1A(AH ) = (t —a)™ (I“(f)(t))

d t
= -0 [@- 9@
0

_ 1o [__Sf®
=(t—a) <(t i< 0)

=f(®)
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Teorem 4.2 : a« > 0 ve a € (n,n + 1] olsun. Herhani bir f fonksiyonunun o. mertebeden

uyumlu kesirli integrali ile Riemann — Liouville kesirli integrali arasinda

1 t
UEN® = (= PO = f (x — DT LF (B)dt
0

iliskisi su sekildedir.

Ispat:

t
Jon(t — )F1F(E) = % Of (x — T LF (D)t
1 t
= - f G — @)F1( — )" f()dx
3 ﬁ - - o war

a=n+lisef=a—-n=n+1-n=1

2(F)O) = 21 f ()
- - [ =0 peodx

a >0 ve ¢ = n + 1i¢in Riemann — Liouville kesirli integrali
1 t
a — _ a—-1
O = o [ =07 (0
a

= laf (@

Ornek4.1: a,u>0ve a € (n,n+ 1] icin (t — a)* fonksiyonunun a. mertedebeden

uyumlu kesirli tiirevi
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Jn+1 ((E = Cl)'“_l)(t) = F(;(fll-)a) (t— a)a+#—1

oldugunu gosterelim.

t

J((t - 1) (D) = ﬁ [ =010 - @t

a

x—a=y(t—a) x:a—-t
dx = (t —a)dy y:0-1

dontigiimleri uygulansin.

1
=@ D@ = = [ (- a -y - D)y - e - @y
0

= f (1= )t - )% IyH (e - a)tdy

1
= @ f (t — @)™+ y* (1 - y) iy
0

— 1 a+u11u1 a—-1
= = (@™ [y -y iy
0

— F(la) (t_a)a+u 1

1 r(@)r(p
" r(a) r(a+p

(t _ a)a+;,t—1

F('u) _ a)a+u—1

= t , >
r(a+u)( au=>0
a € mn+1,ueRa+u—n>0 igin,
r(a+u—n)
Gt —a)k(t) = ———= (t—a)***
He—ar(0) = oS (- a)
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19t — a)#(t) = Iy (E— )P~ (£ —a)*) (D)

= Ly (E— )P0
= Lpyq (E—)*HH771(8)

t
1
= —,f(t—x)”x—a)‘”” n=1,
a

x—a=y(t—a) xia—-t

dx = (t —a)dy y:ia—-1

doniistimleri uygulansin.

1
1 n
14(ta)k(t) = - f(t —a—y(t —a))" yHrnl(ta)@Hn gy
0

— m f(t — a)a+u (1 y)n at+u—n-—1 dy

— (t _ a)a+u ya+u—n—1 (1 _ y)(n+1)—1dy

D |
0

1
= (t—a)“+“mﬁ(a+,u—n,n+1)

1 rla+u—n)r(n+1)

= (- rln+1) rla+u+1)
_rl@+pu—n) -
Cr(a4+p—-1) (t = a)™*

Benzer sekilde sagdan uyumlu kesirli integrali de

ly(b = O* () = PJpsa(t — )FH*1(2)

r(la+u—n)

= atu ER, a+u—m>0
r(a+,u+1)( %) # K

seklinde gosterilir.
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Lemma4.1: f: [a, ) — R bir fonksiyon 0 < e,y <1vel < a+ u < 2 olsun.

= |

th 1 Fo
L1, (f)©) = n L.(/(®) + B Las (@) — JS‘”“ 2f(s)ds
0

yazilabilir.

Ispat :
t

LL(A®) = LI () = f (tMaf () dty

0

t1

¢
th_lj(s“‘lf(s)ds)dtl
0

0

- f sa-1 f(s)(f thtdt,) ds
0 S

= |-

f sELE(s)(t* — sH)ds
0

tH g
= — fs“‘lf(s)ds—
0

p fs‘”“_lf(s)ds

0

1
U

sHthlE(s)ds

O\ﬁ

u

- SO -
th 1 g

= ;+; Jf(s)s“”“‘l(—l)ds

t“ 1 g t t
= I+; Off(s)s“”“‘l(;—l—g)ds

th 1 g
= ;+; 0ff(s)s“”"‘z(t—s—1:)ds
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tH

— 1 t a+pu—2 _ _ t atu—2
= H+M<bff(5)s H=2(t — s)ds tojf(s)s H ds)

th 1
= — 4+ —
uoou

Lot (F) (@) — tff(s)s‘””_zds}
0

Q-operatorii kesirli integrali Qf(t) = f(a+ b —1t), f:[a, b] > R Riemann sag ve sol
kesirli integralleri ,

QUf(®) = 21,Q(H (D), a € (n,n+1],

QUEf(®) = it (e — P DF©®); B=a-n,

= Jtna(@+b—t-a)f'f@+b-1)
= Jima(b—0F fla+b—1)

= "L (@)

seklindedir.

Lemma 4.2: f:[a, o) = R bir fonksiyon; f™(t) siirekli ve a € (n,n + 1] olsun. Bu
takdirde Vt > a i¢in

DRIGf (@) = f(t)
Ispat : DEf(t)(t) = Dl?(f("))(t) a € (n,n+1],
dn
DY) = Df 2 (18()(®)

= Dg (;—; (I%+1(t - a)ﬂ_lf(t)))
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f=1->a=n=0
= g (18 (- P21 ®))

= pgig (¢ - 2F 7))
= DgIz(f)(®)
=f(®)
f: (=00, b] = R bir fonksiyon a € (n,n + 1] ve f™(t) olsun. Vt < b igin
bDabIaf(t) = f(t)

olur.

Lemma4.3: f: [a, ) — R differansiyellenebilir, 0 < a < 1 ve Vt > a olsun.

12Da f(®) () = f(8) — f(a)

yazilabilir.
Ispat :
t
8D (OO = [ (- Def(ax
t
= f(x —a)* Y(x —a)* f'(x)dx

= f@la=1O-f(a@

olur.

Lemma 44 : a€ (nn+1] ve f:la,0) >R, (n+1) defa differansiyellenebilir

fonksiyon olsun. Bu durumda vVt > a i¢in
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)(t —a)*
k!

= £ ()
BDEfF(©) = ) — Y L
k=0

esitligi saglanir.

Ispat:
2DEf() = Jia ((t— P IDEF(®))

= J& (= P71t — )1 F (D))

= Joa (FY®)

= [@—0rper@ar

t
= % [(t — )" fM(x) +n f (t —x)" 1 (x)dx‘

v=(t—x)" dv = f™D(x)dx
dv = —n(t — x)" dx v=fM(x)

dontistimleri uygulanirsa,

- l—f(")(a)(t — )" = nf V(@) (¢ — )"

n!

+n(n— 1) f(t - x)n"zf(”_l)(x)dx]
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- - l—f(”)(a) (t~ @) —nfD(a)(t - )"

—nn—1f"2D(a)(t — a)"?
—n(n—1Dn-2)f"D(@)(t—a)" 3 -

—n!ff’(x)dx‘

= f© - [f@+ s HEEDEED 0 - g
+ n(nn+ 1) f(n 2)(t _ a)n 2 + _f(n 1)(t _ a)n 1
f "(a)(t - a)"l
n!

() — g\
L ey — Zf"(a)(t a)

elde edilir.

Benzer sekilde @« € (n,n+ 1], f:(—oo,b] >R ve (n+1) defa tiirevlenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu durumda Vt < b igin

o (—DFE(b) (b — 1)
P12 Do (F)() = f(¢) — Z K

Egern=0veya0 < a < 1ise

P1,°Da(F) () = f(©) — f(b)

olur.
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5. KISMi KESIiRLI INTEGRASYON

Teorem 5.1: f,g:[a,b] = R fonksiyonlar1 diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. O
halde

b b
[ r@ p2 (@@ de @) = £9 12~ [ 960 DENE dlx,

olur.

ispat:

b b
[ 1@ b2 @@ &) = [ 00 & - @' ') (x - ) ax

u=f(x) dv = g'(x)dx
du = f'(x) dx v= g(x)

dontigiimleri uygulanirsa,

b b
[ 1@ D2 (@@ (@) = @900 1= [ £ g'@

b
= F(0)g(0) b= f FGO) (x— @) g'(x) (x — @) dx

b
= F@90) 18— [ 960 DEN@, ()

Lemmab5.1: f, g: [a,b] = R ve a € (0, 1] bir fonksiyonu olsun. O halde,

b b
[ azn®s©ac .0 = [ r@1269) Odett0

olur.
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Ispat:

b

b t
j (12 £ (©)g(®)da (b, £) = j ( j (x — )% f(2) dx)(g)(t)da ¢ a)

a

b b
- [r© ( [ESIEE dx) (¢ — @)™ dt

a t

Teorem 5.2: f,g: [a,b] = R differansiyellenebilen fonksiyonlar ve a € (0, 1] olsun. Bu
taktirde,

b b
[ 0ep® 9wdaa) = [ FO0L® des,0)+ F© 90 1

olur.

ispat:

b b
| @2r© g0da o) = [ D (FO9® - g®) + g 1,0

b b

= [ @2H® "l "Deg® dult ) + g [ T PO (0
b
= [ (D8P ® L *Dag (e B,0 + gBIT®H) - (@)
b
= [ 1@ 9. .0 - F@(GB) - 9(@) + gBI IO - (@)

b

= [FOCp D@0+ 10 g0 12

a
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Teorem 5.3: f bir fonksiyon ve «a € (0,1] igin t, noktasinda sonsuz defa

diffrensiyellenebilir olsun.

f@) =

0 (k)
(D2F)™ (o) (t — to)*e 1
Z T Jto<t< ty+Ra,R>0

k=0
ifadesine f fonksiyonunun t, noktasinda Taylor seri agilim1 ad1 verilir.
Ispat:
f@) = co+ ci(t—a)* + c(t —a)?* + c3(t — a)3 + ...+ cp(t — a)™®
f(0) =¢o
olur.

(T2F)(E) = c1(t— )% a(t —a)® 1+ cy(t — )% 2a(t — a)?@ 1 + ...
= a+2ct—a)®+- -

TENH@) = ¢ a
RAGC

Cc
1 a

olur.
T2 ™ () (@) = cqa™n!
_PN@
" a™n!
) = Z(Dé"f )(k)iio;!(t — to)k@
elde edilir.

(t-tg)*

Ornek5.1: f(t) = e « a € (0,1) ve t, = 0olsun, (T2 )(t) = 1 oldugunu gosterelim.

(Dﬁf)(t) = (t— a)l—a %(e(t_;)a)
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— _ 1-a _ a-—1 w
t—a)y ™ (t—-a) e a I,

=1

O halde,
(t —a)ke
GE Z —

bicimde yazilir.
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6. UYUMLU KESIRLI LAPLACE DONUSUMU

Tamm 6.1: f:[ty, ) > R reel degerli bir fonksiyon, t, € R ve a € (0,1] olsun. a.

mertebeden uyumlu Laplace doniisiimdi,

(0]

t t _s{t=t)®
L (F(0)} (s) = FL(s) = j e EF(0) dy (6 £)
to
r (t=te)*
- f e @ (L) (t— to)* dt
to

integrali ile tanimlanir.

Teorem 6.1 : a € R, a € (0,1] ve f:(a, ) — R differansiyellenebilen reel degerli bir

fonksiyon olsun.

La{Da (F)()}(s) = sF(s) — f(a)
esitligi yazilabilir.

Ispat:

r _(t-a)*
L8(DS() (D)(s) = f e @ (t— )" f(0) (£ — )™ dt

a

f'(t)dt = dv — v = ft donlisimi yapilsin.

o)

_(t-—a)*
= f e¥ @ (t—a)4f'(t) (t —a)* idt

a

[ee]
(t—a

= f e‘sT)af’(t) dt

(t-a)®
v=e «a

(t-a)*
dv=—-s(t—a)*le™™ « dt

o

_S(t—a)“ _S(t—a)“ 1
=f(t)e” a I5+s| e a f(O)(t—a)*'dt

a

= sFg'(s) — f(a)
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Lemma 6.1: f: [t,, o) — R bir fonksiyon olsun.

L2AF()}(s) = FLo(s)

uyumlu Laplace doniisiimiiniin var oldugu kabul edelim. O halde
¢ 1
Fe(s) = L{f (1o + (@)} (5)

yazilabilir.

Ispat:

3 ()%

@ = [ e (- ) e

0
_ (t-tp)® £ -
V= to + ((av)a) —
dv =(t —ty)%ldt titg»>a 2v:0->«a
doniistimleri uygulansin.

o)

t 1
E,°(s) = f e 'f(a+ av)a dv
0

= 1{f(to + e} )

= 1{fto + (@)} (9

Ornek 6.1: L2{1}(s) = sl, s > 0 oldugunu gosterelim.
*© -1 1
L2{1}(s) = f eStdt=—e St ==
a s s

) 1 1 (142
Ornek 6.2: L°{t}(s) = L{to + (Olt)“} (s) = %0 T aa (1+f)

S a

oldugunu gosterelim.
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= f i e St(ty + (oct)%)dt
0

*® 1 (® 1
= tof e Stdt + (a)Ef e Sttadt
0 0

to 1 1
= ?+ (a)af e Sttadt

0

1
1 IFr(1+=
=t—0+a5—( @)

S Sl+a

,s>0

p
a

Ornek 6.3: L2{t?}(s) = L{(at)g} (s) = 5 [+

p
il

® P
= f e St((at)a)dt
0

esitsizligi gosterelim.

p(® P
= qa e Sttadt
0

p
ra+2
_ 2t e
Sl+

I

. te
Ornek 6.4: 1.9 {e a} (s) = i esitsizligi gosterelim.

iy
0

= ! >1
T s—1 /S
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7.SONUC VE ONERILER

Bu tezde uyumlu kesirli tiirev ve integral kavramlar1 incelenmis ve bazi1 6nemli fonksiyonlar
uyumlu kesirli analiz yardimiyla yeniden tanimlanmistir. Literatiirde bilinen bazi temel
tanimlar, teoremler ve bazi integral esitsizlikleri bu yeni uyumlu kesirli integral yardimiyla

yeniden incelenip genellestirilebilir.
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