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Uyumlu kesirli türev ve uyumlu kesirli integralin incelendiği bu tez çalışma yedi bölümden 

oluşmaktadır.   

Tezin giriş bölümünde uyumu kesirli türev tanıtılmış ve konunun tarihçesiyle ilgili bilgi 

verilmiştir. İkinci bölümde konu ile ilgili temel tanımlar ve örnekler yer almaktadır. Tezin 

üçüncü bölümünde uyumlu kesirli türev incelenmiştir. Dördüncü bölümde,kesirli integral 

yer verilmiştir.Beşinci bölümde, kısmi kesirli integrasyon incelenmiştir. Altıncı bölümde,  

uyumlu kesirli türevin Laplace dönüşümüne değinilmiş ve son olarak da sonuç ve önerilere 

yer verilmiştir.  
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SİMGELER DİZİNİ  
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          𝐷 
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   Ӏ𝛼
𝑎      𝛼. mertebeden soldan uyumlu kesirli integral 

           Ӏ 
𝑎

𝛼     𝛼. mertebeden sağdan uyumlu kesirli integral 

  𝐹𝛼
𝑎(𝑠)    𝛼. mertebeden Laplace dönüşümü 

      𝐷𝑎
        𝐶

𝑡
𝛼     Caputo kesirli türev 

         𝐷𝑡
𝛼

𝑎
𝐺𝐿 𝑓(𝑡)    Grünwald-Letnikov Kesirli Türev 
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1. GİRİŞ 

Kesirli türev ve kesirli integral kavramları ilk olarak 1695 yılında Leibniz’in L’Hospital’a 

yazdığı mektupta geçmektedir. Leibniz’in mektubunda L’Hospital’a sorduğu “Tamsayı 

basamaktan türevler kesirli basamaktan türevlere genişletilebilir mi?” sorusu ile kesirli 

diferansiyel kavramı ilk olarak ortaya çıkmıştır. [1] Kesirli türev ve integral kavramları 17. 

yüzyıldan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville gibi birçok  matematik de aynı 

konu üzerinde çalışmıştır. 

Kesirli türevin klasik analizden en önemli farkı, klasik analizde olduğu gibi tek bir tanımın 

olmayışıdır. Başlıca kesirli türev tanımları Grünwald-Letnikov, Riemann-Liouville  ve 

Caputo kesirli mertebe türevlerdir. Tanımlar arasında geçişler olmasına rağmen tanımları ve 

tanımlarının fiziksel yorumları açısından farklılık gösterirler. Örneğin bir sabitin kesirli 

türevi Riemann-Liouville kesirli türev için sıfıra eşit olmamaktadır. Caputo ve Riemann-

Lioville tanımlarıda bölüm ve çarpım kuralını da sağlamamaktadır. Bundan dolayı bu türev 

tanımlarının kullanıldığı alanlar farklılık göstermektedir. Genellikle Grünwald-Letnikov 

tanımı nümerik hesaplamalar için,  tanımı hem nümerik hem de analitik hesaplamalar için, 

Caputo kesirli türev tanımı da analitik hesaplamalar için uygundur. 

2014 yılındaki çalışmalarında kesirli türev tanımlarının adi türev ile aralarındaki tek ortak 

noktasının lineer olma özelliğidir diyen Khalil [3], adi türeve uyumuyla dikkat çeken bir 

tanım ortaya atmıştır. Bu tanım diğer kesirli türevlerin sağlamadığı çarpım ve bölüm kuralını 

sağlamaktadır. Bu tanımada uyumlu (conformable) kesirli türev olarak adlandırılmaktadır. 

2015 yılında Abdeljawad [4] uyumlu kesir türev tanımını kullanarak 0 ≤ 𝛼 ≤ 1 aralığı için 

seri açılımı, Taylor eşitsizliği ve Laplace dönüşümlerini eklemiştir. 

Bu tezde ilk olarak uyumlu kesirin tarihçesi hakkında bilgi verilmiştir. İkinci bölümde genel 

tanım ve özellikler yer verilmiştir. Üçüncü bölümde uyumlu kesirli türevin genel 

özelliklerinden bahsedilmiş ve Rolle Teoremi, ortalama değer teoremi, genelleştirilmiş 

ortalama değer teoreminin uyumlu kesirli türev ilişkisi üzerinde durulmuştur. Aynı zamanda 

Taylor eşitsizliği ve zincir kuralına değinilmiştir. 
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Dördüncü bölümde uyumlu kesirli integralden bahsedilmektedir. Beşinci bölümde kısmi 

integrasyona yer verilmiştir. Altıncı bölümde ise uyumlu kesirin Laplace dönüşümü 

incelenmiştir. 
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2. TEMEL TANIM VE ÖRNEKLER 

Bu bölümde, diğer bölümlerde kullanılan tanımlar ve teoremlere yer verilmiştir. 

Tanım 2.1 (Gamma Fonksiyonu): 𝑛 >  0 için;  

𝛤(𝑛)  =  ∫ 𝑥𝑛−1

∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

olarak tanımlanır. Aynı zamanda; 

𝑛! = ∫ 𝑡𝑛
∞

0

𝑒−𝑡𝑑𝑡 

integraline geçiş yapmak mümkündür. 

Bu fonksiyonun bazı özellikleri aşağıda verilmiştir. 

i. 𝛤(𝑛 + 1)  =  𝑛. 𝛤(𝑛)  =  𝑛! 

ii. 𝛤 (
1

2
)  =  √𝜋 

 

Tanım 2.2 (Beta Fonksiyonu): ℝ(𝑥), ℝ(𝑦)  >  0 

𝛽(𝑥, 𝑦)  =  ∫ 𝑡𝑥−1
1

0

(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡 

olarak tanımlanır. Gamma fonksiyonu ve Beta fonksiyonu arasında aşağıdaki gibi bir ilişki 

vardır. 

𝛽(𝑥, 𝑦)  =  
𝛤(𝑥)𝛤(𝑦)

𝛤(𝑥 + 𝑦)
 

 

Tanım 2.3: 𝑥 ∈  ℝ olmak üzere x’ten büyük olmayan en büyük tamsayıya x’in tam değeri 

denir. x’in tam değeri ⟦𝑥⟧ ile gösterilir. 

 

Tanım 2.4 (Riemann - Liouville Kesirli Türevi ): f  fonksiyonu (𝑎, 𝑥) aralığında sürekli 

ve differansiyellenebilir olsun. 𝑛 ∈ 𝑁+,  𝑛 − 1 ≤ 𝑎 ≤ 𝑛 ve 𝑎 > 0 olmak üzere 𝑥 > 𝑎 için 

reel bir f fonksiyonu a-mertebeden Riemann-Lioville kesirli türevi,  
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𝑑𝛼

𝑑𝑥𝛼
𝑓(𝑥) =

1

𝛤(𝑛 − 𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
∫ (𝑥 − 𝑡)𝛼+𝑛−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 2.5 (Riemann - Liouville Kesirli İntegral): 𝑎 ≥ 0 iken a.mertebeden Riemann-

Liouville kesirli integrali 𝑓 ∈ 𝐶𝜇, (𝜇 ≥ −1) olmak üzere, 𝑎 > 0 ve 𝑥 > 0 için,  

𝑱𝑎𝑓(𝑥)  =  
1

𝛤(𝑎)
∫(𝑥 − 𝑡)𝑎−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 2.6 (Caputo Kesirli Türevi): f  fonksiyonu n defa sürekli ve türevlenebilir olsun. 

𝑎 ∈ (𝑛, 𝑛 − 1) olmak üzere Caputo kesirli türev; 

𝐷𝑎
𝐶

𝑡
𝛼𝑓(𝑡) = 𝐷𝛼−𝑛𝐷𝑛𝑓(𝑡) =

1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑎)𝑛−𝛼−1𝑓𝑛(𝑎)𝑑𝑎

𝑡

𝑎

 

olarak tanımlanır. 

 

Tanım 2.7 (Grünwald-Letnikov Kesirli Türev ve İntegrali): [𝑎, 𝑡] aralığında sürekli 

𝑓𝑛(𝑡), (𝑛 = 1,2, … , 𝑘 + 1) türevleri var ve 𝑘 < 𝑎 < 𝑘 + 1 olacak şekilde bir tam sayı 

olsun. O halde f fonksiyonunun a-mertebeden Grünwald-Letnikov kesirli türevi 𝑎 > 0 için  

 

𝐷𝑡
𝛼

𝑎
𝐺𝐿 𝑓(𝑡) = ∑

𝑓𝑛(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑛−𝛼

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)

𝑘

𝑛=0

+
1

𝛤(𝑛 − 𝛼 + 1)
∫ (𝑡 − 𝑥)𝑘−𝛼

𝑡

𝑎

𝑓(𝑘+1)(𝑥)𝑑𝑥 

 

olarak tanımlanır. İntegrali ise  

𝐷𝑡
−𝛼

𝑎
𝐺𝐿 𝑓(𝑡) = ∑

𝑓𝑛(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑛+𝛼

𝛤(𝑛 + 𝛼 + 1)

𝑘

𝑛=0

 
1

𝛤(𝑛 + 𝛼 + 1)
∫ (𝑡 − 𝑥)𝑘+𝛼

𝑡

𝑎

𝑓(𝑘+1)(𝑥)𝑑𝑥 

  

şeklinde tanımlanır. 
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Teorem 2.1 (Rolle Teoremi):  𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ  fonksiyonu sürekli ve ∀𝑥 ∈  (𝑎, 𝑏) 

noktasında türevlenebilir olsun. 𝑓(𝑎)  =  𝑓(𝑏) ise (𝑎, 𝑏) aralığında en az bir c noktası 

vardır ki bu nokta için 𝑓′(𝑐)  =  0’dır. 

 

Teorem 2.2 (Ortalama Değer Teoremi): 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu sürekli ve ∀𝑥 ∈

(𝑎, 𝑏) noktasında türevlenebilir olsun. O halde (𝑎, 𝑏) aralığında 

𝑓′(𝑥0)  =  
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
 

olacak şekilde en az bir 𝑥0 noktası vardır. 

 

Teorem 2.3 (Genelleştirilmiş Ortalama Değer Teoremi): 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu 

sürekli ve ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) noktasında türevlenebilir olsun. O halde (𝑎, 𝑏) aralığında  

𝑓′(𝑥0)

𝑔′(𝑥0)
 =  

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)
 

 

olacak şekilde en az bir 𝑥0 noktası vardır. 

 

Tanım 2.8: 𝑓: [0, ∞) → ℝ bir fonksiyon olsun. ∀𝑥 >  0 ve 𝛼 ∈  (0,1) için 

𝐷𝛼𝑓(𝑥)  =  lim
𝜀→0

(𝑥 + 𝜀𝑥1−𝛼) − 𝑓(𝑥)

𝜀
 

şeklinde tanımlanan f fonksiyonun 𝛼- kesirli türevi ya da uyumlu türevi denir. 

 

Tanım 2.9: f(x), [0, ∞) aralığında tanımlı bir fonksiyon olsun. f’in Laplace dönüşümü 

F(s) =  ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡 
∞

0

 

integrali ile tanımlanan F fonksiyonu olup 

                             

𝐿{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑠) 

ile gösterilir. 
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3. UYUMLU KESİRLİ TÜREV 

 

Bu bölümde [3], [4]  ve [5] makalelerindeki, uyumlu türevin genel özellikleri ve adi türev 

ile arasındaki ilişki incelenmiştir 

 

Teorem 3.1 : 𝑓: [0, ∞) → ℝ bir fonksiyon olsun. 𝑡0  >  0 ve 𝛼 ∈  (0,1] için uyumlu kesirli 

türevlenebilir ise f fonksiyonu 𝑡0 noktasında süreklidir. 

 

İspat: f fonksiyonu 𝑡0 noktasında 𝛼 türevlenebilir olduğundan  

 

𝑓(𝑡0 + 𝜀𝑡0
1−𝛼) − 𝑓(𝑡0)  =   

(𝑡0 + 𝜀𝑡0
1−𝛼) − 𝑓(𝑡0)

𝜀
𝜀 

 

lim
𝜀→0

[𝑓(𝑡0 + 𝜀𝑡0
1−𝛼) − 𝑓(𝑡0)] =  lim

𝜀→0

𝑓(𝑡0 + 𝜀𝑡0
1−𝛼) − 𝑓(𝑡0)

𝜀
 lim
𝜀→0

𝜀 

 

yazılabilir. ℎ =  𝜀𝑡0
1−𝛼 olsun 𝜀 =  ℎ. 𝑡0

𝛼−1 

 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑡0 + ℎ)  −  𝑓(𝑡0)  = lim
ℎ→0

𝑓(𝑡0 + ℎ) − 𝑓(𝑡0)

ℎ. 𝑡0
𝛼−1  lim

ℎ→0
ℎ. 𝑡0

𝛼−1 

 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑡0 + ℎ)  −  𝑓(𝑡0)  = 
1

𝑡0
𝛼−1 𝑓′(𝑡0). 0 

 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑡0 + ℎ)  −  𝑓(𝑡0)  =  0 

 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑡0 + ℎ)  =  𝑓(𝑡0) 

 

olduğundan f fonksiyonu 𝑡0 noktasında süreklidir. 

 

Teorem 3.2 : 𝛼 ∈ (0,1] ve f ve g fonksiyonları 𝑡 >  0 noktasında türevlenebilir olsun. O 

halde 
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i. ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ için 

𝐷𝛼(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔)  =  𝑎𝐷𝛼𝑓(𝑡) + 𝑏𝐷𝛼𝑔(𝑡) 

olduğunu gösterelim. 

 

𝐷𝛼(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔)  =  lim
𝜀→0

𝑎𝑓(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) + 𝑏𝑔(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑎𝑓(𝑡) − 𝑏𝑔(𝑡)

𝜀
 

 

=  lim
𝜀→0

𝑎𝑓(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑎𝑓(𝑡)

𝜀
 +   lim

𝜀→0

𝑏𝑔(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑏𝑔(𝑡)

𝜀
 

 

=  𝑎  lim
𝜀→0

𝑓(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜀
 +  𝑏  lim

𝜀→0

𝑔(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑔(𝑡)

𝜀
 

 

=  𝑎𝐷𝛼𝑓(𝑡)  +  𝑏𝐷𝛼𝑔(𝑡) 

 

ii. ∀ 𝑝 ∈ ℝ için  

𝐷𝛼(𝑡𝑝)  =  𝑝𝑡𝑝−𝛼 

olduğunu gösterelim. 

 

 𝑝 = 1 için, 

 

𝐷𝛼(𝑡)  =   lim
𝜀→0

𝑓(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜀
 =   lim

𝜀→0

𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼 − 𝑡

𝜀
 =  𝑡1−𝛼 

 

 𝑝 =  2 için, 

 

𝐷𝛼(𝑡2)  =  lim
𝜀→0

𝑓(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼)2 − 𝑓(𝑡2)

𝜀
 

=  lim
𝜀→0

𝑡2 − 2𝑡𝜀𝑡1−𝛼 + 𝜀2𝑡2−2𝛼 − 𝑡2

𝜀
 =  2𝑡2−𝛼 

 

𝑝 =  𝑛 için, 
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𝐷𝛼(𝑡𝑛) = lim
𝜀→0

(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼)𝑛 − (𝑡𝑛)

𝜀
 

                

=  lim
𝜀→0

𝑡𝑛 + (𝑛
1

)𝑡𝑛−1𝜀𝑡1−𝛼 + (𝑛
2

)𝑡𝑛−2𝜀2𝑡2−𝛼 + ⋯ + (𝑛
𝑛

)𝜀𝑛𝑡𝑛−𝛼𝑛 − 𝑡𝑛

𝜀
 

 

=  𝑛𝑡𝑛−𝛼 

𝑝 = 𝑛 + 1 için, 

 

𝐷𝛼(𝑡𝑛+1) = lim
𝜀→0

(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼)𝑛+1 − (𝑡𝑛+1)

𝜀
 

 

= 𝑛 + 1𝑡𝑛+1−𝛼 

 

iii. Tüm 𝑓(𝑡)  =  𝑐 biçimindeki sabit fonksiyonlar için  

 

𝐷𝛼(𝑐)  =   lim
𝜀→0

𝑐 + 𝜀𝑐1−𝛼 − 𝑐

𝜀
 =  0 

 

iv.  

𝐷𝛼(𝑓𝑔)  =  𝑓𝐷𝛼𝑔(𝑡) +   𝑔𝐷𝛼𝑓(𝑡) 

olduğunu gösterelim. 

 

𝐷𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) =  lim
𝜀→0

𝑓(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼)𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)

𝜀
 

 

denklemine 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) eklenip çıkartılırsa, 

 

=   lim
𝜀→0

𝑓(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼)𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) + 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)

𝜀
 

 

=  lim
𝜀→0

[𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) [
𝑓(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜀
]  +  𝑓(𝑡) [

𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑔(𝑡)

𝜀
]] 
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=  lim
𝜀→0

𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) lim
𝜀→0

𝑓(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜀
 𝑓(𝑡) lim

𝜀→0

𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼)  − 𝑔(𝑡)

𝜀
  

 

=  lim
𝜀→0

𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) 𝐷𝛼𝑓(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝐷𝛼𝑔(𝑡) 

yazılabilir. g fonksiyonu t noktasında sürekli olduğundan, 

 

lim
𝜀→0

𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) = 𝑔(𝑡) 

 

olur. O halde 

 

𝐷𝛼(𝑓𝑔) = 𝑔(𝑡)𝐷𝛼𝑓(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝐷𝛼𝑔(𝑡) 

 

dir. 

 

v.  

𝐷𝛼 (
𝑓

𝑔
) =  

𝑔𝐷𝛼(𝑓) − 𝑓𝐷𝛼(𝑔) 

𝑔2
 

olduğunu gösterelim. 

 

𝐷𝛼 (
𝑓

𝑔
) =  lim

𝜀→0

𝑓(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼)
𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼)

−  
𝑓(𝑡)
𝑔(𝑡)

𝜀
 

 

=  lim
𝜀→0

𝑔(𝑡)𝑓(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼)
𝑔(𝑡)𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼)

𝜀
 

  

denklemine 

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)

𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼)𝑔(𝑡)
 𝜀 

ekleyip çıkarılırsa, 
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lim
𝜀→0

𝑔(𝑡)𝑓(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)  +  𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) − 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼)
𝑔(𝑡)𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼)

𝜀
 

 

lim
𝜀→0

𝑔(𝑡)[𝑓(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)] −  𝑓(𝑡)[𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑔(𝑡)]
𝑔(𝑡)𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼)

𝜀
 

yazılabilir.  g fonksiyonu t noktasında sürekli olduğundan, 

 

lim
𝜀→0

𝑔(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) = 𝑔(𝑡) 

 

olur. O halde 

 

𝐷𝛼 (
𝑓

𝑔
) =

𝑔(𝑡)𝐷𝛼𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡)𝐷𝛼𝑔(𝑡)

𝑔2(𝑡)
 

elde edilir. 

 

vi. Ayrıca f fonksiyonu türevlenebilir ise 

 

𝐷𝛼𝑓(𝑡) =  𝑡1−𝛼
𝑑𝑓(𝑡)

𝑑𝑡
 

 

dir. 

 

𝐷𝛼𝑓(𝑡) =  lim
𝜀→0

𝑓(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜀
 

 

 ℎ =  𝜀𝑡1−𝛼 olsun. 𝜀 = ℎ𝑡𝛼−1 

 

=  lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)

ℎ𝑡𝛼−1
 

  

=  𝑡𝛼−1  lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) −  𝑓(𝑡)

ℎ
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=  𝑡1−𝛼 𝑓′(𝑡) 

bulunur. 

 

Örnek 3.1 :  𝐷𝛼(𝑒𝑐𝑡) = 𝑐 𝑒𝑐𝑡 𝑡1−𝛼 olduğunu gösterelim. 

 

𝐷𝛼(𝑒𝑐𝑡) = lim
𝜀→0

𝑒𝑐(𝑡+𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑒𝑐𝑡

𝜀
 

 

=  lim
𝜀→0

𝑒𝑐𝑡𝑒𝑐𝜀𝑡1−𝛼
−  𝑒𝑐𝑡

𝜀
 

 

=  lim
𝜀→0

𝑒𝑐𝑡[𝑒𝑐𝜀𝑡1−𝛼
−  1]

𝜀
 

 

=  𝑒𝑐𝑡  lim
𝜀→0

𝑐𝑡1−𝛼 𝑒𝑐𝜀𝑡1−𝛼

1
 

 

                                                      = 𝑐 𝑒𝑐𝑡 𝑡1−𝛼 

bulunur. 

 

Örnek 3.2 : 𝐷𝛼(sin 𝑏𝑡) = 𝑏𝑡1−𝛼 cos( 𝑏𝑡) ,       𝑏𝜖ℝ  olduğunu gösterelim. 

 

𝐷𝛼(sin 𝑏𝑡) =  lim
𝜀→0

sin[𝑏 (𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼)] −  sin(𝑏𝑡)

𝜀
 

  

=  lim
𝜀→0

sin(𝑏𝑡) cos(𝑏𝜀𝑡1−𝛼) + sin(𝑏𝜀𝑡1−𝛼) cos( 𝑏𝑡) − sin(𝑏𝑡)

𝜀
 

 

=  lim
𝜀→0

− sin 𝑏𝑡 (𝑏𝑡1−𝛼) sin( 𝑏𝜀𝑡1−𝛼) + 𝑏𝑡1−𝛼 cos( 𝑏𝑡 )cos(𝑏𝜀𝑡1−𝛼)

1
 

 

= 𝑏𝑡1−𝛼 cos( 𝑏𝑡) 

 

Örnek 3.3 : 𝐷𝛼(cos 𝑏𝑡) =  −𝑏𝑡1−𝛼 sin( 𝑏𝑡)    𝑏 ∈ ℝ   olduğunu gösterelim. 
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𝐷𝛼(cos 𝑏𝑡) =  lim
𝜀→0

cos 𝑏(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼) − cos( 𝑏𝑡)

𝜀
 

 

=  lim
𝜀→0

cos(𝑏𝑡) cos( 𝑏𝜀𝑡1−𝛼) −  sin(𝑏𝑡) sin(𝑏𝜀𝑡1−𝛼) − cos( 𝑏𝑡)

𝜀
 

  

=  lim
𝜀→0

− cos(𝑏𝑡) 𝑏𝑡1−𝛼  sin(𝑏𝜀𝑡1−𝛼) − sin(𝑏𝑡) 𝑏𝑡1−𝛼  cos(𝑏𝜀𝑡1−𝛼)

1
 

 

=  −𝑏𝑡1−𝛼  sin(𝑏𝑡) 

 

Örnek 3.4 : 

𝐷𝛼 (
1

𝛼
 𝑡𝛼) = 1 

olduğunu gösterelim. 

 

𝐷𝛼 (
1

𝛼
 𝑡𝛼) =  lim

𝜀→0

1
𝛼

(𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼)𝛼 −  
1
𝛼 𝑡𝛼

𝜀
 

 

=  lim
𝜀→0

1
𝛼  𝑡1−𝛼 𝛼 (𝑡 +  𝜀𝑡1−𝛼)𝛼−1

1
= 1 

 

Bir f fonksiyonu bir noktada 𝛼- türevlenebilir ise bu noktada türevi olmayabilir. Örneğin: 

𝑓(𝑡) = 2√𝑡  ve  𝛼 =  
1

2
  ise 

𝐷1
2

 
(2√𝑡) =  lim

𝜀→0

2√𝑡 +  𝜀𝑡1/2 − 2√𝑡

𝜀
 

=  lim
𝜀→0

2 
1

2
 (𝑡 +  𝜀𝑡

1
2⁄ )

−
1
2

 𝑡
1
2 

=  lim
𝜀→0

𝑡
1
2  (𝑡 +  𝜀𝑡

1
2)

−
1
2
 

= 1 

olarak bulunur. 
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𝐷1𝑓(𝑡) = 𝑓′(𝑡) dir.Ancak 

𝐷1(2√𝑡) =  
1

√𝑡
 

fonksiyonu 𝑡 = 0 için tanımsızdır. 

           𝛼 ∈ (0,1) olduğunda uyumlu kesirli türev tanımı verildi. 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1], 𝑛 ∈ 𝑁 

için genelleştirelim. 

 

Tanım 3.1 : 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1], f fonksiyonu 𝑡 > 0 noktasında n defa türevlenebilir olsun. f 

fonksiyonunun α. mertebeden uyumlu kesirli türevi 

 

𝐷𝛼(𝑓)(𝑡) =  lim
𝜀→0

𝑓(⟦𝛼⟧−1)(𝑡 + 𝜀𝑡(⟦𝛼⟧−𝛼)) − 𝑓(⟦𝛼⟧−1)(𝑡)

𝜀
 

 

şeklindedir. Burada ⟦𝛼⟧ tam değer fonksiyonudur. 

 

Uyarı: Tanım 3.1’de 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] ve f fonksiyonu 𝑡 > 0 noktasında 𝑛 + 1 defa 

türevlenebilir ise  

𝐷𝛼𝑓(𝑡) = =  𝑡(⟦𝛼⟧−𝛼)𝑓(⟦𝛼⟧) (𝑡) 

 

yazılabilir. 

 

𝐷𝛼𝑓(𝑡) =  lim
𝜀→0

𝑓(⟦𝛼⟧−1)(𝑡 + 𝜀𝑡(⟦𝛼⟧−𝛼)) − 𝑓(⟦𝛼⟧−1)(𝑡)

𝜀
 

 

ℎ = 𝜀𝑡(⟦𝛼⟧−𝛼) olsun. 

=  lim
ℎ→0

𝑓(⟦𝛼⟧−1) (𝑡 + ℎ) − 𝑓(⟦𝛼⟧−1) (𝑡) 

ℎ𝑡𝛼−⟦𝛼⟧  

 

=  𝑡(⟦𝛼⟧−𝛼)  lim
ℎ→0

𝑓(⟦𝛼⟧−1) (𝑡 + ℎ) − 𝑓(⟦𝛼⟧−1) (𝑡) 

ℎ
 

 

=  𝑡(⟦𝛼⟧−𝛼)𝑓(⟦𝛼⟧) (𝑡) 
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Teorem 3.3 : (Uyumlu kesirli türevlenebilir fonksiyonlar için Rolle Teoremi) 

 𝑎 > 0 ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyon verilsin. Bu fonksiyon 

i.    [a,b] aralığında sürekli, 

ii.   α ∈ (0,1)  için α türevlenebilir, 

iii.  𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) şartlarını sağlıyorsa 𝑓(𝛼)(𝑐) = 0 şeklinde bir 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) noktası vardır. 

         

İspat: 𝑓: [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli ve 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) olduğu için bir 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) yerel 

ekstremum noktasına sahiptir. Kolaylık olması için c noktasının bir yerel minimum nokta 

olduğunu kabul edelim. 

 

𝑓(𝛼)(𝑐) =  lim
𝜀→0+

𝑓(𝑐 + 𝜀𝑐1−𝛼) − 𝑓(𝑐)

𝜀
=  lim

𝜀→0−

𝑓(𝑐 + 𝜀𝑐1−𝛼) − 𝑓(𝑐)

𝜀
 

 

yazılabilir. Fakat ilk limit negatif olmayan, ikinci limit ise pozitif olmayandır. O halde  

𝑓(𝛼)(𝑐) = 0’dır. 

 

Teorem 3.4 (Uyumlu kesirli türevlenebilir fonksiyonlar için Ortalama Değer Teoremi): 

𝑎 > 0 ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyon verilsin. Bu fonksiyon 

i. [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli, 

ii. 𝛼 ∈ (0,1) için α türevlenebilir.  

Bu durumda            

𝑓(𝛼)(𝑐) =  
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

1
𝛼 𝑏𝛼 −  

1
𝛼 𝑎𝛼

 

olacak şekilde 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) vardır. 

İspat: 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu 𝑘 ∈ ℝ olmak üzere 

𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝑘
1

𝛼
𝑡𝛼 şeklinde tanımlansın. 

𝑔(𝑡) fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli ve (𝑎, 𝑏) aralığında α- türevlenebilir olduğu açıktır. 

𝑔(𝑎) = 𝑔(𝑏) olacak şekilde seçilirse; 



15 

𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝑘
1

𝛼
𝑡𝛼 

𝑔(𝑎) = 𝑓(𝑎) + 𝑘
1

𝛼
𝑎𝛼 … . (1) 

𝑔(𝑏) = 𝑓(𝑏) + 𝑘
1

𝛼
𝑏𝛼 … . (2) 

(1) ve (2) eşitliklerinde  

𝑘 =  − 
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

1
𝛼 𝑏𝛼 − 

1
𝛼 𝑎𝛼

 

 elde edilir. O halde 

𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

1
𝛼 𝑏𝛼 − 

1
𝛼 𝑎𝛼

 
1

𝛼
 𝑡𝛼 … . (3) 

bulunur. Bu durumda 𝑔(𝑡) fonksiyonu Rolle teoreminin bütün şartlarını sağlar. Yani 

𝑔(𝛼)(𝑐) = 0 olacak şekilde bir 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) vardır. (3) eşitliğinin α. mertebeden uyumlu kesirli 

türevi alınır.  

𝑔(𝛼)(𝑡) = 𝑓(𝛼)(𝑡) −  
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

1
𝛼

𝑏𝛼 − 
1
𝛼

𝑎𝛼
 (

1

𝛼
 𝑡𝛼)

(𝛼)

 

bulunur. 

𝐷𝛼 (
1

𝛼
 𝑡𝛼) = 1 

 olduğundan  

𝑓𝛼(𝑡) =  
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

1
𝛼 𝑏𝛼 − 

1
𝛼 𝑎𝛼

 

elde edilir. 

Lemma 3.1: 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu 𝛼 ∈ (0,1) için α-differansiyellenebilir olsun. 
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i. 𝑎 > 0 için 𝑓(𝛼) fonksiyonu [𝑎, 𝑏] sınırlı ise, f fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında düzgün 

süreklidir ve sınırlıdır. 

ii. 𝑓(𝛼) fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında sınırlı ve a noktasında sürekli ise f fonksiyonu 

[𝑎, 𝑏] aralığında düzgün sürekli ve sınırlıdır.  

 

Teorem 3.5 (Uyumlu kesirli türevlenebilir fonksiyonlar için Genişletilmiş Ortalama 

Değer Teoremi): 

𝑎 > 0 ve 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonları verilsin. f, g fonksiyonları [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli 

ve 𝛼 ∈ (0,1) için α- diferansiyellenebilir ise 

𝑓(𝛼)(𝑎)

𝑔(𝛼)(𝑎)
=  

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)
 

olacak şekilde bir 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) vardır. 

 

İspat: 

𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) − (
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)
) (𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑎)) 

fonksiyonu göz önüne alalım. f ve g fonksiyonları sürekli fonksiyon olduğundan F 

fonksiyonu da [𝑎, 𝑏] aralığında süreklidir. Aynı zamanda F fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında α- 

diferansiyellenebilirdir. 

𝐹(𝑎) = 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑎) −  (
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)
) (𝑔(𝑎) − 𝑔(𝑎)) = 0 

     ve 

𝐹(𝑏) = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) − (
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)
) (𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)) = 0  

olduğundan Rolle teoremine göre 𝛼 ∈  (0,1) için  𝐹(𝛼)(𝑐) = 0 şeklinde bir 𝑐 ∈  (𝑎, 𝑏) 

vardır. 
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F fonksiyonunun α. mertebeden diferansiyeli hesaplanırsa  

𝐷𝛼(𝐹)(𝑥) =  𝐷𝛼  (𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) −  (
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)
) (𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑎))) 

yazılır. 

𝐷𝛼 lineer olduğundan  

𝐷𝛼(𝐹)(𝑥) =  𝐷𝛼𝑓(𝑥) − 𝐷𝛼𝑓(𝑎) +  
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)
 (𝐷𝛼𝑔(𝑥) − 𝐷𝛼𝑔(𝑎)) 

=  𝐷𝛼𝑓(𝑥) − 0 +  
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)
 𝐷𝛼𝑔(𝑥) 

𝐹(𝛼)(𝑥) =  𝑓(𝛼)(𝑥) − (
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)
) 𝑔(𝛼)(𝑥) 

𝑓(𝛼)(𝑐)

𝑔(𝛼)(𝑐)
=  

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)
 

bulunur. 

Teorem 3.6 : 𝛼 > 0 ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ  fonskiyonu verilsin. f, [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli ve 𝛼 ∈

(0,1) için  f,  α-diferansiyellenebilir olsun. Eğer ∀𝑥∈ (𝑎, 𝑏) için 𝑓(𝛼)(𝑥) = 0 ise f fonksiyonu 

[𝑎, 𝑏] üzerinde sabittir. 

İspat : ∀𝑥∈ (𝑎, 𝑏) için 𝑓(𝛼)(𝑥) = 0 olsun. [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑥1 <  𝑥2 olacak şekilde 𝑥1 ve 𝑥2 

seçelim. O halde f fonksiyonu [𝑥1, 𝑥2] aralığında sürekli, (𝑥1, 𝑥2) aralığında α- 

diferensiyellenebilirdir. O halde ortalama değer teoremi gereğince  

𝑓(𝛼)(𝑐) =  
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)

𝑥2
𝛼

𝛼 − 
𝑥1

𝛼

𝛼

= 0 

olacak şekilde 𝑐 ∈ (𝑥1, 𝑥2) vardır. 

𝑓(𝑥2)  =  𝑓(𝑥1) −  0 ⇒ 𝑓(𝑥2)  =  𝑓(𝑥1) elde edilir. 𝑥1,𝑥2  ∈ [𝑎, 𝑏] keyfi iki nokta 

olduğundan 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında sabittir. 
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Sonuç 1 : 𝑎 > 0  𝐹, 𝐺: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonları verilsin. ∀𝛼 ∈ (0,1) ve ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için     

𝐹(𝛼)(𝑥) =  𝐺(𝛼)(𝑥) olsun. Bu durumda 

𝐹(𝑥) = 𝐺(𝑥) + 𝑐 olacak şekilde bir c sabiti vardır. 

İspat : 𝐻(𝑥) = 𝐹(𝑥) − 𝐺(𝑥) fonksiyonu tanımlasın. Bu fonksiyonu 𝛼 ∈ (0,1) için α- 

diferensiyellenebilirse  

𝐷𝛼(𝐻(𝑥)) =  𝐷𝛼(𝐹(𝑥)) − 𝐷𝛼(𝐺(𝑥)) 

yazılabilir. 

𝐻(𝛼)(𝑥) =  𝐹(𝛼)(𝑥) − 𝐺(𝛼)(𝑥) 

𝐻(𝛼)(𝑥) = 0  ise Teorem  3.6 gereğince 𝐻(𝑥) = 𝑐 dir. 

Teorem 3.7 : 𝑎 > 0 , 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ  fonskiyonu verilsin. 

𝑓: [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli ve 𝛼 ∈ (0,1) için α- diferensiyellenebilir olsun. O halde 

i. ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 𝑓(𝛼)(𝑥)  > 0 ise 𝑓, [𝑎, 𝑏] aralığında artandır. 

ii. ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 𝑓(𝛼)(𝑥)  < 0 ise 𝑓, [𝑎, 𝑏] aralığında azalandır. 

İspat : Ortalama değer teoreminin yardımıyla [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑥1 < 𝑥2 seçelim. O halde 

𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)

𝑥2
𝛼

𝛼 −  
𝑥1

𝛼

𝛼

=  𝑓(𝛼)(𝑐) 

o şekilde bir c vardır. 

i. Eğer 𝑓(𝛼)(𝑐)  > 0 ise 𝑓(𝑥2) > 𝑓( 𝑥1) ve 𝑥1 < 𝑥2  o halde  𝑥1,𝑥2  noktaları  [𝑎, 𝑏] 

keyfi noktalar olduğunda  f artandır. 

ii.   Eğer 𝑓(𝛼)(𝑥)  < 0 ise 𝑓(𝑥2) < 𝑓(𝑥1)    𝑥1 > 𝑥2  o halde 𝑥1, 𝑥2  noktaları [𝑎, 𝑏] 

keyfi noktalar olduğunda f azalandır. 

  

Teorem 3.8 : f ve g fonksiyonları [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli, 𝛼 ∈ (0,1) için α- 

diferensiyellenebilir ve ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 𝑓(𝛼)(𝑥) ≤ 𝑔(𝛼)(𝑥) olsun. Bu durumda, 
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i. 𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎) ise ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) 

ii. 𝑓(𝑏) = 𝑔(𝑏) ise ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) 

 

İspat :  ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) olarak tanımlansın. O halde h fonskiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında 

süreklidir ve 𝛼 ∈ (0,1) için α- diferensiyellenebilirdir. h fonksiyonun α- diferensiyeli 

𝐷𝛼(ℎ)(𝑥) =  𝐷𝛼(𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)) 

=  𝐷𝛼(𝑔(𝑥)) −  𝐷𝛼(𝑓(𝑥)) 

yazılabilir. ∀𝑥∈ (𝑎, 𝑏) için 𝑓(𝛼)(𝑥) ≤ 𝑔(𝛼)(𝑥) olduğundan  

𝑔(𝛼)(𝑥) − 𝑓(𝛼)(𝑥) ≥ 0 olacaktır. O halde ℎ(𝛼)(𝑥) ≥ 0 dır. 

 

Teorem 3.9 : f  ve g fonksiyonları [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli, 𝛼 ∈ (0,1) için α- 

diferensiyellenebilir ve ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 𝑓(𝛼)(𝑥) ≤ 𝑔(𝛼)(𝑥) olsun. Bu durumda, 

 

i. 𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎) ise ∀𝑥∈ (𝑎, 𝑏) için 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) 

ii. 𝑓(𝑏) = 𝑔(𝑏) ise ∀𝑥∈ (𝑎, 𝑏) için 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) 

şartları sağlanır. 

 

İspat :  ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) olarak tanımlansın. O halde h fonskiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında 

süreklidir ve 𝛼 ∈ (0,1) için α- diferensiyellenebilirdir. h fonksiyonun α- diferensiyeli 

𝐷𝛼(ℎ)(𝑥) =  𝐷𝛼(𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)) 

=  𝐷𝛼(𝑔(𝑥)) −  𝐷𝛼(𝑓(𝑥)) 

yazılabilir. ∀𝑥∈ (𝑎, 𝑏) için 𝑓(𝛼)(𝑥) − 𝑔(𝛼)(𝑥) olduğundan  

𝑔(𝛼)(𝑥) − 𝑓(𝛼)(𝑥) ≥ 0 olacaktır. 

ℎ(𝛼)(𝑥) ≥ 0 dır. 

O halde h fonksiyonu artan bir fonksiyondur. 

𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 için h artan olduğundan  
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i. ℎ(𝑎) ≤ ℎ(𝑥) yazılabilir. 

ℎ(𝑎) = 𝑔(𝑎) − 𝑓(𝑎) için 𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎) ise ℎ(𝑎) = 0 

ℎ(𝑥) ≥ 0  ise 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) ≥ 0 → 𝑔(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥) bulunur. 

ii. ℎ(𝑥) ≤ ℎ(𝑏) yazılabilir. 

ℎ(𝑏) = 𝑔(𝑏) − 𝑓(𝑏) için 𝑓(𝑏) = 𝑔(𝑏) ise ℎ(𝑏) = 0 

ℎ(𝑥) ≤ 0  ise 𝑔(𝑏) − 𝑓(𝑏) ≤ 0 → 𝑔(𝑏) ≤ 𝑓(𝑏) bulunur. 

 

Tanım 3.2 : 𝑓: [𝑎, ∞) → ℝ fonksiyonunun 0 < 𝛼 < 1 olmak üzere α. mertebeden soldan 

uyumlu kesirli türevi 

𝐷𝛼
𝑎(𝑓)(𝑡) =  lim

𝜀→0

𝑓(𝑡 +  𝜀(𝑡 − 𝑎)1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜀
 

olarak tanımlanır. 

Eğer (𝑎, 𝑏) aralığında 𝐷𝛼
𝑎(𝑓)(𝑡) türevi varsa 

 

𝐷𝛼
𝑎(𝑓)(𝑎) =  lim

𝑡→𝑎+
𝐷𝛼

𝑎𝑓(𝑡)  

şeklindedir. 

Benzer şekilde f fonksiyonunun α- mertebeden sağdan uyumlu kesirli türevi  

𝐷 
𝑏

𝛼(𝑓)(𝑡) =  − lim
𝜀→0

𝑓(𝑡 +  𝜀(𝑏 − 𝑡)1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜀
 

olarak tanımlanır. 

Eğer (𝑎, 𝑏) aralığında 𝐷 
𝑏

𝛼(𝑓)(𝑡) türevi varsa 

𝐷 
𝑏

𝛼(𝑓)(𝑏) =  − lim
𝑡→𝑏−

 𝐷 
𝑏

𝛼(𝑓)(𝑡) 

olacaktır. 

Uyumlu kesirli sağdan ve soldan türevin adi türev ile ilişkisi şu şekildedir. 

Sonuç 3.1 : f fonksiyonu türevlenebilir ise 

𝐷𝛼
𝑎(𝑓)(𝑡) =  lim

𝜀→0

𝑓(𝑡 +  𝜀(𝑡 − 𝑎)1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜀
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yazılabilir. 

ℎ =  𝜀(𝑡 − 𝑎)1−𝛼 olarak seçilirse 𝜀 = ℎ(𝑡 − 𝑎)𝛼−1 

𝐷𝛼
𝑎(𝑓)(𝑡) =  lim

ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)

ℎ(𝑡 − 𝑎)𝛼−1
=  (𝑡 − 𝑎)1−𝛼 lim

ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)

ℎ
 

= (𝑡 − 𝑎)1−𝛼𝑓′(𝑡) 

elde edilir. 

 

Sonuç 3.2 : f  fonksiyonu türevlenebilir ise 

𝐷 
𝑏

𝛼(𝑓)(𝑡) =  − lim
𝜀→0

𝑓(𝑡 +  𝜀(𝑏 − 𝑡)1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜀
 

yazılabilir. 

ℎ =  𝜀(𝑏 − 𝑡)1−𝛼 olarak seçilirse  𝜀 = ℎ(𝑏 − 𝑡)𝛼−1 olur. 

𝐷 
𝑏

𝛼 (𝑓)(𝑡) =  − lim
ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)

ℎ(𝑏 − 𝑡)𝛼−1
=  −(𝑏 − 𝑡)𝛼−1 lim

ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)

ℎ
 

       =  −(𝑏 − 𝑡)𝛼−1 𝑓′(𝑡) 

elde edilir. 

Tanım 3.3 : 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] ve 𝛽 = 𝛼 − 𝑛 olsun. 𝑓: (𝑎, ∞] → ℝ fonksiyonu α-mertebeden 

soldan uyumlu kesirli türevi  

𝐷𝛼
𝑎(𝑓)(𝑡) =  𝐷𝛽

𝑎(𝑓(𝑛))(𝑡)   

olarak tanımlanır.  

O halde α-mertebeden soldan uyumlu kesirli türevin var olabilmesi için f fonksiyonunun n. 

defa differansiyellenebilir olması gerekmektedir.  

Benzer şekilde 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] ve 𝛽 = 𝛼 − 𝑛 olsun. 𝑓: [−∞, 𝑏) → ℝ fonksiyonu α-

mertebeden sağdan uyumlu kesirli türevi, 
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𝐷 
𝑏

𝛼 (𝑓)(𝑡) = (−1)𝑛+1 𝐷 
𝑏

𝛼 (𝑓(𝑛))(𝑡) 

olarak tanımlanır. 

Teorem 3.10 (Zincir Kuralı) : 𝑓, 𝑔(𝑎, ∞) → ℝ soldan differansiyellenebilir fonksiyonlar 

olsun. Eğer 𝛼 ∈ (0, 1] ise  

 

ℎ(𝑡) = 𝑓(𝑔(𝑡)) 

 

ℎ(𝑡)  soldan α-differansiyellenebilir olsun. 𝑡 ≠ 0 ve 𝑔(𝑡) ≠ 0 olduğundan 

 

(𝐷𝛼
𝑎ℎ)(𝑡) = (𝐷𝛼

𝑎𝑓)(𝑔(𝑡))(𝐷𝛼
𝑎𝑔)(𝑡)𝑔(𝑡)𝛼−1 

 

Eğer 𝑡 ≠ 0 ise, 

 

(𝐷𝛼
𝑎ℎ)(𝑎) =  lim

𝑡→0
(𝐷𝛼

𝑎𝑓)(𝑔(𝑡))(𝐷𝛼
𝑎𝑔)(𝑡)𝑔(𝑡)𝛼−1   

yazılabilir. 

 

İspat : 𝐷𝛼ℎ(𝑡) =  𝐷𝛼𝑓(𝑔(𝑡))  

 

=  lim
𝜀→0

𝑓(𝑔(𝑡 + 𝜀(𝑡 − 𝑎)1−𝛼 − 𝑡(𝑔(𝑡))

𝜀
 

 

𝑣 = 𝑡 + 𝜀(𝑡 − 𝑎)1−𝛼 

 

(𝑣−𝑡)

(𝑡−𝑎)1−𝛼 = 𝜀   𝜀 → 0, 𝑣 → 𝑡 

dönüşümleri uygulansın. 

=  lim
𝑣→𝑡

𝑓(𝑔(𝑣)) − 𝑓(𝑔(𝑡))

𝑣 − 𝑡
(𝑡 − 𝑎)1−𝛼 

=  lim
𝑣→𝑡

𝑓(𝑔(𝑣)) − 𝑓(𝑔(𝑡))

𝑔(𝑣) − 𝑔(𝑡)
(𝑡 − 𝑎)1−𝛼 lim

𝑣→𝑡

𝑔(𝑣) − 𝑔(𝑡)

𝑣 − 𝑡
(𝑡 − 𝑎)1−𝛼 
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=  lim
𝑔(𝑣)→𝑔(𝑡)

𝑓(𝑔(𝑣)) − 𝑓(𝑔(𝑡))

𝑔(𝑣) − 𝑔(𝑡)
(𝑡 − 𝑎)1−𝛼

𝑑𝑔

𝑑𝑡
 

=  
𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑔(𝑡))𝐷𝛼

𝑎(𝑔)(𝑡) 

= (𝑔(𝑡) − 𝑎)1−𝛼
𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑔(𝑡))𝐷𝛼

𝑎𝑔(𝑡)(𝑔(𝑡) − 𝑎)1−𝛼 

=  𝐷𝛼
𝑎(𝑓)(𝑔(𝑡)) 𝐷𝛼

𝑎(𝑔)(𝑡)(𝑔(𝑡))
𝛼−1

 

Teorem 3.11: 𝑓: [𝑎, ∞) → ∞ olacak şekilde iki kez differansiyellenebilir bir fonksiyon ve 

1 < 𝛼 + 𝛽 ≤ 2, 0 < 𝛼, 𝛽 ≤ 1 olsun. 

 

𝐷𝛼
𝑎𝐷𝛽

𝑎(𝑓)(𝑡) =  𝐷𝛼+𝛽
𝑎 (𝑓)(𝑡) + (1 − 𝛽)(𝑡 − 𝑎)−𝛽𝐷𝛼

𝑎𝑓(𝑡) 

yazılabilir. 

İspat : 𝑓 iki kez differansiyellenebilir olduğundan, 

 

𝐷𝛼
𝑎𝐷𝛽

𝑎(𝑓)(𝑡) =  (𝑡 − 𝑎)1−𝛼
𝑑

𝑑𝑡
 (𝐷𝛽

𝑎(𝑓)(𝑡)) 

 

=  (𝑡 − 𝑎)1−𝛼
𝑑

𝑑𝑡
 ((𝑡 − 𝑎)1−𝛽

𝑑𝑓

𝑑𝑡
) 

=  (𝑡 − 𝑎)1−𝛼 ((1 − 𝛽)(𝑡 − 𝑎)−𝛽
𝑑𝑓

𝑑𝑡
+ (𝑡 − 𝑎)1−𝛽

𝑑2𝑓

𝑑𝑡2
) 

=  (1 − 𝛽)(𝑡 − 𝑎)−𝛽(𝑡 − 𝑎)1−𝛼
𝑑𝑓

𝑑𝑡
+ (𝑡 − 𝑎)(1−𝛼)+(1−𝛽)

𝑑2𝑓

𝑑𝑡2
 

=  (1 − 𝛽)(𝑡 − 𝑎)1−𝛼
𝑑𝑓

𝑑𝑡
+ (𝑡 − 𝑎)(1−𝛼)+(1−𝛽)

𝑑2𝑓

𝑑𝑡2
 

= (1 − 𝛽)(𝑡 − 𝑎)−𝛽𝐷𝛼
𝑎(𝑓)(𝑡) + 𝐷𝛼+𝛽

𝑎 (𝑓)(𝑡) 

yazılabilir. Eğer 𝛼, 𝛽 → 1 ise 
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𝐷𝛼
𝑎𝐷𝛽

𝑎(𝑓)(𝑡) = 𝐷𝛼
𝑎𝐷𝛽

𝑎(𝑓)(𝑡) = 𝑓′′(𝑡) 

eşitsizliği yazılabilir. 
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4. UYUMLU KESİRLİ İNTEGRAL 

Tanım 4.1 : 0 < 𝛼 ≤ 1 için 

Ӏ𝛼
𝑎(𝑓)(𝑡) =  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝛼(𝑥, 𝑎) =  ∫(𝑥 − 𝑎)𝛼−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

𝑡

𝑎

𝑡

𝑎

 

tanımlansın. 

Ӏ𝛼
𝑎  operatörüne α- mertebeden soldan uyumlu kesirli integral denir. 

Ӏ 
𝑏

𝛼  (𝑓)(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝛼(𝑏, 𝑥) =  ∫(𝑏 − 𝑥)𝛼−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

𝑏

𝑡

𝑏

𝑡

 

tanımlansın. 

Ӏ 
𝑏

𝛼 operatörüne α- mertebeden sağdan uyumlu kesirli integral denir. 

 

Lemma 4.1 :  0 < 𝛼 ≤ 1 olmak üzere 

 

𝑓: [𝑎, ∞) → ℝ fonksiyonu sürekli olsun. O halde ∀𝑡 > 0 için 

𝐷𝛼
𝑎 Ӏ𝛼

𝑎 (𝑓)(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

yazılabilir. 

  

İspat : f fonksiyonu sürekli olduğundan,  Ӏ𝛼
𝑎 (𝑓)(𝑡) integrali de differansiyellenebilirdir.  

 

𝐷𝛼
𝑎(Ӏ𝛼

𝑎(𝑓)(𝑡)) = (𝑡 − 𝑎)1−𝛼
𝑑

𝑑𝑡
(Ӏ𝛼

𝑎(𝑓)(𝑡)) 

=  (𝑡 − 𝑎)1−𝛼
𝑑

𝑑𝑡
∫(𝑥 − 𝑎)𝛼−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

0

 

=  (𝑡 − 𝑎)1−𝛼 (
𝑓(𝑡)

(𝑡 − 𝑎)1−𝛼
− 0) 

= 𝑓(𝑡) 
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Teorem 4.2 : 𝛼 > 0 ve 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] olsun. Herhani bir f fonksiyonunun α. mertebeden 

uyumlu kesirli integrali ile Riemann – Liouville kesirli integrali arasında  

(𝐼𝛼
𝑎𝑓)(𝑡) = 𝐽𝑛+1

𝑎 ((𝑡 − 𝑎)𝛽−1𝑓)(𝑡) =  
1

ᴦ(𝛼)
 ∫(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑡

0

 

ilişkisi şu şekildedir. 

 

İspat: 

𝐽𝑛+1
𝑎 (𝑡 − 𝑎)𝛽−1𝑓(𝑡) =  

1

ᴦ(𝛼)
 ∫(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑡

0

 

=  
1

𝑛!
 ∫(𝑥 − 𝑎)𝛽−1(𝑡 − 𝑥)𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

𝑎

 

=  
1

ᴦ(𝑛 + 1)
 ∫(𝑥 − 𝑎)𝛽−1(𝑡 − 𝑥)𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

𝑎

 

 

𝛼 = 𝑛 + 1 ise 𝛽 = 𝛼 − 𝑛 = 𝑛 + 1 − 𝑛 = 1 

 

Ӏ𝛼
𝑎(𝑓)(𝑡) =  𝐽𝑛+1

𝑎 𝑓(𝑡) 

 

=  
1

𝑛!
 ∫(𝑡 − 𝑥)𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

𝑎

 

 

𝛼 > 0  ve 𝛼 = 𝑛 + 1 için Riemann – Liouville kesirli integrali  

Ӏ𝛼
𝑎(𝑓)(𝑡) =  

1

ᴦ(𝛼)
 ∫(𝑡 − 𝑥)𝛼−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

𝑎

 

=  Ӏ𝛼
𝑎 𝑓(𝑡) 

 

Örnek 4.1 :   𝛼, 𝜇 > 0 ve 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] için (𝑡 − 𝑎)µ fonksiyonunun α. mertedebeden 

uyumlu kesirli türevi 
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𝐽𝑛+1
𝑎 ((𝑡 − 𝑎)𝜇−1)(𝑡) =  

ᴦ(𝜇)

ᴦ(𝜇 + 𝛼)
 (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝜇−1 

olduğunu gösterelim. 

𝐽((𝑡 − 𝑎)𝜇−1)(𝑡) =  
1

ᴦ(𝛼)
 ∫(𝑡 − 𝑥)𝛼−1(𝑥 − 𝑎)𝜇−1𝑑𝑥

𝑡

𝑎

 

 

 𝑥 − 𝑎 = 𝑦(𝑡 − 𝑎)   𝑥 ∶ 𝑎 → 𝑡  

 𝑑𝑥 = (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑦   𝑦 ∶ 0 → 1  

dönüşümleri uygulansın. 

𝐽𝜶
𝒂((𝑡 − 𝑎)𝜇−1)(𝑡) =  

1

ᴦ(𝛼)
 ∫(𝑡 − 𝑎 − 𝑦(𝑡 − 𝑎))

𝛼−1
𝑦𝜇−1(𝑡 − 𝑎)𝜇−1(𝑡 − 𝑎)𝑑𝑦

1

0

 

=  
1

ᴦ(𝛼)
 ∫(1 − 𝑦)𝛼−1(𝑡 − 𝑎)𝛼−1𝑦𝜇−1(𝑡 − 𝑎)𝜇𝑑𝑦

1

0

 

=  
1

ᴦ(𝛼)
 ∫(𝑡 − 𝑎)𝛼+𝜇−1𝑦𝜇−1(1 − 𝑦)𝛼−1𝑑𝑦

1

0

 

=  
1

ᴦ(𝛼)
 (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝜇−1 ∫ 𝑦𝜇−1(1 − 𝑦)𝛼−1𝑑𝑦

1

0

 

=  
1

ᴦ(𝛼)
 (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝜇−1 

=  
1

ᴦ(𝛼)
 
ᴦ(𝛼) ᴦ(𝜇)

ᴦ(𝛼 + 𝜇)
 (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝜇−1 

=  
ᴦ(𝜇)

ᴦ(𝛼 + 𝜇)
 (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝜇−1        𝛼, 𝜇 > 0 

𝛼 ∈  (𝑛, 𝑛 + 1], 𝜇 ∈ ℝ, 𝛼 + 𝜇 − 𝑛 > 0  için, 

Ӏ𝛼
𝑎(𝑡 − 𝑎)𝜇(𝑡) =  

ᴦ(𝛼 + 𝜇 − 𝑛)

ᴦ(𝛼 + 𝜇 + 1)
 (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝜇  
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Ӏ𝛼
𝑎(𝑡 − 𝑎)𝜇(𝑡) =  Ӏ𝑛+1 ((𝑡 − 𝑎)𝛽−1 (𝑡 − 𝑎)𝜇)(𝑡) 

=  Ӏ𝑛+1 (𝑡 − 𝑎)𝛽+𝜇−1(𝑡) 

=  Ӏ𝑛+1 (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝜇−𝑛−1(𝑡) 

=  
1

𝑛!
 ∫(𝑡 − 𝑥)𝑛(𝑥 − 𝑎)𝛼+𝜇−𝑛−1𝑑𝑥

𝑡

𝑎

 

 

 𝑥 − 𝑎 = 𝑦(𝑡 − 𝑎)  𝑥: 𝑎 → 𝑡 

           𝑑𝑥 = (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑦  𝑦: 𝑎 → 1 

dönüşümleri uygulansın. 

Ӏ𝛼
𝑎 (𝑡𝑎)𝜇(𝑡) =  

1

𝑛!
 ∫(𝑡 − 𝑎 − 𝑦(𝑡 − 𝑎))

𝑛

1

0

𝑦𝛼+𝜇−𝑛−1(𝑡𝑎)𝛼+𝜇−𝑛 𝑑𝑦 

=  
1

ᴦ(𝑛 + 1)
 ∫(𝑡 − 𝑎)𝛼+𝜇 (1 − 𝑦)𝑛 𝑦𝛼+𝜇−𝑛−1 𝑑𝑦

1

0

 

=  (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝜇  
1

ᴦ(𝑛 + 1)
 ∫  𝑦𝛼+𝜇−𝑛−1  (1 − 𝑦)(𝑛+1)−1𝑑𝑦

1

0

 

=  (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝜇  
1

ᴦ(𝑛 + 1)
 𝛽(𝛼 + 𝜇 − 𝑛, 𝑛 + 1) 

=  (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝜇  
1

ᴦ(𝑛 + 1)
 
ᴦ(𝛼 + 𝜇 − 𝑛) ᴦ(𝑛 + 1)

ᴦ(𝛼 + 𝜇 + 1)
 

=  
ᴦ(𝛼 + 𝜇 − 𝑛) 

ᴦ(𝛼 + 𝜇 − 1)
 (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝜇 

Benzer şekilde sağdan uyumlu kesirli integrali de  

Ӏ 
𝑏

𝛼(𝑏 − 𝑡)𝜇 (𝑡) =  𝐽 
𝑏

𝑛+1(𝑡 − 𝑎)𝜇+𝛼−𝑛−1 (𝑡) 

=
ᴦ(𝛼 + 𝜇 − 𝑛) 

ᴦ(𝛼 + 𝜇 + 1)
 (𝑏 − 𝑥)𝛼+𝜇           𝜇 ∈ ℝ, 𝛼 + 𝜇 − 𝑛 > 0 

şeklinde gösterilir. 
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Lemma 4.1: 𝑓: [𝑎, ∞) → ℝ bir fonksiyon 0 < 𝛼, 𝜇 ≤ 1 ve 1 < 𝛼 + 𝜇 ≤ 2 olsun. 

Ӏ𝛼Ӏ𝜇(𝑓)(𝑡) =  
𝑡𝜇

𝜇
 Ӏ𝛼(𝑓)(𝑡) + 

1

𝜇
 Ӏ𝛼+𝜇(𝑓)(𝑡) − 

𝑡

𝜇
 ∫ 𝑠𝛼+𝜇−2𝑓(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

 

yazılabilir. 

İspat : 

Ӏ𝛼Ӏ𝜇(𝑓)(𝑡) =  Ӏ𝜇Ӏ𝛼(𝑓)(𝑡) =  ∫ (𝑡1
𝜇−1Ӏ𝛼𝑓(𝑡1)) 𝑑𝑡1

𝑡

0

 

=  ∫ 𝑡1
𝜇−1 ∫ (𝑠𝛼−1𝑓(𝑠)𝑑𝑠)𝑑𝑡1

𝑡1

0

𝑡

0

 

=  ∫ 𝑠𝛼−1𝑓(𝑠)(∫ 𝑡1
𝜇−1𝑑𝑡1) 𝑑𝑠

𝑡1

𝑠

𝑡

0

 

=  
1

𝜇
 ∫ 𝑠𝛼−1𝑓(𝑠)(𝑡𝜇 − 𝑠𝜇)𝑑𝑠

𝑡

0

 

=  
𝑡𝜇

𝜇
 ∫ 𝑠𝛼−1𝑓(𝑠)𝑑𝑠 − 

1

𝜇
 ∫ 𝑠𝛼+𝜇−1𝑓(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

𝑡

0

 

=  
𝑡𝜇

𝜇
 Ӏ𝛼(𝑓)(𝑡) −  

1

𝜇
 ∫ 𝑠𝛼+𝜇−1𝑓(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

 

=  
𝑡𝜇

𝜇
+

1

𝜇
 ∫ 𝑓(𝑠)𝑠𝛼+𝜇−1(−1)𝑑𝑠

𝑡

0

 

=  
𝑡𝜇

𝜇
+

1

𝜇
 ∫ 𝑓(𝑠)𝑠𝛼+𝜇−1 (

𝑡

𝑠
− 1 −

𝑡

𝑠
) 𝑑𝑠

𝑡

0

 

=  
𝑡𝜇

𝜇
+

1

𝜇
 ∫ 𝑓(𝑠)𝑠𝛼+𝜇−2(𝑡 − 𝑠 − 𝑡)𝑑𝑠

𝑡

0
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=  
𝑡𝜇

𝜇
+

1

𝜇
 (∫ 𝑓(𝑠)𝑠𝛼+𝜇−2(𝑡 − 𝑠)𝑑𝑠 − 𝑡 ∫ 𝑓(𝑠)𝑠𝛼+𝜇−2𝑑𝑠  

𝑡

0

𝑡

0

) 

=  
𝑡𝜇

𝜇
+

1

𝜇
 [Ӏ𝛼+𝜇(𝑓)(𝑡) − 𝑡 ∫ 𝑓(𝑠)𝑠𝛼+𝜇−2𝑑𝑠

𝑡

0

] 

 

Q-operatörü kesirli integrali 𝑄𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑎 + 𝑏 − 𝑡), 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ Riemann sağ ve sol 

kesirli integralleri , 

𝑄(𝐽𝑓(𝑡)) =  𝐽 
𝑏

𝛼𝑄(𝑓)(𝑏),      𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1], 

𝑄(𝐼𝛼
𝑎𝑓(𝑡)) = 𝑄𝐽𝑛+1

𝑎 (((𝑡 − 𝑎)𝛽−1)𝑓(𝑡));    𝛽 = 𝛼 − 𝑛, 

 

=  𝐽𝑛+1
𝑎 ((𝑎 + 𝑏 − 𝑡 − 𝑎)𝛽−1𝑓(𝑎 + 𝑏 − 𝑡)) 

=  𝐽𝑛+1
𝑎 (𝑏 − 𝑡)𝛽−1𝑓(𝑎 + 𝑏 − 1) 

=  Ӏ 
𝑏

𝛼(𝑄𝑓)(𝑡) 

şeklindedir. 

 

Lemma 4.2: 𝑓: [𝑎, ∞) → ℝ bir fonksiyon; 𝑓(𝑛)(𝑡) sürekli ve 𝑎 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] olsun. Bu 

takdirde ∀𝑡 > 𝑎 için  

𝐷𝛼
𝑎Ӏ𝛼

𝑎𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

 

İspat : 𝐷𝛼
𝑎𝑓(𝑡)(𝑡) =  𝐷𝛽

𝑎(𝑓(𝑛))(𝑡)      𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1], 

 

𝐷𝛼
𝑎Ӏ𝛼

𝑎(𝑓)(𝑡) =  𝐷𝛽
𝑎 𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
(Ӏ𝛼

𝑎(𝑓)(𝑡)) 

=  𝐷𝛽
𝑎 (

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
(Ӏ𝑛+1

𝑎 (𝑡 − 𝑎)𝛽−1𝑓(𝑡))) 
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𝛽 = 1 → 𝛼 = 𝛽, 𝑛 = 0  

=  𝐷𝛽
𝑎 (Ӏ1

𝑎 ((𝑡 − 𝑎)𝛽−1𝑓(𝑡))) 

=  𝐷𝛽
𝑎Ӏ𝛽

𝑎 (((𝑡 − 𝑎)𝛽−1𝑓(𝑡))) 

=  𝐷𝛽
𝑎Ӏ𝛽

𝑎(𝑓)(𝑡) 

= 𝑓(𝑡) 

 

 𝑓: (−∞, 𝑏] → ℝ bir fonksiyon 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] ve 𝑓(𝑛)(𝑡) olsun. ∀𝑡 < 𝑏 için 

𝐷 
𝑏

𝑎 Ӏ 
𝑏

𝑎𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

olur. 

  

Lemma 4.3 : 𝑓: [𝑎, ∞) → ℝ differansiyellenebilir, 0 < 𝑎 ≤ 1 ve ∀𝑡 > 𝑎 olsun. 

 

Ӏ𝛼
𝑎 𝐷𝛼

𝑎𝑓(𝑡)(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑎) 

yazılabilir. 

 

İspat : 

Ӏ𝛼
𝑎𝐷𝛼

𝑎𝑓(𝑡)(𝑡) =  ∫(𝑥 − 𝑎)𝛼−1

𝑡

𝑎

𝐷𝛼
𝑎𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

=  ∫(𝑥 − 𝑎)𝛼−1(𝑥 − 𝑎)1−𝛼

𝑡

𝑎

𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 

=  𝑓(𝑥)|𝑎
𝑡 = 𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑎) 

olur. 

 

Lemma 4.4 : 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] ve 𝑓: [𝑎, ∞) → ℝ, (𝑛 + 1) defa differansiyellenebilir 

fonksiyon olsun. Bu durumda ∀𝑡 > 𝑎 için 
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Ӏ𝛼
𝑎 𝐷𝛼

𝑎𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑘

𝑘!

𝑛

𝑘=0

 

eşitliği sağlanır. 

 

 

İspat: 

Ӏ𝛼
𝑎𝐷𝛼

𝑎𝑓(𝑡) =  𝐽𝑛+1
𝑎 ((𝑡 − 𝑎)𝛽−1𝐷𝛽

𝑎𝑓(𝑛)(𝑡)) 

 

=  𝐽𝑛+1
𝑎 ((𝑡 − 𝑎)𝛽−1(𝑡 − 𝑎)𝛽−1𝑓(𝑛+1)(𝑡)) 

 

=  𝐽𝑛+1
𝑎 (𝑓(𝑛+1)(𝑡)) 

 

=  
1

𝑛!
 ∫(𝑡 − 𝑥)𝑛𝑓(𝑛+1)(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

𝑎

 

 

=  
1

𝑛!
 [(𝑡 − 𝑥)𝑛𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝑛 ∫(𝑡 − 𝑥)𝑛−1𝑓(𝑛)(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

𝑎

] 

 

𝑣 = (𝑡 − 𝑥)𝑛    𝑑𝑣 = 𝑓(𝑛+1)(𝑥)𝑑𝑥 

 

𝑑𝑣 =  −𝑛(𝑡 − 𝑥)𝑛−1𝑑𝑥   𝑣 = 𝑓(𝑛)(𝑥) 

dönüşümleri uygulanırsa, 

 

=  
1

𝑛!
 [−𝑓(𝑛)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑛 − 𝑛𝑓(𝑛−1)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑛−1

+ 𝑛(𝑛 −      1) ∫(𝑡 − 𝑥)𝑛−2𝑓(𝑛−1)(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

𝑎

] 
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=  
1

𝑛!
 [−𝑓(𝑛)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑛 − 𝑛𝑓(𝑛−1)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑛−1

− 𝑛(𝑛 − 1)𝑓(𝑛−2)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑛−2

− 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)𝑓(𝑛−3)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑛−3 − ⋯

− 𝑛! ∫ 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

𝑎

] 

 

=  𝑓(𝑡) − [𝑓(𝑎) + ⋯ + 
𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 − 2)

𝑛!
 𝑓(𝑛−3)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑛−3

+
𝑛(𝑛 + 1)

𝑛!
 𝑓(𝑛−2)(𝑡 − 𝑎)𝑛−2 +  

𝑛

𝑛!
𝑓(𝑛−1)(𝑡 − 𝑎)𝑛−1

+
𝑓𝑛(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑛

𝑛!
] 

= 𝑓(𝑡) − ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑛

𝑘!

𝑛

𝑘=0

 

elde edilir. 

Benzer şekilde 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1],  𝑓: (−∞, 𝑏] → ℝ ve (𝑛 + 1)  defa türevlenebilir bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda ∀𝑡 < 𝑏 için  

 

Ӏ 
𝑏

𝑎 𝐷 
𝑏

𝑎(𝑓)(𝑡) = 𝑓(𝑡) − ∑
(−1)𝑘𝑓𝑘(𝑏)(𝑏 − 1)𝑘

𝑘!

𝑛

𝑘=0

 

 

Eğer 𝑛 = 0 veya 0 < 𝛼 ≤ 1 ise  

Ӏ 
𝑏

𝑎 𝐷 
𝑏

𝑎(𝑓)(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑏) 

olur. 
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5. KISMİ KESİRLİ İNTEGRASYON 

Teorem 5.1:  𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonları diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. O 

halde 

∫ 𝑓(𝑥) 𝐷𝛼
𝑏

𝑏

𝑎

(𝑔)(𝑥) 𝑑𝛼 (𝑥, 𝑎) = 𝑓𝑔 ∣𝑎
𝑏− ∫ 𝑔(𝑥) 𝐷𝛼

𝑎(

𝑏

𝑎

𝑓)(𝑥) 𝑑𝛼(𝑥, 𝑎) 

olur. 

İspat:  

∫ 𝑓(𝑥) 𝐷𝛼
𝑏

𝑏

𝑎

(𝑔)(𝑥)𝑑𝛼 (𝑥, 𝑎) = ∫ 𝑓(𝑥) (𝑥 − 𝑎)1−𝛼 𝑔′(𝑥)

𝑏

𝑎

(𝑥 − 𝑎)𝛼−1𝑑𝑥 

𝑢 = 𝑓(𝑥)                    𝑑𝑣 =  𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = 𝑓′(𝑥) 𝑑𝑥          𝑣 =  𝑔(𝑥) 

dönüşümleri uygulanırsa, 

∫ 𝑓(𝑥) 𝐷𝛼
𝑏

𝑏

𝑎

(𝑔)(𝑥)𝑑𝛼 (𝑥, 𝑎) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ∣𝑎
𝑏− ∫ 𝑓(𝑥)  𝑔′(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

= 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ∣𝑎
𝑏− ∫ 𝑓(𝑥) (𝑥 − 𝑎)1−𝛼 𝑔′(𝑥) (𝑥 − 𝑎)𝛼−1

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

= 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ∣𝑎
𝑏− ∫ 𝑔(𝑥) 𝐷𝛼

𝑎(

𝑏

𝑎

𝑓)(𝑥)𝑑𝛼 (𝑥, 𝑎) 

Lemma 5.1: 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 ve 𝛼 ∈ (0, 1] bir fonksiyonu olsun. O halde, 

∫  (𝐼𝛼
𝑎

𝑏

𝑎

𝑓)(𝑡) 𝑔(𝑡)𝑑𝛼 (𝑏, 𝑡) =  ∫ 𝑓(𝑡)𝐼𝛼
𝑏(𝑔)

𝑏

𝑎

(𝑡)𝑑𝛼(𝑡, 𝑎) 

olur. 
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İspat: 

∫  (𝐼𝛼
𝑎

𝑏

𝑎

𝑓(𝑡))𝑔(𝑡)𝑑𝑎 (𝑏, 𝑡) =  ∫ (∫(𝑥 − 𝑎)𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥) (

𝑏

𝑎

𝑔)(𝑡)𝑑𝛼 (𝑡, 𝑎) 

=  ∫ 𝑓(𝑡) (∫ 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑡

(𝑏 − 𝑥)𝛼−1 𝑑𝑥) (𝑡 − 𝑎)𝛼−1 𝑑𝑡  

𝑏

𝑎

 

Teorem 5.2: 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 differansiyellenebilen fonksiyonlar ve 𝛼 ∈ (0, 1] olsun. Bu 

taktirde, 

∫  (𝐷𝛼
𝑎

𝑏

𝑎

𝑓)(𝑡) 𝑔(𝑡)𝑑𝛼(𝑡, 𝑎) = ∫ 𝑓(𝑡)(𝐷𝛼
𝑏

𝑏

𝑎

𝑔)(𝑡) 𝑑𝛼(𝑏, 𝑡) +  𝑓(𝑡) 𝑔(𝑡) ∣𝑎
𝑏 

olur. 

İspat: 

∫  (𝐷𝛼
𝑏

𝑏

𝑎

𝑓(𝑡) 𝑔(𝑡)𝑑𝑎 (𝑡, 𝑎) = ∫  𝐷𝛼
𝑎

𝑏

𝑎

(𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑏) + 𝑔(𝑏))𝑑𝛼 
(𝑡, 𝑎) 

= ∫  (𝐷𝛼
𝑎

𝑏

𝑎

𝑓)(𝑡) 𝐼𝛼
𝑏  𝐷𝛼𝑔(𝑡)𝑏  𝑑𝛼(𝑡, 𝑎) + 𝑔(𝑏) ∫  (𝑇𝛼

𝑎

𝑏

𝑎

𝑓)(𝑡)𝑑𝛼 (𝑡, 𝑎) 

= ∫  (

𝑏

𝑎

𝐷𝛼
𝑎𝑓)(𝑡) 𝐼𝛼

𝑏  𝐷𝛼𝑔(𝑡)𝑏 𝑑𝛼 (𝑏, 𝑡) + 𝑔(𝑏)(𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)) 

= ∫  𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

 𝐷𝑔(𝑡)𝛼
𝑏 𝑑𝛼 (𝑏, 𝑡) − 𝑓(𝑎)(𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)) + 𝑔(𝑏)(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑎)) 

=  ∫ 𝑓(𝑡)( 𝐷𝑏
𝛼

𝑏

𝑎

𝑔)(𝑡)𝑑𝛼(𝑏, 𝑡) +  𝑓(𝑡) 𝑔(𝑡) ∣𝑎 
𝑏  
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Teorem 5.3: 𝑓 bir fonksiyon ve 𝛼 ∈ (0, 1] için 𝑡0 noktasında sonsuz defa  𝛼-

diffrensiyellenebilir olsun. 

𝑓(𝑡) =  ∑
(𝐷𝛼

𝑡0𝑓)
(𝑘)

(𝑡0)(𝑡 − 𝑡0)𝑘𝛼

𝛼𝑘𝑘!

∞

𝑘=0

 , 𝑡0 < 𝑡 <  𝑡0 + 𝑅
1
𝛼 , 𝑅 > 0  

ifadesine f fonksiyonunun 𝑡0 noktasında Taylor seri açılımı adı verilir. 

İspat: 

𝑓(𝑡) =  𝑐0 + 𝑐1(𝑡 − 𝑎)𝛼 + 𝑐2(𝑡 − 𝑎)2𝛼 + 𝑐3(𝑡 − 𝑎)3𝛼 + … +  𝑐𝑛(𝑡 − 𝑎)𝑛𝛼 

𝑓(0) = 𝑐0  

 olur. 

(𝑇𝛼
𝑎 𝑓)(𝑡) =  𝑐1(𝑡 − 𝑎)1−𝛼. 𝛼(𝑡 − 𝑎)𝛼−1 + 𝑐2(𝑡 − 𝑎)1−𝛼. 2𝛼(𝑡 − 𝑎)2𝛼−1 + ⋯  

=  𝑐1 𝛼 + 2𝑐2(𝑡 − 𝑎)𝛼 + ⋯ 

(𝑇𝛼
𝑎 𝑓)(𝑎) =  𝑐1 𝛼 

 𝑐1 =
𝑇𝛼

𝑎 (𝑓)(𝑎) 

𝛼
   

olur. 

𝑇𝛼
𝑎 (𝑛)(𝑓)(𝑎) =  𝑐𝑛 𝛼𝑛𝑛! 

 𝑐𝑛  =  
𝑇𝛼

𝑎 (𝑛)(𝑓)(𝑎)

𝛼𝑛𝑛!
 

𝑓(𝑡) =  ∑
(𝐷𝛼

𝑡0𝑓)
(𝑘)

(𝑡0)(𝑡 − 𝑡0)𝑘𝛼

𝛼𝑘𝑘!

∞

𝑘=0

  

elde edilir. 

Örnek 5.1: 𝑓(𝑡) =  𝑒
(𝑡−𝑡0)𝛼

𝛼
   𝛼 ∈ (0, 1) ve 𝑡0 = 0 olsun, (Tα

a f)(t) = 1 olduğunu gösterelim. 

(Dα
a f)(t) =  (𝑡 − 𝑎)1−𝛼  

𝑑

𝑑𝑡
(𝑒

(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼
 ) 
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=  (𝑡 − 𝑎)1−𝛼 (𝑡 − 𝑎)𝛼−1 𝑒
(𝑡−0)𝛼

𝛼
 Ӏ𝑡=𝑎 

 = 1 

O halde, 

𝑓(𝑡) =  ∑
(𝑡 − 𝑎)𝑘𝛼

𝛼𝑘𝑘!

∞

𝑘=0

 

biçimde yazılır. 
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6. UYUMLU KESİRLİ LAPLACE DÖNÜŞÜMÜ 

 

Tanım 6.1: 𝑓: [𝑡0, ∞) → ℝ reel değerli bir fonksiyon, 𝑡0 ∈ ℝ ve 𝛼 ∈ (0, 1] olsun. α. 

mertebeden uyumlu Laplace dönüşümü, 

𝐿𝛼
𝑡0  {𝑓(𝑡)} (𝑠) =  𝐹𝛼

𝑡0(𝑠) =  ∫ 𝑒−𝑠
(𝑡−𝑡0)𝛼

𝛼 𝑓(𝑡) 𝑑𝛼 (𝑡, 𝑡0)

∞

𝑡0

 

=  ∫ 𝑒−𝑠
(𝑡−𝑡0)𝛼

𝛼 𝑓(𝑡) 

∞

𝑡0

(𝑡 − 𝑡0)𝛼−1 𝑑𝑡 

integrali ile tanımlanır. 

 

Teorem 6.1 : 𝑎 ∈ ℝ, 𝛼 ∈ (0, 1] ve 𝑓: (𝑎, ∞) → ℝ differansiyellenebilen reel değerli bir 

fonksiyon olsun. 

𝐿𝛼
𝑎 {𝐷𝛼

𝑎(𝑓)(𝑡)}(𝑠) = 𝑠𝐹𝛼
𝑎(𝑠) − 𝑓(𝑎) 

eşitliği yazılabilir. 

 

İspat: 

𝐿𝛼
𝑎 {𝐷𝛼

𝑎(𝑓)(𝑡)}(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠
(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼 (𝑡 − 𝑎)1−𝛼𝑓′(𝑡)

∞

𝑎

(𝑡 − 𝑎)𝛼−1𝑑𝑡 

𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑑𝑣 → 𝑣 = 𝑓𝑡 dönüşümü yapılsın. 

=  ∫ 𝑒−𝑠
(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼 (𝑡 − 𝑎)1−𝛼𝑓′(𝑡)

∞

𝑎

(𝑡 − 𝑎)𝛼−1𝑑𝑡 

=  ∫ 𝑒−𝑠
(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼 𝑓′(𝑡)

∞

𝑎

𝑑𝑡 

𝑣 = 𝑒−𝑠
(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼  

𝑑𝑣 = −𝑠(𝑡 − 𝑎)𝛼−1𝑒−𝑠
(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼  𝑑𝑡 

= 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠
(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼  Ӏ𝑎
𝛼 + 𝑠 ∫ 𝑒−𝑠

(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼 𝑓(𝑡)(𝑡 − 𝑎)𝛼−1𝑑𝑡

∞

𝑎

 

= 𝑠𝐹𝛼
𝑎(𝑠) − 𝑓(𝑎) 
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Lemma 6.1: 𝑓: [𝑡0, ∞) → ℝ bir fonksiyon olsun. 

𝐿𝛼
𝑡0{𝑓(𝑡)}(𝑠) = 𝐹𝛼

𝑡0(𝑠) 

uyumlu Laplace dönüşümünün var olduğu kabul edelim. O halde  

𝐹𝛼
𝑡0(𝑠) = 𝐿 {𝑓 (𝑡0 + (𝛼𝑡)

1
𝛼)} (𝑠) 

yazılabilir. 

İspat: 

𝐹𝛼
𝑡0(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠

(𝑡−)𝛼

𝛼

∞

0

(𝑡 − 𝑡0)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡 

𝑣 =
(𝑡−𝑡0)𝛼

𝛼
         𝑡0 + ((𝛼𝑣)

1

𝛼) = 𝑡 

𝑑𝑣 = (𝑡 − 𝑡0)𝛼−1𝑑𝑡     𝑡: 𝑡0 → 𝛼 ⇒ 𝑣: 0 → 𝛼 

dönüşümleri uygulansın. 

𝐹𝛼
𝑡0(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑣𝑓(𝑎 + 𝛼𝑣)

1
𝛼 𝑑𝑣

∞

0

 

= 𝐿 {𝑓(𝑡0 + 𝛼𝑣)
1
𝛼} (𝑠) 

= 𝐿 {𝑓𝑡0 + (𝑎𝑡)
1
𝛼} (𝑠) 

Örnek 6.1: Lα
𝑡0{1}(s) =

𝟏

𝒔  
, s > 0 olduğunu gösterelim. 

 

Lα
𝒕𝟎{1}(s) = ∫ e−st

∞

𝜶

dt =
−1

𝑠
𝑒−𝑠𝑡 =

1

𝑠
 

 

Örnek 6.2: Lα
𝑡0{t}(s) = L {𝑡0 + (𝛼𝑡)

1

𝛼} (𝑠) =
𝑡0

𝑠
+ 𝛼

1

𝛼  
𝛤(1+

1

𝛼
)

𝑠
1+

1
𝛼

  

 olduğunu gösterelim. 
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= ∫ 𝑒−𝑠𝑡(𝑡0 + (𝛼𝑡)
1
𝛼

∞

0

)𝑑𝑡 

= 𝑡0 ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 +
∞

0

(𝛼)
1
𝛼 ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑡

1
𝛼𝑑𝑡

∞

0

 

=
𝑡0

𝑠
+ (𝛼)

1
𝛼 ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑡

1
𝛼𝑑𝑡

∞

0

 

=
𝑡0

𝑠
+ 𝛼

1
𝛼

𝛤(1 +
1
𝛼)

𝑠1+
1
𝛼

  , 𝑠 > 0  

 

Örnek 6.3: Lα
𝟎 {𝑡𝑝}(s) = L {(𝛼𝑡)

𝑝

𝛼} (𝑠) = 𝛼
𝑝

𝛼
𝛤(1+

𝑝

𝛼
)

𝑠
1+

𝑝
𝛼

 eşitsizliği gösterelim. 

= ∫ 𝑒−𝑠𝑡((𝛼𝑡)
𝑝
𝛼

∞

0

)𝑑𝑡 

= 𝛼
𝑝
𝛼 ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑡

𝑝
𝛼𝑑𝑡

∞

0

 

= 𝛼
𝑝
𝛼

𝛤(1 +
𝑝
𝛼)

𝑠1+
𝑝
𝛼

   

 

Örnek 6.4: Lα
𝟎 {𝑒

𝑡𝛼

𝛼 } (s) =
1

𝑠−1
 eşitsizliği gösterelim. 

= ∫ e−(s−1)t
∞

𝟎

dt 

=
1

𝑠 − 1
  , 𝑠 > 1 
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7.SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tezde uyumlu kesirli türev ve integral kavramları incelenmiş ve bazı önemli fonksiyonlar 

uyumlu kesirli analiz yardımıyla yeniden tanımlanmıştır. Literatürde bilinen bazı temel 

tanımlar, teoremler ve bazı integral eşitsizlikleri bu yeni uyumlu kesirli integral yardımıyla 

yeniden incelenip genelleştirilebilir. 
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