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1 GIRIS

Uygulamali bilim dallarinda ortaya ¢ikan gercek hayat problemlerinin modellenerek
bir matematik problemine doniistliriilmesi ve bu problemlerin ¢dziimiine yonelik yeni
yaklasimlarin gelistirilmesi biiylik bir 6neme sahiptir. Dogal olaylar sonucunda olusan bu
tiir problemler bir degisim igermek ile beraber degisen nicelikleri de ifade eden denklemler
tanimlanarak  modellenebilir.  Bunun i¢in  genellikle diferansiyel denklemler
kullanilmaktadir. Birgok diferansiyel denklem analitik olarak ¢oziilebilse de ¢oziim igin
gerekli hesaplamalardaki zorluk ve bazen de higbir yaklagim ile ¢oziime ulagilamamasi
niimerik ¢dziim ydntemlerine ilgi duyulmasimni saglamaktadir. Ozellikle adi diferansiyel
denklemler {izerine tanimlanan baglangic veya smir deger problemlerinin niimerik
cozimleri icin literatlirde bircok yontem gelistirilmistir. Bu yontemlere yeni bir bakis
sunabilecegi diisiiniilen non-Newtonian analiz olarak da ifade edilen Volterra tipi
multiplikatif analiz (\VVolterra and Hostinsky, 1938) ve multiplikatif analiz (Grossman and
Katz, 1972; Grossman, 1983; Grossman et al., 1983; Stanley, 1999; Campbel, 1999)
tanimlanmistir. Volterra tipi multiplikatif analiz konusunda multiplikatif dinamik sistemler
ve uygulamalar1 iizerine baz1 makaleler yayimlanmistir (Rybaczuk and Stoppel, 2000;
Rybaczuk et al., 2001; Rybaczuk and Zielinski, 2001; Kasprzak et al., 2004; Aniszewska
and Rybaczuk, 2005, 2008). Diger taraftan, Ayrica, Volterra tipi baslangi¢c deger
problemlerinin nimerik c¢ozumlerine yoénelik Volterra tipi multiplikatif Runge-Kutta
yontemleri tanimlanmis ve ¢ok yiiksek degerler i¢in olduk¢a yakinsak niimerik ¢oziimler

elde edilmistir (Aniszewska, 2007).

[k olarak Michael Grossman ve Robert Katz tarafindan 1967 yilinda ortaya konulan
multiplikatif analiz fikri Bashirov ve ark. (2008) tarafindan tekrar calisilmistir. Bu
calismada multiplikatif analizdeki bazi temel kavramlar verilmistir. Ardindan sirasiyla
multiplikatif sinir deger problemlerine multiplikatif sonlu farklar yontemi (Riza et al.,
2009), multiplikatif ileri ve geri fark Newton interpolasyonlar1 (Misirli and Ozyapici,
2009; Ozyapici, 2009), multiplikatif baslangi¢c deger problemlerine multiplikatif Adams
Bashforth-Moulton yontemleri (Gurefe, 2009; Misirli and Gurefe, 2011), multiplikatif
anlamda yeni bir biiylime dagilimi (Englehardt et al., 2009), kompleks multiplikatif analiz
(Uzer, 2010; Bashirov and Riza, 2011) konularinda gesitli arastirmalar yapilmistir. Ote



yandan literatiirde multiplikatif analizin bir¢ok farkli uygulamasi da bulunmaktadir
(Bashirov et al., 2011; Mora et al., 2012; Florack and Assen, 2012; Bashirov, 2013,;
Cakmak and Basar, 2012; Tekin and Basar, 2013; Ozyapici et al., 2014; Riza and Aktore,
2015; Ozyapic1 and Bilgehan, 2015; Lepe et al., 2018).

Bu tez calismasinda ise multiplikatif baslangic deger problemleri icin sirasiyla
multiplikatif harmonik ortalama yontemleri ve multiplikatif kontra harmonik ortalama
yontemleri gelistirilmis ve ayrica bu yontemlerin ¢esitli problemlere uygulamalar
verilmistir. Elde edilen sonuglarin literatiirde bulunan sonuglar ile karsilastirilarak

tanimlanan yontemlerin etkinligi {izerine tartigilmistir.

Bu tez ¢aligmasinin ikinci boliimiinde, multiplikatif analiz ve multiplikatif niimerik
analiz i¢in gerekli olan bazi temel tanim ve teoremler verilmistir. Bu tez calismasinin
Uclincu bolumunde ise, multiplikatif baslangi¢ deger problemlerinin nimerik ¢ozimlerine
yonelik 2., 3. ve 4. mertebe multiplikatif harmonik ortalamaya dayanan Runge-Kutta
yontemleri, 2., 3. ve 4. mertebe multiplikatif kontra harmonik ortalamaya dayanan Runge-
Kutta yontemleri tanimlanmistir. Bu tez calismasinin dordiincii boliimiinde gelistirilen
yontemlerin kararlilik analizleri ve bazi multiplikatif baslangic deger problemlerine

uygulamalar1 sunulmustur.



2 MULTIPLIKATIF ANALIZIN BAZI TEMEL OZELLIiKLERI

Bu bolimde multiplikatif analiz icin temel teskil eden bazi kavramlar tanitilacaktir.

Aritmetik fonksiyon ile tanimlanan multiplikatif cebirsel islemler ve 6zellikleri verilmis

olup bu islemler yardimiyla multiplikatif anlamda tanimli siireklilik, mutlak deger, tiirev,

integral gibi kavramlar ile bu kavramlarin gesitli ozellikleri ele alinmustir. Ayrica

multiplikatif niimerik analizin bazi temel teoremlerine yer verilmistir.

2.1 Multiplikatif Cebirsel islemler

Ustel (exp) fonksiyon ile olusturulan aritmetik islemler multiplikatif cebirsel islemler

olarak adlandirilabilir. Asagida multiplikatif aritmetik tablosu verilmistir.

VX, Y € R" olmak uzere;

Uretec fonksiyonu — exp

Reel sayilar — TUm pozitif sayilarin kiimesi
Multiplikatif sifir - exp(0)= 1

Multiplikatif bir — exp(l)=e

Multiplikatif toplama - x® y=e"" = xy

Multiplikatif ¢ikarma -
Multiplikatif carpma -
Multiplikatif b6lme -

Multiplikatif pozitif sayilar —

Xx@'y=e™" =x/y
X®* y:elnxlny :elnx(B*Iny — yInx — Xlny
Xg*y:elnxllny:elnxG)*Iny:Xl/Iny’ (yil)

1’ den biiyiik sayilar

Multiplikatif negatif sayilar — 1’ den kiiciik pozitif sayilar



2.2 Multiplikatif Tiirev ve Integral

Bu bolumde multiplikatif tiirev, integral kavramlari ve bazi temel oOzellikleri

verilmistir.

Tamm 2.2.1 (Bashirov et al., 2008; Ozyapici, 2009; Giirefe, 2009) Herhangi bir f
fonksiyonunun x degiskeni i¢in multiplikatif tirev kavrami f*(x) semboli ile ifade
edili. AcR lzerindeki tim x degerleri i¢in f*(x) fonksiyonu f*(x):A—R ile
tanimlidir. Boylece, pozitif bir f fonksiyonun multiplikatif tirevi

S | f(x+h)%
f (X)_'h'm[ (9 j

olarak tanimlidir. Diger taraftan bazi temel islemler kullanilarak

£ (X) _ e(In f(x))

esitligi yazilabilir.

Tamm 2.2.2 (Bashirov et al., 2008; Ozyapici, 2009; Giirefe, 2009) Eger, f* fonksiyonu
multiplikatif anlamda tiirevlenebiliyor ise ikinci mertebeden multiplikatif tirevi de vardir
ve ™ ile gosterilir. Benzer sekilde f fonksiyonunun n. mertebeden multiplikatif tirevi
var ise f*™ ile gosterilir. Pozitif tanimli f fonksiyonunun bir X noktasindaki n.
mertebeden multiplikatif tirevi

£ (x) = ol ()"

biciminde tanimlidur.

Teorem 2.2.3 (Ozyapici, 2009) Pozitif tanimli bir f fonksiyonu herhangi bir x

noktasinda multiplikatif diferansiyellenebiliyorsa klasik anlamda diferansiyellenebilir ve

f'(x)=f(x)In f"(x)

esitligi mevcuttur.



Tamm 2.2.4 (Bashirov et al., 2008; Ozyapici, 2009; Giirefe, 2009) Pozitif bir a reel

sayisinin multiplikatif mutlak degeri |a|* formalu ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:

Ayrica, multiplikatif mutlak degerin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir:
i) VaeR"icin1<[al",

* *

i) Va,beR" icin |a@*b*s a ®|b[ veya [ab|" <|a| |o| ,

iif) Eger p>1ligin1l/p<a<pisela <p.

Teorem 2.2.5 (Bashirov et al., 2008; Ozyapici, 2009; Giirefe, 2009) f ve g multiplikatif

anlamda diferansiyellenebilir iki fonksiyon ve c bir sabit iken cf, fg, f+g, f/g,

f 9 fonksiyonlar1 da multiplikatif diferansiyellenebilir ve asagidaki gibi verilebilir:

(ef)"(x) = (x),

[EEN

2. (fg) (x)= (g’ (x),

L9 9

C(F+9) (x)= 70090 g™ (x) Teorac0,
(1) (x)=f")197(x),

5. (£9) (%)= £ (%)% f (x)*".

w

S

Onerme 2.2.6 (Ozyapici, 2009; Giirefe, 2009) g multiplikatif diferansiyellenebilir ve h

klasik diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. Eger
f(x)=(g°h)(x)

ise f fonksiyonun multiplikatif tirevi asagidaki gibidir:

Tamm 2.2.7 (Ozyapici, 2009) Eger pozitif tanimli herhangi bir f (x) fonksiyonu [a,b]’

da multiplikatif strekli ise (a,b) > da agagidaki gibi multiplikatif integrallenebilir



Teorem 2.2.8 (Ozyapici, 2009) f ve g [a,b]” da multiplikatif integrallenebilir, (a,b)” da

pozitif ve stirekli fonksiyonlar olmak iizere k e R, a<c<b icin e ®" f, f® g, fO'g
fonksiyonlart multiplikatif anlamda diferansiyellenebilir ise
b

(e @ f (x))dX = ®* I( f (x))dX veya I( f (x)k)dX :[i(f (X))dxj :

a

1.

D C—— T

2 (@ 9(0)" = (1 (x)" & [(a(x)"

4.

O —— T

0% =f £ (0% @ [ (0" veya [ £ (0% =f (0" [ £ (x)"

seklindeki esitlikler saglanir.

Onerme 2.2.9 (Ozyapici, 2009; Giirefe, 2009) f, [a,b] araliginda multiplikatif

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler saglanir:

a) j' f(x)" =e*®" E f(x)" veya i f(x)" :[:[ i (x)dxj

a



Teorem 2.2.10 (Ozyapicy, 2009) f, [a,b]’ da pozitif tanimli ve stirekli bir fonksiyon ise

f *in multiplikatif antittrevlerinden biri F, [a,b]” da a<x<b icin
F() =] fo)*
seklinde tanimlanabilir. Buradan G(X), f fonksiyonunun [a,b]’ da herhangi bir

tersturevi ise asagidaki gibidir

[ oo™ :%.

Teorem 2.2.11 (Multiplikatif Kismi Integral) (Bashirov et al., 2008; Ozyapici, 2009;
Gurefe, 2009) f:[ab] >R" ve g:[ab]—>R" fonksiyonlari —multiplikatif

diferansiyellenebilir olsun. Boylece f ® e’ = f? fonksiyonu da multiplikatif anlamda

diferansiyellenebilir ve

dx

O — T

("0 e™)” ={(f (b)®" e™)e"(f (a)®" e?®)| @*j( * (x)& e

seklinde veya klasik cebirsel islemler ile

olarak yazilabilir.

2.3 Multiplikatif Niimerik Analizin Baz1 Temel Kavramlar

Bu bolimde multiplikatif nimerik analiz konusunda bazi temel kavramlar
verilmistir. Bu kavramlar sirasiyla multiplikatif limit, siireklilik, yakinsaklik,
tirevlenebilme, Rolle teoremi, ortalama deger teoremi, genellestirilmis Rolle teoremi,

diferensiyel denklem, Weierstrass teoremi ve Taylor teoremi seklindedir.



s

<d(¢)

Tamm 2.3.1 (Ozyapici ve Misirli, 2009) Ve >1 iken 35(¢) >1 degeri ve

0
®

esitsizligini saglayan her X igin <g ise /¢ saywismna f’in X, noktasindaki limit

)
l

degeri denir. Ayrica, lim f (x)=¢ ile gosterilir.
X—>X%g

Tamm 2.3.2 f(x), AcR" iizerinde tamml bir fonksiyon ve x,€A iken f’ in x,

noktasinda multiplikatif anlamda siirekli olmast igin gerek ve yeter sart lim f (x)=f (x,)

X=Xy

olmasidir. Eger f, VxeA icin surekli ise, f’ e A cumlesi Gzerinde multiplikatif

siireklidir denir. Ayrica, f(x)eC"(A) olarak gosterilir.

¥

Tanmm 2.3.3 {x,} . reel degerler igeren bir dizi olsun. V& >1 igin %) <& olacak
- X

bicimde sadece ¢ degerine bagl n>N(&)>1 var ise bu dizi x’ e multiplikatif yakinsaktir

denir.

Tanim 2.3.4 Eger f(X), X, noktasmnin yer aldigi bir acik aralikta tanimli ise bu

fonksiyonun x, noktasindaki multiplikatif tiirevi

f*(xo):lim( f(X)JXt‘)

xox | f (XO)

olarak tanimlanir. Herhangi bir fonksiyonun AcR" ciimlesinin her noktasinda

multiplikatif tirevi var ise bu fonksiyona, A Uzerinde multiplikatif tirevlenebilir denir.

Teorem 2.3.5 (Multiplikatif Rolle Teoremi): (Ozyapict ve Misirli, 2009) Herhangi bir f

fonksiyonu [a,b]” da multiplikatif strekli, (a,b)” da multiplikatif tiirevlenebilir, pozitif ve

f(a)=f(b)ise f*(c)=1 olacak bicimde bir c e(a,b) vardur.



Teorem 2.3.6 (Multiplikatif Ortalama Deger Teoremi): (Ozyapici ve Misirli, 2009)
Herhangi bir f fonksiyonu [a,b]’ da multiplikatif strekli, (a,b)’ da multiplikatif

olacak bigimde bir c € (a,b) vardur.

tirevlenebilir ve pozitif ise

Teorem 2.3.7 (Genellestirilmis Multiplikatif Rolle Teoremi): [a,b]’ da multiplikatif
srekli, (a,b)’ da n defa multiplikatif tirevlenebilir pozitif bir fonksiyon olan f(x),
Xos Xyt X, € [@,b] igin (%)= (x)=--=f(x,)=1 ise, " (c)=1 olacak bicimde

Jce(a,b) vardur.

Tamm 2.3.8 Pozitif reel G fonksiyonu icin n. mertebeden bir multiplikatif diferansiyel

denklem asagidaki gibidir
G(x, Y, y*,...,y*(”’l),y*(”)(x)):l, (x,y)eRxR" .
f, bir I reel araligindaki tim X degerleri i¢in tanimli ve n defa multiplikatif

anlamda diferansiyellenebilir pozitif reel bir fonksiyon ise G(x, fofr.., 0, f*(”))

tanimlanmis ve tim X el degerleri igin G(X, fofr . Y f*(“)):]_ oluyor ise f,
multiplikatif diferansiyel denklemin bir explicit ¢ozimul olarak ifade edilir. Ayrica
denklemin bir implicit ¢6zumui de g(x,y) =0 formuna sahiptir. O en azindan reel bir f

fonksiyonunu tanimlar ki bu fonksiyon multiplikatif diferansiyel denklemin bir explicit

¢6zimi olur.

Tamim 2.3.9 Bir bagimsiz degisken ile ilgili bir veya daha fazla bagimli degiskenin
multiplikatif tlrevini iceren diferansiyel denkleme multiplikatif diferansiyel denklem

denir. Ornegin, 1. mertebeden multiplikatif diferansiyel denklem, vy 'nin multiplikatif

tlrevini iceren

v (%)= 1 (% y(x))



seklindeki diferansiyel denklem olarak tanimlanir. Ayrica bu multiplikatif diferansiyel

denklem y(XO) =Y, kosulu ile taniml ise olusan probleme multiplikatif baslangi¢ deger

problemi denir.

Teorem 2.3.10 (Ozyapici ve Misirli, 2009) [a,b]’ da tamml, pozitif degerli ve

multiplikatif stirekli bir f (x) fonksiyonu icin

b
00 = 166"
esitligini saglayan bir ¢ [a,b] vardir.

Teorem 2.3.11 (Multiplikatif Weierstrass Teoremi): f (x) fonksiyonu [a,b]’ da pozitif

taniml1 ve multiplikatif siirekli olsun. € >1 ise, [a, b] > da tanimli ve VX e [a, b] icin

esitsizligini saglayan bir E (X) fonksiyonu vardir.

Teorem 2.3.12 (Multiplikatif Taylor Teoremi): (Bashirov et al., 2008) n >0 bir tamsayi,

£ ise [a,b]’ da multiplikatif surekli ve (a,b)’ da multiplikatif anlamda turevlenebilir

pozitif bir fonksiyon olsun. Bu durumda x, €[a,b] olmak tizere V¥ x e[a,b] igin
f(x)=E,(X)R,(x)

olacak bicimde x, ile x degerleri arasinda bir n(x) mevcuttur. Bu fonksiyonlar sirasi ile

(x=%)

()

biciminde tammlanmustir. Burada, E, (x) fonksiyonuna n. dereceden multiplikatif

anlamda Taylor polinomu ve R, (x) fonksiyonuna da multiplikatif Taylor a¢iliminin kalan

terimi veya hata terimi denir.
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3 MULTIPLIKATIiF HARMONIK VE KONTRA HARMONIK ORTALAMAYA
DAYALI YONTEMLER

Bu boliimde, multiplikatif diferansiyel denklemler ile tanimli multiplikatif baslangi¢
deger problemlerinin nliimerik ¢oziimlerini elde etmek i¢in yeni yontemler gelistirilmis,

bazi problemlere uygulanarak elde edilen sonuclar karsilastirilmis ve degerlendirilmistir.

3.1 Multiplikatif Runge-Kutta Yontemleri

Multiplikatif Runge-Kutta yontemleri tanimlanmasi i¢in multiplikatif baslangi¢ deger

problemi
y*: f(x,y), y(xo):yo- 1)
seklinde ele alinabilir. Ayrica multiplikatif Runge-Kutta yontemleri
h
Your = Yo (@ (X, Yo, 1)) )

seklinde genel forma sahip tek adimli yontemlerin 6zel bir durumu olarak bilinmektedir.

Tamm 3.1.1 y(X) baslangi¢c deger probleminin bir analitik ¢6ziimii iken, yukaridaki

yontem p . mertebeye sahiptir denir ve ayrica

y(x+h)

y(x)(@(x,y.h))'

=0(h") (3)

seklindeki bagint1 yazilabilir.

d"f(xy)

Bununla birlikte, q=1,2,---,(p-1) igin ¥ (x,y) I
X

iken p. mertebeden

multiplikatif Taylor agilimi

h h? hP-1

O (% y,h) =@ (xy,h) = (xy)(F ()2 (£ (6 y)" (P (0 y) ™ @)

olarak yazilabilir.

Teorem 3.1.2 RxR*’nm bir G alt ctimlesindeki (x, y*,h), (x,y,h) gibi tim noktalar

icin asagidaki multiplikatif Lipschitz sartin1 saglayan dD(X, Y, h) fonksiyonunu ele alalim.
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CD(x, y*,h) '

< M\y*—y\
®(x,y,h)

Buradan multiplikatif Runge-Kutta yontemlerinin tanim1 agagidaki gibi verilebilir:

(%, Y, h) =] [k

r-1 h
k = f(xn +ah,y (1+In(Hksbf5j D r=2,3,...,R,
s=1

Burada, multiplikatif Runge-Kutta yontemlerini tanimlamak i¢in bir

()

(6)

()

(8)

f(xy)

fonksiyonunun 1., 2. ve 3. mertebeden multiplikatif tiirevleri hesaplanmalidir. Iki

degiskenli fonksiyonlarin multiplikatif kismi tlirev tanimindan

d*fof;’_y) =(f(xy)) =(;)" =F,

d**f(

d—xx’y)=(f (o))" =((f (x9))

elde edilir. G =(f; """ icin

(f(xy)) =F" "G

bagintist bulunur. Ayrica f(x,y) fonksiyonunun 3. mertebe multiplikatif tiirevi

9)

(10)
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()
~((f(x)")
RERItN
- dx
_dr(d7f(xy)
~dx dx
d* Sy (yin gy
S (G
_ {( ‘ *)ym . }yzmz f7+3y?In fIn 5, {( . )(yln f)z}yh‘l fy
- y vy
)]
seklindedir. H=(f:,)"" " icin
(f (X, y))*** _ Fyzlnz f;+3y?In fIn fy*yGyIn f; H (11)
bagintisi yazilabilir. Multiplikatif Taylor agilimindan
GDT,,(x,y,h):f(f*);(f**)l(f***)g“O(h“), (12)
buradan da
h h? n
(DT* (X, Y, h) _f FE(FyIn f;G) 6 (F y?In? fy*+3y2|nfln fy"yGyIn fy H )24 O(h4) (13)

bagintisi elde edilir. R=4 igin k =f(y,)="f iken k,, k, ve k, fonksiyonlar1 iki

degiskenli fonksiyonlarda multiplikatif Taylor agilimi kullanilarak sirasiyla asagidaki gibi

yazilabilir:

k, = f(y+a1hy|nk1)

Sl P T T s

(ath®)i2 | (aih®)re

=fF*"G H ,
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k= f (y+ahylInk, +ahylnk,)
yin f (ap+ag)h+ayagh®yIn £ +ay(a,+a5)agh®y? In f In £, N ((az+a3)zhz)/2+(a12a3h3yln fy*)/z
- ()" )]

R
X {( f oy ) }
((a2+a3)2hz)/2+(afa3h3yln ;)2

* * 3
—f F(a2+a3)h+a1a3h2yln f;+ay(a+a3)agh’y?In f In £, G 7l ((a2+a3) h3)/6 (15)

. . 25 2 3 3,3
—f F(a2+a3)h I:611613h2yln f, |:.311(az+.313).313h3y2 Infinfy, G((aﬁas) h )/2 G(ala3h yin )2 H (122+25)%%)o

2,2 Zagh®yIn 15 )12 3,3
h = aash?yln f; Wyin £ ((a2+201?)2 (fasryin 1y ((2p+2an?)s
_f F(az+a3) [ sy, Galaa(a2+a3) ynty o G

2

h3
. h 2a /2+agag(ap+ag)|yn fy
—f F(a2+a3)h (Fal%yln fy G(az+a3)2/2) [G(al 3/2+2123(22 3) y H(az+as)3/5

k, = f (y+a,hyInk, +ashyInk, +ahyInk,)

=f{f;(f )
{ y In? f } a“af»*ae)zhz)/2+((afas+ae(az+a3)2)h3yln fy‘)/z{
=fF

yinf }(a4+a5+a6)h+(a1a5+(az+a3)aﬁ)hzyln f/+ayagagh’y? Inz( fy*)+(a1a5(a4+a5+aﬁ)+a6(a2+a3)(a4+af-,+aﬁ))h3y2 Infinfy,

( fr )y3ln31 }((a“*aﬁ*aﬁ)ahs)’s
yyy

(8 +a5+ag )n+(aa5+(, +83)a )Ny In f; +aa535h°y? Inz( f;)+(ala5(a4+as+as)+ae(az+aa)(a4+as+as))h3y2 Inflnf,

« G((a4+a5+a6)2hz)/2+((afas+aﬁ(a2+a3)2)h3yln fy‘)lz H ((ag+ag2g)°n o

_ f placasa)h (et ) ity F%%%“V“m(ﬁ)F(a%@u%+%w%@fwa@w%+%»wwmfmm/Gﬁ%+%+%f“y2

afas+aﬁ(az+as)2)h3yln f;)/z H ((aasasrs "n)s

xG((

—f F(a4+a5+aﬁ)h I:(a1a5+(az+a3)a‘5)hzyln fr I:a1a3a15h3y2 Inz(f;) G(alas(a4+a5+a6)+a6(a2+a3)(a4+a5+a6))h3yln fy G((aa+as+ae)2h2)/2

((afa5+a6(a2+a3)2)h3y|ﬂ fy*)/z H ((a4+a5+36)3h3)/6

xG

h3
2 2
a5 +25 (3, +3)
2

yIn f;

h? " ayag(@y +35+ ) +ag (35 )(8 +25 35 )+ y

—f F(a4+a5+a6)h (F(a1a5+(a2+a3)a6)yln fy"G(a4+a5+aﬁ)2/2 Falasaeyzlnz( y)G

( ((a4+as+ae)3)/6 ]h
x| H

elde edilir.

3

(16)
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3.2 Multiplikatif Harmonik Ortalamaya Dayanan Runge-Kutta Yontemi

Bu bolimde multiplikatif harmonik ortalamaya dayanan Runge-Kutta yontemi

tanitilacaktir.

3.1.2 1ikinci Mertebe Multiplikatif Harmonik Ortalamaya Dayanan Runge-Kutta

Yontemi

byhInk,

yn+1 = yn I(1In(k1k2) (17)

seklinde tanimlanan ikinci mertebe multiplikatif harmonik ortalamaya dayanan Runge-

Kutta yontemi icin k, = f ve k, = f F*" fonksiyonlar1 yerine yazilarak:

byhin( f ")
In(f f F")

yn+l = yn f

[blhln f+abh?In F]
f

_ y 2In f+a;hInF
2
elde edilmistir. Buradan blhzl:’:’] ff i zbﬁr;n I: F ifadesinde polinom bolmesi islemi ile
+
bh abh’IinF
Yo =y (ff 4t }
n+1 n
(18)
bh  abh?
=y, f2F ¢

denklemi elde edilir. Diger taraftan (4), (12) ve (13) denklemlerinden yararlanilarak

y(xml) fonksiyonunun y degiskenine gére h* mertebeli Taylor serisi asagidaki gibi

yazilabilir
n
yn+1:yn th2 - (19)
(18) ve (19) denklemlerinin esitliginden asagidaki denklem sistemi elde edilir
b =2 ab=2. (20)
(20) sistemi ¢ozilerek
a=1 b=2 (21)

15



degerleri elde edilir. Bulunan a, ve b, degerleri h® mertebesine gore sirastyla (6) ve (14)
denklemlerinde yerine yazilarak

k,=f (22)

k, = f(y,+hylnk) (23)

seklindeki algoritmalar elde edilir. Buradan

2hin f(y,+hyInk,)

yo.=Y, f (yn )In(f(yn)f(yn+hylnk1)) (24)
ile gosterilen ikinci mertebeden multiplikatif harmonik ortalamaya dayanan Runge-Kutta

yontemi yazilabilir.

3.2.2 Uglincii Mertebe Multiplikatif Harmonik Ortalamaya Dayanan Runge-Kutta

Yontemi

bhink,  byhink,

yn+1 — yn k1|n(k1k2) k2|n(k2k3) (25)

seklinde tanimlanan ikinci mertebe multiplikatif harmonik ortalamaya dayanan Runge-

a’h? (a,+8; )" h?

Kutta yontemi icin k =f, k,=fF*G 2 ve k,=fF@®hpanntg

fonksiyonlar1 yerine yazilarak:

h*(2a+a,+3;) 1

yn+1:ynth ! F8

3
(6a1a3+4a1a2 ~(ay+a,+ay) —af)h3yln fy G%(Zaf +(a, +a3)2)

(26)
elde edilir. Diger taraftan (4), (12) ve (13) denklemlerinden yararlanilarak y(Xn+1)

fonksiyonunun y degiskenine gore h® mertebeli Taylor serisi asagidaki gibi yazilabilir

h2  yh’Inf; B3

y..=y, f"F2F & G¢, (27)

(26) ve (27) denklemlerinin esitliginden asagidaki denklem sistemi elde edilir

1 1
Z(2a1+a2+a3)=§
4
62,3, +4a8, ~(a +2, +2)) —a =
2 2 4
2a/ +(a, +a,) =3 (28)

(28) sistemi ¢ozilerek
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degerleri elde edilir. Bulunan a, ve b, degerleri h® mertebesine gore sirasiyla (6), (14) ve

(15) denklemlerinde yerine yazilarak

k =f (29)
2
k, = f(yn+§hyln klj (30)
k, = f(yn—éhyln kﬁ%hylnkzj (31)

seklindeki algoritmalar elde edilir. Buradan

2 hin f(yn—ghylnkﬁﬁhyln kzj
hin f(yn 5hyin kl] 3 3

Yo = Yo © (5o 012 | (yn +=hyln klj'"(f(%%“y'"kl)f(yn§“Y'"k1*3“y'”szJ (32)

ile gosterilen Uclinct mertebeden multiplikatif harmonik ortalamaya dayanan Runge-Kutta

yontemi yazilabilir.

3.2.3 Dordunci Mertebe Multiplikatif Harmonik Ortalamaya Dayanan Runge-Kutta

Yontemi

bhink,  b,hink;  bghink,

Yy o=y, klln(klkz) kzln(kzkg) ksln(k3k4) (33)

seklindeki ikinci mertebe multiplikatif harmonik ortalamaya dayanan Runge-Kutta

yontemi icin

a 2h2 3h3

k,=fF*G 2 H ¢,

2, 13 -
(ag+ag)’n’ [a1a3(a2+a3)+7th3yln f; (&*a)h
G

k3 — f F(a1+a3)h Fa1a3yh2In fy G 2

(2s+25+25)°n’ o 22
k = f F(a4+a5+aﬁ)h G 2 I:(alaﬁﬁ-(az+::13)aﬁ)yln foh Fa1a3a6y In f 'h
4=

2 2
761135*&6?2*&3) ]yln fih* (agrag+ag)h®

H 6

aya5(a,+as+ag )+a5 (2, +a3)(a, +a5+ag )+

xG
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fonksiyonlar1 yerine yazilarak

2 bl+b2+b3) (bl L bz(aﬁaz*aa) ?(a2+a3+a4+as+aﬁ))
yn+l ynf F
b, (aa 1 a? a a, ay (dy+ag+a,+as+ag)’ .
[22[ 123+a1(az+a3)—Z(a1+a2+a3) j—lTbH-% 12a5+a622+ 123 (22+2 44 2+2) +(a4+a5+a6)(a2+a3)]]h3yln f,
x F
2
aity by(1 (ap+a )z+1 Do ai a8 ad aas asa aay (+a) || s
T8 2 a R YT Ty T T Ty T g
xG
2 3
a1b1+bz(alz X (a3s)(ay +a, +a3) (az+a3)a1(a1+a2+a3)+(al+a2+a3) +E(aﬁa1a3+(a2+a3)(a1a5+a6a2+a6a3)j h*y2In? f
16 2L 2 2 8 20 2
X

(ap+ag+ay +as+ag )(ya5+8G8, +85a3 +2y33) (Bptagtay +a‘:ﬁrﬁ‘e)a (ap+ag+a,+as+ag )(a, a5 +3g ) (3, +a3)Jh4y2 I £+
f y

%[(a4+a5+ae)<a1a3> E : !

x F

2 2
by afa3+(ala3)(a2+a3)+a1(a2+a3)2+a12(a2+a3) (a1+a2+a3)(a1 *(2+2) ) _ﬂ+& afas aja; afag (a4+as+ag)(ads+asd;) héyin £°
2| 4 2 2 2 4 8 2\ 4 4 a4 2 y

XG{

2
aag(ag+a,+as+ag) ala; &as(a,+a a5 a,+ag+ag)(a+a3)” 1 .

b;[ 2%(% 24 ) 143 1 3(22 3)+(a2+as){24 +—a§ -¢——az6 +a4a5+a5a6+a6a4+( 4+ aﬁz)( 2+8) +z(afa3+a1a3(a2+a3))ﬂh4yIn fy
xG

by
xG 2

[bla13 ) bzf(a2+a3)3 N a3 ]+b3[(a4+a5+a6)3 l(az+a3)3]]h4
X

1 1 1 *
( 2(a2+a3+a4+a5+a6)[ (a +a5+a6) (8485+a585+353, )+ (a2+a3) j]h“yln fy

24‘2L 2 12)2 12 P
(34)
elde edilir. Diger taraftan (4), (12) ve (13) denklemlerinden yararlanilarak y(Xn+1)

fonksiyonunun y degiskenine gére h* mertebeli Taylor serisi asagidaki gibi yazilabilir

h2 hyinfs o h*y2In?f; h*4yinty h4

Vou=VY, f"FZF & G6¢F 2 G 2 H# (35)

(34) ve (35) denklemlerinin esitliginden asagidaki denklem sistemi elde edilir

b,+b,+b, =2,
ba, b, _1
. 4(a1+a +ay)+ (a +a,+a,+a;+ag) 5
b 1 2
ACINENETNNNAR

2
+g 33 | ad, +a1a3_(a2+a3+a4+a&.)+a6)
21 2 2 2 4

+(a, +a,+a,)(a, +a,)

ol
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2 2 2 2 2
aibl+&[E(a2+a3)z+ij+%a_+i+—+ 22, 2% | 20, (%+3) ]zi,
8 214 4 2 4 4 4 2 2 2 4 6

al [aiag (alas)(aﬁaz+a3)_(a2+a3)a1(a1+az+a3)+(a1+a2+a3)3J
16 2 2 8

b
+?3 6a1a3 +(a, +a3)(a1a5+a6a2+a6a3)+(a4+a5+a6)(a1a3)j
3
+& _(a2+a3+a4+a5+a6)(a1a5+a6a2+a6a3+a1a3)+(a2+a3+a4+a5+a6)
2 2 8
Wb C(mtara+agta)(a,+a+a)(a,+a)) 1
2 2 24’

b[ afa, (2a)(a+a) a(a+a) +af(az+a3)(a1+a2+a3)(af+(az+aa)2)Jafbl
21 4 2 2 2 4 8

a’a, a’a, b a’a, b (a, +a5+3;) (2, +a6a3)Jr a,a, (8, +a, +a +a6)j
2

o
o
o~
N

+a,a, +aa, +a,a, +

N |09’N
N |°§”N

( 4+a5+a6)(a2+a3)2B

2

|
bs[_afas_aiae(aﬁas) @ +a3)(?§
(

B ra)Ganraat 2]

+b_23( %(a +a,+a,+a, +a )(;( 2+a§+a§)+(a4a5+a5a6+aea4) ;(a *a) B %

24 12 12] 2 12 12 24 (36)

b b (<az+ae>3+§J+b_3(<a4+as+a6>3+<a2+a3f}: 1

Buradan (36) sistemi ¢Ozilerek

2 1 1 5 1 7 9

=b =b =—, =—, a =——, =—, a, =— , =—, a =—
b1233312 2 8a38 * 4a520 ® 10

degerleri elde edilir. Bulunan a, a,, a,, a,, &, @ b, b, ve b, degerleri h* mertebesine

gore sirasiyla (6), (14), (15) ve (16) denklemlerinde yerine yazilarak

k =f (37)
1
k,=f (yn +Ehyln klj (38)
1 5
k, = f(yn—ghylnkl+§hyln kzj (39)
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k, = f(yn =hylInk; + hylnk +— hylnk3j (40)

seklindeki algoritmalar elde edilir. Buradan

b,hin f(yn—%ynhln kﬁgynhlnkz)

bhin f(ynJ%ynhln kl]

yn+1 yn f (yn)ln(f f[ynJr%ynhlnle f (yn += ynh In k j [ (yﬁ ynhlnk1)f(yn—%ynhlnkﬁgynhlnkzn
(41)

bshin f(yn—zynhln kﬁ—%ynhln k2+%ynhln ng

1 5 1 5 1 7 9
% f (yn _g ynh |n kl +§ ynh |n k2 In f(yn—gynhlnk1+§ynhlnkz]f(yn—zynhlnk1+%ynhlnk2+ﬁynhlnk3J

ile gosterilen dordinci mertebeden multiplikatif harmonik ortalamaya dayanan Runge-

Kutta yontemi yazilabilir.

3.3 Multiplikatif Kontra Harmonik Ortalamaya Dayanan Runge-Kutta Yontemi

Bu bolimde multiplikatif kontra harmonik ortalamaya dayanan Runge-Kutta yontemi

tanitilacaktir.

3.3.1 ikinci Mertebe Multiplikatif Kontra Harmonik Ortalamaya Dayanan Runge-

Kutta Yontemi

bhink,  bhink,

yn+1 yn k In(keky) k2ln(k1k2) (42)

seklinde tanimlanan ikinci mertebe multiplikatif kontra harmonik ortalamaya dayanan
Runge-Kutta yontemi icin k, = f ve k, = f F*" fonksiyonlar yerine yazilarak:

ah?

yn+l yn fhbl F 2 (43)

elde edilir. Diger taraftan (4), (12) ve (13) denklemlerinden yararlanilarak y(xml)

fonksiyonunun y degiskenine gére h® mertebeli Taylor serisi asagidaki gibi yazilabilir

h?
yn+1:yn thZ . (44)
(43) ve (44) denklemlerinin esitliginden asagidaki denklem sistemi elde edilir
a 1
=1 t==. 45
by > =3 (45)

(45) sistemi ¢ozilerek
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a=1 b=1 (46)
degerleri elde edilir. Bulunan a, ve b, degerleri h® mertebesine gore sirasiyla (6) ve (14)

denklemlerinde yerine yazilarak

k, = f (47)
k,=f(y,+hylnk) (48)
seklindeki algoritmalar elde edilir. Buradan
hin f hin f(y,+hyInk,)
V.=V, f (yn)m(f f(yp+hylnky)) f (yn +hyln kl)ln(f (y,+hyink;)) (49)

ile gosterilen ikinci mertebeden multiplikatif kontra harmonik ortalamaya dayanan Runge-

Kutta yontemi yazilabilir.

3.3.2 Uglincti Mertebe Multiplikatif Kontra Harmonik Ortalamaya Dayanan Runge-
Kutta Yontemi

bhink,  bhink, bhink,  byhink,

Yo=Y klln(klkz) kzln(klkz) "In(koks) kgln(kzkg) (50)

seklinde tanimlanan {igiincli mertebe multiplikatif kontra harmonik ortalamaya dayanan

arh? (ap+25)° h?

Runge-Kutta yontemi icin k, = f .k, = f F¥"G 2 ve k, = f F@&h pash g

fonksiyonlar1 yerine yazilarak:

2 2
h? (b3 +by (8 +8, +a3)) [alfl+l)2((ala3+(a2+a3)z))+afW]hsy Inf;

yn+1 = yn f (oe)t F ? F i

G[alzfl+k}(af+(a2+a3)z)]h3 6D

elde edilir. Diger taraftan (4), (12) ve (13) denklemlerinden yararlanilarak y(xml)

fonksiyonunun y degiskenine gére h® mertebeli Taylor serisi asagidaki gibi yazilabilir

h2  yhPinfy  p3

yn+1 = yn fh F7 F 6 GE (52)
(51) ve (52) denklemlerinin esitliginden asagidaki denklem sistemi elde edilir
b +b,=1

a +b,(a,+a;)=1

a’b b, : (aﬁaﬁas)zJ:%, (53)

. +?[a1a3+(a2+a3)2+a1— >
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Buradan (53) sistemi ¢Ozilerek

2 2 1 1
=—, a=0, =—, =—, b=_
a=7 & =3 =2, b=2

degerleri elde edilir. Bulunan a,,a,,a,,b, ve b, degerleri h® mertebesine gore sirastyla (6),

(14) ve (15) denklemlerinde yerine yazilarak

k =f (54)
2

k, = f(yn+§hyln klj (55)
2

k, = f(yn+§hylnk2j (56)

seklindeki algoritmalar elde edilir. Buradan

hin f(yn-%ynhlnkJ

hin f(y,)

yn+1 = yn f (yn)Zln(f f(yn+§ynhlnkln f [yn +§ ynh In kljzln[f f(yn+§ynhlnk1]]

hin f[yn+§ynhln klj

x f (yn +§ ynh In liZIn(f[yn+§ynhlnk1]f[yn+§ynhlnk2]J (57)

hin f(yn+§ynhlnk2j

x f (yn +§ y.hln k2]ZIn[f(yn+§ynhlnk1)f(yn+§ynhlnk2j]

ile gosterilen Uglinci mertebeden multiplikatif kontra harmonik ortalamaya dayanan

Runge-Kutta yontemi yazilabilir.

3.3.3 Dordincu Mertebe Multiplikatif Kontra Harmonik Ortalamaya Dayanan

Runge-Kutta Yontemi

bhink,  bhink, bohink,  bphinks byhink,  byhink,

Vou=Y, klln(kﬂ(z) kzln(klkZ) In(koks ) kgln(kzks) In(ksky ) k4|”(k3k4) (58)

seklindeki dorduncu mertebe multiplikatif kontra harmonik ortalamaya dayanan Runge-

Kutta yontemi k, = f iken

2 2 3
[a1a3(az+a3)+al—za3]h3 Int;  (3+3) h’  (ay+as) b3

k, = f Flarah pasiinG g G 2 H ©
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a5 +ag ) h?
k4 =f F(a”as*aﬁ)h F(31a5+(az+a3)as)h2yln fy G(aas%

2 2
)+7a1a5+a6£a2+a3) ]h3yln £y (ag+as+a5)°h®

[alas(a4+as+ae)+ae(az+a3)(a4+as+a6
H 6

= ayazagh’y? In? G
fonksiyonlar1 yerine yazilarak:

b1 by +by ) (b“ bz(a1+az+a3) b23(a2+a3+a4+a5+a6)]

2
yn+l yn f F
2 2
b, %—al(aﬁaaﬁé(aﬁaﬁas)z +ﬂ+b3 U85 8% A%, B ;(a2+a3+a4+a5+a6) (ag+a5+ag)(ay+ag) | [WyIn f;
2 4 4 2 2 2 2 4 y
x F
a1 2,0t b @ o al s acd apa (2+as)
LLib,| ~(ay+ag )+ |42 =2 4%, 4, h®
4 4 4 204 44 2 2 2 4
x G
3 3
[ 318111 ‘vbz[*afas " (alaa)(alz+az+aa) } (az+aa)a1(za1+az+as) (a1+a§+a3) J+h3(aﬁazla3 (a2+a3)(a1a5+a6a2+a6a3)jjh4y2 In?f
x F
(8, +ag+ay +as+85 )(ayas +aga, +ags +33g ) (a2+a3+a4+a5+a6)3 (a+ag+8y+a5+a5 )(a, +35+3)(8y+85)
by| —(a,+a5+ag )(a +ag )+ : h*y?In? £
= 2 8 2 y
X

2
b 31233}(3133)(32*33) ay(a,+a)° af(aﬁaa)}(aﬁaﬁ%)(alz*(aﬁ%) ) ﬁfiblms afas aja; aja; (a,+as+ag )(ads +ac3) hiyin £

2 4 2 2 2 4 4 4 4 4 2 y
xG

2 2 2 2
L ) f e u 3a%a(y+2) (a2+33)[%Jr%Jr%Jra“aﬁ*asaﬁJrasar‘(aﬁaSJraG)(aﬁaa) ;alzas (3133(az+a3))]]h4yln fy

b{ 2 4 2 2
xG

1 1 i *
bg(z(az+a3+a4+a5+a6)( (a4+a5+a6) (2485 +a535 +aga, )+ (az+a3) Dh“yln fy
X

(59)

hA

b1a1 bz[(az‘*aa) 313}4]3 > -

(a4+a5 4-516)3*(512 +z:13)3
12 12 12

XH[
elde edilir. Diger taraftan (4), (12) ve (13) denklemlerinden yararlanilarak y(Xn+1)

fonksiyonunun y degiskenine gére h* mertebeli Taylor serisi asagidaki gibi yazilabilir
g gib1 'y

h?  hlyinfy o pd h'y It hfayinfy o gt

Yoy = ynf“F7F 6 GXF u G 4 H (60)

(59) ve (60) denklemlerinin esitliginden asagidaki denklem sistemi elde edilir

b1+b +b, =1,
blTal —2(a1+a +ay)+ (a +a,+8,+8;+3g) = 1

b (%—ai(a +a,)+ (a1+a +a,) j a14b1+b( ;5+a6;2+a1;3+a62a3j

2
a +a.+a,+a. +a
+b, (2, +2, Z 8 +2;) —(a,+a,+3;)(a, +a,) =5

J> N
+
|

2
ah, (a +a,)" & +h, S 8 8 88 868 +
4 4 44 4 2 2 2 4
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3
- a18b1 + bz [_afa3 +

(aiag)(aﬁaz+a3)+(a2+a3)a1(a1+a2+a3)_(a1+a2+a3)3]
2 2 8

b, a6a1a3 (a, +a3)(a1a5+a6a2+a6a3)—(a4+a5+a6)(a133)J

+h,

(a2+a3+a4+a5+a6)(a1a5+a6a2+a6a3+a1a3)_(a2+a3+a4+a5+a6)3j
2 8

b (az+a3+a4+a5+a6)(a4+a5+a6)(a2+a3)j_ 1
\ _

2 24’

b {afa3 +(a1a3)(a2+a3)_a1(a2+a3)2 af(az+a3)+(al+az+as)(alz+(az+as)z)]+afbl
14 2 2 2 4

b 3afa3+afa5+a§a6+a§a6+(a4+a5+a6)(a1a5+a6a3)+azaG(a3+a4+a5+a6)
4 4 4 4 2 2

3aa, [af & & (a, +a; +a,)(a, +a, )’
+b, (a, +a,) 5 ot T T R8s A + 853, — ]

1
+b3 [(az +as)(_§a12a3 _aiaa(az +a3)JJ
1 1 2 2 2 1 2 1
+b3(§(a2 +a, +a4+a5+a\6)[5(a4 +al +aﬁ)+(a4at.,+615<316+r;16<314)+§(a2 +a,) D:E,

ba’ [(a +a3)3+£]+b {(a4+as+a6)3+(a2+a3)3}i
12) 7

12 12 12 12
(61) sistemi ¢ozilerek

1 1 1 3 1 3 3
:b :b =, =, a =, =, a =, =T a. =—
b 30 2Ty BTy &Ty AT AT &7

degerleri elde edilir. Bulunan a, a,, a;, a,, &, & b, b, ve b, degerleri h* mertebesine

gore sirastyla (6), (14), (15) ve (16) denklemlerinde yerine yazilarak

k = f (62)
1
k, = f(yn+5hyln klj (63)
1 3
k, = f(yn+§hylnkl+§hylnk2j (64)
Kk, = f(yn+%hylnkl—%hylnk2+ghylnk3] (65)

seklindeki algoritmalar elde edilir. Buradan da
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hlnf[yn+%ynhlnklj
hin f(y,)

Yoa=VYaf (yn)Sln[f f(yn+%ynhlnk1)j f (yn +% y,hin k1j3|n(f f[y"%y"hlnkljj
hlnf[yn%ynhlnklj

1 1 3
x f yn += ynhln k j?,ln( (yn+5ynhlnkl)f(yn+§ynhlnk1+§ynhlnkzj]

hin f(y"+%y"hlnk1+§ynhlnkzj (66)

x f (yn += ynhlnk += ynhlnk jBIn( (y J%y“hlnkljf(yn%ynhlnkﬁgynhlnkZD

hin f(yn J%ynhln kl+gynhln kQ)

1 3 1 3 3
x f yn 4= ynhlnk1+ ynhlnk ]3In( (y +§y"hlnk1+§ynhlnkzjf[yn-v-zynhlnkl—Zy"hInk2+Ey"hInk3])

1 3 3
hin f[y" +Zynhln kl—zynhln k2+5ynhln k3]

x f (yn +% ynh In k1 _% ynh In kz +§ ynh In k3j3ln{f(y"+;ynhlnk1+:ynhlnk2jf(y,ﬁiynhlnkliynhlnk2+gynhlnk3D

ile gosterilen dordinci mertebeden multiplikatif kontra harmonik ortalamaya dayanan

Runge-Kutta yontemi yazilabilir.
3.4 MGMAM yontemlerinde kararhhk analizi

y'(x)= f(x, y(x)), y(%)=Y, scklindeki klasikte bilinen baslangic deger
problemlerinin yaklasik sayisal ¢oziim yontemleri i¢in kararlilik analizinde
y'=1y, (VAeR),
bi¢iminde tanimlanan standart test problemi kullaniimaktadir. Bu problem klasik ve
multiplikatif tlrevler arasindaki bagint1 yardimiyla
Y =e
olarak yazilabilen multiplikatif standart test problemine doniistiiriiliir. Diger yandan, bu

problemin bir analitik ¢c6zimu

A(x=%)

y(x)=e

olarak hesaplanmistir. Bulunan analitik ¢ozimde, Re(4)<0 icin Iim(ei(x_x")) — 0 olur.

Eger niimerik teknik de aym1 davranigi gosterirse gelistirilen yontem mutlak kararlt olur
(Dahlquist, 1963). Dordincu mertebe Multiplikatif harmonik veya kontra harmonik
ortalamaya dayanan Runge-Kutta yontemi multiplikatif standart test problemine

uygulandiginda
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h
Anartatalatal 6
Yo = Yo (e'’e’e’e’e? )6

=y,e"

seklindeki iteratif bagint1 elde edilir. Buradan da z = Ah i¢in

yn+1 z
2 =e*=R(Z
yn ()

bulunur. Bu baginti da, R(z) bir kararhlik fonksiyonunu ifade etmektedir. Ayrica,
kararlilik bolgesi

S*Z{ZECZ e’

< 1}

olarak tanimlanabilir. Burada gerekli temel islemler yapilarak 0 < et <1 esitsizliginden
adim araligr i¢in O0<h <o seklindeki kararlilik kriteri belirlenir. Gelistirilen teknigin
kosulsuz kararli oldugunu bu kriter ifade eder. Ayrica diger multiplikatif Runge-Kutta

yontemleri de aymi kararlilik bolgesi, kararlilik fonksiyonuna ve kararlilik kriterine

sahiptir. Diger taraftan |ez| =e™) bagmtist ile Re(z)<0 esitsizligi elde edilir. Buradan,

yontemlere ait mutlak kararlilik bolgesinin diizlemin sol tarafini ifade ettigi ve verilen
yontemlerin mutlak kararli oldugu tespit edilmistir. Multiplikatif anlamda gelistirilen
yOntemlerin kararlilik bolgelerinin klasik Runge-Kutta yontemlerine gore daha genis
olmast multiplikatif tekniklerin cesitli baslangic deger problemlerine uygulamalar
acisindan oldukca 6nemlidir.

Ayrica, Ehle’ nin (1969) makalesinde ele aldig1 gibi herhangi bir yéntemin mutlak

kararli olmast ve ardindan da Iim(R(z))—>O ozelliginin saglanmasi durumunda

‘Z —>00

gelistirilen multiplikatif Runge-Kutta yontemlerinin de lineer kararli olacagi goriilebilir.

Bu yontemler mutlak kararli oldugundan ve lim (ez ) — 0 6zelliginden lineer kararlidir.

Z—>—0

Sekil 3.1: MGMAM yontemleri igin kararlilik bolgesi
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3.5 Sayisal Uygulamalar

Ornek 3.5.1 y(O.l) = 2.402585093 baslangi¢ kosulu ile
. x—1
ool
seklindeki multiplikatif baslangi¢ deger probleminin bir analitik ¢dziimii y(x)=x—In(x)
olur. Sirasiyla, Volterra tipi multiplikatif Runge-Kutta yontemleri (Aniszevska, 2007),
multiplikatif Adams Bashforth-Moulton yontemleri (Misirli ve Gurefe, 2011) ve yeni
multiplikatif Runge-Kutta yontemleri (Gurefe, 2013) ile ¢6ziilen problem bu g¢alismada
gelistirilen multiplikatif ¢ok adimli yontemler ile elde edilen sonuglar Cizelge 3.2 de
verilmistir. Burada, MR-K, Volterra tipi multiplikatif Runge-Kutta, MAB ve MAM,
multiplikatif Adams Bashforth ve Adams Moulton, mcR-K ise multiplikatif kalkilis
(Calculus) ile Runge-Kutta, MGMAM ve 2MGMAM multiplikatif harmonik ve kontra

harmonik ortalamaya dayanan Runge-Kutta yontemlerinin kisaltmalaridir.

Cizelge 3.2: h=0.1 igin Ornek 3.5.1” in niimerik sonuglari

X Tam ¢oziim Yontem Yaklagik ¢oziim  Bagil hata (%)

425.9956668083 419.9412376339 MR-K2 415.5685869679 1.04125
MR-K3 420.5358872408 0.141603
MR-K4 420.2994798832 0.0853077

426.0 419.9455606537 MAB-2 419.8627174937 0.0197271
MAB-3 419.8008829906 0.0344515
MAB-4 419.8239686466 0.0289542
MAM-2 420.1948651 0.0593658
MAM-3 419.7499747 0.0465741
MAM-4 419.8375502 0.0257201

426.0 419.9455606537 mcR-K1 419.8803498890 0.0155283

mcR-K2a 419.9308748745 0.0034970
mcR-K2b 419.8585156168 0.0207276
mcR-K3a 419.9132030346 0.0077051
mcR-K3b 419.9296263682 0.0037943
mcR-K4a 419.9327174238 0.0030583
mcR-K4b 419.9335128808 0.0028688

426.0 419.9455606542 MGMAM-2  419.8921783635 0.0127117
MGMAM-3  419.9416842472 0.000923074
MGMAM-4  419.9468319765 0.000302735
2MGMAM-2  419.8257122141 0.028539
2MGMAM-3  419.9068057168 0.00922856
2MGMAM-4  419.9377255520 0.00186574
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2153.1824394181

2153.2

2153.2

2153.2

10883.1966582076

10883.2

10883.2

10883.2

2145.5077371871

2145.5252896133

2145.5252896133

2145.5252896138

10873.9016829198

10873.9050244051

10873.9050244051

10873.9050244056

MR-K2
MR-K3
MR-K4

MAB-2
MAB-3
MAB-4
MAM-2
MAM-3
MAM-4

mcR-K1

mcR-K2a
mcR-K2b
mcR-K3a
mcR-K3b
mcR-K4a
mcR-K4b

MGMAM-2
MGMAM-3
MGMAM-4
2MGMAM-2
2MGMAM-3
2MGMAM-4

MR-K2
MR-K3
MR-K4

MAB-2
MAB-3
MAB-4
MAM-2
MAM-3
MAM-4

mcR-K1

mcR-K2a
mcR-K2b
mcR-K3a
mcR-K3b
mcR-K4a

MGMAM-2
MGMAM-3
MGMAM-4
2MGMAM-2
2MGMAM-3
2MGMAM-4

2111.8918755939
2149.3920729325
2147.2543523302

2145.4424305860
2145.3806119562
2145.4036976062
2146.19323
2145.280161
2145.428735

2145.5414518474
2145.5106022513
2145.4382477560
2145.5336160563
2145.5093585107
2145.5124495664
2145.5132450234

2145.4719057402
2145.5214163912
2145.5265641200
2145.4054491166
2145.4865378584
2145.5038952218

10647.0966921181
10897.8773521744
10882.3906119410

10873.8221622635
10873.7603467482
10873.7834323984
10875.51242
10873.56281
10873.82945

10874.0022991151
10873.8903367318
10873.8179831710
10873.9539069887
10873.8890939258
10873.8921849814

10873.8516402207
10873.9011518063
10873.9062995351
10873.7851854660
10873.8662732731
10873.8701115347

1.5668
0.181045
0.081408

0.003861
0.006743
0.005667
0.031131
0.011425
0.004500

0.0007532
0.0006845
0.0040569
0.0003880
0.0007425
0.0005984
0.0005613

0.0024881493
0.0001805256
0.0000594029
0.0055856017
0.0018061663
0.0009971633

2.08577
0.220488
0.078067

0.0007620
0.0013305
0.0011182
0.0147821
0.0031471
0.0006950

0.0008945
0.0001350
0.0008004
0.0004495
0.0001465
0.0001180

0.0004909384
0.0000356136
0.0000117265
0.0011020782
0.0003563681
0.0003210702
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Sekil 3.3: h=0.1 ve x=10.1icin Ornek 3.5.1° deki ¢oziimlerin davranislari

100

Sekil 3.4: h=0.1 ve x=100.1 igin Ornek 3.5.1" deki ¢oziimlerin davranislart

Sekil 3.3 ve 3.4’ te h=0.1 igin Ornek 3.5.1’ ¢ MGMAM-2 yontemi uygulanarak

hesaplanan niimerik ¢oziimler ile problemin analitik ¢oziimleri karsilagtirilmistir.

Ornek 3.5.2 (Chandru et al., 2017) y(0) =1 baslangi¢ kosullu

i
y* ( X) — e4 20
multiplikatif baslangic deger probleminin bir analitik ¢dziimii asagidaki gibidir:
20

y(x)=—"—.

1+19 *
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Cizelge 3.5: h=0.01 i¢in Ornek 3.5.2’ nin niimerik sonuglari

X Tam ¢6zim Yontem Mutlak hata (%)

0.1 1.024019 HM 1.20702e-2
CoM 2.40190e-2
HeM 7.12980e-8
GM 1.06322e-2
MGMAM-2 1.02851e-9
MGMAM-3 1.18651e-9
MGMAM-4 1.18651e-9
2MGMAM-2 1.24713e-9
2MGMAM-3  1.18631e-9
2MGMAM-4  2.48596¢-7

04 1.099390 HM 5.07788e-2
CoM 9.93899¢-2
HeM 3.03721e-7
GM 4.48205e-2
MGMAM-2 4.21344e-9
MGMAM-3 4.88943e-9
MGMAM-4 4.88942e-9
2MGMAM-2  5.52404¢-9
2MGMAM-3 4.88943e-9
2MGMAM-4  1.02665¢-6

0.7 1.179963 HM 9.34379e-2
CoM 1.79966e-1
HeM 5.65598e-7
GM 8.26384e-2
MGMAM-2 7.54711e-9
MGMAM-3 8.81548e-9
MGMAM-4 8.81547¢-9
2MGMAM-2 1.07013e-8
2MGMAM-3  8.8155¢-9
2MGMAM-4  1.855¢-6

1.0 1.266046 HM 1.40317e-2
CoM 2.66047e-1
HeM 8.59090e-7
GM 1.24341e-2
MGMAM-2 1.10277e-8
MGMAM-3 1.29727e-8
MGMAM-4 1.29727¢-8
2MGMAM-2 1.69166e-8
2MGMAM-3  1.29727¢-8
2MGMAM-4 2.73608e-6
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Sekil 3.6: h=0.01 ve x=1.1li¢cin Ornek 3.5.2° deki ¢dziimlerin davranislari

Sekil 3.6’ da h=0.01 icin Ornek 3.5.2° ye MGMAM-2 yontemi uygulanarak hesaplanan

niimerik ¢oziimler ile problemin analitik ¢éziimleri karsilastirilmistir.

Ornek 3.5.3 (Chandru et al., 2017) y(0) =1 baslangi¢ kosulu altinda tanimlanan
y* (X) _ ecos(x)

multiplikatif baslangic deger probleminin bir analitik ¢dzliimii asagidaki gibidir:

sin(x)

y(x)=e

Cizelge 3.7: h=0.01 icin Ornek 3.5.3’ iin niimerik sonuglar1

X Tam ¢ozim Yontem Mutlak hata (%)
0.1 1.104987 HM 5.36727e-2
CoM 1.04992e-1
HeM 1.46958e-6
GM 4.38845e-2

MGMAM-2 9.28484e-7
MGMAM-3 1.78085e-9
MGMAM-4 1.38907e-9
2MGMAM-2 9.10095e-7
2MGMAM-3 1.73489¢-9
2MGMAM-4 3.95445¢e-6

0.4 1.476122 HM 2.60595e-1
CoM 4.76140e-1
HeM 6.39238e-6
GM 2.17241e-1
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MGMAM-2 5.59076e-6
MGMAM-3 1.1939e-7
MGMAM-4 9.03945e-8
2MGMAM-2  3.98973e-6
2MGMAM-3  1.1863e-7
2MGMAM-4  6.49231e-5
0.7 1.904497 HM 5.23456e-1
CoM 9.04524e-1
HeM 1.04197e-5
GM 4.44760e-1
MGMAM-2 1.59913e-5
MGMAM-3 6.68997e-7
MGMAM-4 5.0471e-7
2MGMAM-2  4.45716e-6
2MGMAM-3  6.66822e-7
2MGMAM-4  1.94349¢-4
1.0 2.319777 HM 7.95362e-1
CoM 1.31981e-0
HeM 1.07185e-5
GM 6.87500e-1
MGMAM-2 3.85774e-5
MGMAM-3 2.12727e-6
MGMAM-4 1.60298e-6
2MGMAM-2  6.04392e-6
2MGMAM-3  2.12302e-6
2MGMAM-4  3.80448e-4
25
20
15
10
05
02 04 06 08 10

Sekil 3.8: h=0.01 ve x=1.1li¢cin Ornek 3.5.3’ deki ¢dziimlerin davranislar:

Sekil 3.8’ da h=0.01 icin Ornek 3.5.3° ye MGMAM-2 yontemi uygulanarak hesaplanan

niimerik ¢oziimler ile problemin analitik ¢éziimleri karsilastirilmistir.
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Ornek 3.5.4 (Murugesan et al., 2002) y(O) =1 baslangi¢ kosulu altinda tanimlanan

-3x?

y'(x)=e
multiplikatif baglangi¢ deger probleminin bir analitik ¢6ziimii asagidaki gibidir:

y(x)=e

Cizelge 3.9: h=0.125 i¢in Ornek 3.5.4” iin niimerik sonugclar1

X Yontem Mutlak hata (%)
1.0 RKACeM 1.8626e-5
RK 4.4346e-5
RKF 5.6624e-7
RKM 2.9802e-7
MGMAM-2 1.3113e-2
MGMAM-3 9.6776e-3
MGMAM-4 7.4963e-3
2MGMAM-2 1.8168e-2
2MGMAM-3 9.5848e-3
2MGMAM-4 3.2592¢-2
2.0 RKACeM 4.5607e-6
RK 1.0014e-4
RKF 6.6771e-6
RKM 1.4547e-6
MGMAM-2 2.5764e-5
MGMAM-3 2.0240e-2
MGMAM-4 1.5394e-2
2MGMAM-2 3.3511e-5
2MGMAM-3 1.9839%-2
2MGMAM-4 1.2088e-2
3.0 RKACeM 3.9256e-8
RK 7.1096e-8
RKF 1.6799e-12
RKM 1.8346e-12
MGMAM-2 2.2491e-13
MGMAM-3 3.0920e-2
MGMAM-4 2.3356e-2
2MGMAM-2 2.7774e-13
2MGMAM-3 2.9993e-2

2MGMAM-4 2.49511e-1
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02

05 10 15 20 25 30

Sekil 3.9: h=0.125 ve x =3.1icin Ornek 3.5.3” deki ¢dziimlerin davranislart

Sekil 3.9’ da h=0.125 icin Ornek 3.5.3’ ye MGMAM-2 yontemi uygulanarak hesaplanan

nimerik ¢ozumler ile problemin analitik ¢ozlmleri karsilagtirilmistir.
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4 SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, multiplikatif baslangic deger problemlerinin yaklasik sayisal
¢cozimlerini bulmada etkili olan 2., 3. ve 4. mertebeden multiplikatif harmonik ortalamaya
dayanan Runge-Kutta yontemleri (MGMAM) ve 2., 3. ve 4. mertebeden multiplikatif
kontra harmonik ortalamaya dayanan Runge-Kutta yontemleri (2MGMAM) ortaya
konulmustur. Ayrica bu yontemler i¢in gerekli olan multiplikatif analizin baz1 temel tanim,
teorem ve Ozelliklerine yer verilmistir. Bunlar multiplikatif cebirsel islemlerin 6zellikleri,
multiplikatif tiirev ve integral kavramlari ile multiplikatif nlimerik analizdeki bazi

kavramlar olarak siralanabilir.

Ayrica, lokal hata analizi ile kararlilik analizi yapilarak gelistirilen yeni Runge-Kutta
yontemlerinin problemin tiiriine gore hatayi daha fazla minimize eden ve kosulsuz kararli,
mutlak kararli ve lineer kararli oldugu tespit edilmistir. Yapilandirilan yontemlerdeki en
etkin ozellik, kosulsuz kararlilik ile genis kararlilik bolgeleri olusturup ozellikle tanim
bolgesindeki degerler biiyiidiikge gercek ¢ozlime yakinsamanin ¢ok daha iyi olmasidir. Bu
durum g¢esitli problemlere yapilan uygulamalar sayesinde literatiirde bulunan Volterra tipi
multiplikatif Runge-Kutta, multiplikatif Adams Bashforth-Moulton ve yeni multiplikatif
Runge-Kutta yontemleri ile bagil hata degerleri hesaplanarak yapilan karsilagtirmalar ile
cok daha net bir bigimde ortaya konulmustur. Ayrica, gelistirilen yontemler i¢in niimerik
algoritmalar Mathematica paket programi yardimi ile kodlar olusturularak elde edilmistir.
Mathematica programinda yapilan uygulamalarda gelistirilen yontemlerin algoritmalarinin
daha karmasik olmasi sebebi ile literatiirdeki yontemlerden biraz daha yavas oldugu kendi
icerisinde de mertebe arttik¢a yontemlerin hizlarinda azalma gozlendigi sodylenebilir.
Multiplikatif analizin {stel fonksiyona dayanan bir analiz oldugu g6z Oniinde
bulunduruldugunda gelistirilen tiim yontemlerin algoritmalarinin hesaplama noktasinda
paket programlardaki kodlarinin yazilmasi ve hizlarinin azalmasinin dogal oldugu kolayca
diistintilebilir. Bu nedenle, sonraki caligsmalarda daha basit bir algoritmaya sahip ve ¢ok

daha hizli ¢alisabilen yontemlerin gelistirilmesi amaglanabilir.
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EKLER

Ek A

Ormnek 3.5.1° in ¢dziimii icin kullanilan multiplikatif harmonik ortalamaya dayanan
Runge-Kutta yodntemlerinin ve multiplikatif kontra harmonik ortalamaya dayanan Runge-

Kutta yontemlerinin Mathematica paket programinda yazilan kodlar1:

Ikinci Mertebeden Multiplikatif Harmonik Ortalamaya Dayanan

Runge-Kutta Yontemi-[(MGMAM-2)]:

Clear[x,y,S1,S2];

a=0.1;b=426.1;

y[1]=2.402585093;h=0.1;n=(b-a)/h;
Do[x[1]=0.1+(i-1)*h,{i,1,n+1}]

FIx_,y_1=Exp[(X-1)/(x*y)1;

Do[{z[1]=5-9543481256696396 *N-12+x[i]-Log[x[i]1]1}.{i.1,.n}]
Do[{S1=F[x[i].y[i]].S2=F[x[i]+1/3*h,y[i]*(1+1/3*h*Log[S1])].S
3=F[x[1]+2/3*h,y[i]*(1+1/3*h*Log[S23/S1])],S4=F[x[i]+h,y[i]*(
1+h*Log[(S1*S3)/S2D].y[i+1]=y[1]1*(S1*(S2"3)*(S3"3)*S4)},.{i,1
,n}]

Do[{e[i]=Max[Abs[(100*(z[il-y[iDD/z[iD11}.{i.1.n}]
Do[{pli+1]=Max[e[i+1],p[1]=e[1].p[111}.{7.1,n}]
Do[Print[x[i]," “yLil,” “z[i],"
",e[i],” ",pLi]].{i,1,n+1}]
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Uctincli Mertebeden Multiplikatif Harmonik Ortalamaya Dayanan
Runge-Kutta Yontemi-[(MGMAM-3)]:

Clear[x,y,S1,52,S3];

a=0.1;b=426.1;

y[1]=2.402585093;h=0.1;n=(b-a)/h;
Do[x[1]=0.1+(i-1)*h,{i,1,n+1}]

FIX_.y_1=Exp[(x-1)/(x*y)1;

Do[{z[1]=5-9543481256696396 "-12+x[i]-Log[x[1i]11}.{i.1,n}]
Do[{S1=F[x[i1],y[il1].S2=F[x[1]+2/3 h,y[i]*(1+2/3
h*Log[S1])]1,S3=F[x[i]+2/3 h,y[1]*(1-2/3 h*Log[S1]+4/3

[ )
h*Log[S21)1, y[-+1]-y[-]*(<SL>"%®*@)"%&Sﬁ)h} {i,1,n}]
Do[{e[i]=Max[Abs[(100*(z[i]1-y[i1))/z[i111}.{i,1,n}]
Do[{p[i+1]=Max[e[i+1],p[1]=e[1],p[i]11},{i,1,n}] _
Do[Print[x[1],™" ",y[1]." ",z[1].," ",e[1].” ",pli]].{1,1,n+1}]

Dorduncu Mertebeden Multiplikatif Harmonik Ortalamaya Dayanan
Runge-Kutta Yontemi-[(MGMAM-4)]:

Clear[x,y,S1,S2,S3,54];

a=0.1;b=426.1;

y[1]=2.402585093;h=0.1;n=(b-a)/h;
Do[x[1]=0.1+(i-1)*h,{i,1,n+1}]

FOx_,y_1=Exp[(x-1)/(x*y)1];

Do[{z[1]=5-9543481256696396 "-12+x[i]-Log[x[i11}.{i.1,n}]
Do[{S1=F[x[i].y[i1]1.S2=F[x[i]1+1/2 h,y[i]*(1+1/2
h*Log[S1]1)].,S3=F[x[1]+1/2 h,y[1]*(1-1/8 h*Log[S1]+5/8
h*Log[S2])].,S4=F[x[i]+h,y[1]1*(1-1/4 h*Log[S1]+7/20

h*Log[S2]+9/10 N
_ ] [(Sl)éﬁgﬁﬁ*(Sz)éﬁg%ﬁ*(s&tﬁﬁgﬁﬁ]g
hIL0g§83])],y[l+1]:y[|]*

»4,N

Do[{e[i]=Max[Abs[(100*(z[i1-y[i1))/z[1111}.{i,.1,n}]
Do[{p[i+1]=Max[e[i+1].p[1]1=e[1]1,p[i11}.{i.1.n}]
Do[Print[x[il,” ",y[il."” ".z[il," ".e[il.” ",pL[i1]1.{i.1,n+1}]

3. {i

40



Ikinci Mertebeden Multiplikatif Kontra Harmonik Ortalamaya

Dayanan Runge-Kutta Yontemi-[(2MGMAM-2)]:

Clear[x,y,S1,S2];

a=0.1;b=426.1;

y[1]=2.402585093;h=0.1;n=(b-a)/h;
Do[x[1]=0.1+(i-1)*h,{i,1,n+1}]

FIX_.y_1=Exp[(x-1)/(x*y)1;

Do[{z[1]=5-9543481256696396 "-12+x[i]-Log[x[1i]11}.{i.1,n}]
DO[{Sl=fE§[i],y[i]1582=f[X[i]+h,y[i]*(1+h*L09[Sl],y[i+1]=y[i]

« (IS B (DB 1y 1y
Do[{e[i]=Max[Abs[(100*(z[i1-y[i1))/z[i111}.{i.1.n}]
Do[{p[i+1]=Max[e[i+1],p[1]1=e[1].p[i11},{i,1,n}] _
Do[Print[x[i],” ",y[i],” ",z[i],” ",e[i],” ",p[i]1],{i,1,n+1}]

Uctinct Mertebeden Multiplikatif Kontra Harmonik Ortalamaya
Dayanan Runge-Kutta Yontemi-[(2MGMAM-3)]:

Clear[x,y,S1,52,S3];

a=0.1;b=426.1;

y[1]=2.402585093;h=0.1;n=(b-a)/h;
Do[x[1]=0-1+(i-1)*h,{i,1,n+1}]

FIx_.y_1=Exp[(x-1)/(x*y)1;

Do[{z[1]=5-9543481256696396 "-12+x[i]-Log[x[i]11}.{i.1,n}]
Do[{S1=F[x[i].y[i1]1.S2=F[x[i1+2/3 h,y[i]*(1+2/3
h*Log[S1])],S3=F[x[1]1+2/3 h,y[1]*(1+2/3h*Log[S2])]

i i [(&)%*(@%*(9)%*(53)%]2
y[i;1]=y[l]*

,N
Do[{e[i]=Max[Abs[(100*(z[i]1-y[i1))/z[i]111}.{i,1.n}]
Do[{pL[i+1]=Max[e[i+1],p[1]1=e[1].p[111}.{i.1,n}]
Do[Print[x[i],” “,y[il,” ",z[i]," ",e[i],” ",pL[i]].{i,1,n+1}]

3.{i.1
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Dorduncu Mertebeden Multiplikatif Kontra Harmonik Ortalamaya
Dayanan Runge-Kutta Yontemi-[(2MGMAM-4)1]:

Clear[x,y,S1,52,S3,54];

a=0.1;b=426.1;

y[1]=2.402585093;h=0.1;n=(b-a)/h;
Do[x[1]=0.1+(i-1)*h,{i,1,n+1}]
FIX_.y_1=Exp[(x-1)/(x*y)1;
Do[{z[1]=5-9543481256696396 "-12+x[i]-Log[x[1i]11}.{i.1,n}]
Do[{S1=F[x[i],y[11],S2=F[x[i]+1/2 h,y[i]*(1+1/2
h*Log[S1]1)].,S3=F[x[1]+1/2 h,y[i]*(1+1/8 h*Log[S1]+3/8
h*Log[S2])],S4=F[x[i]+h,y[i]*(1+1/4 h*Log[S1]-3/4
h*Log[S2]+3/2

h*Log[S3D1.yLi+1]=y[i]*

[(S]_)L%%ﬂ*(QI%?Q*(Q%*(S%*(Q)%*(g)%

1,n}]

Do[{e[i]=Max[Abs[(100*(zL[i1-y[i1))/z[i111}.{i.1.n}]
Do[{p[i+1]=Max[e[i+1],p[1]=e[1].p[i]11}.{i.1,n}]
Do[Print[x[i]." ",y[il." ",z[i1,”" ",e[i]l,” ",p[i]1]1.{i.1,n+1}]

s
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Ek B

Ornek 3.5.1, 3.5.2, 353 ve 3.5.4 icin ikinci mertebe multiplikatif harmonik
ortalamaya dayanan Runge-Kutta yontemi ile elde edilen yaklasik sayisal ¢éziimlerin

gergek coziimler ile karsilagtirildigi grafigi olusturan Mathematica kodlart:

Ornek 3.5.1 icin Ikinci Mertebe Multiplikatif Harmonik
Ortalamaya Dayanan Runge-Kutta Yontemi-[(MGMAM-2)]:

FIx_,y_1:=ExXp[(x-1)/(x*y)]:
x0=0.1;
y0=2_402585093;
xend=10.1;
steps=100;
h=(xend-x0)/steps//N;
X=x0;
y=Yy0;
eulerlist={{x,vy}}:
For[i=1, issteps, y=((f[x,y]"((Log[f[x+h,y*(1+h*Log[f[x,y11D1D
/(Logﬁ(f[x,y])(f[X+h,y*(1+h*L09[f[x,y]])])])))A(Zh))*y;
x=x+h;
eulerlist=Append[eulerlist,{x,y}];
i1++]
Print[eulerlist]
a=ListPlot[eulerlist,PlotJoined—True];
b=Pl10ot[5.9543481256696396  *"-12+Xx-
Log[x],{x,0,10.1},PlotStyle—»>RGBColor[1,0,0]];
Show[a,b]
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Ornek 3.5.2 icin Ikinci Mertebe Multiplikatif Harmonik
Ortalamaya Dayanan Runge-Kutta Yontemi-[(MGMAM-2)]:

fx_,y_1:=Exp[1/4 (1-y/20)];
x0=0;
y0=1;
xend=1.1;
steps=110;
h=(xend-x0)/steps//N;
X=x0;
y=y0;
eulerlist={{x,vy}}:
For[i=1, i<=steps,y=((f[x,y]1"((Log[f[x+h,y*(1+h*Log[f[x,y11) 1]
)/(LOE[(f[x,y])(f[X+h,y*(1+h*L09[f[x,y]])])])))“(Zh))*y;
xX=x+h;
eulerlist=Append[eulerlist,{x,y}];
1++]
PrintJeulerlist]
a=ListPlotJeulerlist,PlotJoined->True];
b=Plot[20/(1+19*Exp[-(x/4)]).,{%x,0,1.1},PlotStyle-
>RGBColor[1,0,0]1]:;
Show[a,b]
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Ornek 3.5.3 icin Ikinci Mertebe Multiplikatif Harmonik
Ortalamaya Dayanan Runge-Kutta Yontemi-[(MGMAM-2)]:

fIx_.y_1:=Exp[Cos[x]]:
x0=0;
y0=1;
xend=1.1;
steps=110;
h=(xend-x0)/steps//N;
X=x0;
y=y0;
eulerlist={{x,vy}}:
For[i=1, i<=steps,y=((f[x,y]1"((Log[f[x+h,y*(1+h*Log[f[x,y11) 1]
)/(LOE[(f[x,y])(f[X+h,y*(1+h*L09[f[x,y]])])])))A(Zh))*y;
xX=x+h;
eulerlist=Append[eulerlist,{x,y}];
1++]
PrintJeulerlist]
a=ListPlotJeulerlist,PlotJoined->True];
b=Plot[Exp[Sin[x]].{x,0,1.1},PlotStyle->RGBColor[1,0,0]];
Show[a,b]
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Ornek 3.5.4 icin Ikinci Mertebe Multiplikatif Harmonik
Ortalamaya Dayanan Runge-Kutta Yontemi-[(MGMAM-2)]:

FIx_,y_1:=Exp[-3 x?];
xX0=0;
y0=1;
xend=3.25;
steps=26;
h=(xend-x0)/steps//N;
X=x0;
y=y0;
eulerlist={{x,vy}}:
For[i=1, i<=steps,y=((f[x,y]1"((Log[f[x+h,y*(1+h*Log[f[x,y11)1]
)/(LOE[(f[x,y])(f[X+h,y*(1+h*L09[f[x,y]])])])))“(Zh))*y;
X=X+h;
eulerlist=Append[eulerlist,{x,y}];
1++]
PrintJeulerlist]
a=ListPlotJeulerlist,PlotJoined->True];
b=Plot[Exp[-x3],{x,0,3.1},PlotStyle->RGBColor[1,0,0]];
Show[a,b]
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