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OZET
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1. GIRIS

Insanlar her zaman cevrelerini tanimaya, anlamaya ve diizenini tespit etmeye caligmaktadir-
lar. Bu ¢caligmalar sonucu bilimde ilerlemeler olmustur. Ozellikle degisimin oldugu olaylar
incelemek i¢in farklarin analizi 6nem arz etmis bu da "Diferansiyel Denklemler" konusunda
calismalart arttirmustir. {lerleyen siirecte denklemleri etkileyen girdiler tam belirlenemedigi
icin uygun kosullarda deterministik model olusturulmustur. Fakat bu modellerde belirsizlik-

ler onemsenmedigi icin ¢oziimler istenilen diizeyde olamamuistir.

Modellere bu belirsizliklerin dahil edilmesi ile yeni bir modelleme metodu gelistirilmistir.
Olasilik teorisinin argiimanlarini kullanan bu modellemeye "Stokastik Modelleme" denil-
migtir. Stokastik modelleme icindeki diferansiyel denklemler ve belirsizlikleri ifade eden

giiriiltii terimi ile beraber "Stokastik Diferansiyel Denklemleri" olusturmustur.

Stokastik diferansiyel denklemleri iceren modeller kullanilarak olusturulan simiilasyonlar
dogru karar vermek i¢in ¢ok 6nemli oldugundan denklemlerin niimerik ¢dziimlerini incelen-

mesi calismamizin konusu olmugtur.

Calismamizin Ikinci boliimiinde Olgiim Teorisi ve Olasilik Teorisinin temel aksiyomatik ya-
pistyla beraber 6nemli bagliklart incelenmistir. Ayrica bu boliimde rassal degiskenler cebri

tizerinde durulmustur.

Ugiincii boliimde Stokastik Siirecler ve teoremleri incelenmis, olasilik teorisinin uygula-
malar1 gozlenmigtir. Dordiincii boliimde stokastik diferansiyel denklemler ile ilgili olarak
"stokastik tiirev" ve "stokastik integral" kavramlari incelenerek Ito Integrali ve Lemmalari
tizerinde durulmustur. Ayrica niimerik ¢6ziim metotlar1 incelenerek metotlardan bahsedil-
mistir.Besinci boliimde ise stokastik diferansiyel denklemlerin bir uygulamasi olan Black-

Scholes denklemleri ve finans matematigi kavramlar1 incelenmistir.

1.1 Tezin Amaci

Bu ¢alismanin amaci, Doga Bilimleri, Ekonomi, Finans ve diger bilimlerde kullanilan ma-
tematiksel modellerdeki stokastik diferansiyel denklemleri ve niimerik ¢oziimlerin incelen-
mesidir. Ayrica kullanilan metotlar1 gelistirmeye calismak ve bu konuda arastirma yapmak

isteyen aragtirmacilar icin Tiirkce bir kaynak olusturmaktr.



1.2 Literatiir Arastirmasi

1827-1828 yillarinda Botanik bilimci Robert Brown’in sulandirilmis polen taneciklerinin
mikroskop altinda goriintiilerinde rassal hareketleri ve izledigi yoriingeler dikkatini ¢cekmis,
bunlar1 anlamlandirmaya ¢alismistir. Brown hareketi olarak literatiire gecen bu olay1 bilim
diinyasina sunmustur. Dénemin matematikgileri ve fizik¢ileri konu tizerinde calismalarda bu-
lunmasiyla 6nemli gelismeler olmustur. Einstein, Wiener, Ornstein-Uhlenbeck matematiksel
modeller kurmugtur. Wiener tarafindan gelistirilen "Wiener 0Ol¢iisii”, Brown hareketinin an-
lagilmasinda ve ¢oziilmesinde 6nemli bir basamaktir. Fokker-Planck olusturulan diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimiinii elde etmistir. Ornstein-Uhlenbeck, Hamilton-Jacobi denklemleri ve
modellerin formiilize edilmesini saglayarak Langevin denkleminin elde edilmesine imkan

tanimiglardir.

Bachelier 20.yiizy1lin baglarinda bu denklemlerin belirsizlikler icermesi nedeniyle toplumsal
, ekonomik ve finansal olaylarda etkin bir alanda kullanilabildigi gosterdi. Finans diinyasinda

cok onemli kullanim alani olan opsiyon fiyatlama gibi modeller olusturdu.

Brown hareketinin yoriingelerinin hi¢bir noktada tiirevi olmadig i¢in diferansiyel ve integ-
rallerindeki zorlugu Gelfand’in ve Laurent Schwartz’1n ¢alismalar1 sonucu gelistirilen genel-

lestirilmis fonksiyonlar kurami ile olmustur.

Rassallik kavrami igerdigi i¢in olasilik teorisi, dl¢ii kurami ve stokastik integral konusunda
yogun c¢alismalar 1930’1u yillarda hiz kazanmagtir. 1933 yilinda A.N. Kolmogorov’un olasi-
lik teorisini aksiyomatik bir yapiyla sunmasi sonucu farkli bir boyut kazanarak hizlanmgtir.
Doob, Feller, Chung, Herris gibi matematikcilerin 6l¢tim teorisi lizerine kurulu olasilik te-
orisi, stokastik siirecler ve stokastik integral {izerine calismalar1 6nemli bir argiiman olarak
kullanmislardir. Bu ¢alismalar1 referans kabul ederek Barlett,Cox-Miller,Parzen,Kendall’in

calismalart siireci hizlandirmistir.

Stokastik diferansiyel denklemlerin(SDE) ¢6ziimiinde 1944-1946 yillarinda Kiyosi Ito tara-
findan yayinlanan makalelerle "Ito lemmalar1" ve "Ito integrali" tamimlanmis ve denklemle-
rin ¢oziimii farkli bir boyut kazanmugtir. Konu tizerine sayisiz bilim insan1 bir¢ok tez,makale
ve kitap yazmistir. Bunlardan 6zellikle son donemde Evans, Higham, Kloden, Lord, Mao,

Platen ve Oksendal’in ¢aligmalar1 dikkat ¢ekicidir.

Black-Scholes ve Merton tarafindan 1973 yilinda yayimnlanan makaleler opsiyon fiyatlama
konusunda onemli bir asama olustururken ileri matematik bilgisine ¢ok ihtiya¢c duymadan
model yardimiyla finans¢ilar icin kullanim kolaylig1 saglayarak fiyatlandirma olanag: ver-

mistir.



Ulkemizde konu iizerine yapilan ¢alismalar ise simirli sayida kalmustir. Ulusal Tez Merkezi
verilerine gore 20-30 arasindaki sayida tez kayitli olmakla beraber Ulug Capar’in "Olgiim
Kuramsall1 Olasilik ve Stokastik Kalkiiliise Giris", Kasirga Yildirak vd. "Tiirev Uriin Fiyat-
lama Teknikleri" , Mehmet F. Beyazit’in "Stokastik Finans" , Omer Onalan’in "Stokastik
Siirecler" , Ahmet H. Kayran vd. "Olasilik Teorisi ve Stokastik Siirecler" isimli kitaplari
kaynak olarak sunulmustur.



2. OLCU KURAMSALLI OLASILIGIN TEMELLERI

Bu boliimde, olasilik uzayr ve olasilik Ol¢iisiinii tanimlayabilmek ve daha iyi kullanabil-
mek icin Oncelikle o-cebir kavramini tanimlayacagiz. Ondan sonra olgiilebilirlik ve rassal
degiskenler cebrini inceleyecegiz. Ayrica matematiksel beklenti,momentler ve yakinsama

teoremlerinden bahsedecegiz.

Olasilik, bir olayn biitiin alternatif sonuglar1 icinde istenen sonuglarin analizi yapmak ama-
ciyla ortaya ¢ikmigtir. 1933 yilinda A.N.Kolmogorov tarafindan aksiyomatik olarak yapilan-
dirilmasiyla ¢aligmalar hiz kazanmigtir[11].

Aksiyomatik yapiyla birlikte kilme kurami1 6nem kazanmistir. Bu nedenle kiime kuraminin

ozelliklerini inceleyelim.

Tamm 1 (Ornekleme Uzay1). Uygun sartlar altinda yapilan iyi tanimlanmuis bir rassal de-

neyin biitiin sonuclarini iceren kiimeye "Ornekleme Uzayt" denir. Q ile gosterilir.

Deneyin istenen sonuclar1 olaylar kiimesi seklinde ise biiytik harflerle ifade edilir. A,B,C..
gibi

Olay kiimelerini eleman olarak kabul eden kiimeye "Olaylar Toplulugu" denir. &« , # , .7 ,
¢ gibi majiskiil harflerle gosterilir. @ bir olay , A olaylar kiimesi ve .7 olaylar toplulugu ise
aralarindaki iligki

wcAcd

seklindedir. Ornekleme Uzayinin elemanlar1 olan olay veya olaylar kiimelerinin birbirinden
farkli durumlarina dikkat edilmelidir. Kiimeler; sonlu elemanli , sayilabilir sonsuz elemanli

ve sayillamaz sonsuz elemanl olabilir[11].

Simdi o-cebir kavramini izah edelim.

2.1 Sigma Cebir ve Ozellikleri

Tammm 2. o7 , Q ile gosterilen drnekleme uzaymn herhangi bir alt kiimelerinin toplulugu
olsun. of toplulugu asagidaki kosullart sagliyorsa </ kiimesine Q iizerinde o-cebir de-
nir[10, 11].



i. Qe
ii. VA c o ise A° € < dir.

iii. A1,Ap,A3,-- Ay, - € of ise |J Ay € o dir.
k=1

(Q,.4 ) ikilisine ise "Ol¢iim Uzay1" denir:

Teorem 1. o/ , Q icinde bir 6-cebir olsun. Buna gore ,

i. 0o

ii. A1,A2, Az, Ag,-+ € o ise (| Ay € o dir.
k=1

iii. A,Be o/ ise A\B¢€ o/ ve AAB € < dir.

Kanut. i. o , Q tizerinde o-cebir oldugundan Q € o7 dir. Tanim 2’den dolay1 Q¢ =0 €
o/ dir.

ii. Aj,Ap,A3,---,Ag, -+ € o/ olmak iizere o7 , Q iizerinde o-cebir oldugundan,

A ASAS, - AL €/ dir. U AL = ([N Ap)¢ € &/ dir.o-cebir olma 6zelliginden
k=1 k=1

dolayr N Ay € .
k=1

ili. A,B € & ise A° ve B¢ € o/ dir. Tamim 2’den dolay1 ANB® = A\ B € </ dir. Benzer
sekilde A, B € &7 Tanim 2’den dolayr AUB,ANB € 7 dir . Buradan (AUB)\ (ANB) =
AABeE o [1]

O
Tanim 3. Bir Q kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir € kiimeler toplulugu asagida verilen
kosullart saglarsa € ye Q iizerinde yar1 cebir denir.
i) Qe¥

ii) A € € ise A°, € nin elemanlarindan olusan sonlu sayida ikigerli ayrik kiimelerinin

birlesimi olarak ifade edilir.
iii) A,B€ € ise ANB € ¥ dir.

Tamim 4. Bir Q kiimesinin alt kiimelerinden olugan bir € kiimeler toplulugu olsun. € kiime-
ler toplulugunu kapsayan en kiiciik bir 6-cebir vardir. Bu 6-cebire ¢’ nin dogurdugu o-cebir
denir. (%) ile gosterilir.



2.1.1 Borel Kiimeleri

Tamim 5. R ’de tanimli biitiin acik araliklarin olusturdugu kiimeler toplulugunu O ile goste-
relim. O’nin dogurdugu en kiiciik c-cebire Borel o-cebir denir. 6(0) = A ile gosterilir.

Borel o-cebrinin elemanlarina ise Borel Kiimeleri denir.

2.2 Olasilik Uzay1 ve Olasilik Aksiyomlar:

Tanmm 6. [Olasilik Uzayi] Bir (Q, .o/ \P) swrali iicliisii asagida verilen sartlari saglarsa bu
iicliiye " o-toplamsal olasilik uzay1" ya da kisaca "olasilik uzay1" denir[11].
i) Q bir deneyin orneklem uzayu.
ii) <7 ,Q iizerinde c-cebir
iii) P: o/ — R kiime fonksiyonu asagida verilen kosullar: saglar.

1) VA€ o/ ise P(A) >0
2) P(Q) = 1;

3) Aie (i=1,2,3,---)AiNA; =0 (i# jvei,j=1,2,3,---) olmak iizere P(Z 1 A;) =
52 P(A) dir

Yukarida verilen P fonksiyonuna "Olasilik Fonksiyonu" denir. Kisaca "Olasilik Ol-
clisii" veya "Olasilik" olarak ifade edilir.

Teorem 2. [Olasilk Fonksiyonunun Ozellikleri] (Q, o7 ,P) olasilik uzayt olsun. Bu taktirde;

i) P(0)=0
ii) VA € o icin P(A) + P(A) = 1
iii) VA,B € o/ A C B ise P(A) < P(B)
iv) VA€ o icin0 < P(A) <1
v) YA,B € of icin P(ANBC) = P(A) — P(ANB)

vi) VA,B € o icin P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

dir[11].



Kanit. 1) Olasilik fonksiyonun (3.) 6zelliginden dolayr QU® = Q ve 0 N Q = 0 oldu-
gundan P(QUO) = P(Q) + P(0) dir. Olasilik fonksiyonun (2.) 6zelliginden P(Q) = 1
degerini esitlikte yazilirsa P(0) + 1 = 1 buradan P(0) = 0 dir.

il) VA € &/ icinANA® =0 ve AUA® = Q oldugundan olasilik fonksiyonun (3.) 6zelligine
gore P(AUAC) = P(A) 4+ P(A°) buradan P(Q) = P(A) + P(A°) = 1 olur.

iii) VA,B € o/,A C Bise B=AU(BNA®) seklinde yazilabilir. AN (BNA) = 0 oldugundan
P(A)+P(BNA) = P(B) dir. P(BNA®) >0 ve P(A) < P(B) elde edilir.

iv) VA € &7 i¢cin @ C A C Q oldugundan P(0) < P(A) < P(Q) dir. Yani 0 < P(A) < 1 dir.

v) VA,B€ o/ icinA = (ANB)U(ANB) ve (ANB)N(ANB) =0 oldugundan P(A) =
P(ANB)+ P(ANB°) dir. Buradan P(ANB“) = P(A) — P(ANB) elde edilir.

vi) VA,B € o/ i¢in (AUB) = (ANB°)UB ve (ANB°)NB = 0 oldugundan P(AUB) =
P(ANB)UB) = P(ANB) + P(B) elde edilir.Buradan

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)
bulunur[1] .

O

Teorem 3. [Boole Esitsizligi] (Q, </ ,P) olasilik uzay: olsun. A; € o/ (i =1,2,---,n) olmak
lizere
P(A1UAU---UA,) < I P(A;) 2.1

dir.

Kamit. P(A1UAy) = P(A1)+ P(A2) — P(A; NA3) ve P(A1NAy) > 0 oldugundan P(A; U
Az) < P(Al) —I—P(AQ) dir. Benzer sekilde P(Al UA; UA3) < P(Al UAZ) +P(A3) < P(Al) +
P(A2) + P(A3) elde edilir. B = U~ A; olmak iizere;

P(A{UAU---UA,) =P(BUA,) < P(B)+P(A,) <X |P(A;)

P(AyUAU---UA,) < I P(A)  dir[l].

Teorem 4. [Dizisel Siireklilik] (Q, <7 ,P) olasilik uzayt olsun.



i) A1,A2,A3,--- genigleyen olaylar dizisi olsun.(A, C Apy1,n = 1,2,3,---) Genigleyen
olaylar dizisinin limitine lim, .. A, = U;"_,A, dersek;

P(U_,A,) = lim P(A,) (2.2)

n—soo
dir.
ii) Ay1,Az,As,- - daralan(biiziisen) olaylar dizisi olsun.(A,+1 C Ay,n=1,2,3,--+) Dara-

lan olaylar dizisinin limitine lim, A, = N>_ A, dersek;

P(N=_,A,) = lim P(A,) (2.3)

n—oo

dir[11].

Kanut. i) Ay CApyr1,n=1,2,3,--- oldugundan A, = (Ay \A;) UA| ve A3 = (A3 \Az)U
(A2 \ A1) UA| yazilabilir. Benzer sekilde

Ap= (An \An—l) U (An—l \An—Z) .- (AZ \Al) UA;

U 1An = nh_r>r°10An = limp—yeo((Ap \Ay—1) U (A1 \Ap—2)U--- (A2 \A]) UA))

elde edilir.
P(Up1An) = P(AT U (A2 \ A1) U (Ap—1 \Ap—2) U (Ap \Ap—1) )

P(Uy_1An) = P(A1) + P(A2\ A1) +---P(Ay_1 \Ay—2) +P(Ay\ A1) -+
P(U,Z1An) = limy e (P(A1 + P(A2\ A1) -+ + P(Ap—1 \ An—2) + P(An \ Ap-1))
P(U> Ay = P(r}groloAn) = limp—P((An \Ap—1) U(Ap—1 \Ay—2)U--- (A2 \A]) UA})
P A) = P(lim Ay) = lim, P(4,)
dir.
ii) 1) deki dzelik kullanarak A] C AS C A§ C --- olacak sekilde alimirsak Ay D Ay D A3 D

- olur. lim, e Ay, = N> A, idi.

P(lim A,) = P(N7_A,) = P((u;‘;lA;)C) =1-PU>_AS) =1— lim P(AS)

n—soo n—oo

—1—1lim (1 —P(A,)) = 1—1+ lim P(A,) = lim P(4,)

n—oo n—oo n—oo

P(M721An) = P(,}E}OA”) = nlgroloP(An)

dir [1].



2.2.1 Borel-Cantelli Lemmasi

Tanm 7. [Sonsuz Siklhikta] (Q, < ,P) olasilik uzay: olsun. A1,A, ... A,,... € o olaylar
dizisi i¢cin B := {w|sonsuz sayida n degeri icin @ € A, } ile tamimlanan B olaylar kiimesine

"sonsuz siklikta" A, olay1 denir. Kisaca s.s ile gosterilir.

B=\Bc=()JAx (2.4)

seklinde de ifade edebiliriz [11].

Teorem 5. [Borel-Cantelli Lemmasi] (Q, <7 ,P) olasilik uzayi olsun. A1,A, ..., A,,... € o
olaylar dizisi icin B := {@|sonsuz sayida n degeri icin ® € A, } olmak iizere p, := P(A,)
seklinde tanimlanirsa;
a) Eger X p, <ooise P(B) =0 dir.
b) Eger X7 pn=cove A1,Az,...,Ap,... olaylar bagimsiz ise P(B) = 1 dir [11].
Kanut. a) 0<P(A,,s.5.)= P(ﬂ;":l U:’:kA,,) < P(U:f:kAn) <X® DnVeXr  pp serisi-
nin yakinsakligindan dolay1 £, p, — 0 dir. Dolayisiyla P(B) = 0O olur.

b) B =Ui_ B, = U1 Mg Asdir. Ay, Az, ..., Ap, . .. olaylar1 bagimsiz oldugundan m >
k> 1ve k € Z* olmak iizere;

0 < P(B}) = ﬂA‘ ) < P( ﬂA‘
yazilabilir. Buradan
m m m
0 < P(By) <P(()Ay) =[]P@A) =TT(1-pn)
n=k n=k n=k

elde edilir. 0 < P(Bf) <[ (1 — pn) ve m — oo durumu goz oniine alinirsa ;
0<P(By) < H l—pn <exp(—X,_tpn) — 0

0 < P(B}) < 0 dolayisiyla P(B;) = 0 dir. 0 < P(B°) = P(U_ B}) <Xy P(B}) =0
ve P(B¢) = 0 buradan da P(B) = 1 dir.



2.2.2 Bagimsizhik Kavrami

Tanim 8. [Bagunsizlik] Bir olasilik uzayinda olaylarin bagimsizligint asagidaki gibi tanim-
layabiliriz;

i. (Q,4,P)olasilik uzay: olsun. Ay,A; € <7 olmak iizere P(A1NAy) = P(A1)P(A) esit-
ligini sagliyorsa Ay ve A, olaylarina bagimsizdir denir.

ii. (Q,4,P)olasilikuzayiolsun.A1,A,,... A, € o ikiserli olarak bagimsiz olmak iizere;
P(Al NA>N... ﬂAn) = P(Al)P(AQ) .. .P(An)

esitligini sagliyorlarsa Ay,A», ..., A, olaylarina bagimsizdir denir.

iii. (Q,4,P) olasilik uzayr olsun. T herhangi bir indis kiimesi olmak iizere {A;,t € T}
olaylar ailesinin ikiserli bagimsiz olaylari olmak iizere ¥Yn > 2 ve T indis kiimesinden
aliman indekslerit; <t, < ... <t, icin

n n
i=1

i=1

esitligini sagliyorsa {A;,t € T} olaylar ailesine bagimsizdur denir. [11].

2.2.3 Kosullu Olasilik

Tanmm 9. [Kosullu Olasilik] (Q, .o/ ,P) olasilik uzayr olsun. A,B € </ ve P(A) > 0 olmak

lizere

P(ANB)

P(A) (2.6)

P(BJA) :=
oranina B olayimin A olayt kogulu altinda olma olasiligi denir. Bu olasitligin degeri P(B|A)

veya Py(B) ile gosterilir[11].

2.2.4 Olasiik Yogunluk Olciisii

Ornekleme uzaymn yapisina gore olasilik olgiisii kurulurken farkli durumlara dikkat edi-
lerek olasilik kiime fonksiyonlar1 tanimlanmasi gerekir. Bu durumlarin bazilan su sekilde
ifade edilebilir [11].
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I.) Ornekleme uzay1 sonlu veya sayilabilir sonsuz elemandan olusuyorsa ;
Q=A{ow,w,...,0,} ve (n=0,1,2,... )

a) pi=0

b) ¥, pi =1 sartlarin1 saglayan p; (i = 1,2,...,n) say1 kiimesi olmak tizere P :
%/ — R kiime fonksiyonu A € .7 i¢in P(A) = }.; (g,ca) pi seklinde tanimlanur.
Bu kiime fonksiyonunun olasilik aksiyomlarini sagladig: aciktir.

I1.) Orneklem uzay1 Borel kiimelerinden olusuyorsa, yani (R, %) veya (R", %,) iizerinde
tanimli ise 0 zaman "olasilik yogunluk fonksiyonu" veya "olasilik dagilim fonksiyonu"

kullanilarak olasilik dl¢iisii hesaplanir.
Tanim 10. [Olasilik Yogunluk Fonksiyonu] R iizerinde taniml bir f fonksiyonu asagidaki
kosullart saglarsa, f fonksiyonuna Olasilik Yogunluk Fonksiyonu denir [11].
i) Vxigin f(x) >0
i) [7. f(x)dx=1dir
B € 2 olmak tizere her B Borel kiimesi i¢in f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu iizerinden

P(B) = [ f(x)dx olarak tanimlanan &l¢ii olasilik aksiyomlarini saglar. Yani (R, %) 6l¢iim
uzay: iizerinde olasilik dlciisiidiir.

Tanim 11. [Olasilik Dagilim Fonksiyonu] (R iizerinde tamimli reel degerli bir F (x) asagi-
daki kogullart saglryorsa F (x) fonksiyonuna Olasilik Dagilim Fonksiyonu , Birikimli(Kiimiilatif)
Dagilim Fonksiyonu veya Dagilim Fonksiyonu denir.

i) Vxicin1 > F(x) >0
ii) F(x), azalmayan bir fonksiyon
iii) F(x), her noktada sagdan siirekli

Dagilim Fonksiyonunu baska bir tanimla su sekilde tanimlayabiliriz;

(Q, o P) olasilik uzayt olsun. X (®) olaymna karsilik gelen P olasilik 6l¢iisiinii kullanarak
F:R —[0,1]

Vx icin F(x) = P({o : X(®) < x}) biciminde tanimlanan fonksiyona Dagilim Fonksiyonu
denir.
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Teorem 6. [Genisletim Teoremi] ¢ ,Q) iizerinde tanimli bir yart cebir olsun. € iizerinde
tamml bir kiime fonksiyonu [ : € — R nin asagidaki kosullar: sagladigin farzedelim.

i) u(A)=0
i) p(Q)=1

iii) Ay,Az,...olaylar kiimesi € nin ayrik kiimeleri olmak iizere | J;- | A; € € ve u(Ui~ Ai) =
Y 1(Ai)

Bu taktirde € ’nin dogurdugu minimal c-cebir 6 (%) iizerinde tamimlanan W élgiisiinii
genigleten olasilik olgiisii tektir. Bu olgiiyii P ile gosterelim, bu durumda P(A) = u(A)
dir [13, 19] .

Tanim 12. [Hemen Heryerde (h.h.) | R iizerinde taniml ozellik icin olusturulan sonlu ele-
manlt veya sayilabilir sonsuz elemanli bir alt kiime, diger bir ifade Lebesgue ol¢iisii sifir
olan bir kiime disinda ozellik dogru oluyorsa bu o6zellige hemen heryerde (h.h.) tanimli ozel-
lik denir.

Tamm 13. [Hemen Hemen Kesin Ozellik (h.h.k.) ] (Q, </ ,P) olasilik uzay: olsun.Bu uza-
yin tammlandigr Q iizerinde verilen bir dzellik olasilik dlciisii sifir olan bir N € <f kiimesi
disinda dogru oluyorsa bu ozellige hemen hemen kesin (h.h.k.) dzellik denir. P-h.h. ile gos-

terilir.

Tamm 14. [(R", %,) Uzerinde Tanumh Olasilik Yogunluk ve Olasilik Dagilim Fonksiyon-
lart]

(R", B,) n-boyutlu dl¢iim uzaymnda olasilik yogunluk fonksiyonu ve olasilik dagilum fonksi-

yonu asagidaki gibi tanimlanir [11].

* n tane degiskene sahip reel degerli integrallenebilir bir f fonksiyonu icin

i) f(‘x17x27' "7'xn) 2 O veya f(x17x27"' 7'xn) 2(}’1}1) 0

i) [[...[je f(x1,22,. ., X0) dxidxy .. dx, =1
kosullart saglaniyorsa f fonksiyonuna Olasilik Yogunluk Fonksiyonu denir.

* n tane degiskene sahip reel degerli bir F fonksiyonu icin

i) OgF(x],XQ,...,Xn) <1

ii) i =1,2,...,n olmak tizere biitiin x; degiskenleri icin F fonksiyonu azalmayan

fonksiyon
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iii) Herhangi bir (x1,xy,...,x,) noktasinda biitiin x; degigkenleri icin F fonksiyonu

sagdan siirekli

V) liMpinx,—s—oo F (X1,X2, ..., Xn) = 0 ve liMpinx,—soo F (X1,X2, ..., X,) = 1 kosullarim
saglayan F fonksiyonuna Kiimiilatif Dagilim Fonksiyonu ya da kisaca Dagilim

Fonksiyonu denir.

2.3 Rassal Degiskenler

Tanim 15. [Rassal Degisken] (Q, <7 ,P) olasilik uzayr olsun. Bu olasilik uzay: iizerinde ta-
mumly bir X : Q — R reel degerli fonksiyon

Vk € Rigin {®w € QX (w) <k} € &7

oluyorsa X fonksiyonuna rassal degisken denir. Rassal degiskenler ol¢iilebilir kiime fonksi-

yonlarudir.

2.3.1 Olciilebilirlik Kavram

Tamim 16. [Genel Olgiilebilirlik Kavrami] (Q,<7) ve (Q*,.o7*) iki dlciim uzayi ve f : Q —
Q* bu iki uzay arasinda tanumly bir doniigiim fonksiyonu olsun. YA* € o/ * icin f~1(A*) € o/
saglaniyorsa f fonksiyonunu of — of* dlgiilebilir bir fonksiyon olarak ifade edilir.

Teorem 7. X : Q — R reel degerli fonksiyonu (Q, <7 ,P) olasilik uzayinda rassal bir degisken
olmast icin gerek ve yeter sart of <— A olciilebilir olmasidr.

Kamit. (=)X bir rassal degisken oldugundan X (%) = X~ !(o(J)) kiime fonksiyonu oldu-
gundan kiime fonksiyonunun 6zelligi kullanilarak X ~!(o(J)) C .« olur.

(<) Benzer sekilde J C % oldugundan X~ (J) c X~ 1(%) c o O

2.3.2 Rassal Vektorler

Tanmim 17. [Rassal Vektor] (Q, </ ,P) olasilik uzayt olsun. Bu olasilik uzayinda <f «— %,
olciilebilir bir X 1 Q— R” vektor fonksiyonuna n-boyutlu rassal vektor denir.
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Teorem 8. X : Q — R” vektor fonksiyonunun olciilebilir olmast icin gerek ve yeter sart
X in her bileseni olan X; : Q — R degiskenlerinin rassal degisken yani olciilebilir fonksiyon

olmasidur.

Teorem 9. (Q,.o7 \P) olasilik uzay: olsun. Bu olasilik uzayinda;

i.) X olasulik uzayt iizerinde tanimli bir rassal degisken olsun. Buna gore
Py(B) :=P(X (%),Bc %)
ile belirlenen kiime fonksiyonu (R, ) iizerinde tanumli bir olasilik dl¢iisiidiir.
ii.) ? olasilik uzayt iizerinde tanumli bir rassal vektor olmak iizere; 9, iizerinde
Py =P(X ' (B).BE %)

ile belirlenen kiime fonksiyonu (R", 2, ) iizerinde tanimli bir olasilik olgiisiidiir [11].

Teorem 10. [Lusin Teoremi] f : [a,b] — R él¢iilebilir bir fonksiyon olsun. 6 > 0 icin |a,b]
lizerinde tamiml siirekli dyle bir ¢ (x) fonksiyonu bulunabilir ki ¢ (x) Lebesgue ol¢iisii 6 ’dan
kiiciik bir kiime disinda f fonksiyonuna esittir.

2.3.3 Rassal Degiskenler Cebiri

Tamim 18. [Rassal Degiskenlerin Pozitif ve Negatif Kismi] X : Q — R bir rassal degisken
olmak iizere X rassal degiskeninin 0 dan biiyiik olan kismu yani pozitif kisma X, 0 dan

kiiciik olan kismi yani negatif kismu X~ ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir.
1 X X=0
Xt =max(X,0) = = (|X| +X) =
2 0 X<0

0

X =min(X,0) = %(‘X‘ —X) = { -X

Tamimdan dolayt X, X~ > 0ve X = X — X~ esitligi saglamr [11].

Teorem 11. [Rassal Degiskenlerle Islemler] X : Q@ — R ve Y : Q — R iki rassal degisken

ve ¢ € R olmak iizere;

i.) ¢, X +c,c.X rassal degiskendir,
ii.) X2,|X|,X*, X~ rassal degiskendir,
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iii.) Q iizerinde X # 0 olmak iizere 1/X rassal degiskendir,
iv.) Qiizerinde X > 0 olmak iizere /X rassal degiskendir,

v) (X+Y), X.Y, X/Y(Y #0) rassal degigkendir,
vi.) max(X,Y) ve min(X,Y) rassal degiskendir

Teorem 12. X : Q — R ve f: R — R bir Borel olciilebilir fonksiyon olsun. Buna gore ,
foX:Q—R

bir rassal degiskendir.

Teorem 13. [Rassal Degisken Dizisinde Supremum-Infimum] Bir rassal degisken dizisi
Xo(n=1,2,...) ve Vo € Q icin X;(®),X>(®), ... rassal degiskenleri simirli bir say dizisi
olmak iizere bu dizinin iizerinde noktasal tammlanan sup,{X,(®)} ve inf,{X,(®)} degis-
kenleri icin,

i.) sup{X, (@) :n € N} ve inf{X,(w) : n € N} rassal degiskendir,

ii.) limsup{X,(®) : n € N} ve liminf{X, (@) : n € N} rassal degiskendir,

iii.) Yo igin lim,_e{X,(®)} limiti varsa bu limit de bir rassal degigkendir.

2.3.4 Basit Rassal Degisken ve Karakteristik Fonksiyon

Tanim 19. [Basit Fonksiyon] X : Q — R tamimlanan rassal degisken (kiime fonksiyonu)

sonlu sayida deger aliyorsa bu fonksiyona "Basit Fonksiyon" denir.

Tamim 20. [Karakteristik Fonksiyon] A C Q olmak iizere;

xA(w):{ 0 wdA

1 weEA

seklinde tanimlanan fonksiyona "Karakteristik Fonksiyon" denir.

Sonug 1. A, B C Q olmak iizere;
i.) XanB(®@) = xa(®).xp(®) = min(xa(®), xp(®))

ii.) xauB(®) = xa(®) + x(®) — Xarnp(@) = max(xa(®), xp(®))
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Sonug¢ 2. X : Q — R basit fonksiyon olsun. Aj,As,... A, € Q’mn boliintiisii vardir ve

€1,C€2,...,cn € R olmak iizere;
X = XA, T2 XA, + -+ Cn XA,

seklinde yazilabilir.
Sonuc 3. (Q, o7 .P) olasilik uzayt olsun. A € <f ise xa olgiilebilir fonksiyondur.

Tanim 21. [Basit Rassal Degisken] (Q, <7 \P) olasilik uzayinda <f -béliintiisii verilmis olsun.
X olgiilebilir fonksiyonuna "Basit Rassal Degisken" denir.

Teorem 14. X, (Q,.o7) iizerinde tamimlanan negatif deger almayan bir rassal degisken ol-
sun.Buna gore olusturulacak oyle bir X1,Xo,... basit rassal degiskenler dizisi vardir ki
Vo eQicin0<X; <Xy <...ven— o iken X,(0) — X(w) dir.

2.4 Matematiksel Beklenti (Beklenen Deger)

(Q, o7 P) olasilik uzay1 olmak iizere bir X rassal degiskenin beklenen degeri Q 6rneklem

uzay1 lizerinde
E(X) = / X(@)dP @.7)
Q

seklinde tanimlanir. Bu integral degerinin bulunabilmesi icin bazi temel integral tanimlari

asagida verilmistir [11] .

2.4.1 Baz1 Temel Integral Tanimlar

1. Riemann Integrali: a,b € R ve a < b olmak iizere , f : [a,b] — R tanimli reel degerli
bir fonksiyon [a,b] araliginin sonlu bir pargalanist olan P = {xq,x1,X2,...,X, } i¢in

a=x0<x1 <X <...<Xp_1<X,=0b Axi=x;i—x;—1(i=1,2,...,n)

M;= sup f(x) m;= inf f(x) (2.8)

Xi ] SXKX; Xi— 1 SXKX;
tanimlamalarina karsilik gelen Alt Darboux ve Ust Darboux toplamlari agagida veril-
mistir.
n

UPPf)=) MiAq  A(Pf)= imi.Ax,- (2.9)
i=1 i=1

16



dir.

supAy, — 0 iken U (P, f) = A(P, f) esitligi varsa f, [a,b] araliginda Riemann anlamda
integrallenebilir denir ve U (P, f) = A(P, f) = |, f f(x)dx seklinde gosterilir [2, 10, 11].

2. Lebesgue Integrali: (R,.#, 1) Lebesgue lciim uzayinda Lebesgue integrali rassal

degiskenin tanimina bagh olarak iic asamada insa edilir. Burada tamimlanan Lebesgue

integrali ayn1 zamanda (Q, .7, P) olasilik uzayinda tanimlanan beklenen deger integ-

raline benzerliginden dolay1 Soyut Lebesgue integrali olarak da isimlendirilir.

i.

1l.

1il.

f negatif olmayan A iizerinde tanimli basit fonksiyon ve Lebesgue oOl¢iilebilir
ikiserli ayrik kiimeler olan A,A»,...,A, kiimelerinin birlesimi A’ya denk olsun.
¢i=0(i=1,2,...,n)icin f = c1Xa, +c2Xa, + ...+ cnXa, olmak iizere ;

| rar = Y cih(4) (2.10)
A i=1

olarak tanimlanir.

f negatif olmayan Lebesgue Olciilebilir A iizerinde tanimli bir fonksiyon ol-
sun. A lizerinde tanimlanan 0 < f] < f> < ... basit fonksiyonlar dizisi vardir
ki lim, . f;, = f dir.Bu durumda;

/ fdA = lim [ f,dA 2.11)
A n—eo JA

dir. Ayrica biitiin basit fonksiyonlarin kiimesi .#; i¢inde tanimlanan ¢ basit fonk-
siyonlar1 i¢in;

/ fdr = sup | odr 2.12)
A

0<o<f /A
seklinde de verilebilir.

f , A iizerinde tanimh Lebesgue 6lciilebilir bir fonksiyon olmak iizere f = f —
f~ seklinde yazilsin. Bu taktirde ;

/A FdA = /A Fran — /A FdA 2.13)

seklinde tanimlanir. Burada [, fTdA ve [, f~dA integralleri sonlu ise [, fdA
de sonludur ve o zaman f fonksiyonuna Lebesgue anlamda integrallenebilir bir
fonksiyon denir[2, 10, 11].

3. Riemann-Stieltjes Integrali: a,b € R ve a < b olmak iizere f ve g, [a,b] kapal arali-

ginda tamiml iki reel degerli fonksiyon ve g artan olsun. [a,b] kapali araliginin

Tia=1<h<h<..<t,1<t,=b (2.14)
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seklindeki parcalanig ve

O ti1 <yi<t (i=1,2,3,...,n) (2.15)
ara parcalanmasi icin

Ai=ti1—t, Aig = g(ti) — g(ti-1) (2.16)

mesh(T,) := 1121%1& = lrglagxn(ti —ti_1) 2.17)

karsilik gelen Riemann-Stieltjes Toplami;

n

FO)-Aig =Y f(i)-18(5) — g(ti-1)] (2.18)

=1 i=1

ngE

Sn — Sn(f; T, Gn) =

~

esitliligi ile tanimlanir.
mesh(T,) — 0 iken S, = lim;, 0 Sy = lim, 00 Yor | f(i).Aig limit degeri 7, ve 0,’den
bagimsiz limiti var ve sonlu ise bu limit degerine f fonksiyonunun [a,b] iizerinde g

fonksiyonuna gore Riemann-Stieltjes(R.S) integrali denir ve

b
&:/fnmgn (2.19)
a
ile gosterilir.Burada f fonksiyonuna integrant, g fonksiyonuna integrator denir [2, 10,

11].

2.4.2 Beklenen Deger ve Ozellikleri

(Q, o7 P) olasilik uzayinda bir X rassal degiskenin beklenen degeri Q 6rneklem uzay: iize-
rinde
ﬂDz/X@MP (2.20)
Q

seklinde tanimlanmigsti.Lebesque integralinde oldugu gibi X rassal degiskenin yapisina gore
E(X)’i ti¢ farkl sekilde hesaplanur.

i. (Q, <7 P) olasilik uzayinda X rassal degiskeni basit ve negatif deger almayan fonksi-
yon olsun. X rassal degiskenini <7 Sl¢iilebilir ikiserli ayrik kiimeler olan Aj, A3, ..., A,
vec; 20(i=1,2,...,n)icin X = c1 X4, +c2Xa, + ...+ cnXa, seklinde yazarsak;

E(X) = c1P(A1) +c2P(A2) + ...+ ¢, P(A) = ) ciP(A;) 2 0 (2.21)
=1
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1l.

1il.

dir.
(Q, 4 ,P) olasilik uzaymmda X,Y > 0 basit rassal degiskenler ¢ > 0,(c € R) olmak
lizere ;

1. E(cX) =cE(X),

2.EX+Y)=EX)+E(Y),

3. X >Yise E(X) > E(Y),

4. X1,X>,... ve Y basit rassal degiskenler icin X; < X, < ... olmak lizere 0 < Y <

lim,, e X, esitsizligi icin

0<E(Y) < lim E(X,)

n—soo
dir [27].

(Q, o7 P) olasilik uzayinda X rassal degigkeni negatif olmayan .o 6l¢iilebilir bir fonk-
siyon olsun. Bu uzayda tanimlanan basit fonksiyonlardan olusan {X,,} dizisi azalma-
yan ve negatif olmayan bir rassal degigken dizisi olsun. Bu dizi i¢in lim, .. X, (®) =
X () esitligi saglansin. Bu taktirde;

E(X) = lim E(X,) (2.22)

n—soo
dir.

(Q, o7 ,P) olasilik uzayinda X ,Y negatif olmayan rassal degiskenler ve ¢ > 0,(c € R)

olmak iizere ;
1. E(cX) =cE(X),
2. EX+Y)=EX)+E(Y),
3. X >Yise E(X) > E(Y) dir [27].

(Q,.«7 P) olasilik uzayinda X bir rassal degisken olmak iizere X = X — X~ (Tanim
18) seklinde verilsin. Burada X, X~ negatif olmayan rasssal degiskenlerdir. Bu tak-
dirde E(X ™) ve E(X ) her ikisi de ayn1 anda +eo olmadigi siirece;

EX)=EX")—E(X") (2.23)

seklinde tamimlanir. Ayrica E(X)’in alabilecegi degerler ile ilgili asagidaki durumlar
gbdzoniinde bulundurulmalidir.

. EXT)<oove E(X™) <ooise E(X) <o

2.E(XT)=oove E(X) <owise E(X) =00
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3. E(X7)=oove E(XT) <ooise E(X) = —oo
4. E(X1T)=E(X") =« ise E(X) tanimsizdir [27].

(Q, o ,P) olasilik uzayinda X Y rassal degiskenler ve ¢ € R olmak iizere E(X) < oo ise;

1. E(cX) =cE(X),

2.EX),E(Y)<ewise EX+Y)<ewove E(XX+Y)=EX)+E(Y),
3. E(X),E(Y) mevcut olmak sartiyla X > Y ise E(X) > E(Y),

4. E(X) <ooise E(|X]) < oo,

5. E(X) < e ise |E(X)| < E(|X

)s
6. E(Y) <o ve|X|<Yise E(X) < oo,

7. X rassal degiskeni sinirl ise E(X) < oo dir [27].

2.4.3 Yakinsama Teoremleri

Beklenen degerin hesaplanmasi sirasinda karsilasilacak ana sorunlardan biri limitin hangi
kosullar altinda integralle yer degistirebildiginin tespit edilmesidir. Bu nedenle asagidaki
(2.24) esitliginin saglandig1 durumlarin belirlenmesi icin yakinsaklik teoremlerini inceleye-
cegiz.

lim E(X,) = E(lim X,,) (2.24)

n—soo n—soo
Teorem 15. [Monoton Yakinsaklik Teoremi] Q iizerinde tamimlanan rassal degiskenler
X1,Xp,...icin 0 < X) < Xp < ... esitsizligi mevcut ve Yo € Q icin limy,_,o X, (@) = X (o)
olsun. Bu taktirde

lim E(X,) = E(lim X,,) = E(X) (2.25)

n—yoo n—so0

dir [10, 11].

Teorem 16. [Beppo-Levi Teoremi] (Q, .o/ ,P) olasilik uzaymda {X;} : Q — [0, 0| rassal de-

giskenler olmak iizere;
/ Y {(Xyar=Y / {X}dP (2.26)
k=1 k=1

dir [10, 11].
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Sonug 4. (Q, 7 ,P) olasilik uzayimda {X;} : Q — [0,00] rassal degiskenler olmak iizere
Yo Xn, Q lizerinde yakinsak ise;

E(Y. %) = ¥ E(X,) (2.27)
n=1 n=1

dir [10, 11].

Teorem 17. [Fatou Lemmasi] (Q,.f ,P) olasilik uzayinda {X;} : Q — [0,0| rassal degis-

kenler olmak iizere;
/liminf{Xk}dP < liminf/{Xk}dP (2.28)
n—oo n—oo

dir [10, 11].

Teorem 18. [Baskin Yakinsaklik Teoremi] ) iizerinde tanimlanan rassal degiskenler X1,X>, . ..

X,Y verilmis olsun. E(Y) < oo i¢cin |X,| < Y,(n=1,2,...) ve Vo € Q i¢in lim,_,o. X, (@) =
X (@) kosullar: saglanirsa ;

lim E(X,) = E(lim X,,) = E(X) (2.29)

n—oo n—oo
dir [10, 11].

Teorem 19. [Sinirli Yakinsaklik Teoremi] Q iizerinde tamimlanan rassal degiskenler X1,X5, . ..
X ve ¢ € R verilmig olsun. |X,| < c,(n=1,2,...) ve Vo € Q i¢in lim, . X,(®) = X (@) ko-
sullart saglanirsa ;

lim E(X,) = E(lim X,) = E(X) (2.30)

n—soo n—soo

dir [10, 11].

2.4.4 Reel Sayilar Uzerinde Beklenen Deger

Bir olasilik uzayinda tanimlanan beklenen degerin R iizerinde hesaplanmasi asagidaki te-

oremler araciligiyla kurulur [11].

Teorem 20. R iizerinde verilen J kiimeleri i¢in;E(J) = [ J(x)dP, = [ xdP; iken

a. E(X)’in mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E(J) nin varolmasidur.

E(X)z/QXdP:/Rdex (2.31)

dir [11].
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b. g:R — R Borel olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere E(g(X)) ’in mevcut olmast i¢in gerek
ve yeter kosul E(g(J)) nin varolmasidir.

E(3(X)) = /Q g(X)dP = /R g(x)dP, (2.32)
dir.

Sonug 5. X rassal degiskeninin olasilik dagilim fonksiyonunun uyardigi olasilik 6l¢iisiiniin

J kiimeleri altindaki kisitlamast,yani Fx = Py|; ile hesaplanir.

Teorem 21. Q iizerinde a < X < b olmak iizere;
b
E(X)= / xdFx (2.33)

dir.

Teorem 22. X rassal degiskeninin olasilik dagilim fonksiyonu F ve g : R — R siirekli bir

fonksiyon olsun. Buna gore;
E(g(X)) < o0 / ¢dF (2.34)
genellestirilmis Riemann-Stieltjes integrali mutlak olarak yakinsaktir ve

E(s(X)) = | _gdF (2.35)

dir.

2.4.5 Momentler

Teorem 22’ye gore bir g(x) fonksiyonunun beklenen degerinin hesaplanmasinin yontemi ve-
rilmigti. Burada g(x) fonksiyonunu 6zel olarak g(x) = x” ve X rassal degiskeninin beklenen
degerine E(X) = p dersek, it. := E(X") ile tanimlanan beklenen degere . moment denir.
Ayrica i, == E((X —E(X))") = E((X — u)") ile verilen beklenen degere ise r. merkezilesti-

rilmis moment denir [11].

r =1 i¢in ui =E(X) ve u; =0 dir.r =2 igin ,ué = E(X?) ve up = E((X—u)z) =0} =
V(X) > 0 dir. up = 63 'ye varyans denir.

Sonu¢ 6. i) a,b € RicinV(aX +b) =a’V(X)

ii) V(X) =E((X —u)?) = E(X?) — u? dir
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Ayrica X, Y rassal degiskenleri i¢in kovaryans fonksiyonu
Cov(X,Y)=oxy :=E((X — )Y — ity)) (2.36)

seklinde tanimlanir.

Sonug 7. X;,Y; rassal degiskenler olmak iizere a;,b; € R (i=1,2,...,mvej=1,2,...,n)

icin
Cov(iX,-, Y v)= i zn: ibjCov(X;,Y;) (2.37)
=1 j=1 i=1j=1
m m
VY x) =Y av(x)+2Y Y aib;Cov(X;,X;) (2.38)
i=1 i=1 i<j
dir.

2.5 Carpim Uzayinda Olasilik

(Q1,.9) ve (Qp,9%) iki dl¢iim uzay olmak iizere <] X o7 seklinde tanimlanan kartezyen
carpim bolgesi bir yar1 cebirdir. Bu yar1 cebir tarafindan dogurulan minimal o-cebir 6(<7] x
afh) cebrine 7| ve b’ nin tensdr ¢carpumi denir ve o7 & <5 ile gosterilir. Bundan dolay1
(Q) X Qp, 9 ® ah) ¢iftide bir 6l¢iim uzaydir.

Bu 6l¢iim uzayinda o) € Q) ve A € &7 ® % icin A, olarak isimlendirilen kiimeye A kii-
mesinin ®; kesiti denir.
Ag, ={m € Y|(0, ;) €A}

Benzer sekilde ; w, € Q) ve A € | ® 7 igin Ay, olarak isimlendirilen kiimeye A kiimesinin
, kesiti denir.
Ap, ={01 € Qi|(01,mm) € A}

dir. Ayrica X : Q1 x Q, — R olmak iizere (Q) x Q,,.97 ® ) Ol¢lim uzayinda rassal degis-
ken olsun. X rassal degiskeninin ®; ve @,’ye gore kesitleri;

Xo, = — R Xo, () =X (0, )
Xo, =21 = R Xo,(01) =X (01, )
dir.

Tanmm 22. [Gegis Olasihigi] (Q,.9%) ve (Qq,9%) iki olgiim uzayr olmak iizere asagidaki

kosullar: saglayan fonksiyonlara gecis olasilhig1 denir.
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i. Yo, € Qy icin le(a)l, ), (Qo, %) iizerinde olasilik dlciisiidiir.

ii. YAy € 9 icin le(a)l,(oz), (Q1,.97) iizerinde dlgiilebilir bir fonksiyondur [27].
Burada P} (@1, 0,) ile gosterilen doniigiim fonksiyonu
Py (Qy,9) — [0,1]
olacak sekilde tanimlanir.

Yukarida verilen tanimlar dogrultusunda ¢arpim uzayinda olasilik dl¢iisii asagidaki sekilde

hesaplanir.

Tanim 22. de verilen sartlar1 saglayan P, (Q,.e7] ) iizerinde bir olasilik 6l¢iisti olmak iizere;
i. (Q X Qy,. o ® o) tizerinde

P(A) x Ay) = / P (01,A2)dP (@) (A1 € i, As € ) (2.39)

A
esitligini saglayan tek bir P olasilik 6l¢iisii vardir.

ii. X,(Q X Q, o ® %) ol¢iim uzay1 tizerinde tanimh pozitif degerli veya integrali var
olan bir rassal degisken olmak iizere,

/g xQZXdP:/Q ( QZX(DI(@)le((ﬂl,dwz))dﬂ(a)l) (2.40)

dir. Yani,

/QIXQZXdP: A Pl(dwl)(/szg(wl,d@)xwl(@)) (2.41)

dir.

Teorem 23. [Fubini Teoremi] (2,57, Py) ve (Qa,9%,P,) iki olasilik uzayt olmak iizere;
i (Q X Qp, 9 ® 9h) dlciim uzayinda
P(A1 XAz) =P (Al)Pz(Az) (Al < 5271,142 € foz) (2.42)

esitligini saglayan olasilik olciisii tek tiirliidiir ve P @ P; ile gosterilir.

ii. X,(QxXQ, ) ® ah) dlciim uzay iizerinde tanumly pozitif degerli veya integrali var

olan bir rassal degisken olmak iizere,
/ XdP = ( Xo, (coz)dpz(mz)) P (1) (2.43)
Ql ><Q.2 Ql Qz
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/ XdpP = ( Xo,(@1)dPi (o ))sz((Dz) (2.44)
Q[ xQ, Q NJQ

dir. Bu sekilde elde edilen (Q) x Qp, ) ® o/, Py @ Ps) olasilik uzayma (Qy,.9) ve
(Q2,.9%) olasilik uzaylarimin ¢arpum uzayt denir[10, 11].

Tanmm 23. [P Uzayinda Olasilik] (Q, <7 | P) olasilik uzayt ve p > 1 gercel sayt olmak
iizere; bu olasilik uzayt iizerinde tanumli ve p. kuvveti sonlu beklenen degere sahip rassal

degiskenlerin olusturdugu uzay £? olarak tammlanir ve
LP(Q, o, P) = {X| / IX|,dP < oo} (2.45)
Q

gosterilir. Ayrica P icinde verilen denklik siniflart tarafindan olusturulan uzay ise LP(Q, <7 , P)

sembolii ile gosterilir.

Tanim 24. L? uzayinda gercel degerli || - || fonksiyonu su sekilde tamimlayalim,

1 1

1% = ( | KPap)” = (EqxD)” (2.46)

dir [2, 11].

2.6 Olasiik Uzayinda Esitsizlikler

1. Chebyshev Esitsizligi: f fonksiyonu [0,) iizerinde azalmayan bir fonksiyon ve X
rassal bir degisken olsun. (f(0) > 0) Bu taktirde;

E(f(IX])) = f(t)P(1X| > 1) (2.47)

dir.Ayrica X rassal degiskeninin ikinci momenti sonlu ve r > 0 ise,

V(X)

P(X—EX)|>1) < 2 (2.48)
dir. t = k/V(X) = koy segilirse
1
P(IX —E(X)| > kox) < 2 (2.49)

elde edilir.
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. [1,00] araligindan segilen p, g, r sayilari igin % = % —|—é saglanirsa

XY <[ X [pll Y llq (2.50)
dir.
. Holder Esitsizligi: 117—1—5 = 1 olmak iizere X € LP,Y € L9ise XY € L' ve

[ 1x¥IaP = XY 1< X [,1Y 1, @5
dir.
. Schwarz Esitsizligi:Holder Esitsizliginde p = g = 2 alinirsa;

E(IXY]) =l XY [i<[[ X [l2[| ¥ [|2 (2.52)
olur.
. Minkowski Esitsizligi:

IX+Y (<[ X, + 1Y [l (2.53)

dir.
. Jensen Esitsizligi: ¢ : R — R tamimli konveks bir fonksiyon olmak iizere X € L! igin

ol X 1) = ¢(E(IX])) < E(9(X)) (2.54)
dir.
. X bir rassal degisken olmak tizere 1 < p < g icin
X (<[ X (< X g<II X [|-o (2.55)

veE
L.CL,CL,CL (2.56)

dir.
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2.7 Rassal Degisken Dizilerinde Yakinsama

Tanmm 25. [Noktasal Yakinsaklik] Q iizerinde {X,} (n = 1,2,...) rassal degiskenler dizisi

ve X bir rassal degisken olsun.

i. Sabit bir ® € Q i¢in lim,_,.. X, (@) = X (@) oluyorsa {X,} dizisi X’e @ ’ya gore diiz-

giin yakinsar denir.

ii. Yo € Q igin {X,} dizisi X’e ® ’ya gore diizgiin yakinstyorsa {X,} dizisi X e Q iize-

rinde yakinsar denir.

iii. Bir N € o kiimesi icin P(N) = 0 oluyorsa ve Vo € N€ icin {X, } dizisi X e ® ’ya gore
diizgiin yakinstyorsa {X,} dizisi X e hemem hemen kesin (h.h.k.) yakinsar denir.
Tanmm 26. [Olasilikta Yakinsaklhk] {X,} (n = 1,2,...) rassal degiskenler dizisinin rassal
bir degisken olan X e yakinsamasu ile ilgili olarak; Y€ > 0 icin, lim,_,.. P({® € Q|X,(®) —
X(o)| <¢€)}) = 1ise {X,} rassal degisken dizisi X e olasilikta yakinsar denir ve {X,} 5x

sembolii ile gosterilir.
xS xe{xr-x50 (2.57)

dir.

Teorem 24. Bir {X,}(n = 1,2,...) rassal degiskenler dizisinin X rassal bir degiskenine
(h.h.k.) olarak yakinsiyorsa olasilikta da yakinsar.

(X} = X (hhk) = {X,} 5 X(n— ) (2.58)

Teorem 25. Bir {X,,} (n=1,2,...) rassal degiskenler dizisinin (h.h.k.) yakinsaklig1 i¢cin yeter
sart:
Je, >0, ) & <o, Y P(IXps1—Xu| > &) <oo (2.59)
n=1 n=1

dir.
Teorem 26. [Cauchy Kriterleri]

i. Bir{X,}(n=1,2,...) rassal degiskenler dizisinin (h.h.k.) olarak bir rassal degiskene
yakinsamasi icin gerek ve yeter sart dizinin Cauchy dizisi olmasidir. Yani m,n — oo

icin X,y — X, — O(h.h.k.) saglanmasidir.

ii. Bir {X,}(n=1,2,...) rassal degiskenler dizisinin bir rassal degiskene olasilikta ya-
kinsamasu i¢cin gerek ve yeter sart dizinin Cauchy dizisi olmasidir. Yani m,n — oo icin
X — X, £> 0 saglanmasidur.

27



Teorem 27. [Zayif Biiyiik Sayilar Kanunu] X,,X>, ... bagimsiz 6zdes dagilimli ve sonlu
ikinci mertebeden momentleri olan bir rassal degiskenler dizisi olsun.Bu dizinin elemanlari-
nin beklenen degeri E(X,) = W ile gosterilsin. Buna gore,

. X1+X+...+X, p

X, = - —u (2.60)

dir [4,7, 8].

Teorem 28. [Markov Sarti] X|,X,, ... bagimsiz rassal degiskenler E(X;) = Wy ve V(X;) =
of (k=1,2,...) olmak iizere

1
lim — Y of =0 (2.61)

esitligine Markov Sart1 denir.Bu sartt saglayan {X,} diziside zayif biiyiik sayilar kanununu

saglar.

Teorem 29. [Kuvvetli Biiyiik Sayilar Kanunu] X1,X;, ... bagimsiz ozdes dagilimli bir rassal

X1 +Xo0+4...+ Xy
n

degiskenler dizisi ve ortalamasi U olsun. Eger ortalamast |1 ye yakinsiyorsa ;

Xi+Xo+...4+X, B

p)=1 (2.62)
n

P(limy_co
dir 4,7, 8].
Tamim 27. [Olasilikta Swmir] Her € > 0 icin bir a > 0 sayist
P(|X|>a)<e (2.63)

olacak sekilde varsa X rassal degiskenine Olasilikta sinirli denir.
Teorem 30. {X,} ve {Y, } iki rassal degisken dizisi ve n — oo i¢in X, 5 x,v, 5 Y saglasm.
Buna gore;
.. P
1. ce RigincX,, = cX
2. X,+Y, B x4y
P
3. X,.)Y, = XY

4. 50 5 K ve Y, £ 0(hhk.).Y #0(hhk.) dir [11].

Teorem 31. [Slutsky Teoremi] n — « icin X, P X ve f R — R siirekli fonksiyon olmak
iizere f(Xy) ER f(X) dir.
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Tanim 28. [LP’de Yakinsama] {X,},(n = 1,2,...) rassal degisken dizisi L? icinde bir dizi
olsun. n — o igin || X, — X ||,— 0 saglamirsa (p > 1) {X,,} dizisi LP de (p.ortalamada) X e

yakinsar denir ve X, 2 x ile gosterilir. Ayrica
X, 5 X < E(X,—X[P) =0 (2.64)

dir [4,7, 8, 11].

Teorem 32. X sonlu bir beklenen degere sahip rassal degisken olmak iizere; (E(|X| < o)

i. Ac o/ ,P(A)=0ise [,XdP =0,
iii. Ap€ /,(n=1,2,...),limy e P(A) = 0 ise limy 0 [4 XdP =0 dir.

Tanim 29. [Dagilinda Yakinsama] X|,X>, ... ve X rassal degiskenler ve bu rassal degis-
kenlerin kiimiilatif dagilim fonksiyonlariFy,F,, ... ve F olsun. Eger F(X)’in her siireklilik
noktasinda lim,,_,. F,(x) = F(x) ise X, dizisi X e Dagihimda yakinsar denir ve X, 4 x sek-
linde gosterilir.

Teorem 33. {X,} ve {Y,},(c € R) iki rassal degisken dizisi ve n — oo icin X, 4 X,Y, 4 ¢

saglasin. Buna gore;

+Yni>X~|—c

Xy
d
2. X%, 5 cX

s
|2<

d x .
L — = vec#0dir

n

~

Yakinsamalar arasindaki iligkiyi veren ¢izelge asagida verilmistir [11].

2.8 Kosullu Beklenen Deger

(Q, 7, P) olasilik uzayinda A € <7 olay1 kosulu altinda bagka bir B € &7 olayinin gercek-
lesme olasihig1 Py(B) = P(B|A) = PI(DB(Q‘?) idi. Benzer sekilde bir A € <7 olay1 kosulu altinda
bir X rassal degiskeninin beklenen degeri

1
E(X|A) = /Q XdBy = 5o /A XdP (2.65)
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Xn untform X \
X Q lizervide X

N

................................................................................. X h.hk > X

X,—5X
Sekil 2.1: Yakinsamalar Arasindaki iligkiler

seklinde tanimlanir.

</’nin bir pargalamig1 (boluntiisii) 6 = {A1,As,...,Ap,...} olsun. € boluntiisii ile kosullu

beklenen degeri olan

EX|?)(w i 2 ( /A nXdP) x4 () (2.66)

n=1

seklinde tanimlanir.

2.9 Bazi Onemli Dagihimlar

Olasilik ve Istatistikte kullanilan baz1 dagilimlar asagida verilmistir [1, 4, 11, 27].

1. Bernouilli Dagilim: Bir deneyin sadece iki farkli sonucu varsa bu deneye Bernouilli
deneyi denir.Genel olarak "basarili” veya "basarisiz" diye tanimlanabilir. Ornekleme
uzay1 Q = {@;, @, } seklindedir. Deneyin basarili olma sayis1 X ise;

P(X =x)= pqufx, (x=0,1)

EX)=p, V(X)=pq (2.67)
dir.

2. Binom Dagilimi:Bir Bernouilli deneyinin n defa tekrar edilmesi sonucu olugan drnek-
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leme uzayidir. Tekrarlanan olayda x defa basart icin ;

PX =x)= ( " )pxq”_x,(x:o,l,...,n)

E(X)=np,  V(X)=npq (2.68)
dir.

. Cok Terimli Dagilim:{A,A,,...,A;} bir deneyin ayrik olaylar1 {X;,X5,...,X;} ba-
gimsiz rassal degiskenleri olaylarin gozlem sayilar1 olsun. ):;‘: (pi=1ve ):;‘: | Xi=n

olmak iizere ;

n!
PX) =x1,X0=x2,...,. X =x¢) = ﬁp}"péz D (2.69)
X1: X2 ... X!

. Geometrik Dagilm:Bir Bernouilli deneyinin n defa denenmesi sonucu istenilen du-

rumun ilk defa n.denemede ortaya ¢ikma durumudur.Dolayistyla;
PX=x)=pg ', (x=0,1,...)

, VX)=— (2.70)
dir.

. Poisson Dagilimi: Siirekli bir zaman aralig1 i¢inde bir olayin kesikli gdzlem sayisina
sahip gerceklegen olaylar1 inceleyen dagilimdir.A > 0 belirlenen bir zaman araliginda
ortalama gozlem sayist olsun. X siirekli bir zaman araliginda gozlem sayisin1 veren
rassal degisken ise;
e A
P(X=x)= x=0,1,2,...
x!
E(X)=A, VX)=4 (2.71)

dir.

. Diizgiin Dagilim: X rassal deg8iskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu a,b € R ve
a < b olmak iizere;

1
. b—a a<x<b
fx) = { 0 dd. (2.72)

ise X rassal degiskenine (a,b) araliginda diizgiin dagilimina sahip denir.

EXX)= a;b, V(X) =+
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dir.

. Gamma Dagilimi: X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ;

7
Fx) = B ’;ZO 2.73)

ise X rassal degiskenine Gamma dagilimina sahip denir.
EX)=aB, V(X)=oap’

dir.
Hatirlatma:Gamma Fonksiyonu;

I'(x) :/ s e Sds,x >0
0

Ve

dir.

. Ustel Dagihm:X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu Gamma dagili-

minda & = 1 alinirsa;

1,5 0
! B¢ x> 274
&) { 0 dd. (274)

ise X rassal degiskenine Ustel dagilimina sahip denir.

dir.

. Ki-Kare Dagilimi:X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu Gamma dagi-
limida o = £, 8 =2 alinirsa;

x%pile%x x>0
flx)=< 221(5) (2.75)
0 dd.

ise X rassal degiskenine Ki-Kare dagilimina sahip denir.Dagilimin serbestlik derecesi
p ve dagilimin gosterimi X X;% seklindedir.

EX)=p, V(X)=2p
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10.

11.

12.

dir.

Weibull Dagilimi: Xrassal degiskeni Ustel dagilima sahip olsun.y > 0 ve Y = X7 ol-
mak iizere Y nin olasilik dagilim fonksiyonu;

Y
) = %yy_'eTy y>0,>0,y>0

0 dd.

(2.76)

ise Y rassal degiskenine Weibull Dagilimina sahip denir.

E<y>:mr<;+1>, v<Y>=ﬁ?[r<§+1>—r<§+1>21

dir.
Beta Dagilimi:Beta fonksiyonu Analiz derslerinde
1
B(a,B) = / X1 (1 = x)B
0

seklinde verilmistir.Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu cinsinden ifadesi ise

_ T(@r(p)

AP = Tarp)

dir.

X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ;

D(@+B) La—1(] _ -1 |
f(x):{ g(a)r(ﬁ)x (1—x) 22x< 2.77)

ise X rassal degiskenine Beta dagilimina sahip denir.

o of
EX) = VX) = (a+B)2(a+B+1)

dir.
Cauchy Dagilimi: X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ;

1 1

f(x)

ise X rassal degiskenine Cauchy dagilimina sahip denir. Cauchy dagiliminda moment

yoktur.
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13.

14.

15.

Normal Dagilim: i € R, 0 € R olmak iizere X rassal deZiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu
1 _Gep)?

flx) = am¢ 7+ YeR (2.79)

ise X rassal degiskeni Normal dagilima sahip denir. X «~ N(u, 6?) ile gosterilir. Ayrica
i = 0,02 = 1 icin normal dagilima 6zel olarak Standart Normal Dagilim denir. N(0,1)
seklinde ifade edilir. Standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu ise;

[}

f(z) = ! e T, zeR (2.80)

dir.Merkezi Limit Teoremine gore ortalamada bir¢cok dagilim normal dagilima yakin-

sar.
Log-Normal Dagilim: X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 _ (log(x)—p)?

= 262 281
f(x) \/We ( )

verilmigse Log-normal dagilimina sahiptir denir.

E(X)=e't T,  V(X)=elto _2uto’
dir.

Laplace Dagilimi: X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ;

X—0

e P acR,BecRt
_ ) 2p¢ ’ 2.82
f(x) { 0 g4 (2.82)

ise X rassal degiskenine Beta dagilimina sahiptir denir.

EX)=a, V(X)=2B
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3. STOKASTIK SURECLER

Giinliik yasamimiz bir zaman akis1 i¢inde olan olaylar zinciridir. Bu zincirde alinacak karar-
larda siireglerin iyi incelenmesi gerekir. Bu ihtimal igeren siiregleri stokastik siirecler olarak
ifade ederiz [9, 17, 20, 21, 23, 25, 29].

3.1 Stokastik Siirecin Tanim

Tanim 30. [Stokastik Siirecler] (Q2, </, P) olasilik uzayinda tamimlanacak olan
(w,1) > X(0,t) € R 3.1)

doniisiimiine stokastik siire¢ denir. Bu doniisiimde S orneklem uzayt iken T olayin gercekles-
tigi zamani ifade eden indis kiimesidir X iki degiskenli bir rassal degisken olup ilk bileseni
orneklem uzaymdan alimirken ikinci bilesen zaman indisinden alinan gercel degerli fonksi-
yondur. X : QxT — R

Stokastik siirecler iki degisken agisindan incelenirken eger zaman degiskeni sabitlenirse ayn
anda 6rneklem uzayda olan olaylar incelenir bu da X;(®) seklinde rassal degiskendir. Eger
o degiskeni sabitlenirse o zamanda bir olayin zamana bagh degisimini inceleyen X, () sek-

linde rassal fonksiyondur([9] .

3.1.1 Sonlu Boyutlu Dagilimlar

Tamim 31. [Sonlu Boyutlu Dagilimlar] T zaman indis kiimesi t; <1, <13 < ... <1, sirali
degerleri i¢in I = {t1,12,13,...,t,} C T olan bir indis kiimesi olmak iizere Vt; € I karsilik

gelen X;, rassal degiskenlerinin olusturdugu rassal vektor ?1 = (X, X1, -, X;,) olsun.

Burada tamimlanan X vektoriine karsilik gelen olasilik dagilimina stokastik siirecin sonlu

boyutlu dagilimi denir, Py := PY) ile gosterilir.
1

{P1}1c 7 ifadesi ile sonlu boyutlu dagilimlarin ailesini gosterilir.

I ve J sonlu ve sirali iki indis kiimesi I C J olmak tizere Py = Pj; dir. Yani P, Py dagilimuin 7
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indis kiimesine gore kisitlanmasi denir [11].

3.1.2 Kovaryans Fonksiyonu

Sonlu boyutlu bir X siireci igin I = {t,t,13,...,t,} € T ve ?1 = (X, X, - .., X:,) olmak
uzere;

Hr = ,U?I = (E(Xl)’E(XZ)’7E(Xn)>

ile )7; vektoriine karsilik gelen beklenen deger ifade edilirken,

[COV(XH’XU)] ij=12,...n

seklinde kovaryanslarin olusturdugu matris ) ; veya Z? ile gosterilir.
I

Siirecteki her rassal degisken icin beklenen deger fonksiyonu
ux =ux, =EX;),t €T
ve kovaryans fonksiyonu
cx(t,s) :=Cov(X,Xs) = E[(Xy — ux (1)) (Xs — pux (s))] (3.2)
eger X; ve X; bagimsiz rassal degiskenler ise
cx(t,s) := Cov(Xs,X;) = E(Xi Xs) — Ux, Ux,, (t,s € T) (3.3)

varyans fonksiyonu ise;
o7 =cx(t,t) =V(X,),t €T (3.4)

dir [11].

3.1.3 Gauss Siireci

Tamim 32. [Gauss Siireci] Sonlu boyutlu dagilimlarin hepsi cok degiskenli normal dagilim

ise bu sonlu bayutlu dagilima Gauss Siireci denir.

I={n,n,n,...,t,} € 7 icin f; olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanur.

Fi1xas ) = \/ﬁexp(— %(%—H)(Z)I(J‘c—ﬁ)t) (3.5)
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Burada (X — ) = (x; — Wy,X2 — Mo, ..., X, — Up) seklinde satir vektorii iken Y ; : kovaryans
matrisi ve Det Y ; kovaryans matrisin determinantidir.
Eger T = [0,1],¢ € T i¢in X;’ler b.6.d ve Z = N(0, 1) rassal degiskenler ise Gauss siirecine

Normallestirilmis Gauss Siireci denir [11].

3.1.4 Duraganhk

Tanim 33. [Es Dagilmlhilik] A ve B rassal degiskenler veya rassal vektorler ya da rassal
stirecler olmak iizere eger ayni olasilik dagilimina sahiplerse es dagilimlidirlar denir ve

ALp seklinde gosterilir.
Tanmm 34. X = {X;,r € T},T C R ile tamumlanan siire¢ s.b.d. olsun.t € T indisi h zaman

otelemesi altinda degismiyorsa bu siirece Mutlak Duragan Siirec denir.

H,0,83,....t, € T,n > 1indisler ty +h,t + h,t3+h, ... t,+h € T degerleri i¢in eZer
d
(th 7Xt27Xt37 R 7th) = (Xt1+h7Xt2+h7Xt3+h7 g 0 0 7th+h) (3.6)

dir [11].

Tammm 35. ¢ indisi altinda otelenen bir X rassal siirecinin beklenen deger ve kovaryans

fonksiyonlari degismiyorsa siirece Genis Anlamda Duragan Stire¢ denir. Bu durum igin,

ux(t+h)=pux(t),cx(t+h,s+h) =cx(t,s),Yhe R 3.7)

dir. Bir Gauss Siireci mutlak duragan ise genis anlamda duragandir,terside dogrudur. Ayrica
Gauss siirecinde E(X?) < oo oldugu zaman genis anlamda duraganligina ikinci dereceden

duraganlik denir.

Tamim 36. X rassal siireci n > 2 pozitif tamsayilariicint; <ty <t3 <...<t, € T indislerine
karsilik
X, — X1, Xt = Xppy . Xp, — Xo, (3.8)

artislarinin olusturdugu rassal degiskenler bagimsiz rassal degisken ise X siirecine Bagimsiz
Artigh Siire¢ denir.

Eger X siireci X; — X 4 Xoon— X, (t,s,t+h,s+h €T) esitligi saglaniyorsa siirece Dura-
gan Artigh Siire¢ olarak adlandirilir [11].
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3.1.5 Stokastik Siirecin Olasihik Dagilimi

Teorem 9°da bir rassal degiskenin veya rassal vektoriin R veya R” tizerindeki olasilik 6l¢iisii
tanimlanmugti. Stokastik siirecin olasilik 6l¢iisii sonsuz boyutlu bir fonksiyon uzayi lizerinde
tanimlanmasi gerekir.

Bu nedenle herhangi bir t aninda olusan (€, .7, P{,}) olasilik uzaylari i¢in tensor carpimi n

adet olasilik uzayia genellestirilebilir. Bu yontemle farkli / indis kiimelerine bagli olarak

Q1 ,P) = ([[@ @, F) (3.9)

rel
sonlu ¢arpim uzaylari olusturulur.({P; };c 7 olasilik ailesi)

Ayrica Qr = [l;er Q; ise Vt € T icin oy € €, olmak iizere,

W = {a)t}ZGT

sonlu dizisi veya bu dizinin herhangi bir alt dizisi @ yoriingelerini olusturur.

Buradan [];c7 € — Q, : ® — o, olmak iizere @ iizerinde s’nin koordinati ise X;(®) olarak
belirtilir [11].

Tanmm 37. [Silindirik Kiimeler]

Ri(An,An, . A) = (JTA) x (T ). (A € ) (3.10)

tel tel¢

formulasyonu ile yazilan kiimeye A; X A;, X ... X A;, tabanli Silindirik Kiime denir. Yani
R = { X [1,c1c Q| € T} toplulugudur.

Ayrica (Qr, o/, P) uzayina ise Kanonik Olasilik Uzay: denir [11].

3.1.6 Sayma Siirecleri

{Ns;t > 0} stokastik siireci belirli rassal degiskenler igin t aninda bir olayin tekrar sayisini

belirtiyorsa bu siirece Sayma Siireci denir.Sayma stirecinin ozellikleri ile ilgili olarak ;

i. Ny2>20
ii. Ny e ZU{0}
iii. s <tigin Ny < NV
iv. s <t icin Ny — N, ifadesi (s,¢] aralifinda gozlemlenen olay sayisidir [11].
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3.1.7 Filtrasyonlar

Tamm 38. (Q, <7, P) bir olasilik uzayi olsun. Bu uzayda {%;},(t > 0) seklinde verilen o-
cebirler toplulugu asagidaki sartlart saglryorsa bu c-cebir topluluguna Filtrasyon denir ve
F ile gosterilir .

i. % CF

ii. s<ticin ¥y C Fy

Sonug olarak filtrasyonlar genisleyen bilgi kiimeleridir.

Tamm 39. [Adapted Filtrasyon] {X;,t > 0} seklinde verilen bir rassal siirecin her rassal
degiskeni X;,.F 'ye gore ilciilebilir ise { F ,t > 0} filtrasyonuna adaptedir yani Adapted Filt-

rasyon denir.

Tanim 40. [Dogal Filtrasyon] 7; = 6{X;s <t} := G(Usgt G(Xs)> olarak verilen filtras-
yona Dogal Filtrasyon denir.

Dogal filtrasyon bir siirecin adapte olabilecegi en kiiciik filtrasyondur.

Tamim 41. [Sagdan Siirekli Filtrasyon] {.%;},>0 seklinde verilen bir filtrasyonda 7" :=
NexoFrre bu durumda F; = F;" esitligi saglantyorsa { F } 1> filtrasyonuna sagdan siirekli
filtrasyon denir.

3.1.8 Durma Zamani

Tamim 42. [Durma Zamani] (Q, <7, P) bir olasilik uzayt ve {.% },>0 bu uzayda tanumli bir

filtrasyon olsun.T : Q — [0, 00| tamumlanan rassal degisken
{T(w)<tyeF,  Vie[0,=)

sartint sagliyorsa T 'ye Durma Zamani denir.

Durma zamani bir siirecin ne zamana birakilmasinin daha iyi olduguna karar verme ani ola-
rak kabul edilir.
T durma zamani verildiginde Fr = {A € Z|AN{T <t} € F,Vt > 0} olaylar toplulugu

durma zamanina kadar gecen olaylarin kiimesidir.

T bir durma zamani olsun. Eger T asagidaki kosullar1 saglayan durma zamanlarinin olugtur-

dugu dizi {7, }(n > 1) varsa T"ye dnceden kestirilebilir bir durma zamani denir [11].
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i. {T > 0} kiimesi iizerinde 7, < T
ii. T, genisleyen bir dizi

ii. limy, .7, =T (h.hk.)

Stokastik siireglerde 6nemli bir adim olan Kanonik iki siireci inceleyelim.

3.2 Poisson Siireci

Tamim 43. [Poisson Siireci] {X;};>0 duragan ve bagimsiz artigl bir sayma siireci ve A > 0
icin asagidaki kosullart saglryorsa bu siirece A hizinda Poisson Siireci denir [9].

i. Xo=0
ii. P(Xy=1)=2Ah+o(h),  (limy o= =0)

iii. P(X; >2)=o(h)

Poisson siireci siirekli zamanli bir stokastik siire¢ olmasina ragmen siirecin rassal degisken-

leri ayrik rassal degiskenlerdir.

Teorem 34. Bir Poisson siirecindeki X;,(t > 0) rassal degiskenleri Ah parametreli Poisson
Dagilimina sahiptir.

Bir Poisson siirecinde 7, "n. olayi gozlemlendigi zamani" gostermek iizere Y, ise "'n — 1. ve

n. olaylarin gozlemlenmesi siiresi arasinda gecen zamani" temsil etsin.Bu taktirde ;

* T,,A ve n parametreli Gamma dagilimina sahiptir.

* Y,, A parametreli Ustel dagilima sahiptir.

Tanim 44. [Poisson Gegis Olasiliklari] Bir Poisson siirecindeki X;,(t > 0) rassal degis-
kenleri icin duragan artish olduklarindan X;_ 4 X; — X, (s < t) dir. Yani s amindan t anina
kadar olan artist ifade eden X; — X rassal degiskeni A (t — s) parametreli Poisson dagilimina

sahiptir.

Bu nedenle siirece ait s aninda m farkli durumdan t amindaki n > m farkli duruma gecis

olasiligi,
[l (l _ S)]nfmefl(tfs)

(n—m)!

p(s,t;m,n) =

olur [9].
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Tanim 45. [Poisson Sonlu Boyutlu Dagilimlari] [ = {ty =0 <t <ty < ... < ty,} olmak
lizere ny;ty_q ile t; arasindaki gozlem sayist olsun.ny’larin bagumsiz artisli olma ozelligi

gozoniine alimirsa;

=ty )t A

(tj—1j-1)!

A
P? (nl,nz,...,nm):H[ (
I i=1
dir [11].

3.3 Brown Siireci

1827 yilinda Botanik bilimci Robert Brown’in mikroskop altinda polen soliisyonunu ince-
lemesi sirasinda polen taneciklerinin hareketlerinin asir1 hizli ve siirekli yon degismesine
anlam verememis daha sonra bu rastgele hareketlere Brown Hareketi(Brownian Hareketi)
veya Brown Devinimi (Brown Motion) ad1 verilmistir. Sonraki yillarda bir ¢ok fizik¢i ve
matematik¢i bu hareketi anlamaya ve modellemeye ¢alismigtir. Bu calismalar sirasinda Wi-
ener,Brown Hareketindeki taneciklerin yoriingelerinin siirekli fonksiyonlardan olusan kii-
meler oldugunu tespit etmis ve Wiener bu siirekli fonksiyonlar kiimesi icin Wiener ol¢iistinti

gelistirmistir. Bu nedenle Brown Hareketi Siirecine Wiener Siireci de denir [17].

Tamim 46. [Brown Hareket Siireci] Siirekli bir stokastik siire¢ olan B = {B;,t € [0,0)}
duragan ve bagimsiz artisl siire¢ asagidaki verilen kosullart sagliyorsa B; siirecine Brown
veya Wiener Hareket Siireci denir [8, 9, 11, 17, 23, 25].

i. Bp=0
ii. Yt > 0icin B, siireci N(0,t) normal dagilvmina sahiptir.
iii. Stirecin yoriingeleri siirekli fonksiyonlardrr.

Sonuc 8. Brown hareket siireci kosullarini saglayan B, stokastik siireci igin;

i. E(B;)=0

ii. Siirecin yoriingeleri siirekli fonksiyonlardir. Fakat hi¢bir noktasinda tiirevlenemez.

s <ti¢in B;_y—Bo=B;_; 4 B; — B, duragan artigli olma 6zelliginin sonucu olarak elde

edilebilir. Bunun sonucu olarakta B, — B degeri N(0,¢ —s) Normal dagilimina sahiptir.
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Tamm 47. [Brown Hareket Siirecinin Sonlu Boyutlu Dagilimlari] Onceki paragrafta acik-

lanan sonlu boyutlu dagilimlara Brown hareket siirecinin sonlu boyutlu dagilimlar1 denir.

Sonuc¢ 9. Brown hareket siirecine kisaca Brown Siireci diyecegiz.

I={t1 <ty <...<ty} swrali zaman indis kiimesi icin By, —B =

1,2,...,m) dir.Bu taktirde

N(Oatj _tj—1)7<j -

?1 = {Bt17Blza' .- 7Btm} (XOaYO) = (070)

olmak iizere;
{Bt() = X(),Btl = X1y-.-- 7Bl‘m = xm}

olaywni incelersek;
{BIO = 'x07Btl _Bto = X1 — X0, 7B[m _Btmfl = Xm _xm_]}

olaywina denktir. Dolayisiyla Brown siireci 6zel bir Gauss siirecidir [11].

Teorem 35. [Brown Hareket Siirecinin Beklenen Degeri ve Kovaryans Fonksiyonlari]

Brown hareket siireci kosullarint saglayan B; stokastik siirecinin beklenen degeri ve kovar-

yans fonksiyonlar: asagidaki gibidir.
i. up(t)=E(B;)=0,(t>0)
ii. 0< s <tigin siireg bagimsiz artisl oldugundan;
cp(t,s) = E(B;Bs) = min{t,s} =s (3.11)

dir[21].
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Sekil 3.6: 1000 Yoriingeli Brown Hareket Siireci

3.3.1 Yoriingelerin Salinim

Tanim 48. [Salimum] h(t),[a,b] araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. Herhangi bir béliin-
tiisii icin
Ai=ti—ti A,‘]’th(l‘l) —]’l(l‘l;l)

olmak iizere;
i h'mbirt:a=ty<t <...<t,=Dbboliintiisii icin ¥ | |A;h| toplamina h’in t boliin-
tiisiine gore salimmu denir, vy,([a, b, t) ile gosterilir.
ii. h'intoplam salimimi vy([a,D)) ile gosterilir, sup,vy([a,b], T) degerine esittir.

iii. vy([a,b]) < oo ise h’a siirl salinimli, v, = oo ise sinirsiz salimmlt denir.
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iv. Y1, |Aih|* degerine h'in ikinci dereceden salinim denir; Qy([a, b], ) ile gosterilir[11].

[0,¢] araliginin bir T = {fp =0 < #; < ... <t, = b} boluntiisii ve A;B = B;, — B;, , verilmis

olsun. Buna gore siirecin [a,b] araligindaki salinimu;

w5(@)((0.1,7) = Y [AB(o)] (.12
i=1
ve toplam salinimz;
vp(@)([0,2]) := sgpo(a))([O,t],T) (3.13)

olarak hesaplanir. Kisaca vg(®)([0,7], 7,) = v, () ile gosterilir [11].

Tanmim 49. [Yoriingenin 2. Dereceden Salimimi] Tanim 48 da verilenlere gore [0,t] arali-

ginda verilen yoriingenin
n
0p(®) Z |AB(@ (3.14)

seklinde hesaplanan degerine yoriingenin ikinci derece salimmi denir [11].

Kisaca Qp(®)([0,1],7,) = On, (@) ile gosterilir.

Tamm 50. [2. Derece Salinum Siireci] Q, ;(®) min olasiliktaki limit degerine ikinci derece

salinim siireci denir.

X stokastik siirecinin ikinci derece salinim siireci genel olarak [X], ile gosterilir. Brown siireci
icin [X], =1t dir.

3.3.2 Ozbenzesim

Matematiksel olarak kendisine veya bir parcasina benzeyen objelere 6zbenzesimli denilmek-

tedir. Ozbenzesimin 6nemli 6rneklerinden biri fraktallardar.

Stokastik bir siire¢ {X;;7 € [0,0) } olmak iizere; VT > 0 ve her rassal vektor (X;,, Xy, , ..., X;,), (n=

1,2,...)i¢in
d
(Tath 5 Tath, ey TaX[n) == ()(Tt1 ’XTIZ’ e 7XTtn) (315)

esitligini saglayan o > 0 degerine karsilik o ozbenzesimli siire¢ denir [11].

Brown siireci o0 = % olan 6zbenzesimli siirectir.

45



3.3.3 Brown Kopriisii

Tanmm 51. {X, = B, —tB1,0 <t < 1} ile tamumlanan siirece Brown(Brownian) Kopriisii

denir.
t =0vet=1icin Xo = X; = 0 oldugundan siirecin yoriingesi her iki ugtan sifir baglidir. Bu
nedenle siirece Bagli Brown Siireci de denir [11].

Siirecin sonlu boyutlu vektorleri Gauss dagilimli oldugundan bu siiregte Gauss siirecidir.
Siirecin beklenen degeri pix (¢) = 0, kovaryans fonksiyonu ise cx (¢,s) = Cov(B; —tB,Bs —
sB1) = min{t,s} — st dir.

3.3.4 Siiriiklenmeli Brown Siireci

Tanim 52. {X; = ut+oBy,t > 0,0 > 0} ile tamumlanan siirece Siiriiklenmeli Brown Siireci

denir.

Siirecin yine sonlu boyutlu vektorleri Gauss dagilimli oldugundan bu siirecte Gauss siirecidir.
Siirecin beklenen degeri py(¢) = ut, kovaryans fonksiyonu ise cx(t,s) = o2min{t,s} dir
[11].

3.3.5 Geometrik Brown Siireci
Tamm 53. {X; = e* 98 t > 0} ile tamimlanan siirece Geometrik Brown Siireci denir.

Bu siirece Ussel Siiriiklemeli Brown siireci de denir [11]. Ussel doniisiimler Gauss dagilimh

olmadigindan bu siirecte Gauss dagilimli degildir.Gauss siireci degildir.

Siirecin beklenen degeri

ve kovaryans fonksiyonu,

~ 2
s<t cx(t,s)=cx (t—s) = e (H+5) (1) (€G2S —1)

ayrica s =t icin

ox(t) = e(2u+62)t(662t

—1)
dir.
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3.3.6 Ak ve Renkli Giiriiltii

Brown siirecinin yoriingelerinin hi¢bir noktada tiirevi olmadigini ifade etmistik. Brown siire-
cinin tiirevlenebilme sorununu agsmak icin Gelfand siirecin rassal fonksiyonlar1 yerine rassal
genellestirilmis fonksiyonlar tantmlamistir. Laurent Schwartz tarafindan kurami olugturulan
genellestirilmis fonksiyonlar belli bir topolojik vektor uzayinin dualinin elemanlar1 olarak

verilir. Ozel tiirev tanimi ile her mertebeden tiirevleri vardir.

Ak giiriiltii (White Noise), Brown siirecinin tiirevi olarak tanimlandigindan siirecinin yo-
riingelerinin genellestirilmis tiirevi ak giiriiltiiyli verecektir. Simdi ak giiriiltiintin farkli bir
yaklasimi olan renkli giiriiltii siirecini inceleyelim.
Bu siirecte;
_ Bin—B;

h
(h sabit say1) olarak tanimlanir. Brown siirecinin dogrusal bir bilesimi oldugunda bu siire¢

X" 1>=>0,h>0

bir Gauss stirecidir.

Siirecin beklenen degeri
px(t) =0

ve kovaryans fonksiyonu ise

1
s<t cx(t,s) = ﬁCov(BHh —B;,Bs;, — By)

1
= ]?[s—f—h—s—min{t,s—i—h}—i—s]

1
= ﬁ(s—kh—min{t,s—l—h})

elde edilir.

Eger s+ h <t ise min{t,s+h} = s+ h ve cx(t,s) = 0 olur. X; ve X; ilintisizdir. Gauss
stireci bagimsizdir. Fakat s +h >t ise min{t,s+h} =1t ve cx(t,s) = %
dersek cx (t,s) = h;—z‘s ve siire¢ genis anlamda duragan siiregtir. Gauss siireci olarak da mutlak

olur. § =t —s

duragandr.

2 — % olur. Burada % | 0 oldugunda renkli giiriiltii-

Varyans fonksiyonuiset —s =6 =0 ise ¢
niin salintmlart sinirsiz artacagindan siire¢ gercek anlamda stokastik bir siire¢ olmayacaktir.
Yeterince kii¢iik se¢ilen h’lar i¢in X;’ler bagimsiz olmaya baslarlar. Yani b.6.d. olur ve N(0,1)

dagilimli Gauss siireci yoriingelerine benzerler.

Brown siireci {B;} ve dogal filtrasyon olan {F;,¢ > 0} olsun. ki degiskenli siirekli ve 6lgii-
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lebilir bir fonksiyon olan f i¢in X; = f(z,B;) seklinde yazilan dogal filtrasyonlar da adapted
filtrasyondur.

Siirecin dogal filtrasyonlarini genisletebiliriz. Siirecin yeni filtrasyonlarina gore adaptedtr.

{By,t = 0} bir Brown siireci ve F; = o(By,s < t),(t > 0) dogal filtrasyon olsun. Siireg s
aninda iken bir t zamaninda (¢ > s) bir olayin olasilig1 sadece s anindaki duruma baghdir.
Buna "Belleksizlik" 6zelligi denir. Yani

P(X, € B|F,) = P(X, € B|X,) = P(X, € B|6(X,)),(s > t,B € B) (3.16)

olur. Bu 6zellige MARKOV dzelligi denir.

Markov 6zelligini tasiyan siireclere Markov Siireci denir.

3.4 Brown Siirecinin Simiilasyonu

3.4.1 Weiner Olciisii

(Qy, %) ol¢iim uzayinda 6zel olarak (R, %) uzayim gozoniine alimirsak siirecin s.b.d. genis-

letilerek (R”, %) carpim uzay1 iizerinde tek bir olastlik 6lgiisii olan P tanimlanr.

0 < T < o olmak iizere ]R[O’T]’ye aralig1 lizerindeki biitiin fonksiyonlarin uzay1 seklinde

bakabiliriz. 8y Borel o-cebirlerinin [0, 7| iizerindeki tensor ¢arpimudir.

Brown siireci halindeki siire¢ olan (R”, %,) iizerinde uyardig1 bir olasilik 6lgiisii vardir. Bu

olasilik dl¢iistine Wiener olciisii denir.

Bu 06l¢ii, Brown siirecinin simiilasyonunun kurulmasi i¢in ¢ok dnemlidir.

3.4.2 Olasihikta Zayif Yakinsama

Tamm 54. [Olcii Ailesinin Stkihg:] {u,} olgii ailesi verilsin. Her € > 0 sayisina karsilik

bir K nikuz kiimesi { i, } dlcii ailesinin her iiyesi icin,
uK)>1-—¢

esitsizligini saglayorsa { W, } ol¢ii ailesine siki(bagil tikiz) denir.

48



I={t1,t2,...,t,} C [0,T] siral1 ve sonlu zaman indisleri ve P; siirecin s.b.d.’larin1 gostersin.

Teorem 36. [Olasilikta Zayif Yakinsama:] {X; ,,t > 0} , dagilimlar: p, ve s.b.d.’lart P;,
olan bir stokastik siire¢ dizisi olsun. Bu siire¢ dizisinin s.b.d.’si P; ve olasilik dagilumi i olan

stirece zayif yakinsamast icin asagidaki kosullart saglanmasi gerekir.

i. n— oo olmak iizere P, = P

ii. {w},(n=1,2,...)olasilik olgiisii ailesi sikidur.

3.4.3 Rassal Yiiriiyiis(Random Walking)

Brown siireci kullanarak rassal yiiriiyiisiin simiilasyon kurulumu icin asagidaki asamalara
gore hareket edilir.

Eksen iizerinde rastgele hareket eden polen taneciklerinin var oldugu kabul edilerek her Az

zaman birimine karsilik gelen siirede % olasilikla saga veya sola dogru Ax kadar hareket etsin.
Y1,Y,,... bagimsiz ve % olasilikla +Ax degeri alan rassal degiskenler olsun.

T

Xn,l‘:Yl—f—Yz—f——f—Y[i} 7n:[A_t

stireci tanimlanir. Bu siiregte; n — oo, At — 0 ve Ax ~ /At mertebesinde 0’a giderken Wiener
olgiisit u’ye zayif olasilikla yakinsar. ¥;’ler b.6.d. ve N(0,1) dagilimh rassal degiskenler
olmak tizere;

Y[((D)+Y2((D)+...+Yi((JJ) [
t=1i=0,1,2,...
Xnt (@) = Vi )
dogrusal interpolasyon d.d.tler
icin
1. X()J = 0
2. iy,i2,...,0, tamsayillarinin 0 < iy <ip < ... < iy < nolmak lizere

im n _Xim71

n’ n_

Xiy =Xy Xi =X oo, Xi
n’ n’ n’

n

bagimsiz rassal degiskenlerdir. Ciinkii bu artiglar dizisinin her biri sonlu sayida bagim-

S1Z % degiskeninin toplamidir.

3. Artiglar ayn1 sayida % toplamindan olusuyorsa iki dagilim aynidir.
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4. V0 <i<nigin X; ,’nin dagilimi N(0, ril) ve V[Y‘(w)JrYZ(%J“”%(w)] = ril dir.

Verilen siire¢ bagimsiz artigh ve duragan artigl oldugundan Brown siirecidir.

3.4.4 Donsker Degismezlik Prensibi

N

Xnt(@) =
(@) lineerinterpolasyon d.d.t'ler

)

{ Y1 (0)+Y5(0)+..4Y; (o) t=Li=0.1.2
L 1,2,

ifadesi ile verilen siire¢ dagilimda Brown siirecine yakinsar. Siirecin olasilik dagilimi py,, ise

Wiener Ol¢iisiine gore u’ye yakinsamaktadir [17].

3.5 Martengaller

Tamim 55. [Martengaller:] X = {X;;t > 0} stokastik siireci ve {%},>¢ filtrasyonu veril-
mig olsun. Bu siire¢ asagidaki kosullar: saglyyorsa {.%; }1>0 filtrasyonuna {.%; }-Martengali

denir.

i. Vticin E(|X;]) < oo
ii. X¢,{%:} filtrasyonuna adaptedir.
iii. Her0< s <ticin E(X;| %)= Xs(h.h.k.) dir.
Eger (iii.) kosulunda verilen esitlik yerine E (X;|.%;) > X;(h.h.k.) ise Martengale Alr-Martengal,
E(X:|Zs) < X;(h.h.k.) ise Martengale Ust-Martengal denir. Ayrica (i.) yerine X; € LP p €

[1,0) gelirse LP-Martengal denir. Bir LP-Martengel igin sup, .+ E(|1X;|P) < oo ise X'e, LP —sumrlt

Martengal denir.

Bir Martengalin beklenen deger fonksiyonu;
ux(t) = E(X;) = c,(c : sabit)

dir.

Tanim 56. [Ayrik Zamanl Martengal: ] Ayrik zamanli bir siire¢ olan X = {X,;;n=0,1,2,...}

ve {F,n=0,1,2,...} filtrasyonu verilmis olsun.

i, E(|X,|) <o, n=0,1,2,...
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ii. Xy,{%} filtrasyonuna adaptedir.

iii. Herm>1ic¢in E(X,,+m|.%,) = X,(h.h.k.) dir.

kogsullart saglamiyorsa X siirecine {.%,} filtrasyonuna adapte bir ayrik zamanli martengal

denir.

Bagimsiz rassal degiskenlerin kismi toplamlarindan olusan siire¢ ayrik zamanli martengaldir
[28].

3.5.0.1 Poisson Martengali

N = N{N; : t > 0} bir Poisson siireci ve .%; dogal filtrasyon olsun. Bu taktirde {N; — A7},
siireci {.% };>0 filtrasyonuna adapte sagdan siirekli bir L”-Martengalidir.

3.5.0.2 Brown Martengali

Poisson martengali gibi Brown siireci dogal filtrasyonuna gore L” —Martengalidir.

E(X,+1|.%,) =X, < E(Xy1+1 —Xu|-%,) = 0 olmak iizere tanimlanacak ayrik zamanli {Y,;n =
0,1,2,...} siirecine Martengal Fark Dizisi denir.

LY, =X,—X,-1n>0
ii. E(Yy|#n—1)=0du.
3.5.1 Onceden Kestirilebilir Siire¢

W = {Wy;n = 1,2,...} ayrik zamanh martengal olsun. Vn i¢in W,,.%#,_ ol¢iilebilir ise

W, %, e gore dnceden kestirilebilir siire¢ denir.

3.5.2 Martengal Doniisiimii

Y, ={Y;;n=0,1,2,...} siireci {.%,} filtrasyonuna gore bir martengal fark dizisi ve W =

{Wy;n=1,2,...} de bu filtrasyona gére dnceden kestirilebilir siire¢ olsun.
n
Zy=0, Z,=) Wi, n>1
i=1
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seklinde tanimlanan Z siirecine Y’nin W doniisiimii denir. Kisaca Z = W oY ile gosterilir
[28].

3.5.3 Brown Martengal Doniisiimii

B={B;;0 < s<t};[0,7] araliginda tamimli bir Brown siirecive 0 =19 <t} <t < ... <t <
ty =t tamm araligmin bir béliintiisit o = {0,Q}, 7 = 0(B;;;1 < j<i);(i=1,2,...,n) de
bir filtrasyon olsun.

AB = {AOB:())AiB:Bt,’ _Bti—l’(i: 1,2,...,]’1)}

rassal degisken dizisini tanimlayalim. Buna gore verilen filtrasyona adapte martengal fark
dizisidir. Ayrica
B= {Bti: Btl'—la (l = 1,2,. . ,n)}

slirecini tanimlayalim.

Bu siireg BN,l.: B;,_1 olarak tamimlandigindan 6nceden Kestirilebilir siiregtir. § eoAB bir mar-
tengaldir.

~ k ~
{B .AB}k — Z B; eA;B = ZBti—l (Bti _Bl‘i—l)

k
i=1 i=1

dir [11].

3.5.4 Martengal Yakinsakhik Teoremi

Teorem 37. {X;},>0;p > 1 icin LP-simurly ve siirekli zamanly martingale olsun. Bu taktirde
oyle bir X € LP(Q, %, P) rassal degiskeni bulunabilir ki t — oo hem LP hem de h.h.k.
olarak X;,X..'ye yakinsar.(X; — Xeo)

Ayrica {X,} Martengali kapatir denir [9].
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4. STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Doga Bilimleri, Sosyal Bilimler, Ekonomi, Finans ve diger bilimlerle ilgilenen arastirmaci-
larin zamana bagli degisimi incelemek amaciyla kurduklart modellerde diferansiyel denk-
lemler(ODE) kullanilmigtir. Fakat bu denklemlerin deterministik olmasi bir¢ok etkinin sabit
kabul edilmesi veya dikkate alinmamasi tam ¢oziimler ile model sonucu arasinda énemli
farkliliklar olusturmaktadir. Bu nedenle diger etkilerin ve belirsizlikten kaynaklanacak fark-
liliklarin olusturacag: bir terimi diferansiyel denkleme dahil etmek gerekmektedir. Boylece
Stokastik Diferansiyel Denklemler (SDE) giindeme gelmistir [3, 4, 12, 14, 20, 21, 23, 29].

Bir basglangic deger problemi olan adi diferansiyel denklem asagidaki gibi verilmis olsun:

{ (@) =0b(x(r)) (t>0) (4.1)

x(0) = xo,

Yukaridaki denklemde xp € R” ve b : R” — R” olmak iizere x : [0,00) — R” fonksiyonun
yoriingesi asagidaki gibi verilebilir [12].

x(t)

Sekil 4.1: Adi Diferansiyel Denklemin Ornek Coziim Y6riingesi

Fakat diger belirsizlikler "Ak Giiriiltii" (White Noise) terimi olarak denkleme ilave edilirse;

{ X'(t) =b(X (1)) +B(X(1)(t)  (1>0) 4.2)

X(0) = xo,

Burada &(7) := m-boyutlu "Ak Giiriilti" ve B : R” — IM™*" tamimlidir. Fonksiyonun yoriin-
gesi ise asagidaki gibi verilebilir [12].

(4.2) SDE sisteminde m = n,xo = 0,b = 0 ve B = I degerleri icin n — boyutlu Brown Hareketi
elde edilir. Kisaca W(.) sembolii ile gosterilir. Ayrica W'(.) = &(.) dir. Ak giiriiltii ,Brown

Hareketinin zamana gore tiirevidir. Yani(4.2) SDE,

dX(t)
dt

dW (1)
dt

— b(X(1)) + BX(1))

4.3)
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X(t)

Sekil 4.2: Stokastik Diferansiyel Denklemin Ornek Coziim Yoriingesi

X (1) = x0 + /O "b(X(s))ds + /0 "B(X(s))aW (4.4)

genel ¢oziimii formu elde edilir[12] .

dir. Dolayisiyla;

Brown Hareketinin hi¢bir noktada tiirevlenememesi nedeniyle integralin hesaplanmasi i¢in
daha az kisitlar gerekmektedir. Riemann-Stieltjes integrali yeterli degildir. Japon matema-
tik¢i Kiyosi Ito tarafindan 1944-1946 yillan arasinda yayinlanan makaleler stokastik integral

hesaplanmasinda énemli bir doniim noktas1 olmustur [15, 16].

Ito, yoriingeler iizerinde alman Riemann-Stieltjes toplamlarmin klasik limitleri yerine L2
uzayinda ya da olasilikta limitlerini alarak stokastik integral tamiminda genis bir integrand

ailesi lizerinde sonuca ulagir.

4.1 Stokastik Integral

4.1.0.1 Basit Siirecler ve Ito Stokastik Integralleri

X ={X; :t €[0,T]} siireci 7, boluintiisiine gore asagidaki gibi tanimlaniyorsa siire¢ Basit
Siire¢ denir[11].
T,: 0= <ti<h<..<t,=T

ZZ Ly, i (8) +Zn(@) I3 (2) 4.5)

yada kisaca

Z tl 1 tl +Z I{[ } (46)

dir.Basit siirecin ag¢ik yazilimi ise

X (O)) . Z,‘((D) i1 <t <t (i: 1,2,...11) 47
V) Zue)  t=t,=T '
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seklindedir.

Yukaridaki tanimlamada Z; ’ler, {.%;_} filtrasyonuna gore karesi integrallenebilir rassal
degiskenlerdir. Yani E(Z?) < o dir.

X = {X;;0 < s < T} basit siireci i¢in tanimlanancak olan Ito stokastik integrali,

n

/ X,dBs = Zz B.—B. ) :Z i—1(B;, — By, ;) (4.8)

formiilleri ile verilir.Diger bir ifade ile

t T n
/0 XsdBs = /O Xljo 1dBy : =Y Zi(Buin{s;1} — Bmin{ts 1 1}) (4.9)
i=1

tanimlanir.

4.1.0.2 Basit Siireclerin Ito Stokastik Integralinin Ozellikleri

Basit siirecin stokastik integrali;
t
~ [ X(0)dBy(0)  (t€[0,T) (4.10)
0

olarak tanimlanirsa /; (X )(w)’da bir stokastik siire¢ olur. Bu siireg;

i. E(L(X)(0)) =0

ii. E(2(X)(0)) = E((f§ X,(0)dBy())?) = RE(XX(0))ds 1€ [0.T]

Bu ozellige Izometri Ozelligi denir.

ii. - LX+Y)=L(X)+L(Y)
- II(CX):CII<X) (CER)
— JTXdB; = [} X,dBy+ [ X,dBy

iv. I,(X) yoriingeleri siireklidir.

v. I;(X)(w) siireci Brown siirecinin dogal filtrasyonuna adapted olan martengal 6zellik-

lerine sahiptir.
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4.1.1 Ito Stokastik Integral
X bir stokastik siire¢ ve ¢, basit stokastik siire¢ olmak iizere,
T
limp s E( / (X(@) — @n(@))2dt) = 0 @4.11)
0
varsayimi altinda .#2(P) icinde Ito integrali ;
T T

/0 X, (@)dB, () = limy o /0 0 (©)dB,(®) 4.12)

limiti ile tanimlanir. Bu limitle hesaplanan Ito integralinin 6zellikleri,

i. fo (X, +Y:)dB, = [ X,dB;+ [§ Y,dB, dir

ii. L(X)= fOT X;dB;, (t € [0,T]) siireci Brown hareket siirecinin dogal filtrasyonuna gore

martengaldir.
iii. E(L(X)(w)) =0 dir
iv. {I;(X)(w)} stokastik siirecinin yoriingeleri siireklidir

v. E((fyXsdBy)?) = [JE(X?)ds  t€][0,T]

dir[15, 16].

4.1.2 Ito Lemmalari

Ito’nun stokastik integral alarken kullandig1 argiimaanlardan en 6nemlileri arasina giren Ito
Lemmalarina stokastik degisken degistirme gozii ile bakilabilir. Taylor agilimi yardimiyla
tanimlanan bu lemmalarin diferansiyel ve integral formu asagidaki gibidir [20, 21, 23, 29] .

e Ito Lemmasi-1:

Ito Lemmasi-1 (Diferansiyel Formu): f fonksiyonu 2.defa tiirevlenebilen siirekli bir

fonksiyon olmak iizere,
1
df(B:) = f'(B:)dB; + 3 f" (B:)dt (4.13)

Ito lemmasinin diferansiyel formunu s’den t’ye integrali alinarak Ito lemmasinin in-

tegral formu elde edilir.
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Ito Lemmasi-1 (Integral Formu):

! ! / 1 ! /!
[ =1~ 18)= [ f By [ 1B @

Itointegrali Riemann integrali

e Ito Lemmasi-2:

f(t,x) iki degigkenli, siirekli ve ikinci mertebeden kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon

olmak iizere,

76,80~ 1B = [ (5B + 3ol Bldr+ [ fsxBYAB)  @13)

N

TV TV
Riemann integrali Itointegrali

dir.

4.1.3 Ito Stokastik Adi Diferansiyel Denklemler

Stokastik modellemelerde temel denklemlerden,
diferansiyel formu ile verilen stokastik diferansiyel denklemi integral formunda yazarsak;
t t
Xr = Xo +/ a(s,Xs)ds+/ b(s,Xs)dB; 0<t<T (4.17)
0 0

Ito stokastik diferansiyel denklemini elde ederiz. Denklemin 6zel durumlarii incelersek;

. Xo=0,a=0veb=1icinX; = fé dB; = B; olur. Denklemin ¢6ziimii Brown hareket

siireci olur.

il. Xo=0,a=uveb=1icinX; = fé udt + fé dB; = ut + B; olur. Denklemin ¢oziimii

suriiklenmeli Brown hareket siireci olur.

iii. Ayrica a(t,x) = ci(t)x+c(t) ve b(t,x) = 01(t)x + 02(t) olmak tizere

X, = Xo+ /0 'e1(5) X+ ca(s)|ds + /O G1(5) X+ 0a(s)|dBs  (4.18)

elde edilen stokastik diferansiyel denkleme Genel Dogrusal Ito Diferansiyel Denklemi
denir.
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4.1.3.1 Gronwall Esitsizligi:

f(t) = 0 fonksiyonu 0 < ¢ < T arahiginda a,c € R sabit degerler olmak iizere,f (1) < ¢+
a [y f(s)ds esitsizligi mevcutsa
f(t) < ce” (4.19)

dir[11].

4.1.3.2 Lipschitz Kosulu:

Bir f(x) fonksiyonu verildiginde her x,y € R i¢in

[f(x) = f)] < Klx =] (4.20)

esitsizligini saglayacak sekilde K > 0 sayis1 bulunabiliyorsa f(x)’e Lipschitz fonksiyonu

veya Lipschitz siirekli fonksiyon denir [11].

4.1.4 Ito Stokastik Adi Diferansiyel Denklemlerin Coziimleri
Genel dogrusal Ito diferansiyel denklemin 6zel hali olan,
t t
X; :Xo+c/ Xsds+ G/ X dB; 0>0 4.21)
0 0

denkleminde X ve B siirecleri arasindaki carpimsal iliskide dolay1 Carpimsal Giiriiltiilii Dog-

rusal Stokastik Diferansiyel Denklem denir.

w1 ve W2 Brown siirecinin dogal filtrasyonuna adapted siirecler olmak iizere,
" () e
X; =Xp —l-/ W ds—l—/ W™ dBg (4.22)
0 0
formunda verilen siirece Ito Siireci denir. Bu siirecin stokastik diferansiyel denklemi ise,
dax, = wVar + w®aB, (4.23)

formundadir.

e Ito Lemmasi-3: (4.22) ve (4.23) denklemleri ile verilen Ito siireci ve f(¢,x) ikinci

mertebe kismi tiirevleri varolan ve siirekli fonksiyon olmak {iizere,
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7030 = 706.%) = [[ 10X+ W )+ 5 W2 a0
+ / t fHr(x,X)W2dB, (s<1) (4.23a)

esitligi elde edilir [11] .

4.1.5 Ornstein-Uhlenbeck Siireci:

t t
X; :X0+c/ Xsds+ G/ dBy t€1[0,7] (4.24)
0 0
stokastik diferansiyel denklemiyle belirlenen siirece Ornstein-Uhlenbeck Siireci denir.

(4.24) denklemi ise Langevin Stokastik Diferansiyel Denklemi olarak adlandirilir. Bu denk-
lemin diferansiyel formu ise
dX; = cX,dt + odB; (4.25)

seklindedir. Bu denklemin ayrik zamanli modelleri 6zellikle Ekonometri’de ARMA modeli
olarak ifade edilir ve bir¢cok kullanim alan1 vardir.

Langevin dekleminin ¢oziimiinii incelersek ¢oziimde Ito lemmasi-3 denkleminde ¥; = e~ “'X;

doniigiimii yapilirsa, f(¢,X;) = e~ “x fonksiyonu igin;

fit,x) =—cf(t,x) , folt,x)=e " ve frnlt,x)=0 (4.26)

Ito lemmasi-3 denkleminde W) = cx ve W) = ¢ olur. s = 0 ve (4.26) degerlerini lemmada

yerine yazarsak

J(t, %) = £(0,X0) = /0 [l X) + Xofa(s,X,) + %szzz(S,Xs)]dS

t
+/0 sz(S,Xs)st
elde edilir.
fl(S7Xs> =—cYs Xsz(saXs) = eicSXs =Y, ve f22 =0

olduguna dikkat edilirse,

t t ¢
Yt—YOZ/ (—CYs+6Ys)ds+/ O'e‘“st:/ ce dB,

59



ve Yy = Xp oldugundan
1
X, = e“"Xo+ Ge“/ e “dB; 4.27)
0

bulunur [30].

Sonug 10. Ornstein-Uhlenbeck Siireci bir Gauss siirecidir.

4.1.6 Ito Carpim Kurah

X1 ve X iki Ito siireci olmak iizere bu siireclerin stokastik diferansiyelleri,
dx,, =w"Var + w®ap,
Xy, = WPt + w>aB,
olsun. Bu taktirde X; X, carpimida bir Ito siireci olup stokastik diferansiyeli,
d(X1X2) = X1 dXo, + Xa,0dXi , + W > W 2D dy (4.28)

elde edilir.

Teorem 38. [Levy’nin Brown Hareket Siirecinin Karakterizasyonu:] (Q,.7 ,P) olasilik
uzaywnda tammlanan {X,};(t > 0) siirekli stokastik siireci ve X? —t siireci {.%;} dogal filt-

rasyonuna gére martengal olmasi ile {X; } 'nin Brown siireci olmasi denktir [11].

4.2 Girsanov Teoremi

Teorem 39. [Girsanov Teoremi:] X; = ot +B;, 0<t < T, Xo =0 olmak iizere (Q,F,P)
olasilik uzayinda tanmimlanan bir Ito siireci olsun. Ayrica M; = e OBi— 50’ tamimlayalim. Bu
taktirde;

i. My, P olciisiine gore martengaldir.
ii. Q(A)= [,Mr(®w)dP(w) A€ .7 iletammlanan él¢ii P ile esdegerdir.

iii. Q olciisii altinda X; = ot + By bir Brown siirecidir.

: o lg? : . .
Kant. i f(t,x) = e * 2% fonksiyonu i¢in M, siirecine Ito lemmasi-2 uygulanirsa ,

f(t,B;) =M,
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il.

iil.

2
filex) = =2 £ (09, falt,x) = af (1,
Ve

/2 (t,x) = Osz(l‘,x>

yerine yazarsak ,

df(t,B;) = [fi(t,B;) + %fzz(I,Br)] + f2(t,B:)dB;

—a? 1,
= Tf(taBt) T f(t,B;) —af(t,B;)dB

olur. Buradan,
th — —OCM,dB,

t
Mi=1- [ aMap, Mo—1
0
dir.
M;, Brown filtrasyonuna gére olgiilebilir oldugundan E(M?) = E (e‘zO‘B’_O‘zt ) dir. u =

—a? ve 0 = —2a i¢in Geometrik Brown siireci olur.

T 7 -
/ E(M,zdr:/ e %ldt < oo
0 0

gerceklesir.
t
Mt - / (XMsst
0

bir Ito integraldir. Dolayisiyla M;, P dl¢iisiine gore martengaldir.

Q ol¢iistiniin ifadesi P 6lgiisiine gore mutlak siirekli oldugunu gosterir. Q(A) = 0 ise
M; > 0 oldugundan P(A) = 0 olur. Bu da bize Q ve P dl¢iilerinin esdeger oldugunu

gosterir.

Levy karakterizasyonuna gore X; nin Brown siireci oldugunu gosterelim. Yani,X; =
at + B, ve X? —t siireclerinin dQ = M;dP’ye gore martengal oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in K; = M;X; alinarak Ito ¢carpim kurali uygulanirsa;
th - M[dX[ +Xl‘dMl + dX[th
elde edilir. Buradan

th - Mt(adt + dBt) - Xt OCMtdBt - dB[ OCM,dB,
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ve M, odt — aM;(dB;)? = 0 esitligi dikkate alinirsa,
dK[ — M[(l - OCXZ)dB,

olur. Dolayisiyla P 6lciisiine gore martengaldir.

EMX,|%) EK|Z) K
Ep(X|F.) = = = — =X.(h.hk
o(Xi|Fs) E(M,|Z,) — E(M,|.Z,) : s(h-hk)

Benzer sekilde X,2 —t gosterilebilir [11].

]

Girsanov Teoreminin Genel Hali: X;,(Q,.7 , P) olasilik uzayinda tamimlanan dX; = oy (@)dt +
dBy,t € [0,T] ile verilen Ito siireci i¢in

M, = ¢~ foos(@)dBi=3 [yai(@)ds 4 10 7]

. . oo e LT 52
tanumini yapalim ve 04 (®) siireci icin Novikov sarti P dlgiisiine gore E(ez2)o %(@)ds) < oo

saglasin. Buna gore (Q,.%,) iizerinde Q olgiisii dQ(®) = Mr(w)dP(w) seklinde verilmisse,

a. M, bir P martengaldir.
b. Q olgiisti ile P ol¢iisii esdegerdir.

c. Q olciisii altinda X; siireci bir Brown siirecidir [11].

4.3 Stokastik Adi Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Coziim Metotlar:

dX, = a(t,X,)dt +b(t,X,)dW,, Xo=x (4.29)

stokastik diferansiyel denklemin tam ¢oziimii,

t t
X = Xo+ / als, X,)ds + / b(s, X,)dW, (4.30)
0 0

bulmak her zaman miimkiin olmayabilir. Bu nedenle niimerik metotlar araciligiyla yakin
degerlerle ¢coziime yaklasilabilir.

Stokastik diferansiyel denklemlerin en basit niimerik metotlarindan biri Stokastik Euler Me-
todu veya daha genel adiyla Euler-Marumaya Metodudur[11, 14, 20, 21].

62



4.3.1 Euler-Marumaya Metodu

(4.29) ve (4.30) denklemleri ile verilen stokastik diferansiyel denklemin niimerik ¢6ziimiinii
yapmak ic¢in,
AWn = W/tn-H - ‘/Vln

tht1 I+l
/ b(s, X)W, ~ b(tn, Xn)AW, / a(s, X, AW, ~ altn, X,) St
n Iy

olmak tlizere,
Xyr1 =X, +a(ty,X,)0t + b(t,, X,) AW, 4.31)

iterasyon denklemi elde edilir.

Iterasyonun uygulanmasi sirasindaki adimlarda t,, = ndt olmak iizere,

t_tn

Xt& =X,+ (Xn1—Xn) t € [tn,tasr1) (4.32)

tn+1 — Iy

iterasyon sonucu ¢ikan degere karsilik X; kesin ¢6ziimii kiyaslandiginda;

i. Eger limg,_,oE(|X; — X%|) = 0 ise iterasyon giiclii yakinsar,

ii. Eger biitiin g(x) polinomlari i¢in limg,_,q |E(g(X;) — E(g(X%"))| = 0 iterasyon zayif

yakinsar denir.

iii. Y mertebeden(order) gii¢lii ve zayif yakinsama ise asagidaki gibi tanimlanir.
E(|1X, —x%") <K(81)Y  (K;sabit)
Y. mertebeden giiclii yakinsama
|E(g(X:) — E(e(X™))| <K(81)"  (K;sabir)

Y. mertebeden zayif yakinsamadir.

4.3.2 Milstein Metodu

Stokastik niimerik metotlarindan biri de Milstein metodudur. (4.29) ve (4.30) denklemleri ile
verilen stokastik diferansiyel denklemin niimerik ¢oziimiinii farkli bir yaklagim kullanarak
elde etmeye calisir. Milstein metodu, Stokastik Taylor agiliminin Ito formiiliine uygulanmasi
esasina dayalidir.

AWy =W, ., — W,

n
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Iht1 Int1
/ b(s, X,)dW; ~ b(tn, Xn)AW, / a(s, X, AW, ~ altn, X,) St
th n

ve b(ty,X,) 1. tiirevi b/ (1,,,X,,) olmak iizere,

Xyt = X+ a(X,) St + b(X,) AW, + %b’(Xn)b(Xn)((AWn)z 1) (4.33)

denklemi elde edilir [26].
Ornek: Geometrik Brown siirecinin stokastik diferansiyel denklemi,
dX, = uXidt + o X, dW,, X(0) =Xy
icin olmak iizere Euler-Marumaya ve Milstein metotlar1 uygulanirsa
X1 = X, + uX,At + oX,VAZ (Euler — Marumaya)

veE

1
X1 = Xn+ UX, A + 06X, VAZ + 502 (Z2—1)  (Milstein)

Ornek: CIR( Cox- Ingersol-Ross) stokastik diferansiyel denklemi,
dX, = (o — BX,)dt + oV/X,dW;, X(0) =Xo >0

icin
fX)=(a-B)X, gX)=0VX

Euler-Marumaya ve Milstein metotlar1 uygulanirsa
Xo+1 =X+ (00— B) X, At + ovVX,VAZ (Euler — Marumaya)

\(

1
X1 = Xn+ (00— B) X, AL 4+ 6V/X,VAZ + ZGZ (Z>—1)  (Milstein)

dir[33].
Ornek: Vasicek stokastik diferansiyel denklemi ise

seklindedir[33].

Vasicek modelinin denklem yapisi ile CIR modelinin denklem yapis1 ayni oldugundan Euler-
Marumaya ve Milstein metotlar1 uygulandiginda benzer iterasyon denklemleri elde edilir.
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CIR ve Vasicek modelleri birbiribe benzeyen tahvil fiyatlari ile kisa donem faiz haddi ara-
sindaki dogrusal iligskiyi veren stokastik modellerdir[33].
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5. UYGULAMA

5.1 Finans Matematiginin Temel Kavramlari

Finansal tiirev iirlinleri, mevcut sistemde gelecege yonelik yapilacak olan yatirimlarda belir-

sizlikleri azaltmak ve yatirimciya da iireticiye de koruma amaci ile yapilan sézlesmelerdir.

Finansal piyasalarda kullanilan tiirev kelimesinde bu piyasalarda islem goren iiriinlerin bagka
varlik tizerine dayal1 yapilan sozlesmelerdir[33]. Bu s6zlesmeler arasinda en 6nemli olanlari
Futures, Forward, Opsiyon ve Swap sozlesmeleridir. Bir yatirnmcinin dikkat ettigi en dnemli
noktalar arasinda fiyat dalgalanmalar1 ve dalgalanmalardan kaynaklanacak olan riskleri iyi

analiz etmektir.

Bu noktada tiirev iiriinlerinin islevi, dayanak varliklarla birlikte dogru pozisyon alinarak ya-

tirimet i¢in risksiz ortam olusturmaktir[33].

Tiirev piyasalari, finansal araglarin gelecekteki bir zaman diliminde alinmasina dair alim-

satim sozlesmelerinin yapildig1 piyasalardir.
Tiirev piyasalar iki ana grupta toplanabilir.
1. Diizenli Tiirev Piyasalar : Teslimat ve nakit akisinin belli kurumlar tarafindan denet-
lendigi piyasalardir. Opsiyon piyasalari ve Futures (Vadeli Islem) piyasalar gibi...

ii. Tezgahiistii Tiurev Piyasalar1: Diizenleyici ve denetleyici kurumlarin olmadig: ta-
raflarin karsilikli alim-satim yaptig1 piyasalardir. Forward (Alivre) ve Swap (Takas)
piyasalar1 gibi...

Tiirev piyasalarinda yatirim yapan yatirimcilar eger alim yapiyorsa uzun pozisyon almus, eger

satim yapiyorsa kisa pozisyon almig denir[31].
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5.2 Opsiyon Sozlesmeleri

Opsiyon sozlesmesi, gelecekte belirlenmis bir tarihi baz alarak bu tarihe kadar bir dayanak
varlikla ilgili kullanim fiyat1 belirleyerek istenilen miktarda ve sartlarda alma veya satma
hakkini taniyan sozlesmelerdir.

Opsiyon sozlesmelerinde iki taraf vardir. Bunlar opsiyon alicist ve opsiyon saticisidir. Alici,
prim ddeyerek almak istedigi varli1 anlastig1 sartlarda belirlenen tarihe kadar alma hakki
elde ederken vazgecmesi halinde ddedigi primi kaybeder. Satici, prim 6deyen aliciya karsi

opsiyonu kullanmas1 durumunda zorunlu olarak yiikiimliiliigiinii yerine getirmelidir[31].

Opsiyon Sozlesmeleri Tle Tlgili Kavramlar

e Alim(Call) Opsiyonu: Alim opsiyonu, opsiyonu alan kisiye opsiyon sdzlesmesine
konu edilen dayanak varligin sozlesmede belirtilen fiyattan istemesi kosulunda alma

hakki verir.

e Satim(Put) Opsiyonu: Satim opsiyonu, opsiyonu alan kisiye opsiyon sdzlesmesine
konu edilen dayanak varligin sozlesmede belirtilen fiyattan istemesi kosulunda alma

hakki verir.

e Avrupa(European) Tipi Opsiyon: Vadesinden once kullanilma hakki olmayan opsi-
yondur. S6zlesmede belirtilen tarihte kullanilabilir. Oncesinden kullanilamaz.

e Amerikan(American) Tipi Opsiyon: Vadesinden Once istenilen bir zamanda da kul-

lanilabilen opsiyondur. Kullanim serbestligi vardir.

¢ Birlesik(Compound) Opsiyonlari: Opsiyonlar iizerine yazilan opsiyon sozlesmeleri-
dir. Bir Avrupa tipi opsiyonu satin almak icin bagka bir Avrupa tipi opsiyonu kullan-
mak gibi...

e Secim(Chooser) Opsiyonlari: Opsiyona sahip olan kisi, 77 aninda kullanim fiyat1 £}
olan opsiyon ile 7, aninda kullanim fiyat1 E; olan opsiyonu alim ya da satim opsiyonu

olarak almasini saglar.

e Asya(Asian) Opsiyonlari: Bu opsiyon ¢esitlerinde opsiyonun vade sonunda yapacagi
ddeme, opsiyon sozlesmesine konu olan dayanak varligin gegmisteki degeri gézoniine
almarak yapilan opsiyon sozlesmesidir.

e Geriye Doniik(Lookback) Opsiyonlar: Bu tiir opsiyonlarda 6édeme opsiyon sozles-

mesine konu olan dayanak varligin vadedeki degeri ile belli zaman araliklarinda da-
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yanak varligin maksimum ve minimum degerini gézoniinde bulundurarak belirlendigi

opsiyonlardir.

e Standart(Vanilla) Opsiyonlar: Cok karmagik olmayan tek dayanak varlik tizerinden
yapilan opsiyonlardir. En yaygin opsiyon tipidir.

o Egzotik(Exotic) Opsiyonlar: Vanilla opsiyonlarina gore daha karmasik olan opsiyon-
lardir. Birgok tiirtivardir. En c¢ok bilinen tiirleri Engelli(Barrier) opsiyonu, Asya opsi-

yonu ve Gokkusagi(Rainbow) opsiyonudur.
e Gokkusagi(Rainbow) Opsiyonlar: Birden fazla dayanak varligin alim-satiminin konu

edildigi opsiyon sozlesmeleridir.

Bunlarin disinda opsiyon s6zlesmesine konu edilen dayanak varliga gore isimlendirilen opsi-
yonlar vardir. Endeks opsiyonlari, Futures opsiyonlari, Déviz opsiyonlari ve Faiz opsiyonlari
ornek verilebilir [6, 18, 33].

5.3 Opsiyon Fiyatlama

Alim ya da satim opsiyonu sodzlesmelerinde, sozlesme geregi ddenmesi gereken prim mik-
tarin1 belinmesine opsiyon fiyatlandirmasi denir. Amag sozlesme taraflarinin haklarini koru-

yacak asgari miktardir.

Opsiyon fiyatini belirlenmesi sirasinda etkili olan faktorler ve duyarliliklarin vardir. Bu pa-
rametreler i¢in kullanilan notasyonlar asagidaki gibidir [22, 32, 33].
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X Kullanim Fiyati
S Dayanak varli§in fiyati
St Dayanak varligin T aninda fiyati

Risksiz faiz orani

Degiskenlik, dalgalanma, volatilite, difiizyon terimi, dagilma
Vade, opsiyon sézlesmesinin bittigi tarih

Simdiki zaman

Vadenin bitmesine kalan siire

Amerikan tipi alim opsiyonunun satin alma degeri
Amerikan tipi alim opsiyonunun satma degeri

Avrupa tipi alim opsiyonunun satin alma degeri

T Y v AN T 99 ¢
|

Avrupa tipi alim opsiyonunun satma degeri
2
N(d) Normal Dagilim Degeri, N(d) = ﬁ 14 e dx
Vi t aninda varligin degeri (Servet birikimi) V; = u(t,X;)

Simdi opsiyon fiyatlama tekniklerinden biri olan Black-Scholes Modelini inceleyelim.

5.4 Black-Scholes Denklemleri

1973 yilinda Fischer Black ve Myron Scholes tarafindan yayinlanan "The Pricing of Opti-
ons and Corporate Liabilities" isimli makale finans diinyasi icin 6zellikle opsiyon fiyatlama
konusunda onemli bir doniim noktas1 olmustur. Opsiyon fiyatlama ile ilgilenen bilim insan-
lar1 ileri matematik bilmeseler bile denklemin kullanimi1 sayesinde kolaylikla fiyatlandirma

yapmalarini saglamistir [5, 24].

Black-Scholes denkleminde temel dayanak noktasi baglangic olarak ele alinan hisse sentle-
rini ve benzeri argiimanlarin fiyat hareketliligini rassal yiiriiylise sahip olup dagilim olarak
Lognormal dagilimina uymasidir. Finansal araglarin bir ¢ogu da bu nedenlerden dolay1 Ge-

ometrik Brown Hareketine uymaktadir [6, 33].

Model sonucu uygulanan stokastik diferansiyel denklemler sonucu uzmanlarin kulanmasi
icin sunulan denklemler;
c=SN(d)) —XeirtN(dz) (5.1

p:Xe_rtN(—dz) —SN(—d) (5.2)

her iki denklemde de ,
In(3)+ (r+%)T

oVT

dy = (5.3)
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S _o-
PRRNLLLS -l Uil WL (5.4)

dir[6].

‘/t = Cl[Xt —|—b;ﬁt = M(I,Xt) t e [O, T]

denkleminde X; bir Ito siireci olarak diisiiniiliirse

t t
0 0

stokastik diferansiyel denkleminde Ito lemmalar1 uygulanarak stokastik diferansiyel denk-

lemde yerine yazilir.

Buradan . .
V,—V():/O [(c—r)asXs+er]ds+/0 (0asX;)dBg

esitligine ulagilir. Dolayisiyla ;
(c—=r)a:X; +ru(t,X;) = (¢ — r)up(t, X)Xy + ru(t,X;)

1
(c—r)a X, +ru(t,X;) = u (t,X;) + cXuo (1, X;) + EGZXIZMZZ(I,Xt)

X; geometrik Brown siireci oldugundan daima pozitiftir. X; = x yazarsak;

1
ru(t,x) = Eczxzuzz(t,x) +uy (t,x) 4+ rxus(t,x) x>0, re]0,7T] (5.5)

kismi diferansiyel denklemine ulasilir. t aninda satilan stokun saglayacagi risksiz kar ortala-
madan diisiiliirse Black-Schole diferansiyel denklemi,

1
ru(t,x) = Eozxzuzz(t,x) +uy(t,x) + (r — p)xua(t,x) (5.6)
halini alir.

Ornek: Vadesinin dolmasina 3 ay kalan bir Avrupa satim opsiyonunun simdiki endeks degeri
10000 lira olsun. Kullanim degeri 9800 lira olan bu opsiyonu risksiz faiz haddi %20 ve
endeks degiskenligi (dalgalanmasi) %30’ oldugu kabul edilirse opsiyon primi kag liradir?

Coziim: Verilen bilgileri yazarsak;

So=10000 K =9800 r=%20 o= %30 T:%:0.25
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dir. dy ve d, degerlerini hesaplarsak;

In(39990) 4 (0.20 + (0.30)?/2)(0.25)
0.301/0.25

dr = 0.5430 - 0.30v0.25 = 0.3930

dy = =0.5430

N(d)) =02936  N(dp) =0.3472

Opsiyon degeri;
C = 10000(0.2936) — 9800(0.3474)¢(~0-200(0-25) — 300.5909

bulunur.
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6. SONUC VE ONERILER

Stokastik diferansiyel denklemler konusu daha iyi anlagilmasi icin Matematigin onemli dal-
lar1 arasinda olan Olasilik Teorisi, Olgiim Teorisi, Niimerik Analiz, Diferansiyel Denklemler
ve Stokastik Siire¢ dallarini 1y1 kavranmasi gerekmektedir. Bu nedenle zorlu bir siire¢ olan
calismada temel kavramlar irdelenmis ve uygulama sahasi olarak Black-Scholes denklemine
gozatilmistir. Niimerik ¢oziimleme metotlarininda verildigi ¢alismada bir¢ok uygulama sa-
hasinin olmas1 ve metotlarin belirsizliklere gére modeller olusturulabileceginden kisith kal-

migtir.

Simiilasyon metotlarida kullanarak gercek diinya problemlerinin daha iyi modellenebilme-
sini saglayan PDE ve SDE, iilkemizde sayili bilim insanlar1 disinda yeni yeni calisiimaya
baglanmistir. Ozellikle metotlarin kisitlarinin azaltilarak daha yaygin kullanilabilir hale geti-
rilmesi miimkiindiir. Aragtirmacilarin bu konu iizerinde daha fazla duracagim diisiiniiyorum.
Bu konuda c¢aligmalarimizin giris kismi gibi olan ¢alisma temel kaynak olusturmas: hedef-

lenmistir.
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EK :Matlab Kodlar1[14]

Higham D.J.

EEEE LSS EE L L LSRR

#BPATH]1 Brownian path simulation

randn(’state’,168)

T =1; N = 500; dt = T/N;
dW = zeros(1,N);

W = zeros(1,N);

di(1) = sgrt(dt)®*randn;
W(1) = dW(l);
for j = 2:N

dil(j) = sqgrt(dt)*randn;

W(3) = W(j-1) + du(j);
end

plot([@:dt:T],[6,W], 'r-")
xlabel('t', "FontSize',16)

% set the state of randn

% preallocate arrays ...
% for efficiency

# first approximation outside the loop ...

% since W(B) = @ is not allowed

% general increment

% plot W against t

ylabel('W(t)", 'FontSize',16, 'Rotation”,d)

Sekil 6.1: Brown Hareket Siirecinin Yoriingeleri

Ornek

25 T T

1 1 | 1 1 | 1

0 0.1 0.2
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t

Sekil 6.2: Brown Hareket Yoriinge Ornegi
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#BPATH2 Brownian path simulation: wvectorized

randn('state’,188) % set the state of randn
T =1; N = 508; dt = T/N;

dil = sgrt(dt)*randn{l1,N); % increments
W = cumsum{dW); % cumulative sum

plot([@:dt:T],[8,W], 'r-") % plot W against t
xlabel('t’, FontSize",16)
ylabel( 'W(t)", 'Font5ize',16, 'Rotation’,B)

Sekil 6.3: Brown Hareket Siirecinin Yoriingeleri

Ornek

0.8 T T T T T T T T T

0.4 3

0.2 I

04 -

-0.6 - b

-0.8 r

| 1 | | 1 | 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

Sekil 6.4: Brown Hareket Yoriinge Ornegi



#EMSTRONG Test strong convergence of Euler-Maruyama

b4
% Solves dX = lambda*®*X dt + mu®X di, X(@) = Xzero,
% where lambda = 2, mu = 1 and Xzer@ = 1.
%

% Discretized Brownian path over [8,1] has dt = 2*(-9).

% E-M uses 5 different timesteps: 16dt, 8dt, 4dt, 2dt, dt.
% Examine strong convergence at T=1: E | X L - X(T) |.

randn(state’,108)

lambda = 2; mu = 1; Xzero = 1; % problem parameters
T=1; N=2"9; dt = T/N; %
M = 18a8; % number of paths sampled
Xerr = zeros(M,5); % preallocate array
for s = 1:M, % sample over discrete Brownian paths
dW = sgrt(dt)*randn(l,N); % Brownian increments
W = cumsum(di); % discrete Brownian path
Xtrue = Xzero®*exp((lambda-8.5*mu”2)+mu*N{end));
for p = 1:5
R = 2°(p-1); Dt = R®dt; L = N/R; % L Euler steps of size Dt = R*dt
Xtemp = Xzero;
for j = 1:L

Winc = sum{dW(R*(j-1)+1:R*j));
Xtemp = Xtemp + Dt*lambda®Xtemp + mu*Xtemp®Winc;
end
Xerr(s,p) = abs(Xtemp - Xtrue); % store the error at t =1
end
end

Dtvals = dt*(2.~([0:4]));

subplot({221) % top LH picture
loglog(Dtvals,mean(Xerr), 'b®-"), hold on

loglog(Dtvals, (Dtvals.”(.5)), 'r--"), hold off % reference slope of 1,/2
axis([le-3 le-1 1le-4 1])

xlabel('\Delta t'), ylabel('Sample average of | X(T) - X L |")
title("emstrong.m’, 'FontSize’,18)

X%Kk% Least squares fit of error = C * Dt"q %EEX

A = [ones(5,1), log(Dtvals)']; rhs = log(mean(Xerr)');
sol = A\rhs; g = so0l(2)

resid = norm{A*sol - rhs)

Sekil 6.5: Euler-Marumaya Metotu i¢in Gii¢lii Yakinsama Testi
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Sekil 6.6: A = 1 ve u = 1 icin Euler-Marumaya Giiglii Yakinsama Ornegi
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Sample average of | X(T) - X |

Sekil 6.7: A = 2 ve u = 1 i¢cin Euler-Marumaya Giiglii Yakinsama Ornegi

emstrong.m
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H¥MILSTRONG Test strong convergence of Milstein: wvectorized

Solves dX = r*X*(K-X) dt + beta®*X dW, X(B) = Xzero,
where r = 2, K= 1, beta = 1 and Xzero = 8.5.

Discretized Brownian path over [8,1] has dt = 2~(-11).
Milstein uses timesteps 128%dt, 64%dt, 32*dt, 16%dt (also dt for reference).

Examines strong convergence at T=1: E | X L - X(T) |.
Code is vectorized: all paths computed simultaneously.

22 38 59 39 29 38 & 59 R

randn('state’,168)

r=2; K=1; beta = 8.25; Xzero = 8.5; % problem parameters
T=1; N=2"11); dt = T/N; %
M = 588; % number of paths sampled
R =1[1; 16; 32; 64; 128]; % Milstein stepsizes are R*dt
dil = sgrt{dt)®*randn(M,N); % Brownian increments
Xmil = zeros(M,5); % preallocate array
for p = 1:5

Dt = R(p)*dt; L = N/R(p); % L timesteps of size Dt = R dt

Xtemp = Xzero®ones(M,1);

for j = 1:L

Winc = sum{dW{:,R{p)*(j-1)+1:R{p)*j),2);
Xtemp = Xtemp + Dt*r*Xtemp.*(K-Xtemp) + beta*Xtemp.*Winc ...
+ 0.5%beta”2*Xtemp.*(Winc.*2 - Dt);

end

Xmil({:,p) = Xtemp; % store Milstein solution at t =1
end
Xref = Xmil(:,1); % Reference solution
Xerr = abs(¥mil(:,2:5) - repmat{Xref,1,4)); ¥ Error in each path
mean({Xerr) ; % Mean pathwise errors
Dtvals = dt*R(2:5); % Milstein timesteps used
subplot(224) % lower RH picture
loglog(Dtvals,mean(Xerr), b*-"), hold on
loglog(Dtvals,Dtvals, 'r--"), hold off #% reference slope of 1

axis([le-3 le-1 le-4 1])

xlabel('\Delta t")

ylabel( Sample average of | X{(T) - X L |")
title( 'milstrong.m", ‘FontSize",18)

¥X%X%X Least squares fit of error = C * Dthg %EEX

A = [ones(4,1), log(Dtvals)]; rhs = log{mean(Xerr)');
sol = Avrhs; g = sol(2)

resid = norm{A*sol - rhs)

Sekil 6.8: Milstein Metotu icin Giiglii Yakinsama Testi
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#EM Euler-Maruyama method on linear 5DE

%

% SDE is dX = lambda®*X dt + mu®X di, X(8) = Xzero,
4 where lambda = 2, mu = 1 and Xzerc = 1.

%

% Discretized Brownian path over [8,1] has dt = 2%(-8).
% Euler-Maruyama uses timestep R*dt.

randn(’state’,1688)

lambda = 2; mu = 1; Xzero = 1; % problem parameters

T =1; N=2%8; dt = T/N;

di = sgqrt(dt)*randn{l,N); % Brownian increments

W = cumsum{di); % discretized Brownian path

Xtrue = Xzero*exp((lambda-8.5%*mu”2)*([dt:dt:T])+mu*W);
plot([B:dt:T], [Xzero,Xtrue], 'm-"), hold on

R =4; Dt = R*dt; L = N/R; % L EM steps of size Dt = R¥*dt
Xem = zeros(1,L); % preallocate for efficiency
Xtemp = Xzero;

for j = 1:L

Winc = sum({dW(R*(j-1)+1:R*j));
Xtemp = Xtemp + Dt*lambda®*Xtemp + mu*Xtemp*Winc;
Xem(j) = Xtemp;

end

plot([B:Dt:T], [Xzero,Xem], 'r--*"), hold off
xlabel('t', "FontSize',12)
ylabel('X", 'FontSize',16, 'Rotation’ ,8, "HorizontalAlignment'®, "right")

emerr = abs({Xem{end)-Xtrue(end))

Sekil 6.9: Euler-Marumaya Metotu ile Stokastik Lineer Denklem Coziimii
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Sekil 6.10: Euler-Marumaya Metotu ile Stokastik Lineer Denklem Coziimii Ornegi

% BS Black-5choles European put price.
%

rxkkrkrkt Problem parameters RREEKRRIEERIRIN
5=5,E=19; T=1; r = 8.06; sigma = @.3;

dl = (log(S5/E) + (r + 8.5%sigma®2)*T)/(sigma*sgrt(T));
d2 = dl - sigma®sqgrt(T);

N1 = 8.5%¥(1+erf(-d1/sqrt(2)));
B8.5%(1+erf(-d2/sqrt(2)));

=
o]
I

value = E¥exp(-r*T)*N2 - 5*N1;

disp('Option value is'), disp(value)

Sekil 6.11: Black-Scholes Denklemi ile Avrupa Tipi Satim Opsiyon Degeri
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