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ÖZET
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Bu tezde, stokastik diferansiyel denklemlerin daha iyi anlaşılması için gerekli ölçü teorisi,
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TEŞEKKÜR
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İÇİNDEKİLER
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2.4 Matematiksel Beklenti (Beklenen Değer) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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2.4.2 Beklenen Değer ve Özellikleri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.4.3 Yakınsama Teoremleri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.4.4 Reel Sayılar Üzerinde Beklenen Değer . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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2.9 Bazı Önemli Dağılımlar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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4.1.3.2 Lipschitz Koşulu: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.1.4 Ito Stokastik Adi Diferansiyel Denklemlerin Çözümleri . . . . . . . . 58
4.1.5 Ornstein-Uhlenbeck Süreci: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.1.6 Ito Çarpım Kuralı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.2 Girsanov Teoremi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.3 Stokastik Adi Diferansiyel Denklemlerin Nümerik Çözüm Metotları . . . 62

4.3.1 Euler-Marumaya Metodu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.3.2 Milstein Metodu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5. UYGULAMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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Şekil 3.5: 500 Yörüngeli Brown Hareket Süreci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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xi



1. GİRİŞ

İnsanlar her zaman çevrelerini tanımaya, anlamaya ve düzenini tespit etmeye çalışmaktadır-
lar. Bu çalışmalar sonucu bilimde ilerlemeler olmuştur. Özellikle değişimin olduğu olayları
incelemek için farkların analizi önem arz etmiş bu da "Diferansiyel Denklemler" konusunda
çalışmaları arttırmıştır. İlerleyen süreçte denklemleri etkileyen girdiler tam belirlenemediği
için uygun koşullarda deterministik model oluşturulmuştur. Fakat bu modellerde belirsizlik-
ler önemsenmediği için çözümler istenilen düzeyde olamamıştır.

Modellere bu belirsizliklerin dahil edilmesi ile yeni bir modelleme metodu geliştirilmiştir.
Olasılık teorisinin argümanlarını kullanan bu modellemeye "Stokastik Modelleme" denil-
miştir. Stokastik modelleme içindeki diferansiyel denklemler ve belirsizlikleri ifade eden
gürültü terimi ile beraber "Stokastik Diferansiyel Denklemleri" oluşturmuştur.

Stokastik diferansiyel denklemleri içeren modeller kullanılarak oluşturulan simülasyonlar
doğru karar vermek için çok önemli olduğundan denklemlerin nümerik çözümlerini incelen-
mesi çalışmamızın konusu olmuştur.

Çalışmamızın İkinci bölümünde Ölçüm Teorisi ve Olasılık Teorisinin temel aksiyomatik ya-
pısıyla beraber önemli başlıkları incelenmiştir. Ayrıca bu bölümde rassal değişkenler cebri
üzerinde durulmuştur.

Üçüncü bölümde Stokastik Süreçler ve teoremleri incelenmiş, olasılık teorisinin uygula-
maları gözlenmiştir. Dördüncü bölümde stokastik diferansiyel denklemler ile ilgili olarak
"stokastik türev" ve "stokastik integral" kavramları incelenerek Ito İntegrali ve Lemmaları
üzerinde durulmuştur. Ayrıca nümerik çözüm metotları incelenerek metotlardan bahsedil-
miştir.Beşinci bölümde ise stokastik diferansiyel denklemlerin bir uygulaması olan Black-
Scholes denklemleri ve finans matematiği kavramları incelenmiştir.

1.1 Tezin Amacı

Bu çalışmanın amacı, Doğa Bilimleri, Ekonomi, Finans ve diğer bilimlerde kullanılan ma-
tematiksel modellerdeki stokastik diferansiyel denklemleri ve nümerik çözümlerin incelen-
mesidir. Ayrıca kullanılan metotları geliştirmeye çalışmak ve bu konuda araştırma yapmak
isteyen araştırmacılar için Türkçe bir kaynak oluşturmaktır.
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1.2 Literatür Araştırması

1827-1828 yıllarında Botanik bilimci Robert Brown’ın sulandırılmış polen taneciklerinin
mikroskop altında görüntülerinde rassal hareketleri ve izlediği yörüngeler dikkatini çekmiş,
bunları anlamlandırmaya çalışmıştır. Brown hareketi olarak literatüre geçen bu olayı bilim
dünyasına sunmuştur. Dönemin matematikçileri ve fizikçileri konu üzerinde çalışmalarda bu-
lunmasıyla önemli gelişmeler olmuştur. Einstein, Wiener, Ornstein-Uhlenbeck matematiksel
modeller kurmuştur. Wiener tarafından geliştirilen "Wiener ölçüsü", Brown hareketinin an-
laşılmasında ve çözülmesinde önemli bir basamaktır. Fokker-Planck oluşturulan diferansiyel
denklemlerin çözümünü elde etmiştir. Ornstein-Uhlenbeck, Hamilton-Jacobi denklemleri ve
modellerin formülize edilmesini sağlayarak Langevin denkleminin elde edilmesine imkan
tanımışlardır.

Bachelier 20.yüzyılın başlarında bu denklemlerin belirsizlikler içermesi nedeniyle toplumsal
, ekonomik ve finansal olaylarda etkin bir alanda kullanılabildiği gösterdi. Finans dünyasında
çok önemli kullanım alanı olan opsiyon fiyatlama gibi modeller oluşturdu.

Brown hareketinin yörüngelerinin hiçbir noktada türevi olmadığı için diferansiyel ve integ-
rallerindeki zorluğu Gelfand’ın ve Laurent Schwartz’ın çalışmaları sonucu geliştirilen genel-
leştirilmiş fonksiyonlar kuramı ile olmuştur.

Rassallık kavramı içerdiği için olasılık teorisi, ölçü kuramı ve stokastik integral konusunda
yoğun çalışmalar 1930’lu yıllarda hız kazanmıştır. 1933 yılında A.N. Kolmogorov’un olası-
lık teorisini aksiyomatik bir yapıyla sunması sonucu farklı bir boyut kazanarak hızlanmıştır.
Doob, Feller, Chung, Herris gibi matematikçilerin ölçüm teorisi üzerine kurulu olasılık te-
orisi, stokastik süreçler ve stokastik integral üzerine çalışmaları önemli bir argüman olarak
kullanmışlardır. Bu çalışmaları referans kabul ederek Barlett,Cox-Miller,Parzen,Kendall’ın
çalışmaları süreci hızlandırmıştır.

Stokastik diferansiyel denklemlerin(SDE) çözümünde 1944-1946 yıllarında Kiyosi Ito tara-
fından yayınlanan makalelerle "Ito lemmaları" ve "Ito integrali" tanımlanmış ve denklemle-
rin çözümü farklı bir boyut kazanmıştır. Konu üzerine sayısız bilim insanı birçok tez,makale
ve kitap yazmıştır. Bunlardan özellikle son dönemde Evans, Higham, Kloden, Lord, Mao,
Platen ve Oksendal’ın çalışmaları dikkat çekicidir.

Black-Scholes ve Merton tarafından 1973 yılında yayınlanan makaleler opsiyon fiyatlama
konusunda önemli bir aşama oluştururken ileri matematik bilgisine çok ihtiyaç duymadan
model yardımıyla finansçılar için kullanım kolaylığı sağlayarak fiyatlandırma olanağı ver-
miştir.
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Ülkemizde konu üzerine yapılan çalışmalar ise sınırlı sayıda kalmıştır. Ulusal Tez Merkezi
verilerine göre 20-30 arasındaki sayıda tez kayıtlı olmakla beraber Uluğ Çapar’ın "Ölçüm
Kuramsallı Olasılık ve Stokastik Kalkülüse Giriş", Kasırga Yıldırak vd. "Türev Ürün Fiyat-
lama Teknikleri" , Mehmet F. Beyazıt’ın "Stokastik Finans" , Ömer Önalan’ın "Stokastik
Süreçler" , Ahmet H. Kayran vd. "Olasılık Teorisi ve Stokastik Süreçler" isimli kitapları
kaynak olarak sunulmuştur.
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2. ÖLÇÜ KURAMSALLI OLASILIĞIN TEMELLERİ

Bu bölümde, olasılık uzayı ve olasılık ölçüsünü tanımlayabilmek ve daha iyi kullanabil-
mek için öncelikle σ -cebir kavramını tanımlayacağız. Ondan sonra ölçülebilirlik ve rassal
değişkenler cebrini inceleyeceğiz. Ayrıca matematiksel beklenti,momentler ve yakınsama
teoremlerinden bahsedeceğiz.

Olasılık, bir olayın bütün alternatif sonuçları içinde istenen sonuçların analizi yapmak ama-
cıyla ortaya çıkmıştır. 1933 yılında A.N.Kolmogorov tarafından aksiyomatik olarak yapılan-
dırılmasıyla çalışmalar hız kazanmıştır[11].

Aksiyomatik yapıyla birlikte küme kuramı önem kazanmıştır. Bu nedenle küme kuramının
özelliklerini inceleyelim.

Tanım 1 (Örnekleme Uzayı). Uygun şartlar altında yapılan iyi tanımlanmış bir rassal de-
neyin bütün sonuçlarını içeren kümeye "Örnekleme Uzayı" denir. Ω ile gösterilir.

Deneyin istenen sonuçları olaylar kümesi şeklinde ise büyük harflerle ifade edilir. A,B,C..
gibi

Olay kümelerini eleman olarak kabul eden kümeye "Olaylar Topluluğu" denir. A , B , F ,
G gibi majiskül harflerle gösterilir. ω bir olay , A olaylar kümesi ve A olaylar topluluğu ise
aralarındaki ilişki

ω ∈ A ∈A

şeklindedir. Örnekleme Uzayının elemanları olan olay veya olaylar kümelerinin birbirinden
farklı durumlarına dikkat edilmelidir. Kümeler; sonlu elemanlı , sayılabilir sonsuz elemanlı
ve sayılamaz sonsuz elemanlı olabilir[11].

Şimdi σ -cebir kavramını izah edelim.

2.1 Sigma Cebir ve Özellikleri

Tanım 2. A , Ω ile gösterilen örnekleme uzayının herhangi bir alt kümelerinin topluluğu
olsun. A topluluğu aşağıdaki koşulları sağlıyorsa A kümesine Ω üzerinde σ -cebir de-
nir[10, 11].
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i. Ω ∈ A

ii. ∀A ∈A ise Ac ∈A dir.

iii. A1,A2,A3, · · · ,Ak, · · · ∈A ise
∞⋃

k=1
Ak ∈A dir.

(Ω,A ) ikilisine ise "Ölçüm Uzayı" denir.

Teorem 1. A , Ω içinde bir σ -cebir olsun. Buna göre ,

i. /0 ∈A

ii. A1,A2,A3, · · · ,Ak, · · · ∈A ise
∞⋂

k=1
Ak ∈A dir.

iii. A,B ∈A ise A\B ∈A ve A4B ∈A dir.

Kanıt. i. A , Ω üzerinde σ -cebir olduğundan Ω ∈A dır. Tanım 2’den dolayı Ωc = /0 ∈
A dir.

ii. A1,A2,A3, · · · ,Ak, · · · ∈A olmak üzere A , Ω üzerinde σ -cebir olduğundan,

Ac
1,A

c
2,A

c
3, · · · ,Ac

k, · · · ∈ A dir.
∞⋃

k=1
Ac

k = (
∞⋂

k=1
Ak)

c ∈ A dır.σ -cebir olma özelliğinden

dolayı
∞⋂

k=1
Ak ∈A .

iii. A,B ∈ A ise Ac ve Bc ∈ A dir. Tanım 2’den dolayı A∩Bc = A \B ∈ A dır. Benzer
şekilde A,B∈A Tanım 2’den dolayı A∪B,A∩B∈A dır . Buradan (A∪B)\(A∩B) =
A4B ∈A [1]

.

Tanım 3. Bir Ω kümesinin alt kümelerinden oluşan bir C kümeler topluluğu aşağıda verilen
koşulları sağlarsa C ye Ω üzerinde yarı cebir denir.

i) Ω ∈ C

ii) A ∈ C ise Ac , C nin elemanlarından oluşan sonlu sayıda ikişerli ayrık kümelerinin
birleşimi olarak ifade edilir.

iii) A,B ∈ C ise A∩B ∈ C dir.

Tanım 4. Bir Ω kümesinin alt kümelerinden oluşan bir C kümeler topluluğu olsun. C küme-
ler topluluğunu kapsayan en küçük bir σ -cebir vardır. Bu σ -cebire C ’nin doğurduğu σ -cebir
denir. σ(C ) ile gösterilir.

5



2.1.1 Borel Kümeleri

Tanım 5. R’de tanımlı bütün açık aralıkların oluşturduğu kümeler topluluğunu O ile göste-
relim. O’nin doğurduğu en küçük σ -cebire Borel σ -cebir denir. σ(O) = B ile gösterilir.

Borel σ -cebrinin elemanlarına ise Borel Kümeleri denir.

2.2 Olasılık Uzayı ve Olasılık Aksiyomları

Tanım 6. [Olasılık Uzayı] Bir (Ω,A ,P) sıralı üçlüsü aşağıda verilen şartları sağlarsa bu
üçlüye " σ -toplamsal olasılık uzayı" ya da kısaca "olasılık uzayı" denir[11].

i) Ω bir deneyin örneklem uzayı.

ii) A ,Ω üzerinde σ -cebir

iii) P: A −→R küme fonksiyonu aşağıda verilen koşulları sağlar.

1) ∀A ∈A ise P(A)> 0

2) P(Ω) = 1;

3) Ai ∈A ,(i= 1,2,3, · · ·) Ai∩A j = /0 (i 6= j ve i, j = 1,2,3, · · ·) olmak üzere P(
⋃

∞
i=1 Ai)=

Σ∞
i=1P(Ai) dir.

Yukarıda verilen P fonksiyonuna "Olasılık Fonksiyonu" denir. Kısaca "Olasılık Öl-
çüsü" veya "Olasılık" olarak ifade edilir.

Teorem 2. [Olasılık Fonksiyonunun Özellikleri] (Ω,A ,P) olasılık uzayı olsun. Bu taktirde;

i) P( /0) = 0

ii) ∀A ∈A için P(A)+P(Ac) = 1

iii) ∀A,B ∈A ,A⊂ B ise P(A)≤ P(B)

iv) ∀A ∈A için 0≤ P(A)≤ 1

v) ∀A,B ∈A için P(A∩Bc) = P(A)−P(A∩B)

vi) ∀A,B ∈A için P(A∪B) = P(A)+P(B)−P(A∩B)

dir[11].
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Kanıt. i) Olasılık fonksiyonun (3.) özelliğinden dolayı Ω∪ /0 = Ω ve /0∩Ω = /0 oldu-
ğundan P(Ω∪ /0) = P(Ω)+P( /0) dir. Olasılık fonksiyonun (2.) özelliğinden P(Ω) = 1
değerini eşitlikte yazılırsa P( /0)+1 = 1 buradan P( /0) = 0 dir.

ii) ∀A∈A için A∩Ac = /0 ve A∪Ac = Ω olduğundan olasılık fonksiyonun (3.) özelliğine
göre P(A∪Ac) = P(A)+P(Ac) buradan P(Ω) = P(A)+P(Ac) = 1 olur.

iii) ∀A,B∈A ,A⊂B ise B=A∪(B∩Ac) şeklinde yazılabilir. A∩(B∩Ac)= /0 olduğundan
P(A)+P(B∩Ac) = P(B) dir. P(B∩Ac)> 0 ve P(A)≤ P(B) elde edilir.

iv) ∀A ∈A için /0⊂ A⊂Ω olduğundan P( /0)≤ P(A)≤ P(Ω) dır. Yani 0≤ P(A)≤ 1 dir.

v) ∀A,B ∈A için A = (A∩B)∪ (A∩Bc) ve (A∩B)∩ (A∩Bc) = /0 olduğundan P(A) =
P(A∩B)+P(A∩Bc) dir. Buradan P(A∩Bc) = P(A)−P(A∩B) elde edilir.

vi) ∀A,B ∈ A için (A∪B) = (A∩Bc)∪B ve (A∩Bc)∩B = /0 olduğundan P(A∪B) =
P(A∩Bc)∪B) = P(A∩Bc)+P(B) elde edilir.Buradan

P(A∪B) = P(A)+P(B)−P(A∩B)

bulunur[1] .

Teorem 3. [Boole Eşitsizliği] (Ω,A ,P) olasılık uzayı olsun. Ai ∈ A (i = 1,2, · · · ,n) olmak
üzere

P(A1∪A2∪·· ·∪An)6 Σ
n
i=1P(Ai) (2.1)

dir.

Kanıt. P(A1 ∪ A2) = P(A1) +P(A2)− P(A1 ∩ A2) ve P(A1 ∩ A2) ≥ 0 olduğundan P(A1 ∪
A2) 6 P(A1)+P(A2) dir. Benzer şekilde P(A1∪A2∪A3) 6 P(A1∪A2)+P(A3) 6 P(A1)+

P(A2)+P(A3) elde edilir. B = ∪n−1
i=1 Ai olmak üzere;

P(A1∪A2∪·· ·∪An) = P(B∪An)6 P(B)+P(An)≤ Σ
n
i=1P(Ai)

P(A1∪A2∪·· ·∪An)6 Σ
n
i=1P(Ai) dir[1].

Teorem 4. [Dizisel Süreklilik] (Ω,A ,P) olasılık uzayı olsun.
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i) A1,A2,A3, · · · genişleyen olaylar dizisi olsun.(An ⊂ An+1,n = 1,2,3, · · ·) Genişleyen
olaylar dizisinin limitine limn→∞ An = ∪∞

n=1An dersek;

P(∪∞
n=1An) = lim

n→∞
P(An) (2.2)

dir.

ii) A1,A2,A3, · · · daralan(büzüşen) olaylar dizisi olsun.(An+1 ⊂ An,n = 1,2,3, · · ·) Dara-
lan olaylar dizisinin limitine limn→∞ An = ∩∞

n=1An dersek;

P(∩∞
n=1An) = lim

n→∞
P(An) (2.3)

dir[11].

Kanıt. i) An ⊂ An+1,n = 1,2,3, · · · olduğundan A2 = (A2 \A1)∪A1 ve A3 = (A3 \A2)∪
(A2 \A1)∪A1 yazılabilir. Benzer şekilde

An = (An \An−1)∪ (An−1 \An−2)∪·· ·(A2 \A1)∪A1

∪∞
n=1An = lim

n→∞
An = limn→∞((An \An−1)∪ (An−1 \An−2)∪·· ·(A2 \A1)∪A1)

elde edilir.

P(∪∞
n=1An) = P(A1∪ (A2 \A1)∪·· ·(An−1 \An−2)∪ (An \An−1) · · ·)

P(∪∞
n=1An) = P(A1)+P(A2 \A1)+ · · ·P(An−1 \An−2)+P(An \An−1) · · ·

P(∪∞
n=1An) = limn→∞(P(A1 +P(A2 \A1) · · ·+P(An−1 \An−2)+P(An \An−1))

P(∪∞
n=1An) = P( lim

n→∞
An) = limn→∞P((An \An−1)∪ (An−1 \An−2)∪·· ·(A2 \A1)∪A1)

P(∪∞
n=1An) = P( lim

n→∞
An) = limn→∞P(An)

dir.

ii) i) deki özelik kullanarak Ac
1 ⊂ Ac

2 ⊂ Ac
3 ⊂ ·· · olacak şekilde alınırsak A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃

·· · olur. limn→∞ An = ∩∞
n=1An idi.

P( lim
n→∞

An) = P(∩∞
n=1An) = P

(
(∪∞

n=1Ac
n)

c)= 1−P(∪∞
n=1Ac

n) = 1− lim
n→∞

P(Ac
n)

= 1− lim
n→∞

(1−P(An)) = 1−1+ lim
n→∞

P(An) = lim
n→∞

P(An)

P(∩∞
n=1An) = P( lim

n→∞
An) = lim

n→∞
P(An)

dir [1].

8



2.2.1 Borel-Cantelli Lemması

Tanım 7. [Sonsuz Sıklıkta] (Ω,A ,P) olasılık uzayı olsun. A1,A2, . . . ,An, . . . ∈ A olaylar
dizisi için B := {ω|sonsuz sayıda n değeri için ω ∈ An} ile tanımlanan B olaylar kümesine
"sonsuz sıklıkta" An olayı denir. Kısaca s.s ile gösterilir.

B =
∞⋂

k=1

Bk =
∞⋂

k=1

∞⋃
n=k

An (2.4)

şeklinde de ifade edebiliriz [11].

Teorem 5. [Borel-Cantelli Lemması] (Ω,A ,P) olasılık uzayı olsun. A1,A2, . . . ,An, . . . ∈A

olaylar dizisi için B := {ω|sonsuz sayıda n değeri için ω ∈ An} olmak üzere pn := P(An)

şeklinde tanımlanırsa;

a) Eğer Σ∞
n=1 pn < ∞ ise P(B) = 0 dır.

b) Eğer Σ∞
n=1 pn = ∞ ve A1,A2, . . . ,An, . . . olayları bağımsız ise P(B) = 1 dir [11].

Kanıt. a) 0≤ P(An,s.s.) = P
(⋂

∞
k=1

⋃
∞
n=k An

)
≤ P

(⋃
∞
n=k An

)
≤ Σ∞

n=k pn ve Σ∞
n=1 pn serisi-

nin yakınsaklığından dolayı Σ∞
n=1 pn −→ 0 dır. Dolayısıyla P(B) = 0 olur.

b) Bc =
⋃

∞
k=1 Bc

k =
⋃

∞
k=1

⋂
∞
n=k Ac

ndir. A1,A2, . . . ,An, . . . olayları bağımsız olduğundan m >

k > 1 ve k ∈ Z+ olmak üzere;

0≤ P(Bc
k) = P(

∞⋂
n=k

Ac
n)≤ P(

m⋂
n=k

Ac
n)

yazılabilir. Buradan

0≤ P(Bc
k)≤ P(

m⋂
n=k

Ac
n) =

m

∏
n=k

P(Ac
n) =

m

∏
n=k

(
1− pn

)
elde edilir. 0≤ P(Bc

k)≤∏
m
n=k
(
1− pn

)
ve m−→ ∞ durumu göz önüne alınırsa ;

0≤ P(Bc
k)≤

∞

∏
n=k

(
1− pn

)
≤ exp(−Σ

∞
n=k pn)−→ 0

0 ≤ P(Bc
k) ≤ 0 dolayısıyla P(Bc

k) = 0 dır. 0 ≤ P(Bc) = P(
⋃

∞
k=1 Bc

k) ≤ Σ∞
k=1P(Bc

k) = 0
ve P(Bc) = 0 buradan da P(B) = 1 dir.
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2.2.2 Bağımsızlık Kavramı

Tanım 8. [Bağımsızlık] Bir olasılık uzayında olayların bağımsızlığını aşağıdaki gibi tanım-
layabiliriz;

i. (Ω,A ,P) olasılık uzayı olsun. A1,A2 ∈A olmak üzere P(A1∩A2) = P(A1)P(A2) eşit-
liğini sağlıyorsa A1 ve A2 olaylarına bağımsızdır denir.

ii. (Ω,A ,P) olasılık uzayı olsun. A1,A2, . . . ,An ∈A ikişerli olarak bağımsız olmak üzere;

P(A1∩A2∩ . . .∩An) = P(A1)P(A2) . . .P(An)

eşitliğini sağlıyorlarsa A1,A2, . . . ,An olaylarına bağımsızdır denir.

iii. (Ω,A ,P) olasılık uzayı olsun. T herhangi bir indis kümesi olmak üzere {At , t ∈ T}
olaylar ailesinin ikişerli bağımsız olayları olmak üzere ∀n > 2 ve T indis kümesinden
alınan indeksleri t1 < t2 < .. . < tn için

P
( n⋂

i=1

Ati

)
=

n

∏
i=1

P(Ati) (2.5)

eşitliğini sağlıyorsa {At , t ∈ T} olaylar ailesine bağımsızdır denir. [11].

2.2.3 Koşullu Olasılık

Tanım 9. [Koşullu Olasılık] (Ω,A ,P) olasılık uzayı olsun. A,B ∈ A ve P(A) > 0 olmak
üzere

P(B|A) :=
P(A∩B)

P(A)
(2.6)

oranına B olayının A olayı koşulu altında olma olasılığı denir. Bu olasılığın değeri P(B|A)
veya PA(B) ile gösterilir[11].

2.2.4 Olasılık Yoğunluk Ölçüsü

Örnekleme uzayının yapısına göre olasılık ölçüsü kurulurken farklı durumlara dikkat edi-
lerek olasılık küme fonksiyonları tanımlanması gerekir. Bu durumların bazıları şu şekilde
ifade edilebilir [11].
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I.) Örnekleme uzayı sonlu veya sayılabilir sonsuz elemandan oluşuyorsa ;
Ω = {ω1,ω2, . . . ,ωn} ve (n = 0,1,2, . . . ,∞)

a) pi > 0

b) ∑
n
i=1 pi = 1 şartlarını sağlayan pi (i = 1,2, . . . ,n) sayı kümesi olmak üzere P :

A −→R+ küme fonksiyonu A ∈A için P(A) = ∑i,(ωi∈A) pi şeklinde tanımlanır.
Bu küme fonksiyonunun olasılık aksiyomlarını sağladığı açıktır.

II.) Örneklem uzayı Borel kümelerinden oluşuyorsa, yani (R,B) veya (Rn,Bn) üzerinde
tanımlı ise o zaman "olasılık yoğunluk fonksiyonu" veya "olasılık dağılım fonksiyonu"
kullanılarak olasılık ölçüsü hesaplanır.

Tanım 10. [Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu] R üzerinde tanımlı bir f fonksiyonu aşağıdaki
koşulları sağlarsa, f fonksiyonuna Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu denir [11].

i) ∀x için f (x)≥ 0

ii)
∫

∞

−∞
f (x)dx = 1 dir.

B ∈B olmak üzere her B Borel kümesi için f (x) olasılık yoğunluk fonksiyonu üzerinden
P(B) =

∫
B f (x)dx olarak tanımlanan ölçü olasılık aksiyomlarını sağlar. Yani (R,B) ölçüm

uzayı üzerinde olasılık ölçüsüdür.

Tanım 11. [Olasılık Dağılım Fonksiyonu] (R üzerinde tanımlı reel değerli bir F(x) aşağı-
daki koşulları sağlıyorsa F(x) fonksiyonuna Olasılık Dağılım Fonksiyonu , Birikimli(Kümülatif)
Dağılım Fonksiyonu veya Dağılım Fonksiyonu denir.

i) ∀x için 1 > F(x)> 0

ii) F(x) , azalmayan bir fonksiyon

iii) F(x) , her noktada sağdan sürekli

iv) limx→−∞ F(x) = 0 ve limx→∞ F(x) = 1 dir.

Dağılım Fonksiyonunu başka bir tanımla şu şekilde tanımlayabiliriz;
(Ω,A ,P) olasılık uzayı olsun. X(ω) olayına karşılık gelen P olasılık ölçüsünü kullanarak

F :R→ [0,1]

∀x için F(x) = P({ω : X(ω) 6 x}) biçiminde tanımlanan fonksiyona Dağılım Fonksiyonu
denir.
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Teorem 6. [Genişletim Teoremi] C ,Ω üzerinde tanımlı bir yarı cebir olsun. C üzerinde
tanımlı bir küme fonksiyonu µ : C →R nin aşağıdaki koşulları sağladığını farzedelim.

i) µ(A)> 0

ii) µ(Ω) = 1

iii) A1,A2, . . . olaylar kümesi C nin ayrık kümeleri olmak üzere
⋃

∞
i=1 Ai ∈C ve µ(

⋃
∞
i=1 Ai)=

∑
∞
i=1 µ(Ai)

Bu taktirde C ’nin doğurduğu minimal σ -cebir σ(C ) üzerinde tanımlanan µ ölçüsünü
genişleten olasılık ölçüsü tektir.Bu ölçüyü P ile gösterelim, bu durumda P(A) = µ(A)
dir [13, 19] .

Tanım 12. [Hemen Heryerde (h.h.) ] R üzerinde tanımlı özellik için oluşturulan sonlu ele-
manlı veya sayılabilir sonsuz elemanlı bir alt küme, diğer bir ifade Lebesgue ölçüsü sıfır
olan bir küme dışında özellik doğru oluyorsa bu özelliğe hemen heryerde (h.h.) tanımlı özel-
lik denir.

Tanım 13. [Hemen Hemen Kesin Özellik (h.h.k.) ] (Ω,A ,P) olasılık uzayı olsun.Bu uza-
yın tanımlandığı Ω üzerinde verilen bir özellik olasılık ölçüsü sıfır olan bir N ∈ A kümesi
dışında doğru oluyorsa bu özelliğe hemen hemen kesin (h.h.k.) özellik denir. P-h.h. ile gös-
terilir.

Tanım 14. [(Rn,Bn) Üzerinde Tanımlı Olasılık Yoğunluk ve Olasılık Dağılım Fonksiyon-
ları]

(Rn,Bn) n-boyutlu ölçüm uzayında olasılık yoğunluk fonksiyonu ve olasılık dağılım fonksi-
yonu aşağıdaki gibi tanımlanır [11].

* n tane değişkene sahip reel değerli integrallenebilir bir f fonksiyonu için

i) f (x1,x2, . . . ,xn)> 0 veya f (x1,x2, . . . ,xn)>(h.h.) 0

ii)
∫ ∫

. . .
∫
Rn f (x1,x2, . . . ,xn)dx1dx2 . . .dxn = 1

koşulları sağlanıyorsa f fonksiyonuna Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu denir.

* n tane değişkene sahip reel değerli bir F fonksiyonu için

i) 0 6 F(x1,x2, . . . ,xn)6 1

ii) i = 1,2, . . . ,n olmak üzere bütün xi değişkenleri için F fonksiyonu azalmayan
fonksiyon
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iii) Herhangi bir (x1,x2, . . . ,xn) noktasında bütün xi değişkenleri için F fonksiyonu
sağdan sürekli

iv) limminxi→−∞ F(x1,x2, . . . ,xn) = 0 ve limminxi→∞ F(x1,x2, . . . ,xn) = 1 koşullarını
sağlayan F fonksiyonuna Kümülatif Dağılım Fonksiyonu ya da kısaca Dağılım
Fonksiyonu denir.

2.3 Rassal Değişkenler

Tanım 15. [Rassal Değişken] (Ω,A ,P) olasılık uzayı olsun. Bu olasılık uzayı üzerinde ta-
nımlı bir X : Ω→R reel değerli fonksiyon

∀k ∈R için {ω ∈Ω|X(ω)6 k} ∈A

oluyorsa X fonksiyonuna rassal değişken denir. Rassal değişkenler ölçülebilir küme fonksi-
yonlarıdır.

2.3.1 Ölçülebilirlik Kavramı

Tanım 16. [Genel Ölçülebilirlik Kavramı] (Ω,A ) ve (Ω∗,A ∗) iki ölçüm uzayı ve f : Ω→
Ω∗ bu iki uzay arasında tanımlı bir dönüşüm fonksiyonu olsun. ∀A∗ ∈A ∗ için f−1(A∗) ∈A

sağlanıyorsa f fonksiyonunu A →A ∗ ölçülebilir bir fonksiyon olarak ifade edilir.

Teorem 7. X : Ω→R reel değerli fonksiyonu (Ω,A ,P) olasılık uzayında rassal bir değişken
olması için gerek ve yeter şart A ←→B ölçülebilir olmasıdır.

Kanıt. (⇒)X bir rassal değişken olduğundan X−1(B) = X−1(σ(J)) küme fonksiyonu oldu-
ğundan küme fonksiyonunun özelliği kullanılarak X−1(σ(J))⊂A olur.

(⇐) Benzer şekilde J ⊂B olduğundan X−1(J)⊂ X−1(B)⊂A

2.3.2 Rassal Vektörler

Tanım 17. [Rassal Vektör] (Ω,A ,P) olasılık uzayı olsun. Bu olasılık uzayında A ←→Bn

ölçülebilir bir −→X : Ω→Rn vektör fonksiyonuna n-boyutlu rassal vektör denir.
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Teorem 8. −→X : Ω→ Rn vektör fonksiyonunun ölçülebilir olması için gerek ve yeter şart
−→X ’in her bileşeni olan Xi : Ω→R değişkenlerinin rassal değişken yani ölçülebilir fonksiyon
olmasıdır.

Teorem 9. (Ω,A ,P) olasılık uzayı olsun. Bu olasılık uzayında;

i.) X olasılık uzayı üzerinde tanımlı bir rassal değişken olsun. Buna göre

PX(B) := P(X−1(B),B ∈B)

ile belirlenen küme fonksiyonu (R,B) üzerinde tanımlı bir olasılık ölçüsüdür.

ii.) −→X olasılık uzayı üzerinde tanımlı bir rassal vektör olmak üzere; Bn üzerinde

P−→X := P(−→X −1
(B),B ∈Bn)

ile belirlenen küme fonksiyonu (Rn,Bn) üzerinde tanımlı bir olasılık ölçüsüdür [11].

Teorem 10. [Lusin Teoremi] f : [a,b]→R ölçülebilir bir fonksiyon olsun. δ > 0 için [a,b]
üzerinde tanımlı sürekli öyle bir φ(x) fonksiyonu bulunabilir ki φ(x) Lebesgue ölçüsü δ ’dan
küçük bir küme dışında f fonksiyonuna eşittir.

2.3.3 Rassal Değişkenler Cebiri

Tanım 18. [Rassal Değişkenlerin Pozitif ve Negatif Kısmı] X : Ω→ R bir rassal değişken
olmak üzere X rassal değişkeninin 0 dan büyük olan kısmı yani pozitif kısmı X+ , 0 dan
küçük olan kısmı yani negatif kısmı X− ile gösterilir ve aşağıdaki gibi tanımlanır.

X+ = max(X ,0) =
1
2
(|X |+X) =

{
X X > 0
0 X 6 0

X− = min(X ,0) =
1
2
(|X |−X) =

{
0 X > 0
−X X 6 0

Tanımdan dolayı X+,X− > 0 ve X = X+−X− eşitliği sağlanır [11].

Teorem 11. [Rassal Değişkenlerle İşlemler] X : Ω→ R ve Y : Ω→ R iki rassal değişken
ve c ∈R olmak üzere;

i.) c, X + c, c.X rassal değişkendir,

ii.) X2, |X |,X+,X− rassal değişkendir,
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iii.) Ω üzerinde X 6= 0 olmak üzere 1/X rassal değişkendir,

iv.) Ω üzerinde X > 0 olmak üzere
√

X rassal değişkendir,

v.) (X +Y ), X .Y, X/Y (Y 6= 0) rassal değişkendir,

vi.) max(X ,Y ) ve min(X ,Y ) rassal değişkendir

Teorem 12. X : Ω→R ve f :R→R bir Borel ölçülebilir fonksiyon olsun. Buna göre ,

f ◦X : Ω→R

bir rassal değişkendir.

Teorem 13. [Rassal Değişken Dizisinde Supremum-İnfimum] Bir rassal değişken dizisi
Xn(n = 1,2, . . .) ve ∀ω ∈ Ω için X1(ω),X2(ω), . . . rassal değişkenleri sınırlı bir sayı dizisi
olmak üzere bu dizinin üzerinde noktasal tanımlanan supn{Xn(ω)} ve in fn{Xn(ω)} değiş-
kenleri için,

i.) sup{Xn(ω) : n ∈N} ve inf{Xn(ω) : n ∈N} rassal değişkendir,

ii.) limsup{Xn(ω) : n ∈N} ve liminf{Xn(ω) : n ∈N} rassal değişkendir,

iii.) ∀ω için limn→∞{Xn(ω)} limiti varsa bu limit de bir rassal değişkendir.

2.3.4 Basit Rassal Değişken ve Karakteristik Fonksiyon

Tanım 19. [Basit Fonksiyon] X : Ω→ R tanımlanan rassal değişken (küme fonksiyonu)
sonlu sayıda değer alıyorsa bu fonksiyona "Basit Fonksiyon" denir.

Tanım 20. [Karakteristik Fonksiyon] A⊂Ω olmak üzere;

χA(ω) =

{
0 ω 6∈ A
1 ω ∈ A

şeklinde tanımlanan fonksiyona "Karakteristik Fonksiyon" denir.

Sonuç 1. A,B⊂Ω olmak üzere;

i.) χA∩B(ω) = χA(ω).χB(ω) = min(χA(ω),χB(ω))

ii.) χA∪B(ω) = χA(ω)+χB(ω)−χA∩B(ω) = max(χA(ω),χB(ω))
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Sonuç 2. X : Ω → R basit fonksiyon olsun. A1,A2, . . . ,An ∈ Ω’nın bölüntüsü vardır ve
c1,c2, . . . ,cn ∈R olmak üzere;

X = c1.χA1 + c2.χA2 + . . .+ cn.χAn

şeklinde yazılabilir.

Sonuç 3. (Ω,A ,P) olasılık uzayı olsun. A ∈A ise χA ölçülebilir fonksiyondur.

Tanım 21. [Basit Rassal Değişken] (Ω,A ,P) olasılık uzayında A -bölüntüsü verilmiş olsun.
X ölçülebilir fonksiyonuna "Basit Rassal Değişken" denir.

Teorem 14. X ,(Ω,A ) üzerinde tanımlanan negatif değer almayan bir rassal değişken ol-
sun.Buna göre oluşturulacak öyle bir X1,X2, . . . basit rassal değişkenler dizisi vardır ki
∀ω ∈Ω için 0 6 X1 6 X2 6 . . . ve n−→ ∞ iken Xn(ω)−→ X(ω) dir.

2.4 Matematiksel Beklenti (Beklenen Değer)

(Ω,A ,P) olasılık uzayı olmak üzere bir X rassal değişkenin beklenen değeri Ω örneklem
uzayı üzerinde

E(X) =
∫

Ω

X(ω)dP (2.7)

şeklinde tanımlanır. Bu integral değerinin bulunabilmesi için bazı temel integral tanımları
aşağıda verilmiştir [11] .

2.4.1 Bazı Temel İntegral Tanımları

1. Riemann İntegrali: a,b∈R ve a < b olmak üzere , f : [a,b]→R tanımlı reel değerli
bir fonksiyon [a,b] aralığının sonlu bir parçalanışı olan P = {x0,x1,x2, . . . ,xn} için

a = x0 < x1 < x2 < .. . < xn−1 < xn = b ∆xi = xi− xi−1(i = 1,2, . . . ,n)

Mi = sup
xi−16x6xi

f (x) mi = inf
xi−16x6xi

f (x) (2.8)

tanımlamalarına karşılık gelen Alt Darboux ve Üst Darboux toplamları aşağıda veril-
miştir.

U(P, f ) =
n

∑
i=1

Mi.∆xi A(P, f ) =
n

∑
i=1

mi.∆xi (2.9)
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dir.
sup∆xi → 0 iken U(P, f ) = A(P, f ) eşitliği varsa f , [a,b] aralığında Riemann anlamda
integrallenebilir denir ve U(P, f ) = A(P, f ) =

∫ b
a f (x)dx şeklinde gösterilir [2, 10, 11].

2. Lebesgue İntegrali: (R,L ,λ ) Lebesgue ölçüm uzayında Lebesgue integrali rassal
değişkenin tanımına bağlı olarak üç aşamada inşa edilir. Burada tanımlanan Lebesgue
integrali aynı zamanda (Ω,A ,P) olasılık uzayında tanımlanan beklenen değer integ-
raline benzerliğinden dolayı Soyut Lebesgue integrali olarak da isimlendirilir.

i. f negatif olmayan A üzerinde tanımlı basit fonksiyon ve Lebesgue ölçülebilir
ikişerli ayrık kümeler olan A1,A2, . . . ,An kümelerinin birleşimi A’ya denk olsun.
ci > 0(i = 1,2, . . . ,n) için f = c1χA1 + c2χA2 + . . .+ cnχAn olmak üzere ;

∫
A

f dλ :=
n

∑
i=1

ci.λ (Ai) (2.10)

olarak tanımlanır.

ii. f negatif olmayan Lebesgue ölçülebilir A üzerinde tanımlı bir fonksiyon ol-
sun. A üzerinde tanımlanan 0 6 f1 6 f2 6 . . . basit fonksiyonlar dizisi vardır
ki limn→∞ fn = f dir.Bu durumda;∫

A
f dλ := lim

n→∞

∫
A

fndλ (2.11)

dir. Ayrıca bütün basit fonksiyonların kümesi S+ içinde tanımlanan φ basit fonk-
siyonları için; ∫

A
f dλ = sup

06φ6 f

∫
A

φdλ (2.12)

şeklinde de verilebilir.

iii. f , A üzerinde tanımlı Lebesgue ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere f = f+−
f− şeklinde yazılsın. Bu taktirde ;∫

A
f dλ :=

∫
A

f+dλ −
∫

A
f−dλ (2.13)

şeklinde tanımlanır. Burada
∫

A f+dλ ve
∫

A f−dλ integralleri sonlu ise
∫

A f dλ

de sonludur ve o zaman f fonksiyonuna Lebesgue anlamda integrallenebilir bir
fonksiyon denir[2, 10, 11].

3. Riemann-Stieltjes İntegrali: a,b ∈R ve a < b olmak üzere f ve g, [a,b] kapalı aralı-
ğında tanımlı iki reel değerli fonksiyon ve g artan olsun. [a,b] kapalı aralığının

τn : a = t0 < t1 < t2 < .. . < tn−1 < tn = b (2.14)
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şeklindeki parçalanışı ve

σn : ti−1 6 yi 6 ti (i = 1,2,3, . . . ,n) (2.15)

ara parçalanması için

∆i = ti−1− ti, ∆ig = g(ti)−g(ti−1) (2.16)

mesh(τn) := max
16i6n

∆i = max
16i6n

(ti− ti−1) (2.17)

karşılık gelen Riemann-Stieltjes Toplamı;

Sn = Sn( f ,τn,σn) :=
n

∑
i=1

f (yi).∆ig =
n

∑
i=1

f (yi).[g(ti)−g(ti−1)] (2.18)

eşitliliği ile tanımlanır.
mesh(τn)→ 0 iken Sn = limn→∞ Sn = limn→∞ ∑

n
i=1 f (yi).∆ig limit değeri τn ve σn’den

bağımsız limiti var ve sonlu ise bu limit değerine f fonksiyonunun [a,b] üzerinde g
fonksiyonuna göre Riemann-Stieltjes(R.S) integrali denir ve

S =
∫ b

a
f (t)dg(t) (2.19)

ile gösterilir.Burada f fonksiyonuna integrant, g fonksiyonuna integratör denir [2, 10,
11].

2.4.2 Beklenen Değer ve Özellikleri

(Ω,A ,P) olasılık uzayında bir X rassal değişkenin beklenen değeri Ω örneklem uzayı üze-
rinde

E(X) =
∫

Ω

X(ω)dP (2.20)

şeklinde tanımlanmıştı.Lebesque integralinde olduğu gibi X rassal değişkenin yapısına göre
E(X)’i üç farklı şekilde hesaplanır.

i. (Ω,A ,P) olasılık uzayında X rassal değişkeni basit ve negatif değer almayan fonksi-
yon olsun. X rassal değişkenini A ölçülebilir ikişerli ayrık kümeler olan A1,A2, . . . ,An

ve ci > 0(i = 1,2, . . . ,n) için X = c1χA1 + c2χA2 + . . .+ cnχAn şeklinde yazarsak;

E(X) = c1P(A1)+ c2P(A2)+ . . .+ cnP(An) =
n

∑
i=1

ciP(Ai)> 0 (2.21)
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dir.

(Ω,A ,P) olasılık uzayında X ,Y > 0 basit rassal değişkenler c > 0,(c ∈ R) olmak
üzere ;

1. E(cX) = cE(X),

2. E(X +Y ) = E(X)+E(Y ),

3. X > Y ise E(X)> E(Y ),

4. X1,X2, . . . ve Y basit rassal değişkenler için X1 6 X2 6 . . . olmak üzere 0 6 Y 6

limn→∞ Xn eşitsizliği için

0 6 E(Y )6 lim
n→∞

E(Xn)

dir [27].

ii. (Ω,A ,P) olasılık uzayında X rassal değişkeni negatif olmayan A ölçülebilir bir fonk-
siyon olsun. Bu uzayda tanımlanan basit fonksiyonlardan oluşan {Xn} dizisi azalma-
yan ve negatif olmayan bir rassal değişken dizisi olsun. Bu dizi için limn→∞ Xn(ω) =

X(ω) eşitliği sağlansın. Bu taktirde;

E(X) = lim
n→∞

E(Xn) (2.22)

dir.

(Ω,A ,P) olasılık uzayında X ,Y negatif olmayan rassal değişkenler ve c > 0,(c ∈R)
olmak üzere ;

1. E(cX) = cE(X),

2. E(X +Y ) = E(X)+E(Y ),

3. X > Y ise E(X)> E(Y ) dir [27].

iii. (Ω,A ,P) olasılık uzayında X bir rassal değişken olmak üzere X = X+−X− (Tanım
18) şeklinde verilsin. Burada X+,X− negatif olmayan rasssal değişkenlerdir. Bu tak-
dirde E(X+) ve E(X−) her ikisi de aynı anda +∞ olmadığı sürece;

E(X) = E(X+)−E(X−) (2.23)

şeklinde tanımlanır. Ayrıca E(X)’in alabileceği değerler ile ilgili aşağıdaki durumlar
gözönünde bulundurulmalıdır.

1. E(X+)< ∞ ve E(X−)< ∞ ise E(X)< ∞

2. E(X+) = ∞ ve E(X−)< ∞ ise E(X) = ∞
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3. E(X−) = ∞ ve E(X+)< ∞ ise E(X) =−∞

4. E(X+) = E(X−) = ∞ ise E(X) tanımsızdır [27].

(Ω,A ,P) olasılık uzayında X ,Y rassal değişkenler ve c ∈R olmak üzere E(X)< ∞ ise;

1. E(cX) = cE(X),

2. E(X),E(Y )< ∞ ise E(X +Y )< ∞ ve E(X +Y ) = E(X)+E(Y ),

3. E(X),E(Y ) mevcut olmak şartıyla X > Y ise E(X)> E(Y ),

4. E(X)< ∞ ise E(|X |)< ∞,

5. E(X)< ∞ ise |E(X)|6 E(|X |),

6. E(Y )< ∞ ve |X |6 Y ise E(X)< ∞,

7. X rassal değişkeni sınırlı ise E(X)< ∞ dir [27].

2.4.3 Yakınsama Teoremleri

Beklenen değerin hesaplanması sırasında karşılaşılacak ana sorunlardan biri limitin hangi
koşullar altında integralle yer değiştirebildiğinin tespit edilmesidir. Bu nedenle aşağıdaki
(2.24) eşitliğinin sağlandığı durumların belirlenmesi için yakınsaklık teoremlerini inceleye-
ceğiz.

lim
n→∞

E(Xn) = E( lim
n→∞

Xn) (2.24)

Teorem 15. [Monoton Yakınsaklık Teoremi] Ω üzerinde tanımlanan rassal değişkenler
X1,X2, . . . için 0 6 X1 6 X2 6 . . . eşitsizliği mevcut ve ∀ω ∈ Ω için limn→∞ Xn(ω) = X(ω)

olsun. Bu taktirde
lim
n→∞

E(Xn) = E( lim
n→∞

Xn) = E(X) (2.25)

dir [10, 11].

Teorem 16. [Beppo-Levi Teoremi] (Ω,A ,P) olasılık uzayında {Xk} : Ω→ [0,∞] rassal de-
ğişkenler olmak üzere; ∫ ∞

∑
k=1
{Xk}dP =

∞

∑
k=1

∫
{Xk}dP (2.26)

dir [10, 11].
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Sonuç 4. (Ω,A ,P) olasılık uzayında {Xk} : Ω → [0,∞] rassal değişkenler olmak üzere

∑
∞
n=1 Xn,Ω üzerinde yakınsak ise;

E(
∞

∑
n=1

Xn) =
∞

∑
n=1

E(Xn) (2.27)

dir [10, 11].

Teorem 17. [Fatou Lemması] (Ω,A ,P) olasılık uzayında {Xk} : Ω→ [0,∞] rassal değiş-
kenler olmak üzere; ∫

liminf
n→∞

{Xk}dP 6 liminf
n→∞

∫
{Xk}dP (2.28)

dir [10, 11].

Teorem 18. [Baskın Yakınsaklık Teoremi] Ω üzerinde tanımlanan rassal değişkenler X1,X2, . . .

X ,Y verilmiş olsun. E(Y )< ∞ için |Xn|6 Y,(n = 1,2, . . .) ve ∀ω ∈ Ω için limn→∞ Xn(ω) =

X(ω) koşulları sağlanırsa ;

lim
n→∞

E(Xn) = E( lim
n→∞

Xn) = E(X) (2.29)

dir [10, 11].

Teorem 19. [Sınırlı Yakınsaklık Teoremi] Ω üzerinde tanımlanan rassal değişkenler X1,X2, . . .

X ve c ∈R verilmiş olsun. |Xn|6 c,(n = 1,2, . . .) ve ∀ω ∈Ω için limn→∞ Xn(ω) = X(ω) ko-
şulları sağlanırsa ;

lim
n→∞

E(Xn) = E( lim
n→∞

Xn) = E(X) (2.30)

dir [10, 11].

2.4.4 Reel Sayılar Üzerinde Beklenen Değer

Bir olasılık uzayında tanımlanan beklenen değerin R üzerinde hesaplanması aşağıdaki te-
oremler aracılığıyla kurulur [11].

Teorem 20. R üzerinde verilen J kümeleri için;E(J) =
∫
R J(x)dPx =

∫
R xdPx iken

a. E(X)’in mevcut olması için gerek ve yeter koşul E(J)’nin varolmasıdır.

E(X) =
∫

Ω

XdP =
∫
R

xdPx (2.31)

dir [11].

21



b. g :R→R Borel ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere E(g(X))’in mevcut olması için gerek
ve yeter koşul E(g(J))’nin varolmasıdır.

E(g(X)) =
∫

Ω

g(X)dP =
∫
R

g(x)dPx (2.32)

dir.

Sonuç 5. X rassal değişkeninin olasılık dağılım fonksiyonunun uyardığı olasılık ölçüsünün
J kümeleri altındaki kısıtlaması,yani FX = PX |J ile hesaplanır.

Teorem 21. Ω üzerinde a < X 6 b olmak üzere;

E(X) =
∫ b

a
xdFX (2.33)

dir.

Teorem 22. X rassal değişkeninin olasılık dağılım fonksiyonu F ve g : R→ R sürekli bir
fonksiyon olsun. Buna göre;

E(g(X))< ∞↔
∫

∞

−∞

gdF (2.34)

genelleştirilmiş Riemann-Stieltjes integrali mutlak olarak yakınsaktır ve

E(g(X)) =
∫

∞

−∞

gdF (2.35)

dir.

2.4.5 Momentler

Teorem 22’ye göre bir g(x) fonksiyonunun beklenen değerinin hesaplanmasının yöntemi ve-
rilmişti. Burada g(x) fonksiyonunu özel olarak g(x) = xr ve X rassal değişkeninin beklenen
değerine E(X) = µ dersek, µ

′
r := E(X r) ile tanımlanan beklenen değere r. moment denir.

Ayrıca µr := E
(
(X−E(X))r)= E

(
(X−µ)r) ile verilen beklenen değere ise r. merkezileşti-

rilmiş moment denir [11].

r = 1 için µ
′
1 = E(X) ve µ1 = 0 dır.r = 2 için µ

′
2 = E(X2) ve µ2 = E

(
(X − µ)2) = σ2

X =

V (X)> 0 dır. µ2 = σ2
X ’ye varyans denir.

Sonuç 6. i) a,b ∈R için V (aX +b) = a2V (X)

ii) V (X) = E
(
(X−µ)2)= E(X2)−µ2 dir.
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Ayrıca X ,Y rassal değişkenleri için kovaryans fonksiyonu

Cov(X ,Y ) = σX ,Y := E
(
(X−µx)(Y −µY )

)
(2.36)

şeklinde tanımlanır.

Sonuç 7. Xi,Yj rassal değişkenler olmak üzere ai,b j ∈ R (i = 1,2, . . . ,m ve j = 1,2, . . . ,n)
için

Cov
( m

∑
i=1

Xi,
n

∑
j=1

Yj
)
=

m

∑
i=1

n

∑
j=1

aib jCov(Xi,Y j) (2.37)

V (
m

∑
i=1

Xi) =
m

∑
i=1

a2
i V (Xi)+2∑∑

i< j
aib jCov(Xi,X j) (2.38)

dir.

2.5 Çarpım Uzayında Olasılık

(Ω1,A1) ve (Ω2,A2) iki ölçüm uzay olmak üzere A1×A2 şeklinde tanımlanan kartezyen
çarpım bölgesi bir yarı cebirdir. Bu yarı cebir tarafından doğurulan minimal σ -cebir σ(A1×
A2) cebrine A1 ve A2’nin tensör çarpımı denir ve A1⊗A2 ile gösterilir. Bundan dolayı
(Ω1×Ω2,A1⊗A2) çiftide bir ölçüm uzaydır.

Bu ölçüm uzayında ω1 ∈ Ω1 ve A ∈ A1⊗A2 için Aω1 olarak isimlendirilen kümeye A kü-
mesinin ω1 kesiti denir.

Aω1 = {ω2 ∈Ω2|(ω1,ω2) ∈ A}

Benzer şekilde ; ω2 ∈Ω2 ve A∈A1⊗A2 için Aω2 olarak isimlendirilen kümeye A kümesinin
ω2 kesiti denir.

Aω2 = {ω1 ∈Ω1|(ω1,ω2) ∈ A}

dir. Ayrıca X : Ω1×Ω2→R olmak üzere (Ω1×Ω2,A1⊗A2) ölçüm uzayında rassal değiş-
ken olsun. X rassal değişkeninin ω1 ve ω2’ye göre kesitleri;

Xω1 = Ω2→R Xω1(ω2) = X(ω1,ω2)

Xω2 = Ω1→R Xω2(ω1) = X(ω1,ω2)

dir.

Tanım 22. [Geçiş Olasılığı] (Ω1,A1) ve (Ω2,A2) iki ölçüm uzayı olmak üzere aşağıdaki
koşulları sağlayan fonksiyonlara geçiş olasılığı denir.
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i. ∀ω1 ∈Ω1 için P1
2 (ω1, ·),(Ω2,A2) üzerinde olasılık ölçüsüdür.

ii. ∀A2 ∈A2 için P1
2 (ω1,ω2),(Ω1,A1) üzerinde ölçülebilir bir fonksiyondur [27].

Burada P1
2 (ω1,ω2) ile gösterilen dönüşüm fonksiyonu

P1
2 : (Ω1,A2)→ [0,1]

olacak şekilde tanımlanır.

Yukarıda verilen tanımlar doğrultusunda çarpım uzayında olasılık ölçüsü aşağıdaki şekilde
hesaplanır.

Tanım 22. de verilen şartları sağlayan P,(Ω1,A1) üzerinde bir olasılık ölçüsü olmak üzere;

i. (Ω1×Ω2,A1⊗A2) üzerinde

P(A1×A2) =
∫

A1

P1
2 (ω1,A2)dP1(ω1) (A1 ∈A1,A2 ∈A2) (2.39)

eşitliğini sağlayan tek bir P olasılık ölçüsü vardır.

ii. X ,(Ω1×Ω2,A1⊗A2) ölçüm uzayı üzerinde tanımlı pozitif değerli veya integrali var
olan bir rassal değişken olmak üzere,∫

Ω1×Ω2

XdP =
∫

Ω1

(∫
Ω2

Xω1(ω2)P1
2 (ω1,dω2)

)
dP1(ω1) (2.40)

dir. Yani, ∫
Ω1×Ω2

XdP =
∫

Ω1

P1(dω1)
(∫

Ω2

P1
2 (ω1,dω2)Xω1(ω2)

)
(2.41)

dir.

Teorem 23. [Fubini Teoremi] (Ω1,A1,P1) ve (Ω2,A2,P2) iki olasılık uzayı olmak üzere;

i. (Ω1×Ω2,A1⊗A2) ölçüm uzayında

P(A1×A2) = P1(A1)P2(A2) (A1 ∈A1,A2 ∈A2) (2.42)

eşitliğini sağlayan olasılık ölçüsü tek türlüdür ve P1⊗P2 ile gösterilir.

ii. X ,(Ω1×Ω2,A1⊗A2) ölçüm uzayı üzerinde tanımlı pozitif değerli veya integrali var
olan bir rassal değişken olmak üzere,∫

Ω1×Ω2

XdP =
∫

Ω1

(∫
Ω2

Xω1(ω2)dP2(ω2)
)

dP1(ω1) (2.43)
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∫
Ω1×Ω2

XdP =
∫

Ω2

(∫
Ω1

Xω2(ω1)dP1(ω1)
)

dP2(ω2) (2.44)

dir. Bu şekilde elde edilen (Ω1×Ω2,A1⊗A2,P1⊗P2) olasılık uzayına (Ω1,A1) ve
(Ω2,A2) olasılık uzaylarının çarpım uzayı denir[10, 11].

Tanım 23. [L p Uzayında Olasılık] (Ω,A ,P) olasılık uzayı ve p > 1 gerçel sayı olmak
üzere; bu olasılık uzayı üzerinde tanımlı ve p. kuvveti sonlu beklenen değere sahip rassal
değişkenlerin oluşturduğu uzay L p olarak tanımlanır ve

L p(Ω,A ,P) = {X |
∫

Ω

|X |pdP < ∞} (2.45)

gösterilir. Ayrıca L p içinde verilen denklik sınıfları tarafından oluşturulan uzay ise Lp(Ω,A ,P)
sembolü ile gösterilir.

Tanım 24. Lp uzayında gerçel değerli ‖ · ‖ fonksiyonu şu şekilde tanımlayalım,

‖ X ‖p:=
(∫

Ω

|X |pdP
) 1

p
=
(

E(|X |)
) 1

p (2.46)

dir [2, 11].

2.6 Olasılık Uzayında Eşitsizlikler

1. Chebyshev Eşitsizliği: f fonksiyonu [0,∞) üzerinde azalmayan bir fonksiyon ve X
rassal bir değişken olsun. ( f (0)> 0) Bu taktirde;

E
(

f (|X |)
)
> f (t)P

(
|X |> t

)
(2.47)

dir.Ayrıca X rassal değişkeninin ikinci momenti sonlu ve t > 0 ise,

P
(
|X−E(X)|> t

)
6

V (X)

t2 (2.48)

dir. t = k
√

V (X) = kσX seçilirse

P
(
|X−E(X)|> kσX

)
6

1
k2 (2.49)

elde edilir.
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2. [1,∞] aralığından seçilen p,q,r sayıları için 1
r =

1
p +

1
q sağlanırsa

‖ XY ‖r6‖ X ‖p‖ Y ‖q (2.50)

dir.

3. Hölder Eşitsizliği: 1
p +

1
q = 1 olmak üzere X ∈ Lp,Y ∈ Lq ise XY ∈ L1 ve

∫
Ω

|XY |dP =‖ XY ‖16‖ X ‖p‖ Y ‖q (2.51)

dir.

4. Schwarz Eşitsizliği:Hölder Eşitsizliğinde p = q = 2 alınırsa;

E(|XY |) =‖ XY ‖16‖ X ‖2‖ Y ‖2 (2.52)

olur.

5. Minkowski Eşitsizliği:

‖ X +Y ‖p6‖ X ‖p + ‖ Y ‖p (2.53)

dir.

6. Jensen Eşitsizliği: φ :R→R tanımlı konveks bir fonksiyon olmak üzere X ∈ L1 için

φ(‖ X ‖1) = φ(E(|X |))6 E(φ(X)) (2.54)

dir.

7. X bir rassal değişken olmak üzere 1 < p < q için

‖ X ‖16‖ X ‖p6‖ X ‖q6‖ X ‖∞ (2.55)

ve
L∞ ⊂ Lq ⊂ Lp ⊂ L1 (2.56)

dir.
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2.7 Rassal Değişken Dizilerinde Yakınsama

Tanım 25. [Noktasal Yakınsaklık] Ω üzerinde {Xn}(n = 1,2, . . .) rassal değişkenler dizisi
ve X bir rassal değişken olsun.

i. Sabit bir ω ∈Ω için limn→∞ Xn(ω) = X(ω) oluyorsa {Xn} dizisi X’e ω ’ya göre düz-
gün yakınsar denir.

ii. ∀ω ∈ Ω için {Xn} dizisi X’e ω ’ya göre düzgün yakınsıyorsa {Xn} dizisi X’e Ω üze-
rinde yakınsar denir.

iii. Bir N ∈A kümesi için P(N) = 0 oluyorsa ve ∀ω ∈ Nc için {Xn} dizisi X’e ω ’ya göre
düzgün yakınsıyorsa {Xn} dizisi X’e hemem hemen kesin (h.h.k.) yakınsar denir.

Tanım 26. [Olasılıkta Yakınsaklık] {Xn}(n = 1,2, . . .) rassal değişkenler dizisinin rassal
bir değişken olan X’e yakınsaması ile ilgili olarak; ∀ε > 0 için, limn→∞ P({ω ∈Ω|Xn(ω)−
X(ω)|6 ε)}) = 1 ise {Xn} rassal değişken dizisi X’e olasılıkta yakınsar denir ve {Xn}

P→ X
sembolü ile gösterilir.

{Xn}
P→ X ⇔{Xn}−X P→ 0 (2.57)

dir.

Teorem 24. Bir {Xn}(n = 1,2, . . .) rassal değişkenler dizisinin X rassal bir değişkenine
(h.h.k.) olarak yakınsıyorsa olasılıkta da yakınsar.

{Xn}→ X(h.h.k.)⇒{Xn}
P→ X(n→ ∞) (2.58)

Teorem 25. Bir {Xn}(n= 1,2, . . .) rassal değişkenler dizisinin (h.h.k.) yakınsaklığı için yeter
şart:

∃εn > 0,
∞

∑
n=1

εn < ∞,
∞

∑
n=1

P(|Xn+1−Xn|> εn)< ∞ (2.59)

dir.

Teorem 26. [Cauchy Kriterleri]

i. Bir {Xn}(n = 1,2, . . .) rassal değişkenler dizisinin (h.h.k.) olarak bir rassal değişkene
yakınsaması için gerek ve yeter şart dizinin Cauchy dizisi olmasıdır. Yani m,n→ ∞

için Xm−Xn→ 0(h.h.k.) sağlanmasıdır.

ii. Bir {Xn}(n = 1,2, . . .) rassal değişkenler dizisinin bir rassal değişkene olasılıkta ya-
kınsaması için gerek ve yeter şart dizinin Cauchy dizisi olmasıdır. Yani m,n→ ∞ için
Xm−Xn

P→ 0 sağlanmasıdır.
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Teorem 27. [Zayıf Büyük Sayılar Kanunu] X1,X2, . . . bağımsız özdeş dağılımlı ve sonlu
ikinci mertebeden momentleri olan bir rassal değişkenler dizisi olsun.Bu dizinin elemanları-
nın beklenen değeri E(Xn) = µ ile gösterilsin. Buna göre,

Xn =
X1 +X2 + . . .+Xn

n
P→ µ (2.60)

dir [4, 7, 8].

Teorem 28. [Markov Şartı] X1,X2, . . . bağımsız rassal değişkenler E(Xk) = µk ve V (Xk) =

σ2
k (k = 1,2, . . .) olmak üzere

lim
n→∞

1
n2

n

∑
k=1

σ
2
k = 0 (2.61)

eşitliğine Markov Şartı denir.Bu şartı sağlayan {Xn} diziside zayıf büyük sayılar kanununu
sağlar.

Teorem 29. [Kuvvetli Büyük Sayılar Kanunu] X1,X2, . . . bağımsız özdeş dağılımlı bir rassal
değişkenler dizisi ve ortalaması µ olsun. Eğer X1+X2+...+Xn

n ortalaması µ ye yakınsıyorsa ;

P(limn→∞

X1 +X2 + . . .+Xn

n
= µ) = 1 (2.62)

dir [4, 7, 8].

Tanım 27. [Olasılıkta Sınır] Her ε > 0 için bir a > 0 sayısı

P(|X |> a)< ε (2.63)

olacak şekilde varsa X rassal değişkenine Olasılıkta sınırlı denir.

Teorem 30. {Xn} ve {Yn} iki rassal değişken dizisi ve n→ ∞ için Xn
P→ X ,Yn

P→ Y sağlasın.
Buna göre;

1. c ∈R için cXn
P→ cX

2. Xn +Yn
P→ X +Y

3. XnYn
P→ XY

4. Xn
Yn

P→ X
Y ve Yn 6= 0(h.h.k.),Y 6= 0(h.h.k.) dir [11].

Teorem 31. [Slutsky Teoremi] n→ ∞ için Xn
P→ X ve f : R→ R sürekli fonksiyon olmak

üzere f (Xn)
P→ f (X) dir.
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Tanım 28. [Lp’de Yakınsama] {Xn},(n = 1,2, . . .) rassal değişken dizisi Lp içinde bir dizi
olsun. n→ ∞ için ‖ Xn−X ‖p→ 0 sağlanırsa (p > 1) {Xn} dizisi Lp’de (p.ortalamada) X’e

yakınsar denir ve Xn
Lp
→ X ile gösterilir. Ayrıca

Xn
Lp
→ X ⇔ E(|Xn−X |p)→ 0 (2.64)

dir [4, 7, 8, 11].

Teorem 32. X sonlu bir beklenen değere sahip rassal değişken olmak üzere; (E(|X |< ∞)

i. A ∈A ,P(A) = 0 ise
∫

A XdP = 0,

ii. limn→∞

∫
{|X |>n}XdP = 0,

iii. An ∈A ,(n = 1,2, . . .), limn→∞ P(A) = 0 ise limn→∞

∫
An

XdP = 0 dir.

Tanım 29. [Dağılımda Yakınsama] X1,X2, . . . ve X rassal değişkenler ve bu rassal değiş-
kenlerin kümülatif dağılım fonksiyonlarıF1,F2, . . . ve F olsun. Eğer F(X)’in her süreklilik
noktasında limn→∞ Fn(x) = F(x) ise Xn dizisi X’e Dağılımda yakınsar denir ve Xn

d→ X şek-
linde gösterilir.

Teorem 33. {Xn} ve {Yn},(c ∈ R) iki rassal değişken dizisi ve n→ ∞ için Xn
d→ X ,Yn

d→ c
sağlasın. Buna göre;

1. Xn +Yn
d→ X + c

2. XnYn
d→ cX

3. Xn
Yn

d→ X
c ve c 6= 0 dir.

Yakınsamalar arasındaki ilişkiyi veren çizelge aşağıda verilmiştir [11].

2.8 Koşullu Beklenen Değer

(Ω,A ,P) olasılık uzayında A ∈ A olayı koşulu altında başka bir B ∈ A olayının gerçek-
leşme olasılığı PA(B) = P(B|A) = P(B∩A)

P(A) idi. Benzer şekilde bir A ∈A olayı koşulu altında
bir X rassal değişkeninin beklenen değeri

E(X |A) :=
∫

Ω

XdPA =
1

P(A)

∫
A

XdP (2.65)
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Şekil 2.1: Yakınsamalar Arasındaki ilişkiler

şeklinde tanımlanır.

A ’nın bir parçalanışı (bölüntüsü) C = {A1,A2, . . . ,An, . . .} olsun. C bölüntüsü ile koşullu
beklenen değeri olan

E(X |C )(ω) :=
∞

∑
n=1

1
P(An)

(∫
An

XdP
)

χAn(ω) (2.66)

şeklinde tanımlanır.

2.9 Bazı Önemli Dağılımlar

Olasılık ve İstatistikte kullanılan bazı dağılımlar aşağıda verilmiştir [1, 4, 11, 27].

1. Bernouilli Dağılımı: Bir deneyin sadece iki farklı sonucu varsa bu deneye Bernouilli
deneyi denir.Genel olarak "başarılı" veya "başarısız" diye tanımlanabilir. Örnekleme
uzayı Ω = {ω1,ω2} şeklindedir. Deneyin başarılı olma sayısı X ise;

P(X = x) = pxq1−x,(x = 0,1)

E(X) = p, V (X) = pq (2.67)

dir.

2. Binom Dağılımı:Bir Bernouilli deneyinin n defa tekrar edilmesi sonucu oluşan örnek-
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leme uzayıdır. Tekrarlanan olayda x defa başarı için ;

P(X = x) =

(
n
k

)
pxqn−x,(x = 0,1, . . . ,n)

E(X) = np, V (X) = npq (2.68)

dir.

3. Çok Terimli Dağılım:{A1,A2, . . . ,Ak} bir deneyin ayrık olayları {X1,X2, . . . ,Xk} ba-
ğımsız rassal değişkenleri olayların gözlem sayıları olsun. ∑

k
i=1 pi = 1 ve ∑

k
i=1 xi = n

olmak üzere ;

P(X1 = x1,X2 = x2, . . . ,Xk = xk) =
n!

x1!x2! . . .xk!
px1

1 px2
2 . . . pxk

k (2.69)

4. Geometrik Dağılım:Bir Bernouilli deneyinin n defa denenmesi sonucu istenilen du-
rumun ilk defa n.denemede ortaya çıkma durumudur.Dolayısıyla;

P(X = x) = pqx−1,(x = 0,1, . . .)

E(X) =
1
p
, V (X) =

q
p2 (2.70)

dir.

5. Poisson Dağılımı: Sürekli bir zaman aralığı içinde bir olayın kesikli gözlem sayısına
sahip gerçekleşen olayları inceleyen dağılımdır.λ > 0 belirlenen bir zaman aralığında
ortalama gözlem sayısı olsun. X sürekli bir zaman aralığında gözlem sayısını veren
rassal değişken ise;

P(X = x) =
e−λ λ x

x!
,x = 0,1,2, . . .

E(X) = λ , V (X) = λ (2.71)

dir.

6. Düzgün Dağılım: X rassal değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu a,b ∈ R ve
a < b olmak üzere;

f (x) =

{
1

b−a a < x < b
0 d.d.

(2.72)

ise X rassal değişkenine (a,b) aralığında düzgün dağılımına sahip denir.

E(X) =
a+b

2
, V (X) =

(b−a)2

12

31



dir.

7. Gamma Dağılımı: X rassal değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu ;

f (x) =

 xα−1e
−x
β

β α Γ(α) x > 0

0 d.d.
(2.73)

ise X rassal değişkenine Gamma dağılımına sahip denir.

E(X) = αβ , V (X) = αβ
2

dir.
Hatırlatma:Gamma Fonksiyonu;

Γ(x) =
∫

∞

0
sx−1e−sds,x > 0

ve
Γ(x+1) = xΓ(x) Γ(

1
2
) =
√

π Γ(x+1)≈ (
x
e
)x
√

2πx

dir.

8. Üstel Dağılım:X rassal değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu Gamma dağılı-
mında α = 1 alınırsa;

f (x) =

{
1
β

e
−x
β x > 0

0 d.d.
(2.74)

ise X rassal değişkenine Üstel dağılımına sahip denir.

E(X) = β , V (X) = β
2

dir.

9. Ki-Kare Dağılımı:X rassal değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu Gamma dağı-
lımında α = p

2 ,β = 2 alınırsa;

f (x) =

 x
p
2−1e

−x
2

2
p
2 Γ( p

2 )
x > 0

0 d.d.
(2.75)

ise X rassal değişkenine Ki-Kare dağılımına sahip denir.Dağılımın serbestlik derecesi
p ve dağılımın gösterimi X v χ2

p şeklindedir.

E(X) = p, V (X) = 2p
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dir.

10. Weibull Dağılımı:Xrassal değişkeni Üstel dağılıma sahip olsun.γ > 0 ve Y = X γ ol-
mak üzere Y’nin olasılık dağılım fonksiyonu;

f (y) =

 γ

β
yγ−1e

−yγ

β y > 0,β > 0,γ > 0

0 d.d.
(2.76)

ise Y rassal değişkenine Weibull Dağılımına sahip denir.

E(Y ) = β
1
γ Γ(

1
γ
+1), V (Y ) = β

2
γ [Γ(

2
γ
+1)−Γ(

1
γ
+1)2]

dir.

11. Beta Dağılımı:Beta fonksiyonu Analiz derslerinde

B(α,β ) =
∫ 1

0
xα−1(1− x)β−1dx

şeklinde verilmiştir.Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu cinsinden ifadesi ise

B(α,β ) =
Γ(α)Γ(β )

Γ(α +β )

dır.
X rassal değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu ;

f (x) =

{
Γ(α+β )

Γ(α)Γ(β )x
α−1(1− x)β−1 0 < x < 1

0 d.d.
(2.77)

ise X rassal değişkenine Beta dağılımına sahip denir.

E(X) =
α

α +β
, V (X) =

αβ

(α +β )2(α +β +1)

dir.

12. Cauchy Dağılımı:X rassal değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu ;

f (x) =
1
π

1
1+(x−θ)2 x ∈R (2.78)

ise X rassal değişkenine Cauchy dağılımına sahip denir. Cauchy dağılımında moment
yoktur.
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13. Normal Dağılım: µ ∈R,σ ∈R+ olmak üzere X rassal değişkeninin olasılık yoğunluk
fonksiyonu

f (x) =
1√

2πσ2
e−

(x−µ)2

2σ2 , x ∈R (2.79)

ise X rassal değişkeni Normal dağılıma sahip denir. X v N(µ,σ2) ile gösterilir. Ayrıca
µ = 0,σ2 = 1 için normal dağılıma özel olarak Standart Normal Dağılım denir. N(0,1)
şeklinde ifade edilir. Standart normal dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu ise;

f (z) =
1√
2π

e−
z2
2 , z ∈R (2.80)

dir.Merkezi Limit Teoremine göre ortalamada birçok dağılım normal dağılıma yakın-
sar.

14. Log-Normal Dağılım: X rassal değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu

f (x) =
1√

2πσ2
e−

(log(x)−µ)2

2σ2 (2.81)

verilmişse Log-normal dağılımına sahiptir denir.

E(X) = eµ+σ2
2 , V (X) = eµ+σ2

− e2µ+σ2

dir.

15. Laplace Dağılımı: X rassal değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu ;

f (x) =

{
1

2β
e−

x−α

β α ∈R,β ∈R+

0 d.d.
(2.82)

ise X rassal değişkenine Beta dağılımına sahiptir denir.

E(X) = α, V (X) = 2β
2
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3. STOKASTİK SÜREÇLER

Günlük yaşamımız bir zaman akışı içinde olan olaylar zinciridir. Bu zincirde alınacak karar-
larda süreçlerin iyi incelenmesi gerekir. Bu ihtimal içeren süreçleri stokastik süreçler olarak
ifade ederiz [9, 17, 20, 21, 23, 25, 29].

3.1 Stokastik Sürecin Tanımı

Tanım 30. [Stokastik Süreçler] (Ω,A ,P) olasılık uzayında tanımlanacak olan

(ω, t)→ X(ω, t) ∈R (3.1)

dönüşümüne stokastik süreç denir. Bu dönüşümde Ω örneklem uzayı iken T olayın gerçekleş-
tiği zamanı ifade eden indis kümesidir.X iki değişkenli bir rassal değişken olup ilk bileşeni
örneklem uzayından alınırken ikinci bileşen zaman indisinden alınan gerçel değerli fonksi-
yondur. X : Ω×T →R

Stokastik süreçler iki değişken açısından incelenirken eğer zaman değişkeni sabitlenirse aynı
anda örneklem uzayda olan olaylar incelenir bu da Xt(ω) şeklinde rassal değişkendir. Eğer
ω değişkeni sabitlenirse o zamanda bir olayın zamana bağlı değişimini inceleyen Xω(t) şek-
linde rassal fonksiyondur[9] .

3.1.1 Sonlu Boyutlu Dağılımlar

Tanım 31. [Sonlu Boyutlu Dağılımlar] T zaman indis kümesi t1 < t2 < t3 < .. . < tn sıralı
değerleri için I = {t1, t2, t3, . . . , tn} ⊂ T olan bir indis kümesi olmak üzere ∀ti ∈ I karşılık
gelen Xti rassal değişkenlerinin oluşturduğu rassal vektör −→XI := (Xt1 ,Xt2 , . . . ,Xtn) olsun.

Burada tanımlanan −→XI vektörüne karşılık gelen olasılık dağılımına stokastik sürecin sonlu
boyutlu dağılımı denir, PI := P−→XI

ile gösterilir.

{PI}I∈T ifadesi ile sonlu boyutlu dağılımların ailesini gösterilir.

I ve J sonlu ve sıralı iki indis kümesi I ⊂ J olmak üzere PI = PJ|I dir. Yani PI,PJ dağılımın I
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indis kümesine göre kısıtlanması denir [11].

3.1.2 Kovaryans Fonksiyonu

Sonlu boyutlu bir X süreci için I = {t1, t2, t3, . . . , tn} ∈ T ve −→XI := (Xt1,Xt2, . . . ,Xtn) olmak
üzere;

µI = µ−→XI
:=
(
E(X1),E(X2), . . . ,E(Xn)

)
ile −→XI vektörüne karşılık gelen beklenen değer ifade edilirken,[

Cov(Xti,Xt j)
]

i, j=1,2,...,n

şeklinde kovaryansların oluşturduğu matris ∑I veya ∑−→XI
ile gösterilir.

Süreçteki her rassal değişken için beklenen değer fonksiyonu

µX := µXt = E(Xt), t ∈ T

ve kovaryans fonksiyonu

cX(t,s) :=Cov(Xt ,Xs) = E[(Xt−µX(t))(Xs−µX(s))] (3.2)

eğer Xt ve Xs bağımsız rassal değişkenler ise

cX(t,s) :=Cov(Xt ,Xs) = E(XtXs)−µXt µXs,(t,s ∈ T ) (3.3)

varyans fonksiyonu ise;
σ

2
X := cX(t, t) =V (Xt), t ∈ T (3.4)

dir [11].

3.1.3 Gauss Süreci

Tanım 32. [Gauss Süreci] Sonlu boyutlu dağılımların hepsi çok değişkenli normal dağılım
ise bu sonlu bayutlu dağılıma Gauss Süreci denir.

I = {t1, t2, t3, . . . , tn} ∈T için fI olasılık yoğunluk fonksiyonu aşağıdaki şekilde tanımlanır.

fI(x1,x2, . . . ,xn) =
1√

2πDet ∑I
exp
(
− 1

2
(x−µ)(∑

I
)−1(x−µ)t) (3.5)
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Burada (x− µ) = (x1− µ1,x2− µ2, . . . ,xn− µn) şeklinde satır vektörü iken ∑I : kovaryans
matrisi ve Det ∑I kovaryans matrisin determinantıdır.
Eğer T = [0,1], t ∈ T için Xt’ler b.ö.d ve Z = N(0,1) rassal değişkenler ise Gauss sürecine
Normalleştirilmiş Gauss Süreci denir [11].

3.1.4 Durağanlık

Tanım 33. [Eş Dağılımlılık] A ve B rassal değişkenler veya rassal vektörler ya da rassal
süreçler olmak üzere eğer aynı olasılık dağılımına sahiplerse eş dağılımlıdırlar denir ve
A d
= B şeklinde gösterilir.

Tanım 34. X = {Xt , t ∈ T},T ⊂ R ile tanımlanan süreç s.b.d. olsun.t ∈ T indisi h zaman
ötelemesi altında değişmiyorsa bu sürece Mutlak Durağan Süreç denir.

t1, t2, t3, . . . , tn ∈ T,n > 1 indisler t1 +h, t2 +h, t3 +h, . . . , tn +h ∈ T değerleri için eğer(
Xt1,Xt2,Xt3 , . . . ,Xtn

) d
=
(
Xt1+h,Xt2+h,Xt3+h, . . . ,Xtn+h

)
(3.6)

dır [11].

Tanım 35. t indisi altında ötelenen bir X rassal sürecinin beklenen değer ve kovaryans
fonksiyonları değişmiyorsa sürece Geniş Anlamda Durağan Süreç denir. Bu durum için,

µX(t +h) = µX(t),cX(t +h,s+h) = cX(t,s),∀h ∈R (3.7)

dir. Bir Gauss Süreci mutlak durağan ise geniş anlamda durağandır,terside doğrudur. Ayrıca
Gauss sürecinde E(X2) < ∞ olduğu zaman geniş anlamda durağanlığına ikinci dereceden
durağanlık denir.

Tanım 36. X rassal süreci n> 2 pozitif tamsayıları için t1 < t2 < t3 < .. . < tn ∈ T indislerine
karşılık

Xt2−Xt1,Xt3−Xt2, . . . ,Xtn−Xtm−1 (3.8)

artışlarının oluşturduğu rassal değişkenler bağımsız rassal değişken ise X sürecine Bağımsız
Artışlı Süreç denir.

Eğer X süreci Xt−Xs
d
= Xt+h−Xs+h,(t,s, t +h,s+h ∈ T ) eşitliği sağlanıyorsa sürece Dura-

ğan Artışlı Süreç olarak adlandırılır [11].
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3.1.5 Stokastik Sürecin Olasılık Dağılımı

Teorem 9’da bir rassal değişkenin veya rassal vektörünR veyaRn üzerindeki olasılık ölçüsü
tanımlanmıştı. Stokastik sürecin olasılık ölçüsü sonsuz boyutlu bir fonksiyon uzayı üzerinde
tanımlanması gerekir.
Bu nedenle herhangi bir t anında oluşan (Ωt ,At ,P{t}) olasılık uzayları için tensör çarpımı n
adet olasılık uzayına genelleştirilebilir. Bu yöntemle farklı I indis kümelerine bağlı olarak

(ΩI,AI,PI) =
(
∏
t∈I

Ωt ,⊗At ,PI
)

(3.9)

sonlu çarpım uzayları oluşturulur.({PI}I∈T olasılık ailesi)

Ayrıca ΩT = ∏t∈T Ωt ise ∀t ∈ T için ωt ∈Ωt olmak üzere,

ω = {ωt}t∈T

sonlu dizisi veya bu dizinin herhangi bir alt dizisi ω yörüngelerini oluşturur.

Buradan ∏t∈T Ωt →Ωs : ω → ωs olmak üzere ω üzerinde s’nin koordinatı ise Xs(ω) olarak
belirtilir [11].

Tanım 37. [Silindirik Kümeler]

RI(At1 ,At2 , . . . ,Atn) :=
(
∏
t∈I

At
)
×
(
∏
t∈Ic

Ωt
)
,(At ∈At) (3.10)

formulasyonu ile yazılan kümeye At1 ×At2 × . . .×Atn tabanlı Silindirik Küme denir. Yani
R := {AI×∏t∈Ic Ωt |I ∈ T} topluluğudur.

Ayrıca (ΩT ,AT ,P) uzayına ise Kanonik Olasılık Uzayı denir [11].

3.1.6 Sayma Süreçleri

{Nt ; t > 0} stokastik süreci belirli rassal değişkenler için t anında bir olayın tekrar sayısını
belirtiyorsa bu sürece Sayma Süreci denir.Sayma sürecinin özellikleri ile ilgili olarak ;

i. Nt > 0

ii. Nt ∈ Z+∪{0}

iii. s < t için Ns 6 Nt

iv. s < t için Ns−Nt ifadesi (s, t] aralığında gözlemlenen olay sayısıdır [11].
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3.1.7 Filtrasyonlar

Tanım 38. (Ω,A ,P) bir olasılık uzayı olsun. Bu uzayda {Ft},(t > 0) şeklinde verilen σ -
cebirler topluluğu aşağıdaki şartları sağlıyorsa bu σ -cebir topluluğuna Filtrasyon denir ve
F ile gösterilir .

i. Ft ⊂F

ii. s < t için Fs ⊂Ft

Sonuç olarak filtrasyonlar genişleyen bilgi kümeleridir.

Tanım 39. [Adapted Filtrasyon] {Xt , t > 0} şeklinde verilen bir rassal sürecin her rassal
değişkeni Xt ,F ’ye göre ölçülebilir ise {F , t > 0} filtrasyonuna adaptedir yani Adapted Filt-
rasyon denir.

Tanım 40. [Doğal Filtrasyon] Ft = σ{Xs;s 6 t} := σ

(⋃
s6t σ(Xs)

)
olarak verilen filtras-

yona Doğal Filtrasyon denir.

Doğal filtrasyon bir sürecin adapte olabileceği en küçük filtrasyondur.

Tanım 41. [Sağdan Sürekli Filtrasyon] {Ft}t>0 şeklinde verilen bir filtrasyonda F+
t :=⋂

ε>0 Ft+ε bu durumda Ft =F+
t eşitliği sağlanıyorsa {Ft}t>0 filtrasyonuna sağdan sürekli

filtrasyon denir.

3.1.8 Durma Zamanı

Tanım 42. [Durma Zamanı] (Ω,A ,P) bir olasılık uzayı ve {Ft}t>0 bu uzayda tanımlı bir
filtrasyon olsun.T : Ω→ [0,∞] tanımlanan rassal değişken

{T (ω)6 t} ∈Ft , ∀t ∈ [0,∞)

şartını sağlıyorsa T ’ye Durma Zamanı denir.

Durma zamanı bir sürecin ne zamana bırakılmasının daha iyi olduğuna karar verme anı ola-
rak kabul edilir.
T durma zamanı verildiğinde FT = {A ∈F |A∩{T 6 t} ∈Ft ,∀t > 0} olaylar topluluğu
durma zamanına kadar geçen olayların kümesidir.

T bir durma zamanı olsun. Eğer T aşağıdaki koşulları sağlayan durma zamanlarının oluştur-
duğu dizi {Tn}(n > 1) varsa T’ye önceden kestirilebilir bir durma zamanı denir [11].
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i. {T > 0} kümesi üzerinde Tn < T

ii. Tn genişleyen bir dizi

iii. limn→∞ Tn = T (h.h.k.)

Stokastik süreçlerde önemli bir adım olan Kanonik iki süreci inceleyelim.

3.2 Poisson Süreci

Tanım 43. [Poisson Süreci] {Xt}t>0 durağan ve bağımsız artışlı bir sayma süreci ve λ > 0
için aşağıdaki koşulları sağlıyorsa bu sürece λ hızında Poisson Süreci denir [9].

i. X0 = 0

ii. P(Xh = 1) = λh+o(h), (limh→0
o(h)

h = 0)

iii. P(Xh > 2) = o(h)

Poisson süreci sürekli zamanlı bir stokastik süreç olmasına rağmen sürecin rassal değişken-
leri ayrık rassal değişkenlerdir.

Teorem 34. Bir Poisson sürecindeki Xt ,(t > 0) rassal değişkenleri λh parametreli Poisson
Dağılımına sahiptir.

Bir Poisson sürecinde Tn "n. olayı gözlemlendiği zamanı" göstermek üzere Yn ise "n−1. ve
n. olayların gözlemlenmesi süresi arasında geçen zamanı" temsil etsin.Bu taktirde ;

* Tn,λ ve n parametreli Gamma dağılımına sahiptir.

* Yn,λ parametreli Üstel dağılıma sahiptir.

Tanım 44. [Poisson Geçiş Olasılıkları] Bir Poisson sürecindeki Xt ,(t > 0) rassal değiş-
kenleri için durağan artışlı olduklarından Xt−s

d
= Xt −Xs,(s < t) dir. Yani s anından t anına

kadar olan artışı ifade eden Xt−Xs rassal değişkeni λ (t−s) parametreli Poisson dağılımına
sahiptir.

Bu nedenle sürece ait s anında m farklı durumdan t anındaki n > m farklı duruma geçiş
olasılığı,

p(s, t;m,n) =
[λ (t− s)]n−me−λ (t−s)

(n−m)!

olur [9].
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Tanım 45. [Poisson Sonlu Boyutlu Dağılımları] I = {t0 = 0 < t1 < t2 < .. . < tm} olmak
üzere nk; tk−1 ile tk arasındaki gözlem sayısı olsun.nk’ların bağımsız artışlı olma özelliği
gözönüne alınırsa;

P−→X I
(n1,n2, . . . ,nm) =

m

∏
i=1

[λ (t j− t j−1)]
n j−n j−1e−λ (t j−t j−1)

(t j− t j−1)!

dir [11].

3.3 Brown Süreci

1827 yılında Botanik bilimci Robert Brown’ın mikroskop altında polen solüsyonunu ince-
lemesi sırasında polen taneciklerinin hareketlerinin aşırı hızlı ve sürekli yön değişmesine
anlam verememiş daha sonra bu rastgele hareketlere Brown Hareketi(Brownian Hareketi)
veya Brown Devinimi (Brown Motion) adı verilmiştir. Sonraki yıllarda bir çok fizikçi ve
matematikçi bu hareketi anlamaya ve modellemeye çalışmıştır. Bu çalışmalar sırasında Wi-
ener,Brown Hareketindeki taneciklerin yörüngelerinin sürekli fonksiyonlardan oluşan kü-
meler olduğunu tespit etmiş ve Wiener bu sürekli fonksiyonlar kümesi için Wiener ölçüsünü
geliştirmiştir. Bu nedenle Brown Hareketi Sürecine Wiener Süreci de denir [17].

Tanım 46. [Brown Hareket Süreci] Sürekli bir stokastik süreç olan B = {Bt , t ∈ [0,∞)}
durağan ve bağımsız artışlı süreç aşağıdaki verilen koşulları sağlıyorsa Bt sürecine Brown
veya Wiener Hareket Süreci denir [8, 9, 11, 17, 23, 25].

i. B0 = 0

ii. ∀t > 0 için Bt süreci N(0, t) normal dağılımına sahiptir.

iii. Sürecin yörüngeleri sürekli fonksiyonlardır.

Sonuç 8. Brown hareket süreci koşullarını sağlayan Bt stokastik süreci için;

i. E(Bt) = 0

ii. Sürecin yörüngeleri sürekli fonksiyonlardır.Fakat hiçbir noktasında türevlenemez.

s < t için Bt−s−B0 = Bt−s
d
= Bt−Bs durağan artışlı olma özelliğinin sonucu olarak elde

edilebilir. Bunun sonucu olarakta Bt−Bs değeri N(0, t− s) Normal dağılımına sahiptir.

41



Tanım 47. [Brown Hareket Sürecinin Sonlu Boyutlu Dağılımları] Önceki paragrafta açık-
lanan sonlu boyutlu dağılımlara Brown hareket sürecinin sonlu boyutlu dağılımları denir.

Sonuç 9. Brown hareket sürecine kısaca Brown Süreci diyeceğiz.

I = {t1 < t2 < .. . < tm} sıralı zaman indis kümesi için Bt j −Bt j−1
d
= N(0, t j − t j−1),( j =

1,2, . . . ,m) dir.Bu taktirde

−→B I = {Bt1,Bt2, . . . ,Btm} (x0,y0) = (0,0)

olmak üzere;
{Bt0 = x0,Bt1 = x1, . . . ,Btm = xm}

olayını incelersek;

{Bt0 = x0,Bt1−Bt0 = x1− x0, . . . ,Btm−Btm−1 = xm− xm−1}

olayına denktir. Dolayısıyla Brown süreci özel bir Gauss sürecidir [11].

Teorem 35. [Brown Hareket Sürecinin Beklenen Değeri ve Kovaryans Fonksiyonları]

Brown hareket süreci koşullarını sağlayan Bt stokastik sürecinin beklenen değeri ve kovar-
yans fonksiyonları aşağıdaki gibidir.

i. µB(t) = E(Bt) = 0,(t > 0)

ii. 0 6 s 6 t için süreç bağımsız artışlı olduğundan;

cB(t,s) = E(BtBs) = min{t,s}= s (3.11)

dir[21].

Şekil 3.1: 5 Yörüngeli Brown Hareket Süreci
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Şekil 3.2: 10 Yörüngeli Brown Hareket Süreci

Şekil 3.3: 50 Yörüngeli Brown Hareket Süreci

Şekil 3.4: 100 Yörüngeli Brown Hareket Süreci
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Şekil 3.5: 500 Yörüngeli Brown Hareket Süreci

Şekil 3.6: 1000 Yörüngeli Brown Hareket Süreci

3.3.1 Yörüngelerin Salınımı

Tanım 48. [Salınım] h(t), [a,b] aralığında tanımlı bir fonksiyon olsun. Herhangi bir bölün-
tüsü için

∆i = ti− ti−1 ∆ih = h(ti)−h(ti−1)

olmak üzere;

i. h’ın bir τ : a = t0 < t1 < .. . < tn = b bölüntüsü için ∑
n
i=1 |∆ih| toplamına h’ın τ bölün-

tüsüne göre salınımı denir, vn([a,b],τ) ile gösterilir.

ii. h’ın toplam salınımı vn([a,b]) ile gösterilir, supτ vh([a,b],τ) değerine eşittir.

iii. vn([a,b])< ∞ ise h’a sınırlı salınımlı,vn = ∞ ise sınırsız salınımlı denir.

44



iv. ∑
n
i=1 |∆ih|2 değerine h’ın ikinci dereceden salınım denir, Qh([a,b],τ) ile gösterilir[11].

[0, t] aralığının bir τ = {t0 = 0 < t1 < .. . < tn = b} bölüntüsü ve ∆iB = Bti −Bti−1 verilmiş
olsun. Buna göre sürecin [a,b] aralığındaki salınımı;

vB(ω)([0, t],τ) :=
n

∑
i=1
|∆iB(ω)| (3.12)

ve toplam salınımı;
vB(ω)([0, t]) := sup

τ

vB(ω)([0, t],τ) (3.13)

olarak hesaplanır. Kısaca vB(ω)([0, t],τn) = vn,t(ω) ile gösterilir [11].

Tanım 49. [Yörüngenin 2. Dereceden Salınımı] Tanım 48’da verilenlere göre [0,t] aralı-
ğında verilen yörüngenin

QB(ω)([0, t],τ) =
n

∑
i=1
|∆iB(ω)|2 (3.14)

şeklinde hesaplanan değerine yörüngenin ikinci derece salınımı denir [11].

Kısaca QB(ω)([0, t],τn) = Qn,t(ω) ile gösterilir.

Tanım 50. [2. Derece Salınım Süreci] Qn,t(ω)’nın olasılıktaki limit değerine ikinci derece
salınım süreci denir.

X stokastik sürecinin ikinci derece salınım süreci genel olarak [X ]t ile gösterilir. Brown süreci
için [X ]t = t dir.

3.3.2 Özbenzeşim

Matematiksel olarak kendisine veya bir parçasına benzeyen objelere özbenzeşimli denilmek-
tedir. Özbenzeşimin önemli örneklerinden biri fraktallardır.

Stokastik bir süreç {Xt ; t ∈ [0,∞)} olmak üzere; ∀T > 0 ve her rassal vektör (Xt1,Xt2, . . . ,Xtn),(n=
1,2, . . .) için

(T αXt1,T
αXt2, . . . ,T

αXtn)
d
= (XTt1,XTt2, . . . ,XTtn) (3.15)

eşitliğini sağlayan α > 0 değerine karşılık α özbenzeşimli süreç denir [11].

Brown süreci α = 1
2 olan özbenzeşimli süreçtir.
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3.3.3 Brown Köprüsü

Tanım 51. {Xt = Bt − tB1,0 6 t 6 1} ile tanımlanan sürece Brown(Brownian) Köprüsü
denir.

t = 0 ve t = 1 için X0 = X1 = 0 olduğundan sürecin yörüngesi her iki uçtan sıfır bağlıdır. Bu
nedenle sürece Bağlı Brown Süreci de denir [11].

Sürecin sonlu boyutlu vektörleri Gauss dağılımlı olduğundan bu süreçte Gauss sürecidir.
Sürecin beklenen değeri µX(t) = 0, kovaryans fonksiyonu ise cX(t,s) = Cov(Bt − tB1,Bs−
sB1) = min{t,s}− st dir.

3.3.4 Sürüklenmeli Brown Süreci

Tanım 52. {Xt = µt +σBt , t > 0,σ > 0} ile tanımlanan sürece Sürüklenmeli Brown Süreci
denir.

Sürecin yine sonlu boyutlu vektörleri Gauss dağılımlı olduğundan bu süreçte Gauss sürecidir.
Sürecin beklenen değeri µX(t) = µt, kovaryans fonksiyonu ise cX(t,s) = σ2min{t,s} dir
[11].

3.3.5 Geometrik Brown Süreci

Tanım 53. {Xt = eµt+σBt , t > 0} ile tanımlanan sürece Geometrik Brown Süreci denir.

Bu sürece Üssel Sürüklemeli Brown süreci de denir [11]. Üssel dönüşümler Gauss dağılımlı
olmadığından bu süreçte Gauss dağılımlı değildir.Gauss süreci değildir.

Sürecin beklenen değeri

µX(t) = E(eµt+σBt ) = eµte
σ2t

2 = e(µ+
σ2
2 )t

ve kovaryans fonksiyonu,

s 6 t cX(t,s) =
∼
cX (t− s) = e(µ+

σ2
2 )(t+s)(eσ2s−1)

ayrıca s = t için
σX(t) = e(2µ+σ2)t(eσ2t−1)

dir.
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3.3.6 Ak ve Renkli Gürültü

Brown sürecinin yörüngelerinin hiçbir noktada türevi olmadığını ifade etmiştik. Brown süre-
cinin türevlenebilme sorununu aşmak için Gelfand sürecin rassal fonksiyonları yerine rassal
genelleştirilmiş fonksiyonlar tanımlamıştır. Laurent Schwartz tarafından kuramı oluşturulan
genelleştirilmiş fonksiyonlar belli bir topolojik vektör uzayının dualinin elemanları olarak
verilir. Özel türev tanımı ile her mertebeden türevleri vardır.

Ak gürültü (White Noise), Brown sürecinin türevi olarak tanımlandığından sürecinin yö-
rüngelerinin genelleştirilmiş türevi ak gürültüyü verecektir. Şimdi ak gürültünün farklı bir
yaklaşımı olan renkli gürültü sürecini inceleyelim.

Bu süreçte;

Xh
t :=

Bt+h−Bt

h
, t > 0,h > 0

(h sabit sayı) olarak tanımlanır. Brown sürecinin doğrusal bir bileşimi olduğunda bu süreç
bir Gauss sürecidir.

Sürecin beklenen değeri
µX(t) = 0

ve kovaryans fonksiyonu ise

s 6 t cX(t,s) =
1
h2Cov(Bt+h−Bt ,Bs+h−Bs)

=
1
h2 [s+h− s−min{t,s+h}+ s]

=
1
h2 (s+h−min{t,s+h})

elde edilir.

Eğer s + h 6 t ise min{t,s + h} = s + h ve cX(t,s) = 0 olur. Xt ve Xs ilintisizdir. Gauss
süreci bağımsızdır. Fakat s+h > t ise min{t,s+h} = t ve cX(t,s) =

h−(t−s)
h2 olur. δ = t− s

dersek cX(t,s) = h−δ

h2 ve süreç geniş anlamda durağan süreçtir. Gauss süreci olarak da mutlak
durağandır.

Varyans fonksiyonu ise t−s = δ = 0 ise σ2 = 1
h olur. Burada h ↓ 0 olduğunda renkli gürültü-

nün salınımları sınırsız artacağından süreç gerçek anlamda stokastik bir süreç olmayacaktır.
Yeterince küçük seçilen h’lar için Xt’ler bağımsız olmaya başlarlar. Yani b.ö.d. olur ve N(0,1)
dağılımlı Gauss süreci yörüngelerine benzerler.

Brown süreci {Bt} ve doğal filtrasyon olan {Ft , t > 0} olsun. İki değişkenli sürekli ve ölçü-
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lebilir bir fonksiyon olan f için Xt = f (t,Bt) şeklinde yazılan doğal filtrasyonlar da adapted
filtrasyondur.

Sürecin doğal filtrasyonlarını genişletebiliriz. Sürecin yeni filtrasyonlarına göre adaptedtır.

{Bt , t > 0} bir Brown süreci ve Ft = σ(Bs,s 6 t),(t > 0) doğal filtrasyon olsun. Süreç s
anında iken bir t zamanında (t > s) bir olayın olasılığı sadece s anındaki duruma bağlıdır.
Buna "Belleksizlik" özelliği denir. Yani

P(Xt ∈ B|Fs) = P(Xt ∈ B|Xs) = P(Xt ∈ B|σ(Xs)),(s > t,B ∈B) (3.16)

olur. Bu özelliğe MARKOV özelliği denir.

Markov özelliğini taşıyan süreçlere Markov Süreci denir.

3.4 Brown Sürecinin Simülasyonu

3.4.1 Weiner Ölçüsü

(Ωt ,At) ölçüm uzayında özel olarak (R,B) uzayını gözönüne alınırsak sürecin s.b.d. geniş-
letilerek (RT ,Bt) çarpım uzayı üzerinde tek bir olasılık ölçüsü olan P tanımlanır.

0 < T 6 ∞ olmak üzere R[0,T ]’ye aralığı üzerindeki bütün fonksiyonların uzayı şeklinde
bakabiliriz. BT Borel σ -cebirlerinin [0,T ] üzerindeki tensör çarpımıdır.

Brown süreci halindeki süreç olan (RT ,Bt) üzerinde uyardığı bir olasılık ölçüsü vardır. Bu
olasılık ölçüsüne Wiener ölçüsü denir.

Bu ölçü, Brown sürecinin simülasyonunun kurulması için çok önemlidir.

3.4.2 Olasılıkta Zayıf Yakınsama

Tanım 54. [Ölçü Ailesinin Sıkılığı:] {µn} ölçü ailesi verilsin. Her ε > 0 sayısına karşılık
bir K tıkıız kümesi {µn} ölçü ailesinin her üyesi için,

µ(K)> 1− ε

eşitsizliğini sağlayorsa {µn} ölçü ailesine sıkı(bağıl tıkız) denir.
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I = {t1, t2, . . . , tm} ⊂ [0,T ] sıralı ve sonlu zaman indisleri ve PI sürecin s.b.d.’larını göstersin.

Teorem 36. [Olasılıkta Zayıf Yakınsama:] {Xt,n, t > 0} , dağılımları µn ve s.b.d.’ları PI,n

olan bir stokastik süreç dizisi olsun. Bu süreç dizisinin s.b.d.’si PI ve olasılık dağılımı µ olan
sürece zayıf yakınsaması için aşağıdaki koşulları sağlanması gerekir.

i. n→ ∞ olmak üzere PI,n =⇒ PI

ii. {µn},(n = 1,2, . . .) olasılık ölçüsü ailesi sıkıdır.

3.4.3 Rassal Yürüyüş(Random Walking)

Brown süreci kullanarak rassal yürüyüşün simülasyon kurulumu için aşağıdaki aşamalara
göre hareket edilir.

Eksen üzerinde rastgele hareket eden polen taneciklerinin var olduğu kabul edilerek her ∆t
zaman birimine karşılık gelen sürede 1

2 olasılıkla sağa veya sola doğru ∆x kadar hareket etsin.

Y1,Y2, . . . bağımsız ve 1
2 olasılıkla ±∆x değeri alan rassal değişkenler olsun.

Xn,t := Y1 +Y2 + . . .+Y[ T
∆t ]

,n = [
T
∆t

]

süreci tanımlanır. Bu süreçte; n→∞,∆t→ 0 ve ∆x≈
√

∆t mertebesinde 0’a giderken Wiener
ölçüsü µ’ye zayıf olasılıkla yakınsar. Yi’ler b.ö.d. ve N(0,1) dağılımlı rassal değişkenler
olmak üzere;

Xn,t(ω) =

{
Y1(ω)+Y2(ω)+...+Yi(ω)√

n t = i
n , i = 0,1,2, . . .

dogrusal interpolasyon d.d.t ′ler

için

1. X0,t = 0

2. i1, i2, . . . , im tamsayılarının 0 6 i1 6 i2 6 . . .6 im 6 n olmak üzere

X i2
n ,n
−X i1

n ,n
,X i3

n ,n
−X i2

n ,n
, . . . ,X im

n ,n−X im−1
n ,n

bağımsız rassal değişkenlerdir. Çünkü bu artışlar dizisinin her biri sonlu sayıda bağım-
sız Yi√

n değişkeninin toplamıdır.

3. Artışlar aynı sayıda Yi√
n toplamından oluşuyorsa iki dağılım aynıdır.
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4. ∀0 6 i 6 n için X i
n ,n

’nin dağılımı N(0, i
n) ve V [Y1(ω)+Y2(ω)+...+Yi(ω)√

n ] = i
n dir.

Verilen süreç bağımsız artışlı ve durağan artışlı olduğundan Brown sürecidir.

3.4.4 Donsker Değişmezlik Prensibi

Xn,t(ω) =

{
Y1(ω)+Y2(ω)+...+Yi(ω)√

n t = i
n , i = 0,1,2, . . .

lineer interpolasyon d.d.t ′ler

ifadesi ile verilen süreç dağılımda Brown sürecine yakınsar. Sürecin olasılık dağılımı µn ise
Wiener ölçüsüne göre µ’ye yakınsamaktadır [17].

3.5 Martengaller

Tanım 55. [Martengaller:] X = {Xt ; t > 0} stokastik süreci ve {Ft}t>0 filtrasyonu veril-
miş olsun. Bu süreç aşağıdaki koşulları sağlıyorsa {Ft}t>0 filtrasyonuna {Ft}-Martengali
denir.

i. ∀t için E(|Xt |)< ∞

ii. Xt ,{Ft} filtrasyonuna adaptedir.

iii. Her 0 6 s 6 t için E(Xt |Fs) = Xs(h.h.k.) dir.

Eğer (iii.) koşulunda verilen eşitlik yerine E(Xt |Fs)>Xs(h.h.k.) ise Martengale Alt-Martengal,
E(Xt |Fs) 6 Xs(h.h.k.) ise Martengale Üst-Martengal denir. Ayrıca (i.) yerine Xt ∈ Lp, p ∈
[1,∞) gelirse Lp-Martengal denir. Bir LP-Martengel için supt∈R+ E(|Xt |p)<∞ ise X ′e,Lp−sınırlı
Martengal denir.

Bir Martengalin beklenen değer fonksiyonu;

µX(t) = E(Xt) = c,(c : sabit)

dir.

Tanım 56. [Ayrık Zamanlı Martengal:] Ayrık zamanlı bir süreç olan X = {Xn;n= 0,1,2, . . .}
ve {Ft ,n = 0,1,2, . . .} filtrasyonu verilmiş olsun.

i. E(|Xn|)< ∞, n = 0,1,2, . . .
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ii. Xn,{Fn} filtrasyonuna adaptedir.

iii. Her m > 1 için E(Xn +m|Fn) = Xn(h.h.k.) dir.

koşulları sağlanıyorsa X sürecine {Fn} filtrasyonuna adapte bir ayrık zamanlı martengal
denir.

Bağımsız rassal değişkenlerin kısmi toplamlarından oluşan süreç ayrık zamanlı martengaldir
[28].

3.5.0.1 Poisson Martengali

N = N{Nt : t > 0} bir Poisson süreci ve Ft doğal filtrasyon olsun. Bu taktirde {Nt−λ t}t>0

süreci {Ft}t>0 filtrasyonuna adapte sağdan sürekli bir Lp-Martengalidir.

3.5.0.2 Brown Martengali

Poisson martengali gibi Brown süreci doğal filtrasyonuna göre Lp−Martengalidir.

E(Xn+1|Fn)=Xn⇔E(Xn+1−Xn|Fn)= 0 olmak üzere tanımlanacak ayrık zamanlı {Yn;n=
0,1,2, . . .} sürecine Martengal Fark Dizisi denir.

i. Yn = Xn−Xn−1n > 0

ii. E(Yn|Fn−1) = 0 dır.

3.5.1 Önceden Kestirilebilir Süreç

W = {Wn;n = 1,2, . . .} ayrık zamanlı martengal olsun. ∀n için Wn,Fn−1 ölçülebilir ise
W,Fn’e göre önceden kestirilebilir süreç denir.

3.5.2 Martengal Dönüşümü

Yn = {Yn;n = 0,1,2, . . .} süreci {Fn} filtrasyonuna göre bir martengal fark dizisi ve W =

{Wn;n = 1,2, . . .} de bu filtrasyona göre önceden kestirilebilir süreç olsun.

Z0 = 0, Zn =
n

∑
i=1

WiYi, n > 1
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şeklinde tanımlanan Z sürecine Y’nin W dönüşümü denir. Kısaca Z = W •Y ile gösterilir
[28].

3.5.3 Brown Martengal Dönüşümü

B= {Bs;06 s6 t}; [0, t] aralığında tanımlı bir Brown süreci ve 0= t0 < t1 < t2 < .. . < tn−1 <

tn = t tanım aralığının bir bölüntüsü F0 = { /0,Ω},Fi = σ(Bt j ;1 6 j 6 i);(i = 1,2, . . . ,n) de
bir filtrasyon olsun.

∆B = {∆0B = 0,∆iB = Bti−Bti−1,(i = 1,2, . . . ,n)}

rassal değişken dizisini tanımlayalım. Buna göre verilen filtrasyona adapte martengal fark
dizisidir. Ayrıca

∼
B= {

∼
Bti= Bti−1,(i = 1,2, . . . ,n)}

sürecini tanımlayalım.

Bu süreç
∼
Bti= Bti−1 olarak tanımlandığından önceden kestirilebilir süreçtir.

∼
B •∆B bir mar-

tengaldir.

{
∼
B •∆B}k =

k

∑
i=1

∼
Bi •∆iB =

k

∑
i=1

Bti−1(Bti−Bti−1)

dir [11].

3.5.4 Martengal Yakınsaklık Teoremi

Teorem 37. {Xt}t>0; p > 1 için Lp-sınırlı ve sürekli zamanlı martingale olsun. Bu taktirde
öyle bir X∞ ∈ Lp(Ω,A∞,P) rassal değişkeni bulunabilir ki t → ∞ hem Lp hem de h.h.k.
olarak Xt ,X∞’ye yakınsar.(Xt → X∞)

Ayrıca {Xt} Martengali kapatır denir [9].
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4. STOKASTİK DİFERANSİYEL DENKLEMLER

Doğa Bilimleri, Sosyal Bilimler, Ekonomi, Finans ve diğer bilimlerle ilgilenen araştırmacı-
ların zamana bağlı değişimi incelemek amacıyla kurdukları modellerde diferansiyel denk-
lemler(ODE) kullanılmıştır. Fakat bu denklemlerin deterministik olması birçok etkinin sabit
kabul edilmesi veya dikkate alınmaması tam çözümler ile model sonucu arasında önemli
farklılıklar oluşturmaktadır. Bu nedenle diğer etkilerin ve belirsizlikten kaynaklanacak fark-
lılıkların oluşturacağı bir terimi diferansiyel denkleme dahil etmek gerekmektedir. Böylece
Stokastik Diferansiyel Denklemler (SDE) gündeme gelmiştir [3, 4, 12, 14, 20, 21, 23, 29].

Bir başlangıç değer problemi olan adi diferansiyel denklem aşağıdaki gibi verilmiş olsun:{
x′(t) = b(x(t)) (t > 0)
x(0) = x0,

(4.1)

Yukarıdaki denklemde x0 ∈ Rn ve b : Rn → Rn olmak üzere x : [0,∞)→ Rn fonksiyonun
yörüngesi aşağıdaki gibi verilebilir [12].

Şekil 4.1: Adi Diferansiyel Denklemin Örnek Çözüm Yörüngesi

Fakat diğer belirsizlikler "Ak Gürültü" (White Noise) terimi olarak denkleme ilave edilirse;{
X ′(t) = b(X(t))+B(X(t))ξ (t) (t > 0)
X(0) = x0,

(4.2)

Burada ξ (t) := m-boyutlu "Ak Gürültü" ve B :Rn→Mm×n tanımlıdır. Fonksiyonun yörün-
gesi ise aşağıdaki gibi verilebilir [12].

(4.2) SDE sisteminde m= n,x0 = 0,b= 0 ve B= I değerleri için n−boyutlu Brown Hareketi
elde edilir. Kısaca W (.) sembolü ile gösterilir. Ayrıca W ′(.) = ξ (.) dir. Ak gürültü ,Brown
Hareketinin zamana göre türevidir. Yani(4.2) SDE,

dX(t)
dt

= b(X(t))+B(X(t))
dW (t)

dt
(4.3)
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Şekil 4.2: Stokastik Diferansiyel Denklemin Örnek Çözüm Yörüngesi

dir. Dolayısıyla;

X(t) = x0 +
∫ t

0
b(X(s))ds+

∫ t

0
B(X(s))dW (4.4)

genel çözümü formu elde edilir[12] .

Brown Hareketinin hiçbir noktada türevlenememesi nedeniyle integralin hesaplanması için
daha az kısıtlar gerekmektedir. Riemann-Stieltjes integrali yeterli değildir. Japon matema-
tikçi Kiyosi Ito tarafından 1944-1946 yılları arasında yayınlanan makaleler stokastik integral
hesaplanmasında önemli bir dönüm noktası olmuştur [15, 16].

Ito, yörüngeler üzerinde alınan Riemann-Stieltjes toplamlarının klasik limitleri yerine L2

uzayında ya da olasılıkta limitlerini alarak stokastik integral tanımında geniş bir integrand
ailesi üzerinde sonuca ulaşır.

4.1 Stokastik İntegral

4.1.0.1 Basit Süreçler ve Ito Stokastik İntegralleri

X = {Xt : t ∈ [0,T ]} süreci τn bölüntüsüne göre aşağıdaki gibi tanımlanıyorsa süreç Basit
Süreç denir[11].

τn : 0 = t0 < t1 < t2 < .. . < tn = T

X(ω, t) =
n

∑
i=1

Zi(ω)I[ti−1,ti)(t)+Zn(ω)I{tn}(t) (4.5)

yada kısaca

X =
n

∑
i=1

ZiI[ti−1,ti)+ZnI{tn} (4.6)

dir.Basit sürecin açık yazılımı ise

Xt(ω) =

{
Zi(ω) ti−1 6 t < ti (i = 1,2, . . .n)
Zn(ω) t = tn = T

(4.7)
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şeklindedir.

Yukarıdaki tanımlamada Zi ’ler, {Fti−1} filtrasyonuna göre karesi integrallenebilir rassal
değişkenlerdir. Yani E(Z2

i )< ∞ dir.

X = {Xs;0 6 s 6 T} basit süreci için tanımlanancak olan Ito stokastik integrali,

∫ T

0
XsdBs =

n

∑
i=1

Zi(Bti−Bti−1) =
n

∑
i=1

Xi−1(Bti−Bti−1) (4.8)

formülleri ile verilir.Diğer bir ifade ile

∫ t

0
XsdBs =

∫ T

0
XsI[0,t]dBs :=

n

∑
i=1

Zi(Bmin{ti,t}−Bmin{ti−1,t}) (4.9)

tanımlanır.

4.1.0.2 Basit Süreçlerin Ito Stokastik İntegralinin Özellikleri

Basit sürecin stokastik integrali;

It(X)(ω) :=
∫ t

0
Xs(ω)dBs(ω) (t ∈ [0,T ]) (4.10)

olarak tanımlanırsa It(X)(ω)’da bir stokastik süreç olur. Bu süreç;

i. E(It(X)(ω)) = 0

ii. E(I2
t (X)(ω)) = E((

∫ t
0 Xs(ω)dBs(ω))2) =

∫ t
0 E(X2

s (ω))ds t ∈ [0,T ]

Bu özelliğe İzometri Özelliği denir.

iii. – It(X +Y ) = It(X)+ It(Y )

– It(cX) = cIt(X) (c ∈R)

–
∫ T

0 XsdBs =
∫ t

0 XsdBs +
∫ T

t XsdBs

iv. It(X) yörüngeleri süreklidir.

v. It(X)(ω) süreci Brown sürecinin doğal filtrasyonuna adapted olan martengal özellik-
lerine sahiptir.
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4.1.1 Ito Stokastik İntegral

X bir stokastik süreç ve φn basit stokastik süreç olmak üzere,

limn→∞E(
∫ T

0
(X(ω)−φn(ω))2dt)→ 0 (4.11)

varsayımı altında L 2(P) içinde Ito integrali ;

∫ T

0
Xt(ω)dBt(ω) = limn→∞

∫ T

0
φn,t(ω)dBt(ω) (4.12)

limiti ile tanımlanır. Bu limitle hesaplanan Ito integralinin özellikleri,

i.
∫ T

0 (Xt +Yt)dBt =
∫ T

0 XtdBt +
∫ T

0 YtdBt dir

ii. It(X) =
∫ T

0 XsdBs,(t ∈ [0,T ]) süreci Brown hareket sürecinin doğal filtrasyonuna göre
martengaldir.

iii. E(It(X)(ω)) = 0 dir

iv. {It(X)(ω)} stokastik sürecinin yörüngeleri süreklidir

v. E((
∫ t

0 XsdBs)
2) =

∫ t
0 E(X2

s )ds t ∈ [0,T ]

dir[15, 16].

4.1.2 Ito Lemmaları

Ito’nun stokastik integral alarken kullandığı argümaanlardan en önemlileri arasına giren Ito
Lemmalarına stokastik değişken değiştirme gözü ile bakılabilir. Taylor açılımı yardımıyla
tanımlanan bu lemmaların diferansiyel ve integral formu aşağıdaki gibidir [20, 21, 23, 29] .

• Ito Lemması-1:

Ito Lemması-1 (Diferansiyel Formu): f fonksiyonu 2.defa türevlenebilen sürekli bir
fonksiyon olmak üzere,

d f (Bt) = f ′(Bt)dBt +
1
2

f ′′(Bt)dt (4.13)

Ito lemmasının diferansiyel formunu s’den t’ye integrali alınarak Ito lemmasının in-
tegral formu elde edilir.
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Ito Lemması-1 (İntegral Formu):∫ t

0
d( f (Bx)) = f (Bt)− f (Bs) =

∫ t

s
f ′(Bx)d(Bx)︸ ︷︷ ︸
Ito integrali

+
1
2

∫ t

s
f ′′(Bx)dx︸ ︷︷ ︸

Riemann integrali

(4.14)

• Ito Lemması-2:

f (t,x) iki değişkenli, sürekli ve ikinci mertebeden kısmi türevlere sahip bir fonksiyon
olmak üzere,

f (t,Bx)− f (x,Bx) =
∫ t

s
[ f1(x,Bx)]+

1
2

f22(x,Bx)]dx︸ ︷︷ ︸
Riemann integrali

+
∫ t

s
f2(x,Bx)d(Bx)︸ ︷︷ ︸
Ito integrali

(4.15)

dir.

4.1.3 Ito Stokastik Adi Diferansiyel Denklemler

Stokastik modellemelerde temel denklemlerden,

dXt = a(t,Xt)dt +b(t,Xt)dBt X0 = Y (ω) (4.16)

diferansiyel formu ile verilen stokastik diferansiyel denklemi integral formunda yazarsak;

Xt = X0 +
∫ t

0
a(s,Xs)ds+

∫ t

0
b(s,Xs)dBs 0 6 t 6 T (4.17)

Ito stokastik diferansiyel denklemini elde ederiz. Denklemin özel durumlarını incelersek;

i. X0 = 0 , a = 0 ve b = 1 için Xt =
∫ t

0 dBt = Bt olur. Denklemin çözümü Brown hareket
süreci olur.

ii. X0 = 0 , a = µ ve b = 1 için Xt =
∫ t

0 µdt +
∫ t

0 dBt = µt +Bt olur. Denklemin çözümü
sürüklenmeli Brown hareket süreci olur.

iii. Ayrıca a(t,x) = c1(t)x+ c2(t) ve b(t,x) = σ1(t)x+σ2(t) olmak üzere

Xt = X0 +
∫ t

0
[c1(s)Xs + c2(s)]ds+

∫ t

0
[σ1(s)Xs +σ2(s)]dBs (4.18)

elde edilen stokastik diferansiyel denkleme Genel Doğrusal Ito Diferansiyel Denklemi
denir.
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4.1.3.1 Gronwall Eşitsizliği:

f (t) > 0 fonksiyonu 0 6 t 6 T aralığında a,c ∈ R+ sabit değerler olmak üzere, f (t) 6 c+
a
∫ t

0 f (s)ds eşitsizliği mevcutsa
f (t)6 ceat (4.19)

dir[11].

4.1.3.2 Lipschitz Koşulu:

Bir f (x) fonksiyonu verildiğinde her x,y ∈R için

| f (x)− f (y)|6 K|x− y| (4.20)

eşitsizliğini sağlayacak şekilde K > 0 sayısı bulunabiliyorsa f (x)’e Lipschitz fonksiyonu
veya Lipschitz sürekli fonksiyon denir [11].

4.1.4 Ito Stokastik Adi Diferansiyel Denklemlerin Çözümleri

Genel doğrusal Ito diferansiyel denklemin özel hali olan,

Xt = X0 + c
∫ t

0
Xsds+σ

∫ t

0
XsdBs σ > 0 (4.21)

denkleminde X ve B süreçleri arasındaki çarpımsal ilişkide dolayı Çarpımsal Gürültülü Doğ-
rusal Stokastik Diferansiyel Denklem denir.

W (1) ve W (2) Brown sürecinin doğal filtrasyonuna adapted süreçler olmak üzere,

Xt = X0 +
∫ t

0
W (1)

s ds+
∫ t

0
W (2)

s dBs (4.22)

formunda verilen sürece Ito Süreci denir. Bu sürecin stokastik diferansiyel denklemi ise,

dXt =W (1)
t dt +W (2)

t dBt (4.23)

formundadır.

• Ito Lemması-3 : (4.22) ve (4.23) denklemleri ile verilen Ito süreci ve f (t,x) ikinci
mertebe kısmi türevleri varolan ve sürekli fonksiyon olmak üzere,
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f (t,Xt)− f (s,Xs) =
∫ t

s

[
f1(x,Xx)+W (1)

x f2(x,X)+
1
2
[W 2

x ]
2 f22(x,X)

]
dx

+
∫ t

s
f2(x,X)W 2

x dBx (s < t) (4.23a)

eşitliği elde edilir [11] .

4.1.5 Ornstein-Uhlenbeck Süreci:

Xt = X0 + c
∫ t

0
Xsds+σ

∫ t

0
dBs t ∈ [0,T ] (4.24)

stokastik diferansiyel denklemiyle belirlenen sürece Ornstein-Uhlenbeck Süreci denir.

(4.24) denklemi ise Langevin Stokastik Diferansiyel Denklemi olarak adlandırılır. Bu denk-
lemin diferansiyel formu ise

dXt = cXtdt +σdBt (4.25)

şeklindedir. Bu denklemin ayrık zamanlı modelleri özellikle Ekonometri’de ARMA modeli
olarak ifade edilir ve birçok kullanım alanı vardır.

Langevin dekleminin çözümünü incelersek çözümde Ito lemması-3 denkleminde Yt = e−ctXt

dönüşümü yapılırsa, f (t,Xt) = e−ctx fonksiyonu için;

f1(t,x) =−c f (t,x) , f2(t,x) = e−ct ve f22(t,x) = 0 (4.26)

Ito lemması-3 denkleminde W (1) = cx ve W (2) = σ olur. s = 0 ve (4.26) değerlerini lemmada
yerine yazarsak

f (t,Xt)− f (0,X0) =
∫ t

0

[
f1(s,Xs)+ cXs f2(s,Xs)+

1
2

σ
2 f22(s,Xs)

]
ds

+
∫ t

0
σ f2(s,Xs)dBs

elde edilir.

f1(s,Xs) =−cYs , Xs f2(s,Xs) = e−csXs = Ys ve f22 = 0

olduğuna dikkat edilirse,

Yt−Y0 =
∫ t

0
(−cYs + cYs)ds+

∫ t

0
σe−csdBs =

∫ t

0
σe−csdBs

59



ve Y0 = X0 olduğundan

Xt = ectX0 +σect
∫ t

0
e−csdBs (4.27)

bulunur [30].

Sonuç 10. Ornstein-Uhlenbeck Süreci bir Gauss sürecidir.

4.1.6 Ito Çarpım Kuralı

X1 ve X2 iki Ito süreci olmak üzere bu süreçlerin stokastik diferansiyelleri,

dX1,t =W (1,1)
t dt +W (2,1)dBt

dX2,t =W (1,2)
t dt +W (2,2)dBt

olsun. Bu taktirde X1X2 çarpımıda bir Ito süreci olup stokastik diferansiyeli,

d(X1X2) = X1,tdX2,t +X2,tdX1,t +W (2,1)
t W (2,2)dt (4.28)

elde edilir.

Teorem 38. [Levy’nin Brown Hareket Sürecinin Karakterizasyonu:] (Ω,F ,P) olasılık
uzayında tanımlanan {Xt};(t > 0) sürekli stokastik süreci ve X2

t − t süreci {Ft} doğal filt-
rasyonuna göre martengal olması ile {Xt}’nin Brown süreci olması denktir [11].

4.2 Girsanov Teoremi

Teorem 39. [Girsanov Teoremi:] Xt = αt +Bt , 0 6 t 6 T, X0 = 0 olmak üzere (Ω,F ,P)
olasılık uzayında tanımlanan bir Ito süreci olsun. Ayrıca Mt = e−αBt− 1

2 α2t tanımlayalım. Bu
taktirde;

i. Mt , P ölçüsüne göre martengaldir.

ii. Q(A) =
∫

A MT (ω)dP(ω) A ∈F ile tanımlanan ölçü P ile eşdeğerdir.

iii. Q ölçüsü altında Xt = αt +Bt bir Brown sürecidir.

Kanıt. i. f (t,x) = e−αx− 1
2 α2t fonksiyonu için Mt sürecine Ito lemması-2 uygulanırsa ,

f (t,Bt) = Mt
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f1(t,x) =−
α2

2
f (t,x), f2(t,x) = α f (t,x)

ve
f22(t,x) = α

2 f (t,x)

yerine yazarsak ,

d f (t,Bt) = [ f1(t,Bt)+
1
2

f22(t,Bt)]+ f2(t,Bt)dBt

=
−α2

2
f (t,Bt)+

1
2

α
2 f (t,Bt)−α f (t,Bt)dBt

olur. Buradan,
dMt =−αMtdBt

Mt = 1−
∫ t

0
αMsdBs ,M0 = 1

dir.

Mt , Brown filtrasyonuna göre ölçülebilir olduğundan E(M2
t ) = E(e−2αBt−α2t) dir. µ =

−α2 ve σ =−2α için Geometrik Brown süreci olur.

∫ T

0
E(M2

t dt =
∫ T

0
e−α2tdt < ∞

gerçekleşir.

Mt =
∫ t

0
αMsdBs

bir Ito integraldir. Dolayısıyla Mt , P ölçüsüne göre martengaldir.

ii. Q ölçüsünün ifadesi P ölçüsüne göre mutlak sürekli olduğunu gösterir. Q(A) = 0 ise
Mt > 0 olduğundan P(A) = 0 olur. Bu da bize Q ve P ölçülerinin eşdeğer olduğunu
gösterir.

iii. Levy karakterizasyonuna göre Xt’nin Brown süreci olduğunu gösterelim. Yani,Xt =

αt +Bt ve X2
t − t süreçlerinin dQ = MtdP’ye göre martengal olduğunu gösterelim.

Bunun için Kt = MtXt alınarak Ito çarpım kuralı uygulanırsa;

dKt = MtdXt +XtdMt +dXtdMt

elde edilir. Buradan

dKt = Mt(αdt +dBt)−XtαMtdBt−dBtαMtdBt
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ve Mtαdt−αMt(dBt)
2 = 0 eşitliği dikkate alınırsa,

dKt = Mt(1−αXt)dBt

olur. Dolayısıyla P ölçüsüne göre martengaldir.

EQ(Xt |Fs) =
E(MtXt |Fs)

E(Mt |Fs)
=

E(Kt |Fs)

E(Mt |Fs)
=

Ks

Ms
= Xs(h.h.k)

Benzer şekilde X2
t − t gösterilebilir [11].

Girsanov Teoreminin Genel Hali: Xt ,(Ω,F ,P) olasılık uzayında tanımlanan dXt =αt(ω)dt+
dBt , t ∈ [0,T ] ile verilen Ito süreci için

Mt = e−
∫ t

0 αs(ω)dBs− 1
2
∫ t

0 α2
s (ω)ds, t ∈ [0,T ]

tanımını yapalım ve αt(ω) süreci için Novikov şartı P ölçüsüne göre E(e
1
2
∫ T

0 α2
s (ω)ds) < ∞

sağlasın. Buna göre (Ω,Ft) üzerinde Q ölçüsü dQ(ω) = MT (ω)dP(ω) şeklinde verilmişse,

a. Mt bir P martengaldir.

b. Q ölçüsü ile P ölçüsü eşdeğerdir.

c. Q ölçüsü altında Xt süreci bir Brown sürecidir [11].

4.3 Stokastik Adi Diferansiyel Denklemlerin Nümerik Çözüm Metotları

dXt = a(t,Xt)dt +b(t,Xt)dWt , X0 = x (4.29)

stokastik diferansiyel denklemin tam çözümü,

Xt = X0 +
∫ t

0
a(s,Xs)ds+

∫ t

0
b(s,Xs)dWs (4.30)

bulmak her zaman mümkün olmayabilir. Bu nedenle nümerik metotlar aracılığıyla yakın
değerlerle çözüme yaklaşılabilir.

Stokastik diferansiyel denklemlerin en basit nümerik metotlarından biri Stokastik Euler Me-
todu veya daha genel adıyla Euler-Marumaya Metodudur[11, 14, 20, 21].
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4.3.1 Euler-Marumaya Metodu

(4.29) ve (4.30) denklemleri ile verilen stokastik diferansiyel denklemin nümerik çözümünü
yapmak için,

∆Wn =Wtn+1−Wtn∫ tn+1

tn
b(s,Xs)dWs ≈ b(tn,Xn)∆Wn

∫ tn+1

tn
a(s,Xs)dWs ≈ a(tn,Xn)δ t

olmak üzere,
Xn+1 = Xn +a(tn,Xn)δ t +b(tn,Xn)∆Wn (4.31)

iterasyon denklemi elde edilir.

İterasyonun uygulanması sırasındaki adımlarda tn = nδ t olmak üzere,

Xδ t
t = Xn +

t− tn
tn+1− tn

(Xn+1−Xn) t ∈ [tn, tn+1) (4.32)

iterasyon sonucu çıkan değere karşılık Xt kesin çözümü kıyaslandığında;

i. Eğer limδ t→0 E(|Xt−Xδ t
t |) = 0 ise iterasyon güçlü yakınsar,

ii. Eğer bütün g(x) polinomları için limδ t→0 |E(g(Xt)−E(g(Xδ t
t ))| = 0 iterasyon zayıf

yakınsar denir.

iii. γ mertebeden(order) güçlü ve zayıf yakınsama ise aşağıdaki gibi tanımlanır.

E(|Xt− xδ t
t |)6 K(δ t)γ (K;sabit)

γ . mertebeden güçlü yakınsama

|E(g(Xt)−E(g(Xδ t
t ))|6 K(δ t)γ (K;sabit)

γ . mertebeden zayıf yakınsamadır.

4.3.2 Milstein Metodu

Stokastik nümerik metotlarından biri de Milstein metodudur. (4.29) ve (4.30) denklemleri ile
verilen stokastik diferansiyel denklemin nümerik çözümünü farklı bir yaklaşım kullanarak
elde etmeye çalışır. Milstein metodu, Stokastik Taylor açılımının Ito formülüne uygulanması
esasına dayalıdır.

∆Wn =Wtn+1−Wtn
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∫ tn+1

tn
b(s,Xs)dWs ≈ b(tn,Xn)∆Wn

∫ tn+1

tn
a(s,Xs)dWs ≈ a(tn,Xn)δ t

ve b(tn,Xn) 1. türevi b′(tn,Xn) olmak üzere,

Xn+1 = Xn +a(Xn)δ t +b(Xn)∆Wn +
1
2

b′(Xn)b(Xn)((∆Wn)
2−δ t) (4.33)

denklemi elde edilir [26].

Örnek: Geometrik Brown sürecinin stokastik diferansiyel denklemi,

dXt = µXtdt +σXtdWt , X(0) = X0

için olmak üzere Euler-Marumaya ve Milstein metotları uygulanırsa

Xn+1 = Xn +µXn∆t +σXn
√

∆Z (Euler−Marumaya)

ve
Xn+1 = Xn +µXn∆t +σXn

√
∆Z +

1
2

σ
2(Z2−1) (Milstein)

Örnek: CIR( Cox- Ingersol-Ross) stokastik diferansiyel denklemi,

dXt = (α−βXt)dt +σ
√

XtdWt , X(0) = X0 > 0

için
f (Xt) = (α−β )Xt g(Xt) = σ

√
Xt

Euler-Marumaya ve Milstein metotları uygulanırsa

Xn+1 = Xn +(α−β )Xn∆t +σ
√

Xn
√

∆Z (Euler−Marumaya)

ve
Xn+1 = Xn +(α−β )Xn∆t +σ

√
Xn
√

∆Z +
1
4

σ
2(Z2−1) (Milstein)

dir[33].

Örnek: Vasicek stokastik diferansiyel denklemi ise

dXt = (β −αXt)dt +σdWt , X(0) = X0 > 0

şeklindedir[33].

Vasicek modelinin denklem yapısı ile CIR modelinin denklem yapısı aynı olduğundan Euler-
Marumaya ve Milstein metotları uygulandığında benzer iterasyon denklemleri elde edilir.
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CIR ve Vasicek modelleri birbiribe benzeyen tahvil fiyatları ile kısa dönem faiz haddi ara-
sındaki doğrusal ilişkiyi veren stokastik modellerdir[33].
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5. UYGULAMA

5.1 Finans Matematiğinin Temel Kavramları

Finansal türev ürünleri, mevcut sistemde geleceğe yönelik yapılacak olan yatırımlarda belir-
sizlikleri azaltmak ve yatırımcıya da üreticiye de koruma amacı ile yapılan sözleşmelerdir.

Finansal piyasalarda kullanılan türev kelimesinde bu piyasalarda işlem gören ürünlerin başka
varlık üzerine dayalı yapılan sözleşmelerdir[33]. Bu sözleşmeler arasında en önemli olanları
Futures, Forward, Opsiyon ve Swap sözleşmeleridir. Bir yatırımcının dikkat ettiği en önemli
noktalar arasında fiyat dalgalanmaları ve dalgalanmalardan kaynaklanacak olan riskleri iyi
analiz etmektir.

Bu noktada türev ürünlerinin işlevi, dayanak varlıklarla birlikte doğru pozisyon alınarak ya-
tırımcı için risksiz ortam oluşturmaktır[33].

Türev piyasaları, finansal araçların gelecekteki bir zaman diliminde alınmasına dair alım-
satım sözleşmelerinin yapıldığı piyasalardır.

Türev piyasaları iki ana grupta toplanabilir.

i. Düzenli Türev Piyasalar : Teslimat ve nakit akışının belli kurumlar tarafından denet-
lendiği piyasalardır. Opsiyon piyasaları ve Futures (Vadeli İşlem) piyasaları gibi...

ii. Tezgahüstü Türev Piyasaları : Düzenleyici ve denetleyici kurumların olmadığı ta-
rafların karşılıklı alım-satım yaptığı piyasalardır. Forward (Alivre) ve Swap (Takas)
piyasaları gibi...

Türev piyasalarında yatırım yapan yatırımcılar eğer alım yapıyorsa uzun pozisyon almış, eğer
satım yapıyorsa kısa pozisyon almış denir[31].
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5.2 Opsiyon Sözleşmeleri

Opsiyon sözleşmesi, gelecekte belirlenmiş bir tarihi baz alarak bu tarihe kadar bir dayanak
varlıkla ilgili kullanım fiyatı belirleyerek istenilen miktarda ve şartlarda alma veya satma
hakkını tanıyan sözleşmelerdir.

Opsiyon sözleşmelerinde iki taraf vardır. Bunlar opsiyon alıcısı ve opsiyon satıcısıdır. Alıcı,
prim ödeyerek almak istediği varlığı anlaştığı şartlarda belirlenen tarihe kadar alma hakkı
elde ederken vazgeçmesi halinde ödediği primi kaybeder. Satıcı, prim ödeyen alıcıya karşı
opsiyonu kullanması durumunda zorunlu olarak yükümlülüğünü yerine getirmelidir[31].

Opsiyon Sözleşmeleri İle İlgili Kavramlar

• Alım(Call) Opsiyonu: Alım opsiyonu, opsiyonu alan kişiye opsiyon sözleşmesine
konu edilen dayanak varlığın sözleşmede belirtilen fiyattan istemesi koşulunda alma
hakkı verir.

• Satım(Put) Opsiyonu: Satım opsiyonu, opsiyonu alan kişiye opsiyon sözleşmesine
konu edilen dayanak varlığın sözleşmede belirtilen fiyattan istemesi koşulunda alma
hakkı verir.

• Avrupa(European) Tipi Opsiyon: Vadesinden önce kullanılma hakkı olmayan opsi-
yondur. Sözleşmede belirtilen tarihte kullanılabilir. Öncesinden kullanılamaz.

• Amerikan(American) Tipi Opsiyon: Vadesinden önce istenilen bir zamanda da kul-
lanılabilen opsiyondur. Kullanım serbestliği vardır.

• Birleşik(Compound) Opsiyonları: Opsiyonlar üzerine yazılan opsiyon sözleşmeleri-
dir. Bir Avrupa tipi opsiyonu satın almak için başka bir Avrupa tipi opsiyonu kullan-
mak gibi...

• Seçim(Chooser) Opsiyonları: Opsiyona sahip olan kişi, T1 anında kullanım fiyatı E1

olan opsiyon ile T2 anında kullanım fiyatı E2 olan opsiyonu alım ya da satım opsiyonu
olarak almasını sağlar.

• Asya(Asian) Opsiyonları: Bu opsiyon çeşitlerinde opsiyonun vade sonunda yapacağı
ödeme, opsiyon sözleşmesine konu olan dayanak varlığın geçmişteki değeri gözönüne
alınarak yapılan opsiyon sözleşmesidir.

• Geriye Dönük(Lookback) Opsiyonlar: Bu tür opsiyonlarda ödeme opsiyon sözleş-
mesine konu olan dayanak varlığın vadedeki değeri ile belli zaman aralıklarında da-

67



yanak varlığın maksimum ve minimum değerini gözönünde bulundurarak belirlendiği
opsiyonlardır.

• Standart(Vanilla) Opsiyonlar: Çok karmaşık olmayan tek dayanak varlık üzerinden
yapılan opsiyonlardır. En yaygın opsiyon tipidir.

• Egzotik(Exotic) Opsiyonlar: Vanilla opsiyonlarına göre daha karmaşık olan opsiyon-
lardır. Birçok türüvardır. En çok bilinen türleri Engelli(Barrier) opsiyonu, Asya opsi-
yonu ve Gökkuşağı(Rainbow) opsiyonudur.

• Gökkuşağı(Rainbow) Opsiyonlar: Birden fazla dayanak varlığın alım-satımının konu
edildiği opsiyon sözleşmeleridir.

Bunların dışında opsiyon sözleşmesine konu edilen dayanak varlığa göre isimlendirilen opsi-
yonlar vardır. Endeks opsiyonları, Futures opsiyonları, Döviz opsiyonları ve Faiz opsiyonları
örnek verilebilir [6, 18, 33].

5.3 Opsiyon Fiyatlama

Alım ya da satım opsiyonu sözleşmelerinde, sözleşme gereği ödenmesi gereken prim mik-
tarını belinmesine opsiyon fiyatlandırması denir. Amaç sözleşme taraflarının haklarını koru-
yacak asgari miktardır.

Opsiyon fiyatını belirlenmesi sırasında etkili olan faktörler ve duyarlılıkların vardır. Bu pa-
rametreler için kullanılan notasyonlar aşağıdaki gibidir [22, 32, 33].

68



X Kullanım Fiyatı
S Dayanak varlığın fiyatı
ST Dayanak varlığın T anında fiyatı
r Risksiz faiz oranı
σ Değişkenlik, dalgalanma, volatilite, difüzyon terimi, dağılma
T Vade, opsiyon sözleşmesinin bittiği tarih
t Şimdiki zaman
T − t Vadenin bitmesine kalan süre
C Amerikan tipi alım opsiyonunun satın alma değeri
P Amerikan tipi alım opsiyonunun satma değeri
c Avrupa tipi alım opsiyonunun satın alma değeri
p Avrupa tipi alım opsiyonunun satma değeri

N(d) Normal Dağılım Değeri, N(d) = 1
2π

∫ d
−∞

e
−x2

2 dx
Vt t anında varlığın değeri (Servet birikimi) Vt = u(t,Xt)

Şimdi opsiyon fiyatlama tekniklerinden biri olan Black-Scholes Modelini inceleyelim.

5.4 Black-Scholes Denklemleri

1973 yılında Fischer Black ve Myron Scholes tarafından yayınlanan "The Pricing of Opti-
ons and Corporate Liabilities" isimli makale finans dünyası için özellikle opsiyon fiyatlama
konusunda önemli bir dönüm noktası olmuştur. Opsiyon fiyatlama ile ilgilenen bilim insan-
ları ileri matematik bilmeseler bile denklemin kullanımı sayesinde kolaylıkla fiyatlandırma
yapmalarını sağlamıştır [5, 24].

Black-Scholes denkleminde temel dayanak noktası başlangıç olarak ele alınan hisse sentle-
rini ve benzeri argümanların fiyat hareketliliğini rassal yürüyüşe sahip olup dağılım olarak
Lognormal dağılımına uymasıdır. Finansal araçların bir çoğu da bu nedenlerden dolayı Ge-
ometrik Brown Hareketine uymaktadır [6, 33].

Model sonucu uygulanan stokastik diferansiyel denklemler sonucu uzmanların kulanması
için sunulan denklemler;

c = SN(d1)−Xe−rtN(d2) (5.1)

p = Xe−rtN(−d2)−SN(−d1) (5.2)

her iki denklemde de

d1 =
ln( S

X )+(r+ σ2

2 )T

σ
√

T
(5.3)
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d2 =
ln( S

X )+(r− σ2

2 )T

σ
√

T
= d1−σ

√
T (5.4)

dir[6].

Vt = atXt +btβt = u(t,Xt) t ∈ [0,T ]

denkleminde Xt bir Ito süreci olarak düşünülürse

Xt = X0 + c
∫ t

0
Xsds+σ

∫ t

0
XsdBs

stokastik diferansiyel denkleminde Ito lemmaları uygulanarak stokastik diferansiyel denk-
lemde yerine yazılır.

Buradan
Vt−V0 =

∫ t

0

[
(c− r)asXs + rVs

]
ds+

∫ t

0
(σasXs)dBs

eşitliğine ulaşılır. Dolayısıyla ;

(c− r)atXt + ru(t,Xt) = (c− r)u2(t,Xt)Xt + ru(t,Xt)

(c− r)atXt + ru(t,Xt) = u1(t,Xt)+ cXtu2(t,Xt)+
1
2

σ
2Xt

2u22(t,Xt)

Xt geometrik Brown süreci olduğundan daima pozitiftir. Xt = x yazarsak;

ru(t,x) =
1
2

σ
2x2u22(t,x)+u1(t,x)+ rxu2(t,x) x > 0, t ∈ [0,T ] (5.5)

kısmi diferansiyel denklemine ulaşılır. t anında satılan stokun sağlayacağı risksiz kar ortala-
madan düşülürse Black-Schole diferansiyel denklemi,

ru(t,x) =
1
2

σ
2x2u22(t,x)+u1(t,x)+(r−ρ)xu2(t,x) (5.6)

halini alır.

Örnek:Vadesinin dolmasına 3 ay kalan bir Avrupa satım opsiyonunun şimdiki endeks değeri
10000 lira olsun. Kullanım değeri 9800 lira olan bu opsiyonu risksiz faiz haddi %20 ve
endeks değişkenliği (dalgalanması) %30’ olduğu kabul edilirse opsiyon primi kaç liradır?

Çözüm: Verilen bilgileri yazarsak;

S0 = 10000 K = 9800 r = %20 σ = %30 T =
3

12
= 0.25
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dir. d1 ve d2 değerlerini hesaplarsak;

d1 =
ln(10000

9800 )+(0.20+(0.30)2/2)(0.25)

0.30
√

0.25
= 0.5430

d2 = 0.5430−0.30
√

0.25 = 0.3930

N(d1) = 0.2936 N(d2) = 0.3472

Opsiyon değeri;

C = 10000(0.2936)−9800(0.3474)e(−0.20)(0.25) = 300.5909

bulunur.

71



6. SONUÇ VE ÖNERİLER

Stokastik diferansiyel denklemler konusu daha iyi anlaşılması için Matematiğin önemli dal-
ları arasında olan Olasılık Teorisi, Ölçüm Teorisi, Nümerik Analiz, Diferansiyel Denklemler
ve Stokastik Süreç dallarını iyi kavranması gerekmektedir. Bu nedenle zorlu bir süreç olan
çalışmada temel kavramlar irdelenmiş ve uygulama sahası olarak Black-Scholes denklemine
gözatılmıştır. Nümerik çözümleme metotlarınında verildiği çalışmada birçok uygulama sa-
hasının olması ve metotların belirsizliklere göre modeller oluşturulabileceğinden kısıtlı kal-
mıştır.

Simülasyon metotlarıda kullanarak gerçek dünya problemlerinin daha iyi modellenebilme-
sini sağlayan PDE ve SDE, ülkemizde sayılı bilim insanları dışında yeni yeni çalışılmaya
başlanmıştır. Özellikle metotların kısıtlarının azaltılarak daha yaygın kullanılabilir hale geti-
rilmesi mümkündür. Araştırmacıların bu konu üzerinde daha fazla duracağını düşünüyorum.
Bu konuda çalışmalarımızın giriş kısmı gibi olan çalışma temel kaynak oluşturması hedef-
lenmiştir.
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EK :Matlab Kodları
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EK :Matlab Kodları[14]

Şekil 6.1: Brown Hareket Sürecinin Yörüngeleri

Örnek

Şekil 6.2: Brown Hareket Yörünge Örneği
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Şekil 6.3: Brown Hareket Sürecinin Yörüngeleri

Örnek

Şekil 6.4: Brown Hareket Yörünge Örneği
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Şekil 6.5: Euler-Marumaya Metotu için Güçlü Yakınsama Testi
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Şekil 6.6: λ = 1 ve µ = 1 için Euler-Marumaya Güçlü Yakınsama Örneği
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Şekil 6.7: λ = 2 ve µ = 1 için Euler-Marumaya Güçlü Yakınsama Örneği
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Şekil 6.8: Milstein Metotu için Güçlü Yakınsama Testi
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Şekil 6.9: Euler-Marumaya Metotu ile Stokastik Lineer Denklem Çözümü
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Şekil 6.10: Euler-Marumaya Metotu ile Stokastik Lineer Denklem Çözümü Örneği

Şekil 6.11: Black-Scholes Denklemi ile Avrupa Tipi Satım Opsiyon Değeri
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Kişisel Bilgiler

Soyadı, adı : AKARBULUT Kenan
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