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OZET

Bu tezde 6 tane kiime topolojisi tizerinde durduk. Bunlar Hausdorff, Vietoris, Wijsman, Mosco,
Fell ve Attouch-Wets topolojileridir. Once Hausdorff uzakligin tanimi ve ozellikleri verildi
ve Hausdorff uzakligin metrik olma kosullar1 belirtildi. Ikinci olarak acik kiimelerin alt kii-
melerinin olusturdugu ailelerle acik kiimelerle kesisen kiimelerin olusturdugu aileleri alt ta-
ban kabul eden Vietoris topolojisi incelendi. Ugiincii kiime topolojisi uzaklik fonksiyonla-
rinin, noktasal yakinsakli§ina karsilik gelen yakinsaklik olan Wijsman topolojisi iizerinde
duruldu. Dérdiincii kiime topolojisi, Vietoris Topolojiye gore daha kaba olan Fell Topolojisi,
Kuratowski yakinsaklik ile karsilastirildi. Besinci olarak Kuratowski yakinsamadan daha az
kisitlayici bir yakinsama verildi ki bu bizi X uzay1 sonsuz boyutta kiime oldugu durumda
bile kullanilabilecek Mosco kiime topolojisine gotiirdii. Son olarak inceledigimiz kiime to-
polojisi Attouch-Wets topoloji, kiimelerin diizgiin sinirli dizilerinde bile Mosco yakinsama

Hausdorff yakinsamaya indirgenemezken bu 6zelligi saglayacak bir kiime yakinsamasidir.



Son olarak da bu 6 topolojik uzayn birbiriyle iligkisi gosterildi.
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ABSTRACT

In our thesis we focused on 6 set topologies. These are Hausdorff, Vietoris, Wijsman, Mosco,
Fell and Attouch-Wets topologies.The definition and properties of Hausdorff distance are gi-
ven.Later Hausdorff distance metrik conditions specified. Vietoris topology, which accepts
families formed by subsets of open sets and families formed by intersecting open sets, was
examined.The Wijsman topology is the topological characterization of a mode of conver-
gence of sets, which is useful in applications and also is a tool in comparing other set con-
vergences. We are referring to the convergence concept which corresponds to the pointwise
convergence of the distance functions.Fell topology more rought than Vietoris topology exa-
mined and Fell Topology to Kuratowski convergence is compared.Generally given a less
restrictive convergence than Kuratowski convergence. This led us to Mosco Topology, which
can be used even when X space is infinite.Last Attouch-Wets topology uniformly bounded

sequence of sets, Mosco convergence does not reduce to Hausdorff convergence. Finally, the
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Bu calismada kullanilmig olan simgeler agiklamalart ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler

Pwkc (X>
B(x,€)
X*

SIMGELER VE KISALTMALAR

Aciklama

Bos Kiime

Eleman

Eleman degil

X in tiim alt kiimeleri ailesi

X in bogolmayan, kapali alt kiimeleri ailesi

X in kapal1 alt kiimeleri ailesi

X in bogolmayan, kapali ve konveks alt kiimeleri ailesi

X in bogsolmayan,sinirl, kapali alt kiimeleri ailesi

X in bosolmayan,sinirli, kapali ve konveks alt kiimeleri ailesi
X in bosolmayan, kompakt alt kiimeleri ailesi

X in bogolmayan, kompakt ve konveks alt kiimeleri ailesi

X in bogolmayan, zayif-kompakt alt kiimeleri ailesi

X in bosolmayan, zayif-kompakt ve konveks alt kiimeleri ailesi
x merkezli, epsilon yarigaplh agik yuvar

X in topolojik duali

zayif alttan yan siireklidir
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1. GIRIS

Kontrol teorisi, matematiksel ekonomi, oyun teorisi, diferansiyel oyun, biomatematik, ni-
tel fizik ve canlilik teorisindeki kullanimlarda ortaya c¢ikan kiime degerli analize olan ihti-
ya¢ arastirmacilari tekrar tekrar kullanilan temel bilgiyi paylasmak i¢in bu konu iizerinde
calismaya yoneltti. Aragtirmacilarin karsilagtiklar: problemler Hadamard anlaminda iyi ta-
nimli(well posed) problemler olmak zorunda degil. Kotii tanimli(ill posed) problemler, ters
(inverse) problemler ve bagka isim altinda diger pekcok farkli problem tiim ¢alisma alan-
larinda (baz1 veriler i¢in bir ¢éziimiin varolmadiginda veya ¢oziimiin teknigi tehlike de ol-
dugunda) ortaya ¢ikmaktadir. Doniisiimlerin her zaman tek degerli (hatta birebir ve Orten)
olmasi kabulu pek¢ok uygulama alaninda zor elde edilecek kosullardir. Hatta bazi alanlarda
bdyle varsayimlar yapamayiz. Bu durum 20. yiizyilin baglarinda Fonksiyonel Analizin kuru-
cular tarafindan da farkedildi: Painleve, Hausdorff, Bouligand, Kuratowski bunlardan sadece
bazilaridir. Kuratowski onemli kitab1 "TOPOLOGIE" [4]’de kiime degerli topolojiye haket-
tigi degeri vermistir.

Bourbaki’nin "TOPOLOGIE GENERALE" [5] cildinin yazarlar1 kiime degerli topolojiyi
terkederek calismalarini tek degerli doniisiimlere kisitladilar. Bu calismalarda kiime degerli
doniisiimleri bir kiimeden bagka bir kiimenin kuvvet kiimesine tanimli tek degerli doniisiim-
ler olarak veya birebir ve Orten yapmak icin tek degerli doniistimlere ayristirarak incelediler.
Boyle bir yaklagim ¢oziim degildir. Ciinkii boyle yapildiginda pek¢ok yapisal 6zellik kaybo-
lur. Geriye kalanlar ise hayat1 kolaylastiracagina daha da zorlastiran kullanigsiz araglardr.
II. Diinya Savasindan sonra tiim diinyaya yayilan bu bakis agilar1 bizi gereksiz ¢ikmazlara
yonlendirdi. Dogrudan yaklagimin ¢ok zor veya daha kotiisii hi¢ olmadig: fikrini yaydilar.
Sonug olarak kiime degerli analiz diizgiin hedefleri olmayan sadece birseyleri genellestirmek
adina genellestiren matematikgilere birakilmasi gereken bir matematiksel merak konusu ola-
rak oldukc¢a zor ve gizemli olarak diisiiniildii.

Tersine ortaya ¢ikt1 ki, kontrol teori, ekonomi ve yonetim, biyoloji ve sistem bilimleri, yapay

zeka gibi diger bilgi alanlarinda ortaya ¢ikan problemlerin ¢6ziimii i¢in kiime degerli analize
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ihtiya¢ vardi. Bu ihtiyag matematikgilerin bu tiir 6nyargilarinin iistesinden gelmesi i¢in ye-
terli oldu.

Bu sekilde istah uyandiran uygulamalarin 15181nda tek degerli analizin boliimlerinin temel
sonuclarinin ¢ogunun kiime degerli analize uygulanabilmesi iyi bir gelisme olarak bu sii-
recte elde edildi. Bunlar:

-Limit ve Stireklilik

-Lineer Fonksiyonel Analiz

-Lineer olmayan Fonksiyonel Analiz

-Tegetler ve Normaller

-Doniisiimlerin Tiirevleri

-Fonksiyonlarin Gradyanlar1 ve Fermat Kurali

-Doniisiimlerin Yakinsaklig

-Olgii ve Integral

-Diferansiyel Denklemler

seklinde sayilabilir.

Bu tezde ilk once noktalardaki topolojik yapinin kiimelere aktarilmasinin bazi 6rnekleri ince-
lenerek noktalar i¢in nokta uzayinin sahip oldugu 6zellikler kiime uzaylarini nasil etkiledigi
incelenecektir. Tez calismamizda 6 tane kiime topolojisi izerinde durduk. Bunlar Hausdorft,
Vietoris, Wijsman, Mosco, Fell ve Attouch-Wets topolojileridir.

Ik olarak noktalar arasi uzakliktan kiimeler aras1 uzakligin tanimina gecilerek Hausdorff
uzakligin tanim1 ve ozellikleri verildi. Daha sonra Hausdorff uzakligin metrik olma kosul-
lar1 i¢in hangi 6zel durumlarinin olmasi gerektigi belirtildi. Metrik uzay tizerinde taniml bir
kiimenin alt kiimeleri aileleri arasindaki Hausdorff olma kosullar1 incelenerek bir sonraki
boliime gegildi.

ikinci olarak Hausdorff topoloji olan kiimenin alt kiimelerinin ailesinin taban oldugu kiime
ile kesisimleri boskiimeden farkli kiime ailelerinin alt taban oldugu kiimenin birlesimini alt
taban kabul eden Vietoris topolojisine gecildi.Vietoris topolojisinin Hausdorff topoloji ile
iligkileri incelendi.

Uciincii olarak incelenen Wijsman topolojisi kiime yakinsakliklarin1 karsilastirmak igin de
yararli bir aragtir. Burada bahsedilen; uzaklik fonksiyonlarinin, noktasal yakinsakligina kar-

silik gelen yakinsakliktir.



Dordiincii inceleyecegimiz kiime topolojisi de kiime yakinsakli§i kavramindan elde edilir.
Fell Topoloji kiime topolojisiyle ilgili olmayanlarin arasinda bile popiilerdir.

Besinci kiime topolojisi Mosco Topolojidir. Amacimiz yeni bir kilme yakinsama kavramini
vermek. Genel olarak Kuratowski yakinsamadan daha az kisitlayici ki bu bizi X uzay1 sonsuz
boyutta kiime oldugu durumda bile kullanilabilecek bir kiime topolojisine gotiiriir.

Altinct inceleyecegimiz kiime topolojisi Attouch-Wets topoloji, kiimelerin diizgiin sinirh di-
zilerinde bile Mosco yakinsama Hausdorff yakinsamaya indirgenemezken bu 6zelligi sagla-
yacak bir kiime yakinsamasidir.

Son olarak da bu 6 topolojik uzayn birbiriyle iligkileri gosterildi.

1.1 Tezin Amaci

Bu calismanin amaci, kiime degerli topolojilerinden Hausdorff, Vietoris, Wijsman, Fell,
Mosco ve Attouch-Wets topolojilerini biraraya getirip, onlarin genel 6zelliklerini hatirlatip
birbirleriyle olan iligkilerini ve farkliliklarin1 sunmak. Ayrica son yiizyilda gelisen ve bir¢cok
bilime katkist olan kiime degerli topoloji ile ilgili yeterince Tiirk¢e kaynak olmamasi ve bu

konuda arastirma yapmak isteyen arastirmacilar icin kaynak olusturmak hedefimiz.

1.2 Literatiir Arastirmasi

Tez arastirmasindan faydalandigim kaynaklarin basinda Handbook of Multivalued Analysis[1]

vardir.Ayrica bunun disinda Set-Valued Analysis[3] kitabindan da faydalanilmistir.



2. HAUSDORFF METRIK TOPOLOJi

Kiimeler arasinda da noktalar arasinda oldugu gibi uzaklik kavrami olusturmak oldukc¢a zor
bir islemdir. Her ne kadar ayrik metrik gibi herhangi bir kiime tizerinde metrik uzay olustura-
bilecek yapilar mevcutsa da burada esas istenilen sey tek nokta kiimelerine indirgendiginde
noktalar arasindaki uzaklik kavramina denk olacak sekilde kiimeler ailesi iizerinde taniml

uzaklik kavramini genisletebilecek bir tanimdr.

Bu boliimde bir metrik uzay iizerindeki uzaklik kavramini kullanarak 6ncelikle bir noktanin
kiimeye, sonrasinda da bir kiimenin bir kiimeye (Hausdorff anlaminda) uzakliklar1 verildi.
Basit ornekler iizerinden de bu uzakliklarin nasil hesaplanacagi gosterildi. Bu kiimeler ara-
sindaki uzakligin once kuvvet kiimesi tizerindeki 6zellikleri gosterildikten sonra kapal kii-
meler lizerinde metrik olma sartlarinin saglandig1 da gosterildi. Hausdorff metrik kiimeler
ailesi lizerinde tanimli bir metrik oldugundan bu 6zellik Hausdorff metrik i¢in de ya vardir
ya yoktur. Kapali kiimelerin alt kiimeleri olan kompakt kiimeler, kapali sinirlt kiimeler, ka-
pal1 konveks kiimeler ve kapali konveks sinirli kiime ailelerinin bu metrikte kapali aileler
oldugu da gosterildi. Konveks analizde kapali konveks kiime ile bunlarin destek fonksiyonu
arasindaki iligki olduk¢a 6nemlidir. Kapali konveks kiimelerin arasindaki Hausdorff uzaklik

ile destek fonksiyonlart arasindaki bir iligki de gosterildi.

Boliime bir metrik uzayda noktanin kiimeye uzakliginin tanimai ile bagliyoruz.

Tamm 2.1. (X,d) bir metrik uzay, x € X ve A € 2% verilsin.
d(x,A) = inf{d(x,a) : a € A} esitligi ile tammli sayiya x noktasimin A kiimesine uzakligi

denir.

Bu tanima goére geometrik olarak noktanin bir kiimeye olan uzakligi kiimede bu noktaya
varsa en yakin noktanin uzakligi olarak diisiiniilebilir. Buradan d, R iizerinde bilinen (6klid)
metrik olmak iizere d(4,[1,2]) = 2 oldugu kolayca goriilebilir. Kiimenin noktaya en yakin

noktasi yoksa buradaki infimum ifadesinden bir yaklagim diisiiniilebilir. Yani d(4,[1,2)) =2
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olur.

Asagidaki tanimda noktanin kiimeye uzakligindan yararlanilarak iki kiime arasindaki Haus-

dorff uzaklik tanimi1 verildi.

Tamm 2.2. e A,C e 2X olsun.

e h*(A,C)=sup{d(a,C):acA}ve

e 1*(C,A) =sup{d(c,A) : ¢ € C} olmak iizere

o h(A,C) = maks{h*(A,C),h*(C,A)}

ifadesine A ile C kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligr denir.

Burada kiimeler eger tek nokta kiimeleri ise bu iki kiime arasindaki Hausdorff uzakligin, nok-
talar arasindaki metrik uzakliga esit olacagi aciktir. Yani A = {2} , B={—5} ise h(A,B) =
7 =d(2,-5) olur.(Burada ve sonraki 6rneklerde metrigimiz d, R iizerinde bilinen (6klid)
metrigidir.)

Iki nokta arasinda bir uzaklik daima negatif olmayan bir reel sayidir. Ancak Hausdorff uzak-
lik sonsuz degerini alabilir. Diger taraftan kiimenin kiime uzaklig1 ile Hausdorff uzaklik esit

olmak zorunda degildir. Asagida bunlarla ilgili kolayca goriilebilecek drnekler verilmistir.

Ornek 2.1. A = {0}, C = [0, ) ise
h*(A,C) =0 ve h*(C,A) = oo olur ki bu durumda Hausdorff uzaklik
h(A,C) = +oo sonucu ¢ikar.

Ornek 2.2. A =[0,2], B= {0} ise
h*(A,B) =2 ve h*(B,A) = 0 olur ki bu durumda Hausdorff uzaklik
h(A,B) =2 olur.

Ornek 2.3. A=[—1,1], B=[-2,2] ise
h*(A,B) =0 ve h*(B,A) = 1 olur ki bu durumda Hausdorff uzaklik
h(A,B) =1 olur.



Ornek 2.4. A = {0} x [-1,1], B=[~1,1] x {0} ise
A ile B arasindaki Hausdorff uzaklik h(A,B) = 1 olur.

Ornek 2.5. N kiimesi ile N kiimesi arasindaki Hausdorff uzakligi 0 olur.
Ornek 2.6. N kiimesi ile 7. kiimesi arasindaki Hausdorff uzakligt o olur.

Ornek 2.7. N kiimesi ile Q kiimesi arasindaki Hausdorff uzaklig % olur.

Tanim 2.2°deki ifadeyi bir bagka sekilde soyle de verebiliriz.

Verilen € > 0 i¢in
Ag:={xeX :dxA) <€}

ve

Ce:={xeX:dx,C) < ¢}
kiimelerini tanimlayalim. Bu kiimeleri, bir kiimenin noktasal olarak € komsulugu olarak de-
gerlendirebiliriz. Bu durumda
o 1"(A,C)=inf{e >0:A CC¢} ve
e h*(C,A)=inf{e > 0:C C A¢} olmak iizere

o h(A,C)=inf{e >0:A CCe ACC Ag}

seklinde yazabiliriz.

Simdi Hausdorff uzakligin kuvvet kiimesi tizerinde metrik kosullarindan hangilerini sagladi-

g1 gosterelim.

Teorem 2.1. VA,C,D € 2% icin

(a) h(A,A)=0
(b) h(A,C)=h(C,A)

(c) h(A,C) < h(A,D)~+h(D,C)



olur ki bu da h fonksiyonunun 2% iizerinde genisletilmis yart metrik olmasi anlamina gelir.

Kamit. (a) h(A,A) = 0 oldugunu gosterelim.
h*(A,A) =sup{d(a,A):a € A} =0 olur ki bu durumda /#(A,A) = 0 olur.

(b) h(A,C) = h(C,A) oldugunu gosterelim.

h(A,C) = maks{h*(A,C),h*(C,A)}
= maks{h*(C,A),h*(A,C)}
— h(C,A)

olur.

(c) Iddia: h*(A,C) < h*(A,D) +h*(D,C)
Va € AveVd € Digin

d(a,C) =inf{d(a,c):c€C}
<inf{d(a,d)+d(d,c):c€C}
=d(a,d)+inf{d(d,c) : c € C}
—d(a,d)+d(d,C)

(Her d i¢in yapildigindan)

d(a,C) <inf{d(a,d):d € D}+sup{d(d,C):d € D}
d(a,C) <d(a,D)+h*(D,C)

(Her a i¢in yapildigindan)

supd(a,C) <sup(d(a,D)+h*(D,C))
K*(A,C) < h*(A,D)+h*(D,C)

Ayni sekilde;



h*(C,A) < h*(C,D)+h*(D,A)

da gosterilebilir. Buradan;

h(A,C) = maks{h*(A,C),h*(C,A)}
< maks{h*(A,D)+h*(D,C),h*(C,D)+h*(D,A)}
< maks{h*(A,D),h*(D,A)} +maks{h*(D,C),h*(C,D)}
— h(A,D) +h(D,C)

0

Hausdorff uzaklik metrik olma kosullarindan 4(A,C) = 0 ise A = C olma kosulunu sagla-
mayabilir. Ornegin; A = (0,1) , C = [0,1) ise h(A,C) = 0 olur, fakat A # C. Dolayisiyla

Hausdorff uzaklik kuvvet kiimesi lizerinde yar1 metrik olmasina ragmen metrik degildir.

Iki kiime arasindaki Hausdorff uzaklik sifir oldugunda bu iki kiimenin esit olmayabilece-
gini gosterdik. Ancak simdi bu iki kiime kapal1 ise bunlar arasindaki Hausdorff uzaklik sifir

oldugunda bu iki kiimenin de esit oldugunu gosterecegiz.

Onerme 2.2. (X,d) bir metrik uzay ve A,C C X herhangi iki kiime olsun.Bu durumda; A =
C< h(A,C)=0

Kamit. (=)A = C olsun.

Vx € X igin d(x,A) = d(x,C) oldugunu gosterelim.

A C A oldugundan ’inf’ tanim1 geregi

d(x,A) < d(x,A) olur.

d(x,A) < d(x,A) olamayacagini gosterelim.Varsayalim ki
d(x,A) = ay,d(x,A) = o ve

o < o olsun. Bu durumda € = ©5% olarak tanimlayalim.



'inf’ tanimu geregi Ja, € A vardir dyle ki

d(x,a,) < oy +€ = oy + %7% olur.

a, € A oldugundan Jag € A igin d(ag,a.) < € olur.

=0y + 0‘2;(11
_ a1+

< O

o =d(x,A) <d(x,ap) < ap

Benzer sekilde 7*(C,A) = 0 oldugu goriiliirse buradan
h(A,C) = 0 elde edilir.

(«<)h(A,C) =0 olsun.

Bu durumda *(A,C) =0 ve h*(C,A) = 0 olur.

Va € Aigind(a,C) =0igina € C, 0= sup{d(a,C):a € A} olur,
Burdan Va € A i¢in 0 < d(a,C) <0 ve

Va € A igin d(a,C) = 0 olur ki bu da a € C olmas1 demektir.

A C C heriki tarafin kapanig1 almirsa A C C olur.
C A ifadesi elde edilir.

Diger tarafi da ayni sekilde gosterirsek C



Boylece A = C oldugu gosterilmis olur.

Sonug olarak bos kiimeden farkl1 kapali kiimeler (P¢(X)) ; Hausdorff uzakligiyla bir metrik

uzay olur. (|

. P¢(X)U{0} kiimesinde {0} izole edilmis noktadur.
. Eger d(-,-) smrliise A(-,-) de sinurlt olur.

. Hausdorff metrik, topolojik bir yapilasma degildir. 0/ olmadig1 i¢in.

P(X) tizerindeki Hausdorff metrik topoloji X tizerindeki topoloji tarafindan belirlen-

mez.

Ancak denk metrikler {izerindeki Hausdorff uzakliklar denk olmayabilir. Asagidaki 6rnekle

bunu gorebiliriz.

Y

Ornek 2.8. X =R, , di(x,y) = iy l_ﬂ) ve dr(x,y) = min{1, |x—y|}

X iizerinde iki metrik uzay olsun. hy(-,-) ve hy(-,-) bu metriklerle belirlenen Hausdorff uzak-
liklar olsun. dy ve d, denk metriklerdir fakat h| ve hy denk degildir.

Pozitif dogal sayilar kiimesi N ve % ; N n bostan farkli sonlu alt kiimelerinin ailesi olsun. Bu
durumda N, (P¢(X), hy) uzaymnda yigilma noktast ama (Py(X ), hy) uzaymnda yigilma noktast
degildir.

Eger d; e gore X uzaywinda diizgiin siirekli olan bir fonksiyon dyye gore de diizgiin siirekli ve
dyye gore diizgiin siirekli olan bir fonksiyon dy e gore de diizgiin siirekli ise yada denk olarak
i1 (X,d1) = (X,dy)
i (X,dr) = (X,dy)

diizgiin stirekli oluyorsa dy ve da, Pr(X) iizerinde denk Hausdorff metrikler iiretirler.

Asagidaki onermede kiime dizilerinin Hausdorff yakinsamasi i¢in epsilon komguluklar ve

kapanislar cinsinden karakterizasyonu verilmistir.
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Onerme 2.3. {A,,A},>1 C P¢(X) ve A, 2 A olsun. Bu durumda

A= N UAn= N U N (An)e olur
n>1m>n

e>0n>1m>n

Kanit. € > 0 verilsin. A, A oldugundan
dnp(e) > 1 oyle ki Vm > ng(€) icin A C (Ay)e ve A,y C Ag olur.

Buradan

AC U N @Ame 2.1)

sonucu ¢ikar.

Simdi (| U Am € A oldugunu gosterelim,

n>1m>n

xe N JApiseVn>liginx € |J Ay, Ve > 0icin B(x,e)N J Ay # 0

n>lm>n m>n m>n

Ve >0.,Yn>1vedm >nicin B(x,e)NA, #0

Ozel olarak n = ny(€) almirsa B(x,€) NA,, # 0

XEA, CAeg,x€A, CA=A (2.2)
olur.

Sonolarak N U N (Am)e € N U (A,;) durumunu gosterelim
>

e>0n>1m>n n>1lm>n

A, LAy oldugundan, x € | U (N (An)e olsun.Bu durumda

e>0n>1m>n
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Ve > 0igin Ing(€) > 1 5 Vm > ny(€) igin x € (Ap)e olur.

n > 1 verilsin. Bu durumda Im > max{n,no(€)} 3x € (An)e C (U (An))e

m>n

€ > 0 keyfi oldugundan x € |J A,, olur. Buradan x € (| | A, elde edilir,

m>n n>1m>n

AU N @< (U An) (2.3)
n>1m>n

e>0n>1m>n

olur.

Boylece (3.1), (3.2) ve (2.3) den istenen esitlik elde edilir. [

N U (An) ifadesi d metrigi ile belirlenen topolojiye baghdir.

n>1m>n

Bir onceki 6nermenin tersi de dogru degildir. Yani; {A,,A},>1 CPr(X)veA= N U (An)

n>1lm>n

ise A, ! A olmak zorunda degil.

Simdi tam metrik uzaylarda tanimli bosolmayan kapali alt kiime aileleri tizerindeki Haus-

dorff uzakliklarinin da tam oldugu gosterilecektir.

Teorem 2.4. (X,d) tam metrik uzay ise (Py(X),h) uzayt da tam metrik uzay olur.

Kamt. {An}n>1, (Pf(X),h) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun.

Iddia: A, A= N U (An) ise € Pr(X) oldugunu gosterelim.

n>1m>n

A kapali kiimelerin keyfi kesisimi oldugundan kapalidir.

A # ( oldugunu gosterelim. € > 0 olsun.
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Bu durumda {A, },>; Cauchy dizisi oldugundan

k> 1igin IN; > 1 5 Vn,m > Ny oldugunda i(A,,Ay) < 55 olur.

ny > No ve xo € Ay, secip sabitleyelim.

ny > max{ng, N} ve d(xo,x1) < § olacak sekilde x; € A,, segelim.
(Bu sekilde bir x; vardir ¢iinkii d(x,Ap,) < h(Ano,An] ) < 5 olur.)

{ny }ren kesin artan dizi oldugundan n; > N; 6zelligini saglayan

X € Ay, ve d(xp,x111) < 5y olan {x; >0 € X dizisi tanimlayabiliriz.
{xx}r>0 , X uzayinda Cauchy dizisi olur.

(X,d) tam metrik oldugundan {x; };>¢ yakinsaktir.

X — x (x € X) diyelim. {ny };~¢ kesin artan oldugundan verilen

n > ligin 3k, > 1 dyle ki ny, > n olur.

Vk > ky i¢in x;, € U A olur.

Dolayistyla Vr > 1 icinx € U Am isexe N U (An) =A yani A # 0 olur.

n>1lm>n

Simdi A, A oldugunu gosterelim.

Bununicinde A C A, ve A, C A¢ oldugunu gostermeliyiz.

d(x,x0) = llma’(xn,xo) < lim Z d(Xg,xp—1) < €

n— °°k_

Vo > N() ve Vxg € Ap, icinx € A, d(x,x0) < € oldugundan x( € A¢ olur. DolayisiylaA,, C A¢
gerceklesir.
Simdi de Vn > Ny igin A C (A,), oldugunu gostermeliyiz.
xeA=N U ( m) olsun, Bu durumdax € J A, olur.
n>1lm>n m>Ny

Buradan d(x,y) < § olacak sekilde 3m > Ny ve
ve U Ay vardir & dm > Nyiginy € Ay,

m>Ny

n> Ny ised(x,A,) <d(x,An) +h(Am,An) <5+5=¢
h*(A,Ap) < €,AC (Ap)e ,¥n > Ny, Ap 2 A olur. 0

Bir kiime iizerindeki metrik, herhangi bir alt kiimesine indirgendiginde bu alt kiime {izerinde

de bir metrik tanimlar. Hausdorff metrigi Py(X) iizerinde tammlidir. Bu durumda Hausdorff
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metrigi X iizerindeki kapali kiimelerin herhangi bir ailesine indirgendiginde de ayni sekilde
metrik 6zelliklerini saglar. Bu alt kiimelerden en ¢ok ilgi ¢ekenleri P (X) (Kompakt alt kii-
meleri), P,¢(X) (Smirl ve kapali alt kiimeleri), X normlu uzay oldugunda da Pr.(X) (ka-
pali,konveks), Pr.(X) (kompakt,konveks ) ve Pyf.(X) (stnirli,kapali, konveks) alt uzaylaridir.

Siradaki 6nermeler ve sonug bu alt uzaylari inceler.

Onerme 2.5. (X,d) tam metrik uzay ise P(X) , (Pr(X),h) uzaymn kapali alt kiimesidir.
Dolayisiyla (P(X),h) tam metrik uzaydir.

Kanit. {A,}n>1, (Pe(X),h) uzaymnda bir Cauchy dizisi ve A, 2 A olsun.

A € P(X) oldugunu gostermeliyiz.

Verilen € > 0 i¢in Jng(€) > 1 dyle ki Vn > no(€) igin h(A,,A) < € olur.

Dolayisiyla A C (A,)e olur. A, kiimeleri kompakt oldugundan tamamen sinirlidir.

Boylece sonlu epsilon agina sahip bir ' C X bulabiliriz 6yle ki A,, C F olur.

Heriki tarafin € komgulugu alinirsa (4,)e C F, haline gelir ve A C Fo¢

olur ki bu ise A nmin kapali ve tamamen sinirli oldugu anlamina gelir. Boylece A € P(X)
olur ve Py(X), Pr(X) iginde kapalidir.P;(X ) tam oldugundan (Py(X),4) in tam metrik uzay
oldugu aciktir. ]

Tam sinirlililik ne demek simdi onu hatirlayalim:

(a) (X,d) bir metrik uzay A C X ve € > 0 olsun.Eger bir P C X alt kiimesi i¢in A C

U K(x, &) saglaniyorsa bu P altkiimesine A nin bir € ag1 denir.
xeP

(b) (X,d) bir metrik uzay A C X olsun.Eger Ve > 0 i¢in A nin sonlu bir

€ ag1 varsa bu A alt kiimesine tam sinirlidir denir.

Onerme 2.6. P,¢(X), (Pr(X),h) uzayimin kapal alt kiimesidir.

Bu durumda (X ,d) tam metrik uzay ise (P,¢(X),h) tam metrik uzaydur.

Normlu uzaylarin alt ailelerinde tanimli Hausdorff uzakliklarin birbiri ile iligkileri agagidaki

onermede verilmistir.

14



Onerme 2.7. X normlu bir uzay olsun.Bu durumda Ps.(X) , (Pr(X),h) uzaymn kapali alt

ailesidir.

Kamt. {A,,A}p>1 C Pre(X) ve Vn € Nigin A, kiimesi konveks ve A, . A olsun.

A € Prc(X) oldugunu gostermeliyiz.A = () U (An) = N U N (An)e oldugunu biliyoruz.
n>1m>n e>0n>1m>n
Vm € N igin A,, konveks oldugundan Ve > 0 i¢gin (A,,)e da konveks kiimedir.

Dolayisiyla C§ = () (An)e kilmesi de konvekstir.

m>n
{Cf tnen € Pre(X) dizisi artan bir dizidir.Ve > 0 igin |J C5 = C® konvekstir.
n>1
(Ve) r, A= () C® konvekstir. A € Pr.(X) O
e>0

X normlu uzay ise P.(X) C Pyre(X) C Ppe(X) ve

P(X) C Pyy(X) kiimeleri (P¢(X), h) uzaymin kapali alt uzayidir.

X Banach uzayi ise yukaridaki alt kiimelerin hepsi (Pr(X), ) uzayinin tam altuzaylaridur.

Asagida normlu uzaylar iizerinde tanimli destek fonksiyonlarinin Hausdorff olma kosullar

verilmigtir.

Tamm 2.3. X normlu uzay, X* topolojik duali ve A € 2X\ {0} olsun.
A min destek fonksiyonu

0:X* - R=RU{+},0(x*A) = sup{(x*,a):a € A}

olarak tanimlanir.

Tanimdan o(x*,A) fonksiyonu sublineerdir.
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Kamit. x*,y* € X* olsun.

o(x*+y",A) =sup{(x*+y*,a):acA}
=sup{(x*,a)+ (y*,a) 1a € A}
<sup{(x*,a):a€A)+sup{(y*,a) :ac A}
=o(x*,A)+o(y",A)

o > 01i¢in

o(ax*,A) =sup{(a.x*,a):acA}
= a.sup{(x*,a):a € A}
= a.sup{(x*,a) :a € A}

U

Aslinda Pr.(X) in elemanlari ile bu sekildeki fonksiyonlar arasinda birebir esleme vardir. Bu
esleme A = {x € X : (x*,x) < o(x*,A),Vx* € X*} esitligiyle belirlenir. Bu esitlik konveks

kiimelerin ayrilmasi teoreminin basit bir sonucudur.

Destek fonksiyonu kiime degerli analizce basit bir aractir. Fonksiyon analiz teknikleriyle

kapal1 konveks kiimelerin 6zelliklerini elde etmemizi saglar.

Tanim 2.4. X ve Y, K cismi iizerinde vektor uzaylari, f : X — Y olmak iizere Vx,y € X ve

VYo € K icin asagidaki sartlar saglaniyorsa f fonksiyonuna lineer denir:

(1) flx+y)=f(x)+f()
(2) flax)=o.f(x)

Tanim 2.5. X ve Y, K cismi iizerinde vektor uzaylari, f : X — Y olmak iizere Vx,y € X ve

Vo € K icin asagidaki sartlar saglantyorsa f fonksiyonuna sublineer denir:

(1) flx+y) < fx)+f()
(2) a>0,f(ax)=a.f(x)
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Tamim 2.6. X, K cismi iizerinde vektor uzayi olsun. Bir || || : X — [0, ) fonksiyonu Vx,y € X

ve Va € K icin asagidaki sartlar saglaniyorsa || - || 've X iizerinde bir norm fonksiyonu, X e

de bu normla birlikte normlu uzay denir.

(1) ||x|| = 0 olmast icin gerekli ve yeterli sart x = 0 olmasidir
(2) [loex]] = fe[|x]
(3) N+l < llxll + [yl

Teorem 2.8. X normlu uzay, A,C € Pys.(X) olsun. Bu durumda

h(A,C) =sup{|o(x*,A) —o(x*,C)| : ||x*|| < 1} olur.

Kanit. A = C i¢in dogrulugu agiktir.

AZ#Colsun. € >0,A CC+ Be ve C C A+ B seklinde verilsin.

(Be ={x € X :|lx|| < €})ise Vx* € X*icin ||x*|| < 1 i¢in

o(x*,A) <o(x*,C)+eveo(x",C) < o(x*,A)+ € olur. Burdan da

|o(x*,A) — o (x*,C)| < € sonucu ¢ikar.

sup{|o(x",A) —o(x*,C)|: |[x*|[ <1} < e

sup{[o(x",A) —a(x",C)[ : [[X"]| <1} < h(A,C)

€ =sup{|o(x*,A) — o (x*,C)| : ||x*|| < 1} olsun.

(2.4)
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Bu durumda A C C+ B, ve C C A + B; elde edilir.
O halde
h(A,C) < & 2.5)

olur.

Boylece (2.4) ve (2.5) den istenen esitlik elde edilir.

Teorem 2.9. (X,d) metrik uzay, A,C € 2X\ {0} olsun. Bu durumda

h(A,C) = sup{|d(x,A) —d(x,C)| : x € X} olur.

Kanit. Bir ¢ € Cicin

d(x,A) <d(x,c)+d(c,A) dogru oldugundan, herbir ¢ € C i¢in
d(x,A) <d(x,C)+h(C,A) olur. d(c,A) < h*(c,A) < h(c,A)
oldugundan

d(x,C) <d(x,A)+h(C,A) elde edilir.

|d(x,A) —d(x,C)| <h(C,A)

sup{|d(x,A) —d(x,C)[} <h(C,A) (2.6)

xeX
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sup{d(c,A):c€C} =sup{d(c,A)—d(c,C):ceC}
< sup{|d(x,A) —d(x,C)|: x € X}
sup{d(a,C):a€ A} <sup{ld(x,A)—d(x,C)|:x€X}

('x?
(

olur. Buradan da

h*(C,A) <sup{ld(x,A)—d(x,C)|:x€X}
h*(A,C) <sup{ld(x,A)—d(x,C)|:x€X}

h(A,C) < sup{|d(x,A) —d(x,C)|:x € X}

olur.

Boylece (2.6) ve (2.7) den istenen esitlik elde edilir.

Onerme 2.10. X normlu uzay A,C,A;,Cy,Ay,Cy € 25\ {0} olsun. Bu durumda,

(a) YA € R i¢in h(AA,AC) = |A|.h(A,C)

(b) h(Al +Ay,Cy +C2) < h(Al,Cl) —|—h(A2,C2) olur.

Kanit. Normun 6zelliginden elde edilir.

Uyari 2.11. X normlu uzay A1,C1,A2,C> € 2X\ {0} ve A € [0, 1] olsun.
Bu durumda
h(AA] + (1 —QL)AQ,),CH + (1 — ),)Cg) < ),h(A],C]) + (1 —ﬂ,)h(Ag,Cg) olur.

Bu ifade bize Hausdorff uzakligin konveks fonksiyon oldugunu gosterir.

Uyan 2.12. Daha genel olarak h(convA,convC) < h(A,C) = h(A,C) olur:

Kamit. Ay =A,=A,C; =C,=CveVA €0,1] icin

2.7)
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h(convA,comvC) <

h(convA,convC) = h(convA,convC)
< A-h(A,C) + (1= 1).h(A,C)
— h(A,C)
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3. VIETORIS TOPOLOJi

Bu boliimde 2. kiime topolojisi olan Vietoris topolojisi iizerinde duracagiz. Bu boliim bo-
yunca kiimemiz Hausdorff topolojik uzay olacaktir. Vietoris topolojinin tanimindan 6nce A™
ve A nin ne anlama geldigini tamimlayip bir kiiciik 6rnekle tanimi ifade edip sonrasinda

Vietoris Topoloji’nin tanimini verdik.

Tamm 3.1. (X, 1) Hausdor{f topolojik uzay ve A € 2X\ {0} olsun.

AT ={Ce2X\{0}:CCA}

A~ ={Cec2X\ {0} :ANC #0}

kiimelerini tamimlayalim.

Ornek 3.1. X =Nve A = {1,2,3} olsun.

AT ={{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}.{1,2,3}}

A- ={{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},...}

(a) 2% iizerinde Lyy = {U" : U € 1} ailesini taban kabul eden topolojiye iist Vietoris

topoloji denir ve Tyy ile gosterilir,

(b) 2% iizerinde 1y = {U~ : U € 7} ailesini alt taban kabul eden topolojiye alt Vietoris

topoloji denir ve Try ile gosterilir,
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(c) 2X iizerinde Ly ULy ailesini alt taban kabul eden topolojiye Vietoris topoloji denir

ve Ty ile gosterilir.

Uyan 3.1. U,Vy,....,V,, € T olmak iizere

Ty Vietoris topolojisi icin bir taban elemani

BUN,..., V) ={Ac2X\ {0} :ACU,ANV; # 0,k = 1,...,n} bicimindedir.

*

Vietoris topoloji YU € 7 i¢in U™ nin agik ve VC € P¢(X) i¢in C* nin kapali oldugu en
kaba topolojidir.

*

Aym sekilde VU € 7 i¢in U~ min agik ve VC € Py(X) i¢in C~ nin kapali oldugu en
kaba topolojidir.

*

Ust Vietoris topoloji VC € P¢(X) i¢in C~ nin kapali oldugu en kaba topolojidir.
*Alt Vietoris topoloji VC € P¢(X) i¢in C™ nin kapal oldugu en kaba topolojidir.

Onerme 3.2. i: (X, 1) — 25\ {0}

i(x) = {x} ile tamimli doniisiim olsun.

2X\ {0} ailesi %y topolojisi ile donatildiginda i(.) siireklidir.

Kanmit. U € 7 olsun.

U ={xeX:{x} cU}=U € 7dur

Benzer sekilde eger Vi, ..., V, € T ise
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iil(lﬁle*) = {xeX: {x}nNVi #0,k=1,...,n}

n
= (NV
(kzl k) €T
ise 2%\ {0} ailesi %y topolojisi ile daraltildiginda i(.) siireklidir.
U

Ornek 3.2. Vietoris topoloji i(.) doniisiimiinii siirekli kilan 2X \ {0} iizerindeki en ince to-
poloji degildir. Sonsuz bir X kiimesi sonlu tiimleyenler topolojisi ile donatilmis olsun. X in
kapali alt kiimeleri 0,X ve X in sonlu alt kiimeleridir. F, X in bos olmayan sonlu alt kiimele-
rinin ailesini gostersin. Bu durumda (2% \ {0}, %) uzayinda her agik kiime sonsuz kiimeler
icerir. O halde F ¢ %y olur ve boylece 2X \ {0} iizerinde %y nin orjinal alt tabanina F; ekleye-
rek elde ettigimiz daha ince topolojiyi diisiindiigiimiizde i(.) yine siirekli olur.Ciinkii i~ (F)

bu topolojiye gore agiktir.

Onerme 3.3. X sonsuz kiime ve F,X in bos olmayan sonlu alt kiimelerinin ailesi ise F,

(2X\ {0}, %) icinde yogundur.

Kanit. U € t,U # 0 olsun. Bu durumda U sonlu alt kiimeler igerir.
O halde UTNF # 0 olur.

Vi, Voetve Vi #0 (VYk=1,...,n) x; € Vi olsun.

Bu durumda {x;}}_, € (kéle_) NF#0

O halde F ,1y nin herbir taban elemantyla kesisir. Dolayisiyla F' yogundur.
0

Uyan 3.4. (X, 1) ayrilabilir Hausdorff topolojik uzay ise (2X \ {0}, %) de ayrilabilir topo-
lojik uzaydr.
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Onerme 3.5. (X, 1) regiiler topolojik uzay ise (P¢(X), %) Hausdorff topolojik uzaydir.

Kamt. A,C € Py(X) ve A # C olsun. ANC # 0 veya AN C # 0 olmalidr.

Kabul edelim ki ANC* # 0 olsun. 3a € ANCC vardir .

X regiiler oldugundan 3U,,U, € T dyle kia € U;,C C U, ve Uy NU, = 0 dir.

U ve U2+ , Tv nin farkh elemanlaridir. A € U;” ve C € U2+ dur.

Dolayisiyla 7y Hausdorff uzaydir.

0

Lemma 3.6. Alexander Lemma: (Y, T) topolojik uzay ve % C t alt taban olsun. Y, % nin

elemanlarmmdan olusan her ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa (Y, T) kompakttir.

Teorem 3.7. (X, t) Hausdorff topolojik uzay olsun.

(X, T) nun kompakt olmast i¢in gerek ve yeter kosul (Py(X ), %v) nin kompakt olmasidur.

Kamit. (=) {{U }acs, } ve {{Ug }pen} - (Pu(X), ) nin agik ortiisii olsun.

(Ua,Ug € 7),Us = U Up € 7 ve Cy = Uy olarak tanimlayalim.
Bes

C, =0iseX=U= U Up olacagindan
Bes
{Ug : B € )2}, X igin bir agik ortiidiir.

X kompakt oldugundan {Ug, ..., Up, } olacak sekilde sonlu bir alt 6rtii vardur.
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C € P(X) i¢in

CNX = CN(Uj=,Up,) oldugundan

bir tane ko € {1,...,n} vardir dyle ki CnUg, # 0 yani C € Ug, olur.
0

Gy # 0ise VP € Jp icin C;NUp = 0 oldugundan oy € J igin C; € Uofo olur.

Bu durumda {Ug,, Ug } gy, » X icin bir agik ortii olur.

X kompakt oldugundan {Ug,,Ugy, ..U, } sonlu alt ortiisii vardir.

C € P(X) alalim.

Bu durumda ya C C Ug, yada Gk = 1,...,ni¢in CNUp, # 0 olur.

Dolaysiyla {Ug ,U 5 izt -Pk(X) in sonlu agik alt drtiisii olur.

Alexander Lemma’dan (P(X), 2y ) in kompakt oldugunu elde ediyoruz.

(<) {Uq}aes » X in agik ortiisii olsun.

Bu durumda {U; } ey » (Pe(X),%v) in acik Ortiistidiir.

Py(X) kompakt oldugundan {Uy, }7_, sonlu agik ortiisii vardir.
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Vx € X igin {x} € P(X) oldugundan

Jk=1,...,ni¢in {Ug, }]_, X in sonlu alt ortiisiidiir.

Dolayisiyla X kompakttir.

Teorem 3.8. (X,d) bir metrik uzay olsun.

Bu durumda Py(X) iizerinde Hausdorff metrik topoloji ve Vietoris topoloji denktir.

Kamit. 1lk 6nce %y C ty oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in VU € 7 i¢in U, U™ € %y oldugunu gosterelim.

C € U™ alalim, C € P,(X) oldugundan J& > 0 dyle ki

0<e<inf{d(x,y):x€C,y €U} olur.

Bu(C,e) = {C € P(X): h(C,C") < &} kiimesini tammlayalim.

C eBu(C,e),C CCeCU,

C eUt , By(C,e)CUT, UM ety

Simdi de C € U™ olsun.
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Bu durumda 3x € CNU ve Je > 0 dyle ki

B(x,e) ={yeX:d(x,y) <e} CU olur.

Br(C, €) yukarida tanimlandig1 gibi olsun.

Eger C' € By(C,¢€) ise C NP (x,€) # 0 olur.

CNU#0,C €U ise By(C,e) CU™ olurkibuda U~ € %y demektir.
Buradan

Ty C Ty 3.1

sonucu ¢ikar

Simdi %y O 1y oldugunu gosterelim.

€>0,C € P(X) ve B (C,¢) yukarida tanimlandigi gibi olsun.

U = C¢ olsun ve V1, V5, ...V, lerde C yi 6rten § yarigapli agik yuvarlar olsun.
C' € U oldugunda h*(C',C) < € olur.

!/

C e (lﬁ]Vk’) ise *(C,C') < € olur.
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Sonug olarak

{CeP(X):C CcUCnNV#£0,...CNV, £0} C Bu(C,€), Bu(C,€) € Ty olur. Boylece

T C iy (3.2)
kapsami da gerceklesir.Boylece (3.1) ve (3.2) den 1y = Ty esitligi elde edilir. U

Tamm 3.2. (X,7) topolojik uzayt (X,d) tam ayrilabilir metrik uzay olacak sekilde bir d

metrigi ile metriklenebiliyorsa bu uzaya ’Polish Uzay:’ denir.
Uyan 3.9. a) (X, 1) metriklenebilir ise (P,(X),v) de metriklenebilirdir.
b) (X,t) Polish uzayt ise (P(X),%y) de Polish Uzayudur.

Teorem 3.10. (X,d) kompakt metrik uzay ve {A,},>1 kompakt kiimelerin bir dizisi olsun.

Bu durumda bu dizinin kompakt bir kiimeye yakinsayan bir alt dizisi vardir.

Kanit. Bir 6nceki teoremden (P (X), Ty) = (P(X), Ty) oldugunu biliyoruz.

(Pe(X), Ty ) kompakttir ise (Py(X ), Tr) kompaktir.

Bu durumda P, (X) icinde secilen her dizinin yakinsak bir alt dizisi vardir. (|

28



4. WIJSMAN TOPOLOJi

Wijsman topolojisi kiimelerin yakinsakligi ile ilgili bir topolojidir. Ayrica uygulamalarda
diger kiime yakinsakliklarin1 karsilastirmak icin de yararl bir aractir. Burada bahsedilen;

uzaklik fonksiyonlarinin, noktasal yakinsakligina karsilik gelen yakinsakliktir.

Bu alt boliim boyunca (X, d) bir metrik uzay ve C(X,R) de X iizerinde tanimli reel degerli

tiim siirekli fonksiyonlarin uzay1 olsun.

A € P¢(X) olmak iizere

Y(A) () = T+d(-.A)

seklinde tanimlanan y : Pr(X) — C(X,R) déniisiimiinii dikkate alalim .

(A = 0 durumlar igin 1= = 1 dogal ¢evrimini kullandik). ¥(-) d6niisiimiiniin kolaylikla bi-

rebir oldugu goriiliir.

C(X,R) iizerinde noktasal yakinsaklik topolojisi 7, ve kompakt kiimeler iizerinde diizgiin

yakinsama topolojisi 7¢ topolojisini diistinelim.

Tamm 4.1. Py(X) iizerinde &y Wijsman topolojisi tw = y~'(t,) olarak tamimlayalim.
(Noktasal yakinsakliga gore acik kiimelerin ters goriintiilerini acik olarak kabul eden topo-
loji)

Uyan 4.1. Yukaridaki tanimdan agiktir ki {A,,A}p>1 C Pr(X) igin

Ay WA svrex icin d(x,A,) — d(x,A)
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Uyan 4.2. tc =y~ '(1¢) olsun.x — d(x,A) ya genislemeyen bir fonksiyon d(x,y) > |d(x,A) —
d(y,A)| oldugundan y(P¢(X)),C(X,R) nin es siirekli alt kiimesidir.Yani VA € Py(X) igin

YA —A) )| = |2 d(w&))

T 1+d(xA)  1+d(nA)
d(x,A) —d(y,A) ’

T 1+d(xA) +d(0,A) +d(x,A).d(y,A)
<ld(x,A)—d(y,A)|<d(x,y)<é=¢

olur.

Sonug olarak (x,A) — d(x,A), (X,d) x (Pr(X),%w) dan
R =R, U{+oo} doniigiimii es siireklidir ve aym diizgiin uzaya sahip oldugundan (P¢(X), tw)
ile (P(X), tc) homeomorfiktir.

Eger X yerel kompakt ve ayrilabilir ise (C(X,R), t¢) metriklenebilir ve ayrilabilirdir.

Ayni durum (Py(X), vw) igin de gecerlidir.

A

Teorem 4.3. (X, d) tiim kapali yuvarlar kompakt olacak sekilde bir metrik uzay ise (Pr(X), tw)

kompakt metriklenebilir bir uzaydir.

Kamit. (Py(X),%w) nin metriklenebilir ve ayrilabilir oldugunu belirttik.

Bununla birlikte y(P(X)), (C(X),R) de es siirekli oldugundan
Arzele Ascoli teoremi bize (Py(X ), 2w ) nin kompakthgim gostermek igin y(P¢(X)) nin (C(X,R), 7¢)

de kapali oldugunu gostermemizin yeterli oldugunu soyler.
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Kabul edelim ki (C(X,R), 1¢) de y(A,) — f yakinsasin.
C,= U Ay segilirse {Cy }u>1 , Pr(X) de azalan bir dizi olur
m>n

ve kabul edelim ki A = Q]Cn olsun.
n>

Vx € X igin
d(x,C,)  d(x,A)

I -
M dx G~ 1+d(xA)

= Y(A)(x)

Y(A)(x) < flx) <T.

Eger A=01ise 1 = f(x) = y(A)(x) olacaktir. Buradan f = y(0) olur.

Eger A # 0 ise € > 0 i¢in d(x,a) < d(x,A) + € olacak sekilde bir a € A vardir.
d(x,A,;) <d(x,a)+d(a,A,) <d(x,A)+e+d(a,A,)

Vn>1licina € mUZnTm oldugundan limd(a,A,) = 0 olur.

limd (x,A,) < d(x,A) + € olacagindan € — 0"

limd (x,A,) < d(x,A) olur.

Sonug olarak Vx € X i¢in

oldugunda f = y(A) olur.
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Teorem 4.4. (X,d) ayrilabilir bir metrik uzay ise (Pr(X),%w) ayrilabilir metriklenebilir bir

uzaydur.

Kanit. Sadece ayrilabilirligi gostermemiz yeterli olacaktir.

Ancak (Pr(X), #v) nin ayrilabilir olduguna ve 3y C 4y olduguna dikkat edecek olursak sonug

elde edilir. N

Uyan 4.5. Ty C 1y oldugundan Wijsman topolojisi dnceki iki kiime topolojisinden daha

zayiftir.
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5. FELL TOPOLOJI

Inceleyecegimiz 4. kiime topolojisi de kiime yakinsaklig1 kavramindan elde edilir. Kiime to-
polojisiyle ilgili olmayanlarin arasinda bile popiilerdir. Bu boliime kiime yakinsakli§inin bir
cesidinin sunumuyla baslayalim.

Bu alt boliim boyunca (X, d) bir metrik uzay {A,},>1 , Pr(X) de bir dizi kabul edilecektir.

Tanmm 5.1. limA,, := {x € X : ¥r > 0 i¢in bir tane no(r) > 1 vardir éyle ki ¥n > ny icin
B(x,r)NA, # 0}

Uyari 5.1. limA,, kiimesi genellikle {A, },>1 dizisinin ’Kuratowski Alttan Limiti’ olarak isim-

lendirilir.Bu ifade lim infA, = U N A, seklinde tanimlanan tamamen teorik kiime limiti-
n—oo m>1n>m

nin infimumu ile karistirlmamalidir. Bununla birlikte bu tamimdan goriilebilir ki
limA, = {x€ X :limd(x,A,) =0}

= {xeX :x=limx,,x, €A,,n>1}

olur.

Tamim 5.2. limA,, := {x € X : Vr > 0 icin ve Vng > 1 icin bir n > no vardir oyle ki B(x,r) N
A, # 0}
Uyar 5.2. limA4,, genellikle {A,},>1 dizisinin ’Kuratowski Ustten Limiti’ olarak isimlendiri-

lir. Bu ifade limsupA, = r;l g A, seklinde tanimlanan tamamen teorik iistten kiime limiti
m>1n>m

ile karistirilmamalidir.

Yukaridaki tanimdan da gorebiliriz ki

limA, = {x€X :limd(x,A,) =0}

= {xeX:x=limx,,x, €Ay}
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Yukaridaki iki tamimdan a¢iktir ki limA,, C limA,, olur:

Bununla birlikte her iki kiime kapalidir.

Tanmm 5.3. limA, = limA,, = A olacak sekilde bir A C X varsa A,,A ya Kuratowski anla-

minda yakinsar deriz. (A, 5) A ile gosterilir.)

Aciktir ki bu durumda A € ﬁf (X) olur. Asagidaki iic inermede Kuratowski alttan limiti, iistten

limiti ve limitiyle ilgili bazi temel ozellikleri toparladik.Bu sonuclar tammlardan kolayca

elde edilir.

Onerme 5.3. (a) limA, = limA, = limA,,

(b)Bir ng icin n > ng oldugunda A,, C C, oluyorsa limA,, C limC,,

(c) xn —x, U 11mA’ C lim UA’
i€lp_—oo n—oo LEI

Kamit. x € U limA! olsun. 3j € I vardir 6yle ki x € lim A}

i€l 5o n—soo

Vn € N igin xi; € A{; olacak sekilde {xi,} vardir ve xi; — x olur.

Vn € Nicinxj, € UA’ x) —x,x€ lim UA! olur. O

n—oo i€l

(d) lim ﬂA’ cn llmA’
nﬁooIGI lEIn_>oo

(e) h_m(An X Cn) = limA,, X limC,

(f) _QIA,, C lim(inf(A,)) C limA,
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Kanit. x € lim(inf(Ap)) = U N A, ,3dmy>106ylekix e N A, my akadar a, € A,

m>1n>m n>my
olacak sekilde, n > my i¢in de a, = x € A,, olacak sekilde secersek a, — x € lim(A,) olur. [

(8) Eger ki <ky <... <kp,limA, C limAy,

Onerme 5.4. (a) limA4,, = limA,, = lim A,

Kamit. x € limA,, olsun. x € A ise x,, — x olacak sekilde x,, € A vardr.
a™ — x;

a)™ — xp

a,-mi — X

an = (a1',ar?,....af,...)

am — x € limA,, olur A4,, kapalidir, dolayisiyla lim A, olur.Boylece limA, C limA, olur. [

(b) Bir ng icin n > ng oldugunda A,, C C, oluyorsa limA,, C 1imC,

(c) U HlAi, C lim U Af1 olur ve ek olarak I sonlu ise esitlik saglantr.
i€ln—eo n—oeojc]

(d) lim N AL C N limA},

n—eojc] ieln—oo
(e) lim(A, x C,) C limA,, x limC,

(N TimA, € U A, = (U A,)U (limA,)

n>1 n

v C
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Kamt. x € limA,, Ja,, — x olsun.a,, € U A, ise x € U A, olur. Sonra buradan x € U A,
n>1 n>1 n>1
isea, —a,a, € UA,olur.
n>1
1.Durum: a, ler sonlu sayida A, kiimesinin elemanlaridir. 34, dyle ki A,, oyle ki 4, , a,
dizisinin sonsuz sayida terimini igerir.Bu terimleri siralayip olusturdugumuz a,, alt dizisi x
e yakinsar. Bu durumda x € A,,, C L>JIA_,, olur.
n>
2. Durum: a, ler sonsuz sayida A, lerin elemanlaridir. Farkli A, lerin elemanlarindan alip

siralayarak olusturdugumuz alt dizi a,, ise a,, — x olacagindan x € limA,, olur. O
(g) Egerk) <ky <..<k,< ...,li—mAkn C limAy olur.

Ayrica asagidaki onerme yukaridaki iki onermenin sonuglarinin birlestirilmesinden elde edi-

lir. Burdaki limitin varligi kabul edilmistir.

Onerme 5.5. (a) limA,, = limA,, = limA,,
(b) Eger A,, C Cy,n > ng ise limA,, C limC,,

(c) I sonlu limigIAil = l_LEJIIimAil

(d) lim(A, x C,) =limA, x limC,
(e) A, ,A, dizisinin bir alt dizisi olmak iizere, limA; = limA,

Uyani 5.6. {An,A}us1 C Pr(X) ve Ay 2% A ise limA, = TimA, = A, (Yani A, 5 A) (Wijsman

a gore yakinsayan her topoloji Kuratowskiye gore de yakinsar)

Onerme 5.7. (X,d) kapali yuvarlarin kompakt oldugu bir metrik uzay ise ﬁf(X ) de K ya-

kinsama ve Ty yakinsama kavramlari cakisiktir.

Kamit. A, A olsun. Bu durumda A (An) = A(A) oluyor mu bunu inceleyelim.

x€X,d(x,A,) =d(x,ay) olacak sekilde a, € A, vardir.Yakinsak kompakt uzayda her dizi-
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nin yakinsak alt dizisi vardir.X kompakt 3{a,, } C {a,} ve a,, — a € X olur. a € limA,, =

— () = () = o )
A olur. d(x,A,) = d(x,a,) = d(x,a) = d(x,A) , Vx € X igin A(A,)(x) = T
dix,A) § .
1+d(x,A) A(A)(x) olacagindan A(4,) — A(A) < A, = A olur.

Bu bizi 6yle bir duruma getirir ki kiimelerin Kuratowski yakinsamasi gercektende topolojik

bir kavramdir.

Teorem 5.8. (X,d) yerel kompakt (Her noktanin kompakt bir komsuluk tabani varsa buna
denir) ayrilabilir bir metrik uzay ise kiimelerin Kuratowski yakinsakligi yardimiyla ﬁf(X )

kompakt ve metriklenebilirdir.

Kamit. (X,d) yerel kompakt ayrilabilir bir metrik uzay ise d ye denk bir d uzakligi vardir
Syle ki (X,d') nin kapali yuvarlari kompakttir. O

Bu durumda X yerel kompakt ayrilabilir bir metrik uzay oldugundan Vietoris topolojisinde
yaptigimiz gibi vur-kagir yontemiyle Kuratowski yakinsakliga denk topolojiyi tanimlayabi-

liriz.(Onerme 13 ve Teorem 8 den)

Tamim 54. {U~ :U C X, acgik } ve {(K°)" : K C X kompakt} seklindeki ailelerin alt taban
oldugu topolojiye ﬁf (X) iizerinde Fell (veya kapal yakinsama) topolojisi denir ve T ile gos-

terilir.

(X ,d) yerel kompakt ayrilabilir bir metrik uzay olsun. X' = X U{eo}, X in tek nokta Alexand-
roff kompaklastirilmast olsun. Bu durumda X metriklenebilirdir. B(C) = C U {co} seklinde
tammlanan B : Pr(X) — Pp(X ") déniigiimiinii diigiinelim. Bu doniigiim Pr(X) den

PJ‘?(X/) ={C ¢ Pf(X/) : 00 € C'} birebir ve drten bir doniisiimdiir.

Bununla birlikie Py (X ") tiimleyeni

{C'CX :C#0,C CX}=Xx"NP(X)

iy’ ye ait oldugundan Py (X ), (Pe(X'),3y") min kapalu alt kiimesidir.
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Onerme 5.9. (X,d) yerel kompakt ayrilabilir bir metrik uzay ise yukarida tanumlanan
B (Pr(X), %) = (PF(X), &)
doniisiimii bir homeomorfizmadur.

Kamit. U~ ve (K©)*, % Fell topolojinin alt taban elemanlari olsun.

Bu durumda U, X de agiktir ve C € P(X) igin

CNU #0olur< B(C)NU # 0,

X iizerinde bostan farkli olmasi ile miimkiindiir.

Budurumda B(U™) =U", PP (X ) iizerindeki Vietoris topolojiye gore agiktir.

K, X de kompakttir.

Bu durumda Uy = (X \ K)U{eo} , X' de agiktir ve

C € P¢(X) icin CNK = 0 olmast igin gerek ve yeter sart §(C) C U,L olmasidir.

Sonug olarak B((K€)*) = (Ug)™ olur ve bu kiime P]‘?(X/) lizerindeki Vietoris topolojiye

gore aciktir.

Sonug olarak B(-) nin bir agik dontigiim oldugunu gostermis olduk. Boylece alt tabanin ele-

manlarinin goriintiilerinin agik oldugunu gosterdik.
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Simdi f(-) nin siirekli oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in U~ ve Ut min (PJ‘Z"(X/), 7,,) nin

alt taban elemanlar1 oldugunu kabul edelim.

Budurumdaya U’ , X de aciktir veya X deki bir K kompakt kiimesi i¢in U’ = (X \ K)U{+o0}

olur.

L. durum i¢in P7°(X) in tanimindan goriiriiz ki Py (X "y de U'" = 0 olur. Bununla birlikte 6n-

ceki ifadelerimizden biliyoruz ki

U'~NPr(X')=B(U~NPF(X)) olur.

I1. durum i¢in U ~ = PJ‘Z"(X/) olur ve onceki gibi U™ = B((KS)T) olur.

Sonug olarak f(-) siireklidir ve iddia edildigi gibi bir homomorfizmadir.

Artik Fell Topolojisi 7 ile Kuratowski yakinsakliginin topolojisinin ¢akistigini gorebiliriz.

Teorem 5.10. (X,d) yerel kompakt ayrilabilir bir metrik uzay olsun. Bu durumda Pr(X)

lizerinde T Fell Topolojisi ile K yakinsak topolojisi ¢akistr.

Kamit. X kompakt metriklenebilir oldugundan Pr(X ") = B(X") olur ve 7, kompakt ve met-

riklenebilirdir. Teoremi ispatlamak icin

Pr(X)deA, E A olmasinin A, % A olmast ile denk oldugunu gostermeliyiz. Dikkat edilme-
lidir ki B(limA,) = limpB(A,,) ve B(limA,) = limfB(A,) olur.
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Bu durumda A, < A olmas icin gerek ve yeter sart B(A,) LY B(A) olmasidir.
Bununla birlikte 3 (A,) LS B(A) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

B(A,) 2% B(A) olmasidur.

/

Gergekten de Ty = 7y oldugundan 3 (A,) S B(A) olmasi B(A,) LS B(A) olmasini gerektirir.

Diger taraftan 3 (A,) LS B(A)ise d'(-,-), X' iizerinde X’ in topolojisini iireten metrik olmak

tizere Vx' € X' igin &' (X', B(A,)) — d’'(x', B(A)) olmasin1 gerektirir.

Bununla birlikte uzaklik fonksiyonu geniglemediginden {d’(-, B(A,)) },>1 dizisi denksiirek-
lidir.

Arzela-Ascoli Teoreminden X' iizerinde d'(-, (A,)) — d'(-,B(A)) yakinsamasinin diizgiin

oldugunu soyleyebiliriz.

Sonug olarak
TH:’L'/
B(4n) =" B(A)

olur.

B(.) homomorfizma oldugundan 3 (A,) S B(A) olmasi i¢in gerek ve yeter sartin 3(A,) KA

B(A) oldugunu sdyleyerek ispati tamamlariz. O
Uyan 5.11. Yukaridaki ispatin dikkatli bir sekilde incelenmesiyle goriiliir ki (Y,d) kompakt
metrik uzayt iizerinde {An,A},>1 C P (Y) i¢in A, % A olmast icin gerek ve yeter sart A, L
Kuratowski yakinsamasidir. Aslinda bu daha genel olarak kompakt Hausdorff topolojik uza-

yvinda kiime aglart icin de dogrudur.(Klein-Thompson[2], Teorem 3.3.11 p.34)
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Buraya kadar ki ¢calismamizda altta yatan uzay yerel kompakt ayrilabilir bir metrik uzay ol-
dugunda kiimelerin Kuratowski yakinsamasinin giizel topolojik 6zellikleri oldugunu gordiik.
Lineer uzaylar i¢in bu ifadenin anlam1 dimX < co dur. Bu problemin iistesinden gelmek ve
altta yatan normlu uzay sonsuz boyutlu oldugu durumlar i¢in bile bir kiime topolojisini elde
edebilmek icin kiimelerin K ya yakinsakliginin orjinal tanimini, normlu uzaylarin tiim topo-
lojik yapilarini kullanabilecegimiz sekilde, yeniden diizenlememiz gerekmektedir. Bu bizi

calisacagimiz 5. kiime topolojisine gotiiriir.
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6. MOSCO TOPOLOJI

Bu boliimde amacimiz yeni bir kilme yakinsama kavramini vermek. Genel olarak K yakin-
samadan daha az kisitlayici ki bu bizi X uzay1 sonsuz boyutta kiime oldugu durumda bile
kullanilabilecek bir kiime topolojisine gotiirecek. (Hatta altta yatan X uzayi sonsuz boyutta
oldugunda bile.) Bu boliim boyunca X bir Banach Uzayidir, s— arkasindan gelen ifadeler X
tizerindeki giiclii topolojiye gore w— arkasindan gelenler X iizerindeki zayif topolojiye gore

oldugunu gosterir. {A, },>1 C Ps.(X) olsun. Asagidaki iki limit tanimini verelim.

Tanmm 6.1. s — limA, = {x€ X :Vn > 1,x, € A,,x = limx, } ve

w—limA, = {x € X tx =w—limxy,, Xn, € Ap,my <np <...<nmp<..}

Uyan 6.1. Tamimdan agiktir ki s — limA,, € ﬁfc (X) ve

s —limA,, C w — limA,, olur.

Tanm 6.2. Bir {Ap}n>1 C Pre(X) dizisi igin s — limA, = w — limA,, = A oluyorsa Mosco

anlaminda {A, },>1 dizisi A ya yakinstyordur denir.A,, M A ile gosterilir.

Uyan 6.2. Tanimdan A ya hem gii¢lii hem de wye, topolojisine gore yakinsama varsa A, LY

oldugu goriiliir.

X iizerindeki wy,q topolojisinin kapali kiimeleri X in ardisik zayif kapali kiimeleri olan topo-
loji oldugunu hatirlayimiz. Bu durumda wy.q yakinsak dizileri zayif yakinsayan diziler olan
X iizerindeki en giiclii topolojidir. Ek olarak w C wyeq . Wyeq metriklenebilir olmadigindan
ancak 1. sayilabilir oldugundan w4 deki K limiti kavranun sirall formunda anlasiimali-

dir.(Uyar1 9 ve Uyari 10)

{A,}n>1 dizisi Pyo(X) de diizgiin sinirli olsa bile M— yakinsama h— yakinsamaya indirgen-
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mez. Buna basit bir ornek asagidaki sekilde verilebilir. X = I°, (I? :Karesi yakinsak diziler

uzayt) ve {ey },>1 onun standart birim dikey tabani olsun. A, = conv{0,e,} olsun.

Bu durumda A, 4 A = {0} olur ancak A, , h yakinsamaya gére A = {0} yakinsamaz. Bu
yakinsaklik kavraminin topolojik bir karakterizasyonunu Fell topolojisi T ye benzer sekilde

vur ve kagir’ topolojisi olarak elde edebiliriz.

Tanm 6.3. Py (X) iizerinde Ty ile gosterilen Mosco Topolojisi {U~ : U C X, bostan farkli
ve giiclii acik } ve {(W°)" : W C X, bostan farkli ve zayif kompakt} kiime ailelerinin alt

taban olarak iirettigi topolojidir.

Uyan 6.3. Boliimiin devaminda giiglii karakterizasyonunu ¢ikaracagiz. Ciinkii tersi soylen-
medikge X iizerinde giiclii topolojiyi kullandigimiz anlasiliv. Bununla birlikte yukaridaki ta-

mmda Ty topolojisinin bir tabant

{[lﬁlka] N(W) T :n>1,U C X bos olmayan acik ve W C X bosolmayan W kompakt(zayif
kompakt)} seklindedir.

Onerme 6.4. {A,,A},> C Ps.(X) ise A, M A olur ancak ve ancak A, Ly

Kanmit. (=) UNA # 0 olacak sekilde U C X bosolmayan acik ve A C W€ olacak sekilde
W C X bosolmayan zayif kompakt olsun. n > ng oldugunda A,, € U~ N (W) T olacak sekilde
no > 1 sayisiin varoldugunu gostermeliyiz. Gergekten de A, M A oldugundan A C s —[limA,
olur.Bu durumda n; > 1 vardir oyle ki A, NU # @ olur. Sonug olarak n > n; i¢in A, € U~
olur.Sonrasi i¢in kabul edelim ki k > 1 oldugunda A,, "W # 0 olacak sekilde bir ny — oo alt

dizisi olsun. a,, € A,, "W olsun.

Bu durumda Eberlein-Smulian Teoreminde (X Banach Uzayinda zayif topoloji i¢in kom-
paktlik ve dizisel kompaktlik denktir.) ve gerekirse bir alt diziye gegilerek ay, % g oldugunu
kabul edebiliriz. A, MA oldugundan a € A olur. Sonug olarak a € ANW , W nin se¢imiyle

celiskiye diiser.
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(<) A, T—”§ A oldugundan A NU # 0 olacak sekilde her U agig1 igin ve A C W€ olacak sekilde
her bostan farkli zayif W kiimesi i¢in n > ng oldugunda A,, € U~ N (W°)T olacak sekilde

no > 1 bulunabilir. Bu durumda A C s — [imA,, olur.

Kabul edelim ki w — limA,, € A bu durumda d’ ¢ A olmak iizere a, A d ve ap, € Ay, olacak
sekilde bir ny — o alt dizisini vardir. Genelligi bozmadan Vk > 1 i¢in a,, ¢ A oldugunu kabul

edebiliriz.

W = {ay,,d }>1 secelim. Bu durumda ANW =0, A C (W)™ ve boylece n > ng igin
Ay € (W) olur.

Sonug olarak Vn > ng icin A, "W = 0 acik bir celiskidir. Sonug olarak w — limA,, C A ve

A, % A olur.

Yansimali Banach Uzaylar1 kavraminda bu topolojinin giizel 6zellikleri vardir. Asagidaki
sonug bu ifadeyi destekler. Ilk olarak %y, nin bir zayif topoloji olarak karakterizasyonunu

elde edelim.

Onerme 6.5. X yansimali bir Banach Uzayt olsun. Bu durumda %y , YW € Py (X), icin
A —dAW) =inf{lla—c|,a € A,c € W} siirekli olacak sekilde Ps.(X) iizerinde en zayif

topolojidir.

Kamit. ilk olarak bu sekilde her fonksiyonelin gercekten 7y, siirekli oldugunu gosterelim.
Bunun icin W € P, (X) i sabitleyelim ve A € J olmak iizere

A ™ A olsun. (Psc(X) de Ty yakinsak bir ag ). Bir d(A, W) = ||a —c|| olacak sekilde a € A ve
c € W secelim. Bir (d(,A) , w— alttan yar siirekli W € P,;(X) ve X yansimali oldugundan

bu miimkiindiir)

Ve > 0 igin A € B(a, €)™ oldugundan yeterince biiyikk YA € J icin A) € B(a, €)™ olur. So-

nug olarak X de a; — a yakinsak olacak sekilde a) € A, bulabiliriz. Buradan d(A; , W) <

44



lay —c|| = lla—c|| = d(A,W) elde ederiz ve boylece limd(A;,W) < d(A,W) olur bu ise

d(-,W) nin %, Ustten yar1 siirekli oldugunu gosterir.

Diger taraftan 8 € R olsun.

{A € Ps.(X):d(A,W) < B} kiimesinin fy,— kapal1 oldugunu gosterecegiz. Boylece d(-,W)
nun Ty, — alttan yan siirekliligini (Boylece 1y, siirekliligini elde edecegiz). Bunun i¢in A € J
olmak iizere A LY yakinsak ve d(A;,W) < B olsun. Bu durumda (W + B(0,3)) NA; # 0
ve W +B(0,B), W € P,;(X) ve X yanstmal olduundan zayif kompaktir. Boylece (W +
B(0,B))NA # 0 sonug olarak d(A,W) < B olur.(Boylece siireklilik elde edilir). T, P.(X)
tizerinde d(-,W) , 1 siirekli olacak sekilde bir kiime topolojisi ise Ty C T oldugunu gostere-
cegiz. U C X,A € U™ olacak sekilde bos olmayan agik bir kiime olsun. a € ANU olsun ve
B(a,€) C U olacak sekilde € > 0 secelim. A % A olsun. Bu durumda W = {a} € Py (X)
secersek siireklilik varsayimindan d(A,, {a}) — d(A,{a}) =0

Boylece yeterince biiyiikk VA € J igin d(a,A,) < € olur.

Yani Ay € B(a,e)” C U~ olur.

Son olarak W € P, (X) ve A € (W)™ oldugunu kabul edelim.

Bu durumda yeterince biiyiik A € J i¢in d(A,W) > 0 ve d(A;,W) > 0 olur.

Sonug olarak yeterince biiyiik A € J i¢in A; € (W°)T olacagindan A, ™ A olur ki bu da

Ty C 1 oldugunu gosterir. O
Uyar1 6.6. Bu onermenin ilging bir sonucu X yansimali ve Py.(X) de

Ay ™ A ise Ay ™A olur.(Yani Tw C Ty )

Yansimali uzaylar icin %, topolojisinin giizel ayirma 6zellikleri vardir.

Onerme 6.7. X yansimali Banach Uzayt ise (Psc(X ), ty) tamamen regiilerdir. ( T topolojik

uzayudir)

Kamnt. Oncelikle (Pr.(X),%y) nin Hausdorff topolojik uzay oldugunu gosterelim. Bunun
icin kabul edelim ki A,C € (Pr.(X)) iki ayr1 eleman ve genelligi bozmadan ANC¢ # 0 olsun.

a € ANCE€ olsun ve
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U={xeX:|x—al <3d(a,C)}ve

W={xeX:|x—da| < %d(a,C)} kiimelerini tanimlayalim.

Bu durumda U~ ve (W¢)™" sirastyla A ve C nin ayrik iki %y, komsuluklaridir. Bu gercekten
yola ¢ikarsak (Py.(X), Tar) Hausdorff tur.

Simdi tam regiilerligi kontrol edelim. A € (Py.(X), A ¢ I" olacak sekilde I' C Py.(X) bos
olmayan kapal1 bir alt aile olsun.

Ae Lﬁ] Uk} N (W)™ C T olacak sekilde {Uy,...,U,,W}, Ty temel elemanlarini segelim.
Her zaman Uy, ..., U,, W kiimelerinin ayrik oldugunu kabul edebiliriz. k =1,...,nve a € AN
Uy olsun. d(A,W) > 0 oldugundan (W +B(0,8))NA=0vek=1,...,nigina,+B(0, ) C Uy
olacak sekilde bir B > 0 segebiliriz. g : (Pr.(X),Tn) — [0,1],k=1,...,ni¢in

gk(C) = max {0, 1— d(a,C)

h: (Pfc(X),%M) — [0, 1]
h(C) = min [1, d(C.W)

B

oldugunu gorebiliriz. Son olarak

n
0= LH]gk} D (Pre(X), Tu) — [0, 1] siireklidir.

} seklinde tanimlayalim. Onerme 16 dan bu fonksiyonlarm siirekli

O|'=0ve 6(A) = 1 dir. Boylece (Pr.(X),Ty) tamamen regiilerdir. X tizerindeki hipotezle-
rimizi daha fazla giiclendirerek daha ¢ok sey sdyleyebiliriz. (|

Onerme 6.8. X yansimali bir Banach Uzayt olsun. Bu durumda (Ps.(X ), %) nin Lsayilabilir

olmasi icin gerekli ve yeterli sart X in ayrilabilir olmasidrr.

Kamt. (=): X ayrilabilir olmasin. X € Pr.(X) in sayilabilir yerel tabanim diistinelim. Acik-
tir ki

Vik = rr.lf(?]){x EX :|lx—uy| < 1}~ vem(n), {unl};":(;l) n ye baghdir ve k ya bagl olmayacak
§ekildell;u yerel taban {V}, ¢}, k>1 seklindedir.

Y =5pan{u,, :n> 1,1 <i<m(n)} olsun. X ayrilabilir olmadigindan ¥ C X olur. Bu du-
rumda bir z € X 6yle ki B(z, 1) NY = 0 olur. Buradan B(z, 1)~ V,, x kiimesi kapsamayan X in
bir 7y komsulugudur. Bu ise bize bir ¢eliski verir.

(<): {u” : u C X bos olmayan agik }

ailesinin iirettigi topoloji, D, X in yogun sayilabilir bir alt kiimesi olmak iizere {B(x,r)” :x €
D,r € Q4 } ailesinin iirettigi topoloji ile aynidir.

Bu durumda (Pr.(X),Zp) nin Lsayilabilirligini gostermek i¢in Mosco topolojisinin 2. yari-
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sinin 1. sayilabilir oldugunu géstermek yeterlidir. C € Py.(X) olsun, X in ayrilabilirliginden
C kapal1 yar1 uzaylarin sayilabilir bir ailesinin kesisimine esittir. Yani Va > 1i¢in C C H,, ve
C= nglﬁn olacak sekilde X in {H,},>; yarim uzaylarin dizisi vardir.

C € (W¢)™ olacak sekilde W € P, (X) olsun. Bu durumda W C kLeJJH,f olacak sekilde J C Z,
bulabiliriz.

W C B, olacak sekilde r € Q. olsun. B, N [kLGJJH,f] € Pyk(X), C den ayrniktir ve W yi kapsar.
Bu durumda

{krgj((B_,ﬂH,f)c)+ :J CZ, sonlur e Q+} ailesi { (W)t : W € Py(X)

tarafindan iiretilen topoloji de C icin yerel bir taban olusturur. Yani (Pr.(X), %) L. sayilabi-
lirdir. U

Uyar 6.9. Yani bu onermeye gore bir X yansimali Banach Uzayinda dizilerin Mosco topoloji

belirlemesi icin gerekli ve yeterli sart X in ayrilabilir olmasidr.

Onerme 6.10. X ayrilabilir yansumali bir Banach Uzayt ise (Pre(X), ) 1 sayilabilir, ayri-

labilir T, 1 topolojik uzayidir.

Kamnit. Sadece ayrilabilirlik 6zelligini gostermemiz gerekiyor. D, X in sayilabilir yogun alt
kiimesi ise koseleri D de olan politoplar Pr.(X) da Ty yogundur.

Politop: Sonlu sayida noktanin konveks ortiisiidiir, cokgen gibi.

Tanim 16 nin bir anlik yansimas1 Mosco Topoloji %y in X tizerindeki topolojiye bagl ol-
dugunu topolojiyi tanimlayan norma bagli olmadigin1 séyler. Boylece %3, yi etkilemeden
X i tekrardan denk bir normla ifade edebiliriz. Bu basit gézlemi 1), in metriklenebilmesini
kurmak icin kullanacagiz. Ancak bundan once geometrik fonksiyonel analizinden bazi kav-

ramlar1 hatirlamaliyiz. H

Tamim 6.4. Bir Banach Uzay: X in ikil doniisiimii Vx € X i¢in
J(x) = {x* € X*: (x*,x) = ||x||> = ||x*||*} seklinde tanimlanan

J X — 25 doniisiimiidiir.

Uyan 6.11. Vx € X icin aciktir ki J(x) , X* da kapali konveks ve sinirlidir. Bununla birlikte

Hahn-Banach Teoreminin basit bir uygulamast olarak, ¥x € X icin J(x) in bos olmadigin
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garantiler. Bazi ozel durumlarda J(.) tek degerlidir. Ayni zamanda J(.) , ¢ (x) = %||x|* nin
subdiferansiyelidir.

Bu noktada sadece ikil doniistimiin temelde X iizerindeki norma bagl oldugunu belirtmek
istiyoruz. Diger bir deyisle || - || ve |- |, X iizerinde farkli iki norm olsun. Jy , J, bunlara
karsilik elde edilen ikil doniigiimler olsun. Bu durumda Jy # J olur. || - || ve | -| birbirine

denk olsa bile bu durum ortaya ¢ikar.

Tanim 6.5. (a) Bir X Banach Uzayt birim ¢emberi hi¢ dogru parcast icermiyorsa kesin
konvekstir denir. Yani VA € (0,1) ve ||x|| = |ly|| =1, x # yi¢in [|[Ax+ (1 —A)y| < 1 dir.

(b) Bir X Banach Uzayi Ve > 0 ve ||x|| = 1 olacak gekilde x € X icin ||y|| = 1 olacak sekilde
y € X icin ||x —y|| > € oldugunda ||)%|| < 1 — 0 olacak sekilde 6(€,x) > 0 varsa yerel
diizgiin konveks denir.

(c) Bir X Banach Uzayi Y€ > 0 icin ||x—y|| > € olacak sekilde ||x|| = ||y|| = 1 olan x,y € X
icin H% | <1— 6 olacak sekilde §(€) > 0 varsa diizgiin konvekstir.

(d) Bir X Banach Uzayt ||x,|| = 1, ||x|| = 1 ve x,, = x olacak sekilde bir {x,},~1 dizisi icin

||xn, — x|| = O oluyorsa Kadec-Klee izelligine (H dzelligine) sahiptir denir.

Uyan 6.12. Aciktir ki diizgiin konveks = yerel diizgiin konveks = kesin konveks olur. Diizgiin
konveks bir Banach Uzayt yansimalidir. (Milmon-Pettis Teoremi cf. Milman [7], Pettis [§],
Diestel [9], Teorem 2, p 37). Bununla birlikte Kadec-Klee izelliginin x, — x , X de ||x,|| —
||x|| ise |[x, —x|| — O ile denktir. Son olarak X* kesin konveks ise ikil doniigiim J(.) tek

degerlidir.

Lemma 6.13. X yerel diizgiin konveks bir Banach Uzayt ise Kadec-Klee ozelligine sahiptir.

Kamt. n>1igin ||x,| = ||x|| = 1 ve x, — x olsun. Bu durumda x,, +x — 2x olur. Norm fonk-
siyonelinin zayif alttan yar siirekli oldugunu hatirlayacak olursak 2 = 2||x|| < Lim||x, +x|| <
lim||x,, +x|| < ||x|| + lim||x,|| = 2 elde ederiz. Sonug olarak ||x, +x|| — 2 Yerel konvekslik

tanimi ile bu ifade ||x,, —x|| — 0 olmasin1 gerektirir. O

Lemma 6.14. X yansimali ve X* yerel konveks ise x € X|{0} ve x, — x olmak iizere lim)||x —

Ax,|| < ||x|| olacak sekilde A € (0, 1] vardur.

Kamit. .7 : X — X* tek degerli ikil doniisiimiinii diisiinelim. ikil doniisiimiin siirekli oldu-

gunu iddia ediyoruz. Gergekten de z, — z olsun.
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Budurumdan > 1igin ||.7 (z,)||> = ||za* = (:Z (24),zx) olur. Boylece gerekirse bir alt diziye
indirgeyerek X* da .% (z,) — z* oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda ||.7 (z,)||> — ||z||> =
(z%,2) ve ||zi|| < lim||-Z (z,)|| olur. Boylece ||.# (z,)|| — ||z*|| elde ederiz. Yardimci teorem
2 yi uygularsak X* da .7 (z,) — z* elde edilir. Yani .% (.) siireklidir.

Sonrasinda x # 0 ve x, — x kabul edelim. €.sup||x,| < ||x||* olacak sekilde & > O olsun.
Yukarida gosterilen .7 (.) nin siirekliligini {x, }nné] 1 icin siirliligini kullanirsa Vi > 1 igin

|| F (x — Ax,) — F (x)|| < € olacak sekilde A € (0, 1] bulabiliriz.

]ginzo\ |x —Axy, || = ’fg—ni\ |x — Ax,|| olacak sekilde ny — oo alt dizisi olsun. Uyar1 18 den .7 (.)

nin subdiferansiyel 6zelliginden

Sl =2 12 = [[x]P] < —(F (x — Ax), Axn)
= —(F(x—Axy,) — F (x),Axy,) — (F (x), Axy, )

< —A(F (%), Xn,) + e[ xn, ||

ve boylece
—A 2 _ 2
e e | Y P TRV
k—voo n>1
lim||x — Ax,|| < ||x|| seklinde sonuglandirabiliriz. O

Tanim 6.6. X bir Banach Uzayi ve C C X bosolmayan bir kiime olsun. Bu durumda p(x,C) =
{ceC:||x—c|| =d(x,C)} seklinde tanimlanan

p(-,C) : X — C ye doniisiimiine C iizerinde "metrik doniigiim’ denir.

Uyarn 6.15. p(x,C) kiimesi bos olmayabilir. Vx € X i¢in p(x,C) # 0 ise C kiimesine "pro-
ximinal’ kiime denir. Ek olarak ¥x € X icin p(x,C) tek noktadan olusuyorsa C kiimesine
"Chebyshev kiimesi’ denir. X yansimall oldugunda her kapali konveks kiimenin proximinal
oldugunu gormek kolaydir. Ek olarak X kesin konveks ise kapali konveks kiime *Chebyshev
kiime’ olur. Asagidaki 6nerme Mosco yakinsamasinin bir¢cok uygulamadaki onemini kismen

agiklar.
Onerme 6.16. X kesin konveks, yansumali Kadec-Klee izelligine sahip bir Banach Uzayt
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X* yerel diizgiin konveks {A,,A},>1 C Pr.(X) ise asagidaki ifadeler denktir.
(a) Ay 2 A

(b) Vx € X icin p(x,A,) — p(x,A)

() An B A

Kamit. (a) =(b) a € Ps.(X) oldugundan Vx € X i¢in p(x,A) tek noktadan olusur. Bu durumda
fonksiyon kiime degerli degil vektor degerli kabul edebiliriz. a, = p(x,A,) ve a = p(x,A)
olsun. Bu durumda d(x,A,) = ||x —a,|| ve d(x,A) = ||x—al| olur. A, B A oldugundan Uyari
16 dan ve Wijsman Topoloji tanimindan d(x,A,) — d(x,A) oldugunu biliyoruz. Bu durumda
||x — an|| — ||x — al| olur.

Buradan da gerekirse bir alt diziye gecilerek a, — @ € A ya zayif yakinsadigim kabul edebili-
riz. Buradan ||x—d|| < lim||x —ay,|| = ||x—a|| = d(x,A) olur. Buise @ = p(x,A) = a olmasini
gerektirir. Sonug olarak a, — a olur. Hipotezde X in Kadec-Klee 6zelligi oldugundan X de
p(x,A,) — p(x,A) seklinde sonuglandirabiliriz.

(b)=(a) a € A olsun. Bu durumda X de a, = p(a,A,) — a ve A C s — limA,, olur. Sonrasinda
n > 1i¢in a, € A, olsun ve a, Aa oldugunu kabul edelim.

Gerekirse kiimeleri kaydirarak genelligi bozmadan a = 0 kabul edebiliriz. Kabul edelim ki
0 ¢ A olsun. Bu durumda v = p(0,A) # 0 olur. p(0,A,) = v, — v oldugundan Yardimc1 Tee-
orem 2 i kullanarak lim||v — A (v, —a,)|| < ||v|| olacak sekilde A € [0, 1] seklinde bulabiliriz
ve boylece lim||p(0,A,)|| < ||p(0,A)| ki bu bir celiskidir. Sonug olarak 0 € A dir ve boylece
A, M A

(a) =(c) Uyar1 16 dan elde edilir.

(c) =(b) Va € Ai¢in d(a,A,) — 0 olacagindan a € s — limA,, ve bdylece A C s — limA,, elde
ederiz. Sonrasinda n > 1 i¢in a, € A, olsun ve

an — a kabul edelim. Onceden oldugu gibi a = 0 oldugunu kabul edebiliriz. Kabul edelim ki
0 ¢ A olsun. v = p(0,A) # 0 olsun. Bu durumda YA > —1 i¢in v = p(—Av,A) oldugunu ko-
layca kabul edebiliriz. Herhangi bir x € X i¢in d(x,A) < lim||x — a,|| elde ederiz. A > 0 igin
x = —Av kabul edersek d(—Av,A) < lim||Av + a,|| ve boylece (1 +A)||v|| < lim||Av+ ay,||

: . A 1
oldugunu elde ederiz. Bu ise ||v|| < lim|| ] +AV+ 1 —i—?La"” olur.

v—a, — v ve A > 0 oldugundan Yardimci Teorem 3 ten bir ¢eliski elde ederiz. (|
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Teorem 6.17. Troyanski[6] Her yansimalt X Banach Uzayina X ve X* in her ikisi de yerel

diizgiin konveks olacak sekilde denk bir norm tanimlanir.

Uyan 6.18. Onceki teoremin bir sonucu olarak denk normlama sonucunda X ve X* n

Kadee-Klee ozelligi olacaktir.

Artik Mosco Topoloji Ty ile ilgili ana sonug icin hazirz.

Teorem 6.19. X ayrilabilir yansimali bir uzay ise (Pc(X),%y) bir Polish uzaydir.

Kanit. Teorem 12 ye gore genelligi bozmadan X ve X 1n diizgiin konveks oldugunu kabul
edebiliriz. {x,},>1, X de yogun olsun ve A,C € Pr.(X) igin

E(An,C) =min{l,||p(xn,A) — p(xn,C)|| }, yart metrikini Ps.(X ) tizerinde tanimlayalim. Agik-
tir ki {&,(-,-)}n>1 yar1 metriklerin ayiran bir ailesidir. (Ps.(X), 7)) tamamen regiiler oldu-
gundan £(A,C) = Y M metrigi ile metriklenebildigini sdyleyebiliriz. (|

n>1 2"
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7. ATTOUCH WETS TOPOLOJi

Uyan 14 te belirtildigi sekilde kiimelerin diizgiin sinirli dizilerinde bile Mosco yakinsama
h— yakinsamaya indirgenemez. Bu sebeple tam olarak bu énemli 6zellige sahip bagka bir
kiime yakinsamasi verilecektir.

Bu boliim boyunca X bir Banach Uzaydir.

Tamm 7.1. Vr > 0 igin A,C € Pr(X) olmak iizere
h(A,C) = maks{h*(A NB,, C),h*(Cn Br,A)} seklinde tanimladigimiz sayt

r— Hausdorff uzaklik olarak isimlendirilir.

Onerme 7.1. r— Hausdorff uzaklik asagidaki ozelliklere sahiptir.

(a) hy(A,C) >0

(D) hr(A,C) = hr(CvA)

(c) k€ {1,2,3} icinr > d(0,Ay) olacak sekilde bir r icin
h(A1,A3) < h3p(A1,A2) + h3r (A2, A3)

(d) Her r igin h,(A,C) = 0 olmast icin gerekli ve yeterli sart A = C olmasidr.

Bunlarin arasinda sadece (c) biraz aciklama gerektirir. Digerleri aciktir.

0,(C1,C3) = sup{|d(x,Cy) — d(x,C3)| : ||x|| < r} olsun.Cy veya Cs bos kiime ise O, = +oo
kabul edelim. C, ﬂér C 1_3, oldugundan

h*(Cy N B,,C3) = sup{d(y,C3) : y € Ci NB,} < 8,(Cy,C5) olur:

Benzer sekilde h*(Cs ﬂér,Cl) < 6,(C3,Cy) olur.

Sonug olarak h,(Cy,C3) < 8,(C1,C3) olur.
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Diger taraftan r > maks{||y||,d(0,C)} olacak sekilde her r i¢cin

d(y,Cy) <d(0,Cy) +r < 2rve boylece de d(y,Cy) = d(y,Cy ﬂl_33r) olur. Buradan
sup{|d(y,C3) —d(y,C1)| : |yl < r} < sup{|d(y,C3) —d(y,C3NB,)| :y € X} = h(C1NB3,,C3).
olur. Cy ve Cs iin yerini degistirdigimizde de simetrik egitsizligi elde ederiz. Yani 8,(Cy,C3) <
h3,(C1,C3) olur. Sonug olarak () iicgen esitsizligini sagladigindan k € {1,2,3} icin
r>d(0,Cy) oldugunda

1y (C1,C3) < 8,(C1,C3) < 8,(C1,Ca) + 8,(C2,C3) < h3y(C1,Ca) + h3y(Ca, C3) olur:

Tamm 7.2. {A,},>1 C Pr(X) dizisi ve A € Pr(X) olsun. Vr > 0 igin hy(An,A) — 0 "Attouch-
Wets anlaminda’ A,, dizisi A kiimesine yakinsar denir ve A, WA ile gosterilir.

Simdi kendimizi Py(X) ile simrlandiralim. Bu boliimde {r, },>1 artan pozitif sayt dizisi r, —
oo seklinde olsun.

Tamm 7.3. Ty ile gosterilen Attouch-Wets topolojisi Py(X) iizerinde

1 6,(A,C)
daw(A.C) =Y ——2" "2 _ metrigiile t l bir metrik topolojisidir.
AW( ) ) ngl 2n 1+5,.n (A,C) me rlgl e tanimlitanan pir meitri 0p0 OJZSl lr.

Uyan 7.2. {r,},>1 dizisinin secimi daw (-,-) metrigini etkiler ancak bu diizgiinliigiinii etki-
lemez. Bu yiizden Taw topolojisi {ry}n>1 dizisinden bagimsizdur.

A,C € Py(X) ve ro > maks{d(0,A),d(0,C)} i¢in dncekine benzer bir sekilde h.(A,C) <
0(A,C) <hyyi2,(A,C) oldugu gosterilebilir. Bu esitsizliklerden hemen goriilebilir ki Attouch-

Wets yakinsama topolojik bir kavramdir. Yani Taw topolojisindeki yakinsamadur.

Onerme 7.3. {A,,A},>1 C P¢(X) olsun. A, WA olmasi icin gerek ve yeter sart A, 25 A

olmasidir.

Uyan 7.4. dimX < o ise Arzela-Ascoli Teoreminden uzaklik fonksiyonlari es siirekli ol-
dugundan, AW — yakinsama ve kiimelerin K— yakinsakligi denktir. Sonsuz boyutlu Banach
Uzaylart icin Taw topolojisi Ty topolojisine gore kesin daha incedir. Bununla birlikte Tanim
20 den agiktir ki Py(X) deki diizgiin sinirly bir dizi icin AW — yakinsama ile h— yakinsama
aymidir.(Bu M— yakinsama icin gecerli degildir, Uyari 14 ten). Gergekte dizideki kiimeler
baglantili ve limit kiimesinin sinirlt oldugu varsayimi yeterlidir. Asagidaki onermede bu ve-

rilmigtir.

Onerme 7.5. {An,A}p>1 CPr(X), V> 1igin A, baglantili A sinirlive Ay, WA ise Ay oA

olur.
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Kamt. A simirh oldugundan A C rBy olacak sekilde bir r > 0 bulabiliriz. Ayrica Onerme 22
den biliyoruz ki n > ng oldugunda

sup{|d(x,A,) —d(x,A)| : ||x|| < r+3} < 1 olacak sekilde bir ng > 1 vardir. iddia ediyoruz
ki Vn > ng i¢in A, C (r+2)B; olur. Kabul edelim ki olmasin. Bu durumda bir n > ngy ve
a, € A, vardir oyle ki ||a,|| > r+2 olur. a € A olsun. Buradan d(a,A,) < 1 olur boylece
llcal| < 7+ 1 olacak sekilde bir ¢, € A, bulabiliriz. A, baglantili oldugundan ||u,|| =r+2

olacak sekilde bir u,, € A, bulabiliriz. Sonug olarak # i¢in
1> |d(up,An) — d(uy,A)| = d(up,A) > 2

olur, bu ise bir ¢eligkidir. Sonug olarak Vn > ng igin A, C (r+2)B) olur ve bdylece A, L

olur. [l

Uyar17.6. Ozel olarak onceki énerme Pyr.(X) iizerinde Taw = £y oldugunu gosterir. Pr(X) =
Py(X)U{0} uzay: icin E\ZAW(-, -) metriginin iirettigi topoloji AW — yakinsamanin iirettigi to-
polojiye gore kesin incedir. Ornek olarak X =R, n > 1 icin A, = {n} ve A = 0 olsun. Bu
durumda Nn > r icin h.(Ay,A) = 0 olur. Ancak ¥n > 1 ve ¥r > 0 i¢in 6,(A,,A) = 4o olur.
Bunun sebebi bog kiimeye yakinsamanin h, ve 8, ye gire farkli karakterizasyonlarin olmasi-
dir. Acikgca yazmak gerekirse A, 0 demek Vn > no(r) icin A, NrB) = 0 olacak sekilde bir
no(r) > 1 sayisimin varolmasidir. Diger taraftan A, dA—v>V 0 olmasi Nn > ny icin A,, = 0 olacak

sekilde ny > 1 sayisimin varolmasidir. {r, }n,>1 , R+ da artan ve sunrsiz bir dizi ve

A d(x,A) d(x,C)
_ _ x| <
%, (4,C) wpﬂl+ﬂmA 1+ALC)WHH—”

olmak iizere P(X) icin wygun bir metrik

A 1 A
daw(A,C) =Y —6,,(A,C)

n
n212

A /\ A
olur. (Pr(X),daw), (Pr(X),daw) ve (Py(X),daw) tam metrik uzaylardir.

Bu boliimii 6 kiime topolojisinin kargsilagtirilmasiyla sonuglandiralim.
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Teorem 7.7. X yansimali bir Banach Uzayt ise Py.(X) iizerinde asagidaki kapsamlar vardur.

Aa>
<
IN
Aa>
T
a>
<
IN
a>
<

A A A A
(a) Tr C Tw C Ty C Taw

(b) Ek olarak X ayrilabilir ve X* yerel diizgiin konveks ise /%M = /‘L\'W olur
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