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SIMGELER DiZIiNi

Bu caligmada kullanilmis bazi simgeler agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

SIMGELER

K:

'(x)
B(x,y)
L[a, b]
sup

inf

L ([a, b])

ADE (f(x))
AL (F(D)
Rn,f (S, t)

ACIKLAMA

Ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlar sinifi
Euler-Gama fonksiyonu

Euler-Beta fonksiyonu

[a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi
Ust sinirlarm en kiigiigii
Alt sinirlarin en bliytigii

[a, b] araliginda a —kesirli integrallenebilir fonksiyonlar

kiimesi

a —kesirli turevi

a. mertebeden o —kesirli integrali

R de bir aralik

I nin igi
f fonksiyonunun g — kesirli tiirevi

f fonksiyonunun g — kesirli integrali

Taylor serisi kalan terimi



1. GIRIS

Kesirli hesabin tarihi 17. yiizyila dayanmaktadir. Kesirli mertebeden tirev ve integral,
klasik tiirev ve integral kavramlarinin genellestirilmesidir. Kesirli mertebeden tiirev aslinda
herhangi bir mertebeden tiirevdir. Kesirli tiirev kavrami ilk kez L’Hospital ve Leibnitz
arasindaki mektuplagsma sirasinda ortaya c¢ikmistir. Bu mektuptan sonra pek c¢ok
matematik¢i bu konuda caligmalar yapmistir. Bu konuda ilk uygulamanin yazilmasi
1823’de Niels Henrik Abel’e aittir. Abel bir galismasinda karsisina g¢ikan bir integral
denklem ¢oziimiinde kesirli basamaktan tiirevleri uygulamistir. Abel’in bu giizel ¢6ziimii,
Liouville’nin dikkatini ¢ekmis ve ilk olarak Liouville tarafindan kesirli basamaktan tiirev
icin mantikli bir tanim verilmesini saglamigtir. Liouville’nin tanimini1 birgok matematikci
zaman zaman yeniden ele alarak daha genel bicimler elde etmislerdir. Bunlardan bazilari

Emil Post, Caputo, Euler, Fourier, Riemann, Harold Thayer Davis, Atangana’dir.

Kesirli analiz nesnelerin  mekanik ve elektriksel 0zelliklerinin  matematiksel
modellemelerinde, akiskanlar teorisinde, elektrik devrelerinde, elektro-analitik kimya gibi

diger bir¢ok alanda kullanilmaktadir.

Tam sayr mertebeden tiirevlerin kullanilmasiyla yapilan standart matematiksel
modellemeler baz1 durumlarda 6zellikle lineer olmayan modellemelerde, istenen sonucu
tam olarak ifade etmeyebilir. Gilinlimiizde kesirli mertebeden tiirevlerle yapilan
modellemelerde daha uygun sonuglar elde edilebildigi goriilmektedir.

Kesirli tiirevin kullanilmasinin avantajli oldugu durumlardan birkag1 su sekildedir.
Riemann-Liouville kesirli tiirevinde, keyfi bir fonksiyonun orijinde siirekli olmasi ve
tiirevlenebilir olmas1 gerekmez. Jumarie kesirli tiirev taniminda herhangi bir surekli
fonksiyonun diferensiyellenebilir olmasi gerekmez. Caputo kesirli turevinin en onemli
avantajlarindan birisi problemin formiile edilmesinde baslangi¢ ve sinir deger kosullarini
igermesine izin vermesidir. Ayrica sabit fonksiyonun tiirevi sifirdir. Caputo tiirevi gergek

Diinya problemlerinin modellenmesinde kullanilan en uygun kesirli operatordr.



Kesirli tiirevin dezavantajli oldugu durumlarla da karsilasilmaktadir. Kesirli tirevler her
durumda uygulanabilir degildir. Riemann-Liouville tiirevi ile ger¢cek Diinya olaylarimi
kesirli diferansiyellerle modellemeye casilirken bazi dezavantajlarinin oldugu goriiliir.
Sabit bir fonksiyonun Riemann-Liouville tiirevi sifir degildir. Ayrica herhangi bir
fonksiyon orijinde sabit ise bu fonksiyonun kesirli tirevi orijinde bir singuleriteye sahiptir.

Bu dezavantajlar Riemann-Liouville kesirli tiirevinin uygulama alanlarini daraltir.

Caputo tiirevi diferensiyellenebilirlik i¢in biiyiik sartlar gerektirir. Bir fonksiyonun Caputo
kesirli tiirevini hesaplamak icin once adi tiirevinin hesaplanmasi gerekir. Caputo tiirevleri
sadece Riemann-Liouville anlaminda birden daha diisiik mertebeli kesirli tiireve sahip

fakat 1. mertebeden tiirevleri olmayan diferensiyellenebilir fonksiyonlar i¢in tanimlidir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tezde kullanilan bazi 6nemli tanimlar verilmis, tezde kullanilan 6nemli

teoremler ayrintili bir sekilde incelenmistir.

Tammm 2.1 (Konveks Fonksiyon): I,R de bir aralik olsun. O zaman bir f:I - R
fonksiyonu her x,y € I ve A € [0,1] i¢in,

fAx+ A -Dy) <Af () + 1 - Df(¥) (2.1)
esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonu I izerinde konvekstir denir.

Ayrica f fonksiyonunun konkav olabilmesi icin (2.1) esitsizliginin ters yonde saglanmasi
gerekir. Konveks fonksiyonun birka¢ genellestirmesi vardir. Burada s —konveks
fonksiyonunun temel tanimi ve koordinat konveks fonksiyonu tanimlari iizerinde
durulacaktir. Hudzik ve Maligranda, [1] numarali makalede, ikinci anlamda s —konveks
fonksiyonu olarak bilinen konveks fonksiyonun genellestirilmesini ele almislardir. Bu

fonksiyon sinifi su sekilde tanimlanir:

Tamim 2.2 (s —konveks Fonksiyon): Bir f:[0,+o) — R fonksiyonu her x,y >0, 1 €
[0,1] ve sabit s € (0,1] igin,

fAx+ (A =Dy) S 2Pf)+ A -Df() (2.2)

esitsizligini sagliyorsa ikinci anlamda s —konveks fonksiyondur denir. Ikinci anlamda

s —konveks fonksiyonlar smifi genellikle KZ seklinde gosterilir.

[2] numarali makalede, iki degiskenli diizlemin iki boyutlu araliginin koordinatlar

Uzerinde tanimlanan konveks fonksiyonlar kavrami tanitilmigtir.

Tamm 2.3 (Koordinat Konveks Fonksiyon): a < b ve ¢ < d i¢in R?de A= [a,b] X [c,d]
bolgesini ele alalm. @,: [a,b] = R, @,(t) := @(t,y) Ve O,:[c,d] = R, @,(s) == B(x,s)
kismi doniisimleri Vx € [a,b],y € [c,d] icin konveks ise @:[a,b] X [c,d] > R

fonksiyonu konvekstir.



Uyan 2.4: Her konveks fonksiyon @: [a, b] X [c¢,d] = R koordinat diizleminde konvekstir

fakat tersi her zaman gecerli degildir.

Bu fonksiyon sinifi i¢in birgok 6énemli esitsizlik elde edilmistir, ancak burada bunlardan en

onemlisi olan Hermite-Hadamard esitsizligi incelenecektir.

Tammm 2.5 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): f:I — R fonksiyonu, [ araliginda bir

konveks fonksiyon ise a, b € I ve a # b igin, asagidaki esitsizlikler saglanir:

b
b b
f(a;r )Sbiaff(t)dtsw (23)

f fonksiyonu I araliginda konkav ise her iki esitsizlik de tersine doner. Bu dikkate deger
sonug¢ ([3],1893) olarak verilmistir ve literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak

bilinmektedir.

Bulundugundan itibaren bu esitsizlik tizerinde pek ¢ok calisma yapilmistir. Ayn1 zamanda
matematiksel esitsizlikler teorisinde (2.3) esitsizliginin degisik formlari, genellestirmesi

tizerinde ¢aligsmalar yapilmstir.

Uyumlu kesirli analiz teorisinde kullanilan bazi temel tanim ve Onemli sonuglar su

sekildedir.

Tamim 2.6 (@« —inc1 Mertebeden Uyumlu Kesirli Tarev): [4] f:[0,) = R fonksiyonu
verilsin. Her t > 0 ve a € (0,1) icin f fonksiyonunun @ —inc1 mertebeden uyumlu Kesirli

tirevi

Da(F)(O) = limgg L “:a) —/®) 2.4)

seklinde tanimlanir.

Eger f uyumlu kesirli tirevinin a —mertebesi varsa, f a —diferensiyellenebilirdir denir.

f, (0, @) araliginda a —diferensiyellenebilir olsun ve lim,_,+f“(t) var olsun,

fE0) = limgo+ f(2)



tanimlanabilir. Bu tezde bundan sonra D, (f)(t) gosterimi yerine f fonksiyonunun
a —mertebeli uyumlu Kesirli tlrevleri olan fet) ve (dg/dut)(f) ifadeleri

kullanilacaktir.

Teorem 2.7: [4] a € (0,1] ve t > 0 noktasinda f, g a —diferensiyellenebilir olsun. Bu

durumda asagidaki 6zellikler saglanir.

1) %‘t(t") =nt"%vneR

2) :T':‘t(c) = 0, her sabit fonksiyon icin f(t) = c

(3) 35 @f (0 +bg(®) = az= (F(D) +b % (9(), Vab ER
@) 2= FO9®) = F(O 7% (9®) + 9O 7% (F(©)

dg

d
(5) = (@) _ FOz5(9®)-a0)7 5 ®)
dqt

ay) (9(®)?

6) 3= (Fo)(®) = f'(9(0) 1% (9(0).
Ispat:

(1) Tiirev tanim1 ve L Hospital yardimiyla

« , (t+et™ )" —t* t"(1+et™ )" —t"
— (") = lim,_, = lim,,
, Q1+et™™" -1 , A1+et™™" -1
= lim_ot" - = t"lim,_, -

n(l+et~¥)n-1t-a
1

= t"lim,_, =nt" ¢

elde edilir. Bu esitlik

d d
d—“t(t“) = tl‘“E(t”) =17t = Y
a

seklinde de gosterilebilir.

da . _il-a o —
@ @=Lt =1r""0=0



elde edilir.

1-a 1-ayy_
3) ;T; (@f(®) + bg(t)) = lim, o GLEHELTDrbg(Eret! )= (af @ +b(g(®)

&

a(f(t+et™*) — f(t)) + b(g(t + et'™%) — g(1))
&

= limg_

= a—(f(t)) +b t(g(t))

olur.

(4) f ve g iki fonksiyon olmak {izere ¢arpimlarinin tiirevi i¢in tiirevin tanimi kullanilir ve

f(®)g(t + et~*) eklenir ve ¢ikarilirsa,

ft+et'™ gt +et'™*) — f(t)g(t)
&

Ao o
P (F@®)g(®) = lim.

flt+et'™N)gt+et'™*) — f()g(t +et'™ ) + f()g(t +et' %) — f(£)g(t)
&

= lim._,

= tim o LI TO gy ey 4y LD — 90,

=f (t) — (g(t)) + g(t) (f 0)

elde edilir.

(5) Diger ispatlara benzer sekilde tiirevin tanimi1 kullanilarak,

f(t+et™™ ) f(®)
f® . g(tret’=@)  g(o)
= lim,_,
d t g(t) £

ft+et'™g() — f(Og(t +et'™*)
eg(t)g(t + ett~%)

= lim,_,

ft+et™g() — f(Og®) + f()gt) — f()g(t + et'™)
eg(t)g(t + ett~%)

= lim,_,

- fe+et™ = F©) gt +et'*) = g(t)
gg(t +ett~9) g — () -

= lim,_,



ft+et'm™g(t) — f(Dg(t +et'™)
eg(t)g(t + et1~%)

= lim,_,

f®5 Lo (g(t)) g() ﬂ (f ()
(g(t))?

elde edilir.

(6) Bileske fonksiyonlarin tiirevi su sekildedir;
< (fog)(©) = < ((fog)(®)
dgt dt

=179 (g(0)g'(®)
= f'(g)t'=%g'(t)

=f' (g(t)) (g(t))

Ek olarak, f diferensiyellenebilir fonksiyon i¢in asagidaki denklem yazilabilir.
——(f(®) = tl_“i(f(t))
dgt dt

Ayrica, asagidaki esitlikler de saglanmaktadir.

(1) =0

(2) %(eax) =a.x17%% g € R

(3) (sm(ax)) =a.x1"%cos(ax),a € R

(4) da (cos(ax)) = a.x %sin(ax),a € R

dg (1 _
©) (o) =1

dy . (t% t%
(6) a(sm (;)) = cos(;)

(7) ;T:‘t(cos (g)) = —sin(g)



(8) %(e@)) e

Ispat: (1) Sabit fonksiyonun tiirevi sifir oldugu i¢in ispat agiktir.

ea(t+ett™%) _ ax

(2) Do (%) = limg_,g

&

1-a
eaxeast —eax

= lim£_>0 .

1-a
east -1

= e%®lim,_,
L’Hospital yardimiyla,

_ 1-a
a.tl aeast

= eYlim,_,
=e% q.t17%
elde edilir.
(3), (4) iin ispat1 agiktir.

te o 1 _
(5) Da (;) = t1 a.;.dt“ 1= 1

. (t% _ t% _
(6) Dy (sin (;)) =t e cos(;).gt“ 1
(7) ve (8) in ispat1 agiktir.

Tamm 2.8 (Uyumlu Kesirli integral): [5] « € (0,1) ve 0 < a < b olsun. f: [a,b] » R

fonksiyonu igin,

b b
[ r@de = [ rweax 25)

integrali var ve sonlu ise f fonksiyonu [a, b] araliginda a —Kesirli integrallenebilirdir. Bu

fonksiyonlar L}, ([a, b]) seklinde belirtilir.

Uyar 2.9: Riemann integrali ve uyumlu kesirli integral arasinda sdyle bir bagint1 vardir.



B =16 = [L2 a0 ae o (26)

a — kesirli integrallenebilir fonksiyonlar ve kesirli Lebesgue ve Sobolev uzaylar giiglii bir
sekilde iliskilidir.
Tamim 2.10 (B — Tiirevi): f:[a, o) = R fonksiyonu verilsin. Vx > a, € (0,1] igin f

fonksiyonunun g —tirevi;

flx+e ((x + rﬁ))l_ﬁ> —f®)

&

3£ (f(0) = lim
seklinde tanimlanir.

Eger yukaridaki limit varsa, f fonksiyonu £ — tirevlenebilirdir denir. g — tirev ile adi

tiirev arasindaki iligki su sekildedir;

f(t+e ((t + Tm)l_ﬁ> —f®

&

0L (f(©)) = lim
Burada,

e.(t+ ))lﬁ—. e=h(t+ ))ﬁ1

r'(B r(p

olarak almirsa,

ADB(f(t))—l f+h)—f(t)

an (Hr(ﬁ))ﬁ '
L (t+h)—f(t
1DE(r) = (¢ + gy * pim SO
ADE(F (D) = (t + =) Pf'(®)

F(ﬁ)

elde edilir.



Tamm 2.11 (B — Integrali): f:[a, b] = R fonksiyonu (a, b) araliginda siirekli olsun. O

halde f fonksiyonunun g —integrali

1

) @

BE(r©) = [+

olarak tanimlanir. Bu integral ayn1 zamanda Atangana Beta Integrali olarak da bilinir.

Bu integral kolaylik olmasi agisindan

1

p-1 _
) @ !ﬂﬂ%f

9 (r@) = [+
0

t t 1
ff(r)d,;r = f(r +Tﬁ))ﬁ"1f(r)dr
0 0

seklinde tanimlanabilir.

Tamm 2.12 (Gamma Fonksiyonu): Gamma fonksiyonu n > 0 igin,

r'(n) =fx”‘1e‘xdx
0

ile tanimlanir. Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir. Bazi 6nemli 6zellikleri su sekildedir;

i.'(n+1) =nl'(n) =n!
i.T(3) =
Tamim 2.13 (Beta Fonksiyonu): Beta fonksiyonu m,n > 0 igin,

1

p(im,n) = fxm_l(l—x)"_ldx

0

ile tantmlidir. Beta fonksiyonu ve gama fonksiyonu arasinda soyle bir iligki vardir;

_rmrm

Bm,n) = F(m+n)

10



Tanim 2.14 (Senkronize Fonksiyonlar): Vx,y = 0 icin f ve g fonksiyonlari (f(x) —
f)(g(x) —g(y)) =0 seklinde ise f ve g fonksiyonlar1 senkronize fonksiyonlardir

denir.

Tamim 2.15 (Taylor Formald): Bir f(x) fonksiyonunun x = a civarindaki Taylor seri

acilima,

o)

9 —
o= Y [P @E -0

k!
k=0

ile tanimlanir.
Tamim 2.16 (Riemann Integrali):

lim li &= [ reax
k=1 o

n-on

seklinde tanimlidir.

Tamm 2.17 (integraller icin Hélder Esitsizligi): p > 1, ¢ > 1 sayilan %+§= 1

kosulunu saglasin. f ve g,[a,b] araliginda tanimli reel fonksiyonlar, |f|?,|g|%,[a, b]

araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise,

b b 11, b :
j IF (0 g(0)ldx < < j If(x)lpdx> < j |g(x)|qu>

esitsizligine Holder esitsizligi denir.

Tamim 2.18 (Montgomery Ozdesligi): Montgomery 6zdesligi x € [a, b] olmak Uzere
asagidaki sekilde tanimlidir;

1 1 ,
£ == [ F@de +5— [ p0f Ot

burada

_(t—aqast=<sx
PO t:={, ) 2 <)

seklindedir.

11



Tamm 2.19 (Power-Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda taniml1 reel

fonksiyonlar, |f|, 1919, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

! 1
q

b b 7/ b
f F(0)g(0)ldx < f IF (0)ldx f £ GO llg()]7dx

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 2.20 (Rolle Teoremi): f:[a,b] = R fonksiyonu [a,b] kapali araliginda
stirekli, (a, b) acik araliginda tiirevli ve f(a) = f(b) ise f’(c) = 0 olacak sekilde en az bir

¢ € (a,b) vardir.

Teorem 2.21 (Ortalama Deger Teoremi): y = f(x) fonksiyonu [a, b] kapali araliginda

strekli, (a, b) acik araliginda tiirevlenebilir ise

f)-f(@)
3 —a SO

esitligini saglayan en az bir ¢ € (a, b) noktas1 vardir.
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3. UYUMLU KESIRLI INTEGRALLER iCIN YENI HERMITE-HADAMARD
ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde uyumlu kesirli integral ayrintili bir sekilde incelenmis ve Hermite-Hadamard

gibi bazi dnemli esitsizlikler yeni kesirli integral tanimi yardimiyla arastirtlmigtir [11].

Teorem 3.1: [6] f: (a, b) = R diferensiyellenebilir ve 0 < a < 1 olsun. Vt > a igin,

IgDa(f)(®) = f(t) — f(a) 3.1)
yazilabilir.

Teorem 3.2: [6] f,g:[a,b] = R, fg diferensiyellenebilir olmak (zere iki fonksiyon
olsun. Asagidaki esitlik saglanir.

b b
ff(x)Do‘?(g)(x)dax =fgla —fg(X)D&‘(f)(x)dax (3.2)

Ispat:
IgDg () = f(t) — f(a)
De(fg) = fDa(g) + gDo(f)

Her iki taraf a dan b ye integrallenirse,

b

[ petre) = fb £Da(9) + gDa(f)

a

b

b
[ PurOdet = [ FOPla@)det + [ gOPa(F @t

a

b

a

b

b
fb) - fg(a) = f F(ODa(g(®))dqt = fglt - f G(OD(f(©)dgt

a

elde edilir.

13



Teorem 3.3: [6] a € (n,n + 1] ve £ (¢t) siirekli fonksiyon olmak lizere f : [a, ) - R

fonksiyonu Vt > a igin,
Dglz (@) = f(®) (3.3)
fonksiyonu kabul edilir.

Anderson [5] nolu ¢alismasinda, Hermite-Hadamard esitsizliginin asagidaki uyumlu

integral versiyonunu bulmustur.

Teorem 3.4: [5] a € (0,1] olsun. D, f artan olmak lzere 0 < a < b igin f:[a,b] = R
fonksiyonu a —diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. O halde asagidaki esitsizlik

yazilabilir.

b
b
ha i aaff(t)dat sf—(a) erf( ) (3.4)
f,[a, b] tzerinde azalan bir fonksiyon ise,
a+b < a ‘ d 3c
(557) = gz [ Fdat (35)

esitsizligi elde edilir.

Uyan 3.5: Yukarida @ = 1 segilirse (3.4) ve (3.5) esitsizlikleri (2.3) esitsizligine doniisiir.
Bu bolumde, konveks fonksiyon, s —konveks ve koordinat konveks fonksiyonlar
kullanilarak uyumlu kesirli integraller i¢in yeni Hermite-Hadamard esitsizlikleri
ispatlanmistir. Uyumlu kesirli integral i¢in yeni Montgomery 6zdesligi ispatlanmistir. Bu
Ozdeslik kullanilarak Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler elde edilir. Burdaki sonuglar

onceki sonuglarin bir genellestirmesidir.

3.1. Hermite-Hadamard Esitsizlikleri

Teorem 3.6: a € (0,1], f:[a, b] = [0, +00) fonksiyonu 0 < a < b iken [a, b] Uzerinde

taniml1 konveks fonksiyon olsun. Asagidaki esitsizlik gegerlidir.
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ala+ b)*1f (a er b) < 5 i aff(t)dat

< min {a“‘l (af(a) + f(b)> - <f(a) + af(b)>} 3.6)

a+1 a+1

Ispat: [a, b] lizerinde bir g fonksiyonu tanimlayalim.

t
g(t) = (m)a_1 (3.7)

Acikca g fonksiyonu [a, b] Uzerinde artan ve sirekli fonksiyondur.

0= () () - o))

oldugu i¢in g'(t) > 0 artandir. Bu nedenle,

a-—1

f a) (3.8)

ky = maxie[qp1g(t) = (b
tanimlanirsa buradan
t < ky(t —a)*7 Y, vVt € [a,b], a € (0,1] (3.9)
yazilabilir.
t* 1 < kytet
t>t—a > tvi1<(t—a)*?
t* <k (t—a)*?!

Simdi, (3.9) kullanilarak,

b b b
ff(t)dat = ff(t)t“‘ldt < klff(t)(t —a)* ldt (3.10)

yazilir.
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f fonksiyonunun konveksliginden ve degisken degistirmeden,

b 1
ff(t)dat <k,(b—a)“ f f(th + (1 —t)a)t* dt
a 0

<ki(b—a)“ f(tf(b) + (1 —-t)f(a)t* dt

fla . f)

= he (b —
b-a) ale+1) a+1

elde edilir. Buradan,

fla) + af(b)>

b
a —_—
mff(t)datsb 1( @D

yazilabilir.

t = tb + (1 — t)a doniisiimii yapilirsa,
dt = (b—a)dt

a= tb+a-at, t=20

b= tb+a-—at, t=1

fb+ (1 -t)a) <tf(b) + (1 -t)f(a)

1
< klff(tb+ (1-t)a)(th+a—at—a)* (b—a)dt
0

<k, J fh+ (1 —-t)a)t* (b —a)* (b —a)dt
0

<k,(b—a)“ f fth+ (1 —-t)a)t*d
0

(3.11)
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1

<k, (b—-a)*“ f tf(b)+ 1 —t)f(@)t* dt

0

<k/(b-a)|f(b) f t*dt + f(a) f(l — t)t“"ldt‘

t
a+1+fmxz_a+1ﬂé

a+1 a a+1 l

< ky(b— @) |F(B)

b 1 1
<tatb - [T 4 @) (2 - )]

a+1 a a+1
L L <f(a) + af(b))
(b—a)« a+1

Simdi de [a, b] kapal1 araliginda h fonksiyonunu tanimlansin.

A = =) (3.12)

Acgikea h, [a, b] araliginda azalan ve siirekli fonksiyondur. Bu nedenle,

a—1

a
kz = maxte[a,b]h(t) = (m) (3.13)
ve buradan

t 1t < ky(b—1t)*7 1, vt € [a,b],a € (0,1] (3.14)

yazilir.

b b b
]f(t)dat = jf(t)t“"ldt < kzjf(t)(b —t)* 14t

=k,(b—a)” f f(ta+ (1 —t)b) t* 1dt
0

1

< k,(b—a)® f tf(a)+ @ —t)f(b)t* dt

0
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fla)  _fb)

_ a-1(p _
=am(b-a) a+1 al(a+1)

(3.15)

Bundan dolay1

af (a) + f(b)> (3.16)

b
a —_—
mff(t)datSa 1<W

yazilir. (3.11) ve (3.16) dan (3.6) nin sag tarafi elde edilir. Simdi (3.6) esitsizliginin sol

tarafi ispat edilsin. lyi biliniyor ki,

(a+b)/

b 2 b

ff(t)dat = j ft)d,t + J f(t)d,t (3.17)
a a (a+b)/2

Ayrica, g ve h fonksiyonlarmin (3.7) ve (3.12) deki tanimlarindan,

4 ) a+b_
ke = mince|(a+p)/219(t) = MiNceja@+p)/21h () = () ! (3.18)

elde edilir. Bu nedenle,
(a+b)/2 (a+b)/2 (a+b)/2

| rode= [ roetaze [ joo-oea

b b b
f()d,t = J ft*tdt =k J ft—a)*tdt (3.19)
(a+b)/2 (ol+b)/2 (a+b)/2

yazilir. (3.17) de (3.19) kullanilirsa,
(a+b) /2

b
ff(t)dat > k[ f fBb—-t)*tdt + f @)@ —a)*1dt] (3.20)

(a+b)/2

elde edilir. Simdi, degisken degistirerek ve x € [0,1] igin (2 — x)*~1 > 291 kullanarak,
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x(b—a)

t=a+

2
gt =2"2%
t = > X
(a+b)/
- b —
f F@&b -1 1dt—ff( + 22Dy XDy bt
g b—a) 2(b—a)—x(b- b—
= [ e+ TS EEED O Dy 2 - g,
1
b — 2—x)(b— b —
= [ e+ XD EE D1
b—a\® [ b—
2( Za) 2“‘1jf<a+t( . a)>dt
0
_® _Za)ajf<a+t(b2_a)>dt
0
elde edilir. Ayni sekilde
_ x(b—a)
t=b— >
ar =L gy
i [ xb-a) xb-o b-
| roe-wra= [ 1o -2 00 - L -2 Y

(a+b)/2

0
_ x(b—a) 2(b—a)—x(b—-a) ,_ b—a
= [ro -5 - (=Y

0
xb—a) (b—a)(2—x) o b—a
= [ 1o - E e -2

—)dx

(3.21)
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2(b;a)aza—lff<b—t(b2_a)>dt
0

1

b—a) b—
_ za) ff(b—t( - a)>dt (3.22)
0

elde edilir.

1 1
b b 1 b— b—
f(a; ):ff(§+§)dts§”f<a+t( - a)>+f<b—t( - a)>ldt. (3.23)
0 0

Burada (3.19), (3.21), (3.22) ve (3.23) birlestirilirse,

b 1
ff(t)dat > k(b — a)“[%f f (a + t(bz_ a)> L - t(bz_ D]

0

B b) (3.24)

> (a+b)* (b - a)f( _
(3.6) daki sol esitsizlige esittir.

Sonug 3.7: Teorem 3.6 nin varsayimlari altinda, eger @ = 1 alinirsa konveks fonksiyonlari

icin asagidaki iyi bilinen Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

b
Bo1 b
f(a;r ) < mff(t)dt < w (3.25)

Simdi, s —konveks fonksiyonunu kullanarak uyumlu Kkesirli integral icin Hermite-

Hadamard esitsizligi ispatlanacaktir.

Teorem 3.8: s, € (0,1] ve f:[a,b] = [0,+0) olsun. 0 < a < b igin [a,b] kapali

araliginda taniml1 s —konveks fonksiyonu i¢in asagidaki esitsizlikler yazilir:
+b 1
a—-19s-1 a
(a+hb)* 12 f(—2 )S—b_aff(t)dat

s e (f@
< minia H—a+f(b)/3(a,s+1) ,b f(a)B(a,s+1)

L (b))] (3.26)

sta
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Burada B(x,y), x,y > 0 i¢in taniml Euler Beta fonksiyonudur.
Ispat: s —konveks fonksiyon tanimindan,
flta+ (1 -t)b) <t°f(a) + (1 - )°f(b)
fb+ @A —-t)a) <tf(b)+ (1 —t)’f(a), vVt € (0,1) (3.27)
yazilir.

g fonksiyonu (3.7) deki gibi tanimlanirsa, Teorem 3.6 nin ispatina benzer sekilde,

a-1
ko = maxeelang(© = (7= (3.28)
t* < k,(t—a)* L, vt € [a,b],ac€ (01] (3.29)
elde edilir. Burada (3.29) kullanilarak,
b b b
]f(t)dat = ff(t)t“"ldt <k, Jf(t)(t —a)% dt (3.30)
a a a

bulunur. f fonksiyonu s —konveks oldugundan ve degisken degisimi yapilirsa,

b 1
]f(t)dat <k(b-a)H f fth+ (1 —t)a)t* 1dt
a 0

<k,(b—a)* f(tsf(b) + (1 —t)Sf(a))t* tdt
0

1 1

<k,(b- a)“[f tSf(b)t* 1de + f(l —t)Sf(a)t* dt
0

0

1

< k- a)“[f tSte-1f(b)dt + f(l —t)Sf(a)t* ldt
0 0

a+s

=k;(b—a)®
1( a) a+s

ﬂm%+fm—o%wvmwt

0
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1
=ki(b —a)* ——f(b) + f(a,s + Df(a)

=b*Y(b—-a) (f(a)/?(a,s +1)+ %)

elde edilir. Buradan

b
1 b
mff(t)dat < po1 <f(a)ﬁ(a,s + 1) + .S]'C-(l-—()l’)

bulunur.

h, (3.12) deki gibi tanimlansin. Benzer ispat kullanilarak,

a
ko = maxe[q,ph(t) = (m)a_1

t* 1 <k,(b—t)*1,vt € [a,b],a € (0,1]

elde edilir.

b b b
[ r@det = [ rorae <k, [ For6 - et

=k,(b—a)” f f(ta+ (1 —t)b)t* 1dt
0

< ky(b — a)® j(tsf(a) + (1 - 0)5f(b))t* 1dt
0

=a*Y(b—-a) <£-(I-_a2x + f(b)B(a,s + 1))

Bundan dolayz,

S+a

b
= f f(©)dqt < a® (E + FB)Bas + 1))

(3.32) ve (3.35) den (3.26) nin sag tarafi elde edilir.

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)
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(3.26) esitsizliginin sol tarafinin ispat1 i¢in

(a+b)/2 b
ff(t)d t= f f(®)d,t + J f(®)dyt
(a+b)/2

yazilabilir. Ayrica f ve g fonksiyonlarinin (3.7) ve (3.12) deki tanimlarindan,

a-—1

. . a+
k = Mminie[(a+b)/2,619 () = MiNie[q,@+p)/21R(E) = (b — a)

yazilir.Bu nedenle,

(a+b)/2 (a+b)/2 (a+b)/2

| rode= | roetazie [ o o-om

b b b
f®)d,t = f f®t*dt > k f f@®) (t—a)* tdt
(a+b)/2 (a+b)/2 (a+b)/2

(3.36) da (3.38) kullanilarak,

(a+b)/2 b
jf(t)d t>k j f@®) (b —t)* dt + J f@®) (t—a)* dt
(a+b)/2

elde edilir. (3.21) e benzer olarak

(a+b)/2

f f(@) (b - )“1dt>(_2)aff<a+t(b_a)>dt

2
0

b

f(t) (t— a)a—ldt > @J f <b _ t(bz— Cl)) dt
(at+b)/2 0

yazilir.

Simdi, f fonksiyonunun s —konveksligi kullanilarak,

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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() [

< lf [f <a + t(bz_ a)> +f (b - t(bz_ CO)] dt (3.42)

yazilir. (3.39), (3.40), (3.41) ve (3.42) birlestirilerek,

b 1
ff(t)datzk(b—a)a l%ff<a+t(b2_a)+f<b—t(b2_a)>>dt

a+b>
2

> (a+b)> (b — a)25‘1f( (3.43)

elde edilir. Bu ifade (3.26) daki esitsizligin sol kismina esittir.

Sonug 3.9: Teorem 3.8 in varsayimlan altinda, @ = 1 segilirse s —konveks fonksiyonu

icin agagidaki iyi bilinen Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir. [7]

a+b

25—1f< z )Sbiaff(t)dt SM

s+1

(3.44)

Asagidaki teoremde, koordinat konveks fonksiyon kullanilarak uyumlu kesirli integral i¢in

Hermite-Hadamard esitsizligi ispatlanmistir.

Teorem 3.10: @ € (0,1] olsun. 0 < a< b ve 0 < ¢ < d olmak lzere f:A= [a,b] X
[c,d] = [0,+) konveks fonksiyonu A koordinatlarda tanimlansin. Asagidaki esitsizlik

yazilir.

b d
1|(c+d)* 1 c+d (a + b)* 1 a+b
2| b-a ff<x‘ 2 )d“x+ d—c ff( 2 'y)d“y

a c

bd
1
S e j j FOoy daxdy

da—l ba—l

b d
1
— [0+ D)+ — [(F@n) + ar, y))day] (3:45)

<
2a(a + 1)

a
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Ispat: f:A— [0, +o) koordinatlar iizerinde konveks oldugu igin, bu f;: [c,d] — [0, +)
() = f(x,y) doniisimii her x € [a,b] icin [c,d] Uzerinde konveks oldugu goriiliir.

Sonra, Teorem 3.6’dan

d
d 1

C+ D (0) s [ 0Ny xelad] (3.46)
+d 1 :

(c+d)*1f (x,c > ) < = Cff(x,y)day ,X € [a,b] (3.47)

yazilir. [a, b] kapali araliginda (3.47) esitsizligi integrallenirse,

fb (c+ D= (35— dox < jb G jd F ) dey) dox

b
c+d

(c+ d)“‘lff<x, 5 >dax S%fff(x,y)daxday

a

b
(c+d)* ™ c+d
ﬁf f<x'T> dox < (b — a)(d ff(x y)dgxdgy (3.48)

a

elde edilir.

Benzer sekilde, f,: [a, b] = [0, +%) f,(x) = f(x,y) doniisiimii i¢in,

d
(a+b)* a+b
d—c ff< 2 y) dey < b= a)(d ff(x y)dgxdyy (3.49)

C
yazilir.

(3.48) ve (3.49) esitsizlikleri birlestirilerek, (3.45) Un sol tarafi elde edilir. (3.45)

esitsizliginin sag tarafinin ispati i¢in Teorem 3.6’ dan, (3.11) esitsizligi kullanilarak,

1 ~ 1 d b
(b _ a)(d —C) a! f(x,}’)daxday - (b _a)(d_c)![af fy(X)daJC] da’y
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_ 1 f'b“-l(b - ) £ +afy(b>l ]
b-a)d-co)) | a a+1 @

3 ba 1( _ )
_(b—a)(d—c)f_ ala+1)

(f(a,y) + af (b, y))l ay

b
T ICED) f(f(a,y) +af(b,y))day (3.50)

elde edilir.

Benzer sekilde (3.16) esitsizligi kullanilarak

bd b d
1 1
(b—a)(d—c) ff fCoy)doxday = (b—a)(d — C)_].[f f(deyldax

a ¢

1 . flx,c)  f(x,d)
S(b—a)(d—c)jld 1(d_c)(a(a—i-l)-l_ a+1

= @ T Do )J(f(x ) + af (x,d))dyx (3.51)

yazilir. (3.50) ve (3.51) esitsizlikleri birlestirilerek (3.45) in sag tarafi elde edilmis olur.

Uyar1 3.11: Teorem 3.10’un varsayimlar1 altinda, ¢ = 1 segilirse, [2] de Dragomir
tarafindan elde edilen koordinat konveks fonksiyonu i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi

elde edilir.

Uyart 3.12: Teorem 3.10’un varsayimlari altinda (3.48), (3.49), (3.50) ve (3.51)
esitsizlikleri kullanilarak asagidaki esitsizlik elde edilir.

max{(c%d):_lff (x,c _12_ d) dgx, (a;f):_l fdf (a ; bd’) dqy}

a c

< = a)(d ff(x y)dexdyy
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b d
1 d*1 pa-1
< i — [ (70,0) + of G D)dex, 7 [ (@)

+af (b, y))day} (3.52)

3.2. Genellestirilmis Hermite-Hadamard Tipi Esitsizlikler

Bu bolumde, yeni bir Montgomery 6zdesligi kullanarak Teorem 3.6’da verilen uyumlu
kesirli integral igin Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi i¢in bazi yeni yaklagimlar

incelenecektir.

Lemma 3.13 (Montgomery Ozdesligi): a,b € R ile 0 < a <b olsun. f:[a,b] > R

a —kesirli diferensiyellenebilir fonksiyon, @ € (0,1] olsun.

b b
1 1 (@ +f(b)
£ =5 [ 1) das + 57 [ 9 (€. IDaf ()5 + 222
a a
a“f(a) —b*f(b)
+ a(b—a) (3.53)
Burada,
s* b—a
—+ as<s<t,
pts) =% 2 (3.54)
’ “ b—a '
—— :t<s<b
a 2
seklinde tanimlanmaistir.
Ispat: Kismi integrasyon yardimryla,
t
f(s“_l_b—a)D p _<S“+b—a P a1 4
) D s = (S ) FlE - [ 5 )
a

(% 25w - (“7 + 2= f@ - f £(5) das

27



S b—a\ e e o .
u= (; + T) doniisiimii uygulanirsa,

du = s 1ds

Dof(s)dgs = dv fl&)=v

elde edilir. Boylece,

b
-4 nrone- (2550~ (450

2 a

b
- ff(s) daS (3.55)

f igin ¢ozulirse istenen sonug elde edilir.

b
a

a®* b—a b* b—a ’
[ o @opuf e = 0= ap0 = (5475 1@+ (5 =257 r) - [ F) s

2 re
a

a® b® b—a ’
= (b -af(©) - (;f(a) - 7f(b)> () r@+70) - [ £ das

Teorem 3.14: f:[a,b] = [0,4+) bir a —kesirli tirevli olsun. 0 < a < b ve a € (0,1]
icin | £ bir konveks fonksiyon olarak kabul edilsin. O halde, g > 1 igin ve

p~l+q1=1icin,

b
@+ 5y 17 (57) 5 [ FO dut

<C(f;a,bp,q) +IK]
+ Mf[Za(b —a)t*+ (a* + b“)(b“ —a*—a(b— a))] (3.56)

esitsizligi yazilir. Burada,
M = supie(q,pi|Daf ()],

_(a+b)*!

§ = 2a%2(b — a)’
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g f@FfB)  a®fla) - bf(b)

2 a(b — a)
C(f;a,a,b,p,q)
(@ + b)a1 — 1| (pP@-D+1 _ gpla-1+1 1
i b—a < pla—1)+1 )I(b
—a) (fq(a) er fq(b)>r. o

Ispat: p(t,s) (3.54) teki gibi tanimlanmak iizere, Lemma 3.13’ii kullanarak, f4

konveksligi, Holder esitsizligi ve mutlak deger 6zelliginden,

a+b

b
@+ 5y () - [ Fodat

b
1
= [(a + b)“_l[mff(s)daS

]

b
1 a+b f@+f) a*f(a)—b*f(b)
b—afp( 2 ’S>D“f(s)d“5+ 2 T alb-a

b
1
5 | FG)des

b
1
— |@+ s [ F5)das

fl@)+f(b)
2

+(a+b)“‘1fp<a+b

— 5 ,s) Dof(s)dgs + (a+ b)* 1

a

a“f(a) - b“f(b)
a(b—a)

(et byt j £(5)dgs

< wjf(s)das+%fp(a;b,s)Daf(s)das

a

fl@)+f() a®f(a) —b*f(b)
+ 2 + a(b—a)
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b a— 1_ a-1

S ']|f< dgs + f| 2,9)|10uf )1 das

f(@)+f(b)  a%f(a) —b*f(b)
A T
a+b) -1 (2 %
< P fs”(“‘l)ds ffq(s)ds + |K]|
(a+ b)* 1t ts“ b—a bs“ b—a

MW f ;4‘ 2 daS-l'—! ;— 2 daS

a-1 _ 4 % ; p
Lt :)_a 1'( f sp(“l)ds> ( j [tfq(b)+(1—t)fq(a)](b—a)dt> + K]

a

t

b
(a+b)"‘1 s® s* b—a
(b—a) f(; >d S+f<;— ) >daS

a t

=C(f;a¢,a,b,p,9) + K]
+ ME[2a(b — a)t* + (a* + b*)(b* — a* — a(b — a))] (3.58)

elde edilir.
Teorem 3.15: f:[a,b] = [0, +0) a —kesirli tirevlenebilir fonksiyon olsun. 0 < a < b

ve a € (0,1]icin f9 bir konveks fonksiyon olarak kabul edelim. g > 1 igin,

a+b
2

(a+ )

b
1
-5 [ rodat

<D(f;a,b,q) + |K|
+ Mé[2a(b — a)t* + (a® + b)) (b* — a® — a(b — a))] (3.59)

yazilir. Burada,

_ 1@+ b)Y T — 1] (b% — a®\ 4 [£U(@)By (@) + FI(B)B (@]t
D(fia,b,q) = b—a ( a ) [ b—a '
b b(ba _ aa) ba+1 _ aa+1
Bi(a) = f t* (b —t)dt = - B

a
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b

B,(a) = f t*1(t — a)dt =

a

atl _ ga+l

a(b® — a%)
a+1 ’

a

(3.60)

ve M, &, K Teorem 3.14°deki gibi tanimlidir.

Ispat: Lemma 3.13 kullanilarak, p(t,s) (3.54) teki gibi tamimlanmak iizere, f4

konveksligi, iyi bilinen power mean esitsizligi ve mutlak deger 6zelligi kullanilarak,

b
) [ roda

(a+ b f

a—-1
- |(a +b)

+

b—a

Ui+ 2 flp (222,

f(a)+f(b)+

|Dof(s)|dgs

a“f(a) — b*f(b)

a-1 _
< |(a + b) 1]

- b—a

2

a(b—a)

/s %

(f s“lfq(s)ds> + |K|
-t j
/

das‘
1t

q 1
S“‘lds> ( f (th + (1 — @) [tf9(b) + (1 — O)FI(a)](b
0

b
b—a s®
T)da“f(;‘

t

b
(f s%1ds

a

s* b—a

b
s* b—ad +f
as a 2
t

—+
a 2

(a +b)* 1
(b—a)

/

. ¢
(a+ b)*1 s%
_a)dt> +|K|+Mwlf<g+

=D(f;a,a,b,q) + |K|
+ M{[Za(b —a)t*+ (a* + b“)(b“ —a*—a(b— a))]

a-1 _
S|(a+b) 1]
b—a

(3.61)

elde edilir.
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4. UYUMLU KESIRLI INTEGRALLER iCIN HERMITE-HADAMARD TiPi
ESITSIZLIKLER

Bu boliimde [8] numarali makale ayrintili bir sekilde incelenmis uyumlu kesirli analiz
yardimiyla ortalama deger teoremi ve yeni tiirden bazi integral esitsizlikleri elde edilmistir

[12].

Lemma 4.1: [8] f:I® € R — R, I° iizerinde diferensiyellenebilir bir doniisiim, a,b € I1°

ve a < bolsun. f' € L[a, b] ise asagidaki esitlik saglanir.

f@+fb)
2

b 1
- i aff(x)dx — b;—afu _26) f'(ta+ (1—B)b)dt  (41)
a 0

Ispat: Kismi integrasyon yardimiyla esitligin sag tarafinin sol tarafina esitligi

gosterilecektir.

b%“]u —26) f'(ta + (1 — O)b)dt
0

b—a -(1—2t)f(ta+ (1-1t)b)
2 a—b>b

1 2 1
0+a_boff(ta+(1—t)b)dt

b— b 2
= Za f(alz-l__i( )+a_bff(ta+(1—t)b)dt
B 0

1
_ M _ ff(ta +(1—0)b)dt
0

b
b 1
@O L,

elde edilir boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.2: [8] f:1° c R - R, I° iizerinde diferensiyellenebilir bir doniisiim, a, b € I°
ve a < b olsun. f' € L[a,b] ve [f'|, [a, b] lizerinde konveks ise asagidaki esitsizlik

saglanir.

b
f(@ erf(b) ~ biaff(x)dx - (b;a)<|f () er f (b)l> 4.2)
Ispat: Lemma 4.1 ve |f’| fonksiyonunun konveksligi kullanilarak:
b 1
f(a) ;'f(b) - i aff(x)dx = ‘—b ; aj(l —2t) f'(ta + (1 — t)b)dt
a 0
1
b—a
< Tf'l — 2t[tlf (@] + (1 = OIf B)I]dt
0
b — g g
_ T“ lf t|11 — 2t| |f' (a)|dt + f(1 —t)|1 = 2t||f'(b)| dt (4.3)
0 0

yazilabilir.

1
1 2

I = ft|1—2t| If'(@)]dt = ft(l—Zt) |f'(a)|dt+ft(—1+2t) If"(@)]dt

0 0 1
2

1

_1 !
S UAGI

1

L= [a-on -2l Gl
0

= [a-oa-201r®lac+ [a-oe-1+20 17 Gla
0 1

2

_1 /b
=21 o)

Elde edilen I, ve I, esitlikleri (4.3) esitsizliginde yerine yazilirsa,
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b
by 1 b—a/l L
QRSO - reoax| <22 (317 @1 + 517 ®)1)

b—a
= ——(f @I+ 1F®)D

elde edilir ve ispat tamamlanir.
[9] numarali makalede U. S. Kirmaci asagidaki sonuglar1 vermistir.

Lemma 4.3: [9] f:I® € R — R, I° iizerinde diferensiyellenebilir bir doniisiim, a,b € I1°
ve a < bolsun. f' € L[a, b] ise asagidaki esitlik saglanir.

b
N [ reax (229

1/2

= (b —a) f tf'(ta + (1 — t)b)dt
0

+ j(t —1f'(ta+ (1 —t)b)dt (4.4)

1/2

Ispat: Kismi integrasyon yardimiyla esitligin sag tarafinn sol tarafina esitligi

gosterilecektir.

1/2 1
(b—a) l] tf'(ta + (1 —t)b)dt + J(t —1Df'(ta+ (1 —t)b)dt
0

172
s f(ta+ (1 - )b)|"? s f(ta+ (1 —t)b)
11=0jtf'(ta+(1—t)b)dt=t. p— 0 —Of P dt
1/2
“saw/ (3+) | e

0
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1

I, = f(t —Df'(ta+ (1 — O)b)dt

1/2

f(ta+ (1 —-1t)b)

L [ f(ta+ (1—-Db)
- d
a—b>b

=(t-1). —

/2 172

1 f(a b)_ 1f(m+(1_t)b)dt

=Z(a—b) §+E a—>b
1/2

1

11+12=a—ibf(a b)_ff(ta-lc—l(_lb—t)b)dt

2 2

0

:aibf(a;b>_aibff(x)ad—xb
b

1 a+b 1
=(a—b)f< 2 )_(b—a)ZJf(x)dx
1/2 1
(b — a) lf tf'(ta+(1—O)b)dt + | (t— 1f'(ta + (1 - t)b)dt]
0 1/2

:(b_“)[mib)f(a;b)‘(b—la)ZIf(x)dx]

b
S

Teorem 4.4: [9] f:I" c R — R, I° iizerinde diferensiyellenebilir bir déniisiim, a, b € I°
ve a <b olsun. f’' € L[a,b] ve |f'|, [a,b] lizerinde konveks ise asagidaki esitsizlik

saglanir.

a+b)

b
1 b —a)(f" (@] + If' (b))
mf“")d"‘f( 2 )| =

8

(4.5)
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Ispat: Lemma 4.3 ve |f'| fonksiyonunun konveksligi kullanilarak

b
w22

1/2 1
(b—a) [f tf'(ta+ (1 —t)b)dt + f(t —Df'(ta+ (1 — t)b)dt‘

1/2

1/2

<(b-a f |tl[elf (@] + (1 = I f'(b)]]dt
0

——

1

+ jlt— Hlelf' (@] + (A = t)lf’(b)l]dt‘

1/2

0 1

1/2 1/2 1
s(b—a)[f t|t||f'<a)|dt+] (1 - O)lellf'(b)ldt + Jtlt—lllf’(a)ldt
0 /2

+ j(l—t)|t—1||f'(b)|dt‘

1/2

1/2

1/2
1
L= delir@lde = [ e 1p@Ide = 541 @)
0

0

1/2 1/2

1
L= [ a-oldr®ld= [ @ -1 ®ld= 1 o)l
0 0

1

X 1
L= [de-1if@de= [+ 0l @lde = 1 @I
/2

1 1/2

1 1 1
L= [a-ole-1lreac= [ -2+ DIFGIde =5 17 G)

1/2 1/2

If' (@] +1f' ()]
8

1 1 1 1
hitlpts + 1 = 2 F @+ S IF O + S 1 @]+ 55 I ()] =
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Bulunan ifade esitsizlikte yerine yazilirsa,

b
1 a+b (b —a)(f' @]+ 1f'(B))
b—aff(x)dx_f( 2 )S 8

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.5: (a —Diferensiyellenebilir Fonksiyonlar icin Ortalama Deger Teoremi) [4]
a € (0,1) olmak tzere f:[a,b] = R fonksiyonu [a, b] Uzerinde strekli ve 0 < a < b i¢in

(a, b) Uzerinde a —diferensiyellenebilir doniistim olsun. Bu takdirde,

b) —
D =PI (46)
olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardir.
ispat:
b) — 1 1
96 = 1) - (@) - E2D G - 2ay

a

fonksiyonu g6z oniine alinir. g fonksiyonu Rolle teoreminin sartlarini saglar.

O halde g“@(c) =0 olacak sekilde bir ¢ € (a,b) vardir. T, (it“) =1 oldugu
kullanilarak istenen elde edilir.
fb)—f(a) 1
9O = FO@) -0 - [ T~y

—px ——qga 'a
a

+0

fB) - f@ a

=f @) - g 1]=0
b)) —
%=Da/‘(6)

a a
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Teorem 4.6: [10] a € (0,1) olmak uzere 0 < a < b igin f:[a, b] = R fonksiyonu [a, b]

tizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. Asagidaki esitsizlik yazilabilir.

Iz (H O] < Iz(If D@ (4.7)

Ispat:

If( )I

Iz (H®] = dx = Ig|f (D]

<[

Bu boliimde uyumlu kesirli integraller icin bir 6zdeslik ispatlanacaktir. Bu 6zdeslik

kullanilarak uyumlu kesirli integraller i¢in yeni Hermite-Hadamard esitsizlikleri elde

edilecektir.
Lemma4.7: a,b € R,0 < a < b olmak uzere a € (0,1] i¢in (a, b) Uzerinde f:[a,b] = R

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. D, (f) € L ([a, b]) ise asagidaki esitlik saglanr.

b
() f e

[

(A= t)a+th)* " —a*((1—Da+th)" D (f)((1 - t)a

\MIH

ba — aa
lo
+ th)t1~%d,t
1

+ f (((1 —t)a + tb)w—1 - b*((1—t)a+ tb)“_l) D.(AH((1-1t)a

N |

+ tb)tl‘“dat} (4.8)

|

Ispat: Kismi integrasyon yardimiyla,
1

I = f(((l —-ta+th)?* ' —a*((1-t)a+ tb)“_l)Da(f)((l —t)a + th)d,t

1
+ j ((A=0a+tb)* ™ = b4((1 = a+th)* ) De(F)((1 — )a + th)dyt

38



1

= f(((l —t)a+th)* —a®)f'((1 —t)a + th)dt
0
1
+ f(((l —t)a+th)" = b*)f'((1 - t)a + th)dt

1/2

f((1—1t)a+tb)

= (1 -t)a+tb)* —a%) —

0
1/2

—f a((1—ta+1th)" " (b

0

b —

1

f((1—1t)a+ th)
b—a

+ (1= Da+th)* - b%)

1/2
1
- Ja((l —ta+th)" (b

1/2

b —

a+b

2

1
<(a ; b)a - aa>f (a ; b) - af f(s)daSJi

+bia[(ba_<a42-b)a>f<a-;b)_a ff(S)das

l a+b
2

b
_b“—a“ <a+b) a f p
 b—ua 2 b—a f(s)das

a

bulunur. Burada, s = (1 —t)a + tb degisken degistirmesi kullanildi. Her iki taraf

ile ¢arpilarak (4.8) deki istenen sonug elde edilmis olur.
Uyar 4.8: o = 1 alinirsa, (4.8) esitligi (4.4) e indirgenir.

Teorem4.9: a,b € R,0 < a < b olmak tizere « € (0,1] i¢in (a,
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. D, (f) € L} ([a, b]) ve

tizerindeki konveksliginden asagidaki esitsizlik yazilabilir.

_ a)f((l — t)((11+ tb) it

p a)f((l — t)((11+ tb) A

|

b) lzerinde f:[a,b] = R

|f'| fonksiyonunun [a, b]




b
f<a;b>_baiaaff(s)d“5

—a |f'(a)l o ar D) « coa
<z Fggy [13b% +37a%] + = o= [19b% — 5a]
11|f' 5|f'(b 8q?%*-1
+(aba_1+aa_1b)[ If (a>1|9+2 HOIE i
apa—1
+ 2| (b)I] — [2f" (@] + |f"(B)] (4.9)

Ispat: Ilk olarak, Lemma 4.7 goz 6niine alnir ve a € (0,1] igin x*~! ve —x% (x > 0)

konveksligi kullanilir. Ayrica, |f’| fonksiyonunun konveksliginden,

b

CLEERY A

a

1/2
< b’j - lf (1 = Da+ tb)" — a)|f'((L - Da + tb)|dt
0

1

+ f( b — ((1 = t)a +tb)*)|f'((1 = t)a + tb)|dt]

1/2

b-a f (1 - ta+tb)* ((1—t)a+tb)—a)|f (1 = t)a + tb)]|dt

<

+ f( — (1 =0a*+ tb)|f'((1 - a+ tb)|dt]

1/2

1/2
< ¢ l] (1= Da® + th*1)((1 - Da + th) — a®)|f'((1 - Da + th)|dt

+ f(b“ — (A -va*+eb)|f'(1-a+ tb)|dt]

1/2
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1/2

f ((1 = Da + tb*1)((1 — Da + th) — aD)[(1 — OIf' (@)

b—a

+t|f'(b)]]d

1

+ f(b“ = (1 =0a® +tb*) [(1 - OIf ()] + tlf’(b)I]dt‘

1/2

1/2
b—a
= lf [A-t)?a*+t(1—t)a*b— (1 —-t)a** 1 +t(1—t)ab* ! + t?p*

hx — g
0

— ta®b* (1 - OIf (@] + tIf'(b)|)dt

1

+ f(b“ — (1 =0a” +tb*) [(1 - OIf (a)] + tIf’(b)I]dt]

1/2

b-a n 2 2 1
— | | (@ = 0PI @1+ (1 = 9% )] + 61— e bF (@)
0]

+t2(1 = a* 'bIf (D - 1 = a7 f' (@] — t(1 = a**Hf' ()]
+t(1 = 0%ab* ' (@] + t2(1 — Dab* Hf (D) + t2(1 = OD*|f ' (a)]
+ 2% f (D) — t(1 — )a*b* M f' (@) — t2a*b*~|f (D)) d

1
+ f((l = ObeIf" (@] + tb¥If (D) = (1 = )*a®|f ()]

1/2
— t(1 = a®[f' ()| = t(1 = Ob|f'(@)| — t?b|f' (b)]) dt

1/2

h=[ (-0 @l =g el @)
0

1/2
11
L= e-0%aclf®)lde = 150l O]
0
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1/2

11
I; = f t(1—t)%2a* b|f'(a)|dt = @a“‘lblf’(a)l
0

1/2

5
I, = f 21 = Da* I (B)]dt = — a* bl f ()]
0
1/2
7
I == | (=92 @ldt = - 570> If (@)
0

1/2

1
o= - [ €= 0@ B)lde = - 130> B

0

1/2

I = Of (1~ 0?abe I (@)ldt = o ab®|f (@)l

1/2

5
o= | 21 - 0ab“ I B)lde = 1oz ab D))

0

1/2
5
— 201 _ al £ — T pa|f!
= | 20 - 0bF @lde =105 beIF (@)
0
1/2

1
ho= | EbIF BIde = bl )

0

1/2

1
Iy = —f t(1 - 0ab f(@)lde = - a“b*”"|f'(a)]

0

1/2

1
he == [ 2a b P Blde = = o2 a b B

0

0 1
hy= [ = 0beIf @] de = 5b¥IfF (@)

1/2
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1

3
he= [ o0l @)l de = SbelF®))

1/2

1

Is = — f(l — O2atlf @ldt = 5 a%If (@)

1/2

1

1
he=~- [t =0alf G)lde = - a1 B

1/2

1

1
hy == [ = 0blf @lde = - b1 @)

1/2

1

7
he == [ @bl ®lde == oo belr®)]

1/2
]=|f’(a)|(Eaa_ ! a® ——b“+ b“ > b“+1—1ab“‘1—iaaba—1
64 24 12 8 192 192 12
11 7
a®" 1 2a 1
HETY) 192 b= 24 )
PO (Jgga® —5at 4o be bt 4 b4 apal
192 12 24 64 192
1 5 1
_ _ aapa-1 a 1 26( 1
24a b +192 b - 12 >
|f ( )l a a 2a—-1 a—-1 ara—1 a—1
192 ———(37a% + 13b% — 56a + 11ab —16a%b + 11a“"*b)
"(b
+ |f1;2)| (—=5a% + 19b% — 16a?*"1 + 5ab*" 1 — 8a%b*~1 + 5a%"1b)
If'(a)l THO)
13p¢% a 19p% — a
ha g2 | 192 [13b% + 37a%] + 192 [19b 5a%]
11]f'(a)| + 51f"(b)]
a—1 a-—1
+ (ab*™' + a%"'h) 192
8a2a—1 ara—1

=71/ @] +2If ()]

-—7— 21 @I+ If’(b)l]]
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Uyar14.10: (4.9) da « = 1 alinirsa, (4.5) esitsizligi elde edilir.

b
b 1
(7)) -5 reoms
b—allf'(a) |f'(b)|
SE[W[13b+37a]+ 192 [19b — 5a]
11|f' 5[f"(b 8
) [HEEAEON B il + 2ol

8a

o7 121 (@] + If’(b)l]]

1
T [—24a|f'(a)| + 24b|f'(a)| — 24alf'(b)| + 24b|f'(b)|]

1 b —
= S0 @I - @) +If BI(b = ] = ——[If @] + | B
Teorem 4.11: a,b € R,0 < a < b olmak uzere a € (0,1] igin (a, b) Uzerinde f:[a, b] =

R diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. D,(f) € L ([a, b]) ve |f'|? fonksiyonunun

q > 1igin [a, b] tizerindeki konveksliginden asagidaki esitsizlik yazilir.

b
() s

b — 1-1 1
< pr—a [(A1<a>) A2 (@If (@17 + Az (@) f' (D)%}

+(3:@) HB@I @I+ B@I®I%|  (410)

burada,
o= te
4, (a) = b[(a +b) ! — (2a)7*1]  (2a)%* — (@ + b)*? 348

2@+ Db —a)? | 222@+2)b-a)? 8
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(a—2b)[(20)" = (a+ B)*]  (2b)™*? = (a+b)**?  b®

P = T G DB - 0 272 (a + 2)(b — @)?
4 B (a + b)a+1 _ (Za)a+1 (a + b)a+2 _ (Za)a+2 aa
() = e T DO - 2@ Db -a? T8
a+2 __ a+2 a+l __ a+1 a
B () = (2b) (a+b) (2b) (a+b) 3b

20%2(q + 2)(b— a)? " 20+ (a+ Db —a)? 8

Ispat: Lemma 4.7 kullanilarak,

b
() e

1/2

— (b_azl[f (((1_t)a+tb)2(x—1
0

—a*((1 = a+th)* D, (AH((1 — )a + th)dt

1
+ f(((l —t)a + th)** 1

1/2

—b%((1 = t)a + th)* VDL (F)((1 — t)a + th)dt]

1/2
< (b —® l] (A=0ta+th)* —a®)|f'((1 —t)a+th)|dt

+ J(b“ — (A -a+D))|f'(A-a+ tb)|dt]

1/2

yazilir. Simdi power-mean esitsizligi kullanilirsa,

1/2

j (A =Ba+th)* —a®)|f'((1 —t)a+th)|dt
0

1_1
q

1/2 1/2 a
< (f (((1 —t)a+th)" — a“)dt) (f (((1 —t)a+th)* — a“)|f’((1 - ta+ tb)|th>

0 0

elde edilir.
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Benzer sekilde,

1

f(b”‘ — (1= )a+th))|f'((1 = t)a + tb)|dt
1/2

< < f(b"‘ — (1 =ta+ tb)a)dt> q( f(b"‘ - (@ =0a+th)*)|f(1-ta+ tb)|th>q
17 1

2 /2
yazilir. Yukarida |f'|? konveksliginden,
1/2

[ (@ -va+m) - e (- oa+ ) e
0

1/2

< f (A=0a+th)* —a®) [(A = OIf' (@]9 +t|f'(b)]|9]dt
0

elde edilir.

1/2 1/2

= |f’(a)|qf (1=ta+th)* —a%) (1 —t)dt + |f’(b)|qf (A -ta+tb)* —a%)tdt
0 0

1/2 1/2
= If' ()] [f (1 = )a + th)* — a®) dt — f (1 = )a + th) — a®) tdt\
0 0

1/2

+ |f'(b)|4 f (1 —=t)a+th)* —a*) tdt
0

1/2 1/2 1/2

L=| (A=-ta+th)*—a®)dt= | (1—-t)a+th) dt— | a*dt
J | |

0

B (1-ta+ tb)“+1 V2 a® (QTHJ)OCH a%tt a®
T (a+ DO -a) 2 (@a+DWb-a) (@+DbB-a) 2
3 (a + b)a+1 aa+1 aa'
T2t (g+ D(b—a) (@a+Db-a) 2

(a+ b)a+1 (Za)a+1 a%

T 20t (g + Db —a) 2" (a+ Db —-a) 2
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1/2 1/2 1/2

I, = —f (1 =ta+th)* —a%) tdt = —f ((1 —t)a + tb)“ tdt + f a® tdt
0 0 0

a+2 a+17,1/2 tz 1/2

+a%—
2

_ 1 [((1-ta+th) ((1=t)a +th)
-2 a+2 T a1

0

a+b\ %12 a+b\@T1
1 (T) aa+2 (T) aoc+2 a®

T (b—a)?| a+2 a+2 a1 a+1 8

1 [ (a + b)a+2 aa+2 (a + b)a+1 aa+2 N a®
b-a?|2°2(@+2) a+2 2% (a+1) a+1| 8

B 1 '(a + b)a’+2 _ (Za)a'+2 (a + b)a+1 _ (Za)a+1] N aa
8

__(b_a)z ] 20%2(q + 2) -a 2a+1g + 1
_(a+b)** - (2a)**!  a”
htl= 2041 (g + )(b—a) 2
1 (a+ b)a+2 _ (za)a+2 (a + b)a+1 _ (Za)““ a%
- (b — a)? 202 + 2 G 2a+1y 4+ 1 )
_ bl(a+ b)* — 2a)**]  (2a)%*% — (a + b)**?  3a“
T DO-@?2 | 292+ )b-af 8
, b[(a+ b)*! — 2a)**]  (2a)%*% — (a + b)**2  3qa%
= |f (a)l 2a+1(a+1)(b_a)2 2a+2(a+2)(b_a)2 - 3

) (a + b)a+1 _ (Za)a+1 (a + b)a+2 _ (Za)a+2 aa
MEALLC 20+ (g + D)(b — a)?  29*2(a + 2)(b — a)? iy

elde edilir.Benzer sekilde,

1

j(ba — (1 =t)a+th)D)|f'((1 - t)a+tb)|"de

1/2

< f(b“ — (A =8a+th)*) [A=Olf' (@]9 +t|f(b)]]dt

172
1 1
= If @I f (b9 — (1 = Da + th)®) (1 — )t + |f'(B)| f (b9 — (1 — Da + th)) tdt
1/2 1/2
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1 1
=|f"(a)|? I f(b“ —((1—-ta+th)*)dt — f(b“ —((1—-t)a+th)% tdt]
1/2 1/2
1
+ |f'(b)|4 f(b“ — (1 —t)a+ th)*) tdt
1/2

I; = f(b“ — (1 —-ta+th)*)dt = J b* dt — J(((l —t)a+ tb)a) dt
1/2 1/2 1/2

a+11

((1—)a+tb)
(a+1)(b—a)

= bot|},, -
1/2

ba (gig)a+1 ba+1
= —++ 2 —_

2 (a+1)(b—a) (a+1)(b—a)

b* (a + b)a+! pr+1
S 2t e ar Db -a) (@t Db -a)
B ba (Zb)a+1 il (a + b)a+1
F 29+1(q 4+ 1)(b — a)

]

1 1 1
I,=— f(ba —(1-Da+th)»tdt =— | b*tdt + f((l —t)a+ tb)a tdt
1/2 1/2 1/2
1
e2|' 1 [(a-va+b)™  (A-a+th)™"
=—ba? +(b— )2 +2 — ¢ +1
1/2 a a * 1/2
[ p\&+2 p\ati
w1 [T e @ e
8 (b—a)? a+2 a+2 a+1 Y1
3 3p“ N 1 [ (a + b)a+2 ba+2 N (a + b)a+1 ba+1
8 ' (b-a)?| 292(a+2) a+2 “20t(a+1) “a+1l
_ 3p% N 1 ‘(Zb)a+2 _ (a + b)a+2 (Zb)a+1 _ (a + b)a+1
8 (b-a?| 292(a+2) TS T )

ba 2b a+1l _ a+b a+1 3ba
L 2 _[@ (@t b) l_

2 | 2@+ Db -a) | 8
1 [2b)**2 —(a+b)**?  (2b)**'—(a+ b)ml

T h—ar 20+2(q + 2) T e (g 1)
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(a—2b)[2b)* — (@+ b)Y (26)7*2 — (a + B)FH? b
T a2 (q+ )b —a)? 202 g+ 2)b—a)Z ' 8

(a —2b)[(2D)**! — (a + b)**1]  (2b)**2 — (a + b)**? ba>

:”fm”< 2 2(q+ Db -aF 2@+ )b-a? 8

at+2 _ a+2 a+l _ a+1 a
N |f’(b)|((2b) (a+b) (2b) (a+b) 3b

272(q + 2)(b—a)2 " 20*(a+ D(b—a)? 8
elde edilir. Ispat tamamlanir.

Uyar1 4.12: (4.10) da a = 1 segilirse, asagidaki esitsizlik elde edilir.

b
() 5ma res

b—ay'a 1
s(7§§ [mxnv&ww+Axnvxmww

+ BIF @7 + By (DI B)1)1] (411)
burada,
_ (a+b)*(2b —a) — a*(12b + 8a) — 9a(b — a)®
4.(1) = 24(b — a)? ’
_ (a+b)?(4b — 5a) — 4b*(2b — 3a) + 6b(b — a)?
B,(1) = 48(b — a)? ’
(a+ b)?(2a — b) — 4a® + 3a(b — a)?
As(1) = 24(b — a)? ’
(a + b)2(4a — 2b) — 8b2(3a — 2b) — 18b(b — a)?
Bs(1) = 48(b — a)? ’
seklindedir.
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5. TAYLOR FORMULU VE YENi PARAMETRELI BiR TUREV ICIN iLGILi

ESITSIZLIKLER

Bu bolimde iyi bilinen Taylor formili yeni parametreli bir tiirev yardimi ile gosterilmistir.

Ayrica Taylor teoremi ile ilgili yeni bazi teoremler bulunmustur. Bazi klasik integral

esitsizlikleri bu yeni ve ilging kesirli analiz yardimiyla genisletilmistir.

Teorem 5.1 (Taylor Formdild): g € (0,1] ve n € N olsun. s,t € [0,00) ve [0,0) da f

fonksiyonunun (n + 1). mertebeden g —kismi tiirevi;

F©) zﬁk— tre (5 ) PO

f t +— <T+L)B nD(nH)Bf(T)d T
F(ﬁ) r(p) ’ p

seklindedir.

Ispat: Kismi integrasyon kullanilirsa,

B _ Bn
¢+ = T
1 \B 1 \P n-1 p-1
n. (t+T‘8)) —<T+T‘8))] ( ,8)(‘[+F(ﬁ)) dt =du
DT(nH)Bf(T)dBT =dv D;lﬁf(‘c) =v

t

= j [+ r(lﬁ))ﬁ -G r(ﬁ))ﬁ]nD(nH)Bf (Ddp

N

= [t + == — (v + —= )P D F ()
F(B) rpy) [P SO

)ﬁ — ( + )ﬁ]n 1Dn'8f(’l')dﬁ’l'

F(ﬁ)

+nﬁj[(t+r(ﬁ)

(5.1)
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-n

‘%

t . .
f €+ )~ o+ ) 1 F @y

n!

S ev) (v oo

'Bl_n t n-1 nnp
+(n—1)!![( i) ) O @

elde edilir. Benzer yolla,

t
——Bl_n _ n-1 Tlﬁ

RV
rgy VTR &

n-—2

ﬁ 1 \B -
(n—l)[t+rﬁ) (T+rﬁ)>l (_ﬁ)(‘[-l_Tﬁ)) dr =du

[(t +

D:lﬁf(‘t')dﬁ‘t' =dv Dr(n_l)ﬁf(r) =

__B L 16 _ (r 4 —=ypn-1pnD8

t
p* " B _ Bn—2 n(n-1B
by [ 16+ 1) = 0+ ) P D @

(n—-2)!
_ B 1 et (1-1B
— g+ ) — G+ ) I )
t
B> -2 n(-1)f
e Z)J [(”r(ﬁ) _(HF(B))B] AL

bulunur. Boylece,

ﬁn

n!

t

f [+ F(ﬁ)) - F(B))B]nD o @dgr
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— _'B_n 1 _ n Tlﬁ
B 1 _1 g1y
1 t
F B+ ) = 5+ ) DL + [ DEr(dge
= L+ ) — (s 4 P £ )
r(m r</3>
- ) — s+ PP (s) 4
m-D!" TR r(8) :
+B7M(+ F(ﬁ))ﬁ —(s+ F(ﬁ))ﬁ]”DBf(S) +£(©) = £()

elde edilir. Ispat tamamlanmns olur. Son esitlikte integrali aldigimizda f fonksiyonunun

Taylor Kalan Terimi elde edilir.

Teorem 5.2: f ve g fonksiyonlar1 [a, b] kapali araliginda siirekli, ayrica g = 0 olsun.

Sonra, ¢ € [a, b] gibi bir nokta vardir.

b b
| r@9@dge = 1@ [ 9@t 5.2)

Ispat: m = ming<e<p f(t)
M = maxg<<pf(£)
seklinde tanimlansin.

m<f(t) <M

B-1
seklinde yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafi (t + rﬁ)) g(t) fonksiyonu ile ¢arpilir ve

(a, b) agik araliginda t’e gore S —integrali alinirsa,

m.gt) < f(gt) < M.g(t)

b b b
mjg(t)dﬁts ff(t)g(t)dﬁtSMfg(t)dﬁt
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f fOg®dgt _

f g(t)dst

Burada, f:g(t)dﬁt # 0. Eger ffg(t)dﬁt = 0 ise herhangi bir ¢ noktas:1 segilebilir. f
fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli oldugundan, f de her bir deger i¢in [m, M] araliginda

en az bir deger alir. Bazi ¢ € [a, b] igin

2 f(©)g(©dgt
f: g(t)dgt

flo) =

yazilabilir.

5.1. Lagrange Kalan Terimi

Taylor Kalan Terimine

b b
[ r©g@agt = 1@ [ g@age

uygulanirsa,
B 1
(Rn'f(S, t) = T f (t + F('B))B — (‘L’ + F('B))B]nD‘En-I-l)ﬁf(T)dﬁr)
B t
Ruy58) =5 DIV 1() [+ 100" = (o ) g
@ i)~ ) -
—pr+ r(ﬁ))ﬁ tdt = du —BdpT = du
-] SO ST PSP PSSR Y
R U Te e VLSRR ) F(ﬁ) .
1 1 +1
CED F(ﬁ))ﬁ G+ 1))
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n+1

Bt p{+B l 1 B 1 Bl
i SO F(B) ~(+5)
elde edilir.

5.2. Steffensen Esitsizligi

Bu bolimde Steffensen ve Hayashi Esitsizliklerinin S —kesirli tlrev versiyonu

gosterilecektir. Bunun i¢in asagidaki Lemmaya ihtiya¢ duyulmaktadir.

Lemma 53: p€[0,1]ve 0<a<b, abeR olsun. M >0 ve f:[a b]— [0,M]

fonksiyonu [a, b] araliginda B —Kkesirli integrallenebilir fonksiyon olsun.

t
B(b—a)
= 7 3 f(®)dgt, t€[0,b—al (5.3)
|+ ) - (a+i) ]f
olmak Uzere,
a+t
j Mdgt < jf(t)dﬁt < j Mdgt (5.4)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Vt € [a, b] igin £(t) € [0, M] oldugundan (5.3) esitligi kullanilarak,

t
b — h—
0<t= pb—a) ff(t)dﬁt < ﬁ( @) T jdﬁt
ML + 55 F(ﬁ) f-latig F(ﬁ) a () F(B) —(at F(ﬁ)) a
2 (t+—) (b +—)F — (a+—)F
]d t=](t+ — g = | TP B —p-a
d r'(g) B B
a a a
0<?<b—-a

elde edilir.
gt) =(t+ )ﬁ ! fonksiyonu [a, b] kapal1 arali§inda azalandur.

r®)
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g =(+

Buradan dgt = (t + )

| =
(e

esitsizlikleri elde edilir.

Buradan yine (5.3) esitligi kullanilirsa,

B-
F(ﬁ))

=

x| =

25491 <0

)ﬁ 1dt oldugu goz oniine alinirsa,

b
e
-£

—_

a+?
_zj dﬁt
a

<b—a=>a+f{<Db

1
b—a

a+f

jMdBt <—jMdﬁt < j Mdgt

elde edilir. Ispat biter.

5.3. Taylor Kalan Terimi

B,(0,1] ve f fonksiyonu [0,00) araliginda n+ 1 defa S —kesirli tiirevlenebilir olsun.

Taylor Teoreminden kalan terim n > —1 i¢in;

1 \P

nop-k
Ry s(s,6):= f(s) — Zﬁk! I(t +
k=0

ve

Rn’f(S, t) = f I t+rﬁ)

seklinde tanimlanir.

-

L
A7)

k

B
F(ﬁ)) (S‘l‘rﬁ)) l DY £(s)

ﬂ n
) l DIV F(0)dgt

(5.5)

55



5.4. Lagrange Kalan Terim

Ortalama Deger Teoremi Taylor kalan terime uygulanirsa,

n

B ; 1 \F (n+1)B
Rn’f(S,t) n—f[ t+Tﬁ) (T‘f‘m) l D; f(’l')d/g’l'

ﬁ 1 \A1"
nf(s t) _ D(n+1)ﬁf(c)fﬁ l F(ﬁ) — <T+Tﬁ)> l d/g'l'

> @+ )~ ) =
—p (+ rB))B_1 dr = du —Bdgr=du  dgr=""
= s (o) [ 2 = ﬁ D@“Wf@ﬂ 'ml nmJ
oo ()
_ﬁ—n—l 1 t
= D(n+1)ﬁf(c) {(n ey [(t + F(ﬁ))ﬁ —(t+ l_‘('[)))),B]n+1 }

_ DO (o) <( 3:)1, l(t +%ﬁ))ﬁ (S +%ﬁ))ﬁl )

bulunur. Buna da Lagrange Kalan Terimi denir.

Lemma 5.4: B € (0,1] ve f fonksiyonu [0,) da n + 1 defa B —kesirli tlrevlenebilir

olsun.

Taylor Kalan Terimi (5.5)’deki gibi tanimlanirsa asagidaki esitsizlik saglanir.

b
B — 1 n+1pn+1B
D g~ ) O
t b
= fRn,f(a:T)dﬁT'i'fRn,f(b,T)dﬁT (5.6)
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Ispat: (5.6)’ y1 ispatlamak icin tiimevarim ydntemi kullamilsn.

n = —1icin;

b
0
f%[(t + F(ﬁ))ﬁ —-(t+ r(ﬁ))ﬁ]ODf(O)ﬁf(T)dﬁr _ ff(r)dﬁr

t

t b b
= ff(r)dﬁr+ff(r)dﬁ‘r= fR_l‘f(a,T)dﬁT+J‘R_1,f(b,‘[)dﬁ>‘[
a t t

a
oldugu goriiliir.

n = k — 1 i¢in dogru olsun.

b, t b
fﬁ—l (t+rﬁ)) —(T +T,8))ﬁ]kD Bf(r)dﬂr— ka 1r(a, T)dﬁT+ka 1r(b, T)dgT
a a t

n = k i¢in dogrulugunu gosterelim.

[ L ! B 1 B1k+1pn(k+1)B
f (k+1)! e+ rﬁ)) -+ F([)’)) 1*7"D; f(®)dgt

= [(t+ ))B —(t+ ))B]k+1 —u

rep re

(k+1) [(H'Tﬁ))ﬁ -+ rﬁ))ﬁ] (= B)(T+Tﬁ))ﬁ dr = du

D¥ VP f(D)dgT = dv DX () =
B 'B—k—l 1
" (k+ D! {[(t * Tﬁ))
B

1\ ”
+(k—1)ﬁjl t+rﬁ) (T+Tﬁ)> l D‘r f(T)d,BT}

B k+1

(v +%ﬁ))ﬂ] D FOI.
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B k+1

—k-1 B
= (£+ 1)!“<t +%,8)) - (b +%,8)> l Dfﬁf(b)
Nevra) (o %ﬁ))’?]"“ it f@}

bﬁk _ﬁkaﬁ 4
+afk l r(m (”r(m)l v [0 dg

t b
= ... 4 ka_l‘f(a,T)dﬁT‘Fka—l,f(bﬂT)dﬂT
a t

t b
= jRk_l'f(a,r)dﬁr+jRk_l_f(b,r)dﬁr
a t

ﬁkl

ol ) (b + =P D ()

r'(B) r'B)
B_k_l 1 B k+1
C(k+1)! [(t +Tﬁ))

1 kB
— (a + Tﬂ)) ] D‘r f(a) (57)
¢ —-k-1 B
Dfﬁf(b)f[(t+—)ﬁ (b + —)F]* dyt = B s ) (b+i) J6+1D% £ (b)
b

,B_k
' ) ) Ry GEr )

Benzer sekilde a i¢in de aynisi bulunur.

‘ b k
‘3— kB B 1 B]
Ri-15(a,T)dgT + | R—_1,5(b, T)dBT-l- f(b) [ T+ b+—— dgt
[ floenf -6
ﬂ * DI d 1\
- ! (“)f ”r(ﬁ)) ~(a+7) ] i
B* g ﬁ
j{Rk @0 =500 1@ e+ 1) - (e 1) }dﬁr+j{Rk oy (b,7)
,B_ B

% Y (e L
- f(b)[ i) -0+ i) ] Jdgt
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t b
= f Rk’f(a, T)dﬁT + f Rk,f(br T)dBT
a t

Ispat biter.

Sonug: B € (0,1] olsun. Buradan

b

ﬁ—n—l 1
f(n+1)![(a+Tﬁ))ﬁ_(”

a

b B—n—l
(n+ 1)! ')

yazilir.

L
I8

L)

DI VP f(mydgT =

[(b+ =) — (r + )P D VB £ () d 7 =

f
[

Ry (b, T)dgT

Ry r(a,T)dgt
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6. BAZI YENI BETA INTEGRAL ESITSIiZLIKLERI

Teorem 6.1: [14] f ve g fonksiyonlart [0, o) araliginda senkronize iki fonksiyon olsun.
vt >0, > 0icin,

A (fHg®) = ,; o
t

[af (F) 4 (9®)] G

esitsizligi saglanir.
Ispat: f ve g fonksiyonlar1 senkronize oldugundan Vz > 0, p > 0 igin,

@ - fP)N@)—gP) =0
f@g@) — f(@glp) — fp)g(@) + f(p)g(p) =0
f@g@ + fp)glp) = f(D)glp) + f(p)g(r)

p-1
elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi (T + m) ,(t € (0,t)) ile ¢arpilir,
-1 -1

(T + %ﬁ)) f(@g(r) + (‘L’ + Tﬁ)) fp)g(p)

B-1 B-1

@+ﬁﬁ) ﬂﬂmm+0+ﬁ5) F(p)g(@)

ve 0’dan t’ye 7’ya gore integrallenirse,
t t -1

JT+W§ ﬂﬂﬂﬂﬁ+!@+ﬁm) OYOL

t t g1

J' T*'FZES f(r)g(p)dr+-l"(r+-fzﬁj) F(g(@)dr

t t B
{!f(T)dﬁT:!f(T) T+Tﬁ)) d‘r}
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p-1

S A5 (F(D9®) + F()g() f T+ Tﬁ)> dr = gAF® + FAE ()

elde edilir.

. B 1/ 1
{f i) i) |, 5w ey

1
= ((er(B) + 1) —1)
srp)”

st Lo

(T (B) + )P —1) = g() AL (&) + F(0) 41 g(t)

veya

AL (FOgW®) + F()g() Il (1) = gL F(©) + fF()4IE g

seklinde yazilabilir. Burada esitsizligin her iki tarafi (p + @)B 1 ile garpilip 0 dan t ye p

ya gore integrallenirse,

p-1

0+ 1) 09@) + (o 15)  FOI@UQ)

1 A1 AI[;’ 1 pm AIB
<p+Tﬁ)) g(p)otf(t)+<p+rﬁ)> f(P)Otg(t)

p-1

t
= AP (F(Hg®) f(p + m)ﬁ Ydp + AIB(l)f p+ rﬁ)) f(p)g(p) dp

3_

Alﬁf(t)f p+Tﬁ)> g(p)dp+AIBg(t)f p+Tﬁ) f(p)dp

AP (F)g@) 4 ) + 4P AP F() () = 4P (F) 41 (9(®) + 418 (9(©))41E (£ (©)

= 2418 (F(Dg(0)A1P (1) = 241° (F (D) AP (9(0))

1
I (F09©) =

AIP(F)af (g
ot(n[" (F@)4f (9(0)]
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bulunur. Ispat sona erer.

Teorem 6.2: [14] f ve g fonksiyonlar1 [0, o) araliginda senkronize iki fonksiyon olsun.
vt>0, a >0, B >0igin,

SIP(F()g)AIE) + AP AE(F (D g(®) = 4IF (g®)AIE(F(©) + 4 (FD) 812 (9(D))
(6.2)

esitsizligi saglanir.
Ispat: Teorem 6.1 in ispatina benzer sekilde f ve g senkronize iki fonksiyon oldugundan,

f@g@ + fp)glp) = f(p)g() + f(Dg(p)

B-1
yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafi (‘L’ +Tb’)) ile ¢arpilir ve 0’dan t’ye t’ya gore

integrallenirse,
AL (F©OI®) + F(P)g(AL ) = F()AIL g(®) + g(p)IL £ () (6.3)
. a—1
elde edilir. (6.3) esitsizliginin her iki tarafi (p + @ )) ile garpilir ve 0’dan t’ye p’ya
gore integrallenirse,

a-—1 a—1

B8 (r0s®) [ ( j prie) o+ f (p+ies) F@owan

a— a—1
ArB ArB
> 4] g(t)] P i) F@ o+l f(t)f pries) 9@
= 3L (F©OgO) 8D + 41f WYE(F(O9®) = UE (gO)UE(F©) + 41 (FEN U9
bulunur. ispat sona erer.
Uyar 6.3: Teorem 6.2 de @ = S segilirse (6.2) esitsizligi (6.1) esitsizligine doniisiir.

Uyan 6.4: [14] Eger f ve g fonksiyonlar1 [0, o) araliginda asimetrik fonksiyonlar ise
(6.1) ve (6.2) esitsizlikleri yon degistirir.

Teorem 6.5: [14] f;, i=12,..,n fonksiyonlar1 [0,o0) araliginda pozitif artan
fonksiyonlar olsun. Herhangi t > 0,8 > 0 igin,
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f (Hﬁ-)(t) > (AI o~ 11_[< G

i=1 i=1
esitsizligi saglanir.
Ispat: Teoremin ispat1 igin tiimevarim yontemi kullanilir.
n = 1 secilirse her t > 0,8 > 0 i¢in,
élffl(t) = glffl(t)
esitsizlik saglanir.

n = 2 i¢in Teorem 6.1 kullanilirsa,

1
8 () (O = g 81 LI o)

A5

yazilabilir.

n =k — 1icin (6.4) esitsizligi yardimiyla,

41f <1_[f> 02—

k-1

—— | [@f oo
AI (1)) i=1

dogru olsun. f;, i =1,2,...,n fonksiyonlar1 pozitif artan oldugundan (Hi-‘;ll

fonksiyonu da pozitif artandir.

(H ﬁ)(t) = g(t) ve f,,(t) = f(t) secilirse Teorem 6.1 yardimiyla,

k
1
3 (l_[ ﬁ-) ©) = §1£ (9. DO = 75— 81 GG ®)
i=1 ole (1)

bulunur.

(6.5) esitsizligi kullanilarak,

k
1
a1t (ﬂf) ©2 77

Azﬁm — 2H< A1f (F) (O 4F (F(D)

(6.4)

(6.5)

i)(t)
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elde edilir ve dizenlenirse,

41t (1_[ ﬁ) 02—

bulunur. Ispat sona erer.

| [Gif @
AI (1) k 1:1[

Teorem 6.6: [14] [0, ) araliginda tanimli f ve g fonksiyonlar1 verilsin. f artan, g
tirevlenebilir olsun ve m = inf;5og’(t) reel sayist verilsin. Bu durumda vt > 0,5 > 0

icin,

AP (F))41F (9(0) - SIP(F) AL +miIP (e f ()  (6:6)

HAGEIORE
& (1) af (1)
esitsizligi saglanir.

Ispat: h(t) := g(t) — mt fonksiyonu goz dniine almr.

h'(t) =g'(t) —m =0 oldugundan h fonksiyonu artandir ve [0,00) aralifinda

turevlenebilirdir. Teorem 6.1 kullanilarak,

1
B lo® - mo.fO] 2 O (41 (g(t) - m) 81 (£ ()]
0%t
LM G®)y,
=5 41 (9(®)) - m.41f (©)]

@) 46 A U©) 45
ETHON e o) - "k Y

GOy 1( 3 S (F0)31f (9®) = ﬁm 1L (FO) 4L (©) + mitl e. £ (©)
0 t

elde edilir.

t g1

3lf(t) = J (x + %ﬁ)) xdx
0

Burada (x + L) = u donilistimii yapilirsa,

r(B)
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ubB

1 1
(x+rﬁ))—u:>x—u—rﬁ) =>dx =du
1 1
x—0:>u—rm x—t:>u—t+rﬁ)
P
s t 1 g1 B . 1 LA+
I(t)=f(x+—) xdx=f uPt(u—=—=)du= —
SR AN () ) @ " B+l BT
T(B)
_1 g1 RN
arf () = Ui Gt
a =
‘ p+1 B.T(B)
0
(t + L)[H‘l (t + L)ﬁ
_ r'e) r(g) 1 1

B+1 B+ TEYFTE+D  TEYTE+ D

= (e 1 )ﬁ—(t-{_%ﬁ))_ 1 | 1 11
@) |1 TG0 rp) TG D TG
B N
(e b ol
(@) B T@E+D TE+ DI (ng)f BE+ DI
_(H 1 )ﬁ'tﬁr(ﬁ)+ﬁ—ﬁ—1l_ 1 -1
) [T | pp)f GrOrG A
_(H 1 )f" tBr(B) — 1 l_ 1 1
@) [GrorG D] T gy BTG
S <t+L)B(tr(ﬁ+1)—1)+
DR BF
1 1
WO =gz a7 [(t0(B) + DEET(B +1) — 1) +1]

Teorem 6.7: [14] [0, o) araliginda tanimli f ve g fonksiyonlar1 verilsin. f fonksiyonu

azalan, g turevlenebilir olsun ve M = sup;s,g'(t) seklinde bir M reel sayis1 goz Oniine

almir. vVt > 0,8 > 0 igin,
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1 ArB ArB _ M.t
iy K @) () 7

0't 0t

AP 9) @) = SIE(F) AP ) + MAIE (e F(®) (6.7

esitsizligi saglanir.
Ispat: G(t) :== g(t) — Mt fonksiyonu ele almir. G fonksiyonu tiirevlenebilir ve
G't)=g9g'@t)—-M<0

oldugundan [0, o) araliginda azalandir. Teorem 6.1 yardimiyla,

AP0 = 4P (FB) (g — M.t) = [aIf (F@) A (g(®) — M. )]

a1f (1)

AP (F®)4If (g(®) - AP (r)af

e @’

esitsizligi elde edilir.

aBey - X 1 ﬁ] r@+nf -1
ofe (1) =7 I(t + F(ﬁ)) <F(ﬁ)) B r®)”

S8 + DF - 1]

()
+ 1 \A
HOE t+* (mg) ! g1
t p+1 BB +nr@)’™ pre)’
1

“B+1

(tT(B) + 1P+ - 1] ! [1 —(tT(B) + 1F
@)™ AL ()™

_ 1 [
)’ |F+1

(tF(ﬁ)4—1)B+1——1]4—%{1-—(tF(ﬁ)4—1)ﬁ]

= | @ v 2 Sy + 1]
(r)f B +1 B+1 B B

= 77 [BUT(B) + DAY +1— (B + D(ET(B) + DF]
BB+ D(T(R))
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1

Z1 [BUT(B) + DEET(B) + D + 1 - (B + DN (B) + D]

B BB+ 1(T(B))

) BB+ (@) [T ) + DF(BEr@) + 1) - (B + 1) +1]
S G g O VI ETE £ == ]
JHOE L [r®) + DB — 1) +1

: BB+ ()’ [ |

Wi e T + DPEIE =D + 1]
uf @ iy [T + DA —1]

B 1 [(tT(B) + DPBLT(B) — (¢tT(B) + 1F + 1]
IRCEENGI [(tT(B) + 1)F —1]

_ 1 [erg) + DFRIrE) 1]
B+Dr@B)| @@ +1f -1

O I AR
af)y B+D @@ +DF -1 B+DIEB)

Teorem 6.8: [14] [0, ) araliginda tanimli f ve g fonksiyonlari verilsin. f ve g

tirevlenebilir iki fonksiyon ve m, = infisof'(t), m, == inf;s09’' (t) olsun. O halde,
L (F.9)(©) —mu41E (©41F (9(0) — ma$1E OUF (F(©) + mam, 8if (¢2)

(41 (r @)1 (90) = mibt O (900) - matf (FOYSIE @ + mum, (B @) | (69)

>
SIf @)
esitsizligi saglanir.

Ispat: F(t) = f(t) —myt ve G(t) :== g(t) — m,t fonksiyonlar1 tanimlansm. F(t) ve

G (t) fonksiyonlar tiirevlenebilir oldugundan
FF®)=f't)-m 20,

Gt)=g'(t)—m, >0
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F(t) ve G(t) fonksiyonlari [0, c0) araliginda artandir.

SIPL(F () = myt) (g (®) — myt)] = AP (F(D)g(£)) — mpd1P (£ (£). ) — my41F (. g(©) + mym, (B17 (£))?

1 m; my m; 2
> SE(FO)8E (9®) - S (F@O)8IE © - aE@AE(90) + = (41F @)

418 (1) af af él €))

2 h |41 @)1t (90) - mattf (F@) 3 © - mu i OE (9(©0) + mym, (3 ©) ]
0%t

Teorem 6.9: [0, o) araliginda tanimli f ve g fonksiyonlar verilsin. f ve g turevlenebilir

iki fonksiyon ve M, = sup;sof ' (t), My = sup;sog'(t) olsun. O halde
Alﬁ -M Alﬁ AIB -M AIB AIB M. M AIB 2
ol (f-9)(©) 10t(t)ot(g(t)) zot(t)ot(f(t))+ 1Mol ()

>
af @)

[’alf (FO)4IE (9() — MyAIf 81 (9(©)) = MAIE (FO)AIE (©) + My M, (1 (t))z] (6.9)

esitsizligi saglanir.

Ispat: F(t) = f(t) — Mjt ve G(t) = g(t) — M,t fonksiyonlar1 tanimlansin. F(t) ve
G (t) fonksiyonlar tiirevlenebilir oldugundan,

FF(©)=f'®-M <0,
Gt)=9'(t)—-M, <0
F(t) ve G(t) fonksiyonlari [0, ) araliginda azalandir.

AIPI(F(6) — Myt) (g(t) — Myt)]

= AP (F(Dg(®)) — MAIE (£ (£). ) — MUAIE (£. 9(0) + MM, (41F (1))?

ArB ArB ArB ArB
élf(l) ol (F )61 (9(®) — tﬁ(l) ol ()51
M, M, M, 2
-G )A[ﬁ(t)AIﬁ(g( ) + e Z(4f®)

v N [’815 (F©)41E (9®) - MAI (F (D) 41E (©)
0't

- M OUE (90) + M (3E®) |

68



7. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda beta Kesirli tlrev ve integral tanimlari incelenmistir. Bu yeni
kavramlar yardimiyla literaturde iyi bilinen bazi temel tanimlar ve teoremler yeniden ele
alimmistir. Boylece uygulamalarda sikga karsilasilan 6nemli integral esitsizlikleri yeniden
arastirilmis ve genisletilmistir. Tezde bulunan bu tanim, teorem ve esitsizlikler, farkli yeni
kesirli tiirev ve integral tanimlari kullanilarak genisletilip yeni arastirma alanlar

olusturulabilir.
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