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OZET
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MATEMATIK ANA BiLIM DALI

TEZ DANISMANI:PROF. DR. MEHMET ATCEKEN
IKINCi DANISMAN: DOC. DR. ASLIHAN SEZGIN

Zadeh (1965) tarafindan ortaya atilan bulanik mantik, deger kiimesi [0,1] araligindaki
tiim reel sayilar olan bulanik kiimeler ile sonsuz degerli bir mantiktir. Bulanik mantik ile
birlikte birgok yeni ¢alisma ve uygulama yapilmistir. ilk olarak Moses ve ark. (1999a)
ve sonrasinda Ramot ve ark. (2002) tarafindan tanimlanan kompleks bulanik kiimeler,
bu caligmalardan bazilaridir. Bulamik mantik kullanilarak yapilan uygulamalarda
elektrik-elektronik, ulasim, otomotiv, saglik, ekonomi, temizlik, insaat gibi bir¢ok
sektor yer almaktadir. Bu tez caligmasinda, ilk olarak bulanik mantik hakkinda genel
bilgiler verildi. Sonra klasik kiimeler, klasik kiimelerin 6zellikleri, bulanik kiimeler ve
bulanik kiimelerin 6zellikleri ¢alisildi. Daha sonra aralik sayilari, aralik iglem 6zellikleri
ve bulanik sayilar ile bulanik say1 ¢esitleri incelendi. Ardindan kompleks sayilar,
kompleks sayilarin aritmetik islemleri ve kutupsal gosterimi anlatildi. Sonrasinda Moses
ve ark. (1999a) ve Ramot ve ark. (2002)’na gore kompleks bulanik kiimeler ve kiime
islemleri verildi ve orijinal bir ¢caligma olarak bolgesel kompleks bulanik kiimeler ve
kiime islemleri tanitildi. Son olarak, bolgesel kompleks bulanik kiimelerin bir

uygulamasina yer verildi.
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Fuzzy logic suggested by Zadeh (1965) is an infinite valued logic with fuzzy sets whose
range is all real numbers in closed interval [0,1]. Many new studies and applications
have been done with fuzzy logic. Complex fuzzy sets defined firstly by Moses et al.
(1999a) and then by Ramot et al. (2002) are some of these studies. In applications using
fuzzy logic have appeared a lot of sector such as electric-electronic, transportation,
automotive, health, economy, cleaning and building. In this thesis study, firstly, general
information about fuzzy logic was given. Thereafter crisp sets, properties of crisp sets,
fuzzy sets and properties of fuzzy sets were studied. Then, interval numbers, interval
operation features, fuzzy numbers and different types of fuzzy numbers were
investigated. Complex numbers, arithmetic operations of complex numbers and their
polar notation were expressed. Complex fuzzy sets by Moses et al. (1999a) and Ramot
et al. (2002) and their set operations were presented and as an original study regional
complex fuzzy sets and their set operations were defined. Finally, an application of

regional complex fuzzy sets was obtained.
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1. GIRIS

Geleneksel mantiklar, klasik ve sembolik (modern) mantik olmak iizere ikiye ayrilir.
Klasik mantik, iki degerli mantik olan Aristoteles mantig1 olarak da bilinir ve ii¢ ilkeye
dayanir. Bu ilkeler; “Ozdeslik” yani bir seyin ne ise o olmasi, “Celismezlik” yani bir
seyin hem kendi, hem baska bir sey olamamasi ve “Ugiinciiniin Olmazlig1” bir seyin ya
A, ya da A-olmayan olmas1 yani ii¢lincii bir durumun diistiniilemeyecegidir. Sembolik
mantigin temeli ise dnermeler mantigidir. Onerme eklemleri; Degilleme (~, *, 7), Tiimel
Evetleme (ve, M), Tikel Evetleme (veya, V), icerim (kosul, ise, =), Karsilikli Kosul

(ancak ve ancak, &) bi¢cimindedir (Baykal ve Beyan, 2004).

Geleneksel olmayan mantiklar, ¢ok degerli mantiklardir. Bunlardan ii¢ degerli mantik,
klasik mantigin genellestirilmesi ile elde edilir ve ¢ok degerli mantigin 6zel bir halidir.
Aragtirma evreninde [0,1] araligindaki rasyonel sayilar yerine tiim reel sayilar
tanimlanirsa o zaman ¢ok degerli mantik, sonsuz degerli mantik adin1 alir (Baykal ve

Beyan, 2004).

Bulanik mantik, California Berkeley Universitesi’nden Lotfi A. Zadeh tarafindan
Information and Control dergisinde 1965°’te yayimlanan “Fuzzy Sets” baslikli makalesi

ile ortaya ¢ikmistir (Zadeh, 1965).

Klasik mantik, “Ali’nin boyu 1.30 m dir.”, “Kar, beyazdir.” gibi kesin ifadelerden
olusan klasik kiimeleri kullanirken bulanik mantik, bulaniklik ve belirsizlik i¢eren biraz
dogru, ¢ok yanlis, az sicak, biraz soguk gibi insan dilbilimi ve diisiincesi ile ilgili yani
insan sagduyusuna dayanan (Karakagoglu, 2008) bulanik kiimeleri kullanir. Bulanik

mantik, klasik ikili mantigin bir genislemesidir ve sonsuz degerli mantiktir.

Bulanik mantikta ele alinan belirsizlik, olasilik teorisinde ele alinan belirsizlikten
farklidir. Olasilik belirsizligi objektif olarak tekrar denemelerle degerlendirilebilir. Oysa
bulanik mantiktaki belirsizlik ifadelerinde kriter, degerlendiren kisiye baghdir ve bu
hususta sonsuz tecrilbbe ve deneylerle bile tam bir sonug¢ elde edilemez. Bulanik
mantiktaki ifadeler olduk¢a 6zneldir ve duruma baghdir. Bu agidan bulanik mantik,

belirsizlik matematigi olarak ele alinabilir (Tanaka, 1997).



Bulanik mantigin ortaya ¢ikmasiyla birlikte birgok uygulama yapilmig ve zaman i¢inde
bu uygulamalar daha da ¢esitlenerek aktif bir sekilde ¢ogu sektérde kullanilmistir.
Bulanik mantik uygulamalarmin tarihsel gelisimine bakilirsa; 1972 yilinda Tokyo
Teknoloji Enstitiisii’nde Michio Sugeno, bulanik 6l¢iim ve bulanik integral kavramlarini
gelistirmistir. Bulanik mantig1 1974’te Londra Universitesi’nden Ebraham Mamdani
buhar makinesi kontroliinde, 1980°de Danimarkada F. D. Smidth ¢imento firininin
denetiminde yine 1980’lerde Japonya’da Fuji Elektrik bir su aritma isleminde
kullanmistir. Daha sonra Hitachi bulanik mantikla otomatik tren kontrol sistemi
gelistirmistir. 1984°te (Uluslararas1 Bulanik Sistem Birligi) The International Fuzzy
System Association (IFSA), 1989°da (Bulanik Teori ve Sistemler Toplulugu) The
Society of Fuzzy Theory and Systems (SOFT) kurulmustur ve (Uluslararast Bulanik
Miihendislik Laboratuar1) The Laboratory of International Fuzzy Engineering (LIFE)
Japonya’da goreve baslamistir (Tanaka, 1997).

Bulanik mantigin uygulama alanlarindan bazilari ise,
i.  Hidroelektrik gii¢ tniteleri i¢in kullanilan baraj kapilarinin otomatik kontrolii
(Tokio Electric Pow.)
ii.  Stok kontrol degerlendirmesi i¢in bir uzman sistem (Yamaichi, Hitachi)
iii.  Klima sistemlerinde istenmeyen 1s1 inis ¢ikislarinin dnlenmesi (Mitsubishi)
iv.  Araba motorlarinin etkili ve kararli kontrolii (Nissan)
v.  Otomobiller i¢in “Cruise-control” (Nissan, Subaru)
vi.  Dokiimanlari arsivleme sistemi (Mitsubishi Elec.)
vii.  Depremlerin énceden bilinmesi i¢in tahmin sistemi (Inst. of Seismology Bureau
of Metrology, Japan)
viii.  Ilag teknolojisinde kanser teshisi (Kawasaki Medical School)
ix.  Cep bilgisayarlarinda el yazis1 algilama teknolojisi (Sony)
X.  Video kameralarda hareketin algilanmas1 (Canon, Minolta)
xi.  El yazisi ve ses tanimlamasi (CSK, Hitachi, Hosai Univ., Ricoh)
xii.  Helikopterler i¢in ugus destegi (Sugeno)
xiii.  Celik sanayinde makine hiz1 ve 1sisinin kontrolii (Kawasaki Steel, New-Nippon
Steel, NKK)
xiv.  Rayli metro sistemlerinde siiriis rahatligi, durus mesafesinin kesinliginin ve

ekonomikligin gelistirilmesi (Hitachi)



XV.

XVi.

XVil.

XVviil.

XiX.

XX.

XX1.

XXil.

Xxiil.

XX1v.

XXV.

XXVI.

Otomobiller i¢in gelismis yakat tiikketimi (NOK, Nippon Denki Tools)

Cimento degirmeninde 1s1 ve oksijen orani denetimi (Mitsubishi-Chen)
Asansorde yolcu trafigini degerlendirme ve bdylece bekleme zamaninin
azaltilmasi (Fujitech, Toshiba, Mitsubishi)

Video aygitinin elle tutulmasi nedeniyle olusan sarsintilarin ortadan kaldirilmasi
(Panasonic)

Tansiyonun 6l¢tilmesi (Omron)

Su 1siticisinda suyun miktar1 ve sicakligina gére ayarlama (Matsushita)

Fotograf makinesinin ekraninda birka¢ obje olmast durumunda en iyi goriintiiyii
ve aydinlatmay1 belirlemesi (Sanyo-Fisher, Canon, Minolta)

Camasir kirliligini, agirhgini, kumas cinsini sezme ve ona gore yikama
programini segme (Matsushita)

Halinin durumunu ve kirliligini sezme ve elektrik siiplirgesinin motor giiclinii
uygun bir sekilde ayarlama (Matsushita)

Otomobil ABS fren sisteminde tekerleklerin kilitlenmeden frenlenmesini
saglama (Nissan)

Hisse senedi portfoyii idare etme (Yamaichi-Securities)

Araba kullanig stilini ve yiikiinii sezerek en iyi digli oranin1 segcme (Subaru,

Nissan)

seklindedir (Das, 2003).

Kompleks sayilar, ilk olarak Cardano (1545) tarafindan modern anlamda ele alinmistir

(Garrido, 2012).

Uyelik dereceleri [0,1]x[0,1] araliginda olan kompleks bulanik kiimeler, Moses ve ark.

(1999a) tarafindan tanimlanmis ve kompleks iiyelik dereceleri tanitilarak uyarlanabilir

filtre dizaynina uygulanmigtir.

Bulanik kiime teorisini kompleks alana uygulama arastirmasi, baslangigta Kaufmann ve

Gupta (1985) tarafindan kesfedilmistir. Bu durum iki modelin gelisimi i¢in temel

olusturmustur. Birincisi Buckley (1989) tarafindan tanimlanan bulanik kompleks

sayilardir. Ikincisi Buckley (1989)’ nin modelinden uzaklasarak Moses ve ark. (1999a)



tarafindan tanimlanan kompleks tiyelik dereceleri ile kompleks bulanik kiimelerdir

(Moses ve ark., 1999b).

Moses ve ark. (1999b), kompleks bulanik kiimelerin dilbilimsel koordinat
doniistimlerini tanitarak, ikinci derece uyarlanabilir mikroelektomekanik sistemler igin

bir uygulamay1 gostermistir.

Nguyen ve ark. (2000) kompleks bulanik kiimeler hakkinda bazi bilgiler vermistir.
Ramot ve ark. (2002) ise iiyelik dereceleri birim ¢embere genisletilen kompleks bulanik

kiimeleri tanimlayarak, bu kiimelere ait ¢esitli kiime islemlerini tanitmislardir.

Ramot ve ark. (2002), kompleks bulanik kiimeleri giines aktivitesinin kompleks bulanik
gosterimi (gilines lekesi sayisi dl¢limii) ve sinyal isleme uygulamasina uyarlamislardir.
Ramot ve ark. (2003), borsada devredilebilir hisse alan bir sirkete yatirim yapma
niyetinde olan bir yatirimci i¢in ve demokrasi ile liderler hakkindaki diistincelere gore
kompleks bulanik kiimeler tasarlayarak uygulama yapmiglar ve kompleks bulanik
mantik sistemini olusturmuglardir. Tamir ve ark. (2011), borsadan gelen sezgisel bir
bagvuruya goére kompleks bulanik kiime tanimlayarak stoklarda gecerli tahmini
degerlere dayali bulanik kiime ile birlikte borsanin periyodikligini, bir kompleks tiyelik
derecesi ile gostermislerdir. Thirunavukarasu ve ark. (2013), Gaussian tipi kompleks
bulanik kiime tanimlayarak kompleks bulanik sinir sistemi onciillerini dizayn etmek i¢in

Gaussian kompleks bulanik kiimesi tasarlamiglardir.

Bu tezde, 6nce klasik ve bulanik kiimeler, aralik aritmetigi ve bulanik sayilar daha sonra
kompleks sayilar, Moses ve ark. (1999a) ve Ramot ve ark. (2002)’na gore kompleks
bulanik kiimelere yer verilmis olup, yeni bir ¢alisma olarak bolgesel kompleks bulanik

kiimeler tanimlanarak, bolgesel kompleks bulanik kiimelerin bir uygulamasi verilmistir.



2. BULANIK KUMELER

Bu boliimde bulanik kiimelerle ilgili bilgiler verilmeden 6nce klasik kiimeler ve bir

takim ozellikleri tanitilacaktir.
2.1. Klasik Kiimeler

Klasik kiimeler, krisp (kesin veya keskin) kiimeler olarak da bilinir. A ve B, U evreninin
klasik alt kiimelerini gostermek tizere, klasik kiime teorisinde birlesim, kesigim,

tiimleyen ve alt kiime asagidaki gibi tanimlanir:
Tanim 2.1.1. A ve B klasik kiimelerinin birlesimi
AUB={x | XEA veya XEB}
ve kesisimi
ANB={x | XEA ve xEB}

seklinde tanimlanir.
Tamim 2.1.2. A klasik kiimesinin tiimleyeni

A={x | XEZA}
seklinde tanimlanir.
Tanim 2.1.3. A ve B klasik kiimelerinin U evreninin alt kiimesi olmasi1

AcU ve BcU

ile gosterilir ve “A, U nun alt kiimesidir.” demek, A kiimesinin her elemaninin U ya ait

olmasi1 demektir.

Tanim 2.1.1., 2.1.2. ve 2.1.3. e ait gdsterimler, Venn diyagrami1 ya da Euler diyagrami

olarak adlandirilan sekillerle, Sekil 2.1. de gosterilmistir.



(a) (b)

(©) (d)

Sekil 2.1. Birlesim (a), kesisim (b), timleyen (c) ve alt kiime (d)

Ornek 2.1.1. A, B kiimeleri ile U evrensel kiimesi, A={1,3,5}, B={0,1,4} ve
U={1,2,3,4,5,6} olarak verilsin. Burada AUB={0,1,3,4,5}, AnNB={1}, A° ={2,4,6} dir.
Ayrica AcU fakat B&U dur. Ciinkii 0¢U dur.

Tanmm 2.1.4. A, U evrensel kiimesinde bir klasik kiime olsun. A nin karakteristik

fonksiyonu y: U = {0,1} olmak fizere,

1,xeA
XA(x) = {O X e A
olarak tanimlanir. Bu ifade x, A ya aitse y, nin 1 ve A ya ait degilse y, nin 0 oldugunu

gosterir (Tanaka, 1997).
2.1.1. Klasik kiimelerin o6zellikleri
A ve B klasik kiimeler olmak iizere, klasik kiimeler asagidaki 6zelliklere sahiptir.

i Ac(AuB),Bc (AuB)
ii.. (AnB)cA(AnB)cB
iii. AU A°=U (Ugiinciiniin Olmazhg: Ilkesi)
AN A° = @ (Celismezlik ilkesi)
iv.  Esgiicliiliik ilkesi:t AUA=A,ANA=A
v. Degisme llkesit AUB=BUA,ANB=BnA
vi.  Birlesme Ilkesi: AU(BUC) =(AUB)UC,AN(BNC)=(ANnB)NC



vii.  Dagilma ilkesi: AU(BNC)=(AUB)Nn (AuUC)
An(BUC =(ANB)U(ANCQC)
viii.  Cift Degil ilkesi: A=(A°)°
ix. De Morgan Ilkesi: (AUB)*=A° N B¢, (ANB)*= A® U B°

2.2. Bulanik Kiimeler

Bu alt boliimde, bulanik kiimelerle ilgili temel tanimlar verilecek ve ardindan kiime

islemleri ile bulanik kiimelerin 6zellikleri tanitilacaktir.

Klasik kiimeler karakteristik fonksiyonlar1 ile tanimlanirken bulanik kiimeler iiyelik

fonksiyonlart ile tanimlanir.

Tanim 2.2.1. x€U olmak iizere U, x noktalarinin (nesnelerinin) bir uzay: olsun. Bir 4
bulanik kiimesi, U daki her noktay1 [0,1] araligindaki reel bir sayiya birlestiren p,(x)
tiyelik fonksiyonu ile karakterize edilir ve py(x), x in 4 daki “iyelik derecesini”

gosterir (Zadeh, 1965).

Tanim 2.2.2. U evrensel kiimesinin bir 4 bulanik alt kiimesi, p, liyelik fonksiyonu ile
Us:U - [0,1] seklinde tanimli bir kiimedir. Burada tiyelik degeri veya tiyelik derecesi
olarak adlandirilan p,(x) degeri, x € U nun 4 bulanik kiimesine ait olma derecesini

gosterir (Tanaka, 1997).

Bir klasik kiimenin karakteristik fonksiyonunun degeri 0 ya da 1 den birini alirken, bir
bulanik kiimenin tiyelik degeri 0 ve 1 arasinda keyfi bir reel deger olabilir. u,(x) in 1 e
daha yakin olmasi, 4 bulanik kiimesindeki x elemaninin daha yiiksek iiyelik derecesine
sahip olmasi demektir. “0” degeri liye olmamay1 ifade ederken, “1” degeri tam iiye

olmayi, 0 ve 1 arasindaki degerler ise kismi tiyeligi ifade eder.

Karakteristik fonksiyonlar ile {iyelik fonksiyonlar1 arasindaki farkin daha 1yi
anlasilabilmesi i¢in karsilastirma yapalim. Sekil 2.2. ve Sekil 2.3. sirasiyla “diisiik”,
“orta” ve “yiiksek” puan icin karakteristik fonksiyonlar1 ve iiyelik fonksiyonlarin

gosterir.



Ornek 2.2.1. Ali, Ahmet ve Ayse isimli ii¢ dgrencinin notlar1 Ali: 48, Ahmet: 68 ve

Ayse: 88 seklinde olsun. Ogrencilerin puanlari, sirasiyla asagidaki Tablo 2.1. ve Tablo

2.2. de klasik ve bulanik kiimelere gore degerlendirilsin.

A
Disuk Orta  Yiksek
1
» Puan
0 45 70 100
Sekil 2.2. Klasik kiimelerde puanlar
A
Dusuk Orta Yuksek
1
» Puan
0 30 45 60 70 100

Sekil 2.3. Bulanik kiimelerde puanlar

Sekil 2.3. e gore sirastyla diisiik, orta ve yiiksek kisimlar i¢in denklemler yazilirsa

1) Diisiik: x+30y = 60
i1) Orta (sirasiyla): x-30y = 30 ve x+40y = 100
1i1) Yiiksek: x-40y = 60 bulunur.

Tablo 2.1. Klasik kiimelerde karakteristik fonksiyonlarin degeri

Ogrenci Adi Puani Diisiik Orta Yiiksek
Ali 48 0 1 0
Ahmet 68 0 1 0
Ayse 88 0 0 1




Tablo 2.2. Bulanik kiimelerde iiyelik fonksiyonlarinin degeri

Ogrenci Adi Puani Diisiik Orta Yiiksek
Ali 48 0.4 0.6 0
Ahmet 68 0 0.8 0.2
Ayse 88 0 0.3 0.7

Klasik kiimeler i¢in Sekil 2.2. ve Tablo 2.1. e gore 6grenciler degerlendirilirse, Ali ve
Ahmet “orta” puan grubunda, Ayse ise “yiiksek” puan grubundadir. Oysa bulanik
kiimeler i¢in Sekil 2.3. ve Tablo 2.2. ye gore degerlendirme bu kadar kesin degildir.
Ogrencilerin basar1 durumlar1 gérecelidir. Buna gére Ali igin daha diisiik orta, Ahmet
icin daha yiiksek orta ve Ayse icin nispeten yiiksek seklinde, basar1 durumlar

dilbilimsel olarak ifade edilebilir. Buradan da goriilebilecegi gibi bulanik kiimelerde

degerlendirme 6zneldir.

Tanim 2.2.3. U evrensel kiimesindeki bir 4 bulanik kiimesi,

A={(x,1a(x)) |x €U, us(x) € [0,1]}
siral1 ikililerin kiimesi ile gosterilir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).

Tanim 2.2.3. te A bulanik kiimesi, kiime gosterimi ile yazilmistir.

Ornek 2.2.2.
Ha A
1 ®
0.5
0
4

Sekil 2.4. Ayrik ifade




A bulanik kiimesi 4={(3,0.5), (4,1), (5,0.5)} seklinde yazilir.
Tanim 2.2.4. A c U olmak {izere A4 bulanik kiimesinin destek kiimesi Sy,
Sa = {x|x € A, u,(x) > 0}
seklinde tanimlanir (Bellman ve Zadeh, 1970).
Ornek 2.2.3. Sekil 2.4. te A bulanik kiimesinin destek kiimesi S,={3,4,5} dir.

Ornek 2.2.4.

Sekil 2.5. Stirekli ifade
Sekil 2.5. teki B bulanik kiimesinin destek kiimesi Sz=(2,8) dir.

Tamim 2.2.5. a € [0,1] olmak {izere 4 bulanik kiimesinin zayif a-seviye kiimesi ya da

a-kesimi A,
Ay = {x|x € U, puy(x) = a}
seklinde tanimlanir (Dubois ve Prade, 1980).

Tanim 2.2.6. a € [0,1] olmak {izere 4 bulanik kiimesinin giiglii a-seviye kiimesi ya da

a-kesimi Ay,
Ay = {x|x € U, uy(x) > a}
olarak tanimlanir (Dubois ve Prade, 1980).

Bulanik kiimenin a-kesimi asagidaki sekilde verilmistir.
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Sekil 2.6. Bulanik kiimenin a-kesimi

Ornek 2.2.5. 4={(1,0.2),(2,0.6),(3,1),(4,0.4)} bulanik kiimesi dikkate almirsa 4 nin

zayif a-seviye kiimeleri ya da a-kesimleri
Ap,={1,2,3,4}

Ap4=1{2,3,4}

Aps=12,3}

A;={3}

a=0.4 i¢in giiclii a-seviye kiimesi

Ap 4=1{2,3} olur.

A, U evreninde bir bulanik kiime olmak iizere normal bulanik kiime, konveks bulanik

kiime ile bulanik kiimenin kardinalitesi kavramlar1 asagida verilmistir.

Tamim 2.2.7. Eger 7&ua(x) = 1 ise 4 bulanik kiimesine normaldir denir (Bellman ve

Zadeh, 1970).

Tanim 2.2.8. Vx;, x, € U, VA € [0,1] i¢in

ta(Axy + (1 — D)xz) = min(ug (x1), ua(x2))

ise 4 bulanik kiimesine konvekstir denir (Zadeh, 1965).
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Bulanik kiimenin konveksligini bulmak i¢in, bulamik kiimede maksimum iiyelik
degerine kadar soldan saga ve sagdan sola sirali elemanlarin degeri ile {iyelik dereceleri
karsilastirilirsa, solda eleman degeri biiyiirken iiyelik derecesi de biiyliyorsa ve sagda
eleman degeri kiigiiliirken tiyelik degeri biiyliyorsa kiime konveks, aksi durumda kiime
konveks degildir. Yani 4 bir bulanik kiime ve maksimum iiyelik degerini veren eleman
degeri x,, olmak iizere, soldaki elemanlar x;, x,,...,x, € 4 i¢in x; < x, < -+ < Xy
iken py(x1) < pya(xy) ... < py(x,,) ve sagdaki elemanlar x,,, Xpiq, .., Xy € A i¢in
X < Xpgq < o0 < Xy iken pg(xy) > g (meq) > 0 > uy(x,) ise kiime konveks,

aksi durumda konveks degildir.

Tanim 2.2.9. U sonlu bir kiime iken 4 bulanik kiimesinin U daki kardinalitesi

1= 1y @

x€eU

ile tanimlidir (Dubois ve Prade, 1980).
Tamm 2.2.10. |A|, 4 min kardinalitesi ve |U|, U evrenselinin kardinalitesi olmak

tizere A bulanik kiimesinin U daki goreli kardinalitesi

lAll _a
U

ile tanimlidir (Dubois ve Prade, 1980).

Ornek 2.2.6. 4 ve B iki bulanik kiime ve U={0,1,2,3,4,5} olmak lizere
A4={(1,0.3),(2,0.5),(3,1),(4,0.2)}
B={(1,0.5),(2,0.2),(3,0.6),(4,0.1)}

seklinde verilsin. 4 kiimesinde p4(3) = 1 oldugundan A kiimesi normaldir. B bulanik
kiimesinde higbir elemanin tliyelik degeri 1 olmadigindan B kiimesi normal degildir. 4

bulanik kiimesinin konveksligine bakilirsa,
1<2<3iken uy(1) < pa(2) < py(3) ve 4 > 3iken puy(4) < pa(3)

oldugundan 4 kiimesi konvekstir. B bulanik kiimesinin konveksligine bakilirsa,
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1<2 iken pg(1) > ug(2) ve 2<3 iken ug(2) < ug(3)
oldugundan B kiimesi konveks degildir. 4 kiimesinin kardinalitesi
|A]=0.3+0.5+1+0.2=2
ve B kiimesinin kardinalitesi
|B|=0.5+0.2+0.6+0.1=1.4
dir. |U|=6 oldugundan 4 kiimesinin goreli kardinalitesi ||A||=2/6=0, 3 olur.

Normal olan ve olmayan bulanik kiimeler ile konveks olan ve olmayan bulanik

kiimelerin gosterimi asagidaki gibidir.

He

Hp
1 1 p--mmmmmmm e
D
0 X 0 X
(a) (b)

Sekil 2.7. (a) Normal bulanik kiime, (b) normal olmayan bulanik kiime

He E Ur

(a) (b)

Sekil 2.8. (a) Konveks bulanik kiime, (b) konveks olmayan bulanik kiime

A ve B iki bulanik kiime olmak tizere birlesim, kesisim ve tlimleyen asagidaki gibidir.
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pa(x), pa(x) = pp(x)

olmak uzere
up(x), pa(x) < pp(x)

Tamm 2.2.11. 1, (x)Viup (x) = {

A ve B bulanik kiimelerinin birlesimi A U B, p,gp tiyelik fonksiyonu ile

tavp(x) = pa(x)Vup(x) = max(uy(x), up(x))

olarak tanimlanir (Tanaka, 1997).

pa(x), pa(x) < pp(x)

olmak lizere
up(x), pa(x) > pg(x)

Tanmm 2.2.12. p, (x)Aug(x) = {

A ve B bulanik kiimelerinin kesisimi A N B, u,xp iiyelik fonksiyonu ile
tanp () = pa(x) A pp(x) = min(ua(x), pup(x))
olarak tanimlanir (Tanaka, 1997).
Tanmm 2.2.13. 4 bulanik kiimesinin tiimleyeni A, puy iiyelik fonksiyonu ile
Ha(X)=1-p4 (x)
seklinde tanimlanir (Tanaka, 1997).

Bulanik kiimelerin birlesim, kesisim ve tiimleyeninin gosterimi asagidaki sekillerde

verilmigtir.
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I U
1 1
0 0
(a) (b)

(©

Sekil 2.9. (a) Birlesim, (b) kesisim, (¢) tiimleyen

Ornek 2.2.7. 4 ve B bulanik kiimeleri,
A={(3,0.4),(4,0.5),(5,1),(6,0.8),(7,0.3)}
B={(3,0.2),(4,0.9),(5,1),(6,0.7),(7,0.4)}

seklinde verilsin. Sirastyla bu iki kiimenin birlesimi, kesisimi ve B kiimesinin tiimleyeni

asagidaki sekildedir.

Iki kiimenin aym degerlerine karsilik gelen iiyelik derecelerine bakildiginda, birlesimde
biiyiik olan ve kesisimde kii¢lik olan iiyelik dereceleri alinarak birlesim ve kesisim

kiimeleri olusturulur.
taus(3) = max(u,(3), up(3)) = max(0.4,0.2) = 0.4

tap(4) = max(py(4), up(4)) = max(0.5,0.9) = 0.9
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pavp(5) = max(ua(5), up(5)) = max(1,1) = 1
1455 (6) = max(u,(6), up(6)) = max(0.8,0.7) = 0.8
tagp(7) = max(uy(7), up(7)) = max(0.3,0.4) = 0.4

AT B={(3,0.4),(4,0.9),(5,1),(6,0.8),(7,0.4)}
tarp(3) = min(u,(3), u5(3)) = min(0.4,0.2) = 0.2
tans(4) = min(u,(4), up(4)) = min(0.5,0.9) = 0.5

parip(5) = min(ua(5), 1p(5)) = min(1,1) = 1
ttarp(6) = min(u, (6), u5(6)) = min(0.8,0.7) = 0.7
ttarns(7) = min(u,(7), up(7)) = min(0.3,0.4) = 0.3

AT B={(3,0.2),(4,0.5),(5,1),(6,0.7),(7,0.3)}
us(3) =1-pp(3)=1-02=0.8
ps(4) =1-pp(9) =1-09=0.1

pug(5) =1—-pp() =1-1=0
uz(6) =1—pp(6) =1-0.7 =03
us(7) =1—pg(7) =1-0.4 = 0.6
B={(3,0.8),(4,0.1),(5,0),(6,0.3),(7,0.6)}

Tamim 2.2.14. 4 ve B iki bulanik kiime olsun. Vx € U igin p,y(x) = ug(x) ise 4 ve B

bulanik kiimelerine esit kiimeler denir ve A = B ile gosterilir (Zadeh, 1965).
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Tanmmm 2.2.15. 4 ve B iki bulanik kiime olsun. Vx € U igin pu(x) < ug(x) ise 4
bulanik kiimesi B bulanik kiimesinin alt kiimesidir denir ve A € B ile gosterilir (Zadeh,

1965).

Tanmim 2.2.16. 4 ve B bulanik kiimelerinin cebirsel ¢arpim1 4 - B, x € U olmak {izere

tap(x) = pa(x) - pp(x)
ile tanimlanir (Bellman ve Zadeh, 1970).
Tamm 2.2.17. 4 ve B nin cebirsel (olasiliksal) toplam: A+¥B, x € U olmak iizere
tazp(x) = pra(x) + pug(x) — ua(x) - up(x)
ile tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).
Ornek 2.2.8. 4 ve B bulanik kiimeleri
A={(x1,0.2),( x5, 0.5),( x3,1),( x4,0.1)}
B={(x1,0.3),(x2,1),(x3,0.6),( x4,0.4)}
olarak verilsin. Sirasiyla 4 ve B nin cebirsel ¢arpim ve toplami
A+ B={(x1,(0.2)(0.3)),( x2, (0.5)(1)).( x3, (1)(0.6)),( x4, (0.1)(0.4))}
={(x1,0.06),( x2,0.5),( x3,0.6),( x4,0.04)}

AFB ={(x,,0.2 + 0.3 — 0.06),(x5,0.5+ 1 — 0.5),( x3,1 + 0.6 — 0.6),( x4, 0.1 +
0.4 — 0.04)}

:{(xlr 044)7( x21 1)7( X3, 1)7( x4—r 046)}
olarak bulunur.

Tanim 2.2.18. x € X, y €Y ve f, X ten Y ye bir esleme olsun. y, x in f altindaki
goriintiisii olmak tizere y = f(x) fonksiyonu ve A = {x, us(x)}, us(x) € [0,1]

bulanik kiimesi dikkate alinsin.

17



Genisletme prensibi

) = fF{(eua)}) = {(F ), ua ()}
islemi ile tamimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).
Ornek 2.2.9. y=f(x)=x> olsun ve 4 bulanik kiimesi
A4={(1,0.5),(2,1),(3,0.7),(4,0.3)}

seklinde verilsin. Bu takdirde Tanim 2.2.18. den genisletme prensibi geregi

fA) = {(f (), ()}
= {(1%,0.5), (2%, 1), (32%,0.7), (4%,0.3)}
={(1,0.5),(4,1),(9,0.7),(16,0.3)}
bulunur,
2.2.1. Bulanik kiimelerin zellikleri

A, B ve C, U evreninde bulanik kiimeler olsun.

i.  Esgiicliiliik Tlkesi: AUA =4, ANA=A
ii. Degismellkesi AUB=BUA AANB=BNA
iii.  Birlesme ilkesi: AU(BUC)=(AUB)UC, AR(BAC)=(ARAB)AC
iv. Dagilmailkesi: AU(BAC)=(AUB)A(ATC)
ARNBUTCO)=A"ABRTMAND)

v.  Cift Degil ilkesi: A = A

vi. De Morgan Ilkesii AUB=ANB,ANB=AUB
A *

vii.  Ugiinciiniin Olmazhig ilkesi: A U A

kiimeler i¢in gecgerli degildir.

U oldugundan bu ilke genelde bulanik

viii.  Celismezlik Ilkesi: AN A # @ oldugundan bu ilke de genel olarak bulanik

kiimeler i¢in gegerli degildir. Burada @ bos kiime demektir (Tanaka, 1997).
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3. BULANIK SAYILAR

Bu boliimde, ilk olarak aralik sayilari tanitilacak ve daha sonra bulanik sayilar ile ilgili

detayl bilgi verilecektir.
3.1. Aralik Sayilarn

Bu alt boliimde, aralik sayilarina ve islemlerine iligkin tanimlar verilerek aralik islem

ozellikleri tanitilacaktir.

Tamm 3.1.1. Herhangi bir x € R i¢in a; < a, olacak sekilde x degeri a; ve a, reel
sayilar1 arasinda bulunuyorsa yani a; < x < a, ise (a4, a,) ye aralik denir (Bozadjiev

ve Bozadjiev, 1995).

Tamim 3.1.2. Herhangi bir x degeri a; < x < a, veya x €[aq, a,] seklinde [aq, a;]
kapali smirli araligima ait ise a; ve a, ye simirlar veya aralifin u¢ noktalar1 denir

(Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).

x, agik smirli bir (a4, a,) araligina yani a; < x < a, ya da kapali-agik smirli bir
[a,, a;) araligina yani a; < x < a, ya da agik-kapali simirli bir (a4, a,] araligina yani
a; < x < a, ait olabilir. Ayn1 zamanda bir aralik (—oo, a,], (—, a,), [a;, ), (a;, )
seklinde agik ya da kapali ve siirsiz olabilir. R reel sayilar kiimesi de bir araliktir ve

(—o0, 00) ile gosterilebilir.
Tanim 3.1.3. Bir A aralik sayisi, a; < x < a, yani x €[aq, a,], a;,a, € Ryada
A=[aq, a;]={x | a; <x<a,x €R}

olacak sekilde x reel sayilarinin kiimesi olarak tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev,

1995).

A aralik sayis1 asagida reel say1 dogrusu iizerinde gosterilmistir.

Sekil 3.1. A aralik sayis1
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Tamm 3.1.4. Yukarida a;=a,=a olmasi durumunda A aralik sayisi a=[ a, a] reel
sayisina indirgenir ve A ya nokta aralig1 ya da tek nokta kiimesi denir (Bozadjiev ve

Bozadjiev, 1995).
Ornek 3.1.1. -1=[-1,-1], 2=[2,2], 6=[6,6] nokta araliklaridur.
Tamm 3.1.5. A araliginin genisligi
w(A)y=wlai,a;]= az-a;
ile tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).

Tanim 3.1.6. A araligiin biiytikligi

lail, lail = |a,| ise
la,l, lai| < la,] ise

4] = I[ax, @]| = max(la],la;)) = |
ile tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).
Tamim 3.1.7. A araliginin goriintiisti
A" = [ay, a2]” = [—az, —a4]

ile tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).

Tamm 3.1.8. A araliginin tersi

_ _ 1 1
ATl = [a;, a;] 1=[a_2'a_1]

ile tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).

Ornek 3.1.2. A=[1,3] olsun. Bu takdirde yukaridaki tanimlardaki ifadeleri bulacak

olursak

w(A)=w([1,3])=3-1=2
|Al=[[1,3]|=max(|1],3]) = 3

A=[1,3]"=[-3, —1]
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-1 _ —1pl 2
ATt = [13]7=[5, T
A=[a4, a,] ve B=[by, b,] araliklar1 i¢in asagidaki islemler insa edilebilir.

Tamim 3.1.9. A ve B araliklarinin toplami
A+B=[a,, a;]+ [by, b2]=[a; + by, a; + by]
ile tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).

Tanim 3.1.10. A ve B araliklarinin farki

A-B=[a,, a;]- [by, b2]=[a; — by, a; — b,]
ile tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).
Burada —B = B~ oldugu gortiliir.
Tamm 3.1.11. A ve B araliklarinin ¢arpimi
A-B=AB = [ay,a3] - [by, bs]
= [min(a, by, a1 by, ay by, a;b,) , max(a, by, a,b,, a,by, azb,)]
ile tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).
Eger A,B € R ise
A-B = AB = [ay,a;] - [by, bz] = [a1by, azb,]
olur.

Tanim 3.1.12. A ve B araliklarinin bélimi

A: B=A/B=§=[a1, al: [by, by]= a4, a;] '[i

1
b, ’b_l], 0 e [blbe]

ile tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).

Burada A: B=A - B~ oldugu goriiliir.
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Ornek 3.1.3. A=[1,3] ve B=[2,5] araliklar1 verilsin. Bu takdirde

A+B=[1,3]+[2,5]=[1+2,3+5]=[3.8]
A-B=[1,3]-[2,5]=[1-5,3-2]=[-4,1]

A-B=[1,3][2,5]=[1-2,3-5]=[2,15]

11 1 3
AB=[L325 L3, ST 2

olarak bulunur.

Tanmm 3.1.13. Reel sayilarda tanimli A=[aq, a,] ve B=[by,b,] araliklar1 arasindaki

uzaklik
d(A,B)y=max(|a; — bsl,|a; — b,)
ile tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).

A ve B, A=[a, a] ve B=[b, b] seklinde nokta araliklar1 ise

d([a, a],[b, b])=max(|a — bl, |a — b[)=|a — b|
olur. Yani nokta araliklar1 arasindaki uzaklik, reel sayilar arasindaki uzakliga indirgenir.
Ornek 3.1.4. A=[-1,2] ve B=[3,7] araliklar1 arasindaki uzaklik
d(A,B)=max(|—1 — 3|,|2 — 7|)=max(4,5)=5

olur.

Ornek 3.1.5. Z tamsayilar kiimesinde tanimli [-2,3] araligi [-2,3]={-2.-1,0,1,2,3}
seklinde yazilir.

3.1.1. Aralik islem ozellikleri

A=[a4, a,], B=[by, b,] ve C=[c4, c;] araliklari i¢in araliklarin toplanmasi ve ¢arpiminda

asagidaki 6zellikler saglanir.

i.  A+B=B+A (toplamada degisme 6zelligi)
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ii. (A+B)+C=A+(B+C) (toplamada birlesme 6zelligi)

1.  A=A+0=0+A (toplamada etkisiz eleman 0=[0,0] nokta aralig1)

iv.  A-B=B-A (¢carpmada degisme 6zelligi)

v. (A'B)-C=A:(B-C) (carpmada birlesme 6zelligi)

vi.  A=A-1=1-A (carpmada etkisiz eleman 1=[1,1] nokta aralig1)
vii.  a=[a,a] ise a- (B+C)=a-B+a-C (¢carpmanin toplama iizerine dagilma 6zelligi)
viii.  d(A,B)=d(B,A) (uzaklikta degisme 6zelligi)

ix. d(A,B)=0A=B (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).
3.2. Bulanik Sayilar

Bu alt boéliimde, bulanik sayilarla ilgili temel tanimlar verildikten sonra bulanik
sayilarda aritmetik islemler ve bulanik say1 ¢esitleri ile bunlarin aritmetik iglemlerine

yer verilecektir.

Tamim 3.2.1. Bulanik bir kiimenin herhangi bir elemaninin degeri, kesin olmayan fakat
siirlandirilmig bir sekilde [a4,a,] araliginin iki u¢ noktasi ise bu araliga bulanik aralik

denir (Baykal ve Beyan, 2004).

Tamm 3.2.2. Yukarida, a bulanik kiimenin elemani olarak kabul edilirse a; < a < a,

olacag asikardir. Burada [a4,a;]C R ye giiven araligi denir (Baykal ve Beyan, 2004).
Tamim 3.2.3. Reel sayilarin R evrenindeki bir A bulanik kiimesi,

1. A, konveks bulanik kiime
ii.  ps(x) = 1isaglayan tek bir x var yani A bulanik kiimesi normal
iii.  pu bir aralikta siirekli

durumlarini saglarsa bulanik say1 olarak adlandirilir (Tanaka, 1997).
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Tanim 3.2.4. A bulanik sayisi, (m,, m,) € R ve m; < m, olmak iizere
Vx € [my,m,] igin py(x) =1
ise A ya diiz bulanik say1 denir (Tanaka, 1997).

Tamm 3.2.5. A bulanik sayisi i¢in a-seviye aralig1 ya da a-kesimi olarak adlandirilan

aralik kiimesi
A = [a'?,al], @ € [0,1]

olarak tanimlanir ve u¢ noktalari (aga), Q), (aga), a) , tepe noktasi (ay, 1) seklindedir

(Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).

a
1 b
( (a)
a
a b---s23C
X
0 ay

Sekil 3.2. Bulanik saymin a-kesimi, u¢ noktalar1 ve tepe noktasi
A bulanik sayis1

pa(x), a; <x<ay
HZ(x)r am Sx< a,

pa) = |
seklinde gosterilebilir. Burada u,(x) iiyelik fonksiyonunun sol kismi ph(x) ve sag
kismi gy (x) seklindedir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).

A ve B bulanik sayilan igin a-kesimleri 4, = [a\®,a{] ve B, = [b\¥, b{¥] olmak

izere a-kesimi cinsinden bulanik say1 islemleri asagida verilmistir.
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Tamim 3.2.6. a-seviye aralik kiimelerinin toplami

Ag + By = [a?,a{P1+ b, b1 a{® + b, al® + b
ile tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).
Tanim 3.2.7. A, ile B, nin farki

Ag — By = [a?,a{P] = [bX, b1~ a{® — b{?,a{® — b{¥]
ile tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).
Tamim 3.2.8. a-seviye araliklarin ¢arpimi
Aq By = [a!?,a$]- [, b 1=[min(a{”b?, a{ P b, a{”b{?, i p{P),
max(@@b®@, @b, @@, @ @)
ile tanimlanir. Eger A,, B, € R ise

Aq Bo=[a"b®, a{¥ bl

olarak bulunur (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).

Tamim 3.2.9. A, nin B, ya boliimii

1 1
AaBaa”, @) [0, 0,7 [0, a;°) gy ], 0 € [by o]
2 1

ile tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).

Ornek 3.2.1. A,, B, € R* olmak iizere A ve B bulanik sayilariin a-seviye araliklar:

sirastyla
Ae=[al?, a{P1=[2a + 3,3a — 1]
B,=[b\®, b{1=[5a — 4,8 — 9a]
olsun. Araliklar arasinda toplama, ¢ikarma, ¢carpma ve bolme islemleri yapilirsa
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Ay + B=[2a + 3,3a — 1]+ [5a — 4,8 — 9a]=[7a — 1,7 — 6a]
Ay — By=[2a + 3,3a — 1]- [5a — 4,8 — 9a]=[ 2a + 3 —(8 — %), 3a — 1 —(5a — 4)]
=[11a — 5, —2a + 3]
Ay By=[2a + 3,3a — 1] [5a — 4,8 — 9a]=[( 2a + 3)(5a — 4),( 3a — 1)(8 — 9a)]

=[10a? + 7a — 12,-27a? + 33a — 8]

1 1
Ay:By=[2a + 3,3a — 1]: [5a — 4,8 — 9a]=[2a + 3,3a — 1] -[8_% ) 56{_4]
_2a+3 3a-1
[8—9a'5a—4

Tanim 3.2.10. x, y, z € U olmak iizere reel sayilardaki * ikili islemi ile, U evrenindeki

sup

Ha@s(2)=ygylta(X) A up(¥)]
ye A ve B bulanik sayilarinin genislemesi denir (Tanaka, 1997).

Yukaridaki tanima gore genel bulanik say1 toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bolme islemleri

tanimlanabilir.

Tamm 3.2.11. Genel bulanik say1 aritmetigi agagidaki gibidir:
i.  Toplama: pygp (z)=xS§§§[uA () Aug()]
ii.  Cikarma: uAeg(Z)=xS§§[llA(x) Aup(y)]

iii.  Carpma: MA®B(Z)=x§f,[ﬂA(x) Aug(y)]

iv.  Bolme: uypp(2)=,poltta(®¥) App(y)], y # 0 (Tanaka, 1997).

Ornek 3.2.2. A = {(1,0.5),(2,1)} ve B = {(2,0.5), (3,1)} bulanik sayilar1 i¢in toplama
islemi yapilirsa, toplamda aliabilecek en kiiciik deger 3 ve en biiyilk deger 5

oldugundan
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z < 3i¢in pygp(2)=0
z=3iginx+y=1+2=3ten
taes(3)= 1polia(1) A tp(2)]= 1g5[0.5 A 0.5]=0.5
z=4icinx+y=1+3=2+2=4ten
Us(H) Aug(3) =05A1=0.5
Us(2) Aug(2) =1A05=0.5
tags (D)= wpy[0.5,0.5]==0.5
z=5i¢cinx+y=2+3 =>5ten
Hawn (5)= spalta(2) A tp(3)]= sgal1 A 1]=1
z > 5icin pygp(2)=0

Buradan A + B = {(3,0.5), (4,0.5), (5,1)} bulunur.

Ornek 3.2.3. 4 ve B, Z de iki bulanik say1 olsun.

P - I O O e O O B R B U
03 08 | 1 [ 06 04 [ 1 ] 07 ] 02

seklinde tanimlansin.

Cikarma iglemi yapilirsa 4 ve B bulanik sayilarinin elemanlar1 arasindaki farklar en

kiiciik -4 ve en biiylik 2 dir. Buna gore
.UAeB(—4):_zség[liA(—2) Aup(2)]= _2552[0-3 A 0.2]=0.2
Haos(—3)= oy (Ha(=2) A pup(1)), (ha(—1) A s (2)]= 5, [(0.3 A 0.7), (0.8 A 0.2)]

=on[0-3,0.2]=0.3

HA@B(—Z):xSélz[(HA(—Z) A pp(0)), (ua(=1) A pp (1)), (1a(0) A pp(2))]
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=on[(03A1),(0.80.7),(1A0.2)]= ,;57[0.3,0.7,0.2]=0.7

IlAeB(—l)zxsétf,[(llA(_z) A pp(—1)), (ua(=1) A pg(0)), (ua(0) A up(1), (ua(1) A

g (2))]= ;5y[(0.310.4),(0.8 A 1), (1 A0.7),(0.6 A 0.2)]=,7[0.3,0.8,0.7,0.2]=0.8

taor(0)=,5y [(ha(=1) A pp(—1)), (1a(0) A p(0)), (a(1) A pp(1))]

= 2P[(0.8 A 0.4), (1A 1), (0.6 A0.7)]= ,55P[0.4,1,0.6]-1

taor(D)=,5y [(1a(0) A g (—1)), (a(1) A pp(0))]=,55[(1 A 0.4), (0.6 A 1)]

= v oy[0-4,0.6]1=0.6

taor(2)=1525 [Ha(1) A pp(—1)]= ;g 25[0.6 A 0.4]=0.4

Buradan
A-B={(-4,0.2),(-3,0.3),(-2,0.7),(-1,0.8),(0,1),(1,0.6),(2,0.4)}
bulunur. Carpma ve bolme islemleri de benzer sekilde yapilabilir.
Asagida bulanik say1 gesitlerinden, liggen ve yamuk bulanik sayilara ait tanimlar ve

ozellikler verilecektir.

Tamm 3.2.12. Bir A iiggen bulanik sayisi

, Ay <x<a
ay — M 2
0, aksi takdirde

tiyelik fonksiyonu ile tanimlanir ve A=(a4, ay, a,) seklinde gosterilir. Burada [aq, a,]

destek aralig1 ve (ay, 1) tepe noktasidir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).

Yukaridaki tanima gore a-seviye aralig
Ao =[a?,a”] ve a;<x<ay igin x=a®, ay<x<a, icin x=a®

oldugundan buradan
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ol

Q=—
ay — a4
24
ag ) - az
aQ=——7-—
ay — az
ifadelerinden
a a
ag ) =a1+a(aM—a1)Veag ) =a, +a(ay —ay)

bulunur. Buradan
Ag = [a,a”] = [ay + alay — ar), a, + a(ay — )]

seklindedir.

a

Qy
Sekil 3.3. Uggen bulanik say1

Yukaridaki sekle ve iiggen bulanik sayinin tanimina gore A iicgen bulanik sayisi

ua(x), ay < x < ay
pa(X)= uh (%), ay < x < a,
0, aksitakdirde

seklinde ifade edilebilir. Burada u,(x) iiyelik fonksiyonunun sol kismi u(x) ve sag

kismi gy (x) seklindedir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).
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Tanim 3.2.13. Bir iiggen bulanik sayida a, € (a;,a,) noktasi destek araliginin

a;+a;

ortasinda bulunuyorsa yani ay = ise bulanik sayiya merkezi tiggen bulanik say1

denir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).
Merkezi tiggen bulanik say1 asagidaki sekilde gosterilmistir.

a

Sekil 3.4. Merkezi tiggen bulanik say1
Eger bir merkezi liggen bulanik sayida a,; = 0 ise bu bulanik say1 a ya gore simetriktir.
Ornek 3.2.4. A iiggen bulanik sayisi

x—1

2
Ha(x) =6 —x

, 1<x<3

, 3<x<6

3
kO, aksi takdirde

iiyelik fonksiyonu ile verilsin. U¢gen bulanik saymin a kesimi bulunursa

2@

a———12 LN aga)= 20 +1

_6-ag”

= aga)=6 — 3a
3

oldugundan
Ag = [a\?, a{P1=[2a + 1, 6 — 3]

a = 0.5 i¢in 4y 5=[2, 4.5] bulunur.
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a

Sekil 3.5. 4 iiggen bulanik sayisi

A = (aq,ay,a,) ve B = (bq, by, by) seklinde gosterilen ve sirasiyla

ua(x), ay < x < ay
pa(X)= uh (%), ay < x < a,
0, aksitakdirde

up(x), by < x < by
up(x)=§ up(x), by < x < b,
0, aksitakdirde

ile verilen A ve B tiggen bulanik sayilar i¢in aritmetik islemler agagida verilmistir.
Tamim 3.2.14. A ve B iiggen bulanik sayilarinin toplami

Harp(X), ay + by S x < ay + by
Har ()= thep(X), ay +by < x < a +b,
0, aksitakdirde

kisaca

A+ B=(aq,ay, az)+ (by, by, by)= (ay + by, ay + by, a, + by)
ile tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).

Iki {iggen bulanik sayinimn toplami yine bir iiggen bulanik sayidir.
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Ornek 3.2.5. A ve B iiggen bulanik sayilari

x+ 4
, 4 <x<-1

,LLA(X): 2 —x
,—1<x<2

3

x—3
,3<x<5

‘UB(.X,')Z 9—
T,SSxS9

ile tanimlansin. Bu takdirde A ve B nin toplami

()
a; +4
a=1T = aga)=3a —4

2—aga)

a=—>= aga) =2-3a
3

oldugundan

A, = [3a — 4,2 — 3a] bulunur. Benzer sekilde, B, da bulunursa

p(®_3

a="——= b{V=2a + 3

@
a-——g b = béa)=9 —4a
4

oldugundan
B,=[2a + 3,9 — 4a] c¢ikar. Buradan
Ay+By=[3a — 4,2 — 3a]+[2a + 3,9 — 4a]=[ 5a — 1,11 — 7]
elde edilir.
Haep (0)=5a — 1 ve i, p(x)=11 - 7«
oldugundan

Uasp(x) i bulmak i¢in x = 5 — 1 ve x = 11 — 7a oldugundan

32



x+1 _11-x

a=T,—1SxS4vea - L 4<x<11
elde edilir ve
- M o-1<x<4
Hasp(X)=] 112
ArE UX 4<x<11

bulunur.
A=(—4,-1,2) ve B=(3,5,9) oldugundan buradan da
A+B=(—4+3,-1+52+9)=(-1,4,11)
elde edilir.
Tamim 3.2.15. A ve B tli¢ggen bulanik sayilariin farki
A — B=(ay, ay, az) — (b1, by, b2)=(aq, Ay, az)+(—by ,—by,—b1)
=A+ B =(a; — by, ay — by, a, — by)
ya da

up_p(x), a; — by < x < ay — by
Pa-p ()= uh_5(x), ay —by <x <a,—b,
0, aksitakdirde

seklinde tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).
Iki iiggen bulanik sayinin farki yine bir iiggen bulanik sayidir.
Ornek 3.2.6. A ve B iiggen bulanik sayilari

x-3
—, 3<x<8
5

Ha()= g <x <11
0, aksi takdirde
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x+10

,—10<x < —4
M=) X 4 <x<7

0, aksitakdirde

ile tanimlansin. Bu takdirde A-B bulunursa

2@

o= . N aga)=5a +3

_ (@
azll% = aga)=11 —3a

oldugundan buradan A,=[5a + 3,11 — 3a] olur.

(@)
=22 = pP=6a — 10

_p@
%2 5 pD=7 — 11a
11

a
oldugundan buradan B, = [6a — 10,7 — 11«a] bulunur. Bu takdirde
Ay — By=[5a + 3,11 — 3a] — [6a — 10,7 — 11«a]

=[5a+3 - (7 -11a),11 — 3a — (6a — 10)]=[16a — 4,21 — 9]

olarak bulunur. Buradan

x+4

yﬁl_B(x)=16a—4:>x=16a—4:>a=?,—4§xS12

Mhop(0)=21—9a = x =21 —9a = a=",12 < x < 21

elde edilir. Buradan A-B nin iiyelik fonksiyonu

M _4<x<12
16
pa-p(x)={ 2L*

, 12<x <21
0, aksi takdirde
seklinde elde edilir.
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A=(3,8,11) ve B=(-10,-4,7) oldugundan buradan da
A-B=(3,8,11)-(-10,-4,7)=(3-7,8-(-4),11-(-10))=(-4,12,21)
bulunur.

Tanim 3.2.16. A = (a4, ay;, a,) ticgen bulanik sayisinin simetrik goriintiisii
—A=—(ay, ay, az)= (—az, —ay, —a)
ile tanimlanir (Baykal ve Beyan, 2004).
Ornek 3.2.7. 4=(2,5,10) iiggen bulanik sayisinin simetrik goriintiisii
-4=-(2,5,10)=(-10,-5,-2)
bulunur.

A = (a4, ay, ay) tiggen bulanik sayisinim tersi A1 = (ai, ai, ai) seklinde yazilabilir.
2 M 1

A ve B ti¢gen bulanik sayilarinin ¢arpimi ve boliimii bulunurken sirasiyla Tanim 3.2.8.
ve Tanim 3.2.9 da gosterildigi gibi A - B ve A/B nin a kesimleri bulunarak ve a € [0,1]
oldugu dikkate alinarak islem yapilir.

Uggen bulanik sayilarin ¢arpimi ve béliimii ile elde edilen bulanik sayilar, birer iiggen

bulanik say1 degildir.
Ornek 3.2.8. A ve B iiggen bulanik sayilari

X, 0<x<1
I,I.A(.X)z Z_X,l st 2
0, aksitakdirde

x—1 1<x<2
ug(x)={3—x, 2<x <3
0, aksitakdirde

olarak tanimlansin. Sirasiyla A - B ve A/B bulunursa

— 4@

a=x> «a N Vea=2—aga):>aga)=2—a
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oldugundan A,=[ a, 2 — a] bulunur.

a=b£“)—1 :bia) = a+1vea=3—b£“) :>b§a) =3—-a«a
oldugundan
B,=[ a« + 1,3 — «] bulunur. Buradan

Ay By=[a,2—al [a+1,3— al-[a’+ a,a®? — 5a + 6]

elde edilir. Buradan

, 4 —1++V1+4x
x=a‘+a=>a‘+a—-x=0=>a= >
bulunur. @ € [0,1] oldugu goz 6niinde bulundurulursa
' —-1++V1+4x
pap(x) = 2
elde edilir.
5++vV1+4x

x=a2—5a+6:>a2—5a+6—x=0:>a=_T

bulunur.

a € [0,1] oldugundan

5—vV1+4
MZ-B (x)sz

elde edilir. Buradan da

—1+VT+4x
2 )

px) =
Hap(x) 5 — VT¥4x
kT’ 2<x<6

bulanik sayis1 bulunur.
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ph.p (%) ve ph.5(x) bulunurken a yerine 0 veya 1 degerlerinden birisi yazilarak uygun
sonug kolayca bulunabilir. Ayrica ¢arpilan liggen bulanik sayilar R* da ise ¢arpimin
aralig1 bulunurken islem kolaylig1 i¢in iiggen bulanik sayilar carpiliyormus gibi
diisiintilebilir. Yani 4=(0,1,2) ve B=(1,2,3) oldugundan 0-1=0, 1-2=2 ve 2-3=6 bulunur

ve 0, 6 carpimin ug noktalari, 2 tepe noktasi eleman degeridir.

11 2—
Ag:Be=[@,2 —al[a+1,3 - al=[a,2 - al[;=,—]=[;=, ]
bulunur. Buradan
—a —x
X=-— =—vVvex =— ==
3-a + +1 x+1
elde edilir. Buradan da
2 0<x<1/2
ta:p (X)= 2—x
—, 1/2<x<2
x+1

bulanik sayis1 bulunur.

Boliinen iiggen bulanik sayilar Rt da ise boliimiin araligi bulunurken islem kolayligi
icin iicggen bulanik sayilar boliiniiyormus gibi disilintilebilir. Yani A4=(0,1,2) ve

B=(1,2,3) oldugundan

A:B=(0,1,2):(1,23)=(0,1,2) G5, )

seklinde diisiiniiliirse buradan 0-1/3=0, 1-1/2=1/2 ve 2-1=2 oldugundan 0, 2 bdliimiin ug

noktalar1 ve 1/2 tepe noktasi eleman degeridir.

Tanim 3.2.17. A=(a,, ay, a;) ve B=(by, by b,) iki liggen bulanik say1 olmak iizere A
ve B arasindaki uzaklik d (A4, B),

d(A, B):é{maX(lal - bll! |a2 - bzl) + |aM - le}

ile tanimlanir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).
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Ornek 3.2.9. A ve B ii¢gen bulanik sayilari, A=(1,3,7) ve B=(2,5,9) seklinde verilsin.

Bu iki liggen bulanik say1 arasindaki uzaklik
d(4, B)=§{max(|1 —21,17=9D +13 - 5|}=§ {max(1,2) + 2}—4; (2 +2)=2
bulunur.

Asagida yamuk bulanik sayilara ait tanim ve 6zellikler verilecektir.

Tamm 3.2.18. Bir A yamuk bulanik sayis1

(X~ 4 1
5 U sSx< ag )
a;” —a
M <, e M
m@ =4t Y o
2
D , a4, =x=a
a, —a,
\ 0, aksi takdirde

tiyelik fonksiyonu ile tanimlanir ve A=(a,, agl),agl),az) ile gosterilir. A nin destek

aralig1 [a4, a,] dir (Bozadjiev ve Bozadjiev, 1995).

A yamuk bulanik sayisinin a-seviye aralifi, iiggen bulanik sayilarin a-kesiminin

bulunmasi yontemine benzer bir yaklagimla

Aa=[a§“), ag“)]=[a1 + a(agl) —ay),a; + a(agl) —ay)]

elde edilir. Yamuk bulanik say1 asagida gosterilmistir.

a

Sekil 3.6. Yamuk bulanik say1
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Yamuk bulanik sayida agl)zagl) olursa, yamuk bulanik say1 iliggen bulanik sayiya

€] (D
1

indirgenir. w[a,, agl)]zw[a2 ,a,] ise yamuk bulanik say1 x = %(a + agl)) e gore

simetriktir ve merkezi formdadir.

Ornek 3.2.10. A yamuk bulanik sayisi

x—1
,1<x<3
<x<
paC =40 PEXET
— X

LT, 7<x<9
0, aksi takdirde

olarak verilsin. Buna gore A = (1,3,7,9) seklinde gosterilebilir ve w[1,3]=w[7,9]

oldugundan A, merkezi yamuk bulanik sayidir.

a

W |- mm -2

0 1
Sekil 3.7. A merkezi yamuk bulanik sayis1

Yamuk bulanik sayilarda aritmetik islemler asagida verilmistir.

Tanim 3.2.19. A=(a,, ail), agl), a,) ve B=(by, bil), bél), b,) yamuk bulanik sayilarinin

toplam1
A+ B=(a; + by, a + b, al” + b, a, + by)

ile tanimlanir (Baykal ve Beyan, 2004).
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Ornek 3.2.11. 4=(1,2.4,6) ve B=(-2,0,5,8) yamuk bulanik sayilarinin toplami
A+B=(1,2,4,6)+(-2,0,5,8)=(1-2,2+0,4+5,6+8)=(-1,2,9,14)
bulunur.

Tanim 3.2.20. A=(a,, agl), agl), a,) ve B=(by, bil), bél), b,) yamuk bulanik sayilarinin
farki

A-B =(a;,a®, al?, ay)-(by, b, bV, by)= (a; — by, al” — b, a0l = b®, a, — by)

ile tanimlanir (Baykal ve Beyan, 2004).

Ornek 3.2.12. 4=(1,2,4,6) ve B=(-2,0,5,8) yamuk bulanik sayilarinin farki
A-B=(1,2,4,6)-(-2,0,5,8)=(1-8,2-5,4-0,6-(-2))=(-7,-3,4,8)

bulunur.

Yamuk bulanik sayilarda ¢arpma ve bdlme islemleri, iggen bulanik sayilardaki ¢arpma

ve bolme islemlerine benzer olarak yapilir.

Ucgen ve yamuk bulanik sayilarin disinda; Gaussian, c¢an sekilli, sigmodial, S ve m

seklinde de bulanik sayilar mevcuttur (Baykal ve Beyan, 2004).
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4. KOMPLEKS SAYILAR

Bu béliimde, Balc1 (2008) de yer alan kompleks sayilarla ilgili temel tanimlar verilerek

daha sonra kompleks sayilarda islemler, kutupsal gosterim tanitilacaktir.
4.1. Kompleks Sayilar
Bu alt boliimde, kompleks sayilarla ilgili ¢esitli tanimlar verilecektir.

x?+1=0 seklindeki denklemler gdz oOniine almirsa, bu denklem igin x2=—

yazilabilir. Higbir reel saymnin karesi negatif olamayacagindan x reel sayi olamaz.

Denklemin her iki tarafinin karekoki alinirsa x=v—1 olur. Burada v—1=i denilirse

i2=—1 olur.

Tanmm 4.1.1. a ve b reel sayilar olmak iizere a + ib biciminde yazilabilen sayilara
kompleks sayilar adi verilir. Kompleks sayilar kiimesi C ile gosterilir. Buna gore C =

{a + ib:a, b € R} olacaktir.

Tanimdan da anlagilacagi lizere kompleks sayilar kiimesi C, reel sayilar kiimesi R yi de

kapsayan daha genis bir kiimedir.

Ornek 4.1.1. 1+2i, 3-i, 4, -6i, ii birer kompleks sayidir. Her reel say1 y+0i seklinde

yazilabilecegi i¢in her reel say1 kompleks say1 olarak diisiiniilebilir.
Ornek 4.1.2. i?=—1 oldugundan i3 ve i* kompleks sayilari

3=i% - i=(—1) - i=—i ve i*=i% - i’=(—-1) - (-1)=1
olarak elde edilir. Daha biiylik iisler buna gore bulunabilir.

Tamm 4.1.2. z=a+ib kompleks sayisinda a sayisina kompleks sayinin reel kismi, b

sayisina da sanal (imajiner) kismi1 denir ve
Re(a+ib)=a, Im(a+ib)=b

olarak gosterilir.
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Ornek 4.1.3. Re(4-3i)=4, Im(2+7i)=7, Re(9i)=0, Im(4)=0, Re(10)=10 dur.
z=a+ib kompleks sayisi, sirali (a,b) ikilisi bi¢iminde gosterilebilir.
Ornek 4.1.4. 0 igin (0,0), i i¢in (0,1) ve 1 igin (1,0) yazilabilir.

Tamm 4.1.3. x eksenini reel eksen, y eksenini sanal eksen alarak olusturulan diizleme

kompleks diizlem denir.

Yy
_3 .......... '1+3|
-1+2i@----1 2
2+ @ |
. x
2 1 0 1 2
-- &1
24

Sekil 4.1. Kompleks diizlem ve kompleks sayilar
Tanim 4.1.4. z; = a + ib ve z, = ¢ + id kompleks sayilari i¢in
a+ib=c+idea=cveb=d
ise z; = z, yani kompleks sayilar esittir denir.
Ornek 4.1.5. z;, = a + 1 — 2i ve z, = 3 — bi kompleks sayilar1 esit ise a ve b
a+1=3=a=2ve—-2i=—-bi=>b=2
olarak bulunur.

Tanmm 4.1.5. Z = a — ib kompleks sayisina z = a + ib kompleks sayisinin eslenigi

denir.

Ornek 4.1.6. 3+7i sayisinin eslenigi 3-7i, -2-9i nin eslenigi -2+9i, 3i nin eslenigi -3i dir.
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Sekil 4.2. Kompleks sayimin eslenigi
Tamim 4.1.6. z = a + ib kompleks sayis1 verilsin.
|z|=Va? + b?

pozitif reel sayisina z kompleks sayisinin modiilii veya mutlak degeri denir.

Sekil 4.3. Kompleks sayinin modiilii

Ornek 4.1.7. z = 3 + 4i kompleks say1sinin modiilii bulunursa

|z|=V32 + 42=\/9 + 16=V/25=5

cikar.

Z =a+ibve z = a — ib sayilar1 i¢in

|z| = |z] = v a? + b?
olur. Yani bir kompleks say1 ile esleniginin modiilleri aynidir.

4.2. Kompleks Sayilarla islemler

Bu alt boliimde, kompleks sayilarla ilgili aritmetik islemler verilecektir.
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Tanim 4.2.1. z,=a + ib ve z,=c + id kompleks sayilarinin toplami
z1+z,=(a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d)

ile tanimlidur.

Tanim 4.2.2. z,=a + ib ve z,=c + id kompleks sayilarinin farki
zy—z,=(a+ib)—(c+id)=(a—c)+i(b—d)

ile tanimlidur.

Ornek 4.2.1. z,=8-5i ve z,=-6+i kompleks sayilarinin sirasiyla toplam ve farki

bulunursa

z, + z,=(8-51)+(-6+1)=(8-6)+i(-5+1)=2-4i

Zq — Z=(8-51)-(-6+1)=(8-(-6))+i(-5-1)=14-61
elde edilir.
Tamim 4.2.3. z;=a + ib ve z,=c + id kompleks sayilarinin ¢arpimi
71 " Z,=(a + ib) - (¢ + id)=(ac — bd) + i(ad + bc)
ile tanimhidur.
Ornek 4.2.2. z,=2 — 7i ve z,=5 + 4i olsun. z; ve z, nin ¢arpimi
721 2,=(2—=70)-(5+4i)=2-54+2-4i—7i-5—-7i-4i
=10 + 8i — 35i — 28i*=38—27i

bulunur.

Tanim 4.2.4. z;=a + ib sayisinin z,=c + id sayisina boliimii

zy _a+ib ac+bd  bc—ad

— = = +1
z, c+id c?+d? c?+d?

ile tanimlidir.
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.. 1420
Ornek 4.2.3. 2_I,l bolme isleminin sonucu bulunurken pay ve payda paydanin eslenigi

ile carpilir. Buradan

1+2i (1+2)-+i) 2+i+4i+2i® 5i

===

2—i  (2-D-Q+i) 4+2i-2i—-i2 5

elde edilir.

Teorem 4.2.1. z kompleks sayisinin eslenigi Z olmak iizere agsagidaki esitlikler saglanir.

11 Zq + ZZZZ_]_ + Z_Z
111. Zl . ZZ=Z_1 . Z_Z

V.  Zy 23771 Z

vi.  z-z=|z|?
4.3. Kompleks Sayilarin Kutupsal Bi¢cimi

Bu alt bolimde, kompleks sayilarin kutupsal gosterimine ait tanimlar verilecek ve
kutupsal gosterime iliskin aritmetik islemler ile kompleks sayilarin karekoki

tanitilacaktir.

z=a+ib kompleks sayis1 diizlemde (a,b) ikilisi bi¢ciminde gosterilebiliyordu.
Asagidaki sekle bakilirsa, P(a, b) noktasinin 0(0,0) orijin noktasina olan uzakligma r

denilirse r = |z| = Va? + b? olarak yazilabilir. Bu takdirde r, z nin modiilii olur.

0 Q

Sekil 4.4. Kompleks saymin argiimenti ve kutupsal bi¢imi
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Tanmim 4.3.1. Yukaridaki sekilde [OP 1siminin Ox-ekseni ile yapmis oldugu aginin

Olgiisii 6 olsun. Bu takdirde
b
cos 9=2 ve sin =—
T r

oldugundan buradan
a=rcosf@veb=rsind

yazilabilir. Yani r ve 8 verildiginde (a, b) bulunabilir. Bu yiizden de (r,8) ikilisine

(a, b) noktasiin kutupsal koordinatlar1 denir.

r =va?+ b? oldugundan 1% =a?+ b? yazilabilir ve a=rcosf,b=rsinf
oldugundan
b rsinf sin@

a rcos@ cosb

elde edilir.

Ornek 4.3.1. Kartezyen koordinatlar1 (3v2,3v2) olan noktanm kutupsal koordinatlar:

bulunursa
r?=(3v2)% + (3v/2)?=18 + 18=36 = r = 6

3V2 _
3VZ

b
tanf =—= 126==
a 4

elde edilir. O halde (3v2,3v/2) noktasmin kutupsal koordinatlar1 (6, %) diir.
Tanim 4.3.2. z = a + ib kompleks sayis1 i¢in a = r cos 8, b = r sin 6 oldugundan

z=a+ib=rcosf+ irsinf =r(cosf + isinB)= z=r(cosf + isinf)
yazilisina z kompleks sayisinin kutupsal (trigonometrik) yazilist denir.

e®=cos @+ isinf
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olarak yazilirsa z kompleks sayisi kisaca z = re'® bigiminde gosterilir.
r(cos 8 + isin @) kompleks sayist ile

r[cos(6 + 2km) + isin(6 + 2kn)], k € Z
sayilarinin ayni say1 olduklari agikardir.

Tanmim 4.3.3. z=r(cos 6 + isin ) esitligindeki r sayisina z nin modiili, 6 Ol¢iisiine de

Z nin arglimenti denir ve arg(z) ile gosterilir.
Ornek 4.3.2. z=—2 + 2+/3i kompleks sayis1 kutupsal bigimde yazilirsa

r?=(-2)*+ (2V3)’ =4+12=16=>r=14

b
tanezzzﬁz—\/g

-2

3
elde edilir. Buradan §< 6<m veya 7n< 6<2m olur. z, (—2,2+/3) noktasinda yani ikinci

bolgede oldugundan §< O0<m dir. Buradan
21
tan f=—+/3 = 02?
bulunur. O halde z nin kutupsal yazimi
.2TC
z=r(cos O + isinB)=4(cos 2?” + i sin Z?n)=4e‘?
olarak bulunur.
Kompleks sayilarin kutupsal bigimine ait islem tanimlar1 asagida verilmistir.
Tanim 4.3.4. z;=r;(cos 6; + isin6;) ve z,=r,(cos 8, + isin ;) sayilarinin toplami
zZy + z,=(r, cos 0; + 1, cos 0,) + i(ry sin@; + 1, sin 6,)

ile tanimlanir.
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Tanmim 4.3.5. z;=r;(cos 6; + isin6;) ve z,=r,(cos 8, + isinf,) sayilarinin farki
Zy — Zy=(r; cos 0; — 1, cos 0,) + i(ry sin@; — r, sin6,)
ile tanimlanir.

Ornek 4.3.3. z;=2(cos 75 + isin 75) ve z,=2(cos 15 + i sin 15) sayilar1 verilsin. z,

ve Z, nin sirastyla toplami ve farki bulunursa

7y + z,=2[(cos 75 + cos 15) + i(sin 75 + sin 15)]

75+15 75-15 . 75+15 75-15
' * COS

=2(2 - cos cos — +i-2-sin

=4 -cos45-cos30 + 4i -sin45 - cos 30

=4-—2-£+4i.g-§=\/€+\/3i=\/5(1+i)ve

2 2
Zy — Z3=2[(cos 75 — cos 15) + i(sin 75 — sin 15)]

75+15 . 75-15 . 75+15 . 75-15
. > +i-2-cos S sin— )

=2(—2 - sin

=2(—2-sin45 - sin 30 + 2i - cos 45 - sin 30)

=_4l_2l
2

2+ V2i=V2(~1 + i)

2

NS

+4i-

N | =

elde edilir.
Tanim 4.3.6. z,=r;(cos 6; + isin6;) ve z,=1,(cos O, + isin6,) sayilarinin ¢carpimi
Z1 " Zp=r1(cos 01 + isin ;) - r,(cos O, + isinb,)
=ry1,[cos(8, + 0,) + isin(8; + 0,)]=ryr,e®1+62)

ile tanimlanir.
Carpma islemine gore
|z, - z,|=124| - | 22| ve Arg(z, - z;) = Argz, + Argz,

esitlikleri yazilabilir.
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Ornek 4.3.4. lex/g(cos§+ ising) ve ZZZ\/E(COS%-I- isin%) olsun. z; ve z, nin

carpimi
z; * ;=6 - V2[cos (g + %) +1i sin(g + %)]=2\/§(c051—72r +i sinZ—Z)
bulunur.

Tanim 4.3.7. z=r(cos 8 + isin 8) kompleks sayisinin 1 den biiyiik kuvvetleri sirasiyla

bulunursa n. kuvveti i¢in
(cos 8 + isinB)"*=cosnb + i sinnd

elde edilir. Bu bagintiya De Moivre Formiilii denir ve (e®)"=e™® biciminde ifade

edilir.
Ornek 4.3.5. z=1 + i olsun. z°° bulunursa

r’=12+1%=1+1=2>r=|z| =2

Z=\/§(g + g i)=\/§(cos% + isin %)

oldugundan

z6°=(\/§)60 (cos 60 - % + isin 60 - %)=23°(cos 157 + i sin 157)=23%(cos 7 + i sin )
=230(—1 + i - 0)
— _30

olarak bulunur.

Tanim 4.3.8. z;=r;(cos 6; + isin6;) in z,=r,(cos 8, + isin ;) sayisina bolimii

01+ isin6
zy_1y(cosfi+isingy) ry ‘[cos(8; — 8,) + i sin(6; — 6,)]

Zy T(cosB,+isinfy) 1,

ile tanimlanir.
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Bolme isleminden

|Z1|

|Zz|

Z1
Z2

Arg(—) Arg(z,) — Arg(z2)

esitlikleri yazilabilir.

- 2T , . 2T 51 . .. 5T .
Ornek 4.3.6. Z1=9(COS?+ lSlIl?) ve zz=3(cosE+ LsmE) olsun. z; in z, ye

boliimii

zy_ 9(cos—+zsm—) 9 an
‘[c s(

. . 2T 5T\, T, T
. ) + lSlIl(? - E)]—S(cos , tisin 4)

Z2 3(cos—+151n—) 3

=3 (? +1i _) _£+£
olarak bulunur.

Tamim 4.3.9. z=r(cos 8 + isinf) ve w=\/7(cos§ + isin g), 0< % < 1 olsun.
W2=(\/7)2(cos§ + isin §)2=r(c052 -g + isin2 -§)= r(cos + isinf)=z
oldugundan w kompleks sayis1 z nin karekokiidiir.
W=\/F(cos§ + i sin g)
sayisina z nin esas karekokii denir.

Ornek 4.3.7. z = 2 — 2+/3i sayisinin esas karekokii

V2 = 2V3i= ’4(% - ?i)=\/4(coss?ﬂ + isins?n)=2(coss?n + isin%ﬂ)=2(—§ +i -%)

=—/3 +i dir.

Tanim 4.3.9. da w?= z oldugundan ve (—w)?= z yazilabileceginden
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—\/?(cos%+ising) de w?=2z denkleminin bir kokiidiir. Bu takdirde w?=z

denkleminin kokleri
0 . .. 0 0 . .. 06
W1=\/7(cos; +isin>) ve W2=—\/7(c055 +isin>)
kompleks sayilaridir.

Tamm 4.3.10. z sifirdan farkli bir kompleks say1, 8 da z nin esas argiimenti (0< 6<2m)
ise w™ = z=r(cos 6 + isin®) denkleminin kokleri
0+2km

2 . . O+2km
+ 1 sin
n n

1
Wi+1=|2[7(cos ), k=012,..,n—1
ile tanimlanir.

Ornek 4.3.8. z=27i kompleks sayisinin kiipkokleri bulunursa

2=27i=27(0 + i - 1)=27(cos > + isin?)

oldugundan
w1=?i/ﬁ(cos% + isin %)=3(§ +i- %)=3—\2/§ + %i
w,=3(cos §+32n +1 sin§+32n)=3(c055?” + isin 5%):3(—7\/5 +i- %):_ 32—\/5 + Zi
ws=3(cos §+34n + isin §+34n)=3(c053?” + isin 3?7T)=E’>(O +i-(—1))=-3i
elde edilir.
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5. KOMPLEKS BULANIK KUMELER

Tezin orijinal kismi1 olan bu béliimde, ilk olarak kompleks bulanik kiimelerin 6nceden
Moses ve ark. (1999a) ve Ramot ve ark. (2002) tarafindan tanimlanmis iki farkl
tanimina yer verdikten sonra kompleks bulanik kiimelerin bizim yaklagimimizla yeni bir

tanimin1 verip, temel 6zelliklerini inceleyecegiz.
5.1. Kompleks Bulanik Kiimeler ve Ozellikleri

Bu alt boliimde, Moses ve ark. (1999a) tarafindan tanimlanan kompleks bulanik kiime

ve kiime islemleri verilecektir.

Bir kompleks bulanik kiime, iki bulanik kiime ve bir temsil gostergesinden olusturulur.
Kompleks iiyelik derecesi gosterimleri, kartezyen ve kutupsaldir. Kartezyen gosterimde,

iki bulanik kiime sirasiyla reel ve sanal eksenler {izerinde tanimlanir.

C kompleks sayilar kiimesi, R reel sayilar kiimesi, z kompleks say1, Z; g ile verilen
gosterimdeki kompleks bulanik kiime, Z. kartezyen gosterimdeki kompleks bulanik
kiime ve Z, kutupsal gosterimdeki kompleks bulanik kiime olmak iizere asagida

kompleks bulanik kiimelere iliskin tanimlar verilmistir.

Tamm 5.1.1. Kompleks bulanik kiime (X,Y), bulamk kiime ¢iftinden olugsmak tizere
Zys:C—-[0,1] X [0,1], g gosterimi ile verilen kompleks bolge iizerinde kompleks
bulanik kiime olarak tanimlanir. z = (x,y),, Z; kompleks bulanik kiimesine ait olmak
tizere (X(x),Y(y))y, kompleks iiyelik derecesi olarak adlandirilir (Moses ve ark.,
1999a).

Tanim 5.1.2. Her z € C i¢in x = Re(z) ve y = Im(z), kartezyen kompleks {iiyelik
derecesi olarak adlandirilan (A(x),B(y)). kompleks iiyelik derecesine sahip olacak
sekilde Z,, iki A(x) ve B(y) bulanik kiimesinden olusan kartezyen kompleks bulanik

kiime olarak tanimlanir (Moses ve ark., 1999a).

Kartezyen kompleks bulanik kiime Z. = A(x) + jB(y) ya da basit¢e Z. = A + jB

olarak yazilir.
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Tamm 5.1.3. Her z € C igin r = |z| ve 8 = Arg(z), kutupsal kompleks iiyelik derecesi
olarak adlandirilan (R(r), Q(6)), kompleks iiyelik derecesine sahip olacak sekilde Z,,,
iki R(r) ve Q(6) bulanik kiimesinden olusan kutupsal kompleks bulanik kiime olarak

tanimlanir (Moses ve ark., 1999a).

Kutupsal kompleks bulanik kiime Z, = R(r)-e/%® ya da basitge Z, = R - e/0©

olarak yazilir.
Genel durum i¢in kompleks iiyelik fonksiyonu asagidaki sekildedir.
tz,9(2) = (ux (), ty (V) g
Kartezyen ve kutupsal iiyelik fonksiyonlar sirasiyla
pz,c(z) = pa(x) +Jj pp(y)
ve
.Uz,p(Z) = pg(r) - e/#e(®)
olarak yazilabilir.

Tamm 5.14. Z; = (X,Y)4 nin g gosterimi altinda bir kompleks bulanik sayr olmasi

icin gerek ve yeter sart X ve Y nin bulanik say1 olmasidir (Moses ve ark., 1999a).

Tanim 5.1.4. te ifade edildigi lizere, kompleks bulanik kiimeler i¢in kompleks bulanik

say1 olma kosullari, adi bulanik kiimelerin bulanik say1 olma kosullar1 ile aynidir.
Asagida kompleks bulanik kiimelerde kiime islemlerine ait tanim verilecektir.

Tamm S5.1.5. Z, ;, ve Z,, swrasiyla (Xy,Y1)y ve (X3,Yz)4 genel gosterimiyle iki

kompleks bulanik kiime olsun.

1. Z_l,g = (Xli Yl)g
2. Zl,g V) Zz'g = (Xl V) Xz, Yl U Yz)g
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3. ZygNZyg=(X1NX3Y;,NY;)e (Moses ve ark., 1999a).

5.2. Kompleks Bulanik Kiimeler ve Ozellikleri

Bu alt bélimde, Ramot ve ark. (2002) tarafindan tanimlanan kompleks bulanik kiime

tanimi ve kiime iglemleri verilecektir.

Tamm 5.2.1. U evrensel kiimesinde tanimli bir S kompleks bulanik kiimesi, S de
herhangi bir x €U ya kompleks-degerli bir liyelik derecesi atanmasiyla ug(x) tyelik

fonksiyonu ile karakterize edilir. ug(x) degeri, kompleks diizlemde birim ¢ember i¢inde

her durumu alabilir ve j=v—1, r5(x) ve wg(x) in her ikisi de reel degerli ve
15(x) € [0,1] olmak iizere ug(x)=15(x) - /Ws®

seklindedir. Burada r¢(x) genlik terimi, wg(x) faz terimi olarak adlandirilir ve S

kompleks bulanik kiimesi

S={(x, us(x)) | x €U}

siral1 ikililerinin kiimesi olarak gosterilebilir (Ramot ve ark., 2002).

Sekil 5.1. Kompleks bulanik kiime (Dick, 2005)
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Tanim 5.2.1. deki gdsterimde kompleks sayilardaki kutupsal gosterim kullanilir. Uyelik
derecesinin genlik kismi olan 75(x), bulanik bir kiime ve iiyelik derecesinin faz kismini

temsil eden wg(x), bir reel sayidir (Tamir ve ark., 2011).

Kompleks sayilara gore, genlik terimi modiile ve faz terimi argiimente karsilik gelir

(Anonim, 2016).

Us(x) in araligt [0,1] e simirlanmaz fakat kompleks diizlemde birim c¢embere
genisletilir. Bu yiizden de ug(x), kompleks degerli bir fonksiyondur. r5(x) genlik terimi
lug(x)] e yani ug(x) in genisligine esittir.

Kuantum mekaniginde dalga fonksiyonu, kompleks genlik ve elektrik miihendisliginde
i¢ direng vb. seklinde bircok fiziksel miktar kompleks degerlidir (Nguyen ve ark.,
2000).

Kompleks bulanik tiyelik derecesinin mutlak degeri, kompleks degerli iiyelik derecesi

ve esleniginin ¢arpiminin karekdkiinden elde edilir. Yani

s () |=y/ 15 (x)e/Ws® - 15 (x)e~IWs)=|rg(x)| (Tamir ve ark., 2011).

Kompleks bulanik kiimelerin, adi bulanik kiimelerin genellestirmeleri olmasi; herhangi
bir adi bulanik kiimenin kompleks bulanik kiime cinsinden gosterilmesi ile miimkiindiir.
S adi bulanik kiimesinin Ag(x) reel degerli lyelik fonksiyonu ile tanimlandigi
varsayilsin. Bu takdirde tiim x ler igin r¢(x) genlik terimi Ag(x) e esit ve faz terimi
sifira esit olarak ayarlanirsa S, kompleks bulanik kiimeye kolayca doniistiiriilebilir.
Buradan genlik teriminin adi reel-degerli liyelik derecesine denk oldugu goriiliir. Yani
ws(x), S nin destegindeki tiim elemanlar i¢in sifira esitse faz terimi gereksizdir ve S,
reel-degerli tiyelik fonksiyonu ile adi bir bulanik kiimedir. Genlik terimi degerinin izaha,

kompleks bulanik kiimelerin tiim uygulamalari i¢in aynidir.

ws(x) in mutlak degeri genellikle, bir uygulamadan digerine degisebilen birtakim keyfi
referansa gore belirlenir. Yani m yiiksek, 0 diisiikk tiyelik faz1 degeri olarak

diisiiniilemez.
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Yukarida ifade edilen wg(x) in yerine, Onemli parametre baskin olarak, S nin
destegindeki x ve diger elemanlar arasindaki goreli fazdir. Bu, kompleks bulanik

kiimelerdeki tiim uygulamalar i¢in ayni1 kalan goreli fazin izahidir.

Asagida kompleks bulanik kiimelerde tiimleyen, birlesim ve kesisim islemleri ile

dondiirme ve yansima islemleri verilecektir.

Kompleks bulanik tiimleyen kiime islemi, dogrudan kompleks {iyelik derecelerine

uygulanamaz, tiyelik derecelerinin genligine uygulanabilir.

Tanim 5.2.2. U evrensel kiimesindeki bir S kompleks bulanik kiimesinin tiimleyeni S

olmak tizere kompleks bulanik tiimleyen tiyelik fonksiyonu
Hs(6) = rs(x) - s
ile gosterilir. Burada rs(x) = 1 — rg(x) dir ve ws(x),

L ws(x) = we(x)
i, ws(x) =21 — ws(x) = —wg(x)

iii.  wg(x) in 7 radyan dondiiriilmesiyle wg(x) = wg(x) +
yontemlerinden biriyle hesaplanir (Ramot ve ark., 2002).

Tanim 5.2.2. de, ¢alisilan Ornege gore hangi yontemin uygulanacagi belirsiz
oldugundan, asagida kompleks-degerli tiyelik fonksiyonlarmin sirf genlik terimlerine

uygulanan kompleks bulanik tiimleyen tanimi verilmistir.

Tanim 5.2.3. S, U evrensel kiimesinde bir kompleks bulanik kiime ve pg(x), x in S deki
kompleks iiyelik derecesi olsun. c(S), c¢ tipinde S nin kompleks bulanik tiimleyenini

gostersin ve U daki tiim x lere bir c(ug(x)) degeri atayan
c:{ala €C lal| <1} - {b|b €C,|b| < 1}

fonksiyonu ile tanimlansin. ¢ kompleks bulanik tiimleyen fonksiyonu en azindan

asagidaki aksiyomatik gerektirmeleri saglamalidir:
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e Aksiyom 1 (Genlik Sinir Durumlar):
la|=0 = |c(a)|=1 ve |a|=1 = |c(a)|=0
e Aksiyom 2 (Genlik Monotonlugu):
Va,b € C, |al,|b| € [0,1] olmak iizere |a| < |b| ise bu takdirde |c(a)| = |c(b)]
dir.

Ek olarak, bazi durumlarda ¢ nin ayn1 zamanda asagidaki gerektirmeleri saglamasi

istenir:
e Aksiyom 3 (Siireklilik): c, siirekli bir fonksiyondur.
e Aksiyom 4 (Ige Kivrilmislik):
Va € C, |a| € [0,1] olmak tizere c(c(a))=a
dir (Ramot ve ark., 2002).

Ornek 5.2.1. U evrensel kiimesinde taniml1 4 kompleks bulanik kiimesi

. T , T , T
A={(x,0.5- €73),(y,0.7- €/ ) (2,1- €/ 2)}

olarak verilsin. wz(x) i bulmak i¢in Tanim 5.2.2. de ii kullanilirsa

, 51 T

A={(x,0.5" €’ 3),(y,0.3: & 7),(2,0 & 7)}

, 51 T

A={(x,0.5' €’ 3),(y,03- &/ 7),(2,0)}
bulunur.

Tamim 5.2.4. A ve B kompleks bulanik kiimeleri,
a(x)=1y(x) - /WA

up(x)=rg(x) - e Jwe(x)
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tiyelik fonksiyonlariyla verilsin. A ve B nin kompleks bulanik birlesimi A U B,

Haup (X)=[14 (%) Dry (x)] . e/WauB(®)

tiyelik fonksiyonu ile tanimhidir. Burada @, bulanik birlesim fonksiyonunu ifade eder

(Ramot ve ark., 2002).

Kompleks-degerli bir iiyelik derecesinin genlik terimi, adi reel degerli iiyelik derecesine
denk oldugundan adi birlesim fonksiyonlari, kompleks tiyelik derecelerinin sadece

genlik terimlerine dogrudan uygulanabilir. Bu yilizden de asagidaki tanim verilmistir.

Tanmm 5.2.5. A ve B, py(x) ve ug(x) kompleks-degerli iiyelik fonksiyonlariyla U
tizerinde iki kompleks bulanik kiime olsun. A ve B nin kompleks bulanik birlesimi A U

B,
u:{ala €C lal <1}x{blb€C,|b| <1} ->{d|d €C,|d| <1}
fonksiyonu ile tanimlanir. u,

(s (x), up (x))= ayp (x)

ile U daki tiim x lere kompleks bir deger atar. Kompleks bulanik birlesim fonksiyonu u,
herhangi bir a,b,c,d € {x|x € C,|x|] <1} i¢in en azindan asagidaki aksiyomatik

gerektirmeleri saglamalidir:
e Aksiyom 1 (Sinir Durumlari): u(a,0) = a
e Aksiyom 2 (Monotonluk):
|b| < d| = |u(a, b)| < |u(a, d)|
e Aksiyom 3 (Degismelilik): u(a, b) = u(b, a)
o Aksiyom 4 (Birlesmelilik): u(a, u(b,d)) = u(u(a, b), d)

Bazi durumlarda, u nun asagidaki gerektirmeleri saglamasi da istenebilir:
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e Aksiyom 5 (Siireklilik): u, siirekli bir fonksiyondur.
e Aksiyom 6 (Ust-esgiicliiliik): |u(a, a)| > |al
e Aksiyom 7 (Tam Monotonluk):
la] < |c| ve |b| < |d| = |u(a, b)| < |u(c,d)|

Yukaridaki aksiyomatik gerektirmeleri saglayan 14,5 yi belirlemek icin kullanilan
uygun bir fonksiyonla birlesik, wy,,p hesaplamasi i¢in birka¢ olasilik asagida

verilmistir:
1. Toplam: wy + wg
2. Maksimum: max(wy, wg)
3. Minimum: min(wy, wg)

Wy, T3 > Tp

4. Kazanan her seyi alir: {WB' Tp > Ty

Ek olarak, asagida verilen fonksiyonlar da sezgisel olarak kabul edilebilir olasiliktadir
ama degismelilik ve/ veya birlesmelilik aksiyomatik gerektirmelerini saglamazlar.

1. Agirlikli Ortalama: TAWAtTTBWB
Tra +rB

Wwpa+wp

2. Ortalama:
3. Fark: wy, — wg (Ramot ve ark., 2002).
Ornek 5.2.2. U evrensel kiimesinde tanimli 4 ve B kompleks bulanik kiimeleri,
i . T T
A={(x,0.5- €73),(y,0.7- €/ 9),(2,1- €/ 2)}
; 3T . T .
B={(x,1" &’ 4),(y.0.6: €),(z0.1- &/'1)}
seklinde verilsin.
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T4up Y1 hesaplamak ic¢in adi bulanik kiimelerdeki birlesim fonksiyonu ve w,, g yi

hesaplamak i¢in ise Tanim 5.2.5. te 4 kullanilirsa

. 31T LT LT
AUB={(x,1- €7 4),(y,0.7- €/'3),(z, 1- €/ '2)}
bulunur.

Tanmim 5.2.6. A ve B, uyu(x) ve ug(x) kompleks-degerli iiyelik fonksiyonlariyla U
tizerinde iki kompleks bulanik kiime olsun. A ve B nin kompleks bulanik kesisimi A N

B ile gosterilir ve
i:{alae€C,|al < 1}x{b|b € C, |b| <1} > {d|d €C |d| <1}
fonksiyonu ile tanimlanir. i,

i(pa(x), up (%)= tanp (x)

ile U daki tim x lere kompleks bir deger atar. i, herhangi bir a,b,c,d €

{x|x € C, |x| < 1} igin en azindan asagidaki aksiyomatik gerektirmeleri saglamalidir:
e Aksiyom 1 (Sinir Durumlar): Eger |b|=1 ise |i(a, b)| = a
e Aksiyom 2 (Monotonluk):
|b| < |d| = li(a, b)| < li(a, d)
e Aksiyom 3 (Degismelilik): i(a, b) = i(b,a)
o Aksiyom 4 (Birlesmelilik): i(a, i(b,d)) = i(i(a, b), d)
Bazi durumlarda, i nin asagidaki gerektirmeleri saglamasi da istenebilir:
e Aksiyom 5 (Siireklilik): i, stirekli bir fonksiyondur.

e Aksiyom 6 (Alt-esgiigliliik): |i(a, a)| < |a|
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e Aksiyom 7 (Tam Monotonluk):
lal < [c| ve [b] < |d| = |i(a,b)| < |i(c, d)l
(Ramot ve ark., 2002).
Tamm 5.2.7. A ve B kompleks bulanik kiimeleri,
pa(x)=1y(x) - /¥4
up (x)=rp(x) - /5™
tiyelik fonksiyonlariyla verilsin. A ve B nin kompleks bulanik kesisimi A N B,
tang (X)=[ra(x)®rp(x)] - e/¥anE™)

tiyelik fonksiyonu ile verilir. Burada &, bulanik kesisim fonksiyonunu ifade eder

(Ramot ve ark., 2002).

Yukaridaki tanimda yer alan wy,g, Tanim 5.2.5. teki kompleks bulanik birlesimde

yapilan islemlerden uygun olani ile bulunabilir.

Ornek 5.2.3. Ornek 5.2.1. deki 4 ve B kompleks bulanik kiimeleri dikkate alinirsa, 7,405
yi hesaplamak i¢in adi bulanik kiimelerdeki kesisim fonksiyonu ve w,,p yi hesaplamak

i¢in ise Tanim 5.2.5. te 3 (minimum) kullanilirsa

. TT T '
ANB={(x,0.5- €’'3),(y,0.6: €/'5),(z, 0.1 &/’ 1)}
elde edilir.

Tamm 5.2.8. A ve B kompleks bulanik kiimelerinin iiyelik fonksiyonlar: sirastyla

pa(x) ve ug(x) olmak iizere kompleks bulanik kiimeler icin De Morgan ilkeleri,
¢(pa(x)®pp (x))=c(pa(x))® c(up(x))

¢(pa(x)®pp (x))=c(1ta(x))® c(up(x))

ile tanimlidir.
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Burada ¢ kompleks bulanik tiimleyen fonksiyonunu, @ ve ® ise sirasiyla bulanik

birlesim ve kesisim fonksiyonlarini ifade eder (Ramot ve ark., 2002).

Dondiirme (rotasyon) ve yansima kiime teorik islemleri, kompleks-degerli iiyelik
fonksiyonlarinin faz bileseninin calistirilmasina olanak verecek sekilde tasarlanmistir.
Bir kompleks bulanik kiime iizerinde bu islemlerin etkisi, kiimenin elemanlarinin tiyelik

fazina kisitlanmastir.
Tamm 5.2.9. S, U {izerinde bir kompleks bulanik kiime ve
ps(x)=r5(x) - e/"s)
x in S deki iiyelik derecesi olsun. S nin 6 radyan (saat yoniiniin tersinde) dondiiriilmesi
Rotg(us(x))=15(x) - e/ (Ws(x)+6)
olarak tanimlanir (Ramot ve ark., 2002).

Boylece eger x, S de wg(x) = a iiyelik fazina sahipse bu takdirde x in Rotg(S) deki

tiyelik fazi wgor,(s) (x) = a + 0 ile verilir.
Tamm 5.2.10. S, U tizerinde bir kompleks bulanik kiime ve
ps (x)=r3(x) - e/ ")
x in S ye iiyeliginin derecesi olsun. S nin yansimast
Ref (us(x))=7s(x) - e /s
olarak tanimlidir (Ramot ve ark., 2002).

Buna gore eger x, S de wg(x) = a tyelik fazina sahipse bu takdirde x in Ref(S) deki
tiyelik faz1 wgef(sy (x) = —a ile verilir. Yansima islemi, kompleks diizlemde reel eksen

etrafinda pg(x) in yansimasidir.
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5.3. Bolgesel Kompleks Bulanik Kiimeler ve Ozellikleri

Bu alt boliimde, kompleks bulanik kiimelerin bolgelere goére yeni bir tanimi ve bu

tanima gore kesisim, birlesim ve tiimleyen kiime islemleri verilecektir.

Tanmm 5.3.1. U, birim (trigonometrik) ¢ember i¢indeki bolgelere yayilmis nesnelerin

kiimesi olsun. Buna gore U iizerinde bir A bolgesel kompleks bulanik kiimesi
A={(xdy(x)-e'*®), x € U}

seklinde tanimlidir. A bolgesel kompleks bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu g, (x)

olmak tizere
pa(x) = dy(x) - e'a®
olarak yazilabilir.

Burada Vx € U igin d4(x) € [0,1] degeri x elemanimin U nun merkezine gore uzaklik
derecesi, ay(x) € [0,2rr] ise kompleks diizlemde x elemaninin bulundugu noktanin
orijinle olusturdugu 1s1n dikkate alinirsa, x ekseninin bu 1sinla yaptig1r pozitif yonli
acinin Olclsidiir. a,(x) acisi, x in konumuna goére trigonometrideki birinci, ikinci,

ticlincii ve dordiincii bolgeler olan

(03)-G) (+7) (7 2n)

dikkate alinarak yazilir ve béylece x elemaninin bolgesi bulunur.

Bolgesel kompleks bulanik kiime sekli asagida verilmistir.
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Sekil 5.2. Bolgesel kompleks bulanik kiime

Ornek 5.3.1.

SMES
<

3w

Py

<

Sekil 5.3. 4 bolgesel kompleks bulanik kiimesi
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Sekil 5.3. de verilen 4 bdlgesel kompleks bulanik kiimesi

A={(x1, 0.5*), (x5, 0.3€"150), (x5, 0.7€"19%), (x,, 1€"305)

iz i 5r =i ;1
:{(xla 0.5e '4)5 (x25 0.3e" 6 )7 (X3, 0.7¢ " 12 )7 (x4-7 le " 36 )}

seklinde yazilir.

Asagida bolgesel kompleks bulanik kiimelere ait kesisim, birlesim ve tiimleyen

tanimlar1 verilecektir.
Tamim 5.3.2. 4 ve B bolgesel kompleks bulanik kiimeleri
A={(xdy(x)-e'*®), x € U}
B = {(x,dz(x) - €'%8™), x € U}
olarak verilsin. 4 ve B nin kesisimi
AN B={(x, fanp (1)), x € U}={(x, dgp (x) - %42®), x € U}
olarak tanimlanir. Burada
danp (x)=min(d4 (x), dg(x)) ve anp(x)=min(a,(x), ag(x))
seklindedir.

Tamim 5.3.3. 4 ve B bolgesel kompleks bulanik kiimeleri
A={(xdy(x)-e'*®), x € U}
B = {(x,dz(x) - €'48™), x € U}
olarak verilsin. 4 ve B nin birlesimi
AU B={(x, ftaup (0)), X € UY={(x, daus (x) - €/945®), x € U}

olarak tanimlanir.
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Burada
daug (x)=max(d(x), dg(x)) ve asyp(x)=max(as(x), ag(x))
seklindedir.
Tamm 5.3.4. 4 bolgesel kompleks bulanik kiimesi
A= {(x, dy(x) - eiaA(x)), x € U}
olarak verilsin. 4 bolgesel kompleks bulanik kiimesinin tiimleyeni A ile gosterilir ve
A={(x, 15 (). x € U}=((x,d; (x) - €94 @), x € U}
olarak tanimlanir. Burada
di (x)=1 —d,(x) ve agz (x)=2m — ay(x)
seklindedir.

Ornek 5.3.2. 4 ve B bolgesel kompleks bulanik kiimeleri

21'[ 57‘[ 167‘[

A= {(x1,02e 6) (x2,058 3), (x3,088 4), (x4, le" s 9 )}

57'[ 1171.' . 5T

B={(x1. 0.9¢"5), (1, 07", (x5, 045 ). (x4, 0,167}

seklinde verilsin. Sirasiyla 4 ve B nin kesisimi, birlesimi ile 4 nin tiimleyeni

27'[ 117‘[ , 5T

AN B={(x,,0.2¢" e) (x5,0.5€"3), (x5, 0.4€"79 ), (x,,0.1€"3 )}

571' 51'[ 167‘[

AU B= {(x1709e 3) (x2707e 6) (X3,086 4) (X4_,le o )}

. 111 4- 271'

A={(x;,0.8¢"76 ), (x,,0.5e"3), (x3,02€ 4) (x4,0."79))

117'L' 371'

Az{(xla 088 6 ) (x29 0 Se 3 ) (X3, 0 2e 4 ) (X4, 0)}
olarak bulunur.
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6. UYGULAMA
Bu boliimde, bolgesel kompleks bulanik kiimelerin bir uygulamasi verilecektir.
6.1. Bolgesel Kompleks Bulanik Kiimelerin Bir Uygulamasi

Ornek 6.1.1. Nadir ve Sadiye diigiin hazirliginda olan ve kiralik ev arayan bir ¢ifttir.
Nadir bir kamu kurumunda memur olarak gorev yaparken, Sadiye 6zel sektdrde bir
magazada satis personeli olarak ¢aligmaktadir. Nadir ve Sadiye’nin sectikleri eve gore
en uzak mesafe koyleridir. Bulunduklar ilde Nadir karsiyaka tarafinda bir ev secerken,

Sadiye cars1 tarafinda bir ev se¢gmistir.

Nadir’in segtigi evin koyline uzakligi 24 km, sanayiye uzakligi 21,6 km, hastaneye
uzakligr 16,8 km, carsiya uzakligi 12 km, igyerine uzakligi 7,2 km, AVM ye uzaklig1
4,8 km ve anne-babasinin evine uzakligi 2,4 km dir. Nadir’in ev se¢imindeki kriterleri

oncelik sirasina gore aile, isyeri, AVM, carsi, kdy, sanayi ve hastaneye yakin olma

seklindedir. Nadir, mesafeleri asagidaki Tablo 6.1. de gosterildigi gibi
degerlendirmektedir.
Tablo 6.1. Nadir’e gore eve olan uzakliklar, dereceleri ve 6ncelik sirasi
Uzaklik
Degerlendirme COk
g En fazla Fazla Orta Az Cok Az | EnAz
Fazla
. .. . . . Anne-
Kriterler Koy Sanayi | Hastane Cars1 Isyeri AVM baba ev
Uzaklik | = 0.9 0.7 0.5 0.3 0.2 0.1
Derecesi
Oncelik 5 6 7 4 2 3 1
Sirasi
Konum | Kuzeybati | Kuzeybati | Giineydogu | Giineybati | Giineybati | Kuzeybati | Kuzeydogu
Evin
hizasina
et | 12y3 | 108 2V3 | 36 | 12|
1Sa 5 5
mesafe
(km)
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Sekil 6.1. Nadir’in sectigi evin konumu

Nadir’in sectigi eve gore olusturulan bolgesel kompleks bulanik kiimeye N kiimesi
denilirse N kiimesi

iZ i | 3r L 2T
N :{(xla 0.1e .6)7 (x25 0.3e"s )5 (x37 0.2e "4 )7 (X4, 0.5e "4 )5 (x57 le s )7 (x65

, 5T , 5T

0.9e"6), (x,,0.7¢"3)}
olarak yazilir.

Sadiye, mesai disinda KPSS kursuna gitmekte ve {niversitede yiiksek lisans
yapmaktadir. Sadiye’nin sectigi evin kdyline uzakliglr 36 km, liniversiteye uzaklig 28,8
km, hastaneye uzakligr 21,6 km, AVM ye uzakligi 18 km, anne-babasinin evine
uzakligt 9 km, KPSS kursuna uzaklhigi 7,2 km ve isyerine uzakhigi 1,8 km dir.
Sadiye’nin ev secimindeki kriterleri oncelik sirasina gore isyeri, KPSS kursu, aile,
tiniversite, koy, hastane ve AVM seklindedir. Sadiye, mesafeleri asagidaki Tablo 6.2. de
gosterildigi gibi degerlendirmektedir.
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Tablo 6.2. Sadiye’ye gore eve olan uzakliklar, dereceleri ve dncelik sirasi

Uzaklik
o En Cok
Degerlendirme
g fazla Fazla Fazla Orta Az Cok Az En Az
) .. . ) Anne- KPSS . )
Kriterler Koy | Universite | Hastane | AVM babaev | Kursu Isyeri
Uzaklik 1 0.8 0.6 0.5 0.25 0.2 0.05
Derecesi
Oncelik 5 4 6 7 3 2 1
Sirasi
Kuzey Kuzey Giliney Giliney Giliney . o
Konum dogu Kuzeybati dogu batr bats dogu Giineydogu
Evin
hizasina
Bt | 1gvz | 144 108 | oyz | V3 3.6 93
1Sa 2 10
mesafe
(km)
y
T
2

3w

>

<

Sekil 6.2. Sadiye’nin sectigi evin konumu
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Sadiye’nin segtigi eve gore olusturulan bolgesel kompleks bulanik kiimeye S kiimesi
denilirse S kiimesi

i5_” ill_” l'4'_” i5_” i
S ={(x15 0058 '3 )a (x29 028 -6 )a (X3, 0258 '3 )a (X4, 088 6 )a (x59 le .4)9 (x65

iz i2r
0.6e7¢), (x,,0.5e " 4)}

olarak yazilir.

Nadir ve Sadiye ortak karar alacagindan, belirledikleri kriterlere gore segtikleri evlerin

kesigimi alinirsa

, 7T , 5T .

. TT . 3T T
NNS :{(xla Ooselg)a (x27 Ozel?)a (X3, 02617)7 (x4-7 Osel?)a (x55 lel'Z)’ (x65
iz ;5™
0.6e7¢), (x;,0.5e " +)}

bulunur.

N N S nin sekli de N ve S nin sekline benzer olarak ¢izilebilir.
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7. SONUC

Bu tez ¢alismasinda, 6nce klasik ve bulanik kiimeler, aralik aritmetigi ve bulanik sayilar
daha sonra kompleks sayilar, Moses ve ark. (1999a) ve Ramot ve ark. (2002)’na gore
kompleks bulanik kiimeler ve yeni olarak bolgesel kompleks bulanik kiimeler ve son

olarak bolgesel kompleks bulanik kiimelerin bir uygulamasi verildi.

Bulanik mantigin giincel ¢alisma ve uygulamalarini iceren ve daha cok fiziksel
uygulamalarda kullanilan kompleks bulanik kiimeler, bu tez caligmasi ile birlikte
matematikte de etkin bir sekilde kullanilmis oldu ve yapilacak yeni c¢alisma ve

boylelikle uygulamalar agisindan bir temel olusturuldu.
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