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Bu tez cahsmasinda; simr-deger problemlerinin yaklasik ¢oziimlerini elde etmek icin
Diferensiyel doniisiim yoéntemi ve Adomian aynsun yontemleri kullamlnustr.  ilk
béliimde literatiirde bulunan ¢calismalardan bahsedilmistir. Tkinci boliimde Kuramsal
Temeller bashg: altinda kullamlan yontemler tanitilmistir. Ugiincii boliim Bulgular
kisminda ise, lineer ve lineer olmayan ayrica gecis sartlar iceren sinm-deger-gecis
problemlerine bazi yontemler uygulanarak sonuglar degerlendirilmistir. Miimkiin
oldugu durumlarda analitik ¢oziimlerle yaklasik ¢oziimler karsilastinlarak, grafik
ve tablolar iizerinde degerler incelenmistir. Belirtilen yontemler kullamlarak lineer
olmayan smir-deger-gecis problemlerinin yaklasik ¢oziimleri bulunarak karsilastirma
yvapilmistir. Lineer olmayan ve gegis sartlan iceren baslangic-deger problemine de
diferensiyel doniisiim yontemi uygulanarak yaklasik ¢oziim fonksiyonunun nasil elde
edildigi gosterilmistir. Ayrica, Sturm-Liouville probleminin 6zdegerlerini bulabilmek
i¢in Adomian aynsun yonteminin nasil uygulandigr gosterilmistir ve analitik ¢oziim
kullamilarak da 6zdegerlerin bulunmasi eklenmistir. Son boliimde ise elde edilen

sonuclar degerlendirilmistir.
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ABSTRACT

DOCTORATE THESIS

SOME METHODS FOR APPROXIMATE SOLUTIONS OF THE
BOUNDARY-VALUE PROBLEMS
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GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

SUPERVISOR: Prof. Dr. Oktay MUHTAROGLU

In this thesis study, to obtain the approximate solutions of boundary-value problems,
Differential Transform and Adomian Decomposition methods were used. In the first
part, the studies in the literature were mentioned. In the second chapter theoretical
foundations were introduced. In the third part, the results were evaluated by
applying some methods to linear and non-linear boundary-value problems involving
transmission conditions. Whenever possible the exact and approximate solutions
were compared and values on graphs and tables were examined. Using the
specified methods, approximate solutions of non-linear boundary-value-transmission
problems were found and compared. In addition for the nonlinear initial-value
problem involving transmission conditions, approximate solution function has
been demonstrated by applying the differential transformation method. Also, to find
the eigenvalues of Sturm-Liouville problems, it has been shown how the Adomian
decomposition method should be applied. In the last chapter, the obtained results

were evaluated.

2018, 103 pages
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1. GIRIiS

Doga bilimlerinde bir¢ok siirecin matematiksel modeli olusturulurken adi ve kismi
diferensiyel denklemler elde edilir. Bu durumda problemle ilgili olan bilinen veriler
genelde siirecin baslangic durumu ve  smwrlan ile ilgili oldugu icin diferensiyel
denklemin baz baslangic ve simir sartlarim saglayan ¢oztunleri arastirlan stireci
temsil etmektedir. Birgok siireg genel olarak ikinci mertebeden hiperbolik, parabolik
ve eliptik tipten kismi diferensiyel denklemlerle ifade edilir. Bu tip kismi diferensiyel
denklemler igin farkh baslangi¢ ve siir-deger problemleri literattirde cok ayrintih ve
kapsamli bir bigimde arastinlnustir. Sumr-deger problemleri ile ilgili binlerce makale
ve yiizlerce kitap yazilmasina ragmen fizikte ve diger doga bilimlerinde bu tip
denklemlere indirgenemeyen ¢ok sayida yeni yeni problemler ortaya cikmaktadi.
Genelde lineer olmayan adi ve kismi diferensiyel denklemlerin net ¢oziimlerini
bulmak imkansizdir ve hatta birgok basit lineer diferensiyel denklemin bile net
¢oziumiinii bulmak imkéansizdir. Bu nedenle bdyle denklemlerin yaklasik ¢oztimlerini
bulmak icin ¢ok farkh yontemler uygulanmaktadir ve halen de yeni yeni yontemler
gelistirilmektedir. En yaygin ve ¢ok kullamilan yontem lineerlestirme yontemidir.
Bu yontemin esas karakteristik ozelligi, fiziksel siirecteki bircok etkeni goz ard
ederek ideal basit stireci lineer denklemle modellemektir. Baska bir yol ise, lineer
olmayan denklemde lineerligi bozan terimlerin dikkate alinmamasidir. Fakat boyle
durumlarda elde edilen baslangig veya smur-deger probleminin ¢oziimii fiziksel stireci
tam olarak temsil etmeyebilir. Lineer olmayan problemlerin yaklasik ¢oziimlerini
bulmak i¢in sayisal yontemler ve diskretlestirme yontemleri de yaygin bir bicimde
kullamlmaktadir. Boyle sayisal yontemlerin etkinligini arttirmak igin yeni yeni
bilgisayar prograinlar gelistirilmis ve gelistirilmektedir. Sayisal yontemlerin en zayif
yonii ¢ok fazla hesaplama gerektirmesidir. Bazi durumlarda yeteri kadar yaklasik
coziimler elde etmek ic¢in bilgisayarlarin  kapasitesi bile yetersiz kalmaktadir.
Ustelik farkl yaklagim yontemlerinin (lincerlestirme, sayisal, ardisik yaklasim, seri
bigiminde ¢6ziim arama vs.) her biri bazi tiir diferensiyel denklemlerde etkili sonug
verirken, baska tiir diferensiyel denklemlerde yeteri kadar etkili sonug vermeyebilir.
Son yillarda her tiir diferensiyel denkleme basari ile uygulanabilen yaklasik ¢oziim

bulma yontemleri arayisi yogun bir Dbigimde siirmektediv. Boyle  yontemlere




Diferensiyel Doniistim  Yontemini  (Diferential Transform Method), Homotopik
Pertiirbasyon Yontemini (Homotopi Perturbation Method), Adomian Ayrisim
Yontemini (Adomian  Decomposition  Method)  gosterebiliviz. Bu  yontemler
literatiirde sirasi ile kisaca DTN, HPM ve ADM olarak adlandirilmaktadir. Bu
yontemlerin birbirine gore zayif ve giiglii yonleri bulunmaktadir. Lineer olmayan
sistemler, kiiciik degisimlere asir1 derece de hassas olabilir. Bu kiigiik degisimler,
dogal stokastik ectkilerinden ya da bilgisayar hatalarindan dolayr meydana gelebilir.
Coztim sonuglan zorlu ve kararsiz davrams gosterebilir (6zellikle lineer olmayan

denklemlerde).

Fizikte, kimyada ve miihendisligin pek ¢ok dalinda karsilasilan bazi diferansiyel
denklem sistemlerine  diferansiyel dontisiim yontemi Hassan (2008) tarafindan
uygulannustir. Ayrica Hassan (2008) tarafindan homojen olmayan baslangig sarth
kismi diferansiyel denklemlerin farkh cesitleri, diferansiyel dontisim yontemi ve

Adomian ayrisim yontemi ile ¢oziilerek karsilastirilnistir.

Odibat (2008) galismasinda,
u(z) =x+ f (t—2)u®)dt, O<az<l
0

lineer Volterra integral denklemini ve

—2z

[N ]
|

b | =
3]

u(z) + /I('ug(t) + u(t))dt =

lineer olmayan Volterra integral denklemini ele alarak diferensiyel déniisiim

yonteminin kullamilmasiyla ¢oziimlerini incelemistir.

Kanth ve Aruna (2009) ¢alismasinda,
Uy — Uge + b1+ g(u) = f(2,1)
Klein-Gordon denkleminden ve

u(z,0) = f(z), w = g(x)




baslangig sartlarindan olusan problemin ¢oziim yontemi olarak diferensiyel dontistiim

yvontemini se¢mislerdir.

Batiha ve Batiha (2011) ¢alismalarinda, diferensiyel doniisiim yontemine dayanarak
Michaelis-Menten lineer olmayan biyokimyasal reaksiyon sisteminin ¢oziimiinii
gostermislerdir.  Ertiirk ve ark. (2012) kesirli tiirevleri iceren sigara kullanim
m  biwakmamn dinamiklerini  niimerik olarak ¢alisnuslardir. Burada sigara
kullanimimm  birakma  modelinin  yaklasik  ¢oziimlerini  hesaplamak i¢in, ¢ok

basamakh genellestirilmis diferensiyel dontisiim yontemini kullanmislardir.

Saravanan ve Magesh (2013) galismalarinda,
w2, 1) = ktye + au(x, t) — bu?(x,t)
Newell-Whitehead-Segel denklemi ve
u(z,0) = f()

baslangi¢ sartindan olusan problemi ele alarak Adomian ayrnsim yontemini
ve diferensiyel doniisiim yoénteminini  kullanarak, bulunan yaklasik c¢oziimler

karsilastirilmistar.

Adomian ayrisim yonteminin lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oztimleri i¢in

gliclii bir metot oldugu Gbadamosi ve ark. (2012) tarafindan belirtilnistir.

du  *u

ot Ox?
denkleminden ve

du
~$(t,0) =h(t), t>0

Neumann smir sartindan olusan Stefan problemini ¢ézmek icin Bougoffa ve ark.

(2015) aynsin yontemini kullanmmslardir.

% - /:0 bz, y)u(t,y)s(y)dy — s(x)u(t,z)




ikili parcalanma niifus dengesi denklemi ve

u(0, ) = up(x)

baslangig sart1 ile verilen problemin ¢oziimiinii elde etmek icin ayrnsim yontemini
Singh ve ark. (2015) kullanmuslardir. Gonzdlez-Gaxiola ve Bernal-jaquez (2015)
ayrisun yontemini kullanarak goziilen, lineer olmayan kismi diferensiyel denklem
ile temsil edilen beyin tunoriiniin biiylimesini modellemislerdir. Neumann sarth
ikinci mertebeden sinir-deger problemlerini ¢ozmek icin Adomian ayrisim yonteminin
kullanilmast Al-Hayani (2015) tarafindan ele almnustir. Hibrid fuzzy diferensiyel
denklemini ¢ézmek igin ayrisim yonteminin uygulanmasi Paripour ve ark. (2015)

tarafindan yapilnustir. Dispini ve Mungkasi (2016) tarafindan,

Iy + why + hu, =0, h(z,0) = gi1(x)

w+ hy +uu, = —2'(x),  u(z,0) = ga(x)

baslangi¢ sartlan ile birlikte verilen sig su denklemlerini ¢ozmek i¢in Adomian ayn
sim yontemini uygulamislardir. Bakodah ve ark. (2017) Dirichlet ve Neumann sumr

sartlar ile verilen Burgers denklemini ¢ézmek igin ayrisim yontemini kullanmislardar.

yercekim dalga denklemlerini ¢ozmek igin, Mungkasi ve Dheno (2017) Adomian

ayrisim yontemini kullanmislardir. Hiperbolik Kepler denklemini

esinh(H(t)) — H(t) = M(t), 1<e<oo, 0<M<oo

Ebaid ve ark. (2017) ayrisim yontemi ile ¢ozmiislerdir.




Putranto ve Mungkasi (2017)

dr
== x(ay + bz + a1y)
dy
5= y(az + bay + co)

seklindeki lineer olmayan sistemi ¢ozinek i¢in Adomian ayrisun yontemini

uygulanuslardir. Lv ve Gao (2017)
u® () + h(z)f(u(z)) = g(z), x€][0,1]

w0 =a, u(l)=p4, «(0)=%

3. mertebeden lineer olmayan diferensiyel denkleme ayrisun yontemini uygulayarak

davramsini incelemislerdir.

Asagida tez konumuzla ilgili simr-deger problemlerinin yaklasik ¢oziimlerinin bulun
mas! icin uygulanan yaklasik ¢oziim yontemleri ve bu konuda literatiirde meveut

olan baz1 ¢galismalardan bahsedecegiz.

L ikinei mertebeden diferensiyel operator olimak tizere,
Llu] = (p(a)') — g(x)u = =Xp(x)uy, a<z<f

B.[u] = pu(a) + oy’ (a) =0
Bs[u] = pau() + o2 (8) =0

seklindeki ikinci mertebeden adi diferensiyel denklemler igin smir-deger problemi,
bilindigi tizere Sturm-Liouville problemleri olarak adlandirilmaktadin.

Her giin fizikte, mekanik ve teorik matematikte ortaya cikan yeni problemleri ¢cozmek
icin, yeni metotlara ihtiya¢ duyulmaktadi. Her bir yaklasun yontemi baz tipten
denklemler icin tam coziime ¢ok yakin ¢oziimler bulmaya etkili olmayabilir. Bu
nedenle bu metotlarm hangi tip denklemlerde daha etkili oldugunun arastirilmasi,

hem teorik hem de uygulamah matematik agisindan onem tegkil etmektedir. Biz




bu tez ¢calismamizda genel olarak, literatiirde DTM ve ADM olarak adlandirilan
vontemlerin bazi tip problemler igin ne kadar etkili oldugunu arastiracagiz.
Buldugumuz  yaklasik ¢oziimleri miimkiin oldugu durumlarda tam g¢oziimlerle
karsilastiracagiz. Yani tam ¢oziunii belli olan bazi tip denklemler i¢in bu yontemlerin
etkinligi incelenecektir. Amacinuz, diferensiyel déniisiim yontemi ve Adomian ayr
sun yontemi ile bazi lineer ve lineer olmayan problemlerin yaklasik ¢oziimlerini elde

etmek ve ¢oziimlerin tam coziimlerle karsilastirmasin yapmaktr.

Zhou (1986) ve Pukhov (1982) elektrik devre analizindeki lineer ve lineer olmayan
baslangic-deger problemlerini ¢ozmek icin diferensiyel doniisiim  yontemini
uygulamiglardir. Diferensiyel denklemler genel olarak stirekli degisen fiziksel siirecleri
tanunlamak i¢in kullamlmaktadir. Cogu durumda analitik olarak bu problemleri
¢ozmek neredeyse imkansiz oldugu igin ntimerik ve yaklasim yéntemleri problemlerin
analitik ¢oziumlerinden ziyade yaklasik coziimlerini elde etmek igin gelistirilmistir.
Adi diferensiyel denklemler i¢in analitik ¢éziime yaklasik olan ve polinom seklinde
ifade edilen ¢oziim bulma yontemlerinden biri de DTN olarak adlandirilan
yontemdir. DTM, diferensiyel  déniistin  operatortinii  uygulayarak, orijinal
denklemden elde edilen doniistiiriilmiis denklemler sistemi ile ve Taylor polinomlar:
seklinde yaklasik ¢oziimleri elde etmek i¢in kullamlmaktadir. DTM, kiiciik hesap
hatalari ve izl yakmsama orani ile adi diferensiyel denklemleri ¢ozmek icin faydal
yontemlerden biridir ve ayni zamanda iizerinde gahisilan problemin déniisiim yardinm
ile, cebirsel denklemlere gevrilmesi problemin ¢oziimiine ulasilmasim kolaylastirir,
Dis uyarilara maruz kalan bir sistemin eksik soniimlii veya asir1 sontimlii hareketlerini
tanimlayan lincer olmayan bir diferensiyel denklemi ¢6zmek igin de, diferensiyel

dontigiim yontemi uygulanabilir. Chen ve Ho (1996) ¢ahismalarinda,
d dy(z)

@)L + Pele) - (a)ly(@) = 0

denkleminden ve

y(0) +ay'(0) =0

y(1) + 8y’ (1) =0




simir sartlarindan  olusan 6zdeger problemini ¢ozmek igin diferensiyel déniistim
vontemini kullannuslardir. Sonraki ¢gahismalarmda ise, kismi diferensiyel denklemleri

cozmek i¢in iki boyutlu diferensiyel doniisiim yontemini tamitmislardir.

Bilindigi gibi literatiirde o6zdeger problemleri ya analitik metotlar ya da yaklasik
metotlar uygulanarak incelenmistir. Diferensiyel doniisiim yontemi ile ozdeger
problemlerinin 6zdeger ve Ozfonksiyonlar1 yaklasik olarak bulunabilir ve verilen
ozdeger problemi genel olarak DTM uygulanarak cebirsel denklem sistemine
indirgenebiliv.  Chen ve Liu (1998) c¢alismalarinda lincer olmayan 1s1  iletme

problemlerini ¢ozmek igin diferensiyel doniistimii kullanmislardir.

Jang ve ark. (2000) taralindan yapilan ¢ahsmada ise baslangig-deger problemlerini
DTM ile ¢ozmiislerdir ve daha sonra Jang ve ark. (2001) diferansiyel dontisiim
vonteminin lineer ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik
¢oztimlerini elde etmek icin uygulanabilir bir ara¢ oldugunu gostermislerdir. Ayrica
diferansiyel dontistimiin, diferansiyel denklemlerin Taylor serisi bigiminde ¢oztunlerini
elde etmek igin tekrarh bir prosediir oldugunu belirtmislerdir. Hassan (2002)
cahsmasinda, diferensiyel déniisiim yontemini kullanarak, bir Sturm-Liouville 6zdeger

probleminin yaklasik 6zdegerlerini ve yaklasik 6zfonksiyonlarmi hesaplamistir.

Hassan (2002) ¢alismasinda ise

d
dz

dy(a)

2m
(=

)+ [ (1 +A%)]y(x) =0

diferensiyel denkleminden ve

s sartlanmdan  olusan  6zdeger probleminin, ozdegerlerini hesaplamak igin
diferensiyel dontisiim yontemini uygulanustir. Ayvaz (2003) cahsmasinda, kismi
diferensiyel denklemler i¢in baslangi¢ deger probleminin  ¢oziimtinti  iki boyutlu

diferensiyel doniisiim yontemi kullanarak incelemistir.




Hassan ve Ertiirk (2007) calismalarinda
u’ + X' =0, A>0

denkleminden ve

w(0)=0, u(1)=0

simir sartlarmdan  olusan Bratu probleminin  ¢dziimii igin diferensiyel déniisiim

yontemini uygulamuslardir. Ertiirk ve Momani (2008) ¢alismalarinda,

¥y (z) = f(z,y), a<xz<b
denkleminden ve
y(a) = Ay, Y(a) =Ay, y'(a) =43, yb)=Bi, y(b)=5B

s sartlarindan olusan 5. mertebeden simr-deger problemini ¢ozmek i¢in diferensiyel

dontisiim yontemini kullanmislardir.

Adomain Aynisim Yonteminin en {istiin yonii onun lineer veya lineer olmayan adi
tiirevli ve kismi tiirevli diferensiyel denklemlere uygulanabilmesidir. Ustelik bu
yontem sadece diferensiyel denklemlere degil, cebirsel denklemlere, integral
denklemlere, fonksiyonel denklemlere vs. uygulanabilir. 1980’li yillarda George
Adomian (1922 - 1996) tarafindan Dbilime kazandmlan bu yéntem farkh tiirden
fonksiyonel denklemlerin ¢oziimit i¢in uygulanmistir. George Adomian tarafindan
yazilan "Solving Frontier Problems of Physics’ isimli kitapta anlatildigi sekilde
metodun amaci, alisilms modellemelerin yamsira, kompleks sistemlerin de gercege

yakin ¢oziimlerini elde etmektir.

Adomian ayrisim yéntemi klasik Sturm-Liouville tipinde lineer ve lineer olmayan
sir-deger problemlerine de uygulanabilir. Bu konuda literatiirde ¢ok az sayida
olsa da baz1 ¢ahsmalar bulunmaktadir. Gegis sartlan ile verilen Sturm-Liouville

problemlerinin farkh spektral zellikleri Mukhtarov ve Aydemir (2015), Mukhtarov




ve ark. (2014) ¢ahsmalarinda incelenmistir. Bu konuda cok az sayida cahsma
vapilmasmm esas nedeni klasik Sturm-Liouville teorisinin 150 yildan fazla bir siire
iginde ¢ok ayrmtih ve kapsamli bir bigimde incelenmis olmasi ve boyle problemlerin

en esas ozelliklerinin bulunmus olmasidir.

Dinamik sistemlerin genis bir snufimin  yaklasik ¢oziimii icin, Adomian ayrisin
yonteminin etkili bir prosediir oldugu Adomian (1988) tarafindan belirtilnistir.
Ayrica,Wazwaz (1998) lineer ve lineer olmayan bazi adi diferansivel denklemlerin
goztimlerine Taylor seri yontemi ve Adomian ayrisim yontemini uygulayarak etkilerini
karsilastirnistir.  Karsilastirma, aynsim yonteminin boyle denklemler icin daha
etkili oldugunu gostermistir. Adi ve kismi diferensiyel denklemlere uygulanabilen
Adomian yénteminin yakinsakligi pekcok yazar tarafindan incelenmistir. él‘llegin,
Abbaoui ve Cherrualt (1994) diferensiyel ve operator denklemler icin Adomian

yonteminin yakmsakhgim ispatlamislardir. Wazwaz (2001) ¢ahsmasinda
Ty ¥
v+ —y + f(y) =0, n>0

Lane-Emden tipi denklemi ve

sartlar ile verilen problemin ¢oziimii i¢cin Adomian yontemini kullanmstir.

Inc ve Evans (2003), Adomian ayrisim yontemini kullanarak
(2°y) = f(z,y), O<z<l,

denkleminden ve
y(0) =4,  y(1) =B,
y(0)=4", 4(1)=28,

Y(0)=4", y(1)=B"




smir sartlarindan olusan, iki noktah tekil sinir-deger probleminin yaklasik ¢oziimlerini

incelemislerdir.

El-Tawil ve ark. (2004) analitik formdaki lineer olmayan Riccati diferensiyel denklemi
cozmek icin Adomian ayrisim yonteminden yararlanmislardir. Adomian tarafindan
gelistirilen ADM’ ye dayali niimerik bir metot uygulanarak, delay diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢oztuni Evans ve Raslan (2005) tarafindan tamtilmistir.
Arslanturk (2005) sicakhiga baglh is1 iletimi ile 1zgara verimliligi ve 1zgaradaki sicaklik
dagihmmin belirlenmesi amaciyla yine aym yontemden yararlannustir. Sabit ve
konsol kiris bazli mikro aktiiatorlerde, egme ve ¢ekime voltaji Adomian yontemi ile
Kuang ve Chen (2005) tarafindan modellenmistir ve niimerik sonuglar gostermistir ki
MEMS (mikro elektromekanik sistemler) sistemlerde kullamlan mikro aktiiatorlerden
lineer olmayan giktilarim analizinin yliksek dogruluk ve verimlilikle yapabildigini
gostermistir.  Wazwaz (2005) Bratu denklemli baslangig  deger ve simir  deger
problemleri ile ilgilenmistir. 4. mertebeden integro-diferensiyel denklemleri iceren
lineer ve lineer olmayan smur-deger problemlerini ¢ézmek i¢in Adomian ayrisim
vontemini Hashim (2006) uygulanustir. Attili (2005) Sturm-Liouville probleminin
ozdegerlerini hesaplamak i¢in, Adomian ayrisun yontemini kullanmistar.

Attili ve Lesnic (2006) 4. mertebeden Sturm-Liouville smir-deger probleminin
ozdegerlerini hesaplamak igin, yine ayrisim yontemine dayanan metot gelistirmistir.

Somali ve Gokmen (2007) ¢cahsmalarinda

=" (t) +y(t) = My(t)

y(0) =y(1) =0

bi¢iminde Dbir lineer Sturm-Liouville problemine Adomian ayrsin  yontemi
uygulamiglardir. Homojen olmayan baslangic sarti iceren kismi diferansiyel
denklemlerin farkh cesitleri, diferansiyel doniisiim yontemi ve Adomian ayrisun
yvontemi ile ¢oziilerek Hassan (2008) tarafindan karsilastinlmistir.  Jang (2008)

yilimdaki ¢ahsmasinda,

' = fz,w4), a<z<b




denkleminden ve

u(a) = a, u(b) =7

siir sartlarimdan olusan iki noktali simr-deger problemine genellestirilmis Adomian

ayrisim yontemini uygulanustir,

Al-Mdallal (2009) calismasinda
D*[pla)y (@) + Mg(@)y(x) =0, z€(0,1), 0<a<,
denkleminden ve
ay(0) + by'(0) = 0, cy() +dy'(1) =0

s gartlarmdan  olusan  kesirli Sturm-Liouville problemleminin 6zdegerlerin ve
ozfonksiyonlarmin niimerik yaklagimm Adomian ayrisim yontemini uygulavarak

incelemistir,

Her yaklagim yontemi bazi tipten denklemler i¢in tam ¢oziime ok yakin ¢oziimler
bulmak i¢in etkili olmayabilir. Bu nedenle bu metotlarm hangi tip denklemlerde
daha etkili oldugunun arastimilmasi, hem teorik hem de uygulamali matematik
agisindan onem teskil etmektedir. "Adomian ayrisim yéntemi® olarak  bilinen
yontemin bazi Sturm-Liouville problemleri i¢in ne kadar etkili oldugunu arastiracagz.
Buldugumuz yaklastk ¢oziimleri miimkiin oldugu durumlarda tam coziimlerle
kargilastiracaglz.  Yani tam ¢Oziimii belli olan baz tip denklemler icin bu
vontemlerin etkinligi incelenecektir. Bilindigi gibi Adomian ayrisim yontemi ¢ok
farkli tirden denklemlerin ¢oziimii igin uygulanmaktadir. Ayrica biz bu ¢ahsmamzda
bu yontemi tamamyla yeni bir alana, spektral alana uygulayacagiz. Ozel olarak da
bu yéntemin uygulama alanmn daha da genisleterek dzdegerlerin bulunmasi i¢in

uygun olabilecegini gosterecefiz.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Bir Boyutlu Diferensiyel Doniisiim Yontemi

Tanim 2.1. a(zx), bir (a,b) arahginda analitik fonksiyon ve zy € (a,b) olsun. Bu

durumda

1 k
A(k) = o [Fd—a(i)} , =012 . (2.1.1)
3 T=Ip

dak

esitlikleri ile tammh A(k) fonksiyonu, a(z) tek degiskenli fonksiyonunun tek boyutlu

diferensiyel doniisiimii olarak tammlamr. A(k)'nm ters déniisiim fonksiyonu ise

(z — z0)* A(k) (2.1.2)

[

a(z) =

Il
=

bigiminde tanimlamr. (2.1.1)-(2.1.2) den

> (2 — 20)* [d*a(z
a»(a:)=§;(' = ) [l dﬂ:(k )L_TD (2.1.3)

elde edilir. ¢ = 0 igin,

1 [k
A(k) = = |+—a(x) (2.1.4)
kY | dat =0
vazilir. Ters doniistim foksiyonu ise
= 2k [d*a()
f;(q):ZT[ dt_(k ] (2.1.5)
& * =0

bi¢iminde ifade edilir (Chen ve Ho, 1996).

Teorem 2.2. Tek degiskenli y(x), a(x), b(x) fonksiyonlarii ve 2 = g noktasimda
sirasiyla bu fonksiyonlara karsilik gelen diferensiyel doniistim fonksiyonlarm Y'(k),
A(k), B(k) olarak gosterelim. Eger, y(z) = a(z) £ b(x) ise bu taktirde Y (k) =
A(k) £ B(k) esitligi saglamr (Chen ve Ho, 1996).

Ispat. A(k) = Illdd‘;f)h —zo Ve B(k) = & d:h,\ e=zo OlMak tizere y(z) = a(z) + b(z)

ise




yazihir ve boylece Y (k) = A(k) & B(k) oldugu goriiliir.

Teorem 2.3. Tek degiskenli y(z) ve a(x) fonksiyonlarim ve sirasiyla bu fonksiyonlara
karsihk gelen diferensiyel dontistim fonksiyonlarim Y (k) ve A(k) olarak gésterelim.
¢ € R olmak iizere eger y(x) = ca(x) ise Y (k) = cA(k) esitligi saglanir (Chen ve Ho,

1996).

Ispat. csabit oldugunda, diferensiyel doniistimiin tanumm kullanarak,

Y(k) =% [‘%}(ca ('z))] =g [ﬁ d;(;(,;r)] = cA(k) elde edilir. Boylece
2 0 SR P

R
=

Y (k) = cA(k) dur.

Teorem 2.4. Tek degiskenli y(z) ve a(x) fonksiyonlarim ve sirasiyla bu fonksiyonlara
karsihk gelen diferensiyel déniisiim fonksiyonlarim Y'(k) ve A(k) olarak alahm. Eger

y(z) = La(x) ise Y (k) = (k + 1)A(k + 1) esitligi saglamr (Chen ve Ho, 1996).

Ispat. A(k) = i [%a(l)] oldugunu bilinmektedir. y(z) = <La(z) ise
Y(k)=% [%(a“‘;a (1))} diferensiyel operatoriin 2. ozelliginden,

dk+1 1 [ dk+1

dak+! a(z)

elde edilir.
2. Yol;

a(z) =Y 72, 2*A(k) doniisiim tammindan yararlanarak,
a(z) = A(0) + xA(1) + 22A(2) + 23A(3) + ... (2.1.7)

vazilir. (2.1.7) esitliginin her iki tarafimin tiirevini ahrsak

d ) = - 2 - 5 k=1 A7,
——a(2) = A(l) + 20A(2) + 32°A(3) + ... = ; kL A(k)
elde edilir. k£ =1 in yerine k = 0 dan baslatarak,
o da(z) N i
y(a) = ——= §1 (k+ 1Ak +1)
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esitligini elde ederiz. Sonug olarak, diferensiyel doniisiim fonksiyonlarimm tekligini
dikkate alirsak,

Y (k) = (k+ 1)AGk + 1)
elde edilir.

Teorem 2.5. Tek degiskenli y(z) ve a(z) fonksiyonlarin ve sirasiyla bu fonksiyonlara
karsihk gelen diferen%iyel déniistim fonksiyonlarim Y (k) ve A(k) olarak alalim. Eger

y(z) = d,rn ise Y(k) = ("‘i A(k + n) dir (Chen ve Ho, 1996).

Ispat. a(z) = 352, #* A(k) déniisiim tanmindan yararlanarak,
a(z) = A(0) + xA(1) +2*A(2) + 2°A(3) + ... (2.1.8)
yazihr. (2.1.8) esitliginin her iki tarafinin art arda tiirevlerini alirsak, ardi sira olarak

%ﬂ@):Au)+%A@)+&%Ma+m. Sk + 1) Ak +1)

M

-
Il
o

ﬁ a*(k+1)(k+2)Ak+2)

NIE

sa(x) = 2A(2) +62A(3) +... =

-
Il
=]

d"

dan

a(z) = Zm:'t" (k+1)(k+2)...(k +n)A(k +n)
k=0

y(z) =

esitlikleri elde edilir. Sonu¢ olarak, tiimevarim yontemini uygulayarak

Y@ﬁ:w:f»Mk+m

esitligine ulasihir.

Teorem 2.6. Tek degiskenli y(x), a(x), b(x) fonksiyonlarim ve sirasiyla bu fonksiyonlara
karsilik gelen diferensiyel doniisiim fonksiyonlarim Y (&), A(k), B(k) olarak alalun.
Eger, y(z) = a(z)b(z) ise Y (k) = Sk, A(r)B(k — 1) esitligi saglanir (Chen ve Ho,
1996).
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x=0 =0

Ispat. A(k) =4 [" a(?)] ve B(k) = 3 [d‘i (:’c)] olmak iizere
y(x) = a(@)b(x) ise Y (k) = & [‘I a(x b(l))] - olur. Diferensiyel operatoriin

ozelliginden,
d* dF B\ . k-1
Y(k)= % {——( (z)b(a ))} l =% [b(ur)#a(a:) + ( : ) di b(a )di (1(1)]

B\ @ dv k) @t d d"
{(2)@25)( v) g a(®) + *(A._l)mmb(q)ﬂ +a(a) b )}
=0

e o[t i
YW = g o))
k! L dzk o
1 k) d g1
+ k! ( 1 ) ;I:b( )(h,“*l (T)]
= =0
1k @, a2
T (Q)Wb("ﬂ)(m-z“(”]
L =0
i :

1 (k i!1)! [Jiﬂi—llb(“’)df_i“(‘”)Lo Ai[ i )ddk"b(q')] 0

Y(k) = %[(;_;“(1)) b(x)]r 0
i)+l

Y (k) = A(k)B(0) + A(k — 1)B(1) + ... + A(1)B(k — 1) + A(0) B(k)

Sonug olarak,
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elde edilir.

Teorem 2.7. Eger y(x) = ¢ ise bu taktirde

1, k=0
0, K#£0

olmak tizere Y (k) = ¢d(k) olur (Chen ve Ho, 1996).

Ispat. y(z) = Y 5, @*Y (k) diferensiyel doniistimiin tanumm kullanarak, y(x) = ¢
oldugundan dolay1

c=Y(0)+z2Y (1) + :1:2}’(2) + e

elde ederiz. Polinomlarim tanumindan,

c=Y(0)
}r’(l) = }/‘(2) = ..=0
yazilir. Boylece
1 k=0
y(k)=4{ °
0, k#0

Dolaysiyla Y (k) = ¢d(k) oldugu goriiliir.

Teorem 2.8. Eger y(z) = 2™, m € N ise bu taktirde Y (k) = d(k — m) (Chen ve
Ho, 1996).

Ispat. y(z) = > ore o @FY (k) diferensiyel doniistimiin tanimim kullanarak, y(z) = ™

oldugundan dolay1
2™ =Y(0) +2Y (1) +2°Y(2) + ... + 2™Y (m) + ...

yazilir. Buradan,

Y0)=Y(l)=..=Y(m—1)=..=0




bulunur. Boylece,
L,

0, k#m

k=m

Y(k) =

Y (k) = d(k — m) sonucuna ulasihir.

Teorem 2.9. Tek degiskenli y(x), a(x), b(x) fonksiyonlarim ve sirasiyla bu fonksiyonlara
karsilik gelen diferensiyel déniisiim fonksiyonlarim Y'(k), A(k), B(k) olarak alalin.
Eger, y(z) = a(:v)%b(:z?) ise bu taktirde

Y (k)= fo:[](k —r+2)(k—r+ 1)A(r)B(k — r + 2) esitligi saglanr.

Ispat. ilk olarak, g(z) = %b(m)’e karsilik gelen diferensiyel doniisiimit bulalim.
Teorem 2.5’den n = 2 i¢in G(k) = (k+ 1)(k + 2) B(k + 2) olur. Teorem 2.6’dan iki

fonksivonun ¢arpimunim diferensiyel doniisiim fonksiyonu,

k
Y(k) = Z Ar)G(k —7)
r=0
scklinde olur. Burada,
Gk—r)=(k-r+1)(k—r+2)B(k—1r+2)

olur. Bu iki ifadeden

¥il)= Z(A: —r+2)(k—7r+1)A@r)Bk —1r+2)

elde edilir.

Teorem 2.10. Tek degiskenli y(z) fonksiyonu ve A € R olmak iizere eger y(x) = a**

ise Y'(k) verilen fonksiyonun diferensiyel déntisiimti igin

. M (Ina)k
Y(k)= i
esitligi saglanmr.
ispat. Tammdan dolayi, Y (k) = & [%y(t)] . % [;Tia.’\f] ; olur. k'nin aldig

deger agisindan Y (k) degerlerini hesaplayalim.
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k= 0i¢in Y(0) = L[a*]00 =1

k=1ig¢in Y(1) = §; [-La] e = 11AMaa* g = \na
k=2icin Y(2) = [f:) a“] = 2 [A2(Ina)?a*],—o = 5A*(Ina)?
k=3i¢in Y(3) = 3 [‘f’:?w\r}fzo = 51\ (Ina)*a* ]z = 5:A*(Ina)?
Dolayisiyla, ' 1

Y (k) = 2 (2}10)

esitliginin saglandig1 goriilmektedir.

Sonug 2.11. Tek degiskenli fonksiyon y(z) ve A € R olmak iizere eger y(x) = e**

ise Y(k) verilen fonksiyonun diferensiyel déntisiimii i¢in

esitligi saglanir.

2.2, Adomian Ayrisim Yontemi

Adomian aynsim yonteminin en listiin yonii, onun lineer veya lineer olmayan adi
tirevli ve kismi tiivevli diferensiyel denklemlere uygulanabilmesidir. Ustelik
bu yontem sadece diferensiyel denklemlere degil, cebirsel denklemlere, integral
denklemlere, fonksiyonel denklemlere vs. uygulanabilir. 1980’li yillarda George
Adomian tarafindan bilime kazandiilan bu yontem farkh tiirden fonksiyonel
denklemlerin ¢oziimi igin de uygulanabilir. F' ile lineer veya lineer olmayan bir

diferensiyel operatorii gosterelim ve
Fu(t) = g(t) (2.2.9)

homojen olmayan diferensiyel denklemini goz oniine alalun. Yukaridaki denklemde
bulunan F diferensiyel operatoriiniin lineer kismm H ile lineer olmayan kismmm N
ile gosterirsck (2.2.9) nolu denklemin sag tarafi Fu(t) = Hu(t) + Nu(t) seklinde
temsil edilir. H diferensiyel operatori lineer olsa da bu operatoriin tersini bulimak

her zaman kolay olan bir problem degildir. H~! ters operatoriinii bulabilmemiz
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icin uygun Green fonksiyonunun bulunabilmesi gerekir. Fakat Green fonksiyonunun
kurulmasi ¢ok zor bir problemdir. Bu zorlugu ortadan kaldirmak icin G. Adomian
asagidaki gibi bir yol izlemistir. H lineer diferensiyel operatoriinit Hu = Lu + Ru

n . . . . T
‘fr,,‘u bigiminde ki denklemde en ytiksek

bigiminde ifade etmistir. Burada Lu =
mertebeden tiirevi igeren basit lineer diferensiyel operatordiir. L™! ters operatoriinii

bulmak ¢ok basit bir problemdir ve art-arda n kere integralleme ile elde edilir.

L) = /: /ﬂr /ﬂm(.)da: (2.2.10)

Ru ile n den daha kiigiik olan tiirevleri igeren lineer diferensiyel operator gosterilmistir,

o d*u
Ru :Za;\.(m)ﬁ (2.2.11)
k=0
Boylece F' diferensiyel operatorii
Fu=Lu+ Ru+ Nu (2.2.12)
bi¢iminde yazilmis oldu. Bu durumda (2.2.9) diferensiyel denklemi
Lu=—Ru— Nu+g(t) (2.2.13)
bi¢iminde yazihir. Her iki tarafa L™! ters operatoriinii uygularsak,
L™YLu) = L™ (g) — LY (Ru) — L™Y(Nu) (2.2.14)

esitligi elde edilir. Sol taraf kolayca hesaplayabiliriz. Ornegin L = % oldugu

durnmda (n = 2 oldugu durumda)
L7Y(Lu) = u — u(0) — t’(0) (2.2.15)
oldugu agiktir. Bu durumda (2.2.9) nolu denklemin ¢oziimii i¢in

w=u(0) + tu'(0) + L™ (g) — L™ (Ru) — L™}(Nu) (2.2.16)
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esitligi elde edilir. Eger (2.2.9) nolu denklem

u(0)=A ' (0)=B8B (2.2.17)
baslangi¢ sartlan ile verilmisse o halde (2.2.9) ile esdeger olan
u=A+Bt+ L (g)— L '(Ru) — L Y(Nu) (2.2.18)

denklemi elde edilir. Sonuncu denklemin u = u(t) ¢oziimiini
(o]
u(t) = uy(t) (2.2.19)
n=0
biciminde arayacagiz. Ilk terimi

uo(t) = A+ Bt (2.2.20)

biciminde secelim. N = N(u) ifadesinin u degiskenine gére analitik oldugunu kabul

ederck, bu ifadeyi
AT(U) = Ao(’llﬂ) + z'll(llo, 'UI) + Ag('ll’g, Uy, 'UQ) + ...t An(UO, e ’I[n) 3 i (2221)

bi¢iminde arastiracagiz. Burada her k = 0,1,2, ... igin Ay(uo,u1,us, ..., u;) ifadesi
ug, Uy, Uy, ..., Uy degiskenlerine gore polinom bigiminde ifade edilir ve bu polinomlara

Adomian polinomlar denir. Bu polinomlar asagidaki esitliklerle tanimlaniyor.
AU(’UQ) = f('l[g)

_/11(?(0, ’Ul) = T[lfl(’llg)
! 'H% 1"
AQ(’UQ, Uy, ‘l!g) = 'lt-zf ('l!(}) -+ g (’Hg)

3
u
Az (ug, ug, ug, uz) = uzf'(uo) + wyua f’(ug) + S—:f'”(uo)

..................... (2.2.22)




Boylece A,, polinomlan
n

A = Z c(v, -n‘)f(“)(‘ug)

v=1
formiiltinden bulunabilir. f(u) = u lineer oldugu durumlarda, A4, u, yve indirgenebilir.
Diger durumlarda ise A,, polinomu tiim wug, u;, ..., u, degiskenlerinden bagimli oluyor.
Ornegin, f(u) = u? igin

AO = 'Ug
Ay = 2upuy
Ay = 'u,f + 2upus
Az = 2uqyug + 2ugus

Simdi, f(u) = e" fonksiyonunu ele alalim.

f(u) — el = eluoturtuztust..) _ guo (urtuatust..) (2‘2‘23)

(2.2.23) esitliginde Taylor agilum uygulanarak,
ug 1 2
flw)=e" {14+ (w1 +us+uz+...)+ g(’lh +ug+uz+..)° + ...
yazilir. Benzer terimleri gruplandirarak ve diizenleme yaparak,

1 1
flu) = e +wue™ + (ug 3 EU%) et + (113 + g + guﬂ ellt

1 1 1
4+ (m + uyuz + aug + E'U%’Uz + Eu‘f) g0

bulunur.

Ap = 6“0,

A = e,

1
Ay = (gfuf -+ ’112) el

1 &
As = (5113‘ + ugus + -113) e'°,

21




1 1 1
Ay = (U4 + a-ng + uyuz + a-ufuz - a'u‘ll) e

seklinde Adomian polinomlar yazihr.

Bu sekilde, A, nin her terimindeki alt indislerinin toplaminin n ye esit olduguna
dikkat edilmektedir. ¢(v,n) u-nun v bilesenlerinin toplamdir (alt indislerinin toplanu
n-dir ve tekrarlanan alt indislerinin sayismin faktoriyeli ile boliiniir). Béylece ¢(1,3) =
ug olabilir. ¢(2,3) = wyus, ve ¢(3,3) = %uf tir. Lincer olmayan denklem i¢in, verilen

f(u) fonksiyonunu
oo

Flij =3 A,

n=0

ile gosterelim. Ozel olarak belirtmemiz gerekir ki, A, polinomlan tek degildir.

Ornegin f(u) = w? fonksiyonu icin, Ay = w2, A; = 2uguy, Ay = u? + 2ugus,...
olabilecegi gibi Ay = 'u%, Ay = 2uguy + ul, Ay = 2uguy, ... de olabilir, yani A;
polinomu A, polinomunun ilk terimini icerebilir. Burada énemli olan husus ondan

ibarettir ki, up ve u; bilindigi durumda wus yi hesaplamak miimkiin olsun.

Ulastigimmuz sonug sudur ki, Nu i¢in

serisinin toplami, Taylor serisinin toplamma esittir. Eger m en yiiksek lineer
diferansiyel operatoriin mertehesi ise, serilerin terimleri ﬁ hiz ile sifira yaklasiyor.

Bu nedenle, (2.2.9) denkleminin yaklasik ¢oztimleri olarak asagidaki ,, fonksiyonlarim

alabiliriz:
n—1
@n = E U;
i=0
buradan

lim ¢, =u

n—oo

oldugu agikca goriiliir. Simdi ¢oziimii asagidaki bigimde yazabiliriz:

oo o0 o0
U = E Uy =ug— L 'R E iy — B E A,
n=0 n=0 n=0
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Bu durumda

w3 =—LYRug— LA
Ug = *LilR‘Hl - L_lfh
Uz = *L_lR’U-g = L_IA-)...

olacak sekilde, tiim wu,, terimleri bulunmus olur. Ay terimi sadece wug a gore

tanimlanabilir. Ay; ise ug ve up e gore tammlanir vs.

Bilindigi gibi Adomian Ayrisim Yontemi denklemlerin ¢oziimii i¢in uygulanmaktachr.
FFakat biz calismamizda bu yontemi tamamiyla yeni bir alana, spektral alana
uygulayacagiz. Ozel olarak ozdegerlerin bulumasi icin bu yontemden yararlamla
bilecegini gosterecegiz. Ornek olarak, asagidaki basit Sturm-Liouville problemini ele
alalin.

_y”(tﬂ)\) + 'y(t, /\) i Ay(t, ’\)a te (0% 1)
y(0,A) =y(L,A) =0

fr= jT?z diferensiyel operator oldugu durumda, bu problem

y(0,3) = y(1,A) =0

biciminde yazilir. Burada Adomian ayrisun yonteminin uygulammasi durumunda

m = y'(0) # 0 olacak sekilde ve k& > 1 i¢in
yo(t) = mt

Yrs1 = L7 (Ax — Myi)

oldugu kullamilarak yy, y2, y3, ... degerleri

Yo =ml
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Ao = N(yo) = yo=ml

Ar=w
/3
pn=m(l— )‘)5
5

ok
yo =m(l — ,\)2,_—'...
5!

biciminde bulunur. Bu durumda
y(t,\) = yol(t, \) + (8, A) +y2(8, A) + ..

esitligi kullamlarak,

y(t, ) = ‘:n 1s-i.n,(\/)\ — 1)t

elde edilir. y(1,A) = 0 simr sartindan, 6zdegerler i¢in
A = 1+ 0?72, n=20,1,2,..
esitligi bulunur.

2.3. Klasik Sturm-Liouville Problemi

Ikinci mertebeden,
Llu] = (p(z)v') — q(z)u= =Ap(x)u, a<az<f
diferensiyel denkleminden ve
B, [u] = pu(a) + o1 () =0

Bg[u] = pau(8) + o9’ (8) =0

smr sartlardan olusan probleme regiiler Sturm-Liouville problemi denir. Burada,

p(x), (), q(z) ve p(z), [, 3] arahgmda reel degerli siirekli fonksiyonlar ve p(x)

ve p(x) pozitif degerli fonksiyonlardir. juy, pi2, o1, o2 reel sabitler ve 12402 #0
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(i = 1,2) dir. Eger herhangi bir A degeri i¢in, yukandaki problemin agikar olmayan
bir u(x) ¢oziimii varsa, A sayisma ozdeger, u(x) ¢oziimiine ise bu ozdegere karsilik

eelen ozfonksiyon denir (Lo, 2000).

Ornek olarak,
(zu) = -Az7'u, l1<z<e ul)=u(e)=0

problemi icin 6zdegerlerini ve 6zdegerlere karsihik gelen 6zfonksiyonlar: bulalim.
Burada ilk olarak, (zu') = —Az~'u denklemini Euler denklemi olarak,

a?u” 4+ zu' + M = 0 seklinde yazabiliriz. = = €' ve u(z) = u(e') = y(t) olsun.
Déniisiim uygulanirsa, 3" + Ay = 0, y(0) = (1) = 0 elde edilir. Biitiin 6zdegerler
reel oldugu igin asagidaki ii¢ durumu diigtinelim.

L = i (;t > 0) igin y(t) = cicoshyt + cysinhyit yamlabilir. Smir sartlan
degerlendirilerek, 0 = y(0) = ¢;; 0=19'(1) = cppcoshyt = ¢ = 0 elde edilir.
y(t) = 0. Bu nedenle negatif 6zdeger yoktur.

2. A =0igin y(t) = et + ¢z elde edilir. 0 =y(0) =¢; 0= ¢'(1) = ¢; bulunur.
y(t) = 0 ve je = 0 bir 6zdeger degildir.

3. A=y2, (u>0)icin y(t) = cicospt + casinut yazhir. 0 = y(0) = cy;

0 = y'(1) = coptcosyp bulunur.

Asikar olmayan ¢oziimler sadece p = (n—1/2)w, n = 1,2, ... degerleri i¢in meveuttur.

Boylece A = A, = (n—1/2)?x? 6zdegerlerdir ve ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar

yn(t) = sin[(n — 1/2)w]

seklinde bulunur (Lo, 2000).

Teorem 2.1. ¢ : [a,b] — R fonksiyonu siirekli bir fonksiyon olsun. O halde,
—u" +q(x)u= I, z€la,b]
Sturmn-Liouville diferensiyel denkleminin,

u(a) = sina, u'(a) = —cosa, a € [0,7)
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baslangig¢ sartlarmi saglayan bir tek w(x, \) ¢éziimii vardir ve bu ¢oziim her z € [a, b]

icin A € C' parametresinin tam fonksiyonudur. (Titchmarsh, 1962)
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3. BULGULAR

3.1. Gegis Sartlar Iceren Baslangi¢g-Deger Problemine Diferensiyel Dontisiim

Yonteminin Uygulanmasi

Bu kesimde,

y'(t) +y(t) =0, te[0,1)u(1,2]

diferensiyel denklemden

y(0) =1, y'(0) =0

baslangi¢ sartlarindan ve

y(1-0) =y(1+0)
y(1-0)=2y/(1+0)

gegis sartlarmdan olusan problemin ¢oziimiinii diferensiyel doniisiim yontemi ile
arastiracagiz. Ik olarak ¢t € [0,1) arahiginda problem igin ¢oziim elde edelim.
y"(t) + y(t) = 0 diferensiyel denklemine t3 = 0 noktasmda diferensiyel doniisiim

yontemi uygulanirsa;
Y- (k)

FTOG+D (3.1.24)

Y (k+2)=
elde edilir.
Yaklasik ¢oziimii
v () = SV (Bl
k=0

= YO+ W)Y @+ O ) (31.25)

bigiminde arayacagiz. Burada, y(0) = 1 oldugundan dolay1 Y~ (0) = 1 elde edilir.

Ayrica,

o) = SR (Rl
k=0

= Y Q) +2AY(2) + ... +0) Y (n) (3.1.26)
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denklemi tizerinde 3'(0) = 0 baslangig sart1 kullanilarak, Y~ (1) = 0 elde edilir.

(3.1.24) denklemi kullamlarak,

Y-(2) = —1’2(0):—71
Y~(3) = *Y?’_!(l)#o (3.1.27)

elde edilir. (3.1.25) denkleminde 6zel olarak n = 6 se¢imini yapalin. O halde,

elde edilir.

t2 ]ttl tG

v (t) = l—-=4+-——— (3.1.28)

21 41 6!

(3.1.29)

Ikinci asama olarak ¢ € (1,2] arahgmda problem igin ¢oziim elde edelim.

yt(t) = Dot — to)*Y T (E)|i=t, oldugu kullamlarak, to = 2 i¢in

y* (1)

S (- 24V (k)
k=0
YH0) + (t— 2)Y (1)

(t = 2)2YT(2) +... + (t — 2)"Y T (n) (3.1.30)
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elde edilir. Burada, Y "(0) = M ve Y (1) = N olsun. (3.1.24) denklemi kullamlarak,

Y+@2) = _Y;(O):—;!'f
y+@3) = 4?”:}? (3.1.31)
vy = @M

elde edilir. (3.1.30) denkleminde 6zel olarak n = 6 se¢imini yapalim. Dolayisiyla,

yt(t) = M+(t—2)\f+l(1—2) +%|V(r—2)
M(z‘—) gg(t—2)5+7(t—2)ﬁ (3.1.32)

ve

Hl) = N M(t—2)+ 2\ (t—2)?
N

+ -2+ M(i— 2)3 (3.1.33)

esitlikleri elde edilir.

Uciincii asama olarak da [0,1) ve (1,2] arahklarinda buldugumuz ¢oziimleri gegis
sartlarinda uygulayalun. (3.1.28) ve (3.1.32) ¢oziimlerini ¢ = 1 siireksizlik noktasmda

degerlendirirsek;

1 1 1 M N M N M
e o —M-N-S+5 B 3.1.31
=gty g M TR T (3.1.34)
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elde ederiz. Aym sekilde (3.1.29) ve (3.1.33) esitliklerini ¢ = 1 siireksizlik noktasimda

degerlendirirsek;

11 -N M N M :

clde ederiz. Tki degiskenli (3.1.34) ve (3.1.35) cebirsel esitliklerinden olusan denklem
sistemi Mathematica ile ¢oziiliirse M = —0.0614862, N = —0.681383 reel degerlere

ulasilir. Bu durumda ¢oziim,

1-C+8 L4 telo1)
y(t) =
(—0.0614862) + (—0.681383)( — 2) + ... + S0WME@) p _9y6 1 te (1,2
6!

bi¢iminde elde edilir.

3.2. Lineer Olmayan ve Gegis Sartlarim Igeren Baslangi¢-Deger Problemine

Diferensiyel Doniisiim Yoénteminin Uygulanmasi

Bu kesimde,

y'(t) + 2 (t) =0, te(0,1)u(1,2

diferensiyel denklemden

baslangi¢ sartlarmdan ve

y(1-0) =y(140)
y'(1-0) =3y'(1+0)

gecis sartlarindan olusan lineer olmayan baslangic-deger probleminin ¢6ziimiinii bulmak
icin diferensiyel déniisiim yontemini uygulayahm. Ilk olarak ¢ € [0,1) arahgmnda

problem i¢in ¢oziim elde edelim. y”(t) 4+ y*(t) = 0 diferensiyel denkleme diferensiyel
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doniistim yontemi £p = 0 noktasinda uygulamrsa;

(I el Z ‘()Y (k—r) : :
Y (k+2)= 0 + 2)(}( Y (3.2.36)

elde edilir. Bu nedenle [0, 1) arahgindaki yaklasik ¢oziimii

yﬁ(t) = Z#Y |r =0

= 3 (0)+tY (1) + Y (2) + ... + t"Y " (n) (3.2.37)

biciminde bulacagiz. Burada, y(0) = 1 oldugundan dolay1 Y=(0) = 1 elde edilir.
Ayrica,
y’_(f_) - Z“A IY |t 0
= } (1) +2tY(2) + ... + nt" Y (n) (3.2.38)
esitligi tizerinde y'(0) = 0 baslangi¢ sart1 kullamlarak, Y~ (1) = 0 elde edilir.
(3.2.36) denklemi kullamlarak,

~Y-(Q)Y-(0) -1

@) = 2 T2

v = OO O) —
vy = SOV @Y @YW e yove) 1

v = SOV Y O QYO W Y @Y O)
Y-(6) = —2Y-(0)Y~(4) + 2}’“6(.15)}" (3)+Y (2)Y(2)) _ %21

elde edilir. (3.2.37) denkleminde 6zel olarak n = 6 se¢imini yapalm. O halde,

y (t) = 1—=+—=—= (3.2.40)




s - el @2a1)

elde edilir.

Ikinci asama olarak ¢ € (1, 2] arahgimda problem i¢in ¢oziim elde edelim.

Yyt (1) = Dot — to)*Y T (K)]i=¢, oldugu kullamlarak, to = 2 i¢in
gt () = D (t-2FYH(R)
k=0

= YH0)+ (t—2)YH(1)

+ (E=2)2YT(2) + ...+ (t—2)"Y(n) (3.2.42)

yazilir. Burada, Y*(0) = A ve Y*(1) = B olsun. (3.2.36) denklemi kullamlarak,

—YHO)YH(0) —A?

Y@ = 2 ol
7+ 7+
Y+(3) .- —2} (3?')} (1):—};.3 (3‘2.43)
YHE) — —@YFO)Y*(2) + YY) A% - B
4.3 4.3

YHE) = —2YH0)Y*(3) +2Y T (1)Y1(2) B A’B

B 5.4 12
yre) = “EHOYI) Y AYHE) + Y)Y +(2)

6.5
_ 3_ 2 _ 4

elde edilir. (3.2.42) denkleminde 6zel olarak n = 6 secimini yapahm. O halde,

—_ A2 —AB A% — B?
i) = A+(t—2)8+%(t~2)2+ > (t—2)° + 5 (t—2)*
A’B « —1, A®— B? —~AB, At
— Y (9 —— )+ —)(t - 2)% (3.2.4:
+ T (t )+30(A 5 +2B( 7 )+4)(t )° (3.2.44)
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y*t@t) = B-A’(t—-2)-AB(lt-2)>*+

A3 — B? —AB, Al E
5 +2B(—5 =)+ )~ 2)

(t—2)*+

-1
+ (A

esitlikleri elde edilir.

A% — B? 5A’B

Uciineii asama olarak da [0,1) ve (1,2] araliklaninda buldugumuz ¢oziimleri gegis

sartlarmda uygulayahm. (3.2.40) ve (3.2.44) ¢oztimlerini ¢ = 1 siireksizlik noktasimnda

degerlendirirsek;
1 Il 1 —-A?2 AB A3-B?
= —=fen=ce = A=
2!+1‘2 72 A=B1 2! T 3 T 12
A2B -1, A*-—B? —A.B
- —+—=—(24
12 B 30 ( 12

A4

+2B(—3) + 7)(3.2.46)

elde ederiz. Benzer bi¢imde (3.2.41) ve (3.2.45) esitliklerini ¢ = 1 siireksizlik noktasinda

degerlendirirsek;
1 1 2 A*— B* 5A%B
—1+§—ﬁ = 3(B+A"—-AB- 3 + 2
1 Ad — B? -AB, Al
—(2 2B —
t gd—g il

elde ederiz.

(3.2.47)

(3.2.46) ve (3.2.47) esitliklerinin ortak ¢oztimiinii elde etinek i¢in Mathematica prograim

kullanmilarak,

A =18.2023 + 14.00114, B = 73.1682 + 85.5077¢

A =18.2023 — 14.0011¢, B = 73.1682 — 85.5077i
A =2.29525 — 0.685792i, B = —0.217452 + 0.6903841
A =2.29525 + 0.685792i, B = —0.217452 — 0.690384:

A=-1.23309, B = —10.9387
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A =5.64893, B = —4.70936
A=-292419, B = —7.37496
A =-1.67256, B = —2.93683
A =0.185747, B = —0.44177

degerlere ulasihir. Burada, A = 0.185747, B = —0.44177 degerlerine karsihk,

6

—L L L4 te0])
y(t) =
0.185747 + (—0.44177)(t — 2) + QIS 4 _ o2 | te(1,2]

elde edilir.
3.3. Lineer Olmayan ve Gegis Sartlar: igeren Bir Siwr-Deger Problemi
icin Diferensiyel Dontisiim Yonteminin Gelistirilmesi(Modifikasyonu)

Bu kesiinde

y'(t) +y°(t) = 5y(t), te[-1,00U(0,1]

diferensiyel denkleminden

smir sartlarimdan ve

y(—0) = kiy(+0)
y'(—0) = kay'(+0)

gegis sartlarmdan olusan snur-deger-gegis probleminin ¢oziimiini elde etmek icin

diferensiyel déniisiim yontemini uygulayacagz.
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Ik olarak, o"(t) + y?(t) = 5y(t) diferensiyel denklemine diferensiyel doniisiim

vontemi uygulanirsa,

5Y (k) — h Y ()Y (k—7) (3.3.48)

T = (k+2)(k+ 1)

elde edilir. y(t) = Y p_o Y (K)(t — t0)"|i=t, oldugu kullamlarak #, = —1 i¢in

n

) = Y)Y )

k=0
= Y (0)+ (t+1)Y (1)
+ 4+ (2)+..+({t+1)"Y (n) (3.3.49)

elde edilir. Buradan y(—1) = 0 oldugun kullamlarak Y~ (0) = 0 elde edilir. Y~ (1) =
A olsun. (3.3.48) kullamlarak;

5Y~(0) — Y= (0)Y~(0)

k=0 igin Y(2)= 5 =0
- 5l (MY (1 =7 =
k =1 ECITI }77(3) == 5} (1) Zr:O} (J) ( 1) - ﬂ
3.2 3!
_ A2
=2 dein Y (@)=
k=2 icin (4) T
25A
k=3 icin Y (5) = i
5!
‘—‘51’12
'.:4 }/_6 =
3 icin (6) =

degerleri bulunur. (3.3.49) denkleminde n = 6 sec¢imi yapahm. O halde, yaklasik

¢ozlim ve tirevi igin

5A —A? 25A
y(t) = @+ DA+ o 4+ 1) (1)
3! 12 5!
“"'A2
t41)82 25
+ (1) (3.3.50)
54 _AQ 25A K 12
y’"(t)=A+(t+1)202—, (t+1)° +(t+1)4:—l+(t+1)5 ‘1’; (3.3.51)




esitlikleri elde edilir.

Ikinci durum olarak, ¢ € (0,1] araligmda problem i¢in ¢oziim elde edelim. y(t) =

1o Y (k) (t — to)¥|¢=r, oldugu kullamlarak ve to = 1 segilerek
yt(t) = D (= DY (k)i
k=0

= Y*H0)+(t-1)Y*(1)

+ (t-1D)T2)+...+(t-1)"YT(n) (3.3.52)

yazilir. Buradan y(1) = 0 oldugu kullamlarak Y*(0) = 0 elde edilir. Y*(1) = B
olsun. (3.3.48) kullamlarak;

k=0 dgin ¥YH(2)=0

e BB
k=1 dcin Y*@3)= ar
- B2
k=2 icin Y (4) =
icin (4) i3
25B
k=3 icin Y*(5) = ——
: 5!
_rB2
k=4 icin Y*(6) = —
icin (6) =

bulunur.

(3.3.49) denkleminde n = 6 secimi yapalim. O halde,

sk — o _ 35B _ _ 4B_2 - 5253
y0) = (- DBHE-1 - (- D+ DS
5B*
o F— 1 6~ 3.5
(-1 (3.3.53)
ve
5B o B? 258 582
wEs — . 2R L - 4oV = - 5 35
Y = B (= 1P = (= 1P+ (- 1) — (= P2 (33.54)
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esitlikleri elde edilir. (3.3.50)-(3.3.51) ve (3.3.53)-(3.3.54) denklemlerini ¢ = 0 siireksizlik
noktasma gore degerlendirerek ve gegis sartlarini goz oniine alarak, Mathematica
programmm kullamlmast sonucu (A = 12.9508, B = —0.412886), (A = 6.80966,
B = —6.55397), (A = 6.56187, B = —6.56187) elde edilir. Burada, ky = 1 ve ky =5
secimleri yapilmistir. Dolayisiyla, A = 12.9508, B = —0.412886 degerlerine karsihk

gelen ¢oziim fonksiyonu;

(t +1)(12.9508) + (¢ + 1)32U2908) | ;| 1)4-0295087 , 4 ¢ [-1,0)
y(t) =

(t — 1)(—0.412886) + (£ — 1)22=0412888) _ (; _ ya(04LB80) ¢ (0,]]

biciminde bulunur. Ayrica, A = 6.80966, B = —6.55397 degerlerine karsihk gelen

¢oziim fonksiyonu igin

(t + 1)(6.80966) + (£ + 1)32C80000) | (4 | )4 =(O800667 | 4 ¢ [-1,0)
(t — 1)(=6.55307) + (£ — 1)38(=855300) _ (4 _ 488880 4 | € (0,1]
esitligi, A = 6.56187, B = —6.56187 degerlerine karsihk gelen ¢oziim fonksiyonu igin

(t + 1)(6.56187) + (¢ + 1)3SCHEN 4 (4 4 1=EIOTF 4 ¢ e [-1,0)

(t — 1)(—6.56187) + (£ — 1)3=CI0180) _ (4 _ ya (6561807 | 4 ¢ (0, 1]

esitligi elde edilir.
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3.4. Homojen Olmayan ve Gegis Sartlar: igeren Bir Sinir-Deger Problemi

igin Diferensiyel Doniistim Yoénteminin Uygulanabilirliginin Incelenmesi

Bu kesimde

y'(t)— () =0, te[-1,00U(0,1]

diferensiyel denkleminden

y(-1) =1
y(1) =0

sinir sartlarimdan ve

y(—0) = kyy(+0)
y'(—0) = koy/(+0)

gecis sartlarmdan olusan smr-deger-gecis problemini inceleyecegiz. Bu probleme

diferensiyel doniistim yontemini uygulayarak, ¢oziimiini aragtiracagiz.

Ilk olarak, y"(t) — Ay(t) = 0 diferensiyel denklemine diferensiyel déniisiim yontemi

uygulanirsa,
AY (k)
Yh+2) =wg—am 3.4.55
(k+2) (k+2)(k+1) ( )
bulunur. y(t) = S p_o Y (k)(t — to)¥|e=t, oldugu kullamlarak, t, = —1 igin yaklasik
ozl
y (1) = D (t+ DY (R)=
k=0
= Y (0)+(¢+1)Y(1)
+ (E+1Y () + .+ (t+1)"Y(n) (3.4.56)

biciminde yazilir. Buradan y(—1) = 1 oldugu kullamlarak Y~ (0) = 1 elde edilir.
Y~ (1) = A olsun. (3.4.55) kullamlarak;
AY ~(0)

A
k=0 #in Y {2)= 5=
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AY=(1) A
= QA

E=1 icin Y (3) =

3.2
k=2 icin Y™ (4) = /\Zé?) N /}'2
k=3 igin ¥ {8)= %@ a /\;_rl
k=4 dgin Y(6) = A:;.(;) = /(\3_?
k=5 icin Y~ (7) = M;_(@S) 0 /\;'d
k=6 icin Y(8) = Ms/.(TG) a ;_T

elde edilir. (3.4.56) denkleminde n = 8 secimi yapalun. O halde, yaklasik ¢oziim

igin
= 2 A 3 A 8’\4 =
y () =1+t+1)A+(t+1) §4—(1t+1) a/—1+...+(t+1) &l (3.4.57)
,7 2 A 3,\2 - B

esitlikleri elde edilir.
Ikinei durum olarak, ¢ € (0,1] araligmda problem icin ¢oziim elde edelim. y(t) =
> peo Y (K)(t — to)¥|e=t, oldugu kullamlarak ve o = 1 igin

n

vt t) = D= DY R

= ;jﬁ(O) +(t—-1)Y*T(1)
+ t-1YT2)+..+ (- 1)V (n) (3.4.59)

yazilir. Buradan y(1) = 0 oldugu kullamlarak Y *(0) = 0 elde ediliv. Y*(1) = B

olsun. (3.4.55) kullamlarak;

AY+(0)
2

k=0 icin Y(2) = =0

39




AYF(1) A

k=1 dcin Y*3)= 33 = QB
AY t(2)
;=2 dcin YT(4) = = )
K icin (4) 13
AYT(E) ¥
o e +E) — -
k=3 icin Y (5= = =T
AY*(4)
: =4 dcin Y1(6) = =0
k icin (6) 6E
AYHE) A8
| o 7+ - s Tt
k=% dgin Y ()= =5 = 7 B
AY (6
k=6 icin Y*(8) = 8.7€ ) =0
elde edilir.
(3.4.56) denkleminde n = 8 se¢imi yapalim. O halde,
5 A - AP
y ()=t —-1)B+ (t - 1)558 +(t— 1)053 +(t— I)TFB (3.4.60)
I+ 2 A N oA’
Yy t)=B+(t—1) §B+(t~1) ZTBJr(t*l) EB (3.4.61)

elde edilir. Burada, k) =1, ks = 2 ve A = 2 secimleri yapilnstir. (3.4.57)-(3.4.58)
ve (3.4.60)-(3.4.61) denklemlerini ¢ = 0 stiveksizlik noktasina gore degerlendirerek ve
gecis sartlarnu goz oniine alarak, Mathematica programi kullamlarak A = —1.48016,

B = —0.111778 elde edilir. Dolaysiyla, ¢oziim fonksiyonu;

;
14 (t41)(=1.48016) + (t + 1)?3 + .. + (¢ + 1)%4 + ..., t € [-1,0)

(t — 1)(—0.111778) + (¢ — 1)34(—0.111778) + ...
|+t = 1)74(-0.111778) + .., t € (0,1]

biciminde elde edilir.
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3.5. Bir Lineer Olmayan Sturm-Liouville Simir-Deger-Gegis Probleminin
DTM ile Elde Edilen Yaklasik Coziimiiniin Analitik(net) Coziimii
ile Karsilastirilmasi

SO =500,  teluEd

lineer olmayan diferensiyel denklemden

s sartlarmdan ve

y(2-0)=y(2+0)
y'(2-0)=9'(2+0)

gegis sartlarindan olusan smir-deger-gegis probleminin  ¢oziumiini bulmak igin
diferensiyel doniisiim yontemini uygulayalim. Ilk olarak ¢ € [1,2) araliginda problem
igin ¢oziim elde edelim. y”(t) = 3y*(t) diferensiyel denkleme diferensiyel déniisiim

yontemi ¢ = 0 noktasmda uygulanirsa;

k ! ~ (Wl — DYk —
Y (k+2)= 2 -0 ZPOQ}(,I; S_);)(A(:_ 11'))1 (k1) (3.5.62)

elde edilir. O halde yaklasik ¢oztun igin

y (O = Y=Y (W)le
k=0

— Y (0)+ (- )Y—(1)

+ -1V (2)+..+(t—-1)"Y " (n) (3.5.63)
esitligi bulunur. Burada, y(1) = % oldugundan dolayr Y~(0) = 2 elde edilir.

Y (1) = A olsun. (3.5.62) denklemi kullamlarak,




Y-(0)Y-(0)Y-(0) 2

= 1 ~ o7
Y=(@3) = 1—12(3’(0)1’ 0)Y (1) + Y (0)Y(1)Y™(0) + Y (1)Y~(0)Y™(0))

= % (3.5.64)
Y=(4) = 511 (Y=(0)Y~(0)Y (2 + Y (0)Y ()Y (1) + Y~ (1)Y~ (0)Y (1))

+ 21—4 (Y=Y~ (2)Y~(0) + Y~ ()Y~ (1)Y(0) + Y (2)Y(0)Y(0))

= 21—4(-3%3+2A2)

elde edilir. (3.5.63) denkleminde ozel olarak n = 4 segimini yapalim. Bu durumda,

T TR Rt BT TR
y (1) = 3+A(t 1)+27(t 1) +9(t 1)
1 3 2 . 4 ol A v
+ 24(81+2A )(t—1) (3.5.65)
. 2 A 9 1 8 2 3 o
; - 1=V LT - e £ TR 5.
YO = A+2(t— D) +35(0— 1) +dg (g +247)( - 1)° (35.66)

elde edilir.

Ikinci asama olarak ¢ € (2, 3] arahginda problem icin ¢bziim elde edelim. y*(t) =

Y reo(t = to)*Y F(K)|i=t, oldugu kullamlarak, to = 3 i¢in

n

yH) = Y (=3 Y (k)

k=0
= YH0)+ (t - 3)Y*(1)
+ (=3 YH2)+ ...+ (t—3)"YT(n) (3.5.67)
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yvazilir. Burada, y(3) = £ oldugu kullamlarak, Y (0) = £ elde edilir. Y*(1) = B
olsun. (3.5.63) denklemi kullamlarak,

YHO)YHO)YH(0) 2

)/‘F(Q) - =5
1 125
Y*3) = 1—12(1”(0)3’*(0)3”(1) +YF(0)YH(1)YH(0) + Y H(1)YT(0)YT(0))
_ QE (3.5.68)
V) = o (VHOYHOY ) YOV WY ) + Y)Y Oy (1)
+ 2—14- (YHO)YH)YH(0) + Y ()Y HDYH0) + Y H2)Y H(0)Y *(0))
N %(%1§5+§BE)

elde edilir. (3.5.67) denkleminde 6zel olarak n = 4 se¢imini yapalim. Bu durumda,

2 2 B ’
0t : = _ B t* 2 g t— 3
¥ (1) 5+(1‘ 3) +125( 3) +25( 3)
1,4 2 2 s )
2 B , 1.4 2 2
‘I+‘=B — (t— St 2 Z S £ n2 _a\3 35
y' () +2125(1‘ 3)+325(t 3) +2(25*125+5B )(t—3)" (3.5.70)

elde edilir.

Uclincii asama olarak da [1,2) ve (2,3] araliklarimda buldugumuz ¢oziimleri gegis

sartlarinda uygulayalim. O halde

) 2 A 1.8 2 9 B 1 1
3+A+27+9+24(er ) 2 T 25+(5a+20 ) (3.5.71)

esitligini elde ederiz. Aym seckilde (3.5.66) ve (3.5.70) esitliklerini 2 noktasmda

degerlendirirsek;
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4 A 18 4 3B 4 B
Bt e ool BT = G e 3.5.92
tntzteE ) st HFtT) ()

elde ederiz.

(3.5.71) ve (3.5.72) esitliklerinde Mathematica kullamlarak, ortak ¢6ziim yapildig
takdirde {A = —4.78369, B = 3.57608} ve {A = —0.227033, B = —0.0771867}
reel degerlere ulasily. Burada {A = —0.227033, B = —0.0771867} degerlerini
kullanarak, asagidaki ¢oziim fonksiyonunun sonuglar tabloda verilmistir. Yaklasik

¢ozlim fonksivonu,

24 (t—1)(—0.227033) + (t — 1)*% + ..., t € [1,2)
y(t) =
2.4 (t—3)(—0.0771867) + (t — 3)*2 + ..., t€(2,3]

bigiminde elde edilir.

y'(t) = 2y%(t), t € [1,3] diferensiyel denkleminden ve y(1) = 2 y(3) = % smur
sartlarindan ve y(2 - 0) = y(2+0), ¥'(2-0) ='(2+0) gegis sartlarindan olusan

sinir-deger probleminin analitik ¢oziimii y(t) = ?525 seklindedir.
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Cizelge 3.1 Coztimlerin Karsilastirilmasi

t Dy(t) Analitik Coztim
1.1 | 0.6446796902 | 0.6451612903
1.2 | 0.6240346144 | 0.6250000000
1.3 | 0.6046103619 | 0.6060606060
1.4 | 0.5863060406 | 0.5882352941
1.5 | 0.5690409435 | 0.5714285714
1.6 | 0.5527545495 | 0.5555555555
1.7 1 0.5374065223 | 0.5405405405
1.8 | 0.5229767115 | 0.5263157894
1.9 ] 0.5094651517 | 0.5128205128
2.1 | 0.4850841964 | 0.4878048780
2.2 104738232356 | 0.4761904761
2.3 1 0.463078050G6 | 0.4651162790
2.4 | 0.4528189948 | 0.4545454545
2.5 [ 0.4430179043 | 0.4444444444
2.6 | 0.4336480981 | 0.4347826086
2.7 1 0.4246843781 | 0.4255319148
2.8 1 0.4161030294 | 0.4166666666
2.9 104078818198 | 0.4081632653

Dy(t), DTM kullanilarak elde edilen sonuglari temsil etmektedir. Tabloda elde edilen

sonuglar Mathematica kullamlarak bulunmustur.
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3.6. Lineer Olmayan Bir Sturm-Liouville Probleminin Adomian Ayrisim

Yontemi ile Ozdegerlerinin Bulunmas:

Bu kesimde

—y" (1, A) + eV = xy(t, \) (3.6.73)
y(0,A) =0 (3.6.74)
y(1,A) =0 (3.6.75)

t eI =(0,1), y(t,\) > 0 olacak sekilde, lineer olmayan Sturm-Liouville probleminin
ozdegerlerini ADM ile hesaplayacagiz. Burada A bir 6zdeger parametresidir. Baslangig
olarak, L = (—‘;75 diferansiyel operatoriiniin yardinu ile verilinis sini deger problemi

Ly(t, A) = e — Ay(L, ) (3.6.76)

y(0,A) = y(1,A) =0 (3.6.77)

seklinde yazilabilir. L nin ters operatorii (3.6.76) nm her iki tarafima uygulayahm, o
halde; L[] = [; [ .dsdz ve y(0,\) = 0 ilk s sarts kullamlarak, (y'(0,A) = a # 0

degeri diger simr sarti kullamlarak bulunacaktir.) asagidaki esitlikleri elde ederiz.
f=e"t _ Ay(t, N) (3.6.78)
gosteriminden yararlanirsak, denklemi
Ly(t,\) =y"(t,A) = f

biciminde ifade edebiliriz. Her iki tarafi integrallersek,
t t
/ y'(tA) = f !
to to

J(6,0) — o (to, 3) = f f

elde edilir. Burada,
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elde edilir. Yeniden integrallersek,
O

t t t t
/y’(t,f\)f 'y'(to,f\)+/ / f
to to to Yo

elde edilir. Buradan

t gt
y(A) — ylto, \) = 19/ (t0, A) — o/ (f0, \) + / / !
esitligi bulunur. Bu esitlikte (3.6.78) i dikkate ahrsak
y(t. A) = y(to, A) + Ly (to, A) — toy'(to, A) + L' (€N — My(t, A))
esitligini elde ederiz. Burada ¢y = 0 koyarsak
y(t,A) =t/ (0, ) + L7 (™ = My(t, \))
esitligini buluruz. Sonuncu esitlikte y'(0, A) = a segimi yapilarak
y(t, A) = at + L7V — Ay(t, )

denklemi elde edilir. Simdi ¢oztini
o0

TOPVEDBEACRY (3.6.79)

n=0

seklinde arayacagiz. Ilk once ¥ (t-2) ifadesini Adomian polinomlarinin serisine agalim.
oo

VN = N(y(t,N)) = ZA" (3.6.80)

n=0

A, nin Adomian polinom oldugu icin (3.6.78) denkleminde (3.6.79) ve (3.6.80)

ifadelerini kullanarak,

STyt N) =at+ L A) = LAY wa(t,A) (3.6.81)

n=0 n=0 n=0
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yazilir. at = yo(f, A) tammlanarak, diger bilesenler

Yo(l, ) = at (3.6.82)
dor1(LA) = L (Ax — M), k>0 (3.6.83)

rekiirans iliskisi kullamlarak tanimlanm. (3.6.83) denkleminin elde edilis bigimi

asagidaki gibidir.

Z;y (L, A) =at+ L‘l(i An) - Li(z\gyn(t, A)
Yo + gyn(f—, A)=al+ L"(; Ag) = L7H(A éyn(h A)
“i:;yn(t’! A) = L‘l(g(fln — Ma(t, )

g Yng1(t, A) = L“(g(zln — dyn(t, A)))

> gt A) = (L7 (An = Aya(t, V)

n=0 n=0
(Serinin terimleri terim terim diferensiyellenebilir oldugundan dolay1 yazilabilir.)
Burada A, N(y) = ¥ lineer olmayan terimi i¢eren Adomian polinomlaridir. Adomian

polinomlari

/10 = I\r(yo) =0
A= lel(yo) = gje?®
i 12 Ti Yo 1o Yo
Ay =y N'(yo) + §y1f\ (o) = yoe™ + P
1 ! T 1 3 i Yo Yo 1 3 _vo
Az = y3N'(yo) + 11y N" (yo) + g‘!h N"(yo) = y3e™ + y112€™ + g%e

seklinde bulunur. Burada




y1 = L7 (Ay — M)
ys = L7 (A — dyy)
ys = L7 (Ag — M)

esitlikleri kullamlarak,

LI 6 — Ge™ + \a®t® + 6at
yl = 6(12

elde edilir.

6 — 6 + \a’t® + Gat) st

A:' /y(]:‘eaf:_
1 =Ue n ( 62

oldugundan dolayn,
UYa = L—l(fll = )\yl)
= (1/120a")(480A (=1 + ) + (—120aX(1 + 3e™)t + (120(—2 + (2 + a*At?))

4+ (30€™ + 30(3 + 4\ — dat) — 20e™ (6 + 6at + A(6 + a*t*) + at(60(1 + 2))

4+ aM(60 + 20at + a*At*))))))

bulunur. Buradan

Yo+ Y1+ Y2+ ...
1 ¢ 3
== at—l—(?e —A(I§+

y(t, A)

Simdi y(1) = 0 sir sart1 goz ontine alimrsa,

1
1 t*
y(t'n’\)=;yn:y0+y1:at+?e _/\ﬂg!'.-
1, 1
y(l,)\):(LJrEe —Aaiz()




elde edilir. Incelenen problem icin y(t) = y(1—t), 0 < t < 1 saglancig goriilmektedir.

Bunlan dikkate alarak ve

M\ a)=y'(0,\)+4'(1,\)=0

N(Aa)=y(1,A\)=0

sec¢imi yapilarak, M (A, a) = 0 ve N()\,a) = 0 lineer olmayan bir denklem sistemi
yazilir. Numerik olarak, verilen denklem sistemini ¢ozerek A ve a nin degerlerini

elde ederiz. Simdi

y(t,A) = g e“’ﬁ/\aﬁ
by = BT 3!
1 , Aa
l\"’()\,n):y(l,/\)=a.+ge —§=0

Y, ) =a+ le“t - ,\aj
’ a 2

1
v (0,\) =a+ .

ve
1 Aa
y(1,\) =a+ —e* — —
y(IL,A) =a+ e 5
esitlikleri kullamlarak,
; p 1 1, Aa
M a)=y(0,\)+4y'(1,A) =2a+ -+ —e" — 5= 0 (3.6.84)
a a
1 , Aa
1\7(/\70) =a+ (?6 — “3*'- =0 (3685)

elde edilir. Yukanidaki denklemler ortak ¢oziilerek, A ve a degerlerini bulahm. Ama

Aa

oncelikli olarak ¢* = 1 + a se¢imini yapalim. 2a + % 41 = )‘2—“ ve a + a_12 +% =

denklemlerinin ortak c¢oztimlerini elde edebilmek adina a cinsinden denklem

@ —a®+a+3=0




bi¢iminde olusturulur. Buradan

a; = —1
as =1— V2i
a3 =1+ V2i
bulunur. a = —1 igin A = 6 elde edilir.
3.7. Homojen Olmayan Smir-Deger-Gegis Probleminin Coziimiinii Elde
Etmek i¢gin ADM Uygulanmasi

Bu kesimde

) +yt) = M), e, %) U (é, 1 (3.7.86)

diferensiyel denkleminden,

y(0) =1 (3.7.87)
y(1) =0 (3.7.88)

simir sartlarindan ve de t = —21- noktasinda verilmis

¥z~ 0) =35 +0) (3.7.89)
V(G —0) = ~24/(; +0) (3.7.90)

gegis sartlarindan olusan snur-deger-gecis probleminin ¢oziimiinii elde etmek icin

Adomian aynsim yontemini uygulayacagz.

1.ADIM
0y =N, te,) (37.91)
y(0) =1 (3.7.92)
y(0) =a (3.7.93)




baslangig deger probleminin bir tek y(¢) ¢oziimii vardr.

L= ;TQZ diferensiyel operator oldugn durumda, (3.7.91) diferensiyel denklemi

Ly(t) = y(1) — My(t) (3.7.94)

operator denklemi seklinde yazilabiliv. [ = y({) — Ay(t) gosterelim. L nin ters

operatérii olan L[] = fti) fr; dtdt yi (3.7.94) iin her iki tarafina uygulanarak

t t
y(t) = y(to) + ty'(to) — tov'(ta) + f / fdtdt
to Jio

elde edilir. Burada ¢y = 0 igin
J(t) =1+ at + L7 (1 = \y(t)

bulunur.

Y(t) =3 oo Un(t) seklinde ¢oziim arayacagiz. Genel sekilde
’:l}-o(ll) =1+ (l.t,

Teat(t) = LY A — M),  k=0,1,2, ...

yazilabilir. Adomian polinomlarnu elde edebilmek i¢in asagidaki esitlikler uygulanir.
Ao = N(5(t)) = Jo
51 = 5iN'(o) = U
- 1 _ ~
Az = 1 N'(%o) + 55)@{"(1/0) =12
1 ~ ATh(e~ e e ATIf 1~3 T~ o=
As = ysN'(g0) + 152N (Go) + 5 N (%) = U

O halde,
To(t) =1 +at,
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) = LA - fo(t)

t ot
= / / (L = A)(1+ at)didt
0 Jo

i al?
= (-G + %)
52(1) I(Al f
t 2 at?
= (1-A ff (1= 2)( 21+—)dtdt
at®
= -+ D,
g-’i(t) = 1(A2 = Jz
= i1 =A / f (I—=A ( +g—)(lf(1t
= 3 at’
= (1-2) (a + =
bulunur. Buradan
> at? ol % ot
y(f)—1+at+(l—)\)(2,+§n)+(1~)\)2(, S+ -0+ )

elde edilir.

2. ADIM
1
VO +u0 =0, te ()

y(1) =0
y'(1) =—

baslangi¢ deger probleminin bir tek (t, \) coziimii vardir. f = Ay(t) — y(t)

gosteriminden yararlanarak verilmis denklemi




y't)=1r

biciminde yazdun. Integrallersek

esitligi elde edilir. Buradan
1
v -y©=[ 1
t
bulunur. Yeniden integrallersek,
1,1
v -y =y -t~ [ [
t Jt

elde edilir. Buradan
1 gl
v =0 -y -+t [ [ 1
t
bulunur. Baslangi¢ sartlarni dikkate alirsak, ¢oziim
y(t) = b—bt+ L7((1 = Ny(t))

seklinde elde edilir.

Buradan benzer olarak,

;jo(t) =b—bt

Tenr() = LY (A = A1), k=0,1,2, ...

elde edilir. Burada, Ag = "Ej[,(t), Aj = Ei(t), Ay =(1), As= ’rj}(t),

kullamlarak;

?J:o(t) =b-0

Ut
g

oldugu




7)) = L7 (40— Ao

= (1L—A // (b — bt)dtdt

= _Eb(l —A)(=1+1)

a(t) = —zb(1 — (=1 -+ 1)

a(t) = —ib(1 = (=1 +1)"

bulunur. Sonug olarak,

i(f) = ﬁo(t) +§1(t) + ;:I:z(t) +is

1 1 1
= b—bt— é-!b(l = A)(=1+1)3 - -571)(1 AP (-1+¢t)° - =b

seklinde ¢oziim bulunur.

3. ADIM
")+ =), 1€0,5)UG 1

diferensiyel denkleminden,

y(0) =1
y(1)=0
siir sartlarindan ve de t = noktasmda verilmis

u(5 ~ 0 =y(z +0)

1 1
y’(§ —-0)= —231’(5 +0)

7!

(L= (=147 +

(3.7.95)

(3.7.96)

(3.7.97)

(3.7.98)

(3.7.99)




gegis sartlarindan olusan smir-deger-gegis problemi goz oniine alarak,
1, =1
(=) =9(=
iG5) =7(3)

ve

7(3) = -2(;)

vazilabilir. Ozel olarak,

y(t) = vo(t) + i (t) +ga(t) + v3(t)
= Lbatpfl — )(;+%)+(1—)\)2 f’u “t )(éﬁ%

ve

EJ;(f) = yo( )+ yl(t) +y2(t) e y3( )

= b— bt%b(l,\)( 1+t)3—51—!b(1,\)2(1+1.) %b(l A3(=1+1)

alalim. Buradan,

a 1 a .
H=)Y=1+— = 1— - 2 1—A 4
9(2) T (8 48)( X+ (318 3840)( ) +(46080+645120)( )
~ 1 1 a 1 a :
HzY — g el .. e s — )3
Y =et(G+g)A-N+(5+ 384 (1=A)7 +(3840+46080)(1 A)
(3 =3 + 75b(1— X) + gsb(l = N + b1 — A
3840 645120
= 1 R I _ o _ 2 L _ 3
y(z) b 8b(1 A) 334b(1 \) 460800(1 \)
elde edilir. A € R oldugundan 6zel olarak, A = —1 icin
1 a 1 1 a 8753b
: +8(46080 * 645120) + 4(@ & 3840) * 2(§ ¥ 48) + 5 T 16128
1 1  a 1 a 7261b
4 M = — (—
8(3840 46080 + (48 + 384) (2 * 8) ( 5760




esitlikleri elde edilir.

Ortak ¢oziim yapildigy taktirde, a = —1.8355 ve b = 0.487228 bulunur.

#

T4at+ (1= A5+ 4+ (1 - MN2(5 + L)+ (1 - N

fG

a—{_g?flz)f te [O’%)
y(t) =
b—bt — £b(1 = A)(=1+)> = Zb(1 = A)*(=1+1)°, te (3,1]

vaklasik ¢oziim fonksiyonu elde edilir.
3.8. Gegis Sartlar: Iceren Bratu Problemine Adomian Ayrisim Yéntemi

Uygulayarak Coziimiiniin Bulunmasi ve Analitik Coziim ile

Karsilastirilmasi

Bu kesimde

1 1
y'(t)+Xe¥® =0, telo, UG 1] (3.8.100)
Bratu diferensiyel denkleminden,
y(0) =y(1) =0 (3.8.101)
sinir sartlarndan ve de ¢ = é noktasimda verilmis
1 1
y(§ -0)= i.’ly(i +0) (3.8.102)
il "
Yy (5 —0) = koy (5 +0) (3.8.103)

gegis sartlarmdan olusan smir-deger-gegis probleminin ¢oziimiinii elde etmek igin

Adomian ayrisim yontemini uygulayacagiz.




1.ADIM

Asagidaki yardimer baslangig-deger problemini goz oniine alalim.

1

y'(t) + e =0, te|o =) (3.8.104)
y(0) =0 (3.8.105)

y'(0) = a (3.8.106)

Bu baslangi¢ deger probleminin bir tek y(t) ¢oztimii vardr.

Pi= :?r > diferensiyel operator oldugu durumda, verilmis diferensiyel denklem
Ly(t) = —Aev® (3.8.107)
operator seklinde yazlabilir. f = —Ae¥) gisterelim.L nin ters operatorii olan

L) = ft; f:ﬂ .dtdt yi (3.8.107) tin her iki tarafina uygulanarak

y(t) = y(to) +ty'(to) — toy' (o) / / fdtdt
elde edilir. Burada to = 0 igin
y(t) = at + L1 (f,\ey(f))

bulunur. O halde
y(t) = at + L7 (=e"D)

denklemi elde edilir. Simdi e?® fonksiyonunu Adomian polinomlar serisine acalim:

1 = N(y) = Cnlo An-
U(t) = Yoo o Un(t) scklinde ¢oziim arayacagiz. O halde
(l) =
Tea1(t) = LY (=AAL), k=0,1,2,...
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yazilabilir. Adomian polinomlarnn elde edebilmek i¢in asagidaki esitlikler uygulamn.
Ao = N(fio(t)) = e®

A = DN (o) = Jre™

I DU B
Ay = 1N'(0) + §ny”('yo) = pe” + gﬂ’)fe‘w

F

o e W o B e w0
A3 =N () + 1172 N" () + g‘y?l\rm(yo) = yze™ + y1y2e™® + 565"“;!7?

O halde,

g[) (f) = at,

7n@t) = LY(=AAg) = L7 (=Xew)

t t
= —A / f etdidt
o Jo

L 1
= A (Gt — =Nyt
A((z.e - )a

1 at t 1
B _I\(Ee a a*”’
B() = L)

I t 1

— Lf1/2 at( = at 7
e ((126 @ (12)]
_ /\28(—1 +e¥) + (3 + €2 — dat — 4e*(1 4 at)) + 2at
4at
bulunur. Sonug olarak
~ 1, t 1
8(—1+ e*) + (34 e* — dat — 4e™(1 + at)) + 2at
+ A2 ( e 4(,4(1 £ e T +..(3.8.108)

elde edilir.
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2. ADIM

Simdi asagidaki baslangig-deger problemini olusturalim.

1
y'(t) + At =0, te (5:1]

Bu baslangi¢ deger probleminin bir tek E;:’(f) coziimit vardir. N(y) = e¥® lincer

olmayan terim olsun. y(1) =0 ve y'(1) = —b oldugu kullanlarak,
y(t) = b— bt + L7 (—=Xe¥)

elde edilir. Buradan

() = L7(=AAy)

t t
= =A / / e dtdt
1)1

—1+et ¥+ b(—1+1t
= - e

—1+et M —b+bt
- )

(l) = L7 (N2

_ /\ge*“(_se%f + 8P + (e + 4t (—1 + b(—1 +¢)) + (3 + 4b(—1 + 1))
N 4p*
—2be?t(—1 + 1)

4bt

/\2

bulunur. Sonug olarak

S PN S
+e" "+ b( ))+

T0) = Jolt) + T (0) + Falt) + . = b= bt = X( .
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5 /\Qc-?f'f(fse%' + 8ebtht 4 20 4 4P (—1 4 (=1 + 1)) + P! (3 +4b(—1 + 1))
4p?
—2be? (—1 + 1)

4

— )2

(3.8.109)

seklinde ¢oztim bulunur.
3. ADIN
Simdi
. 4 1. 1
y'(t)+Xe¥ =0, te [O,a)u(i,l]

diferensiyel denkleminden

(0) = y(1) = 0
sinir sartlarindan
¥~ 0) = hy(5 +0)
(5~ 0) = kay/ (5 +0)

gegis sartlarindan olusan genel problemi goz oniine alarak,
1 =1
y(=) = kyl=
u(3) = ky(3)

ve
~1 = i
Y (5) = kay (5)

esitliklerini yazalum. Ozel olarak,

y(t) = go(t) + y1(t) + 3a(?)

ve

7(t) = Go(t) + 11(1) + a(t)

alahm. Ayrica ef =320 & =141+ 5 + 5 + &+ . oldugu kullamlarak

n=0 n!
el 1+t+ ’2—2, + g—d, + i—: + f,)—’, secimi yapalim. O halde
. I . £ 1 5 8(—1+€™) 4+ (3 + e — dat — 4e™(1 + at)) + 2at
1) = af — M —e — — — — Y+ A
lef=ik A((1,26 a a.2)+ dat
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esitligi geregi

— 1 a 1 a 1 1 2 ] a a
y(ﬁ) - 5—/\(0—2@2 —Q_(E_E)_{_)\ m@le —5+¢e"—a—2ae2)
a 1 a a? a3 A1 da a?

R
|
|
o1
+
+

)+

= 3.8.110
4 *4.4! s 8.5! 16, 5')( )

s TR 164 325
elde edilir. Ayrica

—14 et +b(—-1+1)

() = b— bt — A( o )

QC—QM(*SSQM EE Seb—i—bf A EQb & 2 _4_eb(l+f)(_1 e b(_l 4 f)) £ e?bf(g KD ‘lb('ﬁl +f)) _ 2b th( 1+ 1;)
+A b
esitliginde ¢ = % yazarsak,
b
~ 1 b ~1+er—b+2 1 b
W) = 5 - M) 4+ (e deh(1 - 2) + (~5 - b))

[12

Mgt teatns) T T @t oo

D
2 21 4 W
g SR ’_) (3.8.111)

bulunur. Ayrica

~ 1 I, X
y'(t)=a— /\(ae” - E) + @(—2& + dae™ + 2ae* — dae™ (1 + at)),

ﬂ \2 a
€2 ) + 1—4( 2a + 2ae” — 2a’e?) (3.8.112)
F a? a* ) )\2( 1 e )
8 B wea Ty TT 2 a3 66

a 11a® a?

= 2 ,—2bt
O = A 00— 1) - A_zebT(e%Heb“*”(Hb(—l+t))+e2”’(—5+2b(—1+t)))
2 —Ebf
+ Ne = (2be®* 4 4beb(1+1) 4 4bet(1HD(1 4 b(—1 + 1)) + 206 (—5 4 2b(—1 + t)))
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ve

=1 1 Ae an b _
y@):-¢+Abmp—m 2w“ﬁ @zu—?+&pg—m
2p=b . b
+ o (Qbeb+4be%+4be%(w§)+2be( 5— b))
. b+\(1 b+bj+ v 5 b )_,\'“(1 i b +11b27 b )
N o T8 48 164! ' 32.5! 4 24 85!  16.5!
(3.8.113)
bulunur.
y(3) = A.‘l:{j(%) oldugundan dolay1 (3.8.110) ve (3.8.111) kullamlarak;
a? a® A2 da a’
“’ __+164' 325)+__Q4J 85 165
b 1 b b b 2.1 4b b?
=k(=—-A — —(—=+ == - 3.8.114
GG+ e Tt 1T T se W) )

esitligi yazihr. Ayrica gj"(é) = ng}”(%) oldugundan dolay1 (3.8.112) ve (3.8.113)

kullamlarak,

a—A(1+ + 2+ ’ a4)+£ +a+1la2 ”‘3)
‘ 2 8 48  16.4! 325l 412 24 85!  16.5!
b b? b bt o1 b 11p? b
fb(b+M +—4+—=+ + )
(3.8.115)

TR T TR X- L RS TR Y I T
esitligi yazilabilir. k; = ky = 1 ve A = 1 olmasi durumunda, (3.8.114) ve (3.8.115)
denklemlerinin ortak ¢éziimii sonucu

a = —10.8305 — 14.0938i, b = —10.8305 — 14.0938:

a = —10.8305 + 14.0938i, b = —10.8305 + 14.0938i
= —063.9517 — 28.55567, b = 61.0243 — 23.4696:
a = —63.9517 4 28.55567, b = 61.0243 + 23.4696:

a = —29.4779 — 12.54117, b = —29.6461 + 12.5141:

64




a = —29.4779 + 12.5411i, b= —20.6461 — 12.5141
a = 22.0437 — 9.38598i, b = 22.1901 + 9.36811i
a = 22.0437 + 9.38598i, b = 22.1901 — 9.36811

a = 60.8859 — 23.6162i, b = —64.0682 — 28.3823i
a = 60.8859 + 23.6162i, b = —64.0682 + 28.3823i
a = 0.5488, b= 0.5488
a = 10.6122, b= 10.6122

degerlerine ulasilir. Burada a = 0.5488, b = 0.5488 sc¢imi yaparak, asagidaki tablo
elde edilir. Tablolardaki analitik ¢oziim degerleri Hassan ve Ertiirk (2007) tarafindan
yvapilan galismadan alimmistir. Amacimiz gesis sarth Bratu problemini Adomian
ayrisum yontemi ile ¢ozerek, Bratu probleminin analitik ¢oziimii ile karsilastirmaktr.

Burada gegis sartlaridaki by ve kg katsayilan 1 alimarak karsilagtirma yapihmstar.

Cizelge 3.2 A = 1 degerine karsihk gegis sarth Bratu probleminin ADM ile bulunan

vaklasik ¢oziimiiniin analitik ¢oziim ile karsilastirilmasi

t | Analitik Coziun | Numerik Coztm | Hata

0.1 | 0.0498467912 0.0497911376 0.0000556536
0.2 | 0.0891899346 0.0890795685 0.0001103661
0.3 | 0.1176090958 0.1174492625 0.0001598332
0.4 | 0.1347902539 0.1346024134 0.0001878404
0.6 | 0.1347902539 0.1346023247 0.0001879291
0.7 | 0.1176090958 0.1174491951 0.0001599006
0.8 | 0.0891899346 0.0890795232 0.0001104114
0.9 | 0.0498467912 0.0497911148 0.0000556763
1{0.0 0.0 0.0

ki = 1,ky = 1 ve A = 2 olmas) durumunda, (3.8.114) ve (3.8.115) denklemlerinin

ortak ¢oziimi sonucu




a = —45.4722 + 21.224i, b= 42.604 + 15.6203i
a = —45.4722 — 21.224i, b = 42.604 — 15.6203
a = 42.1982 + 16.02014, b = —45.7851 + 20.7124i
a = 42.1982 — 16.02017, b= —45.7851 — 20.7124i
a = —21.8323 + 9.44377i, b= —22.3192 — 9.36087
a = —21.8323 — 9.44377i, b= —22.3192 + 9.36087i
a = 14.1063 + 6.3844i, b = 14.5003 — 6.33791
a = 14.1063 — 6.3844i, b= 14.5003 + 6.33791
a = —9.36201 + 11.35114, b= —9.36201 + 11.35113
a = —9.36201 — 11.35114, b = —9.36201 — 11.3511
a = 6.46694, b = 6.46694
a = 1.25709, b = 1.25709

degerlerine ulasihr. Burada a = 1.257009, = 1.25709 scgimi yaparak, asagidaki

tablo elde edilir.
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Cizelge 3.3 A = 2 degerine karsilik gegis sarth Bratu probleminin ADM ile bulunan

yaklasik ¢oziimiiniin analitik ¢oziim ile karsilastirilmasi

t | Analitik Coziim | Numerik Cozliim | Hata
0.11]0.1144107433 0.1152943728 0.0008836294
0.2 | 0.2064191165 0.2081699806 0.0017508640
0.3 | 0.2738793118 0.2764967917 0.0026174798
0.4 | 0.3150893642 0.3187312930 0.0036419288
0.6 | 0.3150893642 0.3187312930 0.0036419288
0.7 | 0.2738793118 0.2764967917 0.0026174798
0.8 | 0.2064191165 0.2081699806 0.0017508640
0.9 | 0.1144107433 0.1152943728 0.0008836294

1100 0.0 0.0

o4k
-
o0k
o0k
o.0sf
ooal
o.o2f
e -

Grafik 3.4 A = 1 degerine karsihk gecis sarth Bratu

probleminin ADM ile bulunan yaklasik ¢oziimiiniin grafigi
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0.6 0.8 1.0

Grafik 3.5 A = 2 degerine karsihk gecis sarth Bratu

probleminin ADM ile bulunan yaklasik ¢ozlimiiniin grafigi

3.9. Lineer Olmayan Bir Simir-Deger-Gegis Problemi igin DTM ve ADM

Yontemlerinin Karsilastirilmasi

Bu kesimde

YO+ ) =M, te[1,2)u(2,3]

lineer olmayan Sturm-Liouville denkleminden

y(1) =y(3)=0

sinir sartlarindan ve

y(2—-0) =my(2+0)
¥'(2—0) =7y (2+0)

gecis sartlarindan olusan smir-deger-gecis probleminin ¢oziimiinii bulmak igin ilk
once diferensiyel dontisiim yontemini uygulayacagiz. Ilk olarak ¢ € [1,2) araliginda
problem i¢in ¢o6ziim elde edelim. Diferensiyel denkleme, diferensiyel doniisiim kurallar

uygulanirsa;
AY (k) =3 o Y~ ()Y (k1)
(k+2)(k+1)

Y (k+2) = (3.9.116)
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clde ediliv. y~(t) = > j_o(t — 10)*Y ™ (k)|i=¢, oldugu kullamlarak, to = 1 igin

n

y (1) = D _(t-1Y (k)

k=0
= Y(0)+(t—1)Y (1)
+ -1V (2)+ ..+ (- 1)"Y (n) (3.9.117)

yazihr. Burada, (1) = 0 oldugu gézoniine almarak Y~ (0) = 0 elde edilir. Y~ (1) =

a olsun. (3.9.116) denklemi kullamlarak,

Y=(2) = 0

Y-(3) = ’\é"

y-(4) = 11‘2‘—2

Y=(5) = %g (3.9.118)

1 [ Aa o
Y (7)) = —| —+—
(7) 42 (120 i 6 )

elde edilir. (3.9.117) denkleminde 6zel olarak n = 7 scg¢imini yapalim. Dolayisiyla,

Aa . o’
Yy = aft- -1 - —=—-1)
(1) = a(-1)+ -1 - -1
Aa 5 Aa? i 1% a8 :
et~ 1)~ =l — — (- +—) @t -1)" (3.9.11
+ 120“ 1 72 (t=1) +42(12()+ G)U )" (39.119)
, Aa 5 o 5
y () = (H'?(f-—l) —?(f*l)
Na 4 Aa? s 1/ Xa o ¢ 7
ik TN (t—1) T (t—1) +6(FO+E) (t—1)° (3.9.120)

elde edilir.
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Ikinci asama olarak ¢ € (2,3] arahginda problem igin ¢oziim elde edelim. y*(t) =

S opeo(t = to)*Y (k)| 1=, oldugu kullamlarak, ty = 3 i¢in

y'() = Z(t

)/Jr(i‘

_ oyt (0) + (¢ — 3)Y+(1)

+ (t-

3YH(2) 4.+ (t—

3)"Y*(n) (3.9.121)

yazihir. Burada, y(3) = 0 oldugu gozoniine almarak Y+ (0) = 0 elde edilir. Y*(1) =

3 olsun. (3.9.116) denklemi kullamlarak,

Y+(2)
}f+ (3)

Y*(4)
Y*(5)
Y+(6)

YH(7)

(3.9.122)

1 ,\3,3+E
42\ 120 6

elde edilir. (3.9.121) denkleminde 6zel olarak n = 7 se¢imini yapalim. Dolayisiyla,

A8

vt = Bl-3)+
p}
+ m( —3)°

ﬁz

3 _ ay4
—8P g - §)
1 /X % i Tk
(t—3)° +E(120+ 6)(%3) (3.9.123)
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j A3 5 32
yr() = 5+7(f—3)2—“§;(f*3)3
223 i AR e 1/X8 "
N = 2 S i B tey L5 — 3.09.124
- 24(1 3) 12(:‘ 3)+6 120+G)(1 3)° (3.9.124)

elde edilir.
Uciincii asama olarak da [1,2) ve (2,3] arahklannda buldugumuz ¢oziimleri gegis

sartlarinda uygulayalun. (3.9.119) ve (3.9.123) ¢dziimlerini 2 noktasinda degerlendirirsek;

e a2 ANa M 1 ()\3.11 a3)
a—+ F

6 127120 72 T\t

A B2 OXNB8 N2 1 (X B8
o [eielB o Eloe B8 08 = f O R g P 9.
“( PT% T2 120 72 2\120 " G (3:0.125)

elde ederiz. Aym sckilde (3.9.120) ve (3.9.124) esitliklerini 2 noktasinda degerlendirirsek;

oo NMa da? 1(Na o

*T 9 T3 T g T 12 T6\120 " 6

A B N AR 1/X3 B
P . i W BVt s AWt il W 3.9.126
7~(’H2+3+24+12+6 120 76 (3.9.126)

elde ederiz.

(3.9.125) ve (3.9.126) esitliklerinde A = v, = 42 = 1 secimi yapilarak ortak ¢oziim
yapildigy takdirde {a = 8.33666, 3 = —8.33666} ve {a = 6.66334, 3= —6.66334}
reel degerlere ulasilir. Burada {a = 8.33666, /[ = —8.33666} degerlerini kullanarak
asagidaki ¢oziim fonksiyonu sonuglari tabloda verilmistir. Ayrica A = v = 2,77, =
—1 segimi yapilarak ortak ¢oziim yapildhgr takdirde {a = 12.225, 3 = —3.62058}
ve {a =4.17397, 3 = —1.70732} reel degerlere ulasihr.
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Cizelge 3.4 Elde edilen Dy(t) Coziim

t

Dy(t) A=lm=1%n=1)

DY(t) (A —~ 2:71 == ‘2:72 = _l)

115 |
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
&
2.8
2.9

0.8344762396
1.6691708028
2.4915688717
3.2758492634
3.9850957246
4.5762921112
5.0092610789
0.2607059147
5.3445151349
0.3445151349
0.2607059147
5.0092610789
45762921112
3.9850957246
3.2758492634
2.4915688717
1.6691708028
0.8344762396

0.4186440631
0.8436189511
1.2780466761
1.7213917708
2.1692530698
2.6132533817
3.0411758308
3.4374956428
3.7844561536
1.7934130679
1.5598785894
1.3338965425
1.1171170753
0.9103076485
0.7134222063
0.5256799643
0.3456424954
0.1712777940

Grafik 3.6 Dy(t) ¢oziim grafigi (A= 1,7 =1,y = 1)
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Grafik 3.7 Dy(t) ¢oziim grafigi (A = 2,71 = 2,72 = —1)
Simdi ayni sinir-deger-gecis probleminin ¢éziimiinii bulmak i¢in Adomian ayrisim

yontemini uygulayalim.

1.ADIM

Diferensiyel denklemler teorisinden iyi bilinmektedir ki,
y'(t) + () = My(t),  te(L,2) (3.9.127)

1) =0, Hl)y=a (3.9.128)

baslangig deger probleminin bir tek y(£) ¢oziimii vardir.

L= (f? diferensiyel operatorii yardimi ile verilen diferensiyel denklem,

Ly(t) = My () — y(0) (3.9.129)

operator seklinde yazlabilir. Ly(t) = y"(t) = f = My(t).— y?(t) gosterelim. [ nin

ters operatorii olan L7'[] = ft; ftz dtdt yi (3.9.129) tin her iki tarafina uygulanarak

U(8) = y(to) + ' (to) — tay (fo) + / ] fdtat

elde edilir. Burada ¢; = 1 icin
y(t) = at —a+ L7 ((My() —y*(1)))
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bulunur. Burada y*(t) = N(y) = >.._ o An Adomian aynsimindan yararlanacagiz

ve y(t) =3 Y (t) seklinde ¢oziim arayacagiz. Genel sekilde
Yo(t) =at —a

() = LM O — Ay), k>0

yazilabilir. Adomian polinomlarmi elde edebilmek icin asagidaki esitlikler uygulanir.
Ao = N(%o(t))

/]:1 = gll\ﬂ(%)
= - - 1 . A
Ag = TN (T0) + 5ny " (Yo)
o _ - e, _ 1 .
Az = 53N () + 11v2N" () + gif‘f N"(%o)

O halde,
w(r)=at—a

nt) = L7'(\go(t) — Ao)

= //Aat—a (at — a)?dtdt

— _Ea(—z,wa.(—1+i))(—1+f)

B = L7ORO - 4)

- m( 141)5(10a*(—1 +t)> — 35a(—1 + L)X + 210%)

B(t) = L7'(OG(t) — Ay)

B a $ sy \ ) o
= —goagg "L+ 07(108° (=1 44)° = 50a”(=1 4+ 1)°A + 63a(~1 + A" — 124%)
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elde edilir. ¢ € [1,2) arahg i¢in asagidaki sekilde y() ¢oziuni elde edilir.

5 = m'.g(zu1—120(—2/\+a(—1+t))(—1+t)3

e (~14+0)°(106°(~1+ 1) = 35a(~1+ A +21\%)
s a —(_1 + t)7(10a3(_1 +t)3 = 50(52(—1 + f.)2/\ gy 63(1(—1 + t)/\z "~ 12)\3) 4o
60480
2. ADIM

Bilinmektedir ki,
y'() +y7() = My(t),  te(2,3

y(3)=0, y(3)=0b

baslangi¢ deger probleminin bir tek rrj(t) ¢oziimil vardar.

Birinei durumda belirtildigi gibi,
y(t) = y(to) + ty/ (to) — toy/ (o) + L' (AT, — Ax)

yazilir. Burada to = 3 igin diizenleme yapilirsa ¢oziim

y(t) = bt — 3b+ L (Agy, — Ax)

seklinde elde edilir. Dolayisiyla,

To(t) = bt — 3b

@ayz—%w—3+ﬂ%m—3+ﬂ2m

500 = beO(_S T )P (1062(=3 + £)% — 35b(—3 + A + 21\?)

75




bulunur. Sonug olarak t € (2, 3] araligy icin

S = bt3b—%b(—3+z‘,)3(b(—3+!.)—2)\)

b
+ 5eop (=3 + 0P (100%(=3 +1)* = 35b(=3 + )X + 21X°) + ...

seklinde ¢oztim bulunur.

3. ADIM

Simdi esas problemi, yani
y'(6) +y* () =My(t), te[1,2)U(2,3
diferensiyel denkleminden,
Y1) =0, y3)=0
siir sartlarindan ve de ¢ = 2 noktasinda
y(2—0) =ny(2+0)

Y(2—-0)=%y(2+0)

gegis sartlarindan olusan siir-deger-gegis problemini goz o6niine alarak,

g(2) = (15(2) ve ;;"(2) = ",/2;7’(2) yazilabilir. Ozel olarak,

y(t) = ) +unt) + (1)
= at—a—l—lfza(—fl/\—l—a(—l +t))(—1+t)3

+ F‘;O(—I +1)8(10a(=1 + £)? — 35a(—1 + £)A + 21)2)
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ve

U = () +5(0) + 5a(t)
= bt—3b-— %b(—B +1)3(b(—3 +t) — 2X)

+ ﬁ(% +1)3(1003 (=3 4 )% — 35b(—3 + L)\ + 21)%)
alahm. Burada X, y1,v2 = 1 se¢imi yapilarak ve y(2) = 72,9y (2) = _17’(2) esitliklerinin
ortak ¢oziimii sonucu; {a = 8.36603, b= —8.36603} ve
{a =6.63397, b= —6.63397} reel degerlerine ulagihr. Aynica A = 2, = 2,
2 = —1 se¢imi yapilarak ve y(2) = 27(2), ¥'(2) = —y:’ (2) esitliklerinin ortak ¢oziimi
sonucu; {a = 12.2636, b = —3.62666} ve {a = 4.1391, b = —1.695G68} reel

degerlerine ulasilir.

y(t), te1,2)
y(t) =
y(t), te (23]

¢oztim fonksiyonu goz éniinde bulundurularak asagidaki tablo elde edilir.
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Cizelge 3.5 Elde edilen Ay(t) Coziim

t

AY(t) A=1ln=1%m= 1)

Ay(t) (A =2,71 =2,72 = —1)

1.1 0.8374135822 0.4151480442
1.2 1.6750175679 0.8365909708
1.3 2.5001801538 1.2674681270
1.4 3.2868741266 1.7073175342
1.5 3.9979143730 2.1518575892
1.6 4.5900087331 2.5928515921
LY 5.0227932802 3.0181969260
1.8 0.2730231103 3.4123807106
1.9 5.3550897237 3.7574437536
2.1 5.3550897237 1.7811385128
22 0.2730231103 1.5494379309
2.3 0.0227932802 1.3250156536
24 4.5900087331 1.1096546336
2.5 3.9979143730 0.9041878745
2.6 3.2868741266 0.7085963698
2.7 2.5001801538 0.5221080419
2.8 1.6750175679 0.3432879321
2.9 0.8374135822 0.1701098883
o

F

s 20 3.0

Grafik 3.8 Ay(t) ¢oziim grafigi (A =1, = 1,72 =1)
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s

1:5 2.0 23 3.0

Grafik 3.9 Ay(t) ¢oziim grafigi (A = 2,71 = 2,7 = —1)

3.10. 3.9. Boliimiinde Incelenen Problemin DTM ve ADM ile Elde Edilen

Coziimlerinin Karsgilastirilmasi

Bu kesimde lineer olmayan bir simr-deger-gegis probleminin ¢oziimi ilk olarak diferensiyel
doniisiim yontemi ile, ikinci olarak da Adomian ayrisim yontemi ile bulunarak karsilastirma
yapilmistir. Burada Adomian ayrisim yontemi ile yaklasik ¢oziimde ilk 3 terim
secimi yapilmistir, diferensiyel doniisiim yontemi ile yaklasik ¢oziimde ise ilk 8 terim
secilerek, iki yontemle bulunan sonuglarin benzer olduklari goriilmustiir. Ancak
ADM uygulandiginda, daha az terimle daha etkin sonug verdigi gozlenmis. Grafik
lizerinde sonuglar goriilmektedir. Dy(t), DTM ile elde edilen sonucu; Ay(t) ise ADM

ile elde edilen sonucu temsil etmektedir.
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Cizelge 3.6 Elde edilen ¢oziimler (A= 1,7 = 1,7 = 1)

t|Dy(t) A=1,m=17=1) |Av(t) A=ln=1n= 1)
71.71 0.8344762396 0.8374135822
1.2 1.6691708028 1.6750175679
1.3 2.4915688717 2.5001801538
14 3.2758492634 3.28687412606
1.5 3.9850957240 3.9979143730
1.6 4.5762921112 4.5900087331
1.7 5.0092610789 5.0227932802
1.8 5.2607059147 5.2730231103
1.9 5.3445151349 5.3550897237
2.1 5.3445151349 5.3550897237
22 5.2607059147 5.2730231103
2.3 5.0092610789 5.0227932802
2.4 4.5762921112 4.5900087331
2.5 3.9850957246 3.9979143730
2.6 3.2758492634 3.2868741266
2.7 2.4915688717 2.5001801538
2.8 1.6691708028 1.6750175679
2.9 (0.8344762396 0.8374135822
sF b AN 3
// -
b/ _

Grafik 3.10 Coziimlerin Karsilastirilimasi
(’\ = 1171 = 1!72 = 1)

Kirnmiz ¢izgi Dtm kullamlarak elde edilen ¢oziim
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Mavi kesikli ¢izgi Adm kullamlarak elde edilen ¢oziim

Cizelge 3.7 Elde edilen ¢oziimler (A = 2,7 = 2,7 = —1)

Dy(t) A=2m=27=-1)

Ay(t) A=2,m =2,72 =-1)

1.1
1.2
1.3
1.4

1.6
LT
1.8
1.9
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
27
2.8
2.9

0.4186440631
0.8436189511
1.2780466761
1.7213917708
2.1692530698
2.6132533817
3.0411758308
3.4374956428
3.7844561536
1.7934130679
1.5598785894
1.3338965425
1.1171170753
0.9103076485
0.7134222063
0.5256799643
0.3456424954
0.1712777940

0.4151480442
0.8365909708
1.2674681270
1.7073175342
2.1518575892
2.5928515921
3.0181969260
3.4123807106
3.7574437536
1.7811385128
1.5494379309
1.3250156536
1.1096546336
0.9041878745
0.7085963698
0.5221080419
0.3432879321
0.1701098883
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Grafik 3.11 Coziimlerin Karsilastirilmasi

(=20 =2 m=1)
Kirmizi ¢izgi Dtm kullanilarak elde edilen ¢oziim

Mavi kesikli ¢izgi Adm kullanilarak elde edilen ¢oziim

3.11. Sturm-Liouville Simir-Deger-Gegis Problemine Adomian Ayrisim

Yoénteminin Uygulanarak Ozdegerlerin Incelenmesi

Bu kesimde

y'(t,N) + 1Py, \) =0, te[0,1)u(1,2] (3.11.130)

bigiminde verilmis Sturm-Liouville diferensiyel denkleminden,

y(0,\) =y(2,\) =0 (3.11.131)

sinir sartlarindan ve
y(1—-0,A) =y(14+0,)) (3.11.132)
y(1—-0,0)=7'(1+0,)) (3.11.133)

gegis sartlarindan olusan problemi ele alahm. Burada, ilk olarak [0, 1) araliginda ve
(1,2] arahginda baslangi¢ deger problemlerini kurarak bu problemlerin, (¢, ) ve

y(t, A) goziimlerini tanimlayacagz.
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1.ADIM

Diferensiyel denklemler teorisinden gok iyi bilinmektedir ki,
Y (6N + pPy(t,\) =0, telo,1) (3.11.134)
diferensiyel denkleminden ve
y(0,A) =0 (3.11.135)
v (0,N) =k (3.11.136)

baslangig sartlarindan olusan probleminin bir tek y(t, A) ¢oziimii vardir.
Coziimii elde etmek i¢in Adomian ayrisim yontemi uygularsak,
y(t,A) = kt + L Y(—puy(t,))) elde edilir. Burada ilk terim go(t,\) = kt olarak

alinmalidir. Serinin terimleri

Ay = N(Go) = kt

n(t,A) = L7 (=1yo(t, )
(k)

rL
tf/l.tdtdt
2

3|

-/
-/
=~

B, ) = L7 (=p*n(t,N)

= —p’L7(~ 2 I(3)
2 crt 2, b
= — — it k—=dtdt
: 0o Jo / 3!
t5
_ 47,
= fwg!

y3(l, ) = —,ut'f\ ﬁ
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seklinde elde edilir. Dolayisiyla ¢oziim fonksiyonu;

o t5
'Ei(t,/\) =kt — ,uQL— —I—,[;,“A:.S_' ﬁ,lt_ + ;1%

3! 9!

olarak bulunur.
2. ADIM
Benzer olarak

y'(tN) + Pyt \) =0, te(l,2
i 2,%) =0
y'(2,\) =—m

baslangi¢ deger probleminin bir tek 5(1‘, A) ¢oziimii vardir.

,+...

Coziimii elde etmek igin Adomian ayrisun yontemi uygularsak,

y(t, \) = —mt +2m + L™ (—pPy(t, \))

elde edilir. Burada ilk terim y:[](!., A) = —mt 4+ 2m olarak alinmalidir.

o= N(y,) = —mt + 2m

oldugu icin serinin terimleri

Nt ) = L7(—ph(t,\)
= f / (—mt + 2m)dtdt
= —H (?—2 f—‘*gl—"i“nli
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(3.11.137)

(3.11.138)
(3.11.139)

(3.11.140)




B(t,A) = L=kt N)

m
—pl s (=2 + 1)

U, = LY =50, N)

m 7
55040(ﬁ2+1‘.)

seklinde elde edilir. Dolayisiyla ikinci arahk i¢in ¢oziim fonksiyonu;

7 8m mt3 m . m
y(t,A) = —-mt+2m—;:2(%—2:}11‘.—%4—77&2)—#4%(—2+i‘)5+p{’5:}%0(—2+t,)7+...
(3.11.141)
biciminde elde edilir.
3. ADIM
Simdi
y'(1,N) + 12yt ) =0, tel0,1)uU(1,2] (3.11.142)
diferensiyel denklemden
y(0,A) =y(2,A) =0 (3.11.143)
siir sartlarmdan ve
y(1—=0,2) =y(1+0,A) (3.11.144)
Y(1-0,2)=9(1+0,A) (3.11.145)

gegis sartlarmdan olusan problemi cle alarak; ¢ = 1 siireksizlik noktasinda,

7(1,A) = 5(1.\)

ve

7(1,3) =y (1,))
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vazilabilir. Ozdeger ve 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar: bulmak igin, yukaridaki
sistemi ¢ozimeliyiz. Bilinen niimerik yontemler uygulanarak; k, m, j parametrelerine

karsilik gelen reel degerler elde edilebilir.

3.12. Boliim 3.11. de Incelenen Problemin Analitik Céziimiiniin Bulunmasi

Simdi énceki boliimde tanmmladigimiz (3.11.130)-(3.11.133) probleminin 6zdegerlerini
ve dzdegerlere karsihk gelen dzfonksiyonlarim bulalim. Diferensiyel denklemin genel

¢oziimii,

1 cos put +cpsinpt, ¢ €(0,1)
y(t) =
dy cos put +dasinpt, t e (1,2

dir. 4(0) = 0 oldugn kullanilarak, ¢; = 0 elde edilir. y(2) = 0 oldugunu kullanahm.
y(2) = dycos2p + dasin2jt = 0 (3.12.146)
elde edilir. Birinci gegis sart1 kullanilarak
easingt — dycospt — dasingt =0 (3.12.147)
ve ikinci gecis sart: kullamlarakta

captcosyt + dypsingt — daprcospe =0 (3.12.148)

elde edilir. (3.12.146), (3.12.147), (3.12.148) esitlikleri kullamlarak,

0 cos2p  sin2pu
sinp —cosp —sinpe | =0

JLCOS|L  [STNft  —|LCOS|L
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yazilabilir. Buradan,

psin2p =0 (3.12.149)
elde edilir. Dolayisiyla, p = n, n = 0,4+1,4+2,... elde edilir. (3.12.146)
denkleminde bulunanlar yerine yazihirsa, dy = 0 elde edilir. (3.12.147), (3.12.148)
denklemlerini diizenleyelim. cosing—dssinge = 0 ve caprcosji—dapicosyt = 0 yazilabilir.
c» = dy = k olsun. Bu taktirde, A,, = ”Tznz ozdegerlerine karsilik,

Halt) = ksingﬂ.t, tel0,1)u(1,2]

ozfonksiyonu elde edilir.
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4. SONUC VE TARTISMA

Diferensiyel dontistim yontemi ve Adomian ayrisim yontemi genelde diferensiyel
denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek icin kullamlmistir.  Ozdeger problemlerinin
¢oztimleri icin bu yontemleri kullanmak daha da ilging hale gelmistir. Ozellikle
de smmr-deger-gegis  problemlerinin  ¢oziimlerini elde etmnek icin bu yontemlerin
kullamlabilir oldugunu gostermek 6nemlidir. Dolayisiyla bu galismanuzda lineer ve
lineer olmayan sinr-deger-gegis probleminin ¢oziimiinii elde etmek i¢in hem Adomian
ayrisim yontemi hem de diferensiyel doniisiim yontemini kullanarak elde edilen
sonuglarm karsilastirilmasy yapihmstir. Miimkiin oldugu durumlarda analitik ¢oztim
ile karsilastirma yapihmstir. Mesala, gegis sarth Bratu problemine Adomian ayrisim
vontemi uygulanarak, analitik ¢oziim ile karsilastilmasi yapilmistir. Ayrica,
Sturm-Liouville probleminin = 6zdegerlerini  bulabilmek i¢in  Adomian ayrsim

yonteminin nasil uygulandigy gosterilmistir.
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