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1. GIRIS

Sabit nokta teorisi matematigin bir ¢cok dalinda &zellikle uygulamali matematik
ve diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin varhig ve tekligi problemlerinde sikhkla
kullanilan bir teoridir. Son yiizyilda matematigin, fonksiyonel analiz, lineer olmayan
fonksiyonel analiz, matematiksel analiz, operator teori, potansiyel yaklasim teorisi,
kontrol sistemleri ve oyun teorisi gibi bir ¢ok alaninda sabit nokta teorisinden faydala-
nilarak galismalar yapilmistir. Ayrica sabit nokta teorisinin; miihendislik, istatistik
ve esneklik teorisi gibi alanlarda da bir takim uygulamalarina rastlamak mumkindur.
Son yillarda metrik uzay kavramimimn genellestirmesi olarak bazi yeni uzaylar
tamimlanmis ve literatiirde yer alan ¢alismalar bu uzaylara aktanlmistir. Matthews
(Matthews, 1994, 1992) 1994 yilinda metrik uzaylar kavramimni kismi metrik uzaylar
kavramina genellestirmistir. Daha sonra (Oltra ve Valero, 2004) Oltra ve Valero,
(Ili¢ ve ark., 2012, 2011) D”Ili¢, V. Pavlovig, V. Rakocevi¢ gibi arastirmacilar
farkli biiziilme kosullarin saglayan déniisiimler icin bu uzaylarda bazi sabit nokta
teoremleri vermislerdir. Son zamanlarda (Abdeljawad ve ark., 2012) T. Abdeljawad,
E. Karapinar ve K. Tas kismi metrik uzaylar tizerine kontrol fonksiyonlariyla genelles-
tirilmis biiziilme prensibi i¢in bir sabit nokta sonucu ispatlamls;lardlr. Bunun disinda
M. Abbas, T. Nazir, R.P. Agarwal, I. Altun, F. Salah ve H. Simsek bu uzaylarda baz
yeni sabit nokta sonuglari vermislerdir. Bu tez calismasindaki amacimiz, yukarida
bahsettigimiz kaynaklar 1s1¢inda kismi metrik uzaylarda bazi sabit nokta, cakisik

nokta ve ortak sabit nokta teoremlerini ele almaktir.




2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanimlar

Bu boliimde, tezin ileri boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel tamim, teorem ve

sonuclar tizerinde durulacaktir.

Tanimm 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve T': X — X bir fonksiyon olsun.
Te=g {2.1.1)

esitligini saglayan z € X elemanina 7T nin bir sabit noktasi denir.
Asagidaki 6rnekten de goriilecegi gibi 7" : X — X ile tanimlanan bir 7" fonksiyonunun
herhangi bir sabit noktasi olmayabilir veya bir sabit noktasi olabilir ya da birden

¢ok sabit noktasi olabilir.
Ornek 2.1.2. a) X = R olmak iizere a # 0 olmak iizere Tz = a+x ile tanimlanan

T : R — R oteleme (translation) fonksiyonunun sabit noktasi yoktur.

b) X =R? olmak iizere 0 < 6 < 27 igin,

. cosf —siné x
T(x,y)=|
sinf cosf J

ile verilen T' : R? — R? donme (rotation) fonksiyonunun yalmz bir sabit noktasi

vardir ve bu (0,0) noktasidir.

c) {(z,0): z € R} kiimesinin her bir elemani

T(.’L‘, y) = (.TI, _y)

ile tammlanan 7 : R? — R? yansima fonksiyonunun sabit noktasidir. Yani T
fonksiyonunun sonsuz sayida sabit noktasi vardir.
I, X tzerindeki birim fonksiyon olmak iizere T : X — X fonksiyonunun sabit

noktalar1 aslinda

(T =1)(z) =0 (2.1.2)
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denkleminin ¢ozimleridir. O halde bir denklemin ¢oziimiini bulmak i¢in standart

bir teknik, buna karsilik gelen fonksiyonun sabit noktalarini bulmaktir.

Tanim 2.1.3. (X,d) bir metrik uzay ve 7' : X — X bir fonksiyon olsun. Eger
Vx,y € X igin
d(Tz,Ty) < ad(z,y)

olacak sekilde bir 0 < @ < 1 varsa, T ye bir daralma (biiziilme) fonksiyonu denir.

Tanmim 2.1.4. X bos olmayan bir kiime ve 7' : X — X bir fonksiyon olsun.

ToT (z)=T(T (x))

ile tanimlanan fonksiyon da X den X e bir fonksiyondur ve 7" nin ikinci iterasyonu
adin1 alir. Genel olarak n adet T' den elde edilen ToT o T o...oT (z), n.iterasyon

adin1 alir ve

ToToTo..o0 T(2)=T(T([.T{z)))

n adet T’

ile verilir. Ayrica, T" =T oT o... o T ile gosterilir.
—_———
n adet T

Ornek 2.1.5. a) T (z) = 22 ile tanimhi T : R — R fonksiyonunun iigiincii iterasyonu

T3 (z) = T (T (T (x))) = ((352)2)2 .

ile verilir.




b) T (z) = 2® — 1 ile tammh 7" : R — R fonksiyonunun dérdiincii iterasyonu

T (z) = T (T (T @) = ((#* ~1)* =17 1) -1

ile verilir.
Asagida verecegimiz Banach sabit nokta teoremi, bir tam metrik uzay iizerindeki
herhangi bir daralma fonksiyonu i¢in bir sabit noktanin varhigim ve tekligini garanti

ederek ve onu hesaplamak i¢cin bir metod saglar.

Teorem 2.1.6. (X,d) tam metrik uzay olmak iizere 7 : X — X bir daralma

fonksiyonu ise o zaman
i) T nin bir ve yalmz bir sabit x € X noktasi vardir.

ii) Herhangi bir zo € X i¢in {T™z,} iterasyonu dizisi, 7' nin bu sabit noktasina
yakimsar. (Yani her n € N icin z,, = T(2,_;) ile tanimh {z,} iterasyon dizisi

T nin bu sabit « noktasima yakinsar.)

Tamm 2.1.7. (Ahmad ve ark., 2012)f ve g, X ’ in kendi i¢ine birer déniisiimii
olsun. Bazi x € X igin

w= fr =gz

ise x, [ ve g’ nin bir ¢akisik noktasi olarak adlandirilir. Burada w, f ve g ’ nin bir

cakisma noktasidir.

Tamm 2.1.8. (Ahmad ve ark., 2012) f ve g, X ’ in kendi i¢ine birer doniisiimii
olsun.

w= fw = gw
kosulunu saglayan bir w € X, f ve g’ nin ortak sabit noktasidir.

Tanim 2.1.9. (Ahmad ve ark., 2012) Kendi icine iki f,g doniisiimii, eger kendi

cakisik noktalarinda degismeli ise zayif uyusabilirdir.

Lemma 2.1.10. (Ahmad ve ark., 2012) f ve g, bir X kiimesinin zayif uyusabilir
doniistimleri olsun. Eger f ve g bir tek w = fa = gx cakisik noktasma sahipse w, f

ve g ’ nin ortak sabit noktasidir.




Tanim 2.1.11. (Nashine ve ark., 2013) (X, <) kismi sirali kiime olsun. O halde ;

a) z 2y veyay < zise 2,y € X elemanlan karsilastinlabilirdir adin1 alir.

b) x, X ’in alt kiimesi ve x ’ min herhangi iki elemam karsilastirilabilirse iyi sirali

kime adini alir.

c) Bir T: X — X donitisimi, eger

r3y=>"Ter Ty

kosulunu sagliyorsa azalmayan doniistimdiir.

Tamim 2.1.12. (Nashine ve ark., 2013) (X, <) kismi sirali kiime olsun. Eger 9,7 :

X — X doniistimleri V z € X i¢in

ox X Tox ve Ty X 6Tx

kosulunu sagliyorsa T' ve 0 doniisiim cifti zayif artandir denir.

Dikkat edilirse, zayif artan iki doniisim azalan olmak zorunda degildir. Bunu
gostermek igin bazi 6rnekler mevcuttur (Altun ve ark., 2009). Bu bélimde, T-zay:f
izoton artan olma ozelligini saglayan bir donusum cifti i¢in bir ortak sabit nokta
teoremi verecegiz. Bunun icin (Nashine ve ark., 2011) da verilmis su tanima ihtiyacimiz

vardir.
Tamim 2.1.13. (Nashine ve ark., 2013) (X, <) kismi sirali kiime ve 4,7 : X — X
iki doniisiim olsun. Eger Vx € X igin

0x X Tox X 0Tz

sart1 saglaniyorsa, 0 ve T' doniisiimii zayif izoton artan olarak adlandirihir.

Teorem 2.1.14. (Nashine ve ark., 2013) Eger §,T : X — X zayif artan doniisim

ise 0 ve T zayif izoton artan dontisiimdiir.




3. KISMi METRIK UZAYLAR VE BAZI OZELLIKLERI

3.1. Kismi Metrik Uzaylar

Tanim 3.1.1. (Ahmad ve ark., 2012) X bos olmayan bir kiime ve p : X x X — R

fonksiyonu, V z,y,z € X i¢in asagida verilen sartlan saglayan bir fonksiyon olsun.
(pl) z=y & p(z,z) = p(z,y) = p(y,v)

(p2) p(z,2) < p(z,y)

(p3) plz,y) = ply, 2)

(p4) p(z,2) < p(x,y) + py, 2) — p(y, y)-

Bu durumda p, X tizerinde kismi metrik, (X, p) ikilisine de kismi metrik uzay denir.
Eger p(z,y) = 0 ise (pl) ve (p2) * den z = y elde edilir. Fakat 2 =y ise p(z,y)

degeri 0 olmayabilir.
Lemma 3.1.2. Her metrik uzay bir kismi metrik uzaydir.

Ornek 3.1.3. p: [0,00) x [0,00) — [0,00) ve p(x,y) = max {z,y} doniisimuni

alahm. z,y,z € [0,00) ve 0 < x < y < z olsun.

pl) max{z,z} = max {z,y} = max{y, y} olabilmesi icin gerek ve yeter sart v =y

olmasidir.
p2) x < y oldugundan max {z,z} < max{x,y} ’ dir.
p3) max {z,y} = max {y, x} oldugu agktir.

p4) max{z,y} = y,max{z, 2z} = z,max{z,y} = z,max{z, 2} = 2, oldugundan

max {z,y} < max{z, z} + max {z,y} — max {z, z} oldugu kolaylikla goriilir.

Kismi metrik aksiyomlar1 saglandigindan p bir kismi metrik ve ([0, 00), p) de kismi

metrik uzay olur. Fakat (m2) 6zelligini saglamadigindan p metrik degildir.




Ornek 3.1.4. 2, R de bostan farkli kapal simirh araliklarin kiimesi, yani

Q={[z,y] : 2 <y} olsun. [z,y],[21],[k,]] € Q igin

p([.’E, y] ) [Zat]) = max {y> t} — min {.‘L‘, Z}

olsun ve z < z < k ve y <t <[ alahm.

pl) Eger max {y,y} —min{z,z} = max {y,t} —min {z, 2} = max {¢,t} —min {z, 2}

isey—g=f—g={-2"dir. Yanizg=zgvey=1{"dir.

p2) y —x < t — z oldugundan max {y,y} — min {z,z} < max{y,¢} — min {z, 2}
elde edilir.

p3) max{y,t} —min{ z, 2} = max {¢,y} — min {z, z} oldugu agiktur.

p4) max{y,t} —min{ z,2} = t — z, max {y,1} — min {z,k} =1 — z, max {I,t} —
min {k, z} =t — k, ve max {l,1} — min {k, k} =1 — k oldugundan
t—x<(l—-z)4+ (-2 —(l—k)’ dir. Budurumda

p([z 9], [2t]) < p(lz,9], [k 1)+ p(k1,[2,8) — p(k 1, k1)

elde edilir. Kismi metrik aksiyomlar saglandigindan p bir kismi metrik ve

(Q,p) de kismi metrik uzay olur.

Tamim 3.1.5. ¢ € R™, x € X ve (X, p) kismi metrik uzay olsun.

B, (z,€) ={y:p(z,y) <p(z,z)+¢}

kiimesine x merkezli € yarigaph p -agik yuvar denir.
X iizerindeki her p kismi metrigi, V 2 € X ve € > 0 i¢in X iizerindeki p -acik
yuvarlarinin ailesini taban olarak kabul eden bir 7, topolojisi tiretir. Bu 7, topolojisi

ile birlikte (X, 7,) bir Ty uzaydir.




Ornek 3.1.6. X = R olmak iizere p : X x X — [0, 00) ve p(z,y) = |z — y| olarak
tanimlanirsa p bir kismi metrik ve (R, p) kismi metrik uzay olur.

Gergekten de V z,y, z € R igin

pl) =z =yise
p(z,z)=|z—z|=0,p(z,y) =z —y|l=0,p(y,y) =ly—y|=0

oldugundan

p(z,2) =p(z,y) =p(y,y)

dir. Bu taktirde

|z —z|=y—yl=|z—yl=0
olup x =y ’ dir. Dolayisiyla
z=y&p(z,z)=py) =pyy)
olur.
p2) p(z,2) =z -z =0<p(z,y) = |z —y| du.

p3) p(z,y) =z —y|=ly—z|=p(z,y)  dr

p4)
p(z,2) = lz—z=le—y+y—2 <[r—y|+]y—2 -y -y
= p(z9)+p,2) —p(yy)
olur. Dolaysiyla kismi metrik aksiyomlan saglandigindan p (x,y) = |z — y| kismi

metrigine gore (X, p) bir kismi metrik uzay olur.




Simdi p kismi metrigine gore acgik yuvar kiimesini bulahim.

By(z,6) = {y:p(zy) <p(z2)+e ={y: |z -yl <|z—z|+¢}

v:ilz—yl<0+el={y:ly—z| <€}

(z—€e,x+e€).

Tanim 3.1.7. F C X bir kiime ve (X, p) kismi metrik uzay olsun. B, (z,¢) C F
olacak sekilde bir € > 0 sayisi varsa I kiimesine z ’ in bir komsulugu denir.

N(z), z’ in bitin komsuluklarinin kiimesini gésterir.

Tanim 3.1.8. (X, p) kismi metrik uzay ve M C X olsun. V z € M igin B, (z,¢) C

M olacak sekilde bir € > 0 varsa M ’ ye 7, -agik denir.
Teorem 3.1.9. Biitiin p -acik yuvarlar 7, -agiktir.

Ispat. (X, p) kismi metrik uzay ve B, (z,r) acik yuvarmm alahm. Simdi,

e=r+p(z2) —p(,2)

secilirse, By (z,€) C B,(z,7) oldugunu gosterecegiz: y € B,(z,¢) alahm. Bu

durumda p(z,y) < p(z,z) + € olur. Buradan

p(zy) < plzz)+p(z,y) —p(z, )
< p(z,z)+p(z,z)+e—p(zx,x)
= p(z,z)+e
= p(z,2)+r+p(z,2) —p(z,2)

= p(z,2)+r

dir. Bdylece y € B, (z,r) elde edilir.

Tamim 3.1.10. K C X olsun. Eger K ’ min tiimleyeni X — K 7, -acik ise K alt

kiimesine 7, -kapalidir denir.




Tanim 3.1.11. (X, p) kismi metrik uzay olsun ve X ’ in bir A alt kiimesini alalim.
z’ in her komsulugu A kiimesinde bir nokta igeriyorsa, X ’deki biitlin z noktalarinin

kiimesine A ’ nin kapanisi denir ve
A={Vz e X :VF e R(x),FNA+# @}

seklinde gosterilir.

Tamm 3.1.12. (X, p) kismi metrik uzay ve L C X olsun. Eger L = X oluyorsa

L’ ye X ’ de yogun kiime denir.
Tanim 3.1.13. (Nashine ve ark., 2013) (X, p) kismi metrik uzay olsun. Bu taktirde

1. (X,p) tzerinde bir {z,} dizisi i¢in

lim p(zn,Tm)

n,m—00
varsa (ve sonlu ise) {x,} Cauchy dizisi olarak adlandirilir.

2. (X, p) kismi metrik uzaymdaki bir {z,} dizisi i¢in
p(z,x) = lim p(z,,x)
n—od
ise {z,} z € X noktasina yakinsar.

3. X {izerindeki her {z,} Cauchy dizisi 7, topolojisine gére

p(.f,.’[): lim p(xnaxm)

olacak sekilde bir z € X noktasina yakinsarsa (X, p) tam uzay adin alir.

4. T: X — X doniusumu ve V € > 0 i¢in
T (B, (20,9)) C By (T'xo, €)

kosulunu saglayan bir § > 0 varsa T, 2y € X de siirekli doniisiimdiir.

Ayrica bir tam kismi metrik uzaym her 7, -kapali alt kiimesi tamdar.
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Tamm 3.1.14. (Ahmad ve ark., 2012) (X,p) kismi metrik uzayindaki bir {z,}

dizisi igin
lim p(zp,2m) =0
n,1M—00

ise {z,,} 0-Cauchy olarak adlandirilir.

Tamim 3.1.15. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) tizerindeki {z,} dizisi, eger ;
I plon ) =0

ise 0 -Cauchy dizisi (7, gore) ’ dir ve {z,},

p(z,z) =0

olacak sekilde x € X noktasina yakinsarsa (X, p) uzayma 0 -tamdir denir.

Teorem 3.1.16. (Ahmad ve ark., 2012) Agik olarak kismi metrik uzayda bir dizinin
limitinin tek olmasi gerekmez. Ayrica p(-,-) fonksiyonu z, — = ve y,, — y iken

P (Zn, yn) — p(x,y) olmas: anlaminda siirekli olmak zorunda degildir.

Ornegin; Eger X = [0, 0] ve z,y € X i¢in
p(z,y) = max {z,y}
almirsa V 2 > 1 ve {z,} = {1} i¢in
p(zn,x) =z =p(z,7)
dir ve boylece 6rnegin; n — oo iken
x, = 2vex, —3
olur. Ancak

p(Zn,x) = p(z,2) =0

11




ise Vye X igin

p(zn,y) — p(z,y)

dir.

Lemma 3.1.17. (Ahmad ve ark., 2012) (X,p) kismi metrik uzay ve {y,} X de

P (Z/n, yn—H) artmayan ve

nh_lgop (yna yn+1) =0 (311)

olacak sekilde bir dizi olsun. Eger {y»,},(X,p) i¢inde bir 0-Cauchy dizisi degilse
¢ > 0 vardr iistelik, my, > ny > k olacak sekilde pozitif tamsayilarin iki dizisi {my}

ve {ny} vardir. Ve asagidaki dort dizi kK — oo oldugunda

p (meka y2nk) y P <y2mk1 y2nk+1) P (mek—l ) y2nk) » P (mek—l ) y2nk+1) (312)

olup €* 'na gider.

Lemma 3.1.18. (Ahmad ve ark., 2012) Doniisiimlerin iki simfi asagidaki sekilde

tammlansin.
U ={y|:]0,00] — [0,00]}
Vt>0icin
lim ¢"(t) =0

olacak sekilde azalmayan bir sagdan stirekli fonksiyon ve

®={y|¢:[0,00] — [0,00]}

vVt > 0icin

lim ¢, (t) =0

n—oo

olacak sekilde azalmayan bir fonksiyon olsun.
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Bu durumda,

3.1.3 fonksiyonu igin 1) € ® ancak ¢ ¢ ¥ oldugu agiktir.

Lemma 3.1.19. (Ahmad ve ark., 2012) ¢ € ®ise Vi > 0igin ¢ (t) <t vey (0) =0
dur.

Tamm 3.1.20. (Nashine ve ark., 2013) X bos olmayan kiimesi icin
i) (X,p) kismi metrik uzay ve

ii) (X, =X) kismi siral bir kiime

sartlar1 saglanir ise (X, p, X) igclisiine, sirali kismi metrik uzay denir.

Tamim 3.1.21. (Nashine ve ark., 2013) (X, p, <) swrali kismi metrik uzay olsun.

Eger {z,}, =< bagmtisina gore X ’ de azalmayan bir dizi oyle ki
n — oo iken z, — z

ve z € X oldugunda V n € N igin

kosullar1 saglanirsa X diizenlidir denir.
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3.2. Kismi Metrik Uzaylarin Urettigi Metrik Uzay Ve Ozellikleri

Teorem 3.2.1. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) kismi metrik uzay olsun.

ps (Tay) = 2p (ﬂ%?l) _p($7$) - P (y7 y)

olarak tanimlanan p® : X x X — R* fonksiyonu X tizerinde bir metriktir.

Ispat. 1) a) z,y, z € X alalm.

P(z,y) =0 = 2p(z,y) —p(2,2) —p(y,y) =0
= 2p(z,y) =p(z,2)+p(y,y)
= 2p(z,y) =p(z,2)+p(z,2) A2p(z,y) =p(y,y) + P (¥,9)
— 2p(z,y) = 2p(z,2) A2p(2,y) = 2p(y,y)
= p(z,y) =p(z,2) =p(y,y)
= 1=y

elde edilir.

b) z = y olsun. p* (z,y) = 0 oldugunu gosterelim.

pP(zy) = 2p(z,y) —p(z,2) —p(y,y)
= 2p(z,y) —p(z,y) —p(z,y)
= 2p(z,y) — 2p(z,y)
=0

olur.

2) p*(z,y) = p* (v, z) oldugunu gosterelim.

P’ (z,y) = 2p(w,y) —p(x,x) —p(y,y)
= 2p(y,2) —p(y,y) —p(z,2)

= p° (y,.’L‘)
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dir.

3) p* (z,y) < p*(xz, 2) + p°(z,y) oldugunu gosterelim.

p*(z,y) = 2p(z,y)—p(z,2) —p(y,y)
< 2[p(z,2) +p(2y) —p(2,2)] —p(z,2) —p(y,9)
£ 2p{z.2)+2plz.9) —pl2.2) — pla.2) - ple,2) — pl4.9)

= [2p(z,2) —p(z,2) —p(2,2)]+ [2p(2,9) —p(2,2) — (¥, Y)]

Il

P’ (z,2) +p° (2,v)

dir. Boylece, V z,y,z € X igin 1), 2), 3) sartlan saglandigindan (X, p®) bir metrik

uzaydir.

Ornek 3.2.2. 1. (R*, p) cifti kismi metrik uzay icin asikar bir drnektir.
V 2,y € RT icin

p(z,y) = max {z,y}

dir. Urettigi metrik ise

PPz, y) =2max{z,y} —2z—y=|z—y|

dir.

2. Eger (X, d) bir metrik uzay ve ¢ > 0 keyfi sabit ise bu taktirde
p(zy) =d(z,y) +c
seklinde tanimlanan p, X tzerinde bir kismi metrik olup urettigi metrik ise
P’ (2,y) = 2d(z,y)

dir.




Lemma 3.2.3. (Nashine ve ark., 2013) (X, p) bir kismi metrik uzay olsun.

a) {z,}  in (X,p) kismi metrik uzaymnda bir Cauchy dizisi olmasi icin gerek ve

yeter kosul (X, p*) metrik uzayinda da bir Cauchy dizisi olmasidir.

b) (X,p) kismi metrik uzay1 tamdir <= (X, p*) metrik uzay: tamdir. Ayrica

p (1"7 -B) = nh_l}elop (.’L'n, l’) = N })lfiloop (:Bna -xm)

olmasi icin gerek ve yeter kosul
3

lim p® (zp,z) =0

n—oo

olmasidir.
Lemma 3.2.4. (Nashine ve ark., 2012) (X, p) kismi metrik uzay olsun. p°,d :

X x X — [0,00) olmak tizere
P (z,y) = 2p(z,y) — p(2,2) = p(y,9),

ve

d(.l‘,y) = max {p (.Z', y) —p(.l?,.:l?) 7p(£7y) _p(ya y)}

doniisiimleri X iizerinde metriklerdir. Bu doniisiimler i¢in eger [0, 0o) kiimesi lizerinde

p(z,y) = max {x, y} kismi metrigini alirsak asagidaki sonucunu elde ederiz.

Sonug 3.2.5. (Nashine ve ark., 2012) 7' : X — X fonksiyonu zp € X noktasinda

7, topolojisine gore siirekli ise bu taktirde X-deki her bir {z,} dizisi i¢in
T, — Tog = Tx, — Txg
dir. Yani
P (2, 20) — P (w0, 20) = p(Txy, Txg) — p (T Tx0) (3.2.4)
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dir. X tzerinde kendi i¢ine doniisiimler igin p°-siireklilik ve p-siireklilik kavramlar

karsilastirilamaz.
Ornek 3.2.6. (O’Neill, 1996) X : [0,+00) , p(z,y) = max{z,y} (ve boylece
p*(z,y) = |z —y|) ve x> 0 igin

TO=1, Tz = 2* ve Sz =| sinz|
olsun. Bu taktirde = 7 noktasinda S, p® -siirekli ve p -siireksiz iken 7"’ nin £ = 0
noktasinda p* -sureksiz ve p -siirekli oldugunu gostermek kolaydir.
Lemma 3.2.7. i) (Abdeljawad ve ark., 2012; Karapinar ve Erhan, 2011)

Eger n — oo iken p (z,, 2) — p(z,2) = 0 ise bu taktirde

Vye X iginn— oo iken p(x,,y) — p(z,y)

dir.
ii) (X,p) tzerindeki her 0 -Cauchy dizisi (X, p®) de Cauchy dizisidir.

iii) Eger (X, p) tam ise 0 -tamdur.

(ii) ve (iii) ’ nin karsit1 dogru degildir. Asagidaki basit 6rnek ile gosterelim.

Ornek 3.2.8. (Romaguera, 2012) X = [0,00) N Q p(z,y) = max {z,y} kismi
metrigine gore 0 -tamdir. Fakat tam degildir (Clinkii ; p* (z,y) = |z — y| ve (X, p®)
tam degidir). Dahas1 V n € N i¢in z,, = 1 olmak tizere {z,} dizisi (X, p) tizerinde
bir Cauchy dizisidir. Fakat 0 -Cauchy dizisi degildir.
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4. KISMIi METRIK UZAYLARDA BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI

4.1. Kismi Metrik Uzaylarda Ortak Sabit Nokta Teoremleri Ve Sonuclar:

Bu boliimde, kismi metrik uzaylar iizerinde bazi biiztilme kosullarini saglayan dontistimler

icin sabit nokta, cakisik nokta ve ortak sabit nokta teoremleri verilecektir.

Teorem 4.1.1. (Nashine ve ark., 2013) T, (X,p) tam kismi metrik uzaymndan kendi
icine bir dontisiim olsun. Bu durumda,

V x,y€ X igin 0<c<1 olacak sekilde bir c¢ reel sayis1 var oyle ki

p(Tz, Ty) < ep(x,y)

kosulunu saglayan T doniisiimii, bir tek sabit noktaya sahiptir.

Teorem 4.1.2. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) kismi metrik uzay 7T ve f, X tizerinde

TX C fX kosulunu saglayan doniisimler olsun.

Kabul edelim ki, V z,y € X i¢in ¢ € ¥ olmak tizere

p(fz,Ty) +p(fy,T:v)}

p(Tz,Ty) < (max {p(fz, fv),p(fz,Tx),p(fy,Ty), 5

(4.1.5)
dir. TX yada fX, X ’in O-tam alt uzay1 ise T' ve f tek bir cakisik noktaya
sahiptir. Ustelik T ve f zayif uyusabilirse, T' ve f 7 nin bir tek ortak sabit noktasi

vardir.

ispat. Oncelikle T ve f ’nin tek bir cakisik noktasi oldugunu ispatlayalim.
y=Tu= fuolmak tlzerey € X

ve

z=Ts= fs olmak tuzere z € X

18




—

ise z # y oldugunu kabul edelim.

p(y,z) = p(Tu,Ts)
£ ( x{p(/u fs),p(fu,Tu),p(fs,Ts),
{

. < dpw,2) pyy).plz,2), EBA TP(Y)
= 1<)(v’ ))py o 2 }>

< p(y,2) ‘ (4.1.6)

p(fu,Ts) +p(fs,Tu) })

2

dir. Bu taktirde, p(y,z) < p(y,z) elde edilir ki bu ise bir geligkidir. Bu nedenle
z=y  di.
Simdi 2y € X ve T,, = fx,41 olmak tzere {z,} C X dizisini tammlayalim. Olasi |

iki durumu dusiinelim.

i) Bazin € Nigin p (T2p11, Tx,) = 0. Budurumda, Tz, = fz,, (= y bir cakisik noktasi)
Lemma 2.1.10 (tek cakisik noktasi ve zayif uyusabilir doniisiimler ) nedeniyle

tek bir sabit noktaya sahiptir.

ii) Vn € Nigin p(Txpy1,Tx,) > 0. Bu durumda,
T=1ZTpy VEY=1,

ile (4.1.5) uygulamrsa,

19




p (T'Tn-kl) TZEn) S ¢ (max {p (f$n+17 jxn) » P (fmn-f—l) T$n+1) ,p(fxn; T'x’fb) )

.

p (f$n+1a T‘Ln) + p (fljna Twn—i—l) })

= 11[) (rnax {p (Tl'n, T$n—1) P (Txﬂ? T$n+1) »P (T':En—la T.’En) )

P(Txp,Txy) + p(Txp_1,TTni1) })

2

= (max{p(Tzn, TTp1),p (TTn, T2ns1),

p (Txm Txn) +p (T‘T"n—la T$n+1) })

IA

2

w (ma‘X {p (Txm Txn—l) P (T.’L'n, Txn+1) )

2

p (Txn—la Txn) +p (Txm TI71+1) })

= Y max{p(Tzn,T2n-1),p (TTn, TTn+1)})-

p(Txpi1, Tz,) maksimum ise

p (T$n+1a Txn) < (p (Txna Txn+1)) <p (T‘Tn’ Txn+1)

(4.1.7)

(4.1.8)

dir. Bu ise bir geliskidir. Yani, maksimum p (T'z,, Txz,_1) oldugu sonucuna vardik.

Simdi sonug olarak

p (T:En—{—h Tmn) S '%b(p (Tx71a Txn—l)) < P (T"an T-/En—l) .
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Béylece, (4.1.9) den p (T'%p41, Tx,) dizisinin monoton artan oldugunu goriiyoruz.

¥ ’ nin oOzelliklerine gore n — oo oldugunda

p (TJ;"+1, Txn) ? d’(p (Tﬂ:n, T$n+1))

V(P (Ton_1, TTn_s)) < ... < Y™ (p(Txy, Txo)) — 0

vardir. Dolayisiyla

lim p(TZp41,Tzs) =0, (4.1.10)

n—oo
dir. Simdi, {T'z,,} ’in (X, p) uzayinda 0 -Cauchy dizisi oldugunu ispatlayalim. Bunun
icin {7T'x5,,} 'nin 0 -Cauchy dizisi oldugunu gostermek yeterlidir:
Bunun tam karsitini varsayalim. O halde, Lemma 3.1.17 ’ yi kullanarak ¢ > 0 ve

pozitif tamsayilarin {m (k)} ve {n (k)} olacak sekilde iki dizisi vardir ve

p (y2mk7 an;\) » P (mek?y2nk+1) » P (yka,prnk) » P (mekq ) y2nk+,) (4111)

dizileri k — oo oldugunda €* ’a gider. Ayrica, Vn > 0 icin

T = Zom(k) » Y= Ton(k)+1 V€ Yn = Tz, = fxn—l-l
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esitliklerine kosul (4.1.5) uygulandiginda

p(Tz,Ty) = p(TTomy TTongr)+1)

p (me(k) ) y2n(k)+1)

d) (max {p (fom(k): fon(k)—{—l) P (fom,(k); TI‘Zm(k)) )

p (.f:L'Qn(k)‘i-l; TIQn(k)+l) )

(4.1.12)

P (fBam@e)> TZany+1) + P (FZ2n()+1> T Tom(k)) })
2

= 9 (maX {p (y2m(k)—17 y2n(k)) P (y2m(k)—1> y2m(k)) P (y2n(k)a y2n(k)+1) )

p (me(k)—la y2n(k)+1) +p (an(k)u y2m(k)) })
2

elde edilir. Ayrica, k — oo oldugunda

max {p (fZamr), [Tantry+1) » P (fT2mkys TZ2mk)) » 2 (FBank)+1, TTante)+1) 5

(4.1.13)

P (fzammy, Toangey41) + P (fTon@)+1, TT2mr)) }
2

1
— max {e+,0,0, - (e + 6+)} =t
dir. 9 ’nin ozelliklerini kullanarak, ¢ > 0 oldugu i¢in € < 9 (¢) < € celigkisini elde
ederiz. Bu {Tzs,} 'in (X, p) uzaymda bir 0 -Cauchy dizisi ve dolayisiyla {T'z,} 'nin

(X, p) uzaynda bir 0 -Cauchy dizisi oldugunu gosterir. T'X ’in, (X, p) kismi metrik

uzayimnin 0 -tam alt uzay1 oldugunu varsayarsak o zaman y € TX C fX vardir.
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Oyle ki

p(y,y) = lim p(Tzp,y) = lim p(fz,,y) = lim p(Tz,,Tr,) =0 (4.1.14)

dir. Eger fX, y € fX kosulunu saglayan (X,p) 'nin 0 -tam alt uzay ise (4.1.14)
saglanir.

Simdi, v € X ve y € fu olsun. y 'min T ve f nin bir cakisik noktasi oldugunu
gosterelim. Kabul edelim ki,

p(Tu, fu) >0

olsun. Bu taktirde,

p(Tzp, fu) < o (max{p(fan, fu),p(fon, Tz,),p (fu,Tu),

, <p UrnTe) 0, T:vn>) }) (4.1.15)

n — oo iken

p(f‘BTh fu) - O,p(fxn,TLn) = O

ve Teorem 3.1.16 den

(p (f&m Tu) +p (fu, Trn)) . p(fu,Tu)
2 2

dir. p(fu,Tu) > 0 oldugu igin 3 ng € N vardir, Syle ki n > ny igin
p(fan, u) < 5p (7 Tw) ve p(fon, Tza) < 39 (fusTw)
saglanir. Simdi n > ng i¢in
p(fu, Tu) < p(fu, frnir) +p(Ten, Tu) < p(fu, frnn) +4 (p(fu,Tu)) (4.1.16)
ya bda
p(fu,Tu) < p(fu, feni1) + 9 (p(fu, Tu)) (4.1.17)
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elde edilir. O halde, n — oo iken bir celiski elde ederiz dyle ki

p(fu, fu) < (p(fu, Tw)) < p(fu,Tu)

dir. Buise p(fu,Tu) =0 yani Tu = fu olmasin1 gerektirir.

Dolaysiyla T' ve f ’nin tek bir cakisik noktasi vardir. Tanim 2.1.8 ’den T ve f ’nin

bir tek ortak sabit noktas: vardir.

Sonug 4.1.3. (Ahmad ve ark., 2012) Teorem 4.1.2 ’de 1) fonksiyonunun sagdan
strekliligi hakkindaki varsayim yalmzca {Tz,} ' bir 0 -Cauchy dizisi oldugunun
ispat1 i¢in kullamlir. Asagidaki teoremde, ) fonksiyonu icin daha zayif bir varsayim

oldugunu kabul edelim. Biraz daha giiglii bir biiziilme doniisimiini ele alalim.

Teorem 4.1.4. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) kismi metrik uzay 7" ve f, X iizerinde
TX C fX kosulunu saglayan doniisiimler olsun. Kabul edelim ki V z,y € X igin

Y € ® olmak tizere
p(fz,Ty
p(Tx,Ty) <9 <max {p(fx, fy),p(f=,Tx),p(fy, Ty), ﬁ%}) (4.1.10]
olsun. T'X veya fX, X ’in bir 0 -tam uzay: ise T' ve f tek cakisik noktaya sahiptir.
Ustelik eger T' ve f zayif uyusabilirse, T" ve f bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Teorem 4.1.2 de oldugu gibi T' ve f ’'nin tek bir cakisik noktaya sahip
oldugunu ispatlayalim: {z,} C X dizisini, g € X ve Tz, = fz,4; ile tanimlarsak

Teorem 4.1.2 kullamilarak

lim p(TEp49, T0,) =0

n—00

oldugunu gosterelim. Burada tliimevarimla {7z, } "in bir (X, p) uzayinda 0 -Cauchy
dizisi oldugunu ispatlayalim.
Vn >0i¢n y, = Tx, = fr,qyg olsun. n — oo iken p(yn, Ynt1) — 0 olur. Bu

durumda, € > 0 i¢in bir n (¢) vardir 6yle ki V n > n (¢) i¢in

p(ynayn+1) <e€— l,b (E)
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dir. Bazi n > n(¢) ve k € N igin

p (y'fh yn+k) e

oldugunu varsayarsak

P (Yny Yntht1) < €

esitsizligini ispatlayalim.

P (yn; yn+k+1) <p (yn, yn+1) +p (yn+1,‘yn+k+1) 3

p (yn+1, yn+k+1) - P(T$11+la TﬁL‘n+k+1)

IN

Y (max {p (fTnt1, [Tatkt1),P (foui1; T®Bny1),

D (f$n+k+1, Tﬂ?n+k+1) )

P(fTni1, Ty ks1) }>
2

- /@/) (max {p (yTu yn+k) P (yru yn+1) P (yn+k7 yn+k+1) )

P (Yn, y2n+k+l) })

IN

¢ (max {p (yna yn-l—k) P (ym yn-i-l) » P (yn+ka yn+k+l) )

p (ym yn+k) + p (yn+k7 yn+k+l) })
2

IN

w(max{e,e—we),e—w(e),i“;—’/’“)})

= (e (4.1.20)




dir. Sonra (4.1.20) den

P (U Ynsk41) < D Yns Ynt1) + P (Ynt1, Ynihr1) < € — 2 (€) +2p () =¢

olur. Bu {Tx,} ’in (X,p) de O -Cauchy dizisi oldugunu gésterir. Ispatin devami
Teorem 4.1.2 de oldugu gibi yapilabilir.

Sonug 4.1.5. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) kismi metrik uzay olsun ve bir
T : X — X doniistimiing, V z,y € X i¢in ¢ € ¥ olmak iizere

(z,Ty) +p(y, Tx)
2

4

p

p(Tz,Ty) <9 (max {p (z,9),p(z,Tx),p(y,Ty),
(4.1.21)
olacak bigimde ele alalm. Eger TX, X ’in 0 -tam alt uzay: ise, T tek bir sabit

noktaya sahiptir‘.
Ispat. Teorem 4.1.2 de f = iz (6zdeslik doniistimii) alinarak yapilabilir.

Sonug 4.1.6. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) kismi metrik uzay olsun ve bir

T : X — X bir donilisiimiing, V z,y € X i¢in 1) € ® olmak iizere

p(Tz,Ty) < ¢ <max {p(ﬂc,y) »(z,Tz),p(y, Ty), w}) (4.1.22)

olarak ele alahm. Eger TX, X ’in 0 -tam alt uzay1 ise, T tek bir sabit noktaya

sahiptir.
Ispat. Teorem 4.1.4 de f = iz (6zdeslik doniisiimi) ahnarak yapilabilir.

Sonug 4.1.7. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) bir kismi metrik uzay T ve f, X {izerinde
T'X C fX kosulunu saflayan doniistimler olsun. V z,y € X igin A € [0,1) olmak

uzere

p(fz,Ty) +p(fy,Tx)
2

p(Tz,Ty) < Amax {p (fz, fy),p(fz,Tz),p(fy, Ty),
(4.1.23)

dir. TX yada fX , X ’in bir O -tam alt uzay ise, T’ ve f tek bir cakisik noktaya
sahiptir. Ustelik eger T' ve f zayif uyusabilirse, T' ve f ’nin tek bir ortak sabit

noktas: vardir.
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Ispat. Teorem 4.1.2 den X € [0,1) i¢in 4 (£) = At alnarak yapilabilir.

Sonug 4.1.8. (Ahmad ve ark., 2012) (X p) bir kismi metrik uzay T ve f, X tizerinde
TX C fX kosulunu saglayan dontisiimler olsun. Kabul edelim ki,

V x,y € X icin ay,as,a3,as > 0 ve ay + az + az + 2a4 € [0, 1) iken

p(Tz,Ty) < arp(fz, fy) + aop (fx,Tx) + asp (fy, Ty) + as(p (f2, Ty) +p (fy, Tr))
(4.1.24)

olsun. Eger T'X veya fX, X ’in 0 -tam alt uzayi ise, T' ve f tek bir ¢akisik noktaya
sahiptir. Ustelik, eger T' ve f zayif uyusabilirse, 7" ve f 'nin tek bir ortak sabit

noktasi vardir.

Ispat. Sonuc 4.1.7 den

a1p (fz, fy) + aep (fz, Tx) + asp (fy, Ty) + as(p (fz, Ty) + p (fy, Tx)

(fz,Ty) +p(fy,Tx)

< (a1 + a3 + ag + 2a4) max {p (f2,19),p (2, T2) ,p (f3,Ty) ,° :

(4.1.25)

Sonug 4.1.9. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) kismi metrik uzay T ve f, X tizerinde

TX C fX kosulunu saglayan doniisiimler olsun. Kabul edelim ki V z,y € X icin
A € ]0,1) olmak iizere

p(Tz,Ty) < Mp(fx, fy) (4.1.26)

olsun. Eger T'X veya fX, X ’in 0 -tam alt uzay1 ise, T' ve f tek bir ¢akisik noktaya
sahiptir. Ustelik eger T ve f zayif uyusabilirse, T' ve f 'nin tek bir ortak sabit

noktas1 vardir.

Ispat. Sonug 4.1.8 den acikca goriiliir. Sonug 4.1.9 Jungck (Jungck, 1976) tarafindan
ispatlanan teorem ile elde edilir. Burada 7" ve f nin uyusabilir déniistimler oldugu

varsayimi altinda bir tam metrik uzay yerine bir tam kismi metrik uzay1 diistiniilir.
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Sonug 4.1.10. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) 0 -tam kismi metrik uzay ve T': X —

X dontisimi, 3 € ® olmak lizere V z,y € X i¢in

p(Tz,Ty) < ¢(p(z,y)) (4.1.27)

kosulunu saglasin. Bu durumda, T'X, X ’in kapah bir alt uzay: ise, T' tek bir sabit

noktaya sahiptir.

ispat. Teorem 4.1.4 ve Sonuc 4.1.6 ’dan f = iz (6zdeslik doniisiimii) alimirsa kanit

gortiliir. Ayrica, 1 fonksiyonu i¢in daha zayif bir varsayim altinda, Sonuc 4.1.10
’dan Boyd ve Wong (Boyd ve Wong, 1969) tarafindan kanitlanan teorem elde edilir.
Burada standart bir metrik yerine kismi metrik diisiintiliir. Sonug¢ 4.1.8 den baz iyi

bilinen teoremlerin uzantilan olarak asagidaki sonuclar ¢ikaracagiz.

Sonug 4.1.11. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) 0 -tam kismi metrik uzay ve V z,y € X

icin A € [0,1) olmak tizere T : X — X doniistimii

p(Tx,Ty) < Ap(z,y) (4.1.28)

kosulunu saglasm. Bu taktirde, T tek bir sabit noktaya sahiptir.
Bu sonug Banach biiziilme teoreminin 0 -tam kismi metrik uzayda bir genislemesidir.
Bu sonug, (Matthews, 1992) ¢alismasinda tam bir kismi metrik uzay icin verilmisti.

Ancak 0 -tam kismi metrik uzaylar i¢in de gegerlidir.

Sonug 4.1.12. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) 0 -tam kismi metrik uzay ve V z,y € X

icin A € [0, %) olmak tizere T': X — X doniisiimii olsun

p(Tz,Ty) < Ap(2,Tz) +p(y, Ty)) (4.1.29)

kosulunu saglasm. Bu taktirde, T tek bir sabit noktaya sahiptir.
Bu sonug, Kannan teoreminin (Rhoades, 1977) 0 -tam kismi metrik uzayda bir

genisletilmesidir.
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Sonug 4.1.13. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) bir 0 -tam kismi m
X igin a1, az,a3 > 0 ve a, + ay + as € [0,1) olmak iizere T : Xo—

~strik uzay ve V z,y €

— X déniigiimii

P(Tz,Ty) < a1p (2,9) + azp (5, T2) + asp (y, “r (4.1.30)

kosulunu saglasin. Bu taktirde, 7" tek bir sabit noktaya sahipti R

Bu sonug, Reich teoreminin (Rhoades, 1977) 0 -tam kismi metrik= uzayda genisletil di
; . mesidir.

Sonug 4.1.14. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) 0 -tam kismi metri i uzay veV x5 € X

icin X € [0,1) olmak iizere T : X — X doniisiimii

p(Tz,Ty) < X(p(z,Ty) + p(y, Tx)) (4.1.31)

kosulunu saglasin. Bu taktirde, 7" tek bir sabit noktaya, sahiptiz~_

Bu sonug, Chartterjea teoreminin (Rhoades, 1977) 0 -tam lemi kel Tz
7 _,'y a

genisletilmesidir.

Sonug 4.1.15. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) 0 -tam kismi metrilc uzay veVz,y € X
icin a; € [0,1),as,a3 € [O, %) olmak tizere T : X — X dénii§iih1ﬁ asagadakilerden

en az birini saglasin. Bu taktirde, T tek bir sabit noktaya sahip ¢ §r

p(Tz,Ty) < aip(x,Tx)
p(Tz,Ty) < aap(z,Tx) +p(y,Ty))

p(Tz,Ty) < az(p(z,Ty)+p(y,Tx))

(4.1.32)

Bu sonug, Zamfirescu teoreminin (Rhoades, 1977) 0 -tam kispy; metrik uzayd
yda,

genisletilmesidir.
Teorem 4.1.16. (Nashine ve ark., 2013) (X, p) tam kismi metrik uzay ve T : X
b =

X bir donistim olsun. V.z,y € X igin ¢ : [0, 4-00) — [0, +00) fonksiyonu N A—

ve t > 0igin ) -, ¢" () serisi yakinsak olmak tizere

p(Tx,Ty) < ¢ (mw {p (,9),p(z,Tx),p(y, Ty) %W})
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Sonug 4.1.13. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) bir 0 -tam kismi metrik uzay veV z,y €
X i¢in ay,ay,a3 > 0 ve a; + ay + a3 € [0,1) olmak tizere 7" : X — X déniisiimii

p(Tz,Ty) < a1p(z,y) + azp (2, Tx) + azp (y, Ty) (4.1.30)

kosulunu saglasin. Bu taktirde, T" tek bir sabit noktaya sahiptir.

Bu sonug, Reich teoreminin (Rhoades, 1977) 0 -tam kismi metrik uzayda genisletilmesidir.
Sonug 4.1.14. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) 0 -tam kismi metrik uzay ve V 2,y € X

icin \ € [0, %) olmak tizere T : X — X doniisiimii

p(Tx,Ty) < A(p(z,Ty) + p(y, Tx))

kosulunu saglasin. Bu taktirde, T' tek bir sabit noktaya sahiptir.

Bu sonug, Chartterjea teoreminin (Rhoades, 1977) 0 -tam kismi metrik uzayda

genisletilmesidir.

Sonug 4.1.15. (Ahmad ve ark., 2012) (X, p) 0 -tam kismi metrik uzay ve V z,y € X

icin a; € [0,1),a2,a3 € [0, %) olmak iizere T : X — X déniisimii asagidakilerden

en az birini saglasin. Bu taktirde, 7" tek bir sabit noktaya sahiptir.

p(Tz,Ty) < aip(x,Tx)
p(Tz.Ty) < as(p(x,Tx)+p(y,Ty)) (4.1.32)

p(Tz,Ty) < az(p(x,Ty)+p(y,Tx))

Bu sonug, Zamfirescu teoreminin (Rhoades, 1977) 0 -tam kismi metrik uzayda

genisletilmesidir.

Teorem 4.1.16. (Nashine ve ark., 2013) (X, p) tam kismi metrik uzay ve T': X —
X bir doniisiim olsun. V 2,y € X i¢in ¢ : [0,4+00) — [0, +00) fonksiyonu azalmayan

vet > 0icin D -, " (1) serisi yakinsak olmak tizere

p(Tz,Ty) < ¢ <max {p(m, y).p(x,Tx),p(y, Ty), p(y,Tx) + p(x,Ty) })

2
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kosulunu saglayan 7" dontusimi, bir tek sabit noktaya sahiptir.

Teorem 4.1.17. (Nashine ve ark., 2013) (X, p, <) tam sirali bir kismi metrik uzay
olsun. T': X — X siirekli ve azalmayan bir dontisiim oldugunu kabul edelim. Oyleki
x =y olacak sekilde V x,y € X icin ¢ : [0, +00) — [0, +00) Teorem 4.1.16 nin tiim

kosullarmi saglasm. Eger zy < T'zy olacak sekilde zy € X varsa o zaman
Tz=2

kosulunu saglayan x € X vardir. Ayrica p(z,z) = 0 dir.

Teorem 4.1.18. (Nashine ve ark., 2013) (X, p, <) tam swrali bir kismi metrik uzay

M (5,3) = max { lp (1), 00 (5,72, 0 p (1, 0) i 2T 220 ) |

2
(4.1.33)

ve ¢ : [0,400) — [0,+00) foﬁkéiyonu Vi >0 igiﬁ ¢ (t) < t kosulu ile birlikte bir
stirekli fonksiyon 6yle ki ¢ (0) = O olsun. T, : X — X déniisiimleri karsilastirilabilir.
Ayrica V z,y € X igin

p(Txz,0y) < M(z,y) ' (4.1.34)

kosulu saglansin ve kabul edelim ki;
i) 4, T -zayif izoton artan
ii) 6,7 stirekli

olsun. Bu durumda, T ve § -nin ortak sabit noktalarmim kiimesi olan F (7T’ §) kiimesi

bos degildir ve V z € F (T, ) i¢in
p(z,2) =p(Tz2Tz)=p(0z,62) =p(z2,6z) =p(2,T2z)=0

elde edilir. Ustelik, 7" ve d-nin bir ve yalmz bir ortak sabit nc')ktaya. saliip olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul F' (T, ) kiimesinin iyi sirali olmasidir.




Ispat. zo, X ’de keyfi bir nokta olsun. Eger, xo = dxq veya xy = Txg ise (4.1.31)
biiziilme kosulu kullanilarak kanmit kolaylikla goriliir. Bu nedenle, kabul edelim ki

Lo # 0xg ve zg # Txg olsun. X ’de bir {z,,} dizisini V n € {0,1,2,...} i¢in
Tony1 = 0%y V€ Topio = T'Topiq (4-1-35)

olacak bicimde tamimlayalim. Genelligi bozmaksizin {x,} i ardisik terimlerinin

farkli oldugunu kabul edelim. § 'nin 7' -zayif izoton artan olmasi nedeniyle
1 =0x9g = Tdxg = Tx) = 23 X 6Tdxg = 6Tx1 = 025 = T3,

T3 = (5(132 = T(E’Lz = T{I)g = X4 = (5T(5.’E2 = (5T.’L'3 = (5.’1}4 = X5,

kosullar1 vardir. Bu sekilde devam edilirse,
elde edilir. Simdi V n € N i¢in

P(Tnt1, Tni2) < P(Tny Tny1) (4.1.37)

oldugunu kabul edelim. Bu durumda, (4.1.36) den V n € N igin z, =< Z,4

oldugundan z = z9,4;1 Ve y = I, ile (4.1.34) kullamlarak

P ($2n+1;-732n+2) = P(T$2n+17 5-’732n) <M ($2n+1, -’UQn) (4-1-38)

elde edilir. Ayrica (4.1.33) ve (4.1.35) den
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M (Zont1,T2n) = max{p (p(Tan, Tant1)) s (P (Tan, T22)) , ¢ (P (2041, 0T2n41)) ,

<P ($2n+1; T*L2n) +p (11;27»7 61:211.4—1)) }
i 2

max {S‘O (p (xQna x2n+1)) y P (p (x2n+la $2n+2)) )

) <P (-’L'2n+1, Tont1) + P (T2n, -’152n+2)) }
4 2

dir. Simdi,

o Eger M (2941, Z2n) = @ (P (Zant1, 0%ans2)) ise (4.1.38) ile V¢ > Oicin p (1) < ¢

oldugu kullanihirsa

P (Tont1, Tant2) < @ (P (Tant1, Tant2)) < P (Tani1, Tani2)
elde edilir ki bu bir celiskidir.
e Eger M (22,41, T2n) = ¢ (P (T2n, 2ns1)) olarak alimirsa,
p ($2n+17 $2n+2) S P (P (x27za xZn—!—l)) < p (172717 *'5271—4—1)

elde edilir.

o Eger M (2341, Tan) = (P(mzn+1,x2n+12)+p(zzn,xzn+2)) olsrak alirsak

P (z2n41, Tont1) + P (Zan, $2n.+2)>

P (Zant1, Tont2) < 50( 5

P (on+1, Tont1) + P (T2n, Tont2)
2




elde edilir. Ayrica (p4) ’den,

p (fﬁzm 332n+2) -=ip ($2n+17 -T2n+1) <p (Izn, $2n+1) i P(£E2n+1; IE2n+2)

dir. Bu nedenle

x X X x:
P(12n+1,.’52n+2) oF p(T2n;2 2n+],) + P( 271—5—127 lzn,+2)

olup bu gosterir ki

p (-752n+1, $2n+2) < p(Zon, Tont1)

dir. Baoylece, olasi tiim durumlarda V n € N i¢in

p (x2n—l—1) x2n+2) < P (x2na m?n—{—l)

elde edilir. Benzer sekilde, her n € N icin

P (Zon, Tant1) <P ($2n—1,$2n)

ispat edilebilir. Sonug olarak (4.1.37) saglamir. Ayrica (4.1.37) den {p (n, Tnt1)}

dizisinin monoton azalan oldugu goriiliir. Boylece

lim p(‘rna $n+l) =" (4139)

n—oo

olacak sekilde bir v > 0 vardir. Ayrica (p4) kullanilarak

p (Ina xn+2) <p (xm xn+1) +p ($n+1a $n+2) - P (xn+17 xn+1)

elde edilir. Bu nedenle

1

1 1 1
519 (l"na xn+2) + 519 (In+1, $n+1) <=-p (l’m $n+1) =+ 519 (xn—i-la $n+2)
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dir. Ustelik (4.1.37) dan

1

1
EP (xnaxm—z) + 51) ($n+1; $n+1) <p ($n, $n+1)

elde edilir ve (4.1.40) de n — oo iken ist limit almirsa

. 1 1 .
lim sup [‘2‘?(17271,1’2114-2) +-p (:En,+1,xn+1)} < ,}LHQO P (T2n, Tont1)

n—oo 2

bulunur. Simdi,

Y

n—o00

. 1 1
lim sup {5?(1’5%, $2n+2) +-p ($2n.+17 172n+1):| =b (4‘1-41)

almirsa 0 < b < vy oldugu agiktir. Diger yandan, ¢ siirekli ve (4.1.38) i iki tarafinin

ust limiti alinirsa

nh_{rolo Sup p (Tant1, Tont2) < max {/50(1}_1_{20 sup p (Tant1, x2n+2))>
@ (7}5& sup p (x2n+1,x2n)) :
. | 1
@ { im sup { =p(Ton, Tont2) + =P (T2nt1, Tons1)

elde edilir. Boylece (4.1.39) ile (4.1.41) den

v < max {p(7), ¢ (b)}
elde edilir. Kabul edelim ki v > 0 olsun. Bu taktirde
v <max{p(7),¢(0)} <max{y,b} =1
geliskisi bulunur. Boylece v = 0 dir ve sonug olarak

lim p(zp, Tny1) =0 (4.1.42)

n—00
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dir. Simdi {z,} ’in (X, p®) metrik uzaymnda bir Cauchy dizisi oldugunu ispatlayalim.
(Boylece, Lemma 3.2.3 ’den (X, p) uzayinda da Cauchy oldugu goriiliir). Bunun
icin {z3,} ’in Cauchy dizisi oldugunu gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki {z,}
Cauchy dizisi olmasin.

Simdi, Lemma 3.2.3 i kullanarak ¢ > 0 ve ny > my > k olmak lizere pozitif
tamsayilarin iki dizisini {my} ve {n;} olarak alalim. Bu durumda, k¥ — oo iken

Lemma 3.1.2 deki diziler € 'na gider ve kosul (4.1.34) da

T = Tom(k)—1 V€ Y = Tan(k)

elemanlar: alinirsa

p (%n(k), ch2m(k)) <p (xzn(k), 332n(k)+1) +p ($2n(k)+1> x2m(k)) -p ($2n(k)+1, fan(k)H)
< p (x‘Zn(k)a $2n(k)+1) +p (5I2n(k)a Tm?’nl(k')—l)
< p(Zangrys Tan)+1) + M (Zam)-1, T2n(r)) (4.1.43)

elde edilir. Burada k — oo iken

M (-’Em(k)—b -'EQn(k)) = max {90 (P ($2m(k)_1, 112n<k))) » P (P (me(k)_hwm(k))) )

¥ (P (4172n(k), 172n(k)+1)) s

- <P (l?zn(k), xzm(k)) +p (me(k)—la iﬂzn,(k)+1) ) }

2

— max{p(e),0,0,0(e)} = p(e)
dir. Boylece (4.1.42) de k — oo iken

e<ple) <e




celigkisi elde edilir. {22,} bir Cauchy dizisidir. Bu nedenle {z,} hem (X, p) hem de

(X, p*) metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir.
Lemma 3.2.3 ’de (X, p) tam ise (X,p*) metrik uzayr da tamdir ve {x,} dizisinin

yakinsak oldugu kullanilarak

lim p° (2,,2) =0

n—oo

dir. Yine Lemma 3.2.3 kullanilarak

p(z,2) = lim p(zp,2) = lim p(z,,Tm) (4.1.44)

n—oo n,m—0o0

dir. Ayrica (X, p®) metrik uzayinda {z,} Cauchy dizisi oldugundan

lim p°(zn,2m) =0

n,Mm—00

dir ve boylece p® tanimindan

lim p(z,,2,) =0

n,Mm—00

elde edilir. Bu taktirde (4.1.44) *dan p(z,2z) = 0 ve
lith pl2,.2) =piz,2) =0 (4.1.45)

dir. O halde (p4) 'den

p(2,Tz)

INA

p (27 $2n+2) =P (-’E2n+2, TZ) —-p ($2n+2, $2n+2)

P (2, Zant2) + p (Tante, T2) (4.1.46)

IA

dir. Simdi, T "nin siirekli oldugunu varsayahm. Bu durumda n — oo iken (4.1.45)

ve (4.1.46) uygulanirsa

p (Za TZ) S nh_)ngop (Z, x2n+2) + nh_{{.lop (TxQn-{—la TZ)
= p(Tz,T%)
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elde edilir. Fakat (p2) "den p(Tz,Tz) < p(z;Té) dir ve bundan dolay:

p(2,Tz) =p(T2,Tz) (4.1.47)
dir. Benzer sekilde 4 stirekli ise

p(2,02) = p(dz,62) (4.1.48)
dir. Ustelik, (p4) ve (4.1.48) den

])(Z,TZ) < p(Z’(SZ)—Fp((SZ,TZ) #p(52752)

dir. Yani;
p(2,Tz) <p(dz,T=2) (4.1.49)

olur. Benzer sekilde (p4) ve (4.1.47) den
p(z,0z) < p(dz,Tz) (4.1.50)

elde edilir. Simdi, kabul edelim ki p(7'2,0z) > 0 olsun. Bu taktirde z < z

oldugundan (4.1.34) esitsizligine gore

p(T'z,6z)

IN

M (z,2)

< maX{sO(p(za z)w(p(z,Tz)),mp(z,az)w("’(Z’TZ);LP(Z’M>}

< p(62,T=)

dir. Fakat bu (4.1.49) ve (4.1.50) ’e gére bir celiskidir (¢ (¢) < ¢ kullamlarak) .

Baylece

elde edilir ve (pl) ’den 6z = Tz dir. Yani z, T ve § ’'nin ¢akisik noktasi olur.
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Dahasi p (0z,Tz) = 0, (4.1.49) ve (4.1.50) ile birlikte
- pl#,02) =0=p(z,Ta)

elde edilir. Boylece, (pl) ’den 6z = z ve T’z = z sonucuna ulasilir. Yani z, T' ve

0 'min ortak bir sabit noktasidir. Ayrica (p2) ’den
p(02,62) =0 :.p (02,Tz)
esitligi ve boylece
p{T2, Tz) = p(bz,02) = p(2,Tz) = p(2,62) = p(z,2) =0

elde edilir. Simdi kabul edelim ki, 7" ve § 'nin ortak sabit noktalarimimn kiimesi iyi
sirali olsun. Gosterelim ki, 7" ve § ’nin ortak sabit noktasi bir tektir. Bunun igin,
du =Tu = u ve Tv = dv = v fakat u 5 v olsun. Simdi, (4.1.34) da z yerine u ve y
yerine v alinirsa

p(u,v) = p(Tu,év) < M (u,v)

ve buradan

M (u,v) = maX{s@(p(u,v))’so(p(u,TU)),sO(p(vﬁv)),so(

= max{so(p(u,v)),so(p(u,U)) o (p(v,v), 9 (p(v’m ;p(u’ U)>}

< p(u,v)

p (v, Tu) ;r.p (u, 51})) }

dir. Béylece p(u,v) < p(u,v) bulunur ki bu bir celiskidir. O halde, p (u,v) = 0
olup u = v dir. Tersine, eger T ve 4 tek bir ortak sabit noktaya sahipse, 1" ve ¢ 'nin

ortak sabit nokta kiimesi iyi siralidir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonug 4.1.19. (Nashine ve ark., 2012)

M, (z,y) = max {p (z,y),p(z,Tz),p(y,dy), W}

olmak tizere

p(Tz,dy) < ¢ (M, (z,y)) (4.1.51)

kosulunu saglasin. Ustelik, o azalmayan bir fonksiyon ise (4.1.34) ile (4.1.51) kosulunun
esdeger oldugu goriilebilir. Bununla birlikte, eger ¢ azalmayan bir doniisiim degilse

(4.1.34) kosulu daha genel olur. Bunu asagidaki ornek ile géstexelim.

Ornek 4.1.20. (Nashine ve ark., 2013) X = [0, 1] standart siral; olsun ve p(z,y) =

max {z,y} kismi metrigi ile verilsin. z € X icin
" 3
Tr=0r=1z— -2
4

ile tamimlanan 7', 6 : X — X dontsiimlerini géz 6niine alalim.

Ayrica, ¢ (t) : [0,+00) — [0,+00) doniisimii

t—312 | telo,1)

1
1 . t>1

seklinde olsun. ¢ azalmayan bir fonksiyondur. T ve § doniisiimlerinin kosul (4.1.34)
sagladigim1 ancak kosul (4.1.51) ’i saglamadigim ispatlayacagiz.

Orneﬁgin; x > y olsun. Bu taktirde

3 3 5 z— 3% r+y<ivz=y
4 4

p(Tz,dy) = max {x — =~z y— -y

Diger yandan

M (z, ) =ma~‘<{90(év)790($),so(y)a@ (% (“ma““{y’“ %}))}
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dir. Eger x = y veya z +y < % ise
p(T=z,8y) = ¢ (z) < M(z,y)
Eger x +y > % ise 0 zaman

p(Tz,0y) = ¢ (y) < M(z,y)

2

dir. Dolayisiyla tiim durumlarda kosul (4.1.34) saglamir. Ayrica, x =1 ve y = 3 ise

N & O A |
p(T-r,Ou)ﬁp< >—3
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ve

v (M (2,9) = 90(’“&"{1’1":25’%(”%)}>

= ¢(1) <5 =p(Tx,dy)

vl

dir. Dolayisiyla kosul (4.1.51) V z,y € X i¢in saglanmaz.

Sonug 4.1.21. (Nashine ve ark., 2013) Acik olarak goriilebilir ki Teorem 4.1.18
den (4.1.34) kosulunu iceren bir sonug c¢ikarlabilir. Dahasi ¢ 'nin azalmayan bir
fonksiyon oldugu hipotezi altinda (Duki¢ ve ark., 2011) de kurulan denklikler kullamlarak
baz1 baska sonuclar yazilabilir.

Teorem 4.1.18 ve Teorem 2.1.14 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.22. (Nashine ve ark., 2013) 9,T -zayif izoton artan doniisim almak
yerine T',d : X — X iki zayif artan dontisim olarak alinirsa Teorem 4.1.18 hiikiimleri
saglanir.

Asagidaki teoremde 0 veya 7' 'nin sirekli oldugunu kullanmadan iki doniistimiin

ortak bir sabit noktasmin varligin ispatlivoruz.
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Teorem 4.1.23. (Nashine ve ark., 2013) (X, p, X) tam sirali kismi metrik uzay,

p(y,Tx);rp(ny))}

M (z,y) = max {SD(P (z,9), ¢(p (2, T2)) 0 (P (y,0Y)) , (

(4.1.52)
ve ¢ : [0,+00) — [0,+00) siirekli fonksiyon olsun. V¢ > 0 icin ¢ (0) = 0 ve ¢ (t) < ¢

olmak tizere T',0 : X — X dontsimleri z,y € X igin

p(Tz,dy) < M (x,y)

kosulunu saglasin. Kabul edelim ki;

i) 0, T -zayif izoton artan

ii) X diizenli

olsun. Bu taktirde, T" ve § 'nin bir ortak sabit noktaya sahiptir. Yani bir z € X
vardir. ()yle ki

Te=0z=zvep(s 8 =p(TzTz)=p{8z,02)=plz82)=p(2,Tz) =0

dir. Diger taraftan, 7" ve 6 'nin ortak sabit noktalarimimn kiimesi F (7', 4) ’nin iyi sirali

olmasi icin gerek ve yeter kosul 7" ve 4 ’nin bir ve yalniz bir ortak sabit noktaya sahip

olmasidir.

Ispat. Teorem 4.1.18 ’in ispatindaki argiimanlar: kullanarak (X, p®) de {z,} Cauchy
dizisinin z ’ye yakinsadigini soyleyebiliriz.

{z,} azalmayan bir dizi oldugundan eger X diizenli ise V n icin z,, < z dir.

Bu nedenle V n icin

T =2Togp41 VEY =2
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(4.1.52) kosuluna uygulanirsa

M (Z2nt1,2) = max{p(p (T2nt1,2)), P(P (T2n41, TT2n11)) , 0 (P (2,02)),

(p (ZJ T:E2n+1) +p ($2n+17 62)) }
4 2

Il

max {¢(p (Tant1, 2)), P(P (Tant1, T2ns2)) , @ (P (2,02)),

(p (Za *1:2n+2) + P (:1;271‘—%»1762)) }
¥ 2

oldugundan

lim M (2, Zop41) = max {9"‘(7’(%52)) & (p—(-zéo—Z)>}

dir. Simdi, (p4) ve (4.1.53) kullanilarak

P(Z,(SZ) =S p(z-$2n+2)+p(Tﬁ'32n+1,5z)_P($2n+2,$2n+2)

< p(z,%ang2) + M (22041, 2)

oldugu goriiliir. n — oo iken limit alindiginda

(269 < max {9 (2,52)) ¢ (“2‘53))}

elde edilir. Dolayisiyla p(z,dz) = 0 ve boylece 6z = z dir.

Benzer sekilde, x = z ve y = s, igin T'z = 2 oldugunu ispat edebiliriz. Buradan

z2=0z=Tz

olur. Yani T ve ¢ ’nin ortak bir sabit noktasi vardir.
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Ayrica (p2) ’den
p(Tz2,Tz) =0 ve p(dz,0z) =0

elde edebiliriz.
Teorem 4.1.18 ’in ispatina benzer olarak 7" ve § 'nin ortak sabit noktalarinin kiimesi
F (T,$) 'mn iyi siral olmas: igin gerek ve yeter kosul 7" ve ¢ 'nin bir ve yalniz bir

ortak sabit noktaya sahip olmasidir.

Sonug 4.1.24. (Nashine ve ark., 2013) 4,7 - zayif izoton artan donisim almak
yerine T,6 : X — X iki zayif artan doniisiim olarak alinirsa Teorem 4.1.23 ’un
kosullar1 saglanir.

Sonug 4.1.24 ’de § = T almirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.25. (Nashine ve ark., 2013) (X, p, <) tam sirali kismi metrik uzay olsun.
V¢t > 0icin ¢ (0) = 0 ve ¢ (t) < ¢ olmak tizere siirekli bir ¢ : [0, +00) — [0, +00)

fonksiyonunu alalim ve 7" : X — X dontistimi, z,y € X i¢in

p(y,Tw);rp(I,Ty))}

p(Tz,Ty) < max {so(p (z,9)),¢(p(z,Tx)) , 0 (p(y,TY)) , (

kosulunu saglasin. Ayrica,
a) Her z € X i¢in Tx X T (T'x)
b) X diizenli

olsun. Bu taktirde T sabit bir noktaya sahiptir ve
p(Tz,Tz)=0=p(z2)

dir. Dahasi1 T ’nin sabit noktalarmin F' (7°) kiimesi iyi siralidir.
Asagidaki 6rnek yardimiyla Teorem 4.1.18 ve Teorem 4.1.23 "in kullanimlar gorulecektir.
Ayrica, asagidaki 6rnek bu teoremlerin bilinen sabit nokta sonuglarindan daha genel

oldugunu da gosterecektir.
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Ornek 4.1.26. (Nashine ve ark., 2013) X : [0, +oo) kiimesi p(z,y) = max {z,y}

alisilmis p : X X X — [0, 0o) kismi metrigi ile diistiniilsiin. X ’deki kismi siralamay1
sy r=y

ya da x,y € [0,1]olmak tizere z < y ile verelim. (X,p) tam kismi metrik uzay

oldugundan (X, p®) tamdir. Gergekten, herhangi x,y € X i¢in

P’(z,y) = 2p(z,y) —p(z,2) —p(Y,Yy)
= 2max{z,y} — (z+y)

= |z -yl

dir. Boylece (X,p*) = ([0, +00), |-|) tam ahsilmis metrik uzaydir. 7,0 : X — X

z2 2 ‘
rp—d W o TEOA o ) an . zel]
i . or>1 T : 2=1

olacak sekilde tanimlansi. ¢ : [0, +00) — [0, +00) fonksiyonunu

42
£ 0,1
gp(t) _ 2(1+t)

%
1 s t>1

seklinde alahm. Bu taktirde ¢ , Teorem 4.1.18 ’de belirtilen 6zelliklere sahiptir.
Simdi, X ’de y < x kosulunu saglayan keyfi elemanlar alahm. O halde iki durum

vardir.

e Eger x € [0,1] (Dolayisiyla y € [0, 1]) ise

$2 y2 .’132
Top Gl = =
p(Tz,0y) m“{2(1+x)’4(1+y)} 2(1+ )
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dir. Diger yandan

e ot o)) i)
(3 (- m05)  (zrem)))}
= max{p @ @000 (3 2 +mac{y 2 )

— o)

dir. ( ¢ fonksiyonu artan oldugundan x > y ve x > fz(Tliz—) oldu&undan

.’E2 ‘
T + max {y, _2(1+z)}
9 =

oldugu kullanildi. ) Dolayisiyla bu durumda p (T'z,dy) < M (=, y) ’dir.

e Eger x > 1 (ve boylece x = y) ise

Xz

i y —
p(Tz,dy) 1

ve M(z,y) = ¢ (2) =

~) 8

dir. Dolayisiyla olas1 tim durumlarda (4.1.34) saglanir.

Ayrica X ’in dizenli olma kogulunun saglandigr agiktir. Bu nedenle, Teorem 4.1.18

ve Teorem 3.1.16 deki tiim kosullar saglanmis olur ve béylece
p(2,2) = p(T=2Tz) = p(82,62) =0

olmak tizere T ve 4 ’nin bir z = 0 ortak sabit noktas: vardir.

Ote yandan d (7,y) standart metriginde aym problemi disiinelim ve 7 = l,y=1
alalim. Bu taktirde

- 1 1 5
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M(x,w:max{so( | %)90(32)}:’”@

olur. Boylece M (z,y) = @(%) = 396— < % ‘dir.  Dolayisiyla standart metrik

uzaylardaki bilinen sonuglardan

d(Tz,dy) < M(z,y)

kosulunun saglanmadig) goérilir. (Nashine ve ark., 2011).

4.2. Kismi Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 4.2.1. (Nashine ve ark., 2012) (X, p, <) 0 -tam sirali kismi metrik uzay
M (z,y) = Ap(z,y) + Bp(z,Tz) + Cp(y,Ty) + Dp (y, Tz) + Ep(z,Ty) (4.2.54)

olsun. Bdylece, T : X — X azalmayan doniisim olmak uzere karsilastirilabilir
Vz,y € X icin
p(Tz,Ty) < M(z,y) (4.2.55)

kosulunu saglasin. Kabul edelim ki;
i) T sirekli,

veya
ii) X diizenli

olsun. Bu taktirde T bir z sabit noktasina sahiptir ve p (Tz,Tz) = 0 = p(z, z) dir.
Dahasi T ’nin sabit noktalarmim F (T') kiimesinin iyi sirali olmas igin gerek ve yeter

kosul tek nokta kiimesi olmasidir.
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ispat. Azalmayan bir doniistim igin teorem ispatlanacaktir. 2y € X alarak

n € N igin z,, = Tz, olacak sekilde {z,} dizisini alahm. Eger bazi n > 0 icin
P (Tn, Tny1) = 0 ise bu taktirde Tz, = Tpy1 = T, ve p(Tn,2,) = 0 (p2 ’den) olur,
boylece ispat tamamlanir. Kabul edelim ki, Vn > 0 igin p (2, Zn4+1) > 0 olsun.

T azalmayan oldugundan
o XTexog=21 3Ty =22 2 ... 22, T2, =Ty X

elde edilir. z = z, ve y = x,41 karsilastirlabilir elemanlart kosul (4.2.55) ‘e

uygulanirsa

p(‘T’n—l—l'; $n+2) = P (TImTJ;wH) <M (I7luxn+1)
Ap (mn: $n+1) + Bp (mna xn+1) +Cp (xn+la $n+2)

+Dp (Znt1, Znt1) + Ep (2, Tny)

IN

(A+ B+ E)p(2n, Tns1) + (C + E) p(Tnt1; Tns2)

+(D = E) p(Tn+1, Znt1) (4.2.56)

elde edilir. Benzer sekilde x = z,41 ve y = x, karsilastirilabilir elemanlar1 kosul

(4.2.55) e uygulanirsa

D (mn—i—Qa In+1) = P (T-Tn—Ha T:Un) < M (-Tn+1> xn)
= Ap(Tnt1,%n) + Bp(Tni1, Tny2) + Cp(Tn, Tni1)

+Dp (x‘lh $n+2) + Ep ($n+la $n+1)

IA

(A+C+D)p(xn, Tnt1) + (B + D) p(Tni1, Tny2)

+ (B — D) p(Znt1, Znt1) (4.2.57)

elde edilir. (4.2.56) ve (4.2.57) kullanilarak

94+ B D+ E
A+B+CADLE<1 ve 0<a= ATB+C+D+E

2-(B+C+D+E)
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olmak tzere

p ($n+17 -Tn+2) < Ap (ivn, $n+1)

elde edilir. Buradan p(Z,, Zny1) < A" (20,21) ve lim, o0 P (Zp, Znt1) = 0 oldugu

gortlur. Ayrica V n > m igin

p (,Enaxm) S (Am Ir ez o /\n_l) p(xO)ml)

ve boylece

Im pl5;,2m) =10

n,Mm—00

dir. Bu taktirde {z,}, (X, p) tizerinde bir 0 -Cauchy dizisidir.
(X,p) 0 -tam uzay oldugundan z,, — z ve p(z, z) = 0 olacak sekilde z € X vardur.
Dolayisiyla

lim p(#,,2) =ple,2)=0 (4.2.58)

n—oo

elde edilir. Simdi Tz = z oldugunu ispatlayalim.

) Kabul edelim ki T siirekli olsun. n — oo iken

p (Za TZ) <p (z, -'L'n+1)+p (wn+17TZ) —p (®nt1, 55n+1) <p(z 1L'n+l)+p (5[7n+17TZ)

ve (4.2.58), (3.2.4) kosulu uygulanirsa

p(2,Tz) < lim p(z,2p41)+ lim p(Tz,, T2)

= p(z,2)+p(TzTz)
= p(TzTz)

elde edilir. Boylece
p(2,Tz) < p(T2Tz)

oldugu goriiliir. (p2) ’den

p(T2,T2) < p(2,T2)
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elde edilir. Bu taktirde
p(2,T2) =p(T2Tz)

dir. Kabul edelim ki p (2,7z) > 0 olsun. Simdi z < z ve kosul (4.2.55) ’den

p(2,T?) p(Tz,Tz) < M(z,2)=(B+C+ D+ E)p(2,T=z)
(A+ B+C+ D+ E)p(2,Tz)

p(z,Tz)

olup bu ise bir ¢eliskidir. Buradan

p(Tz,Tz)=p(2,Tz)=p(z,2)=0

elde edilir. (pl) den z = T'z oldugu gorulir. Yani z, T-nin bir sabit noktasidir.

ii) Kabul edelim ki X uzay1 diizenli olsun. z = =z, ve y = z (bu elemanlar

karsilastinlabilirdir) (4.2.55) biiziilme déniisimiinde yerine yazilirsa

p(In+1,TZ) = p(T.TmTZ)
< Ap(en £ % Bp (2 Buss) & Co o T

+Dp (2, Zn41) + Ep (zn, T2)

dir. n — oo iken limite gegilir ve Lemma 3.2.7 kullamilirsa

p(z,Tz) < (C+ E)p(2,Tz) <(A+B+C+ D+ E)p(2,T=2)

elde edilir. Buradan A+ B+ C+ D+ E < 1 oldugundan p(2,Tz) = 0 dir.
Bu taktirde
z2=Tz

dir.
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Simdi T sabit noktalar kiimesinin iyi sirali oldugunu kabul edelim. T ’nin bir

tek sabit noktasi oldugunu iddia ediyoruz. Aksine kabul edelim ki, Tu = u
ve Tv = v fakat u # v olsun. Kabulden x = u ve y = v, kosul (4.2.55) ’e

uygulanirsa p (u,v) = 0 degilse

p(u,v) = p(Tu,Tv) < M((u,v)
= Ap(u,v) + Bp(v,Tu) + Cp(v,Tv) + Dp (v, Tu) + Ep (u, Tv)

= Ap(u,v)+ Bp(u,u)+ Cp(v,v) + Dp(v,u) + Ep (u,v)

IA

(A+ B4+ C + D+ E)p(u,v) < p(u,v)

elde edilir. Boylece u = v olup T ’nin bir tek sabit noktasidir. Karsiti agiktir.

Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde metrik uzaylardaki sabit nokta teorisi hakkinda temel bilgilerden bahsedil-
mistir. Metrik uzaylardaki sabit nokta teoremleri ile alakal literatiir calismasi
yapilarak kismi metrik uzaylarda 6nceden yapilmis calismalardan s6z edilmistir. Bu
calismada Banach sabit nokta teoremi, gakisik nokta, ortak sabit nokta kavramlar
tanitilarak kismi metrik uzaylar iizerinde biiziilme kosulunu saglayan kendi tizerine
dontisiimler igin sabit nokta ve ortak sabit nokta teoremleri verilmistir. Bunlarin
yani sira, kismi metrik uzaylarda bilinen sabit nokta teoremlerinin baz ozel sartlar

altindaki ispatlar1 incelenebilir.
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