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SiIMGE ve KISALTMALAR
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Kompleks sayilar kiimesi
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Esit

Esit degil
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1. GIRIS

Metrik uzaylardaki sabit nokta teorisi matematigin bir ¢ok dalindaki 6zellikle
uygulamali matematikteki problemleri ¢cozmek i¢in 6nemli bir aragtir. Bugiin metrik
uzay kavramindan genel olarak yeni bir takim uzaylar tamimlanmis ve boylece
literatiire ¢ok sayida calisma kazandirilmistir. 2009 yihinda Cevik ve Altun Metrik
uzayin bir genellestirmesi olarak vektor metrik uzay kavramin tanimlayarak metrik
uzaydaki bazi temel kavramlar: bu uzaylar i¢in tanmimlamislardir (Altun ve Cevik,
2011). Yine vektor metrik uzaylarda Baire teoreminden de bahsetmislerdir. Vektor
metrik uzay1 Riesz uzay degerli olup metrik uzaym bir genellestirmesidir. Aslinda
her ikiside vektor uzay degerli bir metrik dontstiimiidir. Metrik tanimi ile Huang-
Zhang'in metrik tanimi arasindaki farklardan biri Riesz uzay: tizerindeki dogal
siralamaya gore bir koninin varligidir. Vermis oldugumuz tanimlardaki diger bir fark
ise vektor uzayimin bir topolojik yapiya sahip olmasi geregini ortadan kaldirmasidir.
Bir Riesz uzayi (veya bir vektor latis) sirali bir vektor uzay ve bir latistir. Huang ve
Zhang (Huang ve Zhang, 2007), konik metrik uzay1 tanimlayarak ve bu uzaylarda
biiziilme doniisiimii i¢in baz1 sabit nokta teoremlerini kanitlamistir. X bos olmayan
bir kiime olsun. X iizerinde koni metrik sirali bir Banach uzay: tizerinde deger
alir.  Ote yandan Zabreiko (Zabreiko, 1997) K-metrik uzay1 ve K-normlu uzay:
tanmimlamistir. Ayrica Zabreiko, K metrik uzaylarda lineer ve lineer olmayan Lipschitz
kosullariyla bazi1 sabit nokta teoremlerini vermistir. X iizerindeki K-metrik uzayi
K-konisi ile birikte sirali bir lineer B-uzayi iizerinde deger alir. X tizerinde bir
vektor metrik uzay Riesz uzayi iizerinde deger alir. Reel sayilarla Riesz uzaylar:
yer degistirilerek (X,d,E) vektor metrik uzaylarin tanimlariz. Bu tezde yukarida
sozll gegen calismalar 1siginda vektor metrik uzayda bazi sabit nokta teoremleri

verilmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanimlar

Bu boliimde tezimizde yeri geldiginde kullanilacak bazi temel tanim, teorem ve

sonuclar iizerinde durulacaktir.
Tanim 2.1.1. ( siralama bagintisi, sirali kiime, érgii )
(a) Herhangi bir E # & kiimesinde < bagintist

e Herze Ficinx <z
e Herzx,ye Ficmr<yvey<czisey==x

e Herz,y,ze Ficgmar <yvey<zisex <z

ozelliklerini sagliyorsa < siralama bagmtisidir ve (E, <) ikilisine sirali kiime denir.
(b) (E, <) ikilisi sirali bir kiime olsun. Her z,y € E i¢in

xVy=sup{z,y} ve x Ay = inf{z,y}

E ye ait ise E ye orgii veya latis denir.

(z,y) = xVyve (r,y) >Ny

fonksiyonlar1 E de orgii islemleridir. {zy, s, ...,x,} bir orgiintin sonlu bir

kiimesi ise
n n .
‘\/1% = sup{xzy, x2, ..., T} Ve ,/\1 x; = inf{zy, xq, ..., x,}
1= 1=

gosterimlerini kullanirz. Bir orgiide bostan farkl her sonlu kiime supremum
ve infimuma sahiptir.

(E, <) kismi sirali kiimesinde x < y gdsterimi,

r<yverFy



anlamina gelmektedir. Bir [z, y| sira aralig

{zeE:x<y<z}

kiimesi demektir eger z £ y ise o zaman da

[z,y] =@

anlamina gelir.

Tanim 2.1.2. ( koni, konveks, konveks koni )

E reel vektor uzayi ve K, F nin herhangi bir alt kiimesi olsun.

(a) Her t > 0i¢in tK C K (yani t > 0 ve z € K igin tx € K) oluyorsa K ya koni,
(b) K+ K C K (yani z,y € K i¢in z +y € K) oluyorsa K ya konveks kiime,

(c) K hem (a) hemde (b) yi saghyorsa K ya konveks koni denir.

Tanim 2.1.3. ( sirali vektor uzayi, Riesz uzayi, érgii normu, Banach orgiisii )

(a) F reel vektor uzay: ve tizerinde ki siralama bagintist < olmak iizere , x < y iken

her z € E ve her A € RT icin

r+z<y+zve dr <)y

oluyorsa E ye sirali vektor uzayi ,
(b) E sirali vektor uzay: ve orgii ise E ye Riesz uzayi(veya vektor orgiisii),

(c) E Riesz uzay1 ve iizerinde ki norm ||.|| olmak tizere her x,y € E i¢in

] < Jy| iken [|z[| < {[y]]

oluyorsa [|.|| normuna érgli normu, F 6rgii normuna gore tam ise F ye Banach
orglisii denir. Burada

|z| =2V (—x)

3



dir.

E Riesz uzayimin pozitif konisi

E,={xeFE:2>0}

dar.

Simdi Riesz uzay1 ve Banach orgiisii ile ilgili ornekler verelim.

Ornek 2.1.4.

[

n 2
R™, ||z|| = (sz) bi¢iminde tanimlanan normla Banach uzayidir. Diger yandan
i=1
"v = (21,22, ..y xn) <y = (y1,Y2, ., Yn) < Her bir i = 1,2, ....i¢in z; <y,

alisilmis siralama bagintisiyla R™ Riesz uzayidir. z ve y nin supremumu ve infimumu

sirasiyla

xV Y= (max{xl, yl}? max{x% y2}7 seey max{xn, yn})

ve

VAN Yy = (min{xh y1}7 min{x% y2}7 (RS min{xnv yn})

bigimindedir. Aymi siralamayla R"™ iizerindeki norm orgii normudur. O halde R"

Banach orgtisiidiir.

Ornek 2.1.5.
X kompakt topolojik uzayi tizerinde tanimh stirekli reel degerli fonksiyonlarin vektor

uzay1 C(X) ve sinirh siirekli reel fonksiyonlarin vektor uzayi C,(X) olmak iizere,

1 flloe = sup{[f(z)] : v € X}

bi¢iminde tanimlanan déniisiimle C'(X) ve Cy(X) birer Banach uzayidir. Diger
yandan

"f < g < Her bir v € X icgin flz) < g(ili')"

4



bigiminde tamimlanan siralama bagintist ile C(X) ve Cy(X) birer Riesz uzayidir.

Burada f ve g reel fonksiyonlarmim orgii islemleri

(f vV 9)(x) = max(f(x), g(x)) ve (f A g)(x) = min(f(z),g(x))
olur. ||.||cc normu verilen siralamaya gére 6rgii normu oldugundan C'(X) ve Cy(X)
Banach orgtisii olurlar.
Ornek 2.1.6.

1 <p <ooigin L,(p) vektor uzayi,

(f |fIPdp)7 1
sup|f| , p=o0

IN

p < o0

Hf”p:

biciminde verilen dontisimii ile Banach uzayidir. Diger yandan

"f < g < p— hemen hemen her z i¢in f(z) < g(z)”

ile tanimlanan siralama bagntisiyla L,(u) Riesz uzayidir. Buradaki 6rgii islemleri
icin

(f Vg)(x) = max(f(x), g(x)) ve (f A g)(x) = min(f(x), g(x))

esitlikleri kullamilir. 1 < p < oo igin ||.||, normu 6rgii normu ve boylece L, (1)

Banach orgtisiidiir.
Simdi Riesz uzaymdaki baz1 ¢zellikleri teorem ile verelim.

Teorem 2.1.7. (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985)

E Riesz uzay1 ve 2,y, 2 € E olsun.
LaVy=—[(=z)A(=y)ver Ay = —[(—=2) vV (-y)]
2.z4+y=(Vy +(xzAy)
B x+yVa)=(@+y)VE@+z)ver+(yAz)=(x+y) A(z+2)

4. Her A > 0igin A(z Vy) = Az V Ay ve AM(z Ay) = Az A \y.



E Riesz uzay1 ve (z,) E de bir dizi olsun. Her n, m i¢in

n < m iken z,, < z,, oluyorsa (z,) dizisine artan dizi denir ve x, T ile gosterilir.

n < m iken x,, > z,, oluyorsa (x,) dizisine azalan dizi denir ve z,, | ile gosterilir.
z, T< x ifadesi (z,) dizisinin istten x ile sira sinirh artan dizi oldugunu, x,, |> x
ifadesi de (z,) dizisinin alttan x ile sira sinirh azalan dizi oldugunu gosterir.

x, T x gosterimi (z,,) dizisinin artan ve supremumunun z oldugunu, x,, | = gosterimi
de (z,,) dizisinin azalan ve infimumunun z oldugunu belirtir.

() ve (y,) E de herhangi iki azalan dizi olmak iizere asagidaki 6zellikler saglanir.

Q) zplazveyn ly= o, +ymlz+y,

(ii) z, | x ise A > 0 i¢in Az, | Az ve A < 0 i¢in Az, T Az,
(i) z, lxveyn ly=2  Vyn lxVyver, Ny, T TNy .
Benzer ozellikler artan diziler i¢in de gegerlidir.

Tanim 2.1.8. ( Arsimedyan Riesz uzayi, Dedekind tam Riesz uzay1, c—Dedekind
tam Riesz uzay1)

E Riesz uzay1 olmak tizere,
(a) Her z € ET i¢in n= 'z | 0 oluyorsa E ye Arsimedyan Riesz uzay ,

(b) E nin iistten simirli her alt kiimesi supremuma sahipse, F ye Dedekind tam

Riesz uzayn,

(c) E nin sayilabilir ve iistten sinirh her alt kiimesinin supremumu varsa, E ye

o-Dedekind tam Riesz uzayi
denir.

Lemma 2.1.9. (Aliprantis ve Border, 1999)

Her Dedekind tam Riesz uzay1 Archimedean Riesz uzayidir. Fakat her Archimedean
Riesz uzay1 Dedekind tam Riesz uzay1 degildir.

C'[0,1] bir Archimedean Riesz uzay1 fakat Dedekind tam Riesz uzay: degildir.



Ornek 2.1.10. (Aliprantis ve Border, 1999)

C10,1] de
1 , 0<z<i-1
@) = a1 h-t<osd veg@={ 0 USTEL
n\T) = —nr—3) , 5—=<zx< s Veglr)=
2 S 2 n(l—2z) | 1—%§£L‘§
0 , %gxgl

bigiminde tamimlanan (f,,)n>2 ve (gn)n>2 parcal lineer fonksiyon dizilerini ele alalim.
C'[0,1] de 1 sabit bir fonksiyonu iken 0 < f,, T< 1 saglanir, fakat { f,,} dizisi C[0, 1]
de bir supremuma sahip degildir. Boylece C|0, 1] Dedekind tam Riesz uzay1 degildir.
Ayrica her x € [0, 1] i¢in f,,(x) T f(z) iken f,, T f olmasi 6rgiiye gore dogrudur. Diger
yandan f,, T f olmasi orgiiye gore her z € [0,1] i¢in f,(x) T f(x) olmasi anlamima
gelmez. {g,} dizisi buna bir 6rnektir. Orgii anlaminda g, 7 1 iken her n € N\{0}
i¢in g, (1) =0 dar.

Tanim 2.1.11. (o0 — yakwnsaklik) (Aliprantis ve Border, 1999)(Cristescu, 1983)

E Riesz uzayi, (b,) E de bir dizi ve b € E olmak tizere, her n € N igin
a, | 0 ve |b, —b| <a,

olacak sekilde E de bir (a,,) dizisi varsa (b,) dizisi b ye o — yakinsaktur (veya sira

yakinsaktir) denir ve b, 2 b ile gosterilir. Burada
b, = b ve a € E igin |a| = sup{a, —a}

dar.

Tamim 2.1.12. (o — streklilik) (Cristescu, 1983)
E ve F Riesz uzaylan, f: F — F bir fonksiyon olsun. Eger E de

iken F' de



ise f ye o — streklidir (veya sira siireklidir) denir.

Tanim 2.1.13. (o—Cauchy dizisi, o—tamlik) (Aliprantis ve Border, 1999)(Cristescu,
1983)
E bir Riesz uzay1 ve (by,), E de bir dizi olsun. Her n € N ve p € N\{0} igin

an | 0 ve [bpyp — byl < ay
olacak sekilde E de bir (a,,) dizisi varsa (b,,) dizisine o — Cauchy denir.
Her bir o — Cauchy dizisi o — yakinsak olan E Riesz uzaymma o — tamdur denir.

Bir Riesz uzayindaki negatif olmayan elemanlarin konisi £, ile gosterilir.

Lemma 2.1.14. (Altun ve Cevik, 2011)(Altun ve Soleimani Rad, 2016)

E Riesz uzay1 olmak iizere , a € E; ve k € [0,1) iken

a<ka
ise

a=20
dar.
ispat.

a < ka sart1

—(1—kla=ka—a€ E;

olmasi anlamina gelir. a € E, ve 1 — k > 0 oldugundan

(1-k)la=0vea=0

olur.

Tanim 2.1.15. ( kismi sirali latis, sirali lineer uzay, lineer latis )

(a) Bir kismi sirali (F, <) kiimesinin elemanlarimin her ¢ifti supremum ve infimuma

sahip ise (£, <) kiimesine kismi sirali latis,

8



(b) E reel lineer uzay1 E nin cebirsel yapisiyla uyusabilir ise < siralama bagintisiyla

bir sirali lineer uzayi,

(c) (E, <) kiimesi sirali latis olacak sekilde bir £ sirali lineer uzay1 Riesz uzay (veya

lineer latis) olarak adlandirilir.

Lemma 2.1.16.

(F, <) kismi siral kiimesi {izerinde

r<y,r <y, rFY

olsun. Bu durumda bir [x,y] sirali araligimin kiimesi

{zeE:z<z<y}

olur.

(Altun ve Cevik, 2011)(Cevik ve Altun, 2009)

(i) Vektor metrik ve (Zabreiko, 1997) de tanimlanan Zabreiko metrikleri arasindaki

fark, Riesz uzayinin bir yapisina sahip olmasidir.

(ii) Vektor metrik ve (Huang ve Zhang, 2007) da tanimlanan Huang-Zhang metrigi
arasindaki farkliliklardan biri Riesz uzayindaki siralamanin dogal yapisina gore
bir koni olmasidir. Diger fark ise vektor metrigin vektor uzayi ic¢in bir Banach

uzay1 olmasi gerekliligini ortadan kaldirmasidir.

Tanim 2.1.17. ( cakisik nokta, zayif uyusabilirlik, ortak sabit nokta )

S, T : X — X doniisiimler olsun. x € X igin

y=Tx =Sz

sartl saglaniyorsa y ye cakisma noktasi, z e de 7' ve S nin cakisik noktasi denir.
Ayni zamanda T ile S zayif uyusabilir olur yani X de cakisik noktalar1 aynidir.

O zaman cakisma noktasi olan y bu dontsiimlerin tek ortak sabit noktasidir.



Tanim 2.1.18. ( cakisik nokta ) (Jungck ve Rhoades, 2006)
fig: X=X

X kiimesi iizerinde dontisiimler olsun. w € X i¢in

fw=gw=z

ise w, f ve g nin ¢akisik noktas1 adini alir ve z, f ve g nin bir ¢akisik noktas: olur.

Tanmim 2.1.19. ( zayif uyusabilirlik ) (Jungck ve Rhoades, 2006)
frg: X=X
X kiimesi tizerinde doniistimler olsun. Eger f ve g her cakisik noktasinda degismeli

ise zayif uyusabilir denir.

Tanim 2.1.20. ( ortak sabit nokta ) (Jungck ve Rhoades, 2006)
f ve g bir X kiimesinde kendi i¢inde zayif uyusabilir dontisiimler olsun. f ve g bir
tek

z = fw = gw

cakisik noktasia sahipse z, f ve g nin bir tek ortak sabit noktasidir.

10



3. VEKTOR METRIK UZAYLAR VE BAZI OZELLIKLERI

3.1. Vektor Metrik Uzaylar

Bu boliimde gegen kavramlar ve sonuglar (Cevik ve Altun, 2009) dan alinmstar.

Tanim 3.1.1. ( vektor metrik, vektor metrik uzay )

X # @ bir kiime ve E bir Riesz uzayi olsun. d : X x X — F fonksiyonu
(a) Her z,y € X igind(z,y) =0 x =y
(b) Her z,y,z € X i¢in d(z,y) < d(x,z) + d(z,y)

ozelliklerini sagliyorsa d ye vektor metrik yada E—metrik denir. (X, d, F) ye vektor
metrik uzay ya da B — metrik uzay denir.

Vektor metrik (veya E-metrik) uzayinda her x,y, z,w € E igin
(i) 0 <d(z,y)

(ii) d(z,y) = d(y,z)

(iii) [d (z,2) —d(y,2)| < |d(z,y)]

(iv) |d(z, 2) = d(y,w)| < |d(z,y) — d(z,w)]

ozellikleri saglanir.

Simdi vektor metrik uzaylar ile ilgili bazi 6rnekler verelim.

Ornek 3.1.2.

(a) E Riesz uzayu,

d(z,y) = v —y|

ile tanimlanan d : £ x £ — E doniisimii ile vektor metrik uzaydir. d vektor

metrigi F tlizerinde mutlak deger metrigi adini alir.

(b) (x1,51),(22,92) € R* igin

(‘Ilayl) S (372,3/2) = I S ZTo Ve Y1 S Y2



koordinat siralamasiyla ve
(21,51) < (22,12) & 71 < 22 yada 2y = 22,91 < Yo

sozliiksel siralamastyla R? bir Riesz uzayidir. Boylece o ve 3 pozitif reel sayilar:

icin
d:R*xR* — R27d(($1ayl) ) ($2,y2)) = (04\131 - 9172|>ﬁ|?/1 — yz’)

ile tanimlanan d dontisiimi bir vektor metriktir.

(c) a,8>0ve a+ 3> 0 olmak iizere d : R x R — R?

d(z,y) = (a|z — y|, Blz — y|)

olsun. Bu taktirde d koordinatsal ve sozliiksel siralamalariyla vektor metriktir.

R?, koordinatsal siralama ile Archimedeandir ancak sozliik siralamasiyla Archimedean
degildir.
Tanim 3.1.3. ( £ — yakinsaklik, E — Cauchy, E — tam, E — kapalilik )

(a) (X,d, E) bir vektor metrik uzay olsun. (x,,) dizisi X iizerinde bir dizi ve x € X

olsun. Her n € N i¢in

a, | 0 ve d(z,,z) < a,

olacak sekilde E de bir (a,,) dizisi varsa (z,) dizisi ’e E' — yakinsar denir ve
Tp =T

seklinde gosterilir.

(b) (X,d, E) bir vektor metrik uzay ve (x,) X de bir dizi olsun. Her n € N ve
p € N/{0} i¢in

Gp, J, 0ved (xn7xn+1) S Qp,
olacak sekilde E de bir (a,,) dizisi varsa (z,) disizine E' — Cauchy dizisi denir.
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(c) Her bir £ — Cauchy dizisi E — yakinsak olan vektér metrik uzaya E — tamdar

denir.

(d) (X,d, E) bir E-metrik uzay ve Y C X bir altkiime olsun.
() CYver, 2z

iken x € Y ise Y ye E — kapalidir denir.

(e) (X,d,E), (Y,p, F) iki vektor metrik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. X

de
d.E
Ty — T
iken Y de
F
flan) ™ f(x)

oluyorsa f fonksiyonuna (E, F') — stireklidir denir.
Lemma 3.1.4.
dE . 9 Ca y

x, — v iken asagidaki ozellikler saglanir.

(i) « limiti tektir,

(ii) (z,) nin her alt dizisi x e E-yakinsar,

d,FE . o

(iii) y, = yise d(x,,y,) — d(x,y).
Tanim 3.1.5. ( E — agk kiime )

(X, d, F) vektor metrik uzay,

AC X ve B(z,r)={ye X :d(x,y) <r}
olsun. Her z € A icin
B(z,r) C A

olacak sekilde

r>0

13



sayisi varsa A ya E — agik kiime denir.

Her E—acik yuvar bir F— acik kiimedir ve X in tim E— acgik alt kiimelerinin

kolleksiyonu X tizerinde 74  topolojisini temsil eder.

Tanim 3.1.6. ( E-¢ap, E-siirh kiime )
(X, d, F) vektor metrik uzay ve A C X olsun.

sup{d(z,y) : v,y € A}

E de mevcutsa o zaman

§(A) = sup{d(x,y) : x,y € A}

yva A nin EF—capr denir. Her x,y € A igin

dz,y) < a

olacak sekilde £ de bir

a>0

varsa o zaman A ya E — sumrly kiime denir.

Sonug 3.1.7.
X, E Dedekind tam Riesz uzay1 ise X in her £'— siirli kiimesi bir £—c¢apa sahiptir.

1) EF =R ise E — yakwnsaklik ve metrik yakinsakhk kavramlar aymdir.
E — Cauchy dizisi ve Cauchy dizisi kavramlar1 da aynidir.

2) X = E ve d, X izerinde mutlak deger vektér metrikse E — yakinsaklik ve

o — yakwnsaklik kavramlar: da aynidir.

Teorem 3.1.8.

(X,d, E) vektor metrik uzay: i¢in asagida ki ozellikler saglanir.

(a) Her E — yakinsak dizi E — Cauchy dizisidir.

14



(b) Her E — Cauchy dizisi E — sinarlidar.

(c) (z,), E — Cauchy dizisi

d.E
Ty = T
dir.
(d) (x,) ve (yn) E — Cauchy dizisi ise
(d (2, Yn))

o — Cauchy dizisidir.
ispat.

(a) X de z, “2 2 olsun. a, | 0 ve her n ve p icin
d(Tn, Tpip) < d (20, 2) + d (Tniyp, ) < an + Gpgp < 20,

olacak sekilde E de (a,,) dizisi var oldugundan (z,,), X de E—Cauchy dizisidir.

(b) (z,), X de E — Cauchy dizisi olsun. a, | 0 ve her n ve p igin
d (T, Tnyp) < an
olacak sekilde E de (a,) dizisi var oldugundan
d (T, Tnyp) < @y

dir. Yani (x,), X de E—smirhdir.
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(c) (z,), X de E — Cauchy dizisi ve X de

Ty, — T

olacak sekilde (z,, ), (z,) dizisinin alt dizisi olsun. Her n igin

n < ng

oldugunda
Ng=mn-+Dp

aliirsa

an 1 0,6, | 0ve d(x,,x) <d(zp, Tpip) + d(2, Tntp) < @y + bpyp < ay + by

olacak sekilde E de (a,) ve (b,) dizileri var oldugundan

dir.

(d) a, | 0, b, | 0 veher n ve p igin

|d (T, Yn) — A (Tnip, Ynap) | < A (T, Tnip) + d (Y Ynip) < an + by
olacak sekilde E de (a,) ve (b,) dizileri var ise (d (z,,y,)) E de o — Cauchy
dizisidir.
Tanim 3.1.9. ( 75 p—yogun, E-yogun )
(X,d, E) vektor metrik uzay olsun.

(a) Y, X in alt kiimesi olsun. Her bir z € X ve 0 < r € F igin

B(z,r)NY # &

ise Y ye 745 — yogun denir.
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(b) Y, X in alt kiimesi olsun. Her z € X i¢in
Ty = T

sartini saglayan Y de (z,,) dizisi varsa Y ye E — yogun denir.

Sonug 3.1.10.
E Arsimedyan Riesz uzay1 ve Y, (X, d, E) vektor uzaymm bir alt kiimesi olsun. Y,

Tap — Yyogun ise Y, E — yogundur.

Baire teoremini olusturmak i¢in vektor metrik topolojisinin bazi 6zelliklerini kullanacagiz.

Bir sonraki teorem vektor metrik uzaylar icin Cantor kesisim Teoremini agiklamaktadir.

Teorem 3.1.11.
E Dedekind tam olmak tizere X bir E tam vektor metrik uzay olsun. Bos olmayan
E kapali alt kiimelerinin azalan bir dizisinin X de ¢ap1 sifirsa dizinin kesisimi bir

tek nokta kiimesidir.

ispat.
(F,), E-Dedekind tam olan X FE tam vektor metrik uzayinin bostan farkl £ kapal

alt kiimelerinin azalan bir dizisi olsun.

lim d(F,) =0
oldugunu varsayalim.
F=NF,

n=1

birden fazla nokta icermemektedir. x,y € F' ve her n i¢in

d(z,y) <d(F,)

dir. Boylece

yani



dir. F' nin bostan farkh oldugunu gostermek i¢in her bir n i¢in x,, € F' alalm. Her
n ve p i¢in

d(Tn, Tntp) < d(Fy)

oldugundan (z,) dizisi E — Cauchy dir. X, E-tam oldugundan

olacak sekilde x € X vardir. x,.4,, I, e aittir ve her bir F,, I/ — kapalidir. Boylece

her bir n i¢in z, F;, e aittir.
Simdi vektor metrik uzaylar icin Baire Teoremini verelim.

Teorem 3.1.12.
X, E-tam vektor metrik uzayi olmak tizere, X, E Archimedean ve Dedekind tam

ise X Baire uzayidir.

ispat.
X, E-tam vektor metrik uzay: ve £ Archimedean olsun. X in 75 5 — yogun acik alt

kiimelerinin dizisi

(4,) ve A= °rj’1An

olsun. A nin X in 74 g-yogun agcik alt kiimesi oldugunu ya da her bir z € X ve r > 0
icin

B(z,r)NA# o
oldugunu goéstermemiz yeterlidir. Sabit bir z € X ve r > 0 alalhm. C(z,7), =

merkezli r yarigapli kapali yuvar ve a, E nin elemani olmak iizere A;, X de 755 —

yogun ve acik oldugundan
C(y1,7m1) C B(x,r)N A
olacak sekilde

O<rm<avey, eX
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vardir. Benzer sekilde Ay, X de 74 5 — yogun ve acik oldugundan
B(z,r)N Ay # @
olur. Boylece

C(yg,rg) C B (yl,Tl) N AQ

olacak sekilde

O<T2<gvey2€X

vardir. Ttimevarima devam edilirse 0 < r,, ve her bir n igin

a
C(Wnt1,Tn+1) C B (Yn,n) N Apy1 C Cyn, ) ve ry < n

olacak sekilde E de (r,) dizisi ve X de (y,) dizisinin var oldugu goriiliir. Buradan

Cantor kesisim teoremi

ofle'(yn, Tn)

nin tek noktadan ibaret oldugunu gosterir. Boylece
0,0, 7) © Bla,r) N A

dan

B(z,r)NA# @

oldugunu gormiis oluruz.
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4. VEKTOR METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI

4.1. Vektor Metrik Uzaylarda Banach Sabit Nokta Teoremi
Bu boliimde vektor metrik uzaylarda Banach sabit nokta teoremi verilecektir.

Teorem 4.1.1. (Cevik ve Altun, 2009)
X, bir ' Archimedean: ile vektor metrik uzay olsun. 7' : X — X doniisimiinin

k € [0,1) bir sabit say1 olmak iizere her x,y € X igin
d(Tz, Ty) < kd(z,y) (4.1.1)

biiziilme kosulunu sagladigini varsayalim. Bu taktirde 7', X-te bir tek sabit noktaya

sahiptir ve her zo € X , n € N i¢gin
Ty =TTp

ile tanmimlanan (x,,) iterasyon dizisi 7-nin bu sabit noktasmma E — yakwnsar.

ispat .

zo € X keyfi olsun. n € N igin (z,,) dizisini
T, =TT, 1
ile tanimlayalim.
d(xp, Tpy1) = d(Tay—q, Txy) < kd(zp_1,2,) < ... < k"d(x0,21)

olup boylece her n,p € N i¢in

d<xn7 'Tner) S d(xn; xn+1> + d<xn+17 xn+2) + ..+ d(xn+p717 'Tner)
< (K" ET 4 L KM Yd (g, 1)
kn+p—1
S 1— l{,’ d(x()a ..'['1)
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dir. E Archimedean oldugu igin (x,) dizisi bir F — Cauchy dizisidir. X-in E

tamligindan z € X vardir oyle ki

d.E
Ty — 2

olur. Dolaysiyla E-de (a,) dizisi vardir dyle ki

a, | 0ved(z,,z) <a,

dir.
d(Tz,z) < d(Tx,,Tz)+d(Tx,,z)

< kd(@n, 2) + d(@nsa, 2)

S kan + An1 S (k + ]-)an
oldugundan

d(Tz,z) =0
yani
Tz=z2

dir. Boylece T, X-te bir tek sabit noktaya sahiptir.

Teorem 4.1.2. (Cevik ve Altun, 2009)

X, bir E Archimedeant ile tam vektoér metrik uzayi olsun. 7' : X — X dontisiimiiniin

a+b+cte+f<1

kosulunu saglayan a,b,c,e ve f negatif olmayan sayilar1 ve her z,y € X icin

d(Tz,Ty) < ad(z, Tx) + bd(y, Ty) + cd(z,Ty) + ed(y, Tx) + fd(z,y)

daralma (biiziilme) kosulunu sagladigini varsayalim. 7', X te bir tek sabit noktaya
sahiptir ve zo € X,n € N i¢in

Ty =TTy
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ile tanimlanan (z,,) iterasyon dizisi 7" nin sabit noktasina E yakinsar.

Yukarida verdigimiz teoremi bir 6nce ki teorem gibi ispatlayabiliriz. Simdi bir 6rnek

verelim.

Ornek 4.1.3.
Koordinatsal siralama ile E = R? olsun. (R? sozliik siralama bagintisiyla Archimedean
olmadigindan bu siralamay1 kullanamayiz.) (Aliprantis ve Border, 1999) da oldugu
gibi

X={(z,00eR*:0<2<1}U{(0,2) eR*: 0<z <1}

d: X x X — E dontistimi

(0, 0.0) = (Flo=shlo=l),

(0,0).00.6) = (Ie =sl. 310~ 1),

(0. 0.0 = (5 2

4 2
STty T+ 5y

ile tamimlansin. Bu taktirde X, E — tam vektor metrik uzayidir. 7' : X — X
dontisimi

T((I,O)) = (O,ZE) ve T((O,l‘)) = (ZL’/Q,O)

seklinde olsun.O zaman

k= 3/4

olmak tizere T, 4.1.1 esitsizligini saglar. Teorem 4.1.1 e gore 7', X de bir tek sabit
noktaya sahiptir. Ancak 7', X reel degerli metrigi iizerinde bir biizlilme doéniisiimii
degildir.

Bu nedenle verdigimiz ornek icin metrik uzaylardaki Banach sabit nokta teoremini

uygulayamayiz.

Teorem 4.1.4. (Altun ve Cevik, 2011)
X bir E Archimedean ile vektor metrik uzayi olsun. S,T" : X — X dontisiimlerinin

asagidaki sartlar sagladigini varsayalm.
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(i) Her z,y € X i¢in k € [0,1) sabit bir say1 ve
1
utep) € {d(Sa,Sy). d(Sz. To). d(Sy, o). 51d(Se.Ty) + d(Sy. T}

olmak lzere

d(Tz,Ty) < ku(x,y) (4.1.2)

elde edilir.
(i) T(X) C S(X)
(iii) S(X) veya T'(X), X in E tam alt uzayidir.

Bu taktirde S ve T, X de bir tek cakisik noktaya sahiptir. Ayrica S ve T' zayif

uyusabilir ise o zaman X de bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

ispat .

zg,x1 € X olsun. (z,) dizisini her n € N igin
Sty =TT, =Yy
olacak sekilde tanimlansin. Ilk olarak her n icin
A(Yn, Ynt1) < kd(Yn—1,Yn) (4.1.3)
oldugunu gosterelim. Her n icin
A(Yn, Ynt1) = d(T2n, TTn11) < ku(Tn, Tnt1)
kosulu saglanir. Simdi asagidaki durumlara sahip oldugumuzu diistinelim. Eger
W(Zn; Tnt1) = d(Yn-1,Yn)
varsa 4.1.3 saglanir. Eger

u(:Cn, SL‘n+1) = d(ym yn+1>
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ise Remark 1 e gére d(yn, Yn+1) = 0 ve 4.1.3 kosulu saglanir. Son olarak
1
u(xn, xn-&-l) = §d(yn—1a yn-i-l)
oldugunu varsayalim. Bu taktirde

d(yna yn—i-l) S d(yn—la yn-l—l) S

DO |
o |

1
d(yn—l, yn) + §d(yna yn—H)

dir ve 4.1.3 saglanmis olur.

A(Yny Ynt1) < k"d(yo,11)

oldugunu biliyoruz. Béylece her n ve p igin

d(ym yn-}—p) S d(yna yn-‘rl) = d(yn-i-la yn+2) + ...+ d(yn—I—p—la yn-i—p)
S (k?n + ]{?n+1 + ..o kn+p_1)d(y0, yl)
kn
< = kd(ymyl)

saglanir. E, Archimedean oldugu igin (y,) dizisi bir E — Cauchy dizisidir. S arahg:

T araligin icerdiginden ve en az birinin araligi £— tam oldugundan
d,E
ST, — z
kosulunu saglayan bir z € S(X) vardir. Dolayisiyla E de
a, | 0 ve d(Szy,,2) < a,
kosulunu saglayan bir (a,) dizisi vardir. Diger taraftan

Sw =z

olacak sekilde w € X bulunur.
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oldugunu gosterelim. Her n igin
d(Tw,z) < d(Tw, Tz,) + d(Tx,, z) < ku(z,,w) + ani1
vardir.
w(zy,, w) € {d(an, Sw),d(Sx,, Tx,),d(Sw, Tw), %[d(Smn, Tw) + d(Sw, Txn)]}

oldugundan asagidaki dort durumdan en az biri gecerlidir.
1.Durum: d(Tw,z) < d(Sx,, Sw) + ani1 < @y + anp1 < 2a,
2.Durum: d(Tw, z) < d(Szy, Tx,) + an1 < d(Sxy, 2) + 24,11 < 3a,

3.Durum: d(Tw, z) < kd(Sw, Tw)+ a,11 < kd(Tw, 2) + a, yani d(Tw, z) < t1a,

olur.

4.Durum:

d(Tw,z) < %[d(S:cn, Tw) + d(Sw, Tx,)] + ani1

1 3

< éd(Sasn,Tw) + S n+l
1 1 3

< Ed(an, z) + §d(Tw, z) + 50
1

< §d(Tw, 2) + 2ay,

oldugundan d(Tw, z) < 4a,, elde edilir.

Son esitligin sag tarafinin tizerindeki dizilerin infimumu sifir oldugu icin

d(Tw,z) =0

yani
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dir. Bu nedenle z, S ve T nin bir cakisik noktasidir. Eger z; diger bir cakisik

nokta ise

21 = Tw1 = SUJl
kosulunu saglayan w;, € X vardir.

u(w,wy) € {d(Sw, Swy), d(Sw, Tw), d(Swy, Twy), %

= {0,d(z,2)}

[d(Sw, Twy) + d(Sw, Tw)]}

iken

d(z,2z1) = d(Tw, Tw;) < ku(w,w)

olur. Bu yiizden

d(z,z1) =0
yani

z =21

elde edilir. Eger S ve T zayif uyusabilir ise z, S ve T nin bir tek ortak sabit
noktasidir. (Abbas ve Jungck, 2008)

Teorem 4.1.5. (Altun ve Cevik, 2011)
X bir E Archimedean ile vektor metrik uzay: olsun. S,7": X — X doniistimlerinin

asagidaki kosullar sagladigini varsayalim.

(i) Her z,y € X i¢in k € [0,1) sabit bir say1 ve

u(z,y) € {d(S:c, Sy), %[d(S:U, Tx),d(Sy, Ty)], %[d(Sa:, Ty) + d(Sy, TSL’)]}

olmak tlizere

d(Tz,Ty) < ku(x,y) (4.1.4)

olsun.
(i) T(X) € S(X)
(iii) S(X) veya T'(X), X in E tam alt uzayidir.
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Bu taktirde S ve T', X de bir tek cakisik noktaya sahiptir. Ayrica S ve T zayif

uyusabilir ise o zaman X de bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

ispat.
Teorem 4.1.4 iin ispatinda oldugu gibi dizileri (z,) ve (y,) olarak tanimlayalm. Tk

once her n igin

d(ynayn—i—l) S kd(yn—layn) (415)

oldugunu gosterelim. Her n icin

d(yna yn+1> - d(Tx'm T$n+1> < ku(x'm xn—l-l)

dir. Teorem 4.1.4 de oldugu gibi ii¢ durum vardir.

U(In,ITH_l) = d(yn—layn)

1
u(xn, xn+1> = §[d(yn717 yn) + d(yn7 yn+1)]

ve

1
U(Ina xn-&-l) - §d<yn—la yn-i-l)

Birinci ve tiglincti durumlar Teorem 4.1.4 diin ispatinda gosterilmistir. Sadece ikinci

durumu gosterelim.

1
u(xm J7n+1) = §[d<yn—1a yn) + d(yna yn-l—l)]

ise 4.1.4 den

k 1
[d(yn—h yn) + d(yny yn-l-l)] < _d(yn—la yn) + _d(ym yn+1)
2 2

N[ —

d(yTw yn—l—l) S

dolayisiyla 4.1.5 saglanir. Teorem 4.1.4 iin ispatinda (y,,) dizisinin bir £ — Cauchy

dizisi oldugu gosterilmistir. Bu taktirde

Sw = z,d(Sx,,z) <a, vea, |0
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kosullarini saglayan E de z € S(X), w € X ve (a,) dizisi vardir. Simdi
Tw =z
oldugunu gosterelim. Her n igin
d(Tw, z) < d(Tw,Txy,) + d(Tzy, 2) < u(T,,w) + Gpi1
dir.
1 1
u(xy,, w) € {d(an, Sw), §[d(5xn, Tz,),d(Sw, Tw)], §[d(an, Tw) + d(Sw, T:vn)]}
oldugundan her n i¢in ii¢ durumdan en az biri saglanir. Yalnizca
1
w(rp, w) = §[d(S:En, Tx,) + d(Sw, Tw)]
durumunu diistinelim. Ciinkii diger iki durum Teorem 4.1.4 iin ispatindan goriilebilir.

1
d(Tw,z) < §[d(5$n, Tx,) + d(Sw, Tw)] + a,1

1 1 1

< Qd(Sazm z) + §d(Taz:n7 z) + §d(Tw, 2) + any1
1 1 3

< 50 + §d(Tw, z) + an+1
1

< éd(Tw, z) + 2a,

kosulu saglanir yani

d(Tw, z) < 4ay,

dir. 4a, | 0 oldugundan

Tw =z

olur. Dolaysiyla z, S ve T' nin bir cakisik noktasidir. z nin tek oldugu Teorem
4.1.4 iin ispatindaki gibi gosterilebilir. Ayrica S ve T zayif uyusabilirse (Abbas ve
Jungck, 2008) dan S ve T nin bir tek ortak sabit noktasi vardir.
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Teorem 4.1.6. (Altun ve Cevik, 2011)
X, bir £ Archimedean ile vektor metrik uzayi olsun. 5,7 : X — X doniistimlerinin

asagidaki kosullar: sagladigini varsayalim.

(i) a,b,c,e,f negatif olmayan sayilar ve
btcte+frg<l
olmak iizere her x,y € X i¢in

d(Tz,Ty) < bd(Sz, Tx)+cd(Sy, Ty)+ed(Sx, Ty)+ fd(Sy, Tx)+gd(Sz, Sy)
(4.1.6)

saglansin;
(ii) T(X) € S(X) olsun;
(iii) S(X) veya T'(X), X in E tam alt uzayidir olsun.

Bu taktirde S ve T, X de bir tek cakisik noktaya sahiptir. Ayrica S ve T zayif

uyusabilir ise o zaman X de bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

ispat.
Teorem 4.1.4 {in ispatinda oldugu gibi dizileri (x,,) ve (y,) olarak tanimlayalim. Baz

k € [0,1) ve her n igin
A(Yns Yn+1) < kd(Yn—1,Yn) (4.1.7)
oldugunu gosterelim. Her n icin
STy =Ty = yn
oldugunu diisiinelim. Bu taktirde her n icin

d<yna yn+1) < (b + g)d(ynfly yn> + Cd(yna yn+1> + ed(ynfla ynJrl)
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ve

d<yn+1a yn) S bd(ym ynJrl) + (C + g)d(ynfla yn) + fd<yn717 yn+1)

dir. Boylece
b+c+e+ f+2g
d ny Jn S
(y erl) 2—(b+c+e—|—f)

A(Yn—1,Yn)

elde edilir.
_btctet+ f+2g
C2—(b+cte+f)

segersek k € [0, 1) ve 4.1.7 kosulu saglanir. Teorem 4.1.4 {in ispatinda (y,,) dizisinin

bir £ — Cauchy dizisi oldugu gosterilmistir. Bu taktirde

Sw = z,d(Sxy,,z) < a, ve a, | 0

kosullarim saglayan E de z € S(X), w € X ve (a,) dizisi vardir. Simdi

Tw =z

oldugunu gosterelim. Her n i¢in

d(Tw,z) < d(Tw,Tz,)+ d(Tx,,2)
< (b+ Hd(Tw,z) + (c+ f+ g)d(Sxp, 2) + (c+ e+ 1)d(Tx,, 2)
< (b4 Nd(Tw,z) + (e + [+ g)an + (c+ e+ Danp
< (b+ fld(Tw,z) + (2c+e+ f+g+1)a,
yani

20+e+f+g—|—1a
1—(b+ f) "

d(Tw, z) <

dir. Bu taktirde
d(Tw,z) =0

yani
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dir. Dolayisiyla 2z, S ve T nin bir ¢akisik noktasidir. z nin tek oldugu Teorem 4.1.4
tin ispatindaki gibi gosterilebilir. Ayrica S ve T zayif uyusabilirse (Abbas ve Jungck,
2008) dan S ve T nin bir tek ortak sabit noktasi vardir.

Sonug 4.1.7.
X, bir E' Archimedean ile vektor metrik uzay olsun. S,7": X — X doniisiimlerinin

asagidaki kosullar1 sagladigini varsayalim.

(i) Her z,y € X i¢in k < 1 olmak iizere
d(Txz,Ty) < kd(Sx, Sy) (4.1.8)

dir.
(i) 7(X) € 8(X)
(iii) S(X) veya T'(X), X in E tam alt uzayidir.

Bu taktirde S ve T', X de bir tek gakisik noktaya sahiptir. Ayrica S ve T zayif

uyusabilir ise o zaman X de bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ornek 4.1.8. (Altun ve Cevik, 2011)
E = R? koordinatsal siralamayla distinelim ve esitlik siralamasma gore F = R?
X =R
d(z,y) = (Jx —y|,alr —y|),a > 0, Tz = 2* + 1 ve Sz = 22°
olsun. Burada R? sozliikk siralamayla Archimedean degildir. Bu yiizden biz bu

siralamay1 kullanamayiz. Bu taktirde her x,y € X icin £k € [%, 1) olmak tizere
1
d(Tz,Ty) = §d<5$’ Sy) < kd(Sx, Sy)

T(X) =[1,00) C [0,00) = S(X) ve T(X), X in tam alt uzay1 olsun. Dolayisiyla
Sonug 4.1.7 nin tim kosullar1 saglanmis olur. Boylece S ve T', X de bir tek cakisik
noktaya sahiptir.

Dikkat edilirse Ornek 4.1.8 de

r=1liley=-1
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icin z = 2 € X oldugundan z, S ve T' nin cakisik noktasidir yani

oldugundan zayif uyusabilir degillerdir.
Asagidaki teoremler ve sonuglar Jungck (Jungck, 1988), Arshad ve ark., (Arshad ve
ark., 2009), Abbas ve ark. (Abbas ve ark., 2010) ve Rahime ve ark. (Rahimi ve

Soleimani Rad, 2014) nin baz1 sabit nokta sonuglarimin vektor metrik versiyonudur.

Teorem 4.1.9. (Altun ve Soleimani Rad, 2016)
X, bir E Archimedean ile vektor metrik uzay olsun. f, g, 7 : X — X dontisiimlerinin

asagidaki kosullar: sagladigini varsayalm.

(i) Her 2,y € X igin ve k € (0, 1) sabit bir say1 olmak iizere

d(fz,gy) < kugy(f,9,T) (4.1.9)

ve

(0. 7) € { AT Ty), (2. T2), dlgy. T), 3ldlf.Ty) + dlan. 7o)
(4.1.10)

(ii) f(X)Ug(X) Cc T(X)

(iii) f(X), g(X) ya da T(X) den biri X in E tam alt uzayidir. O zaman {f,T}
ve {g,T}, X in bir tek gakisik noktasina sahiptir. Eger {f, T} ve {g, T} zay:f

uyusabilir ise f, g ve T', X in bir tek ortak sabit noktasina sahiptir.

ispat.
X in keyfi bir noktas: xy olsun. f(X) C T'(X) oldugundan z; € X vardwr dyle ki

f(xo) = T(21) = w1
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g(X) C T(X) oldugundan xs € X vardir dyle ki
g(@1) =T(x2) = yo
ve bu sekilde devam edersek n = 0,1, ... i¢in

Jron1 € X icin yoni1 = fro, = T2on

Jront1 € X i¢In Yongo = gTopt1 = TTop42

Ik olarak her n icin

A(Yon+1, Yon+2) < kd(Yon, Yant1) (4.1.11)

oldugunu gosterelim. 4.1.9 dan n = 1,2, ... i¢in ve

u$2n,$2n+1 (fa g, T) S {d(Tme Tx2n+1)a d(fx%u TxZn)a d(ngn—H, Tx2n+1)7

d(fron, TTong1) + d(922nt1, TT2n) }
2

d(y2n+1> y2n+1> + d(y2n+27 y?n) }

= {d<y2m an+1), d(y2n+1, yzn), d(y2n+2, y2n+1), B

d(y2n+2 ) an)
2

= {d(an, y2n+1)a d(y2n+17 y2n+2)a

olmak lzere

d(y2n+1a y2n+2) - d(f:EQna 9$2n+1) S ku$2n,$2n+1 (f7 g, 57 T)

elde edilir. Eger

Uzop, @241 (f> g, T) = d<y2n> y2n+1)

ise o zaman 4.1.11 denklemi saglanir. Eger

Uzon,Tont1 (fa g, T) = d(y2n+1a y2n+2)

33



ise o zaman Lemma 2.1.14 e gore

d(Y2n+1, Yont2) =0

ve 4.1.11 denklemi saglanir. Son olarak

d<y2n7 y2n+2>

ux2n7x2n+1 (f? g? T) = 2

oldugunu varsayalim. Bu taktirde 4.1.11 denklemini saglayan

Do |

1
d(Yon+1, Yant2) < =d(Yon, Yont1) + §d(y2n+17 Yon+2)

esitsizligi vardir. Benzer sekilde

d(Yon+2, Yonts) < kd(Yon+1, Yant2) (4.1.12)

denklemi vardir. 4.1.11 ve 4.1.12 esitsizliklerinden

A(Yns Ynt1) < K"d(yo, y1) (4.1.13)

elde edilir. Her n ve p icin 4.1.13 denklemi kullanilarak

A Yns Yntp) < AYn, Ynt1) + AYng1, Yns2) + oo + A Yntp—15 Yntp)
< (k” + kM k"+p_1)d(y0, yl)
kTL
< = kd(y0>y1)

elde edilir. E, Archimedean oldugu i¢in {y,} bir E — Cauchy dizisidir. T'(X) in
tam oldugunu kabul edelim. Bu taktirde T'(X) de

d.E _ d.E
Txoy = Yo — v ve T$2n+1 = Yon+1 — v
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olacak sekilde bir v vardir. Dolayisiyla £ de
Qn, l Oa d(Tanav) S an V€ d(Tl'Qn—‘rlaU) S An+1
kosullarini saglayan bir {a,, } dizisi vardir. 7', X iizerinde kendi igine déniistim oldugu

icin

Tw=wv

olacak sekilde w € X vardir. Simdi

quw = v

oldugunu ispatlayalim. Her n icin

d L2 T d ) T n
uzzn,w(f, 9 T) € {d<Tx2n7 T'U)), d(fona TxZn): d(gw, TU))? (fx2 w) _2|— (gw L2 ) }

d(Yant1,v) + d(gw, y2n)}
2

= {d(y2n7 U)? d<y2n+17 y2n>7 d<gw7 U)a

olmak tlizere

d<U7 gw) < d(U, f$2n> + d(fl’gn, gw) < pi1 + kumgn,w (fa g, T)

oldugunu diisiinelim. Burada dort durum vardir.
1.Durum: d(v, gw) < kd(yon,v) + apni1 < ap + an1 < 2a,
2.Durum: d(v, gw) < kd(yan+1, Yon) + ni1 < ani1 + 2a, < 3a,

3.Durum: d(v, gw) < kd(v, gw) + an41 < kd(v, gw) + a, bdylece d(v, gw) < 1a,

4.Durum: d(v, gw) < d(y"’"“’”);d(gw’y%) + an1 < 3d(v, gw) + 2ay,
oldugundan d(v, gw) < 4a,, elde edilir.

Son esitligin sag tarafindaki dizilerin infimumu sifir oldugu icin
d(v, gw) =0
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yani

quw ="v

dir. Boylece

gw=Tw ="

yani v, g ve T' doniisiimlerinin bir ¢akisma noktasidir ve w, g ve T" dontisiimlerinin
bir cakisik noktasidir. Simdi

fw=wv

oldugunu gosterelim. Her n icin

U, 20011 (f7 9, T) € {d(Tw> Tx2n+1)7 d(fw7 T’LU), d(gx2n+17 Tx2n+1>7

d(fw7 Tx2n+1) + d(gx%-i-lu Tw) }
2

olmak tizere

d(fw> U) S d(.fwa gx2n+1) + d(gx2n+17 U) S an, + kuw,x2n+1(f> g, T)

denklemini diistinelim. Burada dort durum bulunur.
1.Durum: d(fw,v) < a, +d(v,y2n+1) < ap + an1 < 2a,
2.Durum: d(fw,v) < ;a, oldugunda d(fw,v) < a, + kd(fw,v)

3.Durum: d(fw,v) < a, + kd(Yoni2, Yoni1) < 3ay,

4.Durum: d(fw,v) < a, + d(fw,y2n+1);rd(gx2n+2,v) < 2a, + %d(fw, v)

oldugundan d(fw,v) < 4a,, elde edilir.

Son esitsizligin sag tarafindaki dizilerin infimumu sifir oldugu i¢in
d(fw,v) =0

yani



dir. Boylece
fw=Tw=w

yaniv, f ve T" doniisiimlerinin bir cakisma noktasidir ve w, f ve T" dontisiimlerinin

bir ¢akisik noktasidir.

Simdi v nin {f, T} ve {g, T} ciftlerinin bir tek ¢akisik noktas: oldugunu gésterelim.

v’ de bu ii¢ dontisiimiin bir ¢akisik noktast olsun bu taktirde w' € X icin

dir. Simdi

uw,w'(f7g7T) € {d(TU),TUJ/),d(fw,Tw)jd(gw/7Tw/>, d(fvaw/) + d(gw/,Tw) }

olmak tizere
dir. Dolayisiyla
yani

dir. Eger {f, T} ve {g,T} zayif uyusabilir ise v Tanim 2.1.20 den f,g ve T

nin bir tek ortak sabit noktasidir.
f(X) ve g(X) in tam olma durumlar i¢in ispatlar benzerdir.

Sonug 4.1.10. (Altun ve Soleimani Rad, 2016)
X bir E Archimedeani ile vektor metrik uzay olsun. f,7": X — X doniistimlerinin

asagidaki kosullar sagladigini varsayalim.

37



(i) Her 2,y € X igin ve k € (0,1) sabit bir say1 ve
el T) € {d(Ta, ) dl o T, (. T), Sl fo o) + T}
olmak tizere
d(fz, fy) < kugy(f,T)
dir.
(ii) f(X) C T(X)

(iii) f(X) veya T'(X) den biri X in E tam alt uzayidir. O zaman {f,7}, X de bir
tek gakisik noktasina sahiptir. Eger {f,T} zayif uyusabilir ise f ve T, X te
bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ornek 4.1.11. (Altun ve Soleimani Rad, 2016)
E =R,

(1, 1) < (w2, 92)

tarafindan tanimlanan koordinatsal siralamaya sahiptir ancak ve ancak
z1 < a3 ve (Y1,Y2),
X =R ve ¢ > 0 olmak tizere
d(x,y) = (lz —yl, clz —yl)

ise

fr=a2*+2ve Te = 32

doniisiimlerini tanmimlayalim. k =€ [1/3,1) ve u,,(f,T) = d(T'z,Ty) olmak {izere
1
d(fz, fy) = 3d(Tw, Ty) < kuay(f,T)

dir. Ayrica
f(X) = 1[2,00) € [0,00) = T(X) ve f(X)
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X in F tam alt uzayidir. Dolayisiyla Sonuc 4.1.10 nun tiim kosullar1 saglanir. Sonug

olarak f ve T', X de bir tek ¢akisik noktaya sahiptir.

v=3¢€ X

f ve T nin bir tek ¢akisik noktasidir ve

Ty =1ve g = —1

f ve T nin cakisik noktalarndir. f ve T' zayif uyusabilir olmadig icin bir ortak sabit
noktaya sahip degildir.

R? sozliik siralama bagintisina gore Archimedean olmadigindan yukaridaki érnek
icin £ = R? de

(1,91) < (T2,12) & 71 < X2

yada

I1 = Xg Ve (y1>y2)

seklinde tanimlanan bu siralamay1 kullanamayiz. Asagidaki sonug Fishers’in iyi

bilinen sonucunu (Fisher, 1981) E Archimedean: ile vektér metrik uzaylara genisletir.

Sonug 4.1.12.
X bir E' Archimedean: ile vektor metrik uzay olsun. f,g,7 : X — X doniisiimlerinde

her z,y € X ve k < 1 i¢in

d(fz,gy) < kd(Tz,Ty)

denkleminin saglandigini kabul edelim. f(X) U g(X) C T(X) ve f(X), g(X) yada
T(X) den biri X in E — tam alt uzayidir. O zaman {f, T} ve {g, T}, X de bir tek
cakisik noktaya sahiptir. Eger {f,T'} ve {g,T} zay:f uyusabilir ise f,g ve T, X de
bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Teorem 4.1.13. (Altun ve Soleimani Rad, 2016)

X, bir E Archimedeani ile vektor metrik uzay olsun. f, g, 7 : X — X dontisiimlerinin

asagidaki kosullar1 sagladigini varsayalim.
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(i) Her z,y € X ve k; (i = 1,2,...,5) negatif olmayan sabitleri igin
kﬁl + ]{32 + k’g + Qmax{k4, k’5} <1
olmak tizere

d(fx,gy) < kid(Tx, Ty)+kod(fz, Tx)+ksd(gy, Ty)+kad(f, Ty)+ksd(gy, Tr)
(4.1.14)

(ii) f(X)Ug(X) C T(X)
(iii) f(X),g(X) veya T(X) den biri X in E — tam alt uzayidir.

Bu taktirde {f, T} ve {g, T}, X de bir tek cakisik noktaya sahiptir. Eger {f,T} ve
{g, T} zay:f uyusabilir ise f,g ve T, X te bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

ispat.
Teorem 4.1.9 un ispatinda oldugu gibi {z,} ve {y,} dizilerini tanimlayalim. 4.1.18

dan

d(y2n+1,y2n+2) = d(fonmngn—H)

< Ek1d(Yon, Yant1) + k2d(Yont1s Yon) + ksd(Yant2, Y2nt1)

+kad(Y2nt1, Yont1) + ksd(Yont2, Yon)

dir. Sonug olarak
kA ke + ks

= <1
1 — ks —ks

olmak tlizere

d(Y2n+1, Yonr2) < ad(Yon, Yoni1) (4.1.15)

dir. Benzer sekilde

d(y2n+3ay2n+2) = d(f$2n+2,91’2n+1)

< Ekrd(Yon+2, Yant1) + kod(Yonts, Yonta) + ksd(Yons2, Yant1)
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+k4d(y2n+3a ?/2n+1) + k5d(y2n+2; y2n+2)

dir. Sonug olarak
- kl + kg + ]f4

= <1
1—ko—ky

olmak lizere

d(Yan+3; Yonr2) < ad(Yant2, Yans1) (4.1.16)

dir. 4.1.15 ve 4.1.16 denklemlerinden

A(Yn, Ynt1) < a"d(yo, Y1)

elde edilir. Teorem 4.1.9 ile benzer argimanlarla {y,} dizisinin bir £ — Cauchy

dizisi oldugu goriildii. 7'(X) in tam oldugunu kabul edelim. Bu taktirde T(X) de
Ton = Yon =5 v ve Tons1 = Yonp1 5 v
olacak sekilde bir v vardir. T', X iizerinde kendi i¢ine dontisiim oldugu icin
Tw="v

olacak sekilde w € X vardir. Simdi

fw

I
S

oldugunu ispatlayalim. Bunun igin

d(fwa U) S d(fwa ngn—i—l) + d(g$2n+17 U)

< k‘ld(Tw, T$2n+1) + kgd(fw, Tw) —I— kgd(g$2n+1, T$2n+1>

+k4d(fw, T$2n+1) + ksd(g$2n+1, Tw) + d(gI2n+17 U)

S (k’l =+ /{33 -+ k4)d(7}, T$2n+1> + (kg + k:4)d(fw, U) + <k3 + ]{?5 -+ ].)d(gIQTH_h U)
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oldugunu diisiinelim. Sonug olarak her n icin

ky + 2ks + ky 4 ks + 1

d <
elde edilir. Boylece
d(fw,v) =0
yani
fw=wv
dir. Boylece
fu=Tw=wv

yani v, f ve T" doniistimlerinin bir ¢akisma noktasidir ve w, f ve T' doniisiimlerinin
bir cakisik noktasidir. Simdi

quw ="v
oldugunu gosterelim.
d('U, gw) S d('U, fx2n> + d(fx2n7 gU))
< d(v, fron) + kid(Txg,, Tw) + kod( fa,, Txsy,)
+ksd(gw, Tw) + kyd(fron, Tw) + ksd(gw, Txay,)
S (k’l + kﬁg —|— k‘5)d(1}, Tl‘gn) + (kﬁg —|— k:5)d(gw, U) —I— (k?g —|— ]{54 + 1)d(fl’2n, ?J)
dir. Sonug olarak her n i¢in

ki +2ky + kg + ks + 1
d <
(gw,v) = 1—]{33—]65 Ay,

elde edilir. Boylece
d(gw,v) =0

yani

quw ="v
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dir. Boylece

qgw=Tw=wv

yani v, g ve T déniistimlerinin bir gakisik noktasidir. Simdi v nin {f, T} ve {g, T}
ciftlerinin bir tek cakisik noktasi oldugunu gosterelim. v de bu iic dontisiimin bir

cakisik noktasi olsun. Bu taktirde w € X icin

dir. Simdi

!

d(v,v’) = d(fw,guw)
< kyd(Tw, Tw?) + kod(fw, Tw) + ksd(gw', T') + kyd(fw, Tw') + ksd(gw’, Tw)

alalim. Boylece

yani

dir. Eger {f,T} ve {g,T} zayif uyusabilir ise v Tanim 2.1.20 den f, g ve T-nin bir
tek ortak sabit noktasidir.

g(X) veya T'(X) in tam olma durumlar igin ispatlar benzerdir.

Sonug 4.1.14. (Altun ve Soleimani Rad, 2016)
X bir E Archimedean ile vektor metrik uzay olsun. f,7": X — X doniistimlerinin

asagidaki kosullar sagladigini varsayalim.

(i) Her 2,y € X ve k; (i = 1,2,...,5) negatif olmayan sabit sayilar1 igin

ki 4 ko + ks + 2max{ky, ks} < 1
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olmak lzere

d(fz, fy) < kid(Tx, Ty)+kod(fr, Tx)+ksd(fy, Ty)+kad(f, Ty)+ksd(fy, T)
(4.1.17)

(i) f(X) CT(X)
(iii) f(X) veya T'(X) den biri X in E — tam alt uzayidir.

Bu taktirde { f, T}, X de bir tek ¢akisik noktaya sahiptir. Eger { f, T} zayif uyusabilir
ise f ve T, X te bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Sonug 4.1.15.
X bir E Archimedeani ile vektor metrik uzay olsun. f : X — X doniisiimii asagidaki
kosullar1 sagladigim varsayalim. Her z,y € X ve k; (i = 1,2, ...,5) negatif olmayan

sabit sayilari i¢in

ki+ko+ks+ks+ ks <1

olmak tizere

dir. Bu taktirde f, X de bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ornek 4.1.16. (Altun ve Soleimani Rad, 2016) Koordinatsal siralamayla F = R?
alalim. Ayrica (Arshad ve ark., 2009) daki gibi

X={(X,00eR}0<2<1}U{(0,7) eR*)0 <z <1}

olsun.

A((r,0),,0) = (lr vl Jr — i)

A(0,.2),0.) = (2=l 5le )

d(@,0),09) = Gr+yo+30)
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seklinde tamimlanan d : X x X — FE doniistimiinii disiinelim. Bu taktirde X, E

tam vektor metrik uzayidir. f: X — X alinirsa

f(z,0) = (0,2) ve f(0,2) = (z/2,0)
olmak iizere f
k1:3/4V€/€2:]€3:k’4:/{35:0

icin 4.1.18 kosulunu saglar. Sonuc 4.1.15 e gore f, X de bir tek sabit noktaya
sahiptir. Ancak f, X iizerindeki reel degerli d metriginde bir biiziilme doéniisiimii

degildir. Bu nedenle metrik uzaylardaki Banach sabit nokta teoremi uygulanamasz.

X = FE ve d mutlak degerli vektor metrigi ise o zaman E' Riesz uzayimin ortak sabit

nokta sonuclarini elde edebiliriz.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde metrik uzaylardaki sabit nokta teorisi hakkinda temel bilgilerden bahsedil-
mistir. Vektor metrik uzaylar lizerinde zayif uyusabilirlik ve ortak sabit nokta
teoremleri verilmistir. Metrik uzaylardaki sabit nokta teoremleri ile alakal literatiir
calismas1 yapilarak vektor metrik uzaylardaki onceden yapilmis ¢alismalardan soz
edilmistir. Banach sabit nokta teoremi, ¢akisik nokta kavramlar: tanitilarak biiztilme
kosulunu saglayan kendi tizerine dontistimler icin sabit nokta ve ortak sabit nokta
teoremleri verilmistir. Dahasi bu teoremlerin vektor metrik uzaylardaki genellestirme-
lerinden bahsedilmistir. Vektor metrik uzaylardaki bilinen sabit nokta teoremlerinin

bazi 6zel sartlar altindaki ispatlar1 incelenebilir.
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