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1. GİRİȘ

Metrik uzaylardaki sabit nokta teorisi matematiğin bir çok dalındaki özellikle

uygulamalı matematikteki problemleri çözmek için önemli bir araçtır. Bugün metrik

uzay kavramından genel olarak yeni bir takım uzaylar tanımlanmıș ve böylece

literatüre çok sayıda çalıșma kazandırılmıștır. 2009 yılında Çevik ve Altun Metrik

uzayın bir genelleștirmesi olarak vektör metrik uzay kavramını tanımlayarak metrik

uzaydaki bazı temel kavramları bu uzaylar için tanımlamıșlardır (Altun ve Çevik,

2011). Yine vektör metrik uzaylarda Baire teoreminden de bahsetmișlerdir. Vektör

metrik uzayı Riesz uzay değerli olup metrik uzayın bir genelleștirmesidir. Aslında

her ikiside vektör uzay değerli bir metrik dönüșümüdür. Metrik tanımı ile Huang-

Zhang’ın metrik tanımı arasındaki farklardan biri Riesz uzayı üzerindeki doğal

sıralamaya göre bir koninin varlığıdır. Vermiș olduğumuz tanımlardaki diğer bir fark

ise vektör uzayının bir topolojik yapıya sahip olması gereğini ortadan kaldırmasıdır.

Bir Riesz uzayı (veya bir vektör latis) sıralı bir vektör uzayı ve bir latistir. Huang ve

Zhang (Huang ve Zhang, 2007), konik metrik uzayı tanımlayarak ve bu uzaylarda

büzülme dönüșümü için bazı sabit nokta teoremlerini kanıtlamıștır. X boș olmayan

bir küme olsun. X üzerinde koni metrik sıralı bir Banach uzayı üzerinde değer

alır. Öte yandan Zabreiko (Zabreiko, 1997) K-metrik uzayı ve K-normlu uzayı

tanımlamıștır. Ayrıca Zabreiko, K metrik uzaylarda lineer ve lineer olmayan Lipschitz

koșullarıyla bazı sabit nokta teoremlerini vermiștir. X üzerindeki K-metrik uzayı

K-konisi ile birikte sıralı bir lineer B-uzayı üzerinde değer alır. X üzerinde bir

vektör metrik uzay Riesz uzayı üzerinde değer alır. Reel sayılarla Riesz uzayları

yer değiștirilerek (X,d,E) vektör metrik uzaylarını tanımlarız. Bu tezde yukarıda

sözü geçen çalıșmaların ıșığında vektör metrik uzayda bazı sabit nokta teoremleri

verilmiștir.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanımlar

Bu bölümde tezimizde yeri geldiğinde kullanılacak bazı temel tanım, teorem ve

sonuçlar üzerinde durulacaktır.

Tanım 2.1.1. ( sıralama bağıntısı, sıralı küme, örgü )

(a) Herhangi bir E 6= ∅ kümesinde ≤ bağıntısı

• Her x ∈ E için x ≤ x

• Her x, y ∈ E için x ≤ y ve y ≤ x ise y = x

• Her x, y, z ∈ E için x ≤ y ve y ≤ z ise x ≤ z

özelliklerini sağlıyorsa ≤ sıralama bağıntısıdır ve (E,≤) ikilisine sıralı küme denir.

(b) (E,≤) ikilisi sıralı bir küme olsun. Her x, y ∈ E için

x ∨ y = sup{x, y} ve x ∧ y = inf{x, y}

E ye ait ise E ye örgü veya latis denir.

(c)

(x, y) → x ∨ y ve (x, y) → x ∧ y

fonksiyonları E de örgü ișlemleridir. {x1, x2, ..., xn} bir örgünün sonlu bir

kümesi ise

n∨
i=1

xi = sup{x1, x2, ..., xn} ve
n∧

i=1
xi = inf{x1, x2, ..., xn}

gösterimlerini kullanırız. Bir örgüde boștan farklı her sonlu küme supremum

ve infimuma sahiptir.

(E,≤) kısmi sıralı kümesinde x < y gösterimi,

x ≤ y ve x 6= y

2



anlamına gelmektedir. Bir [x, y] sıra aralığı

{z ∈ E : x ≤ y ≤ z}

kümesi demektir eğer x � y ise o zaman da

[x, y] = ∅

anlamına gelir.

Tanım 2.1.2. ( koni, konveks, konveks koni )

E reel vektör uzayı ve K, E nin herhangi bir alt kümesi olsun.

(a) Her t > 0 için tK ⊂ K (yani t > 0 ve x ∈ K için tx ∈ K) oluyorsa K ya koni,

(b) K + K ⊆ K (yani x, y ∈ K için x + y ∈ K) oluyorsa K ya konveks küme,

(c) K hem (a) hemde (b) yi sağlıyorsa K ya konveks koni denir.

Tanım 2.1.3. ( sıralı vektör uzayı, Riesz uzayı, örgü normu, Banach örgüsü )

(a) E reel vektör uzayı ve üzerinde ki sıralama bağıntısı ≤ olmak üzere , x ≤ y iken

her z ∈ E ve her λ ∈ R+ için

x + z ≤ y + z ve λx ≤ λy

oluyorsa E ye sıralı vektör uzayı ,

(b) E sıralı vektör uzayı ve örgü ise E ye Riesz uzayı(veya vektör örgüsü),

(c) E Riesz uzayı ve üzerinde ki norm ||.|| olmak üzere her x, y ∈ E için

|x| ≤ |y| iken ||x|| ≤ ||y||

oluyorsa ||.|| normuna örgü normu, E örgü normuna göre tam ise E ye Banach

örgüsü denir. Burada

|x| = x ∨ (−x)
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dir.

E Riesz uzayının pozitif konisi

E+ = {x ∈ E : x ≥ 0}

dır.

Șimdi Riesz uzayı ve Banach örgüsü ile ilgili örnekler verelim.

Örnek 2.1.4.

Rn, ‖x‖ =

(
n∑

i=1

xi

) 1
2

biçiminde tanımlanan normla Banach uzayıdır. Diğer yandan

′′x = (x1, x2, ..., xn) ≤ y = (y1, y2, ..., yn) ⇔ Her bir i = 1, 2, ..., için xi ≤ y′′i

alıșılmıș sıralama bağıntısıyla Rn Riesz uzayıdır. x ve y nin supremumu ve infimumu

sırasıyla

x ∨ y = (max{x1, y1}, max{x2, y2}, ..., max{xn, yn})

ve

x ∧ y = (min{x1, y1}, min{x2, y2}, ..., min{xn, yn})

biçimindedir. Aynı sıralamayla Rn üzerindeki norm örgü normudur. O halde Rn

Banach örgüsüdür.

Örnek 2.1.5.

X kompakt topolojik uzayı üzerinde tanımlı sürekli reel değerli fonksiyonların vektör

uzayı C(X) ve sınırlı sürekli reel fonksiyonların vektör uzayı Cb(X) olmak üzere,

||f ||∞ = sup{|f(x)| : x ∈ X}

biçiminde tanımlanan dönüșümle C(X) ve Cb(X) birer Banach uzayıdır. Diğer

yandan
′′f ≤ g ⇔ Her bir x ∈ X için f(x) ≤ g(x)′′

4



biçiminde tanımlanan sıralama bağıntısı ile C(X) ve Cb(X) birer Riesz uzayıdır.

Burada f ve g reel fonksiyonlarının örgü ișlemleri

(f ∨ g)(x) = max(f(x), g(x)) ve (f ∧ g)(x) = min(f(x), g(x))

olur. ||.||∞ normu verilen sıralamaya göre örgü normu olduğundan C(X) ve Cb(X)

Banach örgüsü olurlar.

Örnek 2.1.6.

1 ≤ p ≤ ∞ için Lp(µ) vektör uzayı,

||f ||p =





(
∫ |f |pdµ)

1
p , 1 ≤ p ≤ ∞

sup |f | , p = ∞

biçiminde verilen dönüșümü ile Banach uzayıdır. Diğer yandan

′′f ≤ g ⇔ µ− hemen hemen her x için f(x) ≤ g(x)′′

ile tanımlanan sıralama bağıntısıyla Lp(µ) Riesz uzayıdır. Buradaki örgü ișlemleri

için

(f ∨ g)(x) = max(f(x), g(x)) ve (f ∧ g)(x) = min(f(x), g(x))

eșitlikleri kullanılır. 1 ≤ p ≤ ∞ için ||.||p normu örgü normu ve böylece Lp(µ)

Banach örgüsüdür.

Șimdi Riesz uzayındaki bazı özellikleri teorem ile verelim.

Teorem 2.1.7. (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985)

E Riesz uzayı ve x, y, z ∈ E olsun.

1. x ∨ y = −[(−x) ∧ (−y)] ve x ∧ y = −[(−x) ∨ (−y)]

2. x + y = (x ∨ y) + (x ∧ y)

3. x + (y ∨ z) = (x + y) ∨ (x + z) ve x + (y ∧ z) = (x + y) ∧ (x + z)

4. Her λ ≥ 0 için λ(x ∨ y) = λx ∨ λy ve λ(x ∧ y) = λx ∧ λy.

5



E Riesz uzayı ve (xn) E de bir dizi olsun. Her n,m için

n ≤ m iken xn ≤ xm oluyorsa (xn) dizisine artan dizi denir ve xn ↑ ile gösterilir.

n ≤ m iken xn ≥ xm oluyorsa (xn) dizisine azalan dizi denir ve xn ↓ ile gösterilir.

xn ↑≤ x ifadesi (xn) dizisinin üstten x ile sıra sınırlı artan dizi olduğunu, xn ↓≥ x

ifadesi de (xn) dizisinin alttan x ile sıra sınırlı azalan dizi olduğunu gösterir.

xn ↑ x gösterimi (xn) dizisinin artan ve supremumunun x olduğunu, xn ↓ x gösterimi

de (xn) dizisinin azalan ve infimumunun x olduğunu belirtir.

(xn) ve (yn) E de herhangi iki azalan dizi olmak üzere așağıdaki özellikler sağlanır.

(i) xn ↓ x ve ym ↓ y ⇒ xn + ym ↓ x + y,

(ii) xn ↓ x ise λ > 0 için λxn ↓ λx ve λ < 0 için λxn ↑ λx,

(iii) xn ↓ x ve ym ↓ y ⇒ xn ∨ ym ↓ x ∨ y ve xn ∧ ym ↑ x ∧ y .

Benzer özellikler artan diziler için de geçerlidir.

Tanım 2.1.8. ( Arșimedyan Riesz uzayı, Dedekind tam Riesz uzayı, σ−Dedekind

tam Riesz uzayı)

E Riesz uzayı olmak üzere,

(a) Her x ∈ E+ için n−1x ↓ 0 oluyorsa E ye Arșimedyan Riesz uzayı ,

(b) E nin üstten sınırlı her alt kümesi supremuma sahipse, E ye Dedekind tam

Riesz uzayı,

(c) E nin sayılabilir ve üstten sınırlı her alt kümesinin supremumu varsa, E ye

σ-Dedekind tam Riesz uzayı

denir.

Lemma 2.1.9. (Aliprantis ve Border, 1999)

Her Dedekind tam Riesz uzayı Archimedean Riesz uzayıdır. Fakat her Archimedean

Riesz uzayı Dedekind tam Riesz uzayı değildir.

C[0, 1] bir Archimedean Riesz uzayı fakat Dedekind tam Riesz uzayı değildir.

6



Örnek 2.1.10. (Aliprantis ve Border, 1999)

C[0, 1] de

fn(x) =





1 , 0 ≤ x ≤ 1
2
− 1

n

−n(x− 1
2
) , 1

2
− 1

n
≤ x ≤ 1

2

0 , 1
2
≤ x ≤ 1

ve gn(x) =





1 , 0 ≤ x ≤ 1− 1
n

n(1− x) , 1− 1
n
≤ x ≤ 1

biçiminde tanımlanan (fn)n≥2 ve (gn)n≥2 parçalı lineer fonksiyon dizilerini ele alalım.

C[0, 1] de 1 sabit bir fonksiyonu iken 0 ≤ fn ↑≤ 1 sağlanır, fakat {fn} dizisi C[0, 1]

de bir supremuma sahip değildir. Böylece C[0, 1] Dedekind tam Riesz uzayı değildir.

Ayrıca her x ∈ [0, 1] için fn(x) ↑ f(x) iken fn ↑ f olması örgüye göre doğrudur. Diğer

yandan fn ↑ f olması örgüye göre her x ∈ [0, 1] için fn(x) ↑ f(x) olması anlamına

gelmez. {gn} dizisi buna bir örnektir. Örgü anlamında gn ↑ 1 iken her n ∈ N\{0}
için gn(1) = 0 dır.

Tanım 2.1.11. (o− yakınsaklık) (Aliprantis ve Border, 1999)(Cristescu, 1983)

E Riesz uzayı, (bn) E de bir dizi ve b ∈ E olmak üzere, her n ∈ N için

an ↓ 0 ve |bn − b| ≤ an

olacak șekilde E de bir (an) dizisi varsa (bn) dizisi b ye o − yakınsaktır (veya sıra

yakınsaktır) denir ve bn
o→ b ile gösterilir. Burada

bn = b ve a ∈ E için |a| = sup{a,−a}

dır.

Tanım 2.1.12. (o− süreklilik) (Cristescu, 1983)

E ve F Riesz uzayları, f : E → F bir fonksiyon olsun. Eğer E de

bn
o→ b

iken F de

f(bn)
o→ f(b)

7



ise f ye o− süreklidir (veya sıra süreklidir) denir.

Tanım 2.1.13. (o−Cauchy dizisi, o−tamlık) (Aliprantis ve Border, 1999)(Cristescu,

1983)

E bir Riesz uzayı ve (bn), E de bir dizi olsun. Her n ∈ N ve p ∈ N\{0} için

an ↓ 0 ve |bn+p − bn| ≤ an

olacak șekilde E de bir (an) dizisi varsa (bn) dizisine o− Cauchy denir.

Her bir o− Cauchy dizisi o− yakınsak olan E Riesz uzayına o− tamdır denir.

Bir Riesz uzayındaki negatif olmayan elemanların konisi E+ ile gösterilir.

Lemma 2.1.14. (Altun ve Çevik, 2011)(Altun ve Soleimani Rad, 2016)

E Riesz uzayı olmak üzere , a ∈ E+ ve k ∈ [0, 1) iken

a ≤ ka

ise

a = 0

dır.

İspat.

a ≤ ka șartı

−(1− k)a = ka− a ∈ E+

olması anlamına gelir. a ∈ E+ ve 1− k > 0 olduğundan

(1− k)a = 0 ve a = 0

olur.

Tanım 2.1.15. ( kısmi sıralı latis, sıralı lineer uzay, lineer latis )

(a) Bir kısmi sıralı (E,≤) kümesinin elemanlarının her çifti supremum ve infimuma

sahip ise (E,≤) kümesine kısmi sıralı latis,

8



(b) E reel lineer uzayı E nin cebirsel yapısıyla uyușabilir ise ≤ sıralama bağıntısıyla

bir sıralı lineer uzayı,

(c) (E,≤) kümesi sıralı latis olacak șekilde bir E sıralı lineer uzayı Riesz uzay (veya

lineer latis) olarak adlandırılır.

Lemma 2.1.16.

(E,≤) kısmi sıralı kümesi üzerinde

x < y, x ≤ y, x 6= y

olsun. Bu durumda bir [x, y] sıralı aralığının kümesi

{z ∈ E : x ≤ z ≤ y}

olur.

(Altun ve Çevik, 2011)(Cevik ve Altun, 2009)

(i) Vektör metrik ve (Zabreiko, 1997) de tanımlanan Zabreiko metrikleri arasındaki

fark, Riesz uzayının bir yapısına sahip olmasıdır.

(ii) Vektör metrik ve (Huang ve Zhang, 2007) da tanımlanan Huang-Zhang metriği

arasındaki farklılıklardan biri Riesz uzayındaki sıralamanın doğal yapısına göre

bir koni olmasıdır. Diğer fark ise vektör metriğin vektör uzayı için bir Banach

uzayı olması gerekliliğini ortadan kaldırmasıdır.

Tanım 2.1.17. ( çakıșık nokta, zayıf uyușabilirlik, ortak sabit nokta )

S, T : X → X dönüșümler olsun. x ∈ X için

y = Tx = Sx

șartı sağlanıyorsa y ye çakıșma noktası, x e de T ve S nin çakıșık noktası denir.

Aynı zamanda T ile S zayıf uyușabilir olur yani X de çakıșık noktaları aynıdır.

O zaman çakıșma noktası olan y bu dönüșümlerin tek ortak sabit noktasıdır.
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Tanım 2.1.18. ( çakıșık nokta ) (Jungck ve Rhoades, 2006)

f, g : X → X

X kümesi üzerinde dönüșümler olsun. w ∈ X için

fw = gw = z

ise w, f ve g nin çakıșık noktası adını alır ve z, f ve g nin bir çakıșık noktası olur.

Tanım 2.1.19. ( zayıf uyușabilirlik ) (Jungck ve Rhoades, 2006)

f, g : X → X

X kümesi üzerinde dönüșümler olsun. Eğer f ve g her çakıșık noktasında değișmeli

ise zayıf uyușabilir denir.

Tanım 2.1.20. ( ortak sabit nokta ) (Jungck ve Rhoades, 2006)

f ve g bir X kümesinde kendi içinde zayıf uyușabilir dönüșümler olsun. f ve g bir

tek

z = fw = gw

çakıșık noktasına sahipse z, f ve g nin bir tek ortak sabit noktasıdır.
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3. VEKTÖR METRİK UZAYLAR VE BAZI ÖZELLİKLERİ

3.1. Vektör Metrik Uzaylar

Bu bölümde geçen kavramlar ve sonuçlar (Cevik ve Altun, 2009) dan alınmıștır.

Tanım 3.1.1. ( vektör metrik, vektör metrik uzay )

X 6= ∅ bir küme ve E bir Riesz uzayı olsun. d : X ×X → E fonksiyonu

(a) Her x, y ∈ X için d(x, y) = 0 ⇔ x = y

(b) Her x, y, z ∈ X için d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

özelliklerini sağlıyorsa d ye vektör metrik yada E−metrik denir. (X, d,E) ye vektör

metrik uzay ya da E −metrik uzay denir.

Vektör metrik (veya E-metrik) uzayında her x, y, z, w ∈ E için

(i) 0 ≤ d(x, y)

(ii) d (x, y) = d (y, x)

(iii) |d (x, z)− d (y, z) | ≤ |d (x, y) |

(iv) |d(x, z)− d(y, w)| ≤ |d(x, y)− d(z, w)|

özellikleri sağlanır.

Șimdi vektör metrik uzaylar ile ilgili bazı örnekler verelim.

Örnek 3.1.2.

(a) E Riesz uzayı,

d(x, y) = |x− y|

ile tanımlanan d : E × E → E dönüșümü ile vektör metrik uzaydır. d vektör

metriği E üzerinde mutlak değer metriği adını alır.

(b) (x1, y1),(x2, y2) ∈ R2 için

(x1, y1) ≤ (x2, y2) ⇔ x1 ≤ x2 ve y1 ≤ y2



koordinat sıralamasıyla ve

(x1, y1) ≤ (x2, y2) ⇔ x1 < x2 ya da x1 = x2, y1 ≤ y2

sözlüksel sıralamasıyla R2 bir Riesz uzayıdır. Böylece α ve β pozitif reel sayıları

için

d : R2 × R2 → R2, d((x1, y1) , (x2, y2)) = (α|x1 − x2|, β|y1 − y2|)

ile tanımlanan d dönüșümü bir vektör metriktir.

(c) α, β ≥ 0 ve α + β > 0 olmak üzere d : R× R→ R2

d(x, y) = (α|x− y|, β|x− y|)

olsun. Bu taktirde d koordinatsal ve sözlüksel sıralamalarıyla vektör metriktir.

R2, koordinatsal sıralama ile Archimedeandır ancak sözlük sıralamasıyla Archimedean

değildir.

Tanım 3.1.3. ( E − yakınsaklık, E − Cauchy, E − tam, E − kapalılık )

(a) (X, d,E) bir vektör metrik uzay olsun. (xn) dizisi X üzerinde bir dizi ve x ∈ X

olsun. Her n ∈ N için

an ↓ 0 ve d(xn, x) ≤ an

olacak șekilde E de bir (an) dizisi varsa (xn) dizisi x’e E − yakınsar denir ve

xn
d,E→ x

șeklinde gösterilir.

(b) (X, d, E) bir vektör metrik uzay ve (xn) X de bir dizi olsun. Her n ∈ N ve

p ∈ N/{0} için

an ↓ 0 ve d (xn, xn+1) ≤ an

olacak șekilde E de bir (an) dizisi varsa (xn) disizine E − Cauchy dizisi denir.
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(c) Her bir E −Cauchy dizisi E − yakınsak olan vektör metrik uzaya E − tamdır

denir.

(d) (X, d, E) bir E-metrik uzay ve Y ⊂ X bir altküme olsun.

(xn) ⊂ Y ve xn
d,E→ x

iken x ∈ Y ise Y ye E − kapalıdır denir.

(e) (X, d, E), (Y, p, F ) iki vektör metrik uzay ve f : X → Y bir fonksiyon olsun. X

de

xn
d,E→ x

iken Y de

f (xn)
p,F→ f (x)

oluyorsa f fonksiyonuna (E, F )− süreklidir denir.

Lemma 3.1.4.

xn
d,E→ x iken așağıdaki özellikler sağlanır.

(i) x limiti tektir,

(ii) (xn) nin her alt dizisi x e E-yakınsar,

(iii) yn
d,E→ y ise d(xn, yn)

o→ d(x, y).

Tanım 3.1.5. ( E − açık küme )

(X, d, E) vektör metrik uzay,

A ⊆ X ve B (x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}

olsun. Her x ∈ A için

B(x, r) ⊆ A

olacak șekilde

r > 0
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sayısı varsa A ya E − açık küme denir.

Her E−açık yuvar bir E− açık kümedir ve X in tüm E− açık alt kümelerinin

kolleksiyonu X üzerinde τd,E topolojisini temsil eder.

Tanım 3.1.6. ( E-çap, E-sınırlı küme )

(X, d, E) vektör metrik uzay ve A ⊂ X olsun.

sup{d(x, y) : x, y ∈ A}

E de mevcutsa o zaman

δ(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}

ya A nın E−çapı denir. Her x, y ∈ A için

d(x, y) ≤ a

olacak șekilde E de bir

a > 0

varsa o zaman A ya E − sınırlı küme denir.

Sonuç 3.1.7.

X, E Dedekind tam Riesz uzayı ise X in her E− sınırlı kümesi bir E−çapa sahiptir.

1) E = R ise E − yakınsaklık ve metrik yakınsaklık kavramları aynıdır.

E − Cauchy dizisi ve Cauchy dizisi kavramları da aynıdır.

2) X = E ve d, X üzerinde mutlak değer vektör metrikse E − yakınsaklık ve

o− yakınsaklık kavramları da aynıdır.

Teorem 3.1.8.

(X, d, E) vektör metrik uzayı için așağıda ki özellikler sağlanır.

(a) Her E − yakınsak dizi E − Cauchy dizisidir.
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(b) Her E − Cauchy dizisi E − sınırlıdır.

(c) (xn), E − Cauchy dizisi

xnk

d,E→ x

olacak șekilde bir (xnk
) alt dizisine sahipse

xn
d,E→ x

dir.

(d) (xn) ve (yn) E − Cauchy dizisi ise

(d (xn, yn))

o− Cauchy dizisidir.

İspat.

(a) X de xn
d,E→ x olsun. an ↓ 0 ve her n ve p için

d (xn, xn+p) ≤ d (xn, x) + d (xn+p, x) ≤ an + an+p ≤ 2an

olacak șekilde E de (an) dizisi var olduğundan (xn), X de E−Cauchy dizisidir.

(b) (xn), X de E − Cauchy dizisi olsun. an ↓ 0 ve her n ve p için

d (xn, xn+p) ≤ an

olacak șekilde E de (an) dizisi var olduğundan

d (xn, xn+p) ≤ a1

dir. Yani (xn), X de E−sınırlıdır.
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(c) (xn), X de E − Cauchy dizisi ve X de

xnk

d,E→ x

olacak șekilde (xnk
), (xn) dizisinin alt dizisi olsun. Her n için

n ≤ nk

olduğunda

nk = n + p

alınırsa

an ↓ 0, bn ↓ 0 ve d (xn, x) ≤ d (xn, xn+p) + d (x, xn+p) ≤ an + bn+p ≤ an + bn

olacak șekilde E de (an) ve (bn) dizileri var olduğundan

xn
d,E→ x

dir.

(d) an ↓ 0, bn ↓ 0 ve her n ve p için

|d (xn, yn)− d (xn+p, yn+p) | ≤ d (xn, xn+p) + d (y, yn+p) ≤ an + bn

olacak șekilde E de (an) ve (bn) dizileri var ise (d (xn, yn)) E de o − Cauchy

dizisidir.

Tanım 3.1.9. ( τd,E−yoğun, E-yoğun )

(X, d, E) vektör metrik uzay olsun.

(a) Y , X in alt kümesi olsun. Her bir x ∈ X ve 0 < r ∈ E için

B(x, r) ∩ Y 6= ∅

ise Y ye τd,E − yoğun denir.
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(b) Y , X in alt kümesi olsun. Her x ∈ X için

xn
d,E→ x

șartını sağlayan Y de (xn) dizisi varsa Y ye E − yoğun denir.

Sonuç 3.1.10.

E Arșimedyan Riesz uzayı ve Y , (X, d,E) vektör uzayının bir alt kümesi olsun. Y ,

τd,E − yoğun ise Y , E − yoğundur.

Baire teoremini olușturmak için vektör metrik topolojisinin bazı özelliklerini kullanacağız.

Bir sonraki teorem vektör metrik uzaylar için Cantor kesișim Teoremini açıklamaktadır.

Teorem 3.1.11.

E Dedekind tam olmak üzere X bir E tam vektör metrik uzay olsun. Boș olmayan

E kapalı alt kümelerinin azalan bir dizisinin X de çapı sıfırsa dizinin kesișimi bir

tek nokta kümesidir.

İspat.

(Fn), E-Dedekind tam olan X E tam vektör metrik uzayının boștan farklı E kapalı

alt kümelerinin azalan bir dizisi olsun.

lim
n→∞

d (Fn) = 0

olduğunu varsayalım.

F =
∞∩

n=1
Fn

birden fazla nokta içermemektedir. x, y ∈ F ve her n için

d (x, y) ≤ d (Fn)

dir. Böylece

d(x, y) = 0

yani

x = y
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dir. F nin boștan farklı olduğunu göstermek için her bir n için xn ∈ F alalım. Her

n ve p için

d (xn, xn+p) ≤ d(Fn)

olduğundan (xn) dizisi E − Cauchy dir. X, E-tam olduğundan

xn
d,E→ x

olacak șekilde x ∈ X vardır. xn+p, Fn e aittir ve her bir Fn, E − kapalıdır. Böylece

her bir n için x, Fn e aittir.

Șimdi vektör metrik uzaylar için Baire Teoremini verelim.

Teorem 3.1.12.

X, E-tam vektör metrik uzayı olmak üzere, X, E Archimedean ve Dedekind tam

ise X Baire uzayıdır.

İspat.

X, E-tam vektör metrik uzayı ve E Archimedean olsun. X in τd,E − yoğun açık alt

kümelerinin dizisi

(An) ve A =
∞∩

n=1
An

olsun. A nın X in τd,E-yoğun açık alt kümesi olduğunu ya da her bir x ∈ X ve r > 0

için

B(x, r) ∩ A 6= ∅

olduğunu göstermemiz yeterlidir. Sabit bir x ∈ X ve r > 0 alalım. C(x, r), x

merkezli r yarıçaplı kapalı yuvar ve a, E nin elemanı olmak üzere A1, X de τd,E −
yoğun ve açık olduğundan

C(y1, r1) ⊂ B (x, r) ∩ A1

olacak șekilde

0 < r1 < a ve y1 ∈ X

18



vardır. Benzer șekilde A2, X de τd,E − yoğun ve açık olduğundan

B (x, r) ∩ A2 6= ∅

olur. Böylece

C(y2, r2) ⊂ B (y1, r1) ∩ A2

olacak șekilde

0 < r2 <
a

2
ve y2 ∈ X

vardır. Tümevarıma devam edilirse 0 < rn ve her bir n için

C(yn+1, rn+1) ⊂ B (yn, rn) ∩ An+1 ⊂ C(yn, rn) ve rn <
a

n

olacak șekilde E de (rn) dizisi ve X de (yn) dizisinin var olduğu görülür. Buradan

Cantor kesișim teoremi
∞∩

n=1
C(yn, rn)

nin tek noktadan ibaret olduğunu gösterir. Böylece

∞∩
n=1

C(yn, rn) ⊂ B(x, r) ∩ A

dan

B(x, r) ∩ A 6= ∅

olduğunu görmüș oluruz.
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4. VEKTÖR METRİK UZAYLARDA SABİT NOKTA TEOREMLERİ

4.1. Vektör Metrik Uzaylarda Banach Sabit Nokta Teoremi

Bu bölümde vektör metrik uzaylarda Banach sabit nokta teoremi verilecektir.

Teorem 4.1.1. (Cevik ve Altun, 2009)

X, bir E Archimedeanı ile vektör metrik uzay olsun. T : X → X dönüșümünün

k ∈ [0, 1) bir sabit sayı olmak üzere her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) (4.1.1)

büzülme koșulunu sağladığını varsayalım. Bu taktirde T , X-te bir tek sabit noktaya

sahiptir ve her x0 ∈ X , n ∈ N için

xn = Txn−1

ile tanımlanan (xn) iterasyon dizisi T -nin bu sabit noktasına E − yakınsar.

İspat.

x0 ∈ X keyfi olsun. n ∈ N için (xn) dizisini

xn = Txn−1

ile tanımlayalım.

d(xn, xn+1) = d(Txn−1, Txn) ≤ kd(xn−1, xn) ≤ ... ≤ knd(x0, x1)

olup böylece her n, p ∈ N için

d(xn, xn+p) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + ... + d(xn+p−1, xn+p)

≤ (kn + kn+1 + ... + kn+p−1)d(x0, x1)

≤ kn+p−1

1− k
d(x0, x1)
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dır. E Archimedean olduğu için (xn) dizisi bir E − Cauchy dizisidir. X-in E

tamlığından z ∈ X vardır öyle ki
d,E

xn → z

olur. Dolayısıyla E-de (an) dizisi vardır öyle ki

an ↓ 0 ve d(xn, z) ≤ an

dir.

d(Tz, z) ≤ d(Txn, T z) + d(Txn, z)

≤ kd(xn, z) + d(xn+1, z)

≤ kan + an+1 ≤ (k + 1)an

olduğundan

d(Tz, z) = 0

yani

Tz = z

dir. Böylece T , X-te bir tek sabit noktaya sahiptir.

Teorem 4.1.2. (Cevik ve Altun, 2009)

X, bir E Archimedeanı ile tam vektör metrik uzayı olsun. T : X → X dönüșümünün

a + b + c + e + f < 1

koșulunu sağlayan a, b, c, e ve f negatif olmayan sayıları ve her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) ≤ ad(x, Tx) + bd(y, Ty) + cd(x, Ty) + ed(y, Tx) + fd(x, y)

daralma (büzülme) koșulunu sağladığını varsayalım. T , X te bir tek sabit noktaya

sahiptir ve x0 ∈ X,n ∈ N için

xn = Txn−1
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ile tanımlanan (xn) iterasyon dizisi T nin sabit noktasına E yakınsar.

Yukarıda verdiğimiz teoremi bir önce ki teorem gibi ispatlayabiliriz. Șimdi bir örnek

verelim.

Örnek 4.1.3.

Koordinatsal sıralama ile E = R2 olsun. (R2 sözlük sıralama bağıntısıyla Archimedean

olmadığından bu sıralamayı kullanamayız.) (Aliprantis ve Border, 1999) da olduğu

gibi

X = {(x, 0) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1} ∪ {(0, x) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1}

d : X ×X → E dönüșümü

d((x, 0), (y, 0)) =

(
4

3
|x− y|, |x− y|

)
,

d((0, x), (0, y)) =

(
|x− y|, 2

3
|x− y|

)
,

d((x, 0), (0, y)) =

(
4

3
x + y, x +

2

3
y

)

ile tanımlansın. Bu taktirde X, E − tam vektör metrik uzayıdır.T : X → X

dönüșümü

T ((x, 0)) = (0, x) ve T ((0, x)) = (x/2, 0)

șeklinde olsun.O zaman

k = 3/4

olmak üzere T , 4.1.1 eșitsizliğini sağlar. Teorem 4.1.1 e göre T , X de bir tek sabit

noktaya sahiptir. Ancak T , X reel değerli metriği üzerinde bir büzülme dönüșümü

değildir.

Bu nedenle verdiğimiz örnek için metrik uzaylardaki Banach sabit nokta teoremini

uygulayamayız.

Teorem 4.1.4. (Altun ve Çevik, 2011)

X bir E Archimedeanı ile vektör metrik uzayı olsun. S, T : X → X dönüșümlerinin

așağıdaki șartları sağladığını varsayalım.
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(i) Her x, y ∈ X için k ∈ [0, 1) sabit bir sayı ve

u(x, y) ∈
{

d(Sx, Sy), d(Sx, Tx), d(Sy, Ty),
1

2
[d(Sx, Ty) + d(Sy, Tx)]

}

olmak üzere

d(Tx, Ty) ≤ ku(x, y) (4.1.2)

elde edilir.

(ii) T (X) ⊆ S(X)

(iii) S(X) veya T (X), X in E tam alt uzayıdır.

Bu taktirde S ve T , X de bir tek çakıșık noktaya sahiptir. Ayrıca S ve T zayıf

uyușabilir ise o zaman X de bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

İspat.

x0, x1 ∈ X olsun. (xn) dizisini her n ∈ N için

Sxn+1 = Txn = yn

olacak șekilde tanımlansın. İlk olarak her n için

d(yn, yn+1) ≤ kd(yn−1, yn) (4.1.3)

olduğunu gösterelim. Her n için

d(yn, yn+1) = d(Txn, Txn+1) ≤ ku(xn, xn+1)

koșulu sağlanır. Șimdi așağıdaki durumlara sahip olduğumuzu düșünelim. Eğer

u(xn, xn+1) = d(yn−1, yn)

varsa 4.1.3 sağlanır. Eğer

u(xn, xn+1) = d(y,n yn+1)
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ise Remark 1 ’e göre d(yn, yn+1) = 0 ve 4.1.3 koșulu sağlanır. Son olarak

u(xn, xn+1) =
1

2
d(yn−1, yn+1)

olduğunu varsayalım. Bu taktirde

d(yn, yn+1) ≤ k

2
d(yn−1, yn+1) ≤ k

2
d(yn−1, yn) +

1

2
d(yn, yn+1)

dır ve 4.1.3 sağlanmıș olur.

d(yn, yn+1) ≤ knd(y0, y1)

olduğunu biliyoruz. Böylece her n ve p için

d(yn, yn+p) ≤ d(yn, yn+1) + d(yn+1, yn+2) + ... + d(yn+p−1, yn+p)

≤ (kn + kn+1 + ... + kn+p−1)d(y0, y1)

≤ kn

1− k
d(y0, y1)

sağlanır. E, Archimedean olduğu için (yn) dizisi bir E −Cauchy dizisidir. S aralığı

T aralığını içerdiğinden ve en az birinin aralığı E− tam olduğundan

d,E

Sxn → z

koșulunu sağlayan bir z ∈ S(X) vardır. Dolayısıyla E de

an ↓ 0 ve d(Sxn, z) ≤ an

koșulunu sağlayan bir (an) dizisi vardır. Diğer taraftan

Sw = z

olacak șekilde w ∈ X bulunur.

Tw = z
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olduğunu gösterelim. Her n için

d(Tw, z) ≤ d(Tw, Txn) + d(Txn, z) ≤ ku(xn, w) + an+1

vardır.

u(xn, w) ∈
{

d(Sxn, Sw), d(Sxn, Txn), d(Sw, Tw),
1

2
[d(Sxn, Tw) + d(Sw, Txn)]

}

olduğundan așağıdaki dört durumdan en az biri geçerlidir.

1.Durum: d(Tw, z) ≤ d(Sxn, Sw) + an+1 ≤ an + an+1 ≤ 2an

2.Durum: d(Tw, z) ≤ d(Sxn, Txn) + an+1 ≤ d(Sxn, z) + 2an+1 ≤ 3an

3.Durum: d(Tw, z) ≤ kd(Sw, Tw)+an+1 ≤ kd(Tw, z)+an yani d(Tw, z) ≤ 1
1−k

an

olur.

4.Durum:

d(Tw, z) ≤ 1

2
[d(Sxn, Tw) + d(Sw, Txn)] + an+1

≤ 1

2
d(Sxn, Tw) +

3

2
an+1

≤ 1

2
d(Sxn, z) +

1

2
d(Tw, z) +

3

2
an

≤ 1

2
d(Tw, z) + 2an

olduğundan d(Tw, z) ≤ 4an elde edilir.

Son eșitliğin sağ tarafının üzerindeki dizilerin infimumu sıfır olduğu için

d(Tw, z) = 0

yani

Tw = z
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dir. Bu nedenle z, S ve T nin bir çakıșık noktasıdır. Eğer z1 diğer bir çakıșık

nokta ise

z1 = Tw1 = Sw1

koșulunu sağlayan w1 ∈ X vardır.

u(w,w1) ∈
{

d(Sw, Sw1), d(Sw, Tw), d(Sw1, Tw1),
1

2
[d(Sw, Tw1) + d(Sw1, Tw)]

}

= {0, d(z, z1)}

iken

d(z, z1) = d(Tw, Tw1) ≤ ku(w,w1)

olur. Bu yüzden

d(z, z1) = 0

yani

z = z1

elde edilir. Eğer S ve T zayıf uyușabilir ise z, S ve T nin bir tek ortak sabit

noktasıdır. (Abbas ve Jungck, 2008)

Teorem 4.1.5. (Altun ve Çevik, 2011)

X bir E Archimedean ile vektör metrik uzayı olsun. S, T : X → X dönüșümlerinin

așağıdaki koșulları sağladığını varsayalım.

(i) Her x, y ∈ X için k ∈ [0, 1) sabit bir sayı ve

u(x, y) ∈
{

d(Sx, Sy),
1

2
[d(Sx, Tx), d(Sy, Ty)],

1

2
[d(Sx, Ty) + d(Sy, Tx)]

}

olmak üzere

d(Tx, Ty) ≤ ku(x, y) (4.1.4)

olsun.

(ii) T (X) ⊆ S(X)

(iii) S(X) veya T (X), X in E tam alt uzayıdır.
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Bu taktirde S ve T , X de bir tek çakıșık noktaya sahiptir. Ayrıca S ve T zayıf

uyușabilir ise o zaman X de bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

İspat.

Teorem 4.1.4 ün ispatında olduğu gibi dizileri (xn) ve (yn) olarak tanımlayalım. İlk

önce her n için

d(yn, yn+1) ≤ kd(yn−1, yn) (4.1.5)

olduğunu gösterelim. Her n için

d(yn, yn+1) = d(Txn, Txn+1) ≤ ku(xn, xn+1)

dir. Teorem 4.1.4 de olduğu gibi üç durum vardır.

u(xn, xn+1) = d(yn−1, yn)

u(xn, xn+1) =
1

2
[d(yn−1, yn) + d(yn, yn+1)]

ve

u(xn, xn+1) =
1

2
d(yn−1, yn+1)

Birinci ve üçüncü durumlar Teorem 4.1.4 dün ispatında gösterilmiștir. Sadece ikinci

durumu gösterelim.

u(xn, xn+1) =
1

2
[d(yn−1, yn) + d(yn, yn+1)]

ise 4.1.4 den

d(yn, yn+1) ≤ 1

2
[d(yn−1, yn) + d(yn, yn+1)] ≤ k

2
d(yn−1, yn) +

1

2
d(yn, yn+1)

dolayısıyla 4.1.5 sağlanır. Teorem 4.1.4 ün ispatında (yn) dizisinin bir E − Cauchy

dizisi olduğu gösterilmiștir. Bu taktirde

Sw = z, d(Sxn, z) ≤ an ve an ↓ 0
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koșullarını sağlayan E de z ∈ S(X), w ∈ X ve (an) dizisi vardır. Șimdi

Tw = z

olduğunu gösterelim. Her n için

d(Tw, z) ≤ d(Tw, Txn) + d(Txn, z) ≤ u(xn, w) + an+1

dir.

u(xn, w) ∈
{

d(Sxn, Sw),
1

2
[d(Sxn, Txn), d(Sw, Tw)],

1

2
[d(Sxn, Tw) + d(Sw, Txn)]

}

olduğundan her n için üç durumdan en az biri sağlanır. Yalnızca

u(xn, w) =
1

2
[d(Sxn, Txn) + d(Sw, Tw)]

durumunu düșünelim. Çünkü diğer iki durum Teorem 4.1.4 ün ispatından görülebilir.

d(Tw, z) ≤ 1

2
[d(Sxn, Txn) + d(Sw, Tw)] + an+1

≤ 1

2
d(Sxn, z) +

1

2
d(Txn, z) +

1

2
d(Tw, z) + an+1

≤ 1

2
an +

1

2
d(Tw, z) +

3

2
an+1

≤ 1

2
d(Tw, z) + 2an

koșulu sağlanır yani

d(Tw, z) ≤ 4an

dir. 4an ↓ 0 olduğundan

Tw = z

olur. Dolayısıyla z, S ve T nin bir çakıșık noktasıdır. z nin tek olduğu Teorem

4.1.4 ün ispatındaki gibi gösterilebilir. Ayrıca S ve T zayıf uyușabilirse (Abbas ve

Jungck, 2008) dan S ve T nin bir tek ortak sabit noktası vardır.
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Teorem 4.1.6. (Altun ve Çevik, 2011)

X, bir E Archimedeanı ile vektör metrik uzayı olsun. S, T : X → X dönüșümlerinin

așağıdaki koșulları sağladığını varsayalım.

(i) a,b,c,e,f negatif olmayan sayılar ve

b + c + e + f + g < 1

olmak üzere her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) ≤ bd(Sx, Tx)+cd(Sy, Ty)+ed(Sx, Ty)+fd(Sy, Tx)+gd(Sx, Sy)

(4.1.6)

sağlansın;

(ii) T (X) ⊆ S(X) olsun;

(iii) S(X) veya T (X), X in E tam alt uzayıdır olsun.

Bu taktirde S ve T , X de bir tek çakıșık noktaya sahiptir. Ayrıca S ve T zayıf

uyușabilir ise o zaman X de bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

İspat.

Teorem 4.1.4 ün ispatında olduğu gibi dizileri (xn) ve (yn) olarak tanımlayalım. Bazı

k ∈ [0, 1) ve her n için

d(yn, yn+1) ≤ kd(yn−1, yn) (4.1.7)

olduğunu gösterelim. Her n için

Sxn+1 = Txn = yn

olduğunu düșünelim. Bu taktirde her n için

d(yn, yn+1) ≤ (b + g)d(yn−1, yn) + cd(yn, yn+1) + ed(yn−1, yn+1)
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ve

d(yn+1, yn) ≤ bd(yn, yn+1) + (c + g)d(yn−1, yn) + fd(yn−1, yn+1)

dir. Böylece

d(yn, yn+1) ≤ b + c + e + f + 2g

2− (b + c + e + f)
d(yn−1, yn)

elde edilir.

k =
b + c + e + f + 2g

2− (b + c + e + f)

seçersek k ∈ [0, 1) ve 4.1.7 koșulu sağlanır. Teorem 4.1.4 ün ispatında (yn) dizisinin

bir E − Cauchy dizisi olduğu gösterilmiștir. Bu taktirde

Sw = z, d(Sxn, z) ≤ an ve an ↓ 0

koșullarını sağlayan E de z ∈ S(X), w ∈ X ve (an) dizisi vardır. Șimdi

Tw = z

olduğunu gösterelim. Her n için

d(Tw, z) ≤ d(Tw, Txn) + d(Txn, z)

≤ (b + f)d(Tw, z) + (c + f + g)d(Sxn, z) + (c + e + 1)d(Txn, z)

≤ (b + f)d(Tw, z) + (c + f + g)an + (c + e + 1)an+1

≤ (b + f)d(Tw, z) + (2c + e + f + g + 1)an

yani

d(Tw, z) ≤ 2c + e + f + g + 1

1− (b + f)
an

dir. Bu taktirde

d(Tw, z) = 0

yani

Tw = z
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dir. Dolayısıyla z, S ve T nin bir çakıșık noktasıdır. z nin tek olduğu Teorem 4.1.4

ün ispatındaki gibi gösterilebilir. Ayrıca S ve T zayıf uyușabilirse (Abbas ve Jungck,

2008) dan S ve T nin bir tek ortak sabit noktası vardır.

Sonuç 4.1.7.

X, bir E Archimedeanı ile vektör metrik uzay olsun. S, T : X → X dönüșümlerinin

așağıdaki koșulları sağladığını varsayalım.

(i) Her x, y ∈ X için k < 1 olmak üzere

d(Tx, Ty) ≤ kd(Sx, Sy) (4.1.8)

dir.

(ii) T (X) ⊆ S(X)

(iii) S(X) veya T (X), X in E tam alt uzayıdır.

Bu taktirde S ve T , X de bir tek çakıșık noktaya sahiptir. Ayrıca S ve T zayıf

uyușabilir ise o zaman X de bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Örnek 4.1.8. (Altun ve Çevik, 2011)

E = R2 koordinatsal sıralamayla düșünelim ve eșitlik sıralamasına göre E = R2,

X = R

d(x, y) = (|x− y|, a|x− y|), a > 0, Tx = x2 + 1 ve Sx = 2x2

olsun. Burada R2 sözlük sıralamayla Archimedean değildir. Bu yüzden biz bu

sıralamayı kullanamayız. Bu taktirde her x, y ∈ X için k ∈ [1
2
, 1) olmak üzere

d(Tx, Ty) =
1

2
d(Sx, Sy) ≤ kd(Sx, Sy)

T (X) = [1,∞) ⊆ [0,∞) = S(X) ve T (X), X in tam alt uzayı olsun. Dolayısıyla

Sonuç 4.1.7 nin tüm koșulları sağlanmıș olur. Böylece S ve T , X de bir tek çakıșık

noktaya sahiptir.

Dikkat edilirse Örnek 4.1.8 de

x = 1 ile y = −1
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için z = 2 ∈ X olduğundan z, S ve T nin çakıșık noktasıdır yani

2 = T (1) = S(1) = T (−1) = S(−1)

dir. Fakat S ve T bir ortak sabit noktaya sahip değildir. Çünkü

TS(1) = T (2) = 5 6= 8 = S(2) = ST (1)

olduğundan zayıf uyușabilir değillerdir.

Așağıdaki teoremler ve sonuçlar Jungck (Jungck, 1988), Arshad ve ark., (Arshad ve

ark., 2009), Abbas ve ark. (Abbas ve ark., 2010) ve Rahime ve ark. (Rahimi ve

Soleimani Rad, 2014) nın bazı sabit nokta sonuçlarının vektör metrik versiyonudur.

Teorem 4.1.9. (Altun ve Soleimani Rad, 2016)

X, bir E Archimedeanı ile vektör metrik uzay olsun. f, g, T : X → X dönüșümlerinin

așağıdaki koșulları sağladığını varsayalım.

(i) Her x, y ∈ X için ve k ∈ (0, 1) sabit bir sayı olmak üzere

d(fx, gy) ≤ kux,y(f, g, T ) (4.1.9)

ve

ux,y(f, g, T ) ∈
{

d(Tx, Ty), d(fx, Tx), d(gy, Ty),
1

2
[d(fx, Ty) + d(gy, Tx)]

}

(4.1.10)

(ii) f(X) ∪ g(X) ⊂ T (X)

(iii) f(X), g(X) ya da T (X) den biri X in E tam alt uzayıdır. O zaman {f, T}
ve {g, T}, X in bir tek çakıșık noktasına sahiptir. Eğer {f, T} ve {g, T} zayıf

uyușabilir ise f, g ve T , X in bir tek ortak sabit noktasına sahiptir.

İspat.

X in keyfi bir noktası x0 olsun. f(X) ⊂ T (X) olduğundan x1 ∈ X vardır öyle ki

f(x0) = T (x1) = y1
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g(X) ⊂ T (X) olduğundan x2 ∈ X vardır öyle ki

g(x1) = T (x2) = y2

ve bu șekilde devam edersek n = 0, 1, ... için

∃x2n+1 ∈ X için y2n+1 = fx2n = Tx2n+1

∃x2n+1 ∈ X için y2n+2 = gx2n+1 = Tx2n+2

İlk olarak her n için

d(y2n+1, y2n+2) ≤ kd(y2n, y2n+1) (4.1.11)

olduğunu gösterelim. 4.1.9 dan n = 1, 2, ... için ve

ux2n,x2n+1(f, g, T ) ∈ {d(Tx2n, Tx2n+1), d(fx2n, Tx2n), d(gx2n+1, Tx2n+1),

d(fx2n, Tx2n+1) + d(gx2n+1, Tx2n)

2

}

=

{
d(y2n, y2n+1), d(y2n+1, y2n), d(y2n+2, y2n+1),

d(y2n+1, y2n+1) + d(y2n+2, y2n)

2

}

=

{
d(y2n, y2n+1), d(y2n+1, y2n+2),

d(y2n+2, y2n)

2

}

olmak üzere

d(y2n+1, y2n+2) = d(fx2n, gx2n+1) ≤ kux2n,x2n+1(f, g, S, T )

elde edilir. Eğer

ux2n,x2n+1(f, g, T ) = d(y2n, y2n+1)

ise o zaman 4.1.11 denklemi sağlanır. Eğer

ux2n,x2n+1(f, g, T ) = d(y2n+1, y2n+2)
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ise o zaman Lemma 2.1.14 e göre

d(y2n+1, y2n+2) = 0

ve 4.1.11 denklemi sağlanır. Son olarak

ux2n,x2n+1(f, g, T ) =
d(y2n, y2n+2)

2

olduğunu varsayalım. Bu taktirde 4.1.11 denklemini sağlayan

d(y2n+1, y2n+2) ≤ k

2
d(y2n, y2n+1) +

1

2
d(y2n+1, y2n+2)

eșitsizliği vardır. Benzer șekilde

d(y2n+2, y2n+3) ≤ kd(y2n+1, y2n+2) (4.1.12)

denklemi vardır. 4.1.11 ve 4.1.12 eșitsizliklerinden

d(yn, yn+1) ≤ knd(y0, y1) (4.1.13)

elde edilir. Her n ve p için 4.1.13 denklemi kullanılarak

d(yn, yn+p) ≤ d(yn, yn+1) + d(yn+1, yn+2) + ... + d(yn+p−1, yn+p)

≤ (kn + kn+1 + ... + kn+p−1)d(y0, y1)

≤ kn

1− k
d(y0, y1)

elde edilir. E, Archimedean olduğu için {yn} bir E − Cauchy dizisidir. T (X) in

tam olduğunu kabul edelim. Bu taktirde T (X) de

Tx2n = y2n →d,E v ve Tx2n+1 = y2n+1 →d,E v
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olacak șekilde bir v vardır. Dolayısıyla E de

an ↓ 0, d(Tx2n, v) ≤ an ve d(Tx2n+1, v) ≤ an+1

koșullarını sağlayan bir {an} dizisi vardır. T , X üzerinde kendi içine dönüșüm olduğu

için

Tw = v

olacak șekilde w ∈ X vardır. Șimdi

gw = v

olduğunu ispatlayalım. Her n için

ux2n,w(f, g, T ) ∈
{

d(Tx2n, Tw), d(fx2n, Tx2n), d(gw, Tw),
d(fx2n, Tw) + d(gw, Tx2n)

2

}

=

{
d(y2n, v), d(y2n+1, y2n), d(gw, v),

d(y2n+1, v) + d(gw, y2n)

2

}

olmak üzere

d(v, gw) ≤ d(v, fx2n) + d(fx2n, gw) ≤ an+1 + kux2n,w(f, g, T )

olduğunu düșünelim. Burada dört durum vardır.

1.Durum: d(v, gw) ≤ kd(y2n, v) + an+1 ≤ an + an+1 ≤ 2an

2.Durum: d(v, gw) ≤ kd(y2n+1, y2n) + an+1 ≤ an+1 + 2an ≤ 3an

3.Durum: d(v, gw) ≤ kd(v, gw) + an+1 ≤ kd(v, gw) + an böylece d(v, gw) ≤ 1
1−k

an

4.Durum: d(v, gw) ≤ d(y2n+1,v)+d(gw,y2n)
2

+ an+1 ≤ 1
2
d(v, gw) + 2an

olduğundan d(v, gw) ≤ 4an elde edilir.

Son eșitliğin sağ tarafındaki dizilerin infimumu sıfır olduğu için

d(v, gw) = 0
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yani

gw = v

dir. Böylece

gw = Tw = v

yani v, g ve T dönüșümlerinin bir çakıșma noktasıdır ve w, g ve T dönüșümlerinin

bir çakıșık noktasıdır. Șimdi

fw = v

olduğunu gösterelim. Her n için

uw,x2n+1(f, g, T ) ∈ {d(Tw, Tx2n+1), d(fw, Tw), d(gx2n+1, Tx2n+1),

d(fw, Tx2n+1) + d(gx2n+1, Tw)

2

}

olmak üzere

d(fw, v) ≤ d(fw, gx2n+1) + d(gx2n+1, v) ≤ an + kuw,x2n+1(f, g, T )

denklemini düșünelim. Burada dört durum bulunur.

1.Durum: d(fw, v) ≤ an + d(v, y2n+1) ≤ an + an+1 ≤ 2an

2.Durum: d(fw, v) ≤ 1
1−k

an olduğunda d(fw, v) ≤ an + kd(fw, v)

3.Durum: d(fw, v) ≤ an + kd(y2n+2, y2n+1) ≤ 3an

4.Durum: d(fw, v) ≤ an + d(fw,y2n+1)+d(gx2n+2,v)
2

≤ 2an + 1
2
d(fw, v)

olduğundan d(fw, v) ≤ 4an elde edilir.

Son eșitsizliğin sağ tarafındaki dizilerin infimumu sıfır olduğu için

d(fw, v) = 0

yani

fw = v
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dir. Böylece

fw = Tw = v

yani v, f ve T dönüșümlerinin bir çakıșma noktasıdır ve w, f ve T dönüșümlerinin

bir çakıșık noktasıdır.

Șimdi v nin {f, T} ve {g, T} çiftlerinin bir tek çakıșık noktası olduğunu gösterelim.

v
′ de bu üç dönüșümün bir çakıșık noktası olsun bu taktirde w

′ ∈ X için

fw
′
= gw

′
= Tw

′
= v

′

dir. Șimdi

uw,w′ (f, g, T ) ∈
{

d(Tw, Tw
′
), d(fw, Tw), d(gw

′
, Tw

′
),

d(fw, Tw
′
) + d(gw

′
, Tw)

2

}

=
{

0, d(v, v
′
)
}

olmak üzere

d(v, v
′
) = d(fw, gw

′
) ≤ kuw,w

′ (f, g, T )

dir. Dolayısıyla

d(v, v
′
) = 0

yani

v = v
′

dir. Eğer {f, T} ve {g, T} zayıf uyușabilir ise v Tanım 2.1.20 den f, g ve T

nin bir tek ortak sabit noktasıdır.

f(X) ve g(X) in tam olma durumları için ispatlar benzerdir.

Sonuç 4.1.10. (Altun ve Soleimani Rad, 2016)

X bir E Archimedeanı ile vektör metrik uzay olsun. f, T : X → X dönüșümlerinin

așağıdaki koșulları sağladığını varsayalım.
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(i) Her x, y ∈ X için ve k ∈ (0, 1) sabit bir sayı ve

ux,y(f, T ) ∈
{

d(Tx, Ty), d(fx, Tx), d(fy, Ty),
1

2
[d(fx, Ty) + d(fy, Tx)]

}

olmak üzere

d(fx, fy) ≤ kux,y(f, T )

dir.

(ii) f(X) ⊂ T (X)

(iii) f(X) veya T (X) den biri X in E tam alt uzayıdır. O zaman {f, T}, X de bir

tek çakıșık noktasına sahiptir. Eğer {f, T} zayıf uyușabilir ise f ve T , X te

bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Örnek 4.1.11. (Altun ve Soleimani Rad, 2016)

E = R2,

(x1, y1) ≤ (x2, y2)

tarafından tanımlanan koordinatsal sıralamaya sahiptir ancak ve ancak

x1 ≤ x2 ve (y1, y2) ,

X = R ve c > 0 olmak üzere

d(x, y) = (|x− y|, c|x− y|)

ise

fx = x2 + 2 ve Tx = 3x2

dönüșümlerini tanımlayalım. k =∈ [1/3, 1) ve ux,y(f, T ) = d(Tx, Ty) olmak üzere

d(fx, fy) =
1

3
d(Tx, Ty) ≤ kux,y(f, T )

dir. Ayrıca

f(X) = [2,∞) ⊂ [0,∞) = T (X) ve f(X)
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X in E tam alt uzayıdır. Dolayısıyla Sonuç 4.1.10 nun tüm koșulları sağlanır. Sonuç

olarak f ve T , X de bir tek çakıșık noktaya sahiptir.

v = 3 ∈ X

f ve T nin bir tek çakıșık noktasıdır ve

x1 = 1 ve x2 = −1

f ve T nin çakıșık noktalarıdır. f ve T zayıf uyușabilir olmadığı için bir ortak sabit

noktaya sahip değildir.

R2 sözlük sıralama bağıntısına göre Archimedean olmadığından yukarıdaki örnek

için E = R2 de

(x1, y1) ≤ (x2, y2) ⇔ x1 < x2

yada

x1 = x2 ve (y1, y2)

șeklinde tanımlanan bu sıralamayı kullanamayız. Așağıdaki sonuç Fishers’in iyi

bilinen sonucunu (Fisher, 1981) E Archimedeanı ile vektör metrik uzaylara genișletir.

Sonuç 4.1.12.

X bir E Archimedeanı ile vektör metrik uzay olsun. f, g, T : X → X dönüșümlerinde

her x, y ∈ X ve k < 1 için

d(fx, gy) ≤ kd(Tx, Ty)

denkleminin sağlandığını kabul edelim. f(X) ∪ g(X) ⊂ T (X) ve f(X), g(X) yada

T (X) den biri X in E − tam alt uzayıdır. O zaman {f, T} ve {g, T}, X de bir tek

çakıșık noktaya sahiptir. Eğer {f, T} ve {g, T} zayıf uyușabilir ise f, g ve T , X de

bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Teorem 4.1.13. (Altun ve Soleimani Rad, 2016)

X, bir E Archimedeanı ile vektör metrik uzay olsun. f, g, T : X → X dönüșümlerinin

așağıdaki koșulları sağladığını varsayalım.
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(i) Her x, y ∈ X ve ki (i = 1, 2, ..., 5) negatif olmayan sabitleri için

k1 + k2 + k3 + 2 max{k4, k5} < 1

olmak üzere

d(fx, gy) ≤ k1d(Tx, Ty)+k2d(fx, Tx)+k3d(gy, Ty)+k4d(fx, Ty)+k5d(gy, Tx)

(4.1.14)

(ii) f(X) ∪ g(X) ⊂ T (X)

(iii) f(X), g(X) veya T (X) den biri X in E − tam alt uzayıdır.

Bu taktirde {f, T} ve {g, T}, X de bir tek çakıșık noktaya sahiptir. Eğer {f, T} ve

{g, T} zayıf uyușabilir ise f ,g ve T , X te bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

İspat.

Teorem 4.1.9 un ispatında olduğu gibi {xn} ve {yn} dizilerini tanımlayalım. 4.1.18

dan

d(y2n+1, y2n+2) = d(fx2n, gx2n+1)

≤ k1d(y2n, y2n+1) + k2d(y2n+1, y2n) + k3d(y2n+2, y2n+1)

+k4d(y2n+1, y2n+1) + k5d(y2n+2, y2n)

dir. Sonuç olarak

a =
k1 + k2 + k5

1− k3 − k5

< 1

olmak üzere

d(y2n+1, y2n+2) ≤ ad(y2n, y2n+1) (4.1.15)

dir. Benzer șekilde

d(y2n+3, y2n+2) = d(fx2n+2, gx2n+1)

≤ k1d(y2n+2, y2n+1) + k2d(y2n+3, y2n+2) + k3d(y2n+2, y2n+1)
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+k4d(y2n+3, y2n+1) + k5d(y2n+2, y2n+2)

dir. Sonuç olarak

a =
k1 + k3 + k4

1− k2 − k4

< 1

olmak üzere

d(y2n+3, y2n+2) ≤ ad(y2n+2, y2n+1) (4.1.16)

dir. 4.1.15 ve 4.1.16 denklemlerinden

d(yn, yn+1) ≤ and(y0, y1)

elde edilir. Teorem 4.1.9 ile benzer argümanlarla {yn} dizisinin bir E − Cauchy

dizisi olduğu görüldü. T (X) in tam olduğunu kabul edelim. Bu taktirde T (X) de

Tx2n = y2n
d,E→ v ve Tx2n+1 = y2n+1

d,E→ v

olacak șekilde bir v vardır. T , X üzerinde kendi içine dönüșüm olduğu için

Tw = v

olacak șekilde w ∈ X vardır. Șimdi

fw = v

olduğunu ispatlayalım. Bunun için

d(fw, v) ≤ d(fw, gx2n+1) + d(gx2n+1, v)

≤ k1d(Tw, Tx2n+1) + k2d(fw, Tw) + k3d(gx2n+1, Tx2n+1)

+k4d(fw, Tx2n+1) + k5d(gx2n+1, Tw) + d(gx2n+1, v)

≤ (k1 + k3 + k4)d(v, Tx2n+1) + (k2 + k4)d(fw, v) + (k3 + k5 + 1)d(gx2n+1, v)
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olduğunu düșünelim. Sonuç olarak her n için

d(fw, v) ≤ k1 + 2k3 + k4 + k5 + 1

1− k2 − k4

an

elde edilir. Böylece

d(fw, v) = 0

yani

fw = v

dir. Böylece

fw = Tw = v

yani v, f ve T dönüșümlerinin bir çakıșma noktasıdır ve w, f ve T dönüșümlerinin

bir çakıșık noktasıdır. Șimdi

gw = v

olduğunu gösterelim.

d(v, gw) ≤ d(v, fx2n) + d(fx2n, gw)

≤ d(v, fx2n) + k1d(Tx2n, Tw) + k2d(fx2n, Tx2n)

+k3d(gw, Tw) + k4d(fx2n, Tw) + k5d(gw, Tx2n)

≤ (k1 + k3 + k5)d(v, Tx2n) + (k3 + k5)d(gw, v) + (k2 + k4 + 1)d(fx2n, v)

dir. Sonuç olarak her n için

d(gw, v) ≤ k1 + 2k2 + k4 + k5 + 1

1− k3 − k5

an

elde edilir. Böylece

d(gw, v) = 0

yani

gw = v
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dir. Böylece

gw = Tw = v

yani v, g ve T dönüșümlerinin bir çakıșık noktasıdır. Șimdi v nin {f, T} ve {g, T}
çiftlerinin bir tek çakıșık noktası olduğunu gösterelim. v

′ de bu üç dönüșümün bir

çakıșık noktası olsun. Bu taktirde w
′ ∈ X için

fw
′
= gw

′
= Tw

′
= v

′

dir. Șimdi

d(v, v
′
) = d(fw, gw

′
)

≤ k1d(Tw, Tw2) + k2d(fw, Tw) + k3d(gw
′
, T

′
) + k4d(fw, Tw

′
) + k5d(gw

′
, Tw)

alalım. Böylece

d(v, v
′
) = 0

yani

v = v
′

d̈ır. Eğer {f, T} ve {g, T} zayıf uyușabilir ise v Tanım 2.1.20 den f , g ve T -nin bir

tek ortak sabit noktasıdır.

g(X) veya T (X) in tam olma durumları için ispatlar benzerdir.

Sonuç 4.1.14. (Altun ve Soleimani Rad, 2016)

X bir E Archimedeanı ile vektör metrik uzay olsun. f, T : X → X dönüșümlerinin

așağıdaki koșulları sağladığını varsayalım.

(i) Her x, y ∈ X ve ki (i = 1, 2, ..., 5) negatif olmayan sabit sayıları için

k1 + k2 + k3 + 2 max{k4, k5} < 1
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olmak üzere

d(fx, fy) ≤ k1d(Tx, Ty)+k2d(fx, Tx)+k3d(fy, Ty)+k4d(fx, Ty)+k5d(fy, Tx)

(4.1.17)

(ii) f(X) ⊂ T (X)

(iii) f(X) veya T (X) den biri X in E − tam alt uzayıdır.

Bu taktirde {f, T}, X de bir tek çakıșık noktaya sahiptir. Eğer {f, T} zayıf uyușabilir
ise f ve T , X te bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Sonuç 4.1.15.

X bir E Archimedeanı ile vektör metrik uzay olsun. f : X → X dönüșümü așağıdaki

koșulları sağladığını varsayalım. Her x, y ∈ X ve ki (i = 1, 2, ..., 5) negatif olmayan

sabit sayıları için

k1 + k2 + k3 + k4 + k5 < 1

olmak üzere

d(fx, fy) ≤ k1d(x, y)+k2d(fx, x)+k3d(fy, y)+k4d(fx, y)+k5d(fy, x) (4.1.18)

dir. Bu taktirde f , X de bir tek sabit noktaya sahiptir.

Örnek 4.1.16. (Altun ve Soleimani Rad, 2016) Koordinatsal sıralamayla E = R2

alalım. Ayrıca (Arshad ve ark., 2009) daki gibi

X = {(X, 0) ∈ R2|0 ≤ x ≤ 1} ∪ {(0, x) ∈ R2|0 ≤ x ≤ 1}

olsun.

d((x, 0), (y, 0)) = (
4

3
|x− y|, |x− y|)

d((0, x), (0, y)) = (|x− y|, 2

3
|x− y|)

d((x, 0), (0, y)) = (
4

3
x + y, x +

2

3
y)
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șeklinde tanımlanan d : X × X → E dönüșümünü düșünelim. Bu taktirde X, E

tam vektör metrik uzayıdır. f : X → X alınırsa

f(x, 0) = (0, x) ve f(0, x) = (x/2, 0)

olmak üzere f

k1 = 3/4 ve k2 = k3 = k4 = k5 = 0

için 4.1.18 koșulunu sağlar. Sonuç 4.1.15 e göre f , X de bir tek sabit noktaya

sahiptir. Ancak f , X üzerindeki reel değerli d metriğinde bir büzülme dönüșümü

değildir. Bu nedenle metrik uzaylardaki Banach sabit nokta teoremi uygulanamaz.

X = E ve d mutlak değerli vektör metriği ise o zaman E Riesz uzayının ortak sabit

nokta sonuçlarını elde edebiliriz.
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5. TARTIȘMA VE SONUÇ

Bu tezde metrik uzaylardaki sabit nokta teorisi hakkında temel bilgilerden bahsedil-

miștir. Vektör metrik uzaylar üzerinde zayıf uyușabilirlik ve ortak sabit nokta

teoremleri verilmiștir. Metrik uzaylardaki sabit nokta teoremleri ile alakalı literatür

çalıșması yapılarak vektör metrik uzaylardaki önceden yapılmıș çalıșmalardan söz

edilmiștir. Banach sabit nokta teoremi, çakıșık nokta kavramları tanıtılarak büzülme

koșulunu sağlayan kendi üzerine dönüșümler için sabit nokta ve ortak sabit nokta

teoremleri verilmiștir. Dahası bu teoremlerin vektör metrik uzaylardaki genelleștirme-

lerinden bahsedilmiștir. Vektör metrik uzaylardaki bilinen sabit nokta teoremlerinin

bazı özel șartlar altındaki ispatları incelenebilir.
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