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ÖZET

Doktora Tezi

ZAMAN SKALASINDA ÜÇÜNCÜ MERTEBEDEN NEUTRAL
DİNAMİK DENKLEMLERİN ÇÖZÜMLERİNİN SALINIMLILIK

VE ASİMPTOTİK DAVRANIȘI

Orhan ÖZDEMİR

Gaziosmanpașa Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danıșman : Prof. Dr. Ercan TUNÇ

Bu tez çalıșmasında, ilk olarak üçüncü mertebeden adi ve fonksiyonel diferensiyel
denklemler ve zaman skalası analizi ile ilgili temel tanım, teorem ve sonuçlar üzerinde
duruldu. Ayrıca bu denklemlerin çeșitli bilim dallarındaki uygulamalarından örnekler
verildi. Daha sonra, zaman skalası üzerinde üçüncü mertebeden lineer olmayan
neutral bir dinamik denklem sınıfı ve dağılımlı sapma argümentli üçüncü mertebeden
lineer olmayan neutral bir dinamik denklem sınıfı göz önüne alınarak bu denklemlerin
çözümlerinin salınımlılık ve asimptotik davranıșı ile ilgili yeni sonuçlar verildi. Elde
edilen sonuçların önemi ve uygulanabilirliği farklı zaman skalaları üzerinde verilen
örneklerle açıklandı.

2018, 101 sayfa

ANAHTAR KELİMELER: Salınımlılık, asimptotik davranıș, üçüncü mertebe,
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ABSTRACT
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In this thesis study, firstly the basic definitions, theorems and results related to third
order ordinary and functional differential equations and time scale calculus have
been dwelled on. In addition, applications of these equations in various branches
of science have given. Next, a class of nonlinear neutral dynamic equations and a
class of nonlinear neutral dynamic equations with distributed deviating arguments
on time scales have been considered and new results concerning the oscillation
and asymptotic behavior of the solutions of these equations have been established.
Significance and applicability of the results obtained are explained by examples built
on different time scales.
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SİMGE ve KISALTMALAR

Simgeler Açıklamalar

T Zaman skalası

R Reel sayılar kümesi

R+ Pozitif reel sayılar kümesi

Z Tam sayılar kümesi

N Doğal sayılar kümesi

N0 Negatif olmayan tam sayılar kümesi

Q Rasyonel sayılar kümesi

C Kompleks sayılar kümesi

∆ Delta türev

∇ Nabla türev

σ İleri sıçrama operatörü

ρ Geri sıçrama operatörü

µ İleri graininess fonksiyonu

ν Geri graininess fonksiyonu

maxT T zaman skalasının maksimum elemanı

minT T zaman skalasının minimum elemanı

Tκ ∆− türevlenebilirlik bölgesi

Crd Sağ yoğun sürekli fonksiyonlar uzayı
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1. GİRİȘ

Son yıllarda, zaman skalasında dinamik denklemlerin çözümlerinin araștırılması

üzerine literatürde çok sayıda çalıșma yapılmıș, pür ve uygulamalı matematikte

önemli bir alan haline gelmiștir. Bu fikir, 1988 yılında yayınladığı doktora teziyle

sürekli ve ayrık analizi birleștirmeyi amaçlayan ve zaman skalasında dinamik

denklemler teorisi çalıșmalarını bașlatan Stefan Hilger’e (Hilger, 1988, 1990) aittir.

Bu yaklașım diferensiyel denklemler ve fark denklemleri teorilerini zaman skalasında

dinamik denklemler teorisi altında genelleștirmekte ve sonuçların bir kez diferensiyel

denklemler için ve bir kez de fark denklemleri için ispatlanmasına gerek duyulmadan

tek seferde her iki durum için de sonuçlar elde edilmesine olanak sağlamaktadır.

Bununla birlikte, daha sonraki yıllarda yapılan çalıșmalarda dinamik denklemler

teorisinin sadece diferensiyel ve fark denklemleri için değil, zaman skalasının seçimine

bağlı olarak, örneğin q-fark denklemleri gibi pek çok özel durum için de eșdeğer

sonuçlar verdiği görülmüștür. Ayrıca belirtilmelidir ki, zaman skalasında dinamik

denklemlerin kuantum mekaniği, elektrik mühendisliği, sinir ağları, kombinatorikler,

ısı transferi, ekonomi ve popülasyon dinamiğine kadar birçok uygulaması vardır

(Agarwal ve ark., 2016).

Bu yeni teorinin gelișmesiyle birlikte, hem pür hem de uygulamalı matematik farklı

türden dinamik denklemlerin çözümlerinin farklı özelliklerini inceleyerek geniș bir

literatür olușturmuștur. Pür matematik dinamik denklemlerin çözümlerinin varlık-

teklik teoremleri üzerinde çalıșırken, uygulamalı matematik ise çözümlerin kalitatif

davranıșları, yani çözümlerin salınımı, asimptotik davranıșları, kararlılığı, periyodik

yörüngeleri gibi özelliklerini incelemiștir. Kalitatif teorinin bir konusu olan salınım

teorisi de, uygulamalı matematiğin üzerinde en çok çalıșma yapılan ve hızla gelișen

konularından birisidir (Saker, 2010). Bununla birlikte, ikinci mertebeden dinamik

denklemlerle karșılaștırıldığında, üçüncü mertebeden dinamik denklemler hakkında,

özellikle de gecikmeli veya neutral tipten üçüncü mertebede dinamik denklemler

üzerine, ilgili literatürde daha az sayıda çalıșma olduğu görülmektedir. Üçüncü

mertebeden denklemlerin fizikî ve biyolojik süreçlerin matematiksel modellenmesin-

deki rolü ve üçüncü mertebeden diferensiyel denklemlerle ilgili bazı kesin sonuçların
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çok uzun zamandır bilindiği düșünülürse, bu tür denklemlerin ilerleyen yıllarda daha

fazla dikkat çekeceği söylenebilir.

Tezin Yapısı

Bu tez çalıșması beș bölümden olușmaktadır ve birinci bölümde kısa olarak tezde

ișlenecek konulardan bahsedilerek tezin yapısı ve ișleyiși anlatılmıștır. İkinci bölümde

ilk olarak üçüncü mertebeden diferensiyel denklemler, fark denklemleri ve q-fark

denklemlerinin farklı bilim dallarındaki çeșitli uygulamalarından bahsedilmiștir.

Daha sonra fonksiyonel diferensiyel denklemler ve uygulamaları hakkında genel bilgi

verilerek, bu denklemlerin sınıflandırılmasıyla ilgili tanımlar ve örnekler üzerinde

durulmuștur. Bununla birlikte, fonksiyonel diferensiyel denklemlerde görülen sapma

argümentinin, denklemin çözümlerinin salınımına yaptığı etki farklı mertebeden

örneklerle açıklanmıștır. Ardından zaman skalası teorisi genel hatlarıyla tanıtılmıș,

zaman skalasında ∆-türev, ∆-integral ve genelleștirilmiș integraller konularının,

temel tanım, teorem ve özellikleri üzerinde durulmuștur. Üçüncü bölümde, α pozitif

tek tam sayıların bir oranı ve T bir zaman skalası olmak üzere, üçüncü mertebeden

lineer olmayan neutral

(
r(t)

(
(x(t) + p(t)x(g(t)))∆∆

)α)∆

+ f (t, x(h(t))) = 0

dinamik denkleminin çözümlerinin salınımlılık ve asimptotik davranıșı için, belirli

șartlar altında yeni sonuçlar elde edilmiș, ve bu sonuçların uygulanabilirliği örneklerle

açıklanmıștır. Dördüncü bölümde ise z(t) = x(t) + p(t)x(g(t)), i = 1, 2 için αi’ler

pozitif tek tam sayıların oranları ve 0 < a < b olacak șekilde a, b ∈ R olmak üzere,

üçüncü mertebeden dağılımlı sapma argümentli non-lineer neutral

[
r2(t)

((
r1(t)

(
z∆(t)

)α1
)∆

)α2
]∆

+

∫ b

a

q(t, ξ)f (x (φ(t, ξ))) ∆ξ = 0

dinamik denkleminin çözümlerinin salınımlılık ve asimptotik davranıșı üzerinde

durulmuștur. Sonuç kısmında ise elde edilen sonuçların öneminden bahsedilmiș ve

uygulanabileceği farklı denklem türlerinin bir kaçından örnekler verilerek çalıșma

tamamlanmıștır.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Üçüncü Mertebeden Diferensiyel Denklemler, Fark Denklemleri

ve q-Fark Denklemleri

Bu bölümde, zaman skalasında üçüncü mertebeden dinamik denklemlerin en iyi

bilinen özel durumları olan üçüncü mertebeden diferensiyel denklemler, fark

denklemleri ve q-fark denklemlerinin, çeșitli bilim dallarında ortaya çıkan prob-

lemlerin matematiksel modellemesinde oynadıkları rollerden örnekler verilmiștir.

İlgili literatür incelendiğinde, farklı yapıdaki üçüncü mertebeden diferensiyel, fark

ve q-fark denklemlerinin çözümleriyle ifade edilebilecek çok sayıda farklı problemin

mevcut olduğu açıktır. Konunun geniș uygulama alanını ayrıntılı olarak incelemek

isteyenler için, kaynaklar kısmında verilen ilgili referanslar yol gösterici olabilir.

Fizik, biyoloji ve mühendislikte büyük ilgiyle çalıșılan birçok konunun matematiksel

modellemesine üçüncü mertebeden diferensiyel denklemler karșılık gelir. Mühendislik

dallarının birçoğunda kayda değer bir önemi olan hidrodinamik problemlerinden

giriș-akıș fenomeni çalıșmalarında

x′′′ (t) + a (t) x′′ (t) + b (t) x′ (t) + c (t) x (t) = f (t) (2.1.1)

diferensiyel denklemi ortaya çıkar (Padhi ve Pati, 2014).

x′′′ (t)− λx′ (t)− 2x (t) x′ (t) = µ1 (Dx′) (t) + µ2 sin t, (2.1.2)

x (t + 2π) = x (t) ,

∫ π

−π

x (t) dt = 0 (2.1.3)

denklemi uzun dikdörtgen bir tank içinde yatay bir rezonans frekansında salınım

yapan suyun sabit akıșını açıklar (Padhi ve Pati, 2014). Jackiewicz ve ark. λ, γ, µ

ve υ reel parametreler ve υ + µ 6= 0 olmak üzere

x′ (t) = γx (t) +

∫ 1

0

(λ + µt + υs) x (s) ds, t ≥ 0 (2.1.4)

x (0) = 1 (2.1.5)

3



formundaki Volterra integro diferensiyel denkleminin çözümlerinin asimptotik

davranıșını

x′′′ (t) = γx′′ (t) + (λ + (µ + υ) t) x′ (t) + (2µ + υ) x (t) (2.1.6)

diferensiyel denklemi yardımıyla incelemiștir (Padhi ve Pati, 2014). Tiroid-pituitar

etkileșimin matematiksel teorisinin olușturulmasında, θ = θ (t) tiroid hormonunun

t anındaki konsantrasyonu ve α1, α2, α3, k ve c reel sabitler olmak üzere Danziger ve

Elemergreen’in

α3θ
′′′ + α2θ

′′ + α1θ
′ + (1 + k) θ = kc, θ < c (2.1.7)

ve

α3θ
′′′ + α2θ

′′ + α1θ
′ + θ = 0, θ > c (2.1.8)

üçüncü mertebeden lineer diferensiyel denklemlerini elde ettikleri görülmektedir. Bu

denklemler tiroid hormonunun zamana göre değișimini göstermektedir (Padhi ve

Pati, 2014). 1950lerin ilk yıllarında, Alan Lloyd Hodgkin ve Andrew Huxley, bir

kalamar sinirinde elektrik darbelerinin yayılımı için matematiksel bir model geliștirdi.

Hodgkin-Huxley modeli, nöronlar ve kardiyak miyosit gibi uyarılabilir hücrelerin

elektriksel özelliklerini yaklașık olarak veren lineer olmayan bir diferensiyel denk-

lemler sistemidir. Model, biyofizik ve nöronal modellemede çok önemli bir rol

oynamıștır. Daha sonra Hodgkin-Huxley modelinin indirgenmiș bir versiyonu

Nagumo tarafından ortaya konuldu. Nagumo, Hodgkin-Huxley denklemlerinin birçok

özelliğini tașıyan bir model olarak

x′′′ − cx′′ + f ′ (x) x′ − b

c
x = 0 (2.1.9)

formundaki üçüncü mertebeden diferensiyel denklemi önermiștir (Padhi ve Pati,

2014). Fiziksel uygulamalara örnek olarak, Vreeke and Sandquist, iki sıcaklık geri

beslemeli nükleer reaktör problemini modellemek için, bir üçüncü mertebe
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diferensiyel denklem sistemine eșdeğer olan

dx1

dt
= x1 (γ1 (1− x2) + γ2 (1− x3)) ,

dx2

dt
= γ3 (x1 − x2) ,

dx3

dt
= γ4 (x1 − x3) (2.1.10)

diferensiyel denklem sistemini öne sürdü. Bu denklem sisteminde x1 normalleștirilmiș

nötron yoğunluğu, x2 yakıt ile ilgili ve x3 moderatör ya da soğutucu ile ilgili olmak

üzere normalleștirilmiș sıcaklıklar, γ3 ve γ4 pozitif ısı transfer katsayıları, γ1 ve γ2

sıcaklık geri beslemesi ile ilișkili normalleștirilmiș etkin nötron ömrü parametreleridir

ve birinci denklemdeki reaktivite olarak adlandırılan γ1 (1− x2)+γ2 (1− x3) ifadesi

füzyon reaktöründeki nötronların çarpım faktörünün bir ölçümüdür (Padhi ve Pati,

2014). Kuramoto-Sivashinsky denklemi

ut + uxxxx + uxx +
1

2
u2 = 0 (2.1.11)

bir çok fiziksel problemin matematiksel modeli olarak karșımıza çıkar. Örneğin,

Kuramoto-Sivashinsky denklemi, reaksiyon difüzyon sistemlerinde model

formülasyonunu tanımlamak için sunulmuștur. Bu kısmi diferensiyel denklemin

hareketli dalga çözümlerini bulmak için c periyot olmak üzere u(x, ct) = u(x − ct)

dönüșümü kullanılırsa, λ bir parametre ve f bir çift fonksiyon olmak üzere, üçüncü

mertebeden lineer olmayan

λu′′′ (x) + u′ (x) + f (u) = 0 (2.1.12)

diferensiyel denklemi ile karșılașılır. Diğer yandan, (2.1.12) diferensiyel denkleminin

kalitatif davranıșı yardımıyla, (2.1.11) kısmi diferensiyel denkleminin kalitatif

davranıșı öngörülebilir (Padhi ve Pati, 2014).

Fark denklemleri teorisi, doğa bilimlerinin birçok dalında uygulamaları olması

açısından zengin bir literatür birikimine sahiptir. Kesikli ve sürekli argümanlara

sahip fark denklemleri, doğrusal olmayan olguların ve farklı sistemlerde meydana
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gelen süreçlerin anlașılmasında temel bir rol oynamaktadır (Sharkovsky ve ark.,

1993). a, b, c, d ≥ 0 ve c + d > 0 olmak üzere üçüncü mertebeden

xn+3 = axn+2 + bxne
−(cxn+2+dxn) (2.1.13)

fark denklemi bir böcek türünün popülasyon modeline karșılık gelir (Stević, 2003).

Ayrıca ekonomi, matematiksel biyoloji ve ayrık modellerin kullanıldığı birçok

matematiksel çalıșmada üçüncü mertebeden fark denklemleri ortaya çıkar (Graef

ve Thandapani, 1999).

XIX. yüzyılın ilk yıllarında çalıșılmaya bașlanan q-fark denklemleri teorisi, fark

denklemlerinin çok ilgi çeken bir alanıdır ve XX. yüzyılın bașından itibaren disiplinler

arası çalıșılan bir konu haline gelmiștir. q-fark denklemleri, kozmik sicimler ve

karadelikler, konformal kuantum mekaniği, nükleer fizik ve yüksek enerji fiziği gibi

çeșitli alanlarda önemli bir rol oynamaktadır (Ahmad ve Nieto, 2013; Yu ve Wang,

2014).

2.2. Fonksiyonel Diferensiyel Denklemler ve Uygulamaları

Uygulamalarda, birçok olgunun gelecekteki davranıșlarının bir adi diferensiyel

denklemin çözümleri ile tanımlandığı varsayılmaktadır ve bir adi diferensiyel

denklemde bilinmeyen fonksiyon ve onun türevleri aynı t anında değerlendirilir.

Bu yaklașımda, sistemin davranıșının geçmișten bağımsız olarak belirlendiği açıktır.

Ancak uygulamalı bilimlerde ortaya çıkan problemlerden anlașılacağı üzere, bazı

olaylar sadece șuan ki zamana değil, geçmiș ya da gelecek zamana da bağlı olabilir.

Bu nedenle, incelenen birçok model, adi diferensiyel denklemler yerine fonksiyonel

diferensiyel denklemler ile daha iyi temsil edilmektedir (Hale, 1971).

Eğer bir diferensiyel denklemde bilinmeyen fonksiyon ve onun türevleri, bağımsız

değișkenin (argüment) farklı değerlerine bağlı olarak ortaya çıkıyorsa bu tür

denklemlere fonksiyonel diferensiyel denklemler (functional differential equations)

veya sapma argümentli diferensiyel denklemler (differential equations with deviating

arguments) adı verilir (Zafer, 1992).
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Fonksiyonel diferensiyel denklemlerle ilgili ilk çalıșmalar, XVIII. yüzyılda Johann

Bernoulli’nin titreșen kablolarla bağlantılı spesifik bir yayılım problemini incelerken

y′ (t) = y (t− 1) (2.2.14)

denklemini göz önüne almasıyla bașlamıștır (Răsvan, 2006). Bununla birlikte, XIX.

yüzyılda ve XX. yüzyılın bașlarında konu ile ilgili çok az çalıșmanın olduğu

görülmektedir. Modern zamanlarda fonksiyonel diferensiyel denklemleri inceleyen

ilk araștırmacılardan Minorsky,

x′ (t) = F (t, x(t), x(t− r)) (2.2.15)

denkleminin iletișim süresinin ihmal edilemeyeceği basit geri beslemeli kontrol

sistemleri üzerindeki etkisi üzerine çalıșmıștır (Hale, 1971). Lord Cherwell, asalların

dağılımı üzerine yaptığı çalıșmada

x′ (t) = −αx (t− 1) (1 + x(t)) (2.2.16)

denklemi ile karșılașmıș, ayrıca bu denklemin değișik formları belirli bir türün gelișme

teorisinde matematiksel model olarak kullanılmıștır (Hale, 1971). Volterra, av-avcı

modelleri üzerine çalıșırken, N1 ve N2 sırasıyla avcı ve av sayılarını göstermek üzere

N ′
1 (t) =

[
ε1 − r1N2(t)−

∫ 0

−r

F1(−θ)N2(t + θ)dθ

]
N1 (t) , (2.2.17)

N ′
2 (t) =

[
−ε2 + r2N1(t) +

∫ 0

−r

F2(−θ)N1(t + θ)dθ

]
N2 (t) (2.2.18)

integro-diferensiyel denklemlerini incelemiștir (Hale, 1971). Kayıpsız iletim hatları

teorisinde, Miranker ve Brayton α, β, γ reel sabitler olmak üzere

v′ (t) = αv′ (t− r)− βv (t)− αγv (t− r) + F (v (t) , v (t− r)) (2.2.19)
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fonksiyonel diferensiyel denklemi ile karșılașmıștır (Hale, 1971). Elektrodinamikte

çarpıșma probleminin incelenmesinde, Driver, g(t) ≤ t olmak üzere

x′ (t) = f1 (t, x(t), x(g(t))) + f2 (t, x(t), x(g(t))) x′(g(t)) (2.2.20)

denklemini göz önüne almıștır (Hale, 1971).

x′′ (t) = f (t, x(t), x(t− r), x′(t), x′(t− r), x′′(t− r)) (2.2.21)

formundaki Euler denklemi bazı varyasyon problemlerinde ortaya çıkmaktadır (Hale,

1971). Bir nükleer reaktörde nötronların yavașlaması probleminde

x′ (t) = k(t + 1)x(t + 1)− k(t)x(t) (2.2.22)

denkleminin önemli rol oynadığı görülmektedir (Hale, 1971). Fonksiyonel diferensiyel

denklemlerin uygulamalı bilimlerdeki geniș kullanım alanını ayrıntılı olarak incelemek

isteyenler için Hale (Hale, 1971), Kolmanovskii ve Myshkis (Kolmanovskii ve Myshkis,

1999) ve Ladde, Lakshmikantham ve Zhang’in (Ladde ve ark., 1987) konu ile ilgili

eserleri referans olabilir.

Yukarıdaki örneklerde görüldüğü gibi, uygulamalarda ortaya çıkan birçok fonksiyonel

diferensiyel denklem türü bulunmaktadır. Bu denklemlerden bazıları sistemin sadece

geçmiș durumuna bağlı, bazıları geçmiș duruma ve geçmiș durumun değișim oranına

bağlı, bazıları da gelecek duruma bağlıdır. Çözümler, bu denklem türlerinin her biri

için farklı davranıșlar göstermektedir.

Bir gecikmeli fonksiyonel diferensiyel denklem (delay functional differential equation),

bilinmeyen fonksiyonun en yüksek mertebeden türevinin bağımsız değișkenin

(argüment) sadece bir değerine bağlı olduğu ve en yüksek mertebeden türevde

görülen bu argümentin, bilinmeyen fonksiyonun ve türevlerinin denklemde görülen

tüm argümentlerinden daha küçük olmadığı bir diferensiyel denklemdir (Zafer, 1992).
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Örneğin, (2.2.14), (2.2.15) ve

x′ (t) = 2x(t− 1) + tx(t/3) + 1 (2.2.23)

denklemleri gecikmeli diferensiyel denklemdir.

Bir ileri fonksiyonel diferensiyel denklem (advanced functional differential equation),

bilinmeyen fonksiyonun en yüksek mertebeden türevinin bağımsız değișkenin sadece

bir değerine bağlı olduğu ve en yüksek mertebeden türevde görülen bu argümentin,

bilinmeyen fonksiyonun ve türevlerinin denklemde görülen tüm argümentlerinden

daha büyük olmadığı bir diferensiyel denklemdir (Zafer, 1992). Örneğin, (2.2.22) ve

x′ (t) = −x(t + 2) + tx(t +
√

t) + t (2.2.24)

denklemleri ileri tipten diferensiyel denklemdir.

Bir karma fonksiyonel diferensiyel denklem (mixed functional differential equation),

bilinmeyen fonksiyonun en yüksek mertebeden türevinin bağımsız değișkenin sadece

bir değerine bağlı olduğu ve denklemde en yüksek mertebeden türevde görülen bu

argümentten, daha küçük ve daha büyük argümentlerin bulunduğu bir diferensiyel

denklemdir (Zafer, 1992). Örneğin,

x′ (t) = 2x(t− 3)− 2x(t + 2) + 1, (2.2.25)

x′′ (t) = x′(t + 1)x(t) + tx(t− 1) (2.2.26)

denklemleri karma diferensiyel denklemdir.

Bir neutral fonksiyonel diferensiyel denklem (neutral functional differential equation),

bilinmeyen fonksiyonun denklemde görülen en yüksek mertebeden türevinin hem

sapma argümentine bağlı hem de sapma argümentine bağlı olmadan görüldüğü bir

diferensiyel denklemdir (Zafer, 1992). Örneğin, (2.2.20), (2.2.21) ve

x′ (t) +
t

t + 1
x′ (t/2) = x(t− 2) + cos t (2.2.27)
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denklemleri neutral diferensiyel denklemdir.

Bir diferensiyel denklemin t’nin bazı değerleri için yukarıda belirtilen denklem

türlerinden birisine, t’nin farklı bazı değerleri için farklı bir türe ait olması da

mümkündür. Örneğin,

x′ (t) = f (t, x(t), x(t + sin t)) (2.2.28)

denklemi, sin t ≤ 0 șartının sağlandığı aralıklarda gecikmeli, sin t ≥ 0 șartının

sağlandığı aralıklarda ileri tipten diferensiyel denklemdir.

2.3. Sapma Argümentinin Salınıma Etkisi

Belirli formdaki denklemler hariç, genelde diferensiyel denklemlerin açık çözümlerinin

elde edilememesi yani çözümler için analitik ifade bulunamaması durumu,

araștırmacıları diferensiyel denklemlerin çözümlerini elde etmeden çözümlerin

davranıșlarını araștırmaya yöneltmiștir. Bu yaklașım diferensiyel denklemlerde

kalitatif (nitel) teori olarak bilinmektedir. Kalitatif teorinin önemli bir konusu

da salınım teorisidir. Salınım teorisinin temeli Jacques Charles François Sturm

tarafından yayınlanan (Sturm, 1836), kendine eșlenik ikinci mertebeden diferensiyel

denklemlerin çözümlerinin sıfırlarıyla ilgili iyi bilinen sonuçlara dayanmaktadır.

O zamandan beri farklı sınıftaki lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemlerin

çözümlerinin salınım davranıșı farklı yöntemlerle araștırılmıș ve araștırılmaya devam

edilmektedir.

Genel olarak, bir diferensiyel denklemin așikar olmayan bir çözümü, keyfi sayıda

yeterince büyük sıfırlara sahipse (yani sıfırlarının kümesi üstten sınırlı değilse) bu

çözüme salınımldır, aksi takdirde salınımsızdır denir (Erbe ve ark., 1995; Ladde

ve ark., 1987). Adi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin salınımlılığı hakkında

yapılan çalıșmaların büyük çoğunluğu ikinci ya da daha yüksek mertebeden

diferensiyel denklemleri kapsamaktadır. Çünkü birinci mertebeden lineer homojen

adi diferensiyel denklemlerin çözümleri salınımlı değildir. Ancak birinci mertebeden

fonksiyonel diferensiyel denklemler için durum oldukça farklıdır. Zira bu denklemler

10



salınımlı çözümlere sahip olabilir. Örneğin

x′ (t) + x (t) = 0

birinci mertebeden adi diferensiyel denklemi salınımlı çözümlere sahip değildir. Ancak

x′ (t) + x
(
t− π

2

)
= 0

ve

x′ (t)− x
(
t +

π

2

)
= 0

birinci mertebeden fonksiyonel diferensiyel denklemleri x1 = sin t ve x2 = cos t

salınımlı çözümlere sahiptir (Ladde ve ark., 1987). Diğer yandan,

x′ (t) +
3π

2
x (t + 1) = 0

ileri tipten diferensiyel denklemi x1(t) = cos 3πt
2

+sin 3πt
2

salınımlı çözümüne ve A bir

sabit ve s+(3/2)πes = 0 denkleminin bir kökü s olmak üzere x2(t) = Aest salınımsız

çözümüne sahiptir (Ladde ve ark., 1987).

İkinci mertebeden lineer homojen diferensiyel denklemlerin bütün çözümlerinin ya

salınımlı ya da salınımsız olduğu Sturm Ayırma Teoreminden bilinmektedir. Örneğin,

x′′ (t) + x (t) = 0

denkleminin bütün çözümleri salınımlı,

x′′ (t)− x (t) = 0 (2.3.29)

denkleminin bütün çözümleri salınımsızdır. Ancak (2.3.29) denklemi salınımsız

olmasına rağmen,

x′′ (t)− x (t− π) = 0
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fonksiyonel diferensiyel denkleminin x1 = sin t ve x2 = cos t salınımlı çözümleri

vardır. Ayrıca,

x′′ (t) + x (π − t) = 0

denklemi hem x1 = sin t șeklinde bir salınımlı çözüme hem de x2 = et−eπ−t șeklinde

bir salınımsız çözüme sahiptir (Ladde ve ark., 1987). Bir diferensiyel denklemde

neutral terimin varlığı salınıma neden olabileceği gibi, denklemin salınım özelliklerini

yok da edebilir. Örneğin,

(
e2tx′(t)

)′
+

(
e2t +

e2t+2

2

)
x (t) = 0

ikinci mertebeden diferensiyel denklemi ve

(
e2t

(
x(t) +

1

2e4
x(t− 2)

)′)′
+

(
e2t +

e2t+2

2

)
x (t) = 0

ikinci mertebeden neutral diferensiyel denklemi salınımlıdır. Ancak,

(
e2t

(
x(t) +

1

2
x(t− 2)

)′)′
+

(
e2t +

e2t+2

2

)
x (t) = 0

denkleminin salınımlı olmayan x(t) = e−t çözümü vardır. Bu durum, neutral terimin

farklı seçimlerinden kaynaklanmaktadır (Agarwal ve ark., 2014c). Ayrıca,

x′ (t) + x

(
t− 1

e

)
= 0

diferensiyel denklemi salınımsız çözümlere sahip olmasına rağmen, p ∈ (0, 1) reel bir

sabit olmak üzere olmak üzere

(x(t) + px(t− 1))′ + x

(
t− 1

e

)
= 0
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denkleminin bütün çözümleri salınımlıdır (Erbe ve ark., 1995).

x′ (t) = 2x (t)− y (t)

y′ (t) = x (t) + y (t)

diferensiyel denklem sistemini göz önüne alalım. Bu denkleme ait karakteristik

denklemin analizinden, her (x(t), y(t)) çözümünün salınımlı olduğu bilinmektedir.

Ancak

x′ (t) = 2x (t)− y

(
t− 1

3
ln 4

)

y′ (t) = x

(
t− 1

3
ln 4

)
+ y (t)

gecikmeli fonksiyonel diferensiyel denklem sistemi, salınımsız x(t) = exp ((3/2)t),

y(t) = exp ((3/2)t) çözümüne sahiptir (Erbe ve ark., 1995).

Üçüncü mertebeden diferensiyel denklemlerde ise çözümlerin salınımlı ya da

salınımsız olduğunun incelenmesi, birinci ve ikinci mertebeden denklemlerden daha

kompleks problemler ortaya çıkarmaktadır. Örneğin en basit olarak, a, b ve c reel

sabitler olmak üzere, üçüncü mertebeden sabit katsayılı lineer homojen

x′′′ (t) + ax′′ (t) + bx′ (t) + cx (t) = 0 (2.3.30)

diferensiyel denklemini göz önüne alalım. (2.3.30) denklemine karșılık gelen

karakteristik denklem en az bir reel köke sahip olacağından bu denklemin en az

bir x3 = er3t șeklinde salınımsız bir çözümü vardır. Yani ikinci mertebeden lineer

homojen diferensiyel denklemler için geçerli olan çözümlerin tamamının salınımlı ya

da tamamının salınımsız olması durumu üçüncü mertebeden denklemler için geçerli

değildir. Ancak bütün çözümleri salınmlı olan ve hem salınımlı hem de salınımsız

çözümlere sahip olan üçüncü mertebeden fonksiyonel diferensiyel denklemler

mevcuttur. Örneğin,

x′′′ (t) + x (t− τ) = 0 (2.3.31)
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denkleminin bütün çözümleri, τ > 3/e gerek ve yeter șartı altında salınımlıdır (Ladas

ve ark., 1984). Ancak (2.3.31) denklemine karșılık gelen

x′′′ (t) + x (t) = 0

adi diferensiyel denklemi x1 = e−t șeklinde bir salınımsız çözüme, x2 = et/2 cos
√

3
2

t

ve x3 = et/2 sin
√

3
2

t șeklinde salınımlı çözümlere sahiptir. Diğer yandan,

x′′′ (t) + 2x′ (t) + x
(
t− π

2

)
= 0

denklemi, x1 = sin t salınımlı çözümüne ve λ karakteristik denklemin sıfırdan farklı

bir kökü olmak üzere x2 = eλt salınımsız çözümüne sahiptir (Padhi ve Pati, 2014).

2.4. Zaman Skalası ile İlgili Temel Kavramlar

Tanım 2.4.1. Reel sayıların boștan farklı herhangi bir kapalı alt kümesine zaman

skalası denir ve T sembolü ile gösterilir. Buna göre,

R, Z, N, N0

yani reel sayılar, tam sayılar, doğal sayılar ve negatif olmayan tam sayılar kümeleri,

ayrıca h ∈ R ve q > 1 olmak üzere

[0, 1] ∪ [2, 3], [0, 1] ∪ N, hZ = {hk : k ∈ Z}, qZ = {qk : k ∈ Z} ∪ {0}

kümeleri birer zaman skalasıdır. Ancak,

Q, R\Q, C, (0, 1)

yani rasyonel sayılar, irrasyonel sayılar, kompleks sayılar kümeleri ve (0, 1) açık

aralığı birer zaman skalası değildir (Bohner ve Peterson, 2001, 2003; Bohner ve

Georgiev, 2016).
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Herhangi bir T zaman skalası, t, s ∈ T için d(t, s) = |t − s| metriğine göre bir

tam metrik uzaydır. Sonuç olarak, metrik uzaylar teorisine göre açık aralık, bir

noktanın komșuluğu, açık küme, kapalı küme, kompakt küme vb. gibi temel tanım

ve kavramlar zaman skalası analizi için geçerlidir. Ayrıca tam metrik uzayların

genel teorisine göre, verilen f : T → C fonksiyonları için limit, süreklilik gibi temel

kavramlara ve sürekli fonksiyonların özelliklerine de sahip bulunuyoruz (Bohner ve

Guseinov, 2010).

Tanım 2.4.2. T bir zaman skalası ve t ∈ T olmak üzere

σ(t) := inf{s ∈ T : s > t} ve ρ(t) := sup{s ∈ T : s < t}

ile tanımlanan σ, ρ : T → T operatörlerine sırasıyla ileri sıçrama (forward jump)

ve geri sıçrama (backward jump) operatörleri denir. Belirtilmelidir ki, bu tanımda

uygunluk açısından inf ∅ := supT (yani T bir maxT noktasına sahipse σ(maxT) =

maxT) ve sup ∅ := inf T (yani T bir minT noktasına sahipse ρ(minT) = minT)

olarak tanımlanmıștır. T reel sayıların kapalı bir alt kümesi olduğundan her t ∈ T
için σ(t) ∈ T ve ρ(t) ∈ T’dir ve her iki sıçrama operatörü de iyi tanımlıdır. Ayrıca

her t ∈ T için σ(t) ≥ t ve ρ(t) ≤ t olduğu kolaylıkla görülebilir. (Bohner ve Peterson,

2001, 2003; Bohner ve Georgiev, 2016).

Tanım 2.4.3. T bir zaman skalası ve t ∈ T olsun.

i. σ(t) > t ise t ∈ T ye sağ-saçılmıș (right-scattered) nokta denir.

ii. σ(t) = t ve t < supT ise t ∈ T ye sağ-yoğun (right-dense) nokta denir.

iii. ρ(t) < t ise t ∈ T ye sol-saçılmıș (left-scattered) nokta denir.

iv. ρ(t) = t ve t > inf T ise t ∈ T ye sol-yoğun (left-dense) nokta denir.

v. t hem sağ-yoğun hem de sol-yoğun nokta ise t ∈ T ye yoğun (dense) nokta

denir.

vi. ρ(t) < t < σ(t) ise t ∈ T ye izole (isolated) nokta denir (Bohner ve Peterson,

2001, 2003; Bohner ve Georgiev, 2016).
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Tanım 2.4.4. T bir zaman skalası ve t ∈ T olmak üzere

µ(t) := σ(t)− t ve ν(t) := t− ρ(t)

ile tanımlanan µ, ν : T → [0,∞) fonksiyonlarına sırasıyla ileri graininess (forward

graininess) ve geri graininess (backward graininess) fonksiyonları denir (Bohner ve

Peterson, 2001, 2003; Bohner ve Georgiev, 2016).

Örnek 2.4.5. i. Eğer T = R seçilirse σ(t) = t, ρ(t) = t olduğu görülür. Ayrıca

her t ∈ R için µ(t) = ν(t) = 0’dır.

ii. Eğer T = Z seçilirse σ(t) = t+1, ρ(t) = t−1 olduğu görülür. Ayrıca her t ∈ Z
için µ(t) = ν(t) = 1’dir.

iii. Eğer T = hZ ve h > 0 seçilirse σ(t) = t + h, ρ(t) = t − h olduğu görülür.

Ayrıca her t ∈ hZ, h > 0 için µ(t) = ν(t) = h’dir.

iv. Eğer T = hZ ve h < 0 seçilirse σ(t) = t − h, ρ(t) = t + h olduğu görülür.

Ayrıca her t ∈ hZ, h < 0 için µ(t) = ν(t) = −h’dir.

v. Eğer q > 1 için T = qZ = {qk : k ∈ Z} ∪ {0} seçilirse σ(t) = qt, ρ(t) = t/q

olduğu görülür. Ayrıca her t ∈ qZ, q > 1 için µ(t) = (q − 1)t’dir.

Zaman skalasında ∆-türevi tanımlayabilmek için T’den elde edilen ∆-türevlenebilirlik

bölgesi Tκ așağıdaki gibi tanımlanır.

Tanım 2.4.6. (Bohner ve Peterson, 2001) Eğer T zaman skalası sol-saçılmıș bir

maksimum M elemanına sahipse Tκ = T − {M}, diğer durumlarda Tκ = T olarak

tanımlanır. Yani

Tκ :=




T\ (ρ(supT), supT] , supT < ∞ ise ;

T, supT = ∞ ise.
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Tanım 2.4.7. f : T → R bir fonksiyon olmak üzere, fσ : T → R fonksiyonu her

t ∈ T için

fσ(t) = f(σ(t)) = (f ◦ σ)(t)

ve fρ : T→ R fonksiyonu her t ∈ T için

fρ(t) = f(ρ(t)) = (f ◦ ρ)(t)

ile tanımlanır. Yani fσ = f ◦ σ ve fρ = f ◦ ρ ’dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tanım 2.4.8. i. U ⊂ T olmak üzere, her δ > 0 için Uδ(t) = {s ∈ T : |s− t| < δ}
kümesine t nin δ komșuluğu denir. t nin sol ve sağ komșulukları sırasıyla

U−
δ (t) = {s ∈ T : t− δ < s < t} ve U+

δ (t) = {s ∈ T : t < s < t + δ}

ile tanımlanır.

ii. Eğer her δ > 0 için U−
δ (t) 6= ∅ ise, t ye U için sol limit noktası ve U+

δ (t) 6= ∅
ise, t ye U için sağ limit noktası denir.

iii. Eğer her δ > 0 için U−
δ (t) = ∅ ise, t ye U için soldan ayrılmıș nokta ve

U+
δ (t) = ∅ ise, t ye U için sağdan ayrılmıș nokta denir (Bohner ve Peterson,

2001, 2003; Bohner ve Georgiev, 2016).

Tanım 2.4.9. f : T→ R bir fonksiyon ve t0 ∈ T olsun. Her ε > 0 için,

|f(t)− f(t0)| < ε, her t ∈ U(t0) için

olacak șekilde bir U(t0) komșuluğu varsa, f fonksiyonuna t0 ∈ T noktasında süreklidir

denir (Bohner ve Peterson, 2001, 2003; Bohner ve Georgiev, 2016).
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2.5. Zaman Skalasında Delta Türev

Tanım 2.5.1. f : T → R bir fonksiyon ve t ∈ Tκ olsun. Eğer her ε > 0 için t nin

bir U komșuluğu varsa (yani δ > 0 olmak üzere U = (t− δ, t + δ) ∩ T varsa) öyle ki

her s ∈ U için,

∣∣[f (σ(t))− f(s)]− f∆(t)[σ(t)− s]
∣∣ ≤ ε |σ(t)− s|

șartı sağlanıyorsa, bu eșitsizlikteki f∆(t) sayısına f nin t noktasındaki delta türevi

veya Hilger türevi denir. Her bir t ∈ Tκ için f∆(t) mevcutsa, f fonksiyonu

Tκ üzerinde delta türevlenebilirdir veya kısaca türevlenebilirdir denir (Bohner ve

Peterson, 2001).

Teorem 2.5.2. Delta türev iyi tanımlıdır (Bohner ve Georgiev, 2016).

Örnek 2.5.3. f : T → R fonksiyonu her t ∈ T için f(t) = α ∈ R ile tanımlansın.

Bu takdirde, t ∈ Tκ olmak üzere, her ε > 0 ve s ∈ (t− 1, t + 1) ∩ T için

|[f (σ(t))− f(s)]− 0[σ(t)− s]| = |α− α| = 0 ≤ ε |σ(t)− s|

sağlandığından f∆(t) = 0 dır.

Örnek 2.5.4. f : T → R fonksiyonu her t ∈ T için f(t) = t ile tanımlansın. Bu

takdirde, t ∈ Tκ olmak üzere, her ε > 0 ve s ∈ (t− 1, t + 1) ∩ T için

|[f (σ(t))− f(s)]− 1[σ(t)− s]| = |σ(t)− s− σ(t) + s| = 0 ≤ ε |σ(t)− s|

sağlandığından f∆(t) = 1 dir.

Uyarı 2.5.5. T herhangi bir zaman skalası, t ∈ Tκ (t 6= minT) ve ρ(t) = t < σ(t)

olsun. Bu takdirde σ sıçrama operatörü, t ∈ T noktasında ∆-türevlenebilir değildir.

Teorem 2.5.6. f : T→ R bir fonksiyon ve t ∈ Tκ olsun. Bu takdirde,

(i) f fonksiyonu t noktasında ∆-türevlenebilirse, f fonksiyonu t de süreklidir.
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(ii) f fonksiyonu t noktasında sürekli ve t sağ-saçılmıș ise, f fonksiyonu t noktasında

∆-türevlenebilirdir ve

f∆(t) =
f (σ(t))− f(t)

σ(t)− t

dir.

(iii) t sağ-yoğun nokta ise, f fonksiyonunun t de ∆-türevlenebilir olması için gerek

ve yeter șart

lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s

limitinin sonlu olarak mevcut olmasıdır. Bu durumda

f∆(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s

dir.

(iv) f fonksiyonu t noktasında ∆-türevlenebilir ise,

f (σ(t)) = f(t) + f∆(t) (σ(t)− t) = f(t) + µ(t)f∆(t)

eșitliği geçerlidir (Bohner ve Peterson, 2001).

Örnek 2.5.7. Bazı zaman skalası örnekleri için f∆(t) türevini inceleyelim.

1. T = R alalım. f : R → R fonksiyonunun t ∈ R noktasında türevlenebilir

olması için gerek ve yeter șart, lims→t
f(t)−f(s)

t−s
limitinin sonlu olarak var olmasıdır

ve bu türev f ′(t) ile gösterilir. O halde Teorem 2.5.6 dan dolayı

f∆(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
= f ′(t)

dir.

2. T = Z ve f : Z → R fonksiyonu t ∈ Z noktasında ∆-türevlenebilir olsun. Bu

takdirde Teorem 2.5.6 dan, ∆ bilinen ileri fark operatörü olmak üzere

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

µ(t)
=

f(t + 1)− f(t)

1
= f(t + 1)− f(t) = ∆f(t)
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olduğu görülür.

3. q > 1 için T = qZ = {qk : k ∈ Z} ∪ {0} zaman skalasını göz önüne alalım. Bu

takdirde, t = qm ∈ T için

σ(t) = inf{qn : n ∈ [m + 1,∞)} = qm+1 = qt

olduğu görülür ve t = 0 için σ(0) = 0 olduğu açıktır. Dolayısıyla, her t ∈
T için σ(t) = qt ve µ(t) = σ(t) − t = (q − 1)t elde edilir. 0 noktası bir

sağ-yoğun minimum noktadır ve T nin diğer bütün noktaları izole noktalardır.

Bu durumda bir f : T→ R fonksiyonunun ∆-türevi, her t ∈ T\{0} için

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

µ(t)
=

f(qt)− f(t)

(q − 1)t

ve t = 0 için

f∆(0) = lim
s→0

f(0)− f(s)

0− s
= lim

s→0

f(s)− f(0)

s
, (limit mevcut ise)

dir.

Teorem 2.5.8. f, g : T → R fonksiyonları t ∈ Tκ noktasında ∆-türevlenebilir

fonksiyonlar ve α ∈ R herhangi bir sabit olsun. Bu takdirde,

(i) f + g : T→ R fonksiyonu da t ∈ Tκ noktasında ∆-türevlenebilirdir ve

(f + g)∆(t) = f∆(t) + g∆(t)

dir.

(ii) αf : T→ R fonksiyonu da t ∈ Tκ noktasında ∆-türevlenebilirdir ve

(αf)∆(t) = αf∆(t)

dir.
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(iii) fg : T→ R fonksiyonu da t ∈ Tκ noktasında ∆-türevlenebilirdir ve

(fg)∆(t) = f∆(t)g(t) + f(σ(t))g∆(t) = f(t)g∆(t) + f∆(t)g(σ(t))

dir.

(iv) f(t)f(σ(t)) 6= 0 olmak üzere 1/f : T → R fonksiyonu da t ∈ Tκ noktasında

∆-türevlenebilirdir ve

(
1

f

)∆

(t) = − f∆(t)

f(t)f(σ(t))

dir.

(iv) g(t)g(σ(t)) 6= 0 olmak üzere f/g : T → R fonksiyonu da t ∈ Tκ noktasında

∆-türevlenebilirdir ve

(
f

g

)∆

(t) =
f∆(t)g(t)− f(t)g∆(t)

g(t)g(σ(t))

dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Örnek 2.5.9. f, g, h : T → R fonksiyonları t ∈ Tκ noktasında ∆-türevlenebilir

fonksiyonlar olmak üzere,

(fgh)∆(t) = (fg)∆(t)h(t) + (fg)(σ(t))h∆(t)

=
(
f∆(t)g(t) + f(σ(t))g∆(t)

)
h(t) + f(σ(t))g(σ(t))h∆(t)

= f∆(t)g(t)h(t) + f(σ(t))g∆(t)h(t) + f(σ(t))g(σ(t))h∆(t)

dir.

Teorem 2.5.10. α bir sabit ve m ∈ N olsun. Bu takdirde,

(i) f(t) = (t− α)m ile tanımlanan f fonksiyonu için,

f∆(t) =
m−1∑
v=0

(σ(t)− α)v (t− α)m−1−v ,
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(ii) g(t) = 1
(t−α)m ile tanımlanan g fonksiyonu için, (t− α) (σ(t)− α) 6= 0 olmak

üzere,

g∆(t) = −
m−1∑
v=0

1

(σ(t)− α)m−v (t− α)v+1

dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Örnek 2.5.11. a. f(t) = t2 için,

f∆(t) =
1∑

v=0

(σ(t))v t1−v = t + σ(t)

=





2t, T = R ise;

2t + 1, T = Z ise;

(q + 1)t, T = qZ, q > 1 ise.

b. g(t) = 1/t için,

g∆(t) = − 1

tσ(t)
=





−1/t2, T = R ise;

− 1
t2+t

, T = Z ise;

−1/qt2, T = qZ, q > 1 ise.

c. h(t) = (t− 2)3 için,

h∆(t) =
2∑

v=0

(σ(t)− 2)v (t− 2)2−v = (t− 2)2 + (σ(t)− 2) (t− 2) + (σ(t)− 2)2

=





3(t− 2)2, T = R ise;

3t2 − 9t + 7, T = Z ise;

7t2 − 18t + 12, T = 2Z ise.
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d. p(t) = 1/t2 için,

p∆(t) = −
1∑

v=0

1

(σ(t))2−v tv+1
= −t + σ(t)

(tσ(t))2

=





−2/t3, T = R ise;

− 2t+1
t2(t+1)2

, T = Z ise;

−4/9t3, T = 3Z ise.

Teorem 2.5.12. g : R→ R sürekli, g : T→ R fonksiyonu Tκ üzerinde ∆-türevlenebilir

ve f : R→ R sürekli türevlenebilir fonksiyonlar olsun. Bu takdirde,

(f ◦ g)∆ (t) = f ′ (g(ζ)) g∆(t)

olacak șekilde ζ ∈ [t, σ(t)] vardır (Bohner ve Peterson, 2001, 2003; Bohner ve

Georgiev, 2016).

Örnek 2.5.13. T = Z, f(t) = t3 + 1 ve g(t) = t2 olsun. Açıkça görülmektedir

ki σ(t) = t + 1, g : R → R sürekli, g : T → R, Tκ üzerinde ∆-türevlenebilir ve

f : R → R sürekli türevlenebilirdir. Bu takdirde, ζ ∈ [1, σ(1)] = [1, 2] olmak üzere

g∆(t) = σ(t) + t ve

(f ◦ g)∆ (1) = f ′ (g(ζ)) g∆(1) = 3g2(ζ)(σ(1) + 1) = 9ζ4

dir. Ayrıca,

(f ◦ g) (t) = f (g(t)) = g3(t) + 1 = t6 + 1

olduğundan

(f ◦ g)∆ (t) = (σ(t))5 + t(σ(t))4 + t2(σ(t))3 + t3(σ(t))2 + t4(σ(t))2 + t5

ve

(f ◦ g)∆ (1) = (σ(1))5 + (σ(1))4 + (σ(1))3 + (σ(1))2 + (σ(1))2 + 1 = 63
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elde edilir. Dolayısıyla,

63 = 9ζ4 ve ζ =
4
√

7 ∈ [1, 2]

dir.

Teorem 2.5.14. f : R → R sürekli türevlenebilir ve g : T → R fonksiyonu

∆-türevlenebilir fonksiyonlar olsun. Bu takdirde f ◦ g : T → R fonksiyonu

∆-türevlenebilirdir ve

(f ◦ g)∆ (t) =

{∫ 1

0

f ′
(
g(t) + hµ(t)g∆(t)

)
dh

}
g∆(t)

formülü geçerlidir (Bohner ve Peterson, 2001, 2003; Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.5.15. f : T → R kesin artan bir fonksiyon ve T̃ := f (T) bir zaman

skalası olsun. g : T̃ → R olmak üzere, t ∈ Tκ için f∆(t) ve g∆̃ (f(t)) varsa, bu

takdirde

(g ◦ f)∆ =
(
g∆̃ ◦ f

)
f∆

dır. Burada ∆̃, T̃’da tanımlı Hilger türevidir (Bohner ve Peterson, 2001, 2003;

Bohner ve Georgiev, 2016).

Sonuç 2.5.16. Teorem 2.5.15 de özel olarak T̃ = T alınırsa, bu takdirde

(g ◦ f)∆ =
(
g∆ ◦ f

)
f∆

dır (Bohner ve Peterson, 2001, 2003; Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.5.17. f : T → R kesin artan bir fonksiyon ve T̃ := f (T) bir zaman

skalası olsun. Bu takdirde, f∆ nın sıfırdan farklı olduğu noktalarda

1

f∆
=

(
f−1

)∆̃ ◦ f

dır. Burada ∆̃, T̃’da tanımlı Hilger türevidir (Bohner ve Peterson, 2001, 2003;

Bohner ve Georgiev, 2016).
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2.6. Zaman Skalasında Delta İntegral

Zaman skalasında integrasyon kavramını tanımlayabilmek için, önce anti-türevlere

sahip fonksiyonların uygun bir sınıfı elde edilmelidir. Bu amaçla așağıdaki

tanımlamalar yapılmıștır.

Tanım 2.6.1. Bir f : T → R fonksiyonunun tüm sağ-yoğun noktalardaki sağdan

limitleri sonlu olarak var ve tüm sol-yoğun noktalardaki soldan limitleri sonlu olarak

varsa f fonksiyonuna düzenli (regulated) fonksiyon denir (Bohner ve Georgiev,

2016).

Tanım 2.6.2. Bir f : T → R fonksiyonu tüm sağ-yoğun noktalarda sürekli ve

tüm sol-yoğun noktalarda soldan sonlu limitlere sahipse f fonksiyonuna rd-sürekli

(right-dense continuous) denir ve rd-sürekli tüm f : T → R fonksiyonların kümesi

Crd(T,R) veya Crd(T) ile gösterilir. Türevlenebilir ve türevi rd-sürekli olan f : T→
R fonksiyonların kümesi de C1

rd(T) ile gösterilir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Örnek 2.6.3. T = [0, 1]∪N olması durumunda µ : T→ R fonksiyonu rd-süreklidir.

Ancak t = 1 noktasında sürekli değildir.

Teorem 2.6.4. f : T→ R bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,

(i) f sürekli ise, rd-süreklidir.

(ii) f rd-sürekli ise, düzenlidir.

(iii) σ operatörü rd-süreklidir.

(iv) f düzenli veya rd-sürekli ise, fσ fonksiyonu da aynı özelliğe sahiptir.

(v) f sürekli olmak üzere, g : T→ R fonksiyonu düzenli veya rd-sürekli ise, f ◦ g

fonksiyonu da aynı özelliğe sahiptir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Tanım 2.6.5. f : T → R sürekli bir fonksiyon olsun ve bir D ⊂ Tκ bölgesi için

așağıdaki șartlar sağlansın:

(i) f fonksiyonu D bölgesindeki tüm noktalarda türevlenebilirdir.

(ii) Tκ\D bölgesi sağ-saçılmıș nokta içermeyen sayılabilir bir kümedir.
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Bu takdirde, f fonksiyonuna D bölgesinde ön-türevlenebilirdir (pre-differentiable)

denir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.6. f : T→ R düzenli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her t ∈ D için

F∆(t) = f(t) sağlanacak șekilde D türevlenebilirlik bölgesinde ön-türevlenebilir bir

F fonksiyonu vardır (Bohner ve Georgiev, 2016).

Tanım 2.6.7. f : T → R düzenli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, Teorem

2.6.6 de belirtilen șartları sağlayan F fonksiyonuna f fonksiyonunun ön-antitürevi

(pre-antiderivative) denir. c keyfi bir sabit olmak üzere,

∫
f (η) ∆η = F (t) + c

ifadesine düzenli f fonksiyonunun belirsiz integrali (indefinite integral) denir. f

fonksiyonunun Cauchy integrali ise, a, b ∈ T olmak üzere

∫ b

a

f (η) ∆η = F (b)− F (a)

ile tanımlıdır. Ayrıca, her t ∈ Tκ için F∆(t) = f(t) sağlanıyorsa, F : T → R

fonksiyonu f : T → R fonksiyonunun antitürevi olarak adlandırılır (Bohner ve

Georgiev, 2016).

Örnek 2.6.8. T = Z ve t ∈ T için f(t) = 3t2 +5t+2 alalım. g(t) = t3 +t2 fonsiyonu

için,

g∆(t) = (σ(t))2 + tσ(t) + t2 + σ(t) + t = 3t2 + 5t + 2

olduğundan

∫ (
3t2 + 5t + 2

)
∆t = t3 + t2 + c.

Örnek 2.6.9. T = 2N ve t ∈ T için f(t) = 2
t
sin t

2
cos 3t

2
alalım. g(t) = sin t fonsiyonu

için,

g∆(t) =
sin σ(t)− sin t

σ(t)− t
=

sin(2t)− sin t

t
=

2

t
sin

t

2
cos

3t

2
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olduğundan

∫
2

t
sin

t

2
cos

3t

2
∆t = sin t + c.

Teorem 2.6.10. Her rd-sürekli fonksiyonun antitürevi vardır. Özel olarak sabit bir

a ∈ T ve t ∈ T için

F (t) :=

∫ t

a

f (η) ∆η

ile tanımlı F fonksiyonu, f fonksiyonunun antitürevidir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.11. Kabul edelim ki f ∈ Crd (T,R) ve t ∈ Tκ olsun. Bu takdirde,

∫ σ(t)

t

f (η) ∆η = µ(t)f(t)

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.12. f∆(t) ≥ 0 ise, bu takdirde f azalmayandır (Bohner ve Georgiev,

2016).

Tanım 2.6.13. Kabul edelim ki f fonksiyonu [a, b) üzerinde sınırlı bir fonksiyon ve

[a, b) aralığının bir parçalanması

P = {a = t0 < t1 < ... < tn = b}

olsun. i ∈ {1, ..., b} olmak üzere her bir [ti−1, ti) aralığının içinde keyfi bir ξi noktası

seçelim ve

S =
n∑

i=1

f (ξi) (ti − ti−1)

formundaki toplamı göz önüne alalım. Bu takdirde S ye f fonksiyonunun P

parçalanmasına karșılık gelen bir Riemann ∆-toplamı denir. Ayrıca, așağıdaki

özelliği sağlayan bir I sayısı varsa, f fonksiyonuna a dan b ye (ya da [a, b) üzerinde)

Riemann ∆-integrallenebilirdir denir:

"Her bir ε > 0 için bir δ > 0 vardır öyle ki f fonksiyonunun bir P ∈ Pδ ([a, b))

parçalanmasına karșılık gelen her Riemann ∆-toplamı için, i ∈ {1, ..., n} olmak

üzere ξi ∈ [ti−1, ti) nin seçiliș yolundan bağımsız olarak, | S − I |< ε kalır."
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Kolaylıkla görülebilir ki bu özelliği sağlayan bir I sayısı tektir. Buradaki I sayısı,

f fonksiyonunun a dan b ye Riemann ∆-integrali olarak adlandırılır (Bohner ve

Georgiev, 2016; Guseinov, 2003).

Teorem 2.6.14. Eğer f fonksiyonu [a, b) üzerinde ∆-integrallenebilirse, bu takdirde

keyfi bir α pozitif sabiti için |f |α fonksiyonu da [a, b) üzerinde ∆-integrallenebilirdir

(Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.15. f fonksiyonu, [a, b) üzerinde ∆-integrallenebilen sınırlı bir fonksiyon

olsun. Bu takdirde f fonksiyonu [a, b) aralığının her [c, d) alt aralığı üzerinde

∆-integrallenebilirdir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.16. f ve g fonksiyonları, [a, b) üzerinde ∆-integrallenebilir olsun. Bu

takdirde fg fonksiyonu da [a, b) üzerinde ∆-integrallenebilirdir (Bohner ve Georgiev,

2016).

Teorem 2.6.17. f , [a, b) üzerinde tanımlı bir fonksiyon ve a < c < b olacak șekilde

c ∈ T olsun. Eğer f , a dan c ye ve c den b ye ∆-integrallenebilirse, bu takdirde f

fonksiyonu [a, b) üzerinde ∆-integrallenebilirdir ve

∫ b

a

f (η) ∆η =

∫ c

a

f (η) ∆η +

∫ b

c

f (η) ∆η

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.18. f ve g fonksiyonları, [a, b) üzerinde ∆-integrallenebilir ve her t ∈
[a, b) için f(t) ≤ g(t) olsun. Bu takdirde,

∫ b

a

f (t) ∆t ≤
∫ b

a

g (t) ∆t

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.19. Eğer f fonksiyonu [a, b) üzerinde ∆-integrallenebilirse, bu takdirde

|f | fonksiyonu da [a, b) üzerinde ∆-integrallenebilirdir ve

∣∣∣∣
∫ b

a

f (t) ∆t

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f (t) |∆t

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).
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Teorem 2.6.20. f ve g fonksiyonları, [a, b) üzerinde ∆-integrallenebilir ise bu

takdirde,

∣∣∣∣
∫ b

a

f (t) g (t) ∆t

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f (t) g (t) |∆t ≤
(

sup
τ∈[a,b)

|f (t) |
) ∫ b

a

|g (t) |∆t

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.21. Kabul edelim ki {fn}n∈N, [a, b) üzerinde ∆-integrallenebilir

fonksiyonların bir dizisi olsun ve f , [a, b) üzerinde tanımlı bir fonksiyon olmak üzere,

[a, b) üzerinde fn → f düzgün olarak yakınsasın. Bu takdirde f fonksiyonu [a, b)

üzerinde ∆-integrallenebilirdir ve

∫ b

a

f (t) ∆t = lim
n→∞

∫ b

a

fn (t) ∆t

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.22. Kabul edelim ki
∑∞

k=1 gk, [a, b) üzerinde ∆-integrallenebilir gk

fonksiyonlarının bir serisi olsun ve g, [a, b) üzerinde tanımlı bir fonksiyon olmak

üzere, gk → g düzgün olarak yakınsasın. Bu takdirde g fonksiyonu [a, b) üzerinde

∆-integrallenebilirdir ve

∫ b

a

g (t) ∆t =
∞∑

k=1

∫ b

a

gk (t) ∆t

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.23. f fonksiyonu [a, b) üzerinde ∆-integrallenebilir olsun. Eğer f

fonksiyonu F : [a, b] → R ile tanımlı antitüreve sahipse, bu takdirde

∫ b

a

f (t) ∆t = F (b)− F (a)

dır (Bohner ve Georgiev, 2016).

Örnek 2.6.24. T herhangi bir zaman skalası ve a, b ∈ T, a < b olsun. Bu takdirde,

f(t) = c, t ∈ T
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șeklindeki her sabit fonksiyon, a dan b ye ∆-integrallenebilirdir ve

∫ b

a

c∆t = c (b− a)

dır.

Örnek 2.6.25. T herhangi bir zaman skalası ve a, b ∈ T, a < b olsun. Bu takdirde,

(
1

t

)∆

= − 1

tσ(t)

olduğundan

∫ b

a

1

tσ(t)
∆t = −1

t

∣∣∣∣
b

a

= −
(

1

b
− 1

a

)
=

b− a

ab

dir.

Teorem 2.6.26. a, b, c ∈ T, α ∈ R ve f, g ∈ Crd (T) olsun. Bu takdirde,

(i)
∫ b

a
[f(t) + g(t)] ∆t =

∫ b

a
f(t)∆t +

∫ b

a
g(t)∆t;

(ii)
∫ b

a
(αf) (t)∆t = α

∫ b

a
f(t)∆t;

(iii)
∫ b

a
f(t)∆t = − ∫ a

b
f(t)∆t;

(iv)
∫ b

a
f(t)∆t =

∫ c

a
f(t)∆t +

∫ b

c
f(t)∆t;

(v)
∫ b

a
f (σ(t)) g∆(t)∆t = (fg) (b)− (fg) (a)− ∫ b

a
f∆(t)g(t)∆t;

(vi)
∫ b

a
f(t)g∆(t)∆t = (fg) (b)− (fg) (a)− ∫ b

a
f∆(t)g (σ(t)) ∆t;

(vii)
∫ a

a
f(t)∆t = 0;

(viii) [a, b) üzerinde |f(t)| ≤ g(t) ise, bu takdirde

∣∣∣∣
∫ b

a

f (t) ∆t

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

g (t) ∆t;

(ix) Her a ≤ t < b için f(t) ≥ 0 ise, bu takdirde
∫ b

a
f (t) ∆t ≥ 0 dır (Bohner ve

Georgiev, 2016).
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Teorem 2.6.26 da verilen (v) ve (vi) formülleri kısmi integrasyon formülleri olarak

adlandırılır. Ayrıca, bu teoremde verilen bütün formüllerin, f ve g nin düzenli

fonksiyon olması durumunda da geçerli olduğuna dikkat edilmelidir.

Teorem 2.6.27. (Bohner ve Georgiev, 2016) a, b ∈ T ve f ∈ Crd (T) olsun.

a. T = R ise, bu takdirde

∫ b

a

f (t) ∆t =

∫ b

a

f (t) dt

dir. Burada eșitliğin sağ tarafındaki integral, klasik analizden bilinen Riemann

integralidir.

b. T = Z ise, bu takdirde

∫ b

a

f (t) ∆t =





∑b−1
t=a f(t), a < b ise;

0, a = b ise;

−∑a−1
t=b f(t), a > b ise.

c. [a, b] aralığı sadece izole noktaları içeriyorsa, bu takdirde

∫ b

a

f (t) ∆t =





∑
t∈[a,b) µ(t)f(t), a < b ise;

0, a = b ise;

−∑
t∈[b,a) µ(t)f(t), a > b ise.

Örnek 2.6.28. T = Z için

I =

∫ 3

−2

(
t2 + t + 1

)
∆s

integralini hesaplayalım. f(t) = t2 + t + 1 ve F (t) = t3+2t
3

için,

F∆(t) =
1

3

(
(t + 1)2 + t(t + 1) + t2

)
+

2

3
= t2 + t + 1 = f(t)

31



olduğundan

I =

∫ 3

−2

(
t2 + t + 1

)
∆s = F (3)− F (−2) = 15

elde edilir.

Örnek 2.6.29. T = 2N0 için

I =

∫ 4

1

1

t

(
sin

t

2
sin

3t

2
+ t3

)
∆s

integralini hesaplayalım. T nin tüm noktaları izole nokta ve σ(t) = 2t olduğundan,

I =
∑

t∈{1,2}
µ(t)

(
sin t

2
sin 3t

2

t
+ t2

)
= sin

1

2
sin

3

2
+ 1 + 2

(
sin 1 sin 3

2
+ 4

)

=
1

2
(cos 1− cos 2 + cos 2− cos 4) + 9 = sin

3

2
sin

5

2
+ 9

elde edilir.

Teorem 2.6.30. Eğer f ve f∆ fonksiyonları sürekli ise,

(∫ t

a

f (t, s) ∆s

)∆

= f (σ(t), t) +

∫ t

a

f∆ (t, s) ∆s

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.31. f : T → R kesin artan bir fonksiyon ve T̃ := f (T) bir zaman

skalası olsun. Bu takdirde, g ∈ Crd (T) ve f ∈ C1
rd (T) olmak üzere, a, b ∈ T için

∫ b

a

g(η)f∆(η)∆η =

∫ f(b)

f(a)

(
g ◦ f−1

)
(ζ)∆̃ζ

veya diğer bir ifadeyle

∫ b

a

g(f(η))f∆(η)∆η =

∫ f(b)

f(a)

g(ζ)∆̃ζ

dir. Burada ∆̃, T̃’da tanımlı Hilger türevidir (Bohner ve Georgiev, 2016).
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Sonuç 2.6.32. Teorem 2.6.31 deki șartlar altında özel olarak T̃ = T alınırsa, bu

takdirde ∫ b

a

g(f(η))f∆(η)∆η =

∫ f(b)

f(a)

g(η)∆η

dir.

2.7. Zaman Skalasında Genelleștirilmiș İntegraller

Bu bölüm boyunca, T zaman skalasının üstten sınırsız olduğu kabul edilecektir.

Tanım 2.7.1. Kabul edelim ki f : [a,∞)T → R fonksiyonu a dan bir A ∈ T, A ≥ a

noktasına kadar integrallenebilir olsun. Ayrıca kabul edelim ki

F (A) =

∫ A

a

f(t)∆t

integrali, A → ∞ iken sonlu bir limite yakınsasın. Bu takdirde bu limit, birinci

tipten genelleștirilmiș integral olarak adlandırılır ve

∫ ∞

a

f(t)∆t = lim
A→∞

{∫ A

a

f(t)∆t

}
(2.7.32)

yazılır. Bu durumda

∫ ∞

a

f(t)∆t (2.7.33)

genelleștirilmiș integrali yakınsaktır denir. Eğer (2.7.32) limiti mevcut değilse, bu

integral ıraksaktır denir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Örnek 2.7.2. T = Z olsun.

I =

∫ ∞

1

3t2 + 3t + 1

t3(t + 1)3
∆t

integralini göz önüne alalım. σ(t) = t + 1 olduğundan F (t) = 1/t3 fonksiyonu için,

F∆(t) = −(σ(t))2 + tσ(t) + t2

t3 (σ(t))3 = −3t2 + 3t + 1

t3(t + 1)3
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bulunur. Bu yüzden de

I = lim
A→∞

∫ A

1

3t2 + 3t + 1

t3(t + 1)3
∆t = − lim

A→∞
(F (A)− F (1)) = − lim

A→∞

(
1

A3
− 1

)
= 1

elde edilir.

Örnek 2.7.3. T = 2N0 olsun.

I =

∫ ∞

1

1

t3
∆t

integralini göz önüne alalım. σ(t) = 2t olduğundan F (t) = 1/t2 fonksiyonu için,

F∆(t) = − σ(t) + t

t2 (σ(t))2 = − 3

4t3

bulunur. Bu yüzden de

I = lim
A→∞

∫ A

1

1

t3
∆t = −4

3
lim

A→∞
(F (A)− F (1)) = −4

3
lim

A→∞

(
1

A2
− 1

)
=

4

3

elde edilir.

Örnek 2.7.4. T = 3N0 olsun.

I =

∫ ∞

1

1√
t
∆t

integralini göz önüne alalım. σ(t) = 3t olduğundan F (t) =
√

t fonksiyonu için,

F∆(t) =

√
σ(t)−√t

σ(t)− t
=

1√
3t +

√
t

bulunur. Bu yüzden de

lim
A→∞

∫ A

1

1√
t
∆t = (

√
3 + 1) lim

A→∞
(F (A)− F (1)) == (

√
3 + 1) lim

A→∞

(√
A− 1

)
= ∞

elde edilir. Yani bu integral ıraksaktır.

Teorem 2.7.5. Her t ≥ a için f(t) ≥ 0 olmak üzere (2.7.33) integralinin yakınsak

olması için gerek ve yeter șart, A ≥ a için
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∫ A

a

f(t)∆t ≤ M

olacak șekilde bir M > 0 sabitinin var olmasıdır (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.7.6. (Bohner ve Georgiev, 2016) Her t ∈ [a,∞) için 0 ≤ f(t) ≤ g(t)

olsun. Bu takdirde,

(i)

∫ ∞

a

g(t)∆t (2.7.34)

genelleștirilmiș integrali yakınsaksa, (2.7.33) yakınsaktır.

(ii) (2.7.33) genelleștirilmiș integrali ıraksaksa, (2.7.34) ıraksaktır.

Örnek 2.7.7. T = 2N0 olsun.

I =

∫ ∞

1

1

t3(t2 + 5)(t2 + 7t + 1)
∆t (2.7.35)

integralini göz önüne alalım. Örnek 2.7.3 den görülmektedir ki
∫∞
1

t−3∆t integrali

yakınsaktır. Ayrıca her t ∈ [1,∞) için,

1

t3(t2 + 5)(t2 + 7t + 1)
≤ 1

t3

olduğundan, (2.7.35) yakınsaktır.

Teorem 2.7.8. t ≥ a olmak üzere her t ∈ T için |f(t)| ≤ g(t) olsun. Bu takdirde,

(2.7.34) genelleștirilmiș integrali yakınsaksa, (2.7.33) yakınsaktır (Bohner ve Georgiev,

2016).

Teorem 2.7.9. t ≥ a olmak üzere her t ∈ T için f(t) > 0 ve g(t) > 0 olsun. Ayrıca,

lim
t→∞

f(t)

g(t)
= L

limiti mevcut (sonlu) ve sıfırdan farklı olsun. Bu takdirde, (2.7.33) ve (2.7.34) birinci

tipten genelleștirilmiș integrallerinin yakınsaklık ve ıraksaklık durumları aynıdır

(Bohner ve Georgiev, 2016).
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Teorem 2.7.10. f fonksiyonu a dan bir A ∈ T, A ≥ a noktasına kadar

integrallenebilir ve

F (A) =

∫ A

a

f(t)∆t

integrali, her A ≥ a için sınırlı olsun. Ayrıca kabul edelim ki g fonksiyonu [a,∞)

üzerinde monoton ve limt→∞ g(t) = 0 olsun. Bu takdirde,

∫ ∞

a

f(t)g(t)∆t

birinci tipten genelleștirilmiș integrali yakınsaktır (Bohner ve Georgiev, 2016).

Tanım 2.7.11. T bir zaman skalası, a < b olacak șekilde a, b ∈ T olsun. b noktası

sol-yoğun olmak üzere f fonksiyonu [a, b) üzerinde tanımlı, ayrıca f fonksiyonu c < b

olmak üzere her [a,c] aralığı üzerinde integrallenebilir ve [a, b) üzerinde sınırsız olsun.

Bu durumda,

∫ b

a

f(t)∆t (2.7.36)

ifadesi ikinci tipten genelleștirilmiș integral olarak adlandırılır ve f fonksiyonu t = b

de singülerdir denir. Eğer

lim
c→b−

∫ c

a

f(t)∆t (2.7.37)

sol-taraflı limiti sonlu olarak mevcutsa, (2.7.36) integrali yakınsaktır denir ve

∫ b

a

f(t)∆t = lim
c→b−

∫ c

a

f(t)∆t (2.7.38)

yazılır. Eğer (2.7.37) limiti mevcut değilse, (2.7.36) integrali ıraksaktır denir (Bohner

ve Georgiev, 2016).
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Örnek 2.7.12. T = [0, 1] ∪ 2N olsun. f fonksiyonu

f (t) =





√
1− t2, t ∈ [0, 1] ise;

t4, t ∈ 2N ise;

ile tanımlı olmak üzere

I =

∫ 8

0

1

f(t)
∆t (2.7.39)

integralini göz önüne alalım. Bu takdirde,

I =

∫ 1

0

1

f(t)
∆t +

∫ 8

2

1

f(t)
∆t

=

∫ 1

0

1√
1− t2

dt +

∫ 8

2

1

t4
∆t

= lim
c→1−

∫ c

0

1√
1− t2

dt +
1

t4
µ(t)

∣∣∣∣
t=2

+
1

t4
µ(t)

∣∣∣∣
t=4

= lim
c→1−

arcsin t

∣∣∣∣
t=c

t=0

+
2

16
+

4

256

=
π

2
+

9

64

elde edilir. Dolayısıyla, (2.7.39) yakınsaktır.

Lemma 2.7.13. Eğer U ve V negatif değilse ve λ > 1 ise, bu takdirde

λUV λ−1 − Uλ ≤ (λ− 1) V λ

dir. Burada eșitlik ancak ve ancak U = V olması durumunda sağlanır (Hardy ve

ark., 1988).

Lemma 2.7.14. Kabul edelim ki a, b ∈ T ve a < b olsun. Bu takdirde rd-sürekli

f, g : [a, b]T → R fonksiyonları için, p > 1 ve 1/p + 1/q = 1 olmak üzere

∫ b

a

|f (s) g (s)|∆s ≤
(∫ b

a

|f (s)|p ∆s

)1/p (∫ b

a

|g (s)|q ∆s

)1/q

dir. (Bohner ve Peterson, 2001, s. 259, Teorem 6.13)
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3. BULGULAR

3.1. Üçüncü Mertebeden Neutral Dinamik Denklemlerin Çözümlerinin

Salınımlılık ve Asimptotik Davranıșı

Bu bölümde, α pozitif tek tam sayıların bir oranı ve T bir zaman skalası olmak

üzere, üçüncü mertebeden lineer olmayan neutral

(
r(t)

(
(x(t) + p(t)x(g(t)))∆∆

)α)∆

+ f (t, x(h(t))) = 0, (3.1.1)

dinamik denkleminin çözümlerinin salınımlılık ve asimptotik davranıșı üzerinde

durulacaktır. [t0,∞)T zaman skalası aralığı t0 ∈ T için

[t0,∞)T := [t0,∞) ∩ T

ile tanımlı olmak üzere, t ≥ tn yazıldığında kastedilen t ∈ [tn,∞) ∩ T olacaktır.

Ayrıca, yeterince büyük t ∈ T ler için çözümlerin salınım ve asimptotik davranıșı

incelendiğinden, supT = ∞ kabul edilecek ve bölüm boyunca așağıdaki șartların

sağlandığı kabul edilecektir.

(C1) r : [t0,∞)T → R pozitif değerli rd-sürekli bir fonksiyon ve
∞∫
t0

r−1/α(s)∆s = ∞;

(C2) p : [t0,∞)T → R rd-sürekli bir fonksiyon, p(t) ≥ 1, ve yeterince büyük t ler

için p(t) 6≡ 1;

(C3) g, h : [t0,∞)T → T fonksiyonları her t ∈ [t0,∞)T için g(t) < t, g kesin artan

ve

lim
t→∞

g(t) = lim
t→∞

h(t) = ∞

olacak șekilde rd-sürekli fonksiyonlar;

(C4) f(t, u) : [t0,∞)T×R→ R, her u 6= 0 için uf(t, u) > 0 olacak șekilde sürekli bir

fonksiyon ve f(t, u)/uα ≥ q(t) sağlanacak șekilde bir q : [t0,∞)T → R pozitif

rd-sürekli fonksiyon vardır.



(3.1.1) denkleminde görülen sapma argümentleri için muhtemel

g(σ(t)) ≥ h(t) (3.1.2)

ve

g(σ(t)) ≤ h(t) (3.1.3)

durumlarının her ikisi de ayrı ayrı göz önüne alınacaktır. z(t) fonksiyonu,

z(t) = x(t) + p(t)x(g(t)) (3.1.4)

ile tanımlanırsa, (3.1.1) denklemi

(
r(t)

(
z∆∆(t)

)α)∆
+ f (t, x(h(t))) = 0 (3.1.5)

șeklinde yazılabilir.

tx ∈ [t0,∞)T olmak üzere z ∈ C3
rd ([tx,∞)T,R) ve r

(
z∆∆

)α ∈ C1
rd ([tx,∞)T,R)

özelliklerine sahip olan ve [tx,∞)T üzerinde (3.1.1) denklemini sağlayan bir x ∈
Crd ([tx,∞)T,R) fonksiyonuna (3.1.1) denkleminin bir çözümü denir. Bu çalıșma

boyunca, (3.1.1) denkleminin herhangi bir tx ≥ t0 için [tx,∞)T aralığında tanımlı

ve her T1 ≥ tx için sup {|x(t)| : t ≥ T1} > 0 özelliğine sahip çözümleri üzerinde

durulacaktır. Üstelik, (3.1.1) denkleminin böyle çözümlere sahip olduğu da kabul

edilmiștir. Böyle bir çözüm belli bir noktadan sonra ișaretini koruyan fonksiyon

değilse, yani sıfırlarının kümesi üstten sınırlı değilse, bu çözüme salınımlıdır denir,

aksi takdirde salınımsızdır denir.

Son yıllarda, çeșitli yapıdaki fonksiyonel diferensiyel denklemlerin ve zaman

skalasında fonksiyonel dinamik denklemlerin çözümlerinin salınımlılığı üzerine bir

çok çalıșma yapılmıștır. İlgili literatür incelendiğinde, açıkça görülmektedir ki zaman

skalasında üçüncü mertebeden neutral dinamik denklemlerin çözümlerinin salınım

ve asimptotik davranıșı üzerine verilen sonuçlar nispeten azdır ve mevcut sonuçların

bir çoğu 0 ≤ p(t) < p0 < 1, −1 ≤ p(t) < 0, ve/veya 0 ≤
b∫

a

p(t, µ)∆µ ≤ p0 < 1 olması
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durumunda geçerlidir, örneğin bkz. (Chen ve Liu, 2008; Grace ve ark., 2012, 2016;

Han ve ark., 2010; Hassan ve Grace, 2014; Huang, 2016; Șenel ve Utku, 2014).

Ancak, bildiğimiz kadarıyla, p(t) ≥ 1 olması durumunda zaman skalasında üçüncü

mertebeden neutral dinamik denklemlerin çözümlerinin salınımlılık ve asimptotik

davranıșı ile ilgili bir sonuç görünmemektedir. Bu bölümde, p(t) ≥ 1 için (3.1.1)

denkleminin çözümlerinin salınımlılık ve asimptotik davranıșı ile ilgili edilen yeni

sonuçlar verilmiștir. Mevcut sonuçlar göz önüne alındığında, bu bölümde sunulan

sonuçların α = 1, r(t) = 1, f(t, x(h(t))) = q(t)xα(h(t)) için ve b > 0 ve c > 0

olmak üzere g(t) = t− b ve h(t) = t− c șeklinde gecikme argümentinin sabit olması

durumlarında da yeni olduğu açıktır. Ayrıca, bu sonuçlar (3.1.1) denkleminden daha

genel üçüncü mertebeden dinamik denklemlere kolaylıkla genișletilebilir.

Yazımda kolaylık olması açısından, temel sonuçlar verilirken așağıdaki notasyonlar

kullanılacaktır:

β∆
+ (t) := max

{
0, β∆(t)

}
,

t ≥ t1 için R1(t, t1) :=

t∫

t1

∆s

r1/α(s)
, t ≥ t2 > t1 için R2(t, t2) :=

t∫

t2

R1(s, t1)∆s,

ψ(t) :=





θ(t), 0 < α ≤ 1

θα(t), α > 1
, θ(t) :=

R1(t, t1)

R1(σ(t), t1)
,

Ayrıca belirtilmelidir ki, bu bölüm boyunca g−1 fonksiyonu, g nin ters fonksiyonu

olmak üzere, yeterince büyük t ler için

ξ1(t) :=
1

p(g−1(t))

(
1− 1

p(g−1(g−1(t)))

)
> 0 (3.1.6)

ve

ξ2(t) :=
1

p(g−1(t))

(
1− 1

p(g−1(g−1(t)))

R2(g
−1(g−1(t)), t2)

R2(g−1(t), t2)

)
> 0 (3.1.7)

olduğu kabul edilecektir.

Ψ1(t) := β(σ(t))q(t) (ξ2(h(t)))α

(
R2(g

−1(h(t)), t2)

R1(σ(t), t1)

)α
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ve

Ψ2(t) := β(σ(t))q(t) (ξ2(h(t)))α

(
R2 (σ(t), t2)

R1 (σ(t), t1)

)α

.

3.2. Bazı Yardımcı Lemmalar

Lemma 3.2.1. Kabul edelim ki (C1)-(C4) șartları sağlansın ve x(t), (3.1.1)

denkleminin bir noktadan sonra (neticede) pozitif bir çözümü olsun. Bu takdirde

z(t), (3.1.4) deki gibi tanımlanmak üzere, yeterince büyük t ∈ T ler için, ya

(I) z(t) > 0, z∆(t) > 0, z∆∆(t) > 0 ve
(
r(t)

(
z∆∆(t)

)α)∆
< 0

ya da

(II) z(t) > 0, z∆(t) < 0, z∆∆(t) > 0 ve
(
r(t)

(
z∆∆(t)

)α)∆
< 0

dır.

İspat. İspat (Baculíková ve Dz̆urina, 2010a, sf. 2, Lemma 1) kullanılarak kolaylıkla

elde edilebileceğinden ayrıntılara yer verilmemiștir.

Lemma 3.2.2. Kabul edelim ki (C1)-(C4) șartları ve (3.1.6) sağlansın. Ayrıca z(t)

fonksiyonu Lemma 3.2.1 de belirtilen Durum (II)’yi sağlamak üzere x(t), (3.1.1)

denkleminin bir noktadan sonra pozitif olan bir çözümü olsun. Eğer

∞∫

t0

∞∫

v

1

r1/α(u)




∞∫

u

q(s) (ξ1(h(s)))α ∆s




1/α

∆u∆v = ∞ (3.2.8)

ise, bu takdirde limt→∞ x(t) = 0 dır.

İspat. x(t), (3.1.1) denkleminin bir noktadan sonra pozitif olan bir çözümü olsun.

Bu takdirde, t ≥ t1 için x(t) > 0, x(g(t)) > 0 ve x(h(t)) > 0 olacak șekilde t1 ∈
[t0,∞)T vardır. (C4) șartı göz önüne alınırsa, (3.1.1) ya da (3.1.5) denklemi

(
r(t)

(
z∆∆(t)

)α)∆
+ q(t)xα(h(t)) ≤ 0, t ≥ t1 için (3.2.9)
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formunda yazılabilir. (3.1.4) den (ayrıca bkz. (Agarwal ve ark., 2003))

x(t) =
1

p(g−1(t))

(
z(g−1(t))− x(g−1(t))

)

=
z(g−1(t))

p(g−1(t))
− 1

p(g−1(t))p(g−1(g−1(t)))

(
z(g−1(g−1(t)))− x(g−1(g−1(t)))

)

≥ z(g−1(t))

p(g−1(t))
− 1

p(g−1(t))p(g−1(g−1(t)))
z(g−1(g−1(t))). (3.2.10)

olduğu görülür. z(t) azalan fonksiyon ve g(t) < t olduğundan

z
(
g−1(t)

) ≥ z
(
g−1(g−1(t))

)

dir. Buradan t ≥ t1 için (3.2.10) eșitsizliği

x(t) ≥ ξ1(t)z
(
g−1(t)

)
, (3.2.11)

șeklinde yazılabilir. limt→∞ h(t) = ∞ olduğundan, her t ≥ t2 için h(t) ≥ t1 olacak

șekilde t2 ≥ t1 seçilebilir. Bu nedenle (3.2.11) eșitsizliğinden, t ≥ t2 için

x(h(t)) ≥ ξ1(h(t))z
(
g−1(h(t))

)
(3.2.12)

eșitsizliğine varılır. (3.2.12) göz önüne alınarak, t ≥ t2 için (3.2.9) denklemi

(
r(t)

(
z∆∆(t)

)α)∆
+ q(t) (ξ1(h(t)))α zα

(
g−1(h(t))

) ≤ 0 (3.2.13)

șeklinde yazılabilir. z(t) > 0 ve z∆(t) < 0 olduğundan, M ≥ 0 olmak üzere

lim
t→∞

z(t) = M < ∞

olacak șekilde bir M sabiti vardır. Eğer M > 0 ise, bu takdirde g−1(h(t)) > t2 ve

z(t) ≥ M, t ≥ t3 için (3.2.14)
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olacak șekilde t3 ≥ t2 vardır. (3.2.13) eșitsizliği t den∞ a kadar iki defa integrallenirse

−z∆(t) ≥ M

∞∫

t

1

r1/α(u)




∞∫

u

q(s) (ξ1(h(s)))α ∆s




1/α

∆u

elde edilir. Bu eșitsizlik t3 den t ye kadar bir defa daha integrallenerek

z(t3) ≥ M

t∫

t3

∞∫

v

1

r1/α(u)




∞∫

u

q(s) (ξ1(h(s)))α ∆s




1/α

∆u∆v

sonucuna varılır ki bu da (3.2.8) ile çelișir. O halde M = 0, yani limt→∞ z(t) = 0

dır. [t1,∞)T üzerinde 0 < x(t) ≤ z(t) olduğundan limt→∞ x(t) = 0 bulunur ve ispat

tamamlanır.

Lemma 3.2.3. Kabul edelim ki (C1)-(C4) șartları ve (3.1.7) sağlansın. Ayrıca

z(t) fonksiyonu Lemma 3.2.1 de belirtilen Durum (I)’i sağlamak üzere x(t), (3.1.1)

denkleminin bir noktadan sonra pozitif olan bir çözümü olsun. Bu takdirde yeterince

büyük t ∈ T ler için

(
r(t)

(
z∆∆(t)

)α)∆
+ q(t) (ξ2(h(t)))α zα

(
g−1(h(t))

) ≤ 0 (3.2.15)

eșitsizliği sağlanır.

İspat. x(t), (3.1.1) denkleminin bir noktadan sonra pozitif olan bir çözümü olsun.

Bu takdirde, t ≥ t1 için x(t) > 0, x(g(t)) > 0, x(h(t)) > 0 olacak ve z(t) fonksiyonu

(I) durumunu sağlayacak șekilde t1 ∈ [t0,∞)T vardır. Lemma 3.2.2 nin ispatında

izlenen yol takip edilirse, tekrar (3.2.9) ve (3.2.10) elde edilir. r(t)
(
z∆∆(t)

)α azalan

olduğundan t ≥ t1 için

z∆(t) = z∆(t1) +

t∫

t1

(
r(s)

(
z∆∆(s)

)α)1/α

r1/α(s)
∆s

≥ (
r(t)

(
z∆∆(t)

)α)1/α
R1(t, t1) (3.2.16)
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olduğu görülür. Bu yüzden de

(
z∆(t)

R1(t, t1)

)∆

≤ 0 (3.2.17)

dır. Dolayısıyla, t ≥ t2 için

z(t) = z(t2) +

t∫

t2

z∆(s)

R1(s, t1)
R1(s, t1)∆s

≥ R2(t, t2)

R1(t, t1)
z∆(t) (3.2.18)

olacak șekilde t2 ∈ [t1,∞)T vardır ve buradan

(
z(t)

R2(t, t2)

)∆

≤ 0, t ≥ t2 için (3.2.19)

bulunur. g−1(t) ≤ g−1(g−1(t)) olduğu göz önüne alınarak, (3.2.19)’dan

R2(g
−1(g−1(t)), t2)z(g−1(t))

R2(g−1(t), t2)
≥ z(g−1(g−1(t))) (3.2.20)

eșitsizliğine ulașılır. Bu eșitsizlik (3.2.10) ifadesinde kullanılırsa t ≥ t2 için

x(t) ≥ ξ2(t)z
(
g−1(t)

)
(3.2.21)

elde edilir. limt→∞ h(t) = ∞ olduğundan, her t ≥ t3 için h(t) ≥ t2 olacak șekilde

t3 ≥ t2 seçilebilir. Bu yüzden de (3.2.21) den, t ≥ t3 için

x(h(t)) ≥ ξ2(h(t))z
(
g−1(h(t))

)
(3.2.22)

sonucuna ulașılır. (3.2.22) ifadesi (3.2.9) eșitsizliğinde kullanılırsa (3.2.15) elde edilir

ve ispat tamamlanır.
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3.3. Temel Sonuçlar

Teorem 3.3.1. Kabul edelim ki (C1)-(C4), (3.1.2), (3.1.6), (3.1.7), (3.2.8) șartları

sağlansın, yeterince büyük her t1 ∈ [t0,∞)T, ve T > t2 > t1 için

lim sup
t→∞

t∫

T

[
Ψ1(s)−

β∆
+ (s)

(R1(s, t1))
α

]
∆s = ∞ (3.3.23)

olacak șekilde pozitif bir β ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R) fonksiyonu var olsun. Bu takdirde

(3.1.1) denkleminin bir x(t) çözümü ya salınımlıdır, ya da limt→∞ x(t) = 0 șartını

sağlar.

İspat. (3.1.1) denkleminin salınımsız bir çözümü x(t) olsun. Bu takdirde, genelliği

bozmaksızın t ≥ t1 için x(t) > 0, x(g(t)) > 0, x(h(t)) > 0 olacak, (3.1.6)-(3.1.7)

sağlanacak ve z(t) fonksiyonu, Lemma 3.2.1 de belirtilen durumlardan birisini

sağlayacak șekilde t1 ∈ [t0,∞)T vardır. x(t) bir noktadan sonra negatif olan bir

çözüm olduğunda ispat benzer olacağından, sadece bu durum göz önüne alınacaktır.

Eğer Durum (II) sağlanırsa, Lemma 3.2.2 den, limt→∞ x(t) = 0 dır.

Șimdi kabul edelim ki Durum (I) sağlansın. Bu takdirde Lemma 3.2.3 ün ispatında

izlenen yol takip edilirse tekrar (3.2.15), (3.2.16), (3.2.17), (3.2.18) ve (3.2.19)

ifadelerine ulașılır. t ≥ t1 için,

w(t) = β(t)
r(t)

(
z∆∆(t)

)α

(z∆(t))α (3.3.24)

șeklinde Riccati-tipi dönüșümü tanımlayalım. w(t) > 0 olduğu açıktır, ayrıca (3.3.24)

ve (3.2.15) ifadelerinden t ≥ t3 için,

w∆(t) ≤ β∆
+ (t)

r(t)
(
z∆∆(t)

)α

(z∆(t))α − β(σ(t))q(t) (ξ2(h(t)))α zα (g−1(h(t)))

(z(σ(t)))α

(z(σ(t)))α

(z∆(σ(t)))α

−β(σ(t))
r(t)

(
z∆∆(t)

)α ((
z∆(t)

)α)∆

(z∆(t))α (z∆(σ(t)))α (3.3.25)
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olduğu görülür. (3.2.19) ifadesinde g−1 (h(t)) ≤ σ(t) olduğu kullanılırsa,

z (g−1 (h(t)))

z (σ(t))
≥ R2 (g−1 (h(t)) , t2)

R2 (σ(t), t2)
(3.3.26)

elde edilir. (3.2.18) eșitsizliği ve t ≤ σ(t) olduğu gerçeğinden,

z (σ(t))

z∆ (σ(t))
≥ R2 (σ(t), t2)

R1 (σ(t), t1)
(3.3.27)

bulunur. (3.3.26) ve (3.3.27) eșitsizlikleri (3.3.25) ifadesinde kullanılırsa,

w∆(t) ≤ β∆
+ (t)

r(t)
(
z∆∆(t)

)α

(z∆(t))α − β(σ(t))q(t) (ξ2(h(t)))α

(
R2 (g−1 (h(t)) , t2)

R1 (σ(t), t1)

)α

−β(σ(t))
r(t)

(
z∆∆(t)

)α ((
z∆(t)

)α)∆

(z∆(t))α (z∆(σ(t)))α (3.3.28)

sonucuna varılır. Teorem 2.5.14 den elde edilen

((
z∆(t)

)α)∆ ≥




α
(
z∆

)α−1
(σ(t))z∆∆(t), 0 < α ≤ 1 ise,

α
(
z∆

)α−1
(t)z∆∆(t), α > 1 ise,

(3.3.29)

kullanılırsa, (3.3.28) eșitsizliği 0 < α ≤ 1 ise

w∆(t) ≤ β∆
+ (t)

r(t)
(
z∆∆(t)

)α

(z∆(t))α − β(σ(t))q(t) (ξ2(h(t)))α

(
R2 (g−1 (h(t)) , t2)

R1 (σ(t), t1)

)α

−αβ(σ(t))
r(t)

(
z∆∆(t)

)α+1

(z∆(t))α+1

z∆(t)

z∆(σ(t))
. (3.3.30)

șeklinde, ve α > 1 ise

w∆(t) ≤ β∆
+ (t)

r(t)
(
z∆∆(t)

)α

(z∆(t))α − β(σ(t))q(t) (ξ2(h(t)))α

(
R2 (g−1 (h(t)) , t2)

R1 (σ(t), t1)

)α

−αβ(σ(t))
r(t)

(
z∆∆(t)

)α+1

(z∆(t))α+1

(
z∆(t)

)α

(z∆(σ(t)))α . (3.3.31)

șeklinde yazılabilir. Diğer taraftan, t ≤ σ(t) olduğundan, (3.2.17) kullanılarak

z∆(t)

z∆(σ(t))
≥ R1(t, t1)

R1(σ(t), t1)
. (3.3.32)
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elde edilir. (3.3.32) göz önüne alınarak, (3.3.30) ve (3.3.31) eșitsizlikleri birleștirilirse,

t ≥ t3 olmak üzere α > 0 için,

w∆(t) ≤ β∆
+ (t)

r(t)
(
z∆∆(t)

)α

(z∆(t))α − β(σ(t))q(t) (ξ2(h(t)))α

(
R2 (g−1 (h(t)) , t2)

R1 (σ(t), t1)

)α

−αβ(σ(t))ψ(t)
r(t)

(
z∆∆(t)

)α+1

(z∆(t))α+1 (3.3.33)

eșitsizliğine ulașılır. Diğer yandan, (3.2.16) ifadesinden

r(t)
(
z∆∆(t)

)α

(z∆(t))α ≤ 1

(R1(t, t1))
α (3.3.34)

yazılabilir. (3.3.34), z∆(t) > 0 ve z∆∆(t) > 0 kullanılırsa, (3.3.33) eșitsizliğinden

w∆(t) ≤ β∆
+ (t)

Rα
1 (t, t1)

− β(σ(t))q(t) (ξ2(h(t)))α

(
R2 (g−1 (h(t)) , t2)

R1 (σ(t), t1)

)α

(3.3.35)

olduğu görülür. (3.3.35) ifadesi t3 den t ye kadar integrallenirse,

t∫

t3

[
β(σ(s))q(s) (ξ2(h(s)))α

(
R2 (g−1 (h(s)) , t2)

R1 (σ(s), t1)

)α

− β∆
+ (s)

Rα
1 (s, t1)

]
∆s ≤ w(t3)

sonucuna ulașılır ki bu (3.3.23) ile çelișir. Dolayısıyla (3.1.1) denkleminin herhangi

bir x(t) çözümü bu șartlar altında ya salınımlıdır, ya da t →∞ iken sıfıra yakınsar.

Teorem 3.3.2. Kabul edelim ki (C1)-(C4), (3.1.2), (3.1.6), (3.1.7), (3.2.8) șartları

sağlansın. Eğer yeterince büyük her t1 ∈ [t0,∞)T, ve T > t2 > t1 için

lim sup
t→∞

t∫

T

[
Ψ1(s)− 1

(α + 1)α+1

r(s)
(
β∆

+ (s)
)α+1

[β(σ(s))ψ(s)]α

]
∆s = ∞ (3.3.36)

olacak șekilde pozitif bir β ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (3.1.1)

denkleminin bir x(t) çözümü ya salınımlıdır, ya da t →∞ iken sıfıra yakınsar.

İspat. (3.1.1) denkleminin salınımsız bir çözümü x(t) olsun. Bu takdirde, genelliği

bozmaksızın t ≥ t1 için x(t) > 0, x(g(t)) > 0, x(h(t)) > 0 olacak, (3.1.6)-(3.1.7)

sağlanacak ve z(t) fonksiyonu, Lemma 3.2.1 de belirtilen durumlardan birisini

47



sağlayacak șekilde t1 ∈ [t0,∞)T vardır. x(t) bir noktadan sonra negatif olan bir

çözüm olduğunda ispat benzer olacağından, sadece bu durum göz önüne alınacaktır.

Eğer Durum (II) sağlanırsa, Lemma 3.2.2 den, limt→∞ x(t) = 0 dır.

Șimdi kabul edelim ki Durum (I) sağlansın. Teorem 3.3.1’in ispatında izlenen yol

aynen takip edilirse tekrar (3.3.33) elde edilir. (3.3.24) dönüșümü göz önüne alınarak,

(3.3.33) eșitsizliği, t ≥ t3 için

w∆(t) ≤ β∆
+ (t)

β(t)
w(t)− β(σ(t))q(t) (ξ2(h(t)))α

(
R2 (g−1 (h(t)) , t2)

R1 (σ(t), t1)

)α

−αβ(σ(t))ψ(t)
1

β(α+1)/α(t)r1/α(t)
w

α+1
α (t) (3.3.37)

formunda yazılabilir.

U =
[αβ(σ(t))ψ(t)]1/λ

[βλ(t)r1/α(t)]
1/λ

w(t), λ =
α + 1

α

ve

V =

[
α

α + 1

[
βλ(t)r1/α(t)

]1/λ

[αβ(σ(t))ψ(t)]1/λ

β∆
+ (t)

β(t)

]α

olmak üzere, Lemma 2.7.13 uygulanırsa,

β∆
+ (t)

β(t)
w(t)− αβ(σ(t))ψ(t)

1

β(α+1)/α(t)r1/α(t)
w

α+1
α (t) ≤ 1

(α + 1)α+1

r(t)
(
β∆

+ (t)
)α+1

(β(σ(t))ψ(t))α

olduğu görülür. Bu eșitsizlik (3.3.37) ifadesinde kullanılırsa,

w∆(t) ≤ 1

(α + 1)α+1

r(t)
(
β∆

+ (t)
)α+1

(β(σ(t))ψ(t))α − β(σ(t))q(t) (ξ2(h(t)))α

(
R2 (g−1 (h(t)) , t2)

R1 (σ(t), t1)

)α

elde edilir. Son eșitsizliğin t3 den t ye kadar integrallenmesi,

t∫

t3

[
Ψ1(s)− 1

(α + 1)α+1

r(s)
(
β∆

+ (s)
)α+1

[β(σ(s))ψ(s)]α

]
∆s ≤ w(t3)
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sonucunu verir ki bu da (3.3.36) ile çelișir ve ispatı tamamlar. Dolayısıyla (3.1.1)

denkleminin herhangi bir x(t) çözümü bu șartlar altında ya salınımlıdır, ya da sıfıra

asimptotik olarak yakınsar.

Teorem 3.3.3. Kabul edelim ki α ≥ 1 olsun ve (C1)-(C4), (3.1.2), (3.1.6), (3.1.7),

(3.2.8) sağlansın. Eğer yeterince büyük her t1 ∈ [t0,∞)T, ve T > t2 > t1 için

lim sup
t→∞

t∫

T

[
Ψ1(s)−

r1/α(s)
(
β∆

+ (s)
)2

4αβ(σ(s))ψ(s) [R1(s, t1)]
α−1

]
∆s = ∞ (3.3.38)

olacak șekilde pozitif bir β ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (3.1.1)

denkleminin bir x(t) çözümü ya salınımlıdır, ya da t →∞ iken sıfıra yakınsar.

İspat. (3.1.1) denkleminin salınımsız bir çözümü x(t) olsun. Bu takdirde, genelliği

bozmaksızın t ≥ t1 için x(t) > 0, x(g(t)) > 0, x(h(t)) > 0 olacak, (3.1.6)-(3.1.7)

sağlanacak ve z(t) fonksiyonu, Lemma 3.2.1 de belirtilen durumlardan birisini

sağlayacak șekilde t1 ∈ [t0,∞)T vardır. x(t) bir noktadan sonra negatif olan bir

çözüm olduğunda ispat benzer olacağından, sadece bu durum göz önüne alınacaktır.

Eğer Durum (II) sağlanırsa, Lemma 3.2.2 den, limt→∞ x(t) = 0 dır.

Șimdi kabul edelim ki Durum (I) sağlansın. Teorem 3.3.2’nin ispatında izlenen yol

aynen takip edilirse tekrar (3.3.37) elde edilir ki bu eșitsizlik t ≥ t3 için

w∆(t) ≤ β∆
+ (t)

β(t)
w(t)− β(σ(t))q(t) (ξ2(h(t)))α

(
R2 (g−1 (h(t)) , t2)

R1 (σ(t), t1)

)α

−αβ(σ(t))ψ(t)
w

1
α
−1(t)

β(α+1)/α(t)r1/α(t)
w2(t) (3.3.39)

formunda yazılabilir. Ayrıca (3.2.16) ve (3.3.24) ifadelerinden

w
1
α
−1(t) = (β(t)r(t))

1
α
−1

((
z∆∆(t)

)α

(z∆(t))α

) 1
α
−1

≥ (β(t)r(t))
1
α
−1 [

r1/α(t)R1(t, t1)
]α−1

= β
1
α−1

(t) [R1(t, t1)]
α−1 (3.3.40)
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yazılabilir. (3.3.40) ifadesi (3.3.39)’da kullanlırsa, t ≥ t3 için

w∆(t) ≤ β∆
+ (t)

β(t)
w(t)− β(σ(t))q(t) (ξ2(h(t)))α

(
R2 (g−1 (h(t)) , t2)

R1 (σ(t), t1)

)α

−αβ(σ(t))ψ(t) [R1(t, t1)]
α−1

β2(t)r1/α(t)
w2(t) (3.3.41)

sonucuna varılır. (3.3.40) eșitsizliği w’ye göre kareye tamamlanırsa,

w∆(t) ≤ −β(σ(t))q(t) (ξ2(h(t)))α

(
R2 (g−1 (h(t)) , t2)

R1 (σ(t), t1)

)α

+
r1/α(t)

(
β∆

+ (t)
)2

4αβ(σ(t))ψ(t) [R1(t, t1)]
α−1

elde edilir. Bu eșitsizliğin t3 den t ye kadar integrallenmesiyle

t∫

t3

[
Ψ1(s)−

r1/α(s)
(
β∆

+ (s)
)2

4αβ(σ(s))ψ(s) [R1(s, t1)]
α−1

]
∆s ≤ w(t3),

sonucuna varılır ki bu sonuç (3.3.38) ile çelișkilidir. Dolayısıyla (3.1.1) denkleminin

herhangi bir x(t) çözümü bu șartlar altında ya salınımlıdır, ya da sıfıra asimptotik

olarak yakınsar. İspat tamamlanmıștır.

Teorem 3.3.4. Kabul edelim ki (C1)-(C4), (3.1.3), (3.1.6), (3.1.7), (3.2.8) șartları

sağlansın. Eğer yeterince büyük her t1 ∈ [t0,∞)T, ve T > t2 > t1 için

lim sup
t→∞

t∫

T

[
Ψ2(s)−

β∆
+ (s)

(R1(s, t1))
α

]
∆s = ∞, (3.3.42)

olacak șekilde pozitif bir β ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (3.1.1)

denkleminin bir x(t) çözümü ya salınımlıdır, ya da limt→∞ x(t) = 0 șartını sağlar.

İspat. (3.1.1) denkleminin salınımsız bir çözümü x(t) olsun. Bu takdirde, genelliği

bozmaksızın t ≥ t1 için x(t) > 0, x(g(t)) > 0, x(h(t)) > 0 olacak, (3.1.6)-(3.1.7)

sağlanacak ve z(t) fonksiyonu, Lemma 3.2.1 de belirtilen durumlardan birisini

sağlayacak șekilde t1 ∈ [t0,∞)T vardır. x(t) bir noktadan sonra negatif olan bir

çözüm olduğunda ispat benzer olacağından, sadece bu durum göz önüne alınacaktır.

Eğer Durum (II) sağlanırsa, Lemma 3.2.2 den, limt→∞ x(t) = 0 dır.
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Șimdi kabul edelim ki Durum (I) sağlansın. Bu takdirde Teorem 3.3.1’in ispatında

takip edilen süreç aynı șekilde uygulanırsa, tekrar (3.3.25) ve (3.3.27) elde edilir.

Ayrıca,

σ(t) ≤ g−1(h(t)) (3.3.43)

olduğundan
z (g−1(h(t)))

z(σ(t))
≥ 1 (3.3.44)

olduğu görülür. (3.3.44) ve (3.3.27) ifadeleri, (3.3.25)’de kullanılırsa, t ≥ t3 için

w∆(t) ≤ β∆
+ (t)

r(t)
(
z∆∆(t)

)α

(z∆(t))α − β(σ(t))q(t) (ξ2(h(t)))α

(
R2 (σ(t), t2)

R1 (σ(t), t1)

)α

−β(σ(t))
r(t)

(
z∆∆(t)

)α ((
z∆(t)

)α)∆

(z∆(t))α (z∆(σ(t)))α (3.3.45)

elde edilir. İspatın geri kalanı Teorem 3.3.1 ile benzerdir ve bu yüzden detaylar

ihmal edilmiștir.

Teorem 3.3.5. Kabul edelim ki (C1)-(C4), (3.1.3), (3.1.6), (3.1.7), (3.2.8) șartları

sağlansın. Eğer yeterince büyük her t1 ∈ [t0,∞)T, ve T > t2 > t1 için

lim sup
t→∞

t∫

T

[
Ψ2(s)− 1

(α + 1)α+1

r(s)
(
β∆

+ (s)
)α+1

[β(σ(s))ψ(s)]α

]
∆s = ∞ (3.3.46)

olacak șekilde pozitif bir β ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (3.1.1)

denkleminin bir x(t) çözümü ya salınımlıdır, ya da limt→∞ x(t) = 0 șartını sağlar.

İspat. İspat, (3.3.44) ve Teorem 3.3.2’den kolayca elde edilebilir.

Teorem 3.3.6. Kabul edelim ki α ≥ 1 olsun ve (C1)-(C4), (3.1.3), (3.1.6), (3.1.7),

(3.2.8) sağlansın. Eğer yeterince büyük her t1 ∈ [t0,∞)T, ve T > t2 > t1 için

lim sup
t→∞

t∫

T

[
Ψ2(s)−

r1/α(s)
(
β∆

+ (s)
)2

4αβ(σ(s))ψ(s) [R1(s, t1)]
α−1

]
∆s = ∞, (3.3.47)

olacak șekilde pozitif bir β ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (3.1.1)

denkleminin bir x(t) çözümü ya salınımlıdır, ya da limt→∞ x(t) = 0 șartını sağlar.
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İspat. İspat, (3.3.44) ve Teorem 3.3.3’den kolayca elde edilebilir.

3.4. Uygulamalar

Örnek 3.4.1. T := qZ={qk : k ∈ Z, q > 1} ∪ {0} olsun. α = 3, g(t) = h(t) = t/2,

q(t) = t(t− 1)3, r(t) = 1, f(t, u) = q(t)uα ve p(t) = 8 olmak üzere

[(
(x(t) + 5x(t/2))∆∆

)3
]∆

+ t (t− 1)3 x3(t/2) = 0, t ∈ 2Z, t ≥ t0 := 2. (3.4.48)

üçüncü mertebeden neutral dinamik denklemi göz önüne alalım. Açıkça görülmektedir

ki (C1)-(C4) șartları ve (3.1.2) sağlanır, ayrıca

ξ1(t) = 7/64 > 0 (3.4.49)

dir. Diğer taraftan

1− 1

p (g−1 (g−1(t)))

R2(g
−1(g−1(t)), t2)

R2(g−1(t), t2)
=

2t− 7

4t− 8

olduğundan,

ξ2(t) ≥ 1

64
, t ≥ t2 = 4 için (3.4.50)

bulunur. (3.4.49)’dan ve u ≥ 2 için
∞∫
u

s (s− 1)3 ∆s = ∞ olduğundan,

t∫

t0

∞∫

v

1

r1/α(u)




∞∫

u

q(s) (ξ1(h(s)))α ∆s




1/α

∆u∆v

=

t∫

2

∞∫

v




∞∫

u

s (s− 1)3 (7/64)3 ∆s




1/3

∆u∆v = ∞
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elde edilir, dolayısıyla (3.2.8) șartı sağlanır. Ayrıca β(t) = t seçilir ve (3.4.50) göz

önüne alınırsa,
t∫

8

1
(s−2)3

∆s < ∞ ve
t∫

8

s2 (s2 − 6s + 8)
3
∆s = ∞ olduğundan,

t∫

T

[
β(σ(s))q(s) (ξ2(h(s)))α

(
R2(g

−1(h(s)), t2)

R1(σ(s), t1)

)α

− β∆
+ (s)

(R1(s, t1))
α

]
∆s

≥
t∫

8

[
2s2 (s− 1)3 (1/64)3

(
s2 − 6s + 8

6s− 6

)3

− 1

(s− 2)3

]
∆s

=

t∫

8

[
2 (1/384)3 s2

(
s2 − 6s + 8

)3 − 1

(s− 2)3

]
∆s = ∞

sonucuna varılır, yani (3.3.23) sağlanır. Bu yüzden de, Teorem 3.3.1’in bütün șartları

sağlandığından dolayı, (3.4.48) denkleminin herhangi bir çözümü ya salınımlıdır, ya

da t →∞ iken sıfıra yakınsar.

Örnek 3.4.2. T = R, α = 1/3, g(t) = t/2, h(t) = t− 1, q(t) = t2 + 5, r(t) = 1/t1/3,

f(t, u) = q(t)uα ve p(t) = (16t + 17)/(t + 1) olmak üzere

(
1

t1/3

((
x(t) +

16t + 17

t + 1
x(

t

2
)

)′′)1/3
)′

+ (t2 + 5)x1/3(t− 1) = 0, t ≥ 2 (3.4.51)

diferensiyel denklemini göz önüne alalım. Bu durumda (C1)-(C4) ve (3.1.3) șartlarının

sağlandığı kolaylıkla görülebilir. Ayrıca,

16 ≤ p(t) < 17

olduğundan

ξ1(t) ≥ 15

272
> 0 (3.4.52)

elde edilir. Diğer yandan, t ≥ t2 = 3 için

1

p (g−1(g−1(t)))

R2(g
−1(g−1(t)), t2)

R2(g−1(t), t2)
≤ 64t3 − 48t + 9

128t3 − 384t + 144
≤ 177

272

bulunur ve buradan da

ξ2(t) ≥ 95

4624
(3.4.53)

53



elde edilir. (3.4.52)’den ve u ≥ 2 için
∞∫
u

(s2 + 5) ∆s = ∞ olduğundan,

t∫

t0

∞∫

v

1

r1/α(u)




∞∫

u

q(s) (ξ1(h(s)))α ∆s




1/α

∆u∆v

≥ (15/272)

t∫

2

∞∫

v

u




∞∫

u

(
s2 + 5

)
∆s




3

∆u∆v = ∞

olduğu görülür, dolayısıyla (3.2.8) șartı sağlanır. Son olarak, β(t) = c > 0 seçilir ve

(3.4.53) göz önüne alınırsa,

t∫

T

[
β(s)q(s) (ξ2(h(s)))α

(
R2 (s, 3)

R1 (s, 2)

)α

− 1

(α + 1)α+1

r(s)
(
β′+(s)

)α+1

(β(s)ψ(s))α

]
ds

≥
t∫

4

c
(
s2 + 5

)
(95/4624)1/3

(
s3 − 12s + 9

3 (s2 − 4)

)1/3

ds

≥ c (95/13872)1/3

t∫

4

s4/3
(
s3 − 12s + 9

)1/3
ds = ∞

sonucuna ulașılır, yani (3.3.46) sağlanır. Bu yüzden de, Teorem 3.3.5’den dolayı

(3.4.51) denkleminin herhangi bir çözümü ya salınımlıdır, ya da asimptotik olarak

sıfıra yakınsar.

Not 3.4.3. Bu bölümde verilen sonuçlar "Advances in Difference Equations" dergisinde

bilimsel araștırma makalesi olarak yayınlanmıștır (Tunç ve Özdemir, 2017).
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4. BULGULAR - II

4.1. Üçüncü Mertebeden Dağılımlı Sapma Argümentli Neutral Dinamik

Denklemlerin Çözümlerinin Salınımlılık ve Asimptotik Davranıșı

Bu bölümde, T üstten sınırsız bir zaman skalası, t0 ∈ T, z(t) = x(t) + p(t)x(g(t)),

i = 1, 2 için αi’ler pozitif tek tam sayıların oranları ve 0 < a < b olacak șekilde

a, b ∈ R olmak üzere, üçüncü mertebeden dağılımlı sapma argümentli non-lineer

neutral

[
r2(t)

((
r1(t)

(
z∆(t)

)α1
)∆

)α2
]∆

+

∫ b

a

q(t, ξ)f (x (φ(t, ξ))) ∆ξ = 0, t ∈ [t0,∞)T

(4.1.1)

dinamik denkleminin çözümlerinin salınımlılık ve asimptotik davranıșı üzerinde

durulacaktır. [t0,∞)T zaman skalası aralığı t0 ∈ T için

[t0,∞)T := [t0,∞) ∩ T

ile tanımlı olmak üzere, t ≥ tn yazıldığında kastedilen t ∈ [tn,∞) ∩ T olmasıdır ve

ayrıca bölüm boyunca tekrar belirtilmeye ihtiyaç duyulmaksızın, așağıdaki șartların

sağlandığı kabul edilecektir.

(D1) ri ∈ Crd ([t0,∞)T,R+) ve i = 1, 2 için,

∫ ∞

t0

1

(ri(t))1/αi
∆t = ∞;

(D2) p : [t0,∞)T → R rd-sürekli bir fonksiyon, p(t) ≥ 1, ve yeterince büyük t ler

için p(t) 6≡ 1;

(D3) g ∈ Crd ([t0,∞)T,T) kesin artan bir fonksiyon, g(t) < t, ve limt→∞ g(t) = ∞;

(D4) q(t, ξ) ∈ Crd ([t0,∞)T × [a, b]T, [0,∞)), φ(t, ξ) ∈ Crd ([t0,∞)T × [a, b]T,T)

fonksiyonu ξ’ye göre artmayan fonksiyon, ve

lim
t→∞

min
ξ∈[a,b]

φ(t, ξ) = ∞;



(D5) f ∈ C (R,R) fonksiyonu, u 6= 0 için uf(u) > 0 șartını sağlar ve u 6= 0 için

f(u)/uβ ≥ κ olacak șekilde κ > 0 ve β = α1α2 vardır.

(4.1.1) denkleminin çözümlerinin salınımlılık ve asimptotik davranıșları sırasıyla

g(σ(t)) ≥ φ(t, ξ), ξ ∈ [a, b] (4.1.2)

ve

g(σ(t)) ≤ φ(t, ξ), ξ ∈ [a, b] (4.1.3)

durumları için incelenecektir. Notasyonel kolaylık için,

z[1](t) := r1(t)
[
z∆(t)

]α1 ve z[2](t) := r2(t)
[(

z[1](t)
)∆

]α2

ile tanımlansın.

tx ∈ [t0,∞)T olmak üzere, z ∈ C1
rd ([tx,∞)T ,R), z[1] ∈ C1

rd ([tx,∞)T ,R) ve

z[2] ∈ C1
rd ([tx,∞)T ,R) özelliklerine sahip olan ve [tx,∞)T üzerinde (4.1.1) denklemini

sağlayan așikar olmayan reel değerli bir x ∈ C1
rd ([tx,∞)T ,R) fonksiyonuna (4.1.1)

denkleminin bir çözümü denir. Bu bölüm boyunca, (4.1.1) denkleminin [tx,∞)T

yarı-ekseninde tanımlı ve her T1 ∈ [tx,∞)T için sup {|x(t)| : t ≥ T1} > 0 özelliğine

sahip çözümleri üzerinde durulacaktır. Üstelik, (4.1.1) denkleminin böyle çözümlere

sahip olduğu da kabul edilmiștir. Böyle bir çözüm belli bir noktadan sonra ișaretini

koruyan fonksyion değilse, yani sıfırlarının kümesi üstten sınırlı değilse, bu çözüme

salınımlıdır denir, aksi takdirde salınımsızdır denir.

Farklı yapılardaki neutral diferensiyel denklemler ve zaman skalasında neutral

dinamik denklemler için çözümlerin salınım ve asimptotik davranıșının incelenmesi

aktif ve önemli bir araștırma alanıdır ve bu konudaki son sonuçlara örnek olarak

kaynaklar kısmında verilen neutral denklemlerle ilgili çalıșmalar okuyucuya referans

olarak verilebilir. Bununla birlikte, üçüncü mertebeden dağılımlı sapma argümentli

neutral dinamik denklemler için çözümlerin salınım ve asimptotik davranıșının

incelenmesi, literatürde çok yaygın çalıșılan bir konu değildir. Ayrıca, (4.1.1) tipindeki

dinamik denklemler için literatürde verilen sonuçların çoğu, 0 ≤ p(t) ≤ p0 < 1
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ve/veya 0 ≤ p(t) ≡ ∫ b

a
p (t, η) ∆η ≤ p0 < 1 durumları ile ilgilidir, bkz. (Chen ve Liu,

2008; Grace ve ark., 2016; Huang, 2016).

Bildiğimiz kadarıyla, p(t) ≥ 1 olması durumunda (4.1.1) tipindeki üçüncü mertebeden

dağılımlı sapma argümentli neutral dinamik denklemlerle ilgili çok az sayıda sonuç

vardır, bkz. (Jiang ve Li, 2016; Tunç, 2017), ve elde edilen bu sonuçlar T = R özel

durumu için geçerlidir. Bu bölümde, yukarıda sözü edilen çalıșmalardan (ayrıca bkz.

(Agarwal ve ark., 2012, 2014a,b, 2015a,b; Gao ve ark., 2014; Hassan, 2009; Li ve ark.,

2011)) hareketle, (4.1.1) denkleminin herhangi bir x(t) çözümünün salınımlılığını ya

da t →∞ iken sıfıra yakınsamasını garanti eden sonuçlar verilecektir.

Yazımda kolaylık olması açısından, temel sonuçlar verilirken așağıdaki notasyonlar

kullanılacaktır:

φ1 (t) := φ (t, a) , φ2 (t) := φ (t, b) , d+ (t) := max (0, d (t)) ,

λ =
α2 + 1

α2

, t ≥ t1 için R1 (t, t1) :=

∫ t

t1

∆s

r
1/α2

2 (s)
,

t ≥ t2 ≥ t1 için R2 (t, t2) :=

∫ t

t2

(
R1 (s, t1)

r1 (s)

)1/α1

∆s.

Ayrıca belirtilmelidir ki, bu bölüm boyunca g−1 fonksiyonu, g nin ters fonksiyonu

olmak üzere, yeterince büyük t ler için

ϕ1 (t) :=
1

p (g−1 (t))

(
1− 1

p (g−1 (g−1 (t)))

)
> 0 (4.1.4)

ve

ϕ2 (t) :=
1

p (g−1 (t))

(
1− 1

p (g−1 (g−1 (t)))

R2 (g−1 (g−1 (t)) , t2)

R2 (g−1 (t) , t2)

)
> 0 (4.1.5)

kabul edilecektir.

q1 (t) :=

∫ b

a

q (t, ξ) (ϕ1 (φ (t, ξ)))β ∆ξ, q2 (t) :=

∫ b

a

q (t, ξ) (ϕ2 (φ (t, ξ)))β ∆ξ,
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δ (t) =
R1 (t, t1)

R1 (σ (t) , t1)
olmak üzere ψ (t) =





δ (t) , 0 < α2 ≤ 1 ise

δα2 (t) , α2 > 1 ise

4.2. Bazı Yardımcı Lemmalar

Lemma 4.2.1. Kabul edelim ki (D1)-(D4) șartları sağlansın ve x(t), (4.1.1)

denkleminin bir noktadan sonra pozitif bir çözümü olsun. Bu takdirde, yeterince

büyük t ∈ T ler için, ya

(I) z(t) > 0, z∆(t) > 0,
(
z[1](t)

)∆
> 0 ve

(
z[2](t)

)∆
< 0

ya da

(II) z(t) > 0, z∆(t) < 0,
(
z[1](t)

)∆
> 0 ve

(
z[2](t)

)∆
< 0

dır.

İspat. İspat (Baculíková ve Dz̆urina, 2010a, sf. 2, Lemma 1) kullanılarak kolaylıkla

elde edilebileceğinden ayrıntılara yer verilmemiștir.

Lemma 4.2.2. Kabul edelim ki (4.1.4) sağlansın ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1

de belirtilen Durum (II)’yi sağlamak üzere x(t), (4.1.1) denkleminin bir noktadan

sonra pozitif olan bir çözümü olsun. Eğer

∫ ∞

t0

(
1

r1 (v)

∫ ∞

v

(
1

r2 (u)

∫ ∞

u

q1 (s) ∆s

)1/α2

∆u

)1/α1

∆v = ∞ (4.2.6)

ise, bu takdirde limt→∞ x(t) = 0 dır.

İspat. x(t), (4.1.1) denkleminin bir noktadan sonra pozitif olan bir çözümü olsun.

Bu takdirde, t ≥ t1 ve ξ ∈ [a, b] için x (t) > 0, x (g (t)) > 0 ve x (φ (t, ξ)) > 0 olacak

șekilde t1 ∈ [t0,∞)T vardır. z(t)’nin tanımından,

x (t) =
1

p (g−1 (t))

(
z

(
g−1 (t)

)− x
(
g−1 (t)

))

=
z (g−1 (t))

p (g−1 (t))
− z (g−1 (g−1 (t)))− x (g−1 (g−1 (t)))

p (g−1 (t)) p (g−1 (g−1 (t)))

≥ z (g−1 (t))

p (g−1 (t))
− z (g−1 (g−1 (t)))

p (g−1 (t)) p (g−1 (g−1 (t)))
(4.2.7)
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yazılabilir. g(t) < t ve z(t) azalan fonksiyon olduğundan,

z
(
g−1 (t)

) ≥ z
(
g−1

(
g−1 (t)

))

dir ve bunun (4.2.7) içinde kullanılmasıyla, t ≥ t1 için

x (t) ≥ ϕ1 (t) z
(
g−1 (t)

)
(4.2.8)

bulunur. (D4) șartından dolayı, her t ≥ t2 ve ξ ∈ [a, b] için φ (t, ξ) ≥ t1 olacak

șekilde t2 ≥ t1 seçilebilir. Bu nedenle (4.2.8)’den, t ≥ t2 için

x (φ (t, ξ)) ≥ ϕ1 (φ (t, ξ)) z
(
g−1 (φ (t, ξ))

)
(4.2.9)

elde edilir. Bu yüzden de (4.2.9), (D4)-(D5) șartları ve z(t) azalan olduğu kullanılarak

(4.1.1) denklemi, t ≥ t2 için

(
z[2] (t)

)∆
+ κq1 (t) zβ

(
g−1 (φ1 (t))

) ≤ 0 (4.2.10)

formunda yazılabilir. z (t) > 0 ve z∆ (t) < 0 olduğundan,

lim
t→∞

z (t) = L < ∞

olacak șekilde bir L ≥ 0 sabiti vardır. Eğer L > 0 ise, bu takdirde t ≥ t3 için

g−1 (φ1 (t)) > t2 ve

z(t) ≥ L

olacak șekilde bir t3 ≥ t2 vardır. (4.2.10) ifadesi t den∞ a kadar iki defa integrallenirse,

γ > 0 bir sabit olmak üzere

−z∆ (t) ≥ γ

(
1

r1 (t)

∫ ∞

t

(
1

r2 (u)

∫ ∞

u

q1 (s) ∆s

)1/α2

∆u

)1/α1
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elde edilir. Bu son eșitsizliğin t den ∞ a kadar tekrar integrallenmesi,

z (t3) ≥ γ

∫ ∞

t3

(
1

r1 (v)

∫ ∞

v

(
1

r2 (u)

∫ ∞

u

q1 (s) ∆s

)1/α2

∆u

)1/α1

∆v

sonucunu verir ki bu da (4.2.6) ile çelișir. O halde L = 0 dır. [t1,∞)T üzerinde

0 < x (t) ≤ z (t) olduğundan dolayı da limt→∞ x(t) = 0 sonucuna varılır ve ispat

tamamlanır.

Lemma 4.2.3. Kabul edelim ki (4.1.5) sağlansın ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 de

belirtilen Durum (I)’i sağlamak üzere x(t), (4.1.1) denkleminin bir noktadan sonra

pozitif olan bir çözümü olsun. Bu takdirde z(t), yeterince büyük t değerleri için

(
z[2] (t)

)∆
+ κq2 (t) zβ

(
g−1 (φ2 (t))

) ≤ 0 (4.2.11)

eșitsizliğini sağlar.

İspat. x(t), (4.1.1) denkleminin bir noktadan sonra pozitif olan bir çözümü olsun.

Bu takdirde, t ≥ t1 ve ξ ∈ [a, b] için x (t) > 0, x (g (t)) > 0 ve x (φ (t, ξ)) > 0 olacak

ve z(t) fonksiyonu Durum (I)’i sağlayacak șekilde t1 ∈ [t0,∞)T vardır. Lemma

4.2.2’nin ispatında izlenen yol takip edilirse, tekrar (4.2.7) elde edilir. Bununla

birlikte, t ≥ t1 için

z[1] (t) = z[1] (t1) +

∫ t

t1

(
z[2] (s)

)1/α2

r
1/α2

2 (s)
∆s (4.2.12)

ve z[2] (t) azalan olduğundan

z[1] (t) ≥ (
z[2] (t)

)1/α2

∫ t

t1

1

r
1/α2

2 (s)
∆s (4.2.13)

veya

z[1] (t) ≥ (
z[2] (t)

)1/α2
R1 (t, t1) (4.2.14)
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olduğu görülür. Bu yüzden de,

(
z[1] (t)

R1 (t, t1)

)∆

≤ 0 (4.2.15)

dır. Dolayısıyla, t ≥ t2 için,

z (t) = z (t2) +

∫ t

t2

(
z[1] (s)

R1 (s, t1)

)1/α1 (
R1 (s, t1)

r1 (s)

)1/α1

∆s

≥ R2 (t, t2)

R
1/α1

1 (t, t1)

(
z[1] (t)

)1/α1 (4.2.16)

olacak șekilde t2 ∈ [t1,∞)T vardır ve buradan da

(
z (t)

R2 (t, t2)

)∆

≤ 0, t ≥ t2 için (4.2.17)

bulunur. g−1 (t) < g−1 (g−1 (t)) olduğu göz önüne alınırsa, (4.2.17)’den

R2 (g−1 (g−1 (t)) , t2)

R2 (g−1 (t) , t2)
z

(
g−1 (t)

) ≥ z
(
g−1

(
g−1 (t)

))
(4.2.18)

elde edilir. (4.2.18)’in (4.2.7) içinde kullanılmasıyla, t ≥ t2 için

x (t) ≥ ϕ2 (t) z
(
g−1 (t)

)
(4.2.19)

eșitsizliğine varılır. Diğer yandan lim
t→∞

min
ξ∈[a,b]

φ (t, ξ) = ∞ olduğundan, her t ≥ t3 için

φ (t, ξ) ≥ t2 olacak șekilde t3 ≥ t2 seçilebilir buradan da (4.2.19) eșitsizliğinden

x (φ (t, ξ)) ≥ ϕ2 (φ (t, ξ)) z
(
g−1 (φ (t, ξ))

)
, t ≥ t3 için (4.2.20)

elde edilir. (4.2.20) ifadesi (4.1.1) içinde yazılırsa (4.2.11) elde edilir ve ispat biter.

61



4.3. Temel Sonuçlar

Teorem 4.3.1. Kabul edelim ki (4.1.2) ve (4.1.4)-(4.2.6) sağlansın. Eğer her yeterince

büyük t1 ∈ [t0,∞)T için,

χ1 (t) = κη (σ (t)) q2 (t)
Rβ

2 (g−1 (φ2 (t)) , t2)

Rα2
1 (σ (t) , t1)

,

ve T > t2 ≥ t1 olmak üzere

lim sup
t→∞

∫ t

T

(
χ1 (s)− η∆

+ (s)

Rα2
1 (s, t1)

)
∆s = ∞ (4.3.21)

olacak șekilde pozitif bir η ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (4.1.1)

denkleminin herhangi bir çözümü ya salınımlıdır, ya da limt→∞ x(t) = 0 șartını

sağlar.

İspat. x(t), (4.1.1) denkleminin salınımsız bir çözümü olsun. Bu takdirde, genelliği

bozmaksızın t ≥ t1 ve ξ ∈ [a, b] için x (t) > 0, x (g (t)) > 0 ve x (φ (t, ξ)) > 0 olacak

ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini sağlayacak șekilde

t1 ∈ [t0,∞)T vardır. Eğer Durum (II) sağlanırsa, Lemma 4.2.2 den, limt→∞ x(t) = 0

dır.

Kabul edelim ki Durum (I) sağlansın. Lemma 4.2.3’ün ispatında izlenen yol takip

edilirse tekrar (4.2.11)-(4.2.17) elde edilir. t ≥ t1 için, Riccati-tipi dönüșümü

ω (t) = η (t)
z[2] (t)

(z[1] (t))
α2

(4.3.22)

ile tanımlayalım. ω(t) > 0 olduğu açıktır, ayrıca (4.2.11) ve (4.3.22)’den

ω∆ (t) ≤ η∆
+ (t)

z[2] (t)

(z[1] (t))
α2
− κη (σ (t)) q2 (t)

zβ (g−1 (φ2 (t)))

zβ (σ (t))

zβ (σ (t))

(z[1] (σ (t)))
α2

−η (σ (t))

((
z[1] (t)

)α2
)∆

z[2] (t)

(z[1] (t))
α2 (z[1] (σ (t)))

α2
(4.3.23)
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elde edilir. (D3), (D4) șartları ve (4.1.2)’den görülebilecek

g−1 (φ2 (t)) ≤ σ (t)

ile, (4.2.17) birlikte düșünülürse

z (g−1 (φ2 (t)))

z (σ (t))
≥ R2 (g−1 (φ2 (t)) , t2)

R2 (σ (t) , t2)
(4.3.24)

bulunur. Ayrıca t ≤ σ (t) olduğu, (4.2.16) içinde kullanılırsa

(z (σ (t)))β

(z[1] (σ (t)))
α2
≥ Rβ

2 (σ (t) , t2)

Rα2
1 (σ (t) , t1)

(4.3.25)

olduğu görülür. (4.3.24) ve (4.3.25) ifadeleri, (4.3.23) eșitsizliğinde kullanılırsa

ω∆ (t) ≤ η∆
+ (t)

z[2] (t)

(z[1] (t))
α2
− χ1 (t)− η (σ (t))

((
z[1] (t)

)α2
)∆

z[2] (t)

(z[1] (t))
α2 (z[1] (σ (t)))

α2

(4.3.26)

elde edilir. Eğer 0 < α2 ≤ 1 ise, (3.3.29) ve (4.3.26)’dan

ω∆ (t) ≤ η∆
+ (t)

z[2] (t)

(z[1] (t))
α2
− χ1 (t)− α2η (σ (t))

r
1/α2

2 (t)

(
z[2] (t)

)λ

(z[1] (t))
α2+1

z[1] (t)

z[1] (σ (t))
,

(4.3.27)

eğer α2 > 1 ise, (3.3.29) ve (4.3.26)’dan

ω∆ (t) ≤ η∆
+ (t)

z[2] (t)

(z[1] (t))
α2
− χ1 (t)− α2η (σ (t))

r
1/α2

2 (t)

(
z[2] (t)

)λ

(z[1] (t))
α2+1

(
z[1] (t)

)α2

(z[1] (σ (t)))
α2

(4.3.28)

sonucuna ulașılır. Diğer taraftan, t ≤ σ (t) olduğu, (4.2.15) içinde kullanılırsa

z[1] (t)

z[1] (σ (t))
≥ R1 (t, t1)

R1 (σ (t) , t1)
(4.3.29)
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bulunur. (4.3.29) göz önüne alınarak, (4.3.27) ve (4.3.28) eșitsizlikleri birleștirilirse,

α2 > 0 ve t ≥ t3 için,

ω∆ (t) ≤ η∆
+ (t)

z[2] (t)

(z[1] (t))
α2
− χ1 (t)− α2η (σ (t)) ψ (t)

r
1/α2

2 (t)

(
z[2] (t)

)λ

(z[1] (t))
α2+1 (4.3.30)

elde edilir. (4.2.14) ifadesinden,

z[2] (t)

(z[1] (t))
α2
≤ 1

Rα2
1 (t, t1)

(4.3.31)

olduğu görülür. Bu nedenle (4.3.31), z[1] (t) > 0 ve z[2] (t) > 0 kullanılarak, (4.3.30)

eșitsizliği

ω∆ (t) ≤ −χ1 (t) +
η∆

+ (t)

Rα2
1 (t, t1)

(4.3.32)

formunda yazılabilir. (4.3.32) ifadesi t3 den t ye kadar integrallenirse

∫ t

t3

(
χ1 (s)− η∆

+ (s)

Rα2
1 (s, t1)

)
∆s ≤ ω (t3) (4.3.33)

sonucuna varılır ki bu, (4.3.21) ile çelișir ve ispatı tamamlar.

Teorem 4.3.2. Kabul edelim ki (4.1.2), (4.1.4)-(4.2.6) sağlansın ve χ1 (t) fonksiyonu

Teorem 4.3.1’deki gibi tanımlansın. Eğer her yeterince büyük t1 ∈ [t0,∞)T için,

T > t2 ≥ t1 olmak üzere

lim sup
t→∞

∫ t

T

(
χ1 (s)− 1

(α2 + 1)α2+1

r2 (s)
(
η∆

+ (s)
)α2+1

(η (σ (s)) ψ (s))α2

)
∆s = ∞ (4.3.34)

olacak șekilde pozitif bir η ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (4.1.1)

denkleminin herhangi bir çözümü ya salınımlıdır, ya da t →∞ iken sıfıra yakınsar.

İspat. x(t), (4.1.1) denkleminin salınımsız bir çözümü olsun. Bu takdirde, genelliği

bozmaksızın t ≥ t1 ve ξ ∈ [a, b] için x (t) > 0, x (g (t)) > 0 ve x (φ (t, ξ)) > 0 olacak

ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini sağlayacak șekilde

t1 ∈ [t0,∞)T vardır. Eğer Durum (II) sağlanırsa, Lemma 4.2.2 den, limt→∞ x(t) = 0

dır.
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Kabul edelim ki Durum (I) sağlansın. Teorem 4.3.1’in ispatında izlenen yol takip

edilirse tekrar (4.3.30) elde edilir. (4.3.22) göz önüne alınırsa, (4.3.30) eșitsizliği

ω∆ (t) ≤ η∆
+ (t)

η (t)
ω (t)− χ1 (t)− α2η (σ (t)) ψ (t)

ηλ (t) r
1/α2

2 (t)
ωλ (t) (4.3.35)

formunda yazılabilir.

U =
[α2η (σ (t)) ψ (t)]1/λ

[
r
1/α2

2 (t) ηλ (t)
]1/λ

ω (t) ve V =


 α2

α2 + 1

[
r
1/α2

2 (t) ηλ (t)
]1/λ

[α2η (σ (t)) ψ (t)]1/λ

η∆
+ (t)

η (t)




α2

olmak üzere, Lemma 2.7.13 uygulanırsa,

η∆
+ (t)

η (t)
ω (t)− α2η (σ (t)) ψ (t)

ηλ (t) r
1/α2

2 (t)
ωλ (t) ≤ 1

(α2 + 1)α2+1

r2 (t)
(
η∆

+ (t)
)α2+1

[η (σ (t)) ψ (t)]α2
(4.3.36)

bulunur. (4.3.36), (4.3.35) içinde kullanılırsa,

ω∆ (t) ≤ 1

(α2 + 1)α2+1

r2 (t)
(
η∆

+ (t)
)α2+1

[η (σ (t)) ψ (t)]α2
− κη (σ (t)) q2 (t)

Rβ
2 (g−1 (φ2 (t)) , t2)

Rα2
1 (σ (t) , t1)

elde edilir. Son eșitsizliğin t3 den t ye kadar integrallenmesi,

∫ t

t3

(
χ1 (s)− 1

(α2 + 1)α2+1

r2 (s)
(
η∆

+ (s)
)α2+1

[η (σ (s)) ψ (s)]α2

)
∆s ≤ ω (t3)

sonucunu verir ki bu da (4.3.34) ile çelișkilidir. Dolayısıyla ispat tamamlanır.

Teorem 4.3.3. Kabul edelim ki α2 ≥ 1 olsun, (4.1.2) ve (4.1.4)-(4.2.6) sağlansın,

ayrıca χ1 (t) fonksiyonu Teorem 4.3.1’deki gibi taımlansın. Eğer her yeterince büyük

t1 ∈ [t0,∞)T için, T > t2 ≥ t1 olmak üzere

lim sup
t→∞

∫ t

T

(
χ1 (s)− r

1/α2

2 (s)
(
η∆

+ (s)
)2

4α2η (σ (s)) ψ (s) [R1 (s, t1)]
α2−1

)
∆s = ∞ (4.3.37)

olacak șekilde pozitif bir η ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (4.1.1)

denkleminin herhangi bir çözümü ya salınımlıdır, ya da t →∞ iken sıfıra yakınsar.
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İspat. x(t), (4.1.1) denkleminin salınımsız bir çözümü olsun. Bu takdirde, genelliği

bozmaksızın t ≥ t1 ve ξ ∈ [a, b] için x (t) > 0, x (g (t)) > 0 ve x (φ (t, ξ)) > 0 olacak

ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini sağlayacak șekilde

t1 ∈ [t0,∞)T vardır. Eğer Durum (II) sağlanırsa, Lemma 4.2.2 den, limt→∞ x(t) = 0

dır.

Kabul edelim ki Durum (I) sağlansın. Teorem 4.3.2’nin ispatında izlenen yol takip

edilirse tekrar (4.3.35) eșitsizliğine varılır ki bu eșitsizlik, t ≥ t3 için

ω∆ (t) ≤ η∆
+ (t)

η (t)
ω (t)− χ1 (t)− α2η (σ (t)) ψ (t) (ω (t))

1
α2
−1

ηλ (t) r
1/α2

2 (t)
ω2 (t) (4.3.38)

formunda yazılabilir. (4.3.22) ve (4.2.14) birlikte düșünülürse,

(ω (t))
1

α2
−1

= (η (t))
1

α2
−1

(
z[2] (t)

) 1
α2
−1

(z[1] (t))
1−α2

= (η (t))
1

α2
−1

(
z[1] (t)

(z[2] (t))
1/α2

)α2−1

≥ (η (t))
1

α2
−1

(R1 (t, t1))
α2−1 (4.3.39)

yazılabilir. (4.3.39) ifadesi (4.3.38) içinde kullanılırsa, t ≥ t3 için

ω∆ (t) ≤ η∆
+ (t)

η (t)
ω (t)− χ1 (t)− α2η (σ (t)) ψ (t) (R1 (t, t1))

α2−1

η2 (t) r
1/α2

2 (t)
ω2 (t) (4.3.40)

sonucuna ulașılır. (4.3.40) ifadesi ω’ya göre kareye tamamlanırsa,

ω∆ (t) ≤ −χ1 (t) +
r
1/α2

2 (t)
(
η∆

+ (t)
)2

4α2η (σ (t)) ψ (t) [R1 (t, t1)]
α2−1 . (4.3.41)

elde edilir. Bu eșitsizlik t3 den t ye kadar integrallenirse,

∫ t

t3

(
χ1 (s)− r

1/α2

2 (s)
(
η∆

+ (s)
)2

4α2η (σ (s)) ψ (s) [R1 (s, t1)]
α2−1

)
∆s ≤ ω (t3)

sonucuna varılır. Bu sonuç (4.3.37) ile çelișkilir ve ispat tamamlanmıș olur.
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Teorem 4.3.4. Kabul edelim ki (4.1.3)-(4.2.6) sağlansın. Eğer her yeterince büyük

t1 ∈ [t0,∞)T için,

χ2 (t) = κη (σ (t)) q2 (t)
Rβ

2 (σ (t) , t2)

Rα2
1 (σ (t) , t1)

,

ve T > t2 ≥ t1 olmak üzere

lim sup
t→∞

∫ t

T

(
χ2 (s)− η∆

+ (s)

Rα2
1 (s, t1)

)
∆s = ∞ (4.3.42)

olacak șekilde pozitif bir η ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (4.1.1)

denkleminin herhangi bir çözümü ya salınımlıdır, ya da limt→∞ x(t) = 0 șartını

sağlar.

İspat. x(t), (4.1.1) denkleminin salınımsız bir çözümü olsun. Bu takdirde, genelliği

bozmaksızın t ≥ t1 ve ξ ∈ [a, b] için x (t) > 0, x (g (t)) > 0 ve x (φ (t, ξ)) > 0 olacak

ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini sağlayacak șekilde

t1 ∈ [t0,∞)T vardır. Eğer Durum (II) sağlanırsa, Lemma 4.2.2 den, limt→∞ x(t) = 0

dır.

Eğer Durum (I) sağlanırsa, Teorem 4.3.1’in ispatındaki süreç aynen takip edilerek

tekrar (4.3.23) ve (4.3.25) elde edilir. Ayrıca,

σ (t) ≤ g−1 (φ2 (t)) (4.3.43)

olduğundan, z∆(t) > 0 kullanılarak

z (g−1 (φ2 (t)))

z (σ (t))
≥ 1 (4.3.44)

olduğu görülür. (4.3.44) ve (4.3.25) ifadeleri, (4.3.23) içinde kullanılırsa,

ω∆ (t) ≤ η∆
+ (t)

z[2] (t)

(z[1] (t))
α2
− χ2(t)− η (σ (t))

((
z[1] (t)

)α2
)∆

z[2] (t)

(z[1] (t))
α2 (z[1] (σ (t)))

α2
(4.3.45)

elde edilir. İspatın geri kalan kısmı Teorem 4.3.1 ile benzer olduğundan, detaylara

yer verilmemiștir.
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Teorem 4.3.5. Kabul edelim ki (4.1.3)-(4.2.6) sağlansın ve χ2 (t) fonksiyonu Teorem

4.3.4’deki gibi tanımlansın. Eğer her yeterince büyük t1 ∈ [t0,∞)T için, T > t2 ≥ t1

olmak üzere

lim sup
t→∞

∫ t

T

(
χ2 (s)− 1

(α2 + 1)α2+1

r2 (s)
(
η∆

+ (s)
)α2+1

(η (σ (s)) ψ (s))α2

)
∆s = ∞ (4.3.46)

olacak șekilde pozitif bir η ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (4.1.1)

denkleminin herhangi bir çözümü ya salınımlıdır, ya da t →∞ iken sıfıra yakınsar.

Teorem 4.3.6. Kabul edelim ki α2 ≥ 1 olsun, (4.1.3)-(4.2.6) sağlansın ve χ2 (t)

fonksiyonu Teorem 4.3.4’deki gibi tanımlansın. Eğer her yeterince büyük t1 ∈
[t0,∞)T için, T > t2 ≥ t1 olmak üzere

lim sup
t→∞

∫ t

T

(
χ2 (s)− r

1/α2

2 (s)
(
η∆

+ (s)
)2

4α2η (σ (s)) ψ (s) [R1 (s, t1)]
α2−1

)
∆s = ∞ (4.3.47)

olacak șekilde pozitif bir η ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (4.1.1)

denkleminin herhangi bir çözümü ya salınımlıdır, ya da t →∞ iken sıfıra yakınsar.

Yukarıdaki iki teoremin ispatı (4.3.44), Teorem 4.3.2 ve Teorem 4.3.3 kullanılarak

kolaylıkla elde edilebileceğinden, burada detaylara yer verilmemiștir.

4.4. Philos-Tipi Salınım Sonuçları

Bu bölümde (4.1.1) denklemi için Philos-tipi salınım sonuçları verilecektir. Bunun

için öncelikle, bölüm boyunca kullanılacak olan P fonksiyonlar sınıfının tanıtılmasına

ihtiyaç duyulmaktadır.

D0 ≡ {(t, s) ∈ T2 : t > s ≥ t0}, D ≡ {(t, s) ∈ T2 : t ≥ s ≥ t0} ve H, h ∈
Crd (D,R) olsun. η fonksiyonu Teorem 4.3.1’deki gibi tanımlı olmak üzere, eğer

(i) t ≥ t0 için H(t, t) = 0 ve D0 üzerinde H(t, s) > 0,

68



(ii) H fonksiyonu D0 üzerinde ikinci değișkene göre pozitif olmayan rd-sürekli

H∆s(t, s), ∆-kısmi türeve sahiptir ve

H∆s(t, s) + H(t, s)
η∆(s)

η(σ(s))
=

h(t, s)

η(σ(s))
H1/λ(t, s)

șartlarını sağlıyorsa, H ∈ Crd (D,R) fonksiyonuna P sınıfına aittir denir ve H ∈ P
ile ifade edilir.

Teorem 4.4.1. Kabul edelim ki (4.1.2) ve (4.1.4)-(4.2.6) sağlansın, ayrıca

χ3(t) = κη (t) q2 (t)
Rβ

2 (g−1 (φ2 (t)) , t2)

Rα2
1 (σ (t) , t1)

ve t∗ > t2 ≥ t1 olmak üzere, yeterince büyük her t1 ∈ [t0,∞)T için,

lim sup
t→∞

1

H(t, t∗)

∫ t

t∗

[
H (t, s) χ3 (s)− r2 (s) (h+(t, s))α2+1

(α2 + 1)α2+1 (η (s) ψ (s))α2

]
∆s = ∞ (4.4.48)

olacak șekilde η ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R+) ve H, h ∈ Crd (D,R) , H ∈ P fonksiyonları var

olsun. Bu takdirde (4.1.1) denkleminin herhangi bir çözümü ya salınımlıdır, ya da

t →∞ iken sıfıra yakınsar.

İspat. x(t), (4.1.1) denkleminin salınımsız bir çözümü olsun. Bu takdirde, genelliği

bozmaksızın t ≥ t1 ve ξ ∈ [a, b] için x (t) > 0, x (g (t)) > 0 ve x (φ (t, ξ)) > 0 olacak

ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini sağlayacak șekilde

t1 ∈ [t0,∞)T vardır. Eğer Durum (II) sağlanırsa, Lemma 4.2.2 den, limt→∞ x(t) = 0

dır.

Kabul edelim ki Durum (I) sağlansın. Bu takdirde, (3.3.29), (4.2.11), (4.3.24),

(4.3.25) ve (4.3.29) ifadeleri tekrar sağlanır. ω(t) fonksiyonu (4.3.22)’deki gibi

tanımlanmak üzere, (4.2.11), (4.3.24) ve (4.3.25) kullanılarak, t ≥ t3 için
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ω∆ (t) =
η (t)

(z[1] (t))
α2

(
z[2] (t)

)∆
+

(
η (t)

(z[1] (t))
α2

)∆

z[2] (σ (t))

≤ −κη (t) q2 (t)
Rβ

2 (g−1 (φ2 (t)) , t2)

Rα2
1 (σ (t) , t1)

+
η∆ (t) ω (σ (t))

η (σ (t))

−η (t)
z[2] (σ (t))

((
z[1] (t)

)α2
)∆

(z[1] (t))
α2 (z[1] (σ (t)))

α2
(4.4.49)

elde edilir. Eğer 0 < α2 ≤ 1 ise, (3.3.29) ve (4.4.49)’dan

ω∆ (t) ≤ −χ3(t) +
η∆ (t) ω (σ (t))

η (σ (t))
− α2η (t)

z[2] (σ (t))
(
z[1] (t)

)∆

(z[1] (t))
α2 z[1] (σ (t))

, (4.4.50)

eğer α2 > 1 ise, (3.3.29) ve (4.4.49)’dan

ω∆ (t) ≤ −χ3(t) +
η∆ (t) ω (σ (t))

η (σ (t))
− α2η (t)

z[2] (σ (t))
(
z[1] (t)

)∆

z[1] (t) (z[1] (σ (t)))
α2

(4.4.51)

sonucuna varılır. z[1](t) artan ve z[2](t) azalan fonksiyonlar olduğu kullanılarak,

sırasıyla z[1](t) ≤ z[1](σ(t)) ve
(
z[1](t)

)∆ ≥ (
z[2](σ(t))

)1/α2
/ (r2(t))

1/α2 bulunur.

Buradan da (4.4.50) ve (4.4.51), sırasıyla

ω∆ (t) ≤ −χ3 (t) +
η∆ (t) ω (σ (t))

η (σ (t))
− α2η(t)

(
z[2] (σ (t))

)λ

r
1/α2

2 (t) (z[1] (σ(t)))
α2+1

z[1] (t)

z[1] (σ(t))
(4.4.52)

ve

ω∆ (t) ≤ −χ3 (t) +
η∆ (t) ω (σ (t))

η (σ (t))
− α2η(t)

(
z[2] (σ (t))

)λ

r
1/α2

2 (t) (z[1] (σ(t)))
α2+1

(
z[1] (t)

)α2

(z[1] (σ(t)))
α2

(4.4.53)

șeklinde yazılabilir. (4.3.29) göz önüne alınarak (4.4.52) ve (4.4.53) birleștirilirse,

α2 > 0 ve t ≥ t3 için

ω∆ (t) ≤ −χ3 (t) +
η∆ (t) ω (σ (t))

η (σ (t))
− α2η (t) ψ (t)

r
1/α2

2 (t)

ωλ (σ (t))

ηλ (σ (t))
(4.4.54)
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olduğu görülür ve buradan hareketle, t ≥ T ≥ t3 için

∫ t

T

H (t, s) χ3 (s) ∆s ≤ −
∫ t

T

H (t, s) ω∆ (s) ∆s +

∫ t

T

H (t, s)
η∆ (s)

η (σ (s))
ω (σ (s)) ∆s

−
∫ t

T

H (t, s)
α2η (s) ψ (s)

r
1/α2

2 (s)

ωλ (σ (s))

ηλ (σ (s))
∆s (4.4.55)

elde edilir. (4.4.55)’e kısmi integrasyon formülü uygulanırsa,

∫ t

T

H (t, s) χ3 (s) ∆s ≤ H (t, T ) ω (T ) +

∫ t

T

H∆s (t, s) ω (σ (s)) ∆s

+

∫ t

T

H (t, s)
η∆ (s) ω (σ (s))

η (σ (s))
∆s−

∫ t

T

H (t, s)
α2η (s) ψ (s)

r
1/α2

2 (s)

ωλ (σ (s))

ηλ (σ (s))
∆s

≤ H (t, T ) ω (T ) +

∫ t

T

h+ (t, s)

η (σ (s))
H1/λ (t, s) ω (σ (s)) ∆s

−
∫ t

T

H (t, s)
α2η (s) ψ (s)

r
1/α2

2 (s)

ωλ (σ (s))

ηλ (σ (s))
∆s (4.4.56)

bulunur. Burada,

U =
[α2η (s) ψ (s) H (t, s)]1/λ ω (σ (s))[

r
1/α2

2 (s) ηλ (σ (s))
]1/λ

ve V =


 α2

α2 + 1

[
r
1/α2

2 (s) ηλ (σ (s))
]1/λ

[α2η (s) ψ (s)]1/λ

h+ (t, s)

η (σ (s))




α2

olmak üzere, Lemma 2.7.13 uygulanırsa

h+ (t, s)

η (σ (s))
H1/λ (t, s) ω (σ (s))−H (t, s) α2η (s) ψ (s)

1

r
1/α2

2 (s)

ωλ (σ (s))

ηλ (σ (s))

≤ 1

(α2 + 1)α2+1

r2 (s) (h+ (t, s))α2+1

(η (s) ψ (s))α2
, (4.4.57)

ve (4.4.57) ifadesi (4.4.56) içinde kullanılırsa,

∫ t

T

[
H (t, s) χ3 (s)− r2 (s) (h+(t, s))α2+1

(α2 + 1)α2+1 (η (s) ψ (s))α2

]
∆s ≤ H(t, T )ω (T ) , (4.4.58)

yani, her t ≥ t3 için
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∫ t

t3

[
H (t, s) χ3 (s)− r2 (s) (h+(t, s))α2+1

(α2 + 1)α2+1 (η (s) ψ (s))α2

]
∆s ≤ H(t, t3)ω (t3)

sonucuna varılır. Bu ise (4.4.48) ile çelișir. İspat tamamlanmıștır.

Teorem 4.4.2. Kabul edelim ki H, h ∈ Crd (D,R) ve χ3 (t) fonksiyonları Teorem

4.4.1’deki gibi tanımlansın, (4.1.2) ve (4.1.4)-(4.2.6) șartları sağlansın ve

0 < inf
s≥t0

{
lim inf

t→∞
H (t, s)

H (t, t0)

}
≤ ∞ (4.4.59)

olsun. Ayrıca t∗ > t2 ≥ t1 olmak üzere, yeterince büyük her t1 ∈ [t0,∞)T için,

lim sup
t→∞

1

H (t, t∗)

∫ t

t∗

r2 (s) (h+ (t, s))α2+1

(η (s) ψ (s))α2
∆s < ∞, (4.4.60)

T ≥ t∗ için

lim sup
t→∞

1

H (t, T )

∫ t

T

[
H (t, s) χ3 (s)− r2 (s) (h+(t, s))α2+1

(α2 + 1)α2+1 (η (s) ψ (s))α2

]
∆s ≥ Ψ (T )

(4.4.61)

ve

∫ ∞

t∗

η (s) ψ (s)

r
1/α2

2 (s) ηλ (σ (s))
Ψλ

+ (σ (s)) ∆s = ∞, (4.4.62)

olacak șekilde η ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R) ve Ψ (t) ∈ Crd ([t0,∞)T ,R) fonksiyonları var

olsun. Bu takdirde (4.1.1) denkleminin herhangi bir çözümü ya salınımlıdır, ya da

t →∞ iken sıfıra yakınsar.

İspat. x(t), (4.1.1) denkleminin salınımsız bir çözümü olsun. Bu takdirde, genelliği

bozmaksızın t ≥ t1 ve ξ ∈ [a, b] için x (t) > 0, x (g (t)) > 0 ve x (φ (t, ξ)) > 0 olacak

ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini sağlayacak șekilde

t1 ∈ [t0,∞)T vardır. Eğer Durum (II) sağlanırsa, Lemma 4.2.2 den, limt→∞ x(t) = 0

olduğu görülür.
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Kabul edelim ki Durum (I) sağlansın. Bu takdirde, Teorem 4.4.1’nin ispatındaki

süreç ișletilirse, tekrar (4.4.56) ve (4.4.58) ifadelerine ulașılır. (4.4.58) ve (4.4.61)

göz önüne alınırsa, t > T ≥ t3 için

Ψ (T ) ≤ ω (T ) (4.4.63)

ve

lim sup
t→∞

1

H (t, T )

∫ t

T

H (t, s) χ3 (s) ∆s ≥ Ψ (T ) (4.4.64)

elde edilir. Diğer taraftan,

A (t) =
1

H (t, t3)

∫ t

t3

h+ (t, s)

η (σ (s))
H1/λ (t, s) ω (σ (s)) ∆s, t > t3 için

ve

B (t) =
1

H (t, t3)

∫ t

t3

H (t, s)
α2η (s) ψ (s)

r
1/α2

2 (s)

ωλ (σ (s))

ηλ (σ (s))
∆s, t > t3 için ,

ile tanımlanırsa, (4.4.56)’dan

lim inf
t→∞

[B (t)− A (t)] ≤ ω (t3)− lim sup
t→∞

1

H (t, t3)

∫ t

t3

H (t, s) χ3 (s) ∆s

≤ ω (t3)−Ψ (t3) < ∞ (4.4.65)

bulunur. Șimdi iddia ediyoruz ki,

∫ ∞

t3

η (s) ψ (s)

r
1/α2

2 (s)

ωλ (σ (s))

ηλ (σ (s))
∆s < ∞ (4.4.66)

dır. Bunu ispatlamak için, aksine kabul edelim ki

∫ ∞

t3

η (s) ψ (s)

r
1/α2

2 (s)

ωλ (σ (s))

ηλ (σ (s))
∆s = ∞ (4.4.67)

olsun. (4.4.59)’dan

inf
s≥t0

{
lim inf

t→∞
H (t, s)

H (t, t0)

}
> ε1 > 0 (4.4.68)

73



olacak șekilde bir sabit ε1 > 0 vardır. K1 > 0 keyfi bir sayı olsun. Bu takdirde,

(4.4.67)’den t ≥ t4 için

∫ t

t3

η (s) ψ (s)

r
1/α2

2 (s)

ωλ (σ (s))

ηλ (σ (s))
∆s ≥ K1

α2ε1

olacak șekilde bir t4 > t3 vardır. Bununla birlikte, her t ≥ t4 > t3 için

B (t) =
1

H (t, t3)

∫ t

t3

α2H (t, s)
η (s) ψ (s)

r
1/α2

2 (s)

ωλ (σ (s))

ηλ (σ (s))
∆s

=
1

H (t, t3)

∫ t

t3

α2H (t, s)

(∫ s

t3

η (u) ψ (u)

r
1/α2

2 (u)

ωλ (σ (u))

ηλ (σ (u))
∆u

)∆s

∆s

=
1

H (t, t3)

∫ t

t3

[
−α2H

∆s(t, s)

∫ σ(s)

t3

η (u) ψ (u)

r
1/α2

2 (u)

ωλ (σ (u))

ηλ (σ (u))
∆u

]
∆s

≥ 1

H (t, t3)

∫ t

t4

[
−α2H

∆s(t, s)

∫ s

t3

η (u) ψ (u)

r
1/α2

2 (u)

ωλ (σ (u))

ηλ (σ (u))
∆u

]
∆s

≥ 1

H (t, t3)

∫ t

t4

[
−α2H

∆s (t, s)
K1

α2ε1

]
∆s =

K1

ε1

H (t, t4)

H (t, t3)

olduğu görülür. (4.4.68)’den dolayı lim inf
t→∞

H(t,t4)
H(t,t0)

> ε1 olduğundan, her t ≥ t5 için
H(t,t4)
H(t,t3)

≥ ε1 olacak șekilde bir t5 ≥ t4 seçilebilir. Bu yüzden de, her t ≥ t5 için

B (t) ≥ K1 dir. K1 keyfi olduğundan da,

lim
t→∞

B (t) = ∞ (4.4.69)

sonucuna varılır. Șimdi, limn→∞ Tn = ∞ ve

lim
n→∞

[B (Tn)− A (Tn)] = lim inf
t→∞

[B (t)− A (t)]

olacak șekilde (t3,∞)T üzerinde bir {Tn}∞n=1 dizisini göz önüne alalım. Bu durumda

(4.4.65)’den, yeterince büyük her n tamsayısı için

B (Tn)− A (Tn) ≤ K2 (4.4.70)
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olacak șekilde bir K2 sabiti vardır. (4.4.69) ifadesi

lim
n→∞

B (Tn) = ∞ (4.4.71)

olmasını garanti ettiğinden, (4.4.70) ifadesi

lim
n→∞

A (Tn) = ∞ (4.4.72)

anlamına gelir. Ayrıca (4.4.70) ve (4.4.71)’den, yeterince büyük pozitif n tamsayıları

için

A (Tn)

B (Tn)
− 1 ≥ −K2

B (Tn)
>
−K2

2K2

=
−1

2
,

yani

A (Tn)

B (Tn)
>

1

2
,

ve buradan (4.4.72) ile birlikte,

lim
n→∞

[A (Tn)]α2+1

[B (Tn)]α2
= lim

n→∞

[
A (Tn)

B (Tn)

]α2

A (Tn) = ∞ (4.4.73)

elde edilir. Diğer yandan, Lemma 2.7.14 kullanılarak,

A (Tn) =
1

H (Tn, t3)

∫ Tn

t3

h+ (Tn, s)

η (σ (s))
H1/λ (Tn, s) ω (σ (s)) ∆s

=

∫ Tn

t3





[
α2H(Tn, s)η (s) ψ (s)

H (Tn, t3)

]1/λ

× ω (σ (s))[
r
1/α2

2 (s) ηλ (σ (s))
]1/λ





×h+(Tn, s)H
1/λ(Tn, s) (r2 (s))1/(α2+1)

H (Tn, t3)
×

[
α2H(Tn, s)η (s) ψ (s)

H (Tn, t3)

]−1/λ

∆s
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≤
[∫ Tn

t3

α2H(Tn, s)η (s) ψ (s)

H (Tn, t3) r
1/α2

2 (s) ηλ (σ (s))
ωλ (σ (s)) ∆s

]1/λ

×



∫ Tn

t3

(
h+(Tn, s)H1/λ(Tn, s) (r2 (s))1/(α2+1)

H (Tn, t3)

)α2+1

×
(

α2H(Tn, s)η (s) ψ (s)

H (Tn, t3)

)−α2

∆s

] 1
α2+1

= B1/λ (Tn)

[
α−α2

2

H (Tn, t3)

∫ Tn

t3

r2 (s) (h+(Tn, s))
α2+1

(η (s) ψ (s))α2
∆s

] 1
α2+1

(4.4.74)

ve buradan da

[A (Tn)]α2+1

[B (Tn)]α2
≤ α−α2

2

H (Tn, t3)

∫ Tn

t3

r2 (s) (h+(Tn, s))α2+1

(η (s) ψ (s))α2
∆s (4.4.75)

sonucuna varılır. (4.4.73) ve (4.4.75) birlikte düșünülürse,

lim
n→∞

1

H (Tn, t3)

∫ Tn

t3

r2 (s) (h+(Tn, s))α2+1

(η (s) ψ (s))α2
∆s = ∞, (4.4.76)

ve buradan da

lim sup
t→∞

1

H (t, t3)

∫ t

t3

r2 (s) (h+(t, s))α2+1

(η (s) ψ (s))α2
∆s = ∞

elde edilir ki bu ifade (4.4.60) ile çelișir. O halde (4.4.66) sağlanır. Bu yüzden de,

(4.4.63) ve (4.4.66) ifadelerinden,

∫ ∞

t3

η (s) ψ (s)

r
1/α2

2 (s) ηλ (σ (s))
Ψλ

+ (σ (s)) ∆s ≤
∫ ∞

t3

η (s) ψ (s) ωλ (σ (s))

r
1/α2

2 (s) ηλ (σ (s))
∆s < ∞(4.4.77)

sonucuna ulașılır. Bu sonuç (4.4.62) ile çelișkilidir ve ispatı tamamlar.

Teorem 4.4.3. Kabul edelim ki H, h ∈ Crd (D,R) ve χ3 (t) fonksiyonları Teorem

4.4.1’deki gibi tanımlansın, (4.1.2), (4.1.4)-(4.2.6) șartları ve (4.4.59) sağlansın.

Ayrıca t∗ > t2 ≥ t1 olmak üzere, T ≥ t∗ için (4.4.62) sağlanacak,

lim inf
t→∞

1

H (t, t∗)

∫ t

t∗
H(t, s)χ3 (s) ∆s < ∞ (4.4.78)
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ve

lim inf
t→∞

1

H (t, T )

∫ t

T

[
H (t, s) χ3 (s)− r2 (s) (h+(t, s))α2+1

(α2 + 1)α2+1 (η (s) ψ (s))α2

]
∆s ≥ Ψ (T )

(4.4.79)

olacak șekilde η ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R) ve Ψ (t) ∈ Crd ([t0,∞)T ,R) fonksiyonları var

olsun. Bu takdirde (4.1.1) denkleminin herhangi bir çözümü ya salınımlıdır, ya da

t →∞ iken sıfıra yakınsar.

İspat. x(t), (4.1.1) denkleminin salınımsız bir çözümü olsun. Bu takdirde, genelliği

bozmaksızın t ≥ t1 ve ξ ∈ [a, b] için x (t) > 0, x (g (t)) > 0 ve x (φ (t, ξ)) > 0 olacak

ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini sağlayacak șekilde

t1 ∈ [t0,∞)T vardır. Eğer Durum (II) sağlanırsa, Lemma 4.2.2 den, limt→∞ x(t) = 0

dır.

Kabul edelim ki Durum (I) sağlansın. Bu takdirde, Teorem 4.4.1’nin ispatındaki

süreç ișletilirse, tekrar (4.4.56) ve (4.4.58) ifadelerine ulașılır. (4.4.58) and (4.4.79)

birlikte düșünülürse, T ≥ t3 için

Ψ (T ) ≤ ω (T ) (4.4.80)

ve

lim inf
t→∞

1

H (t, T )

∫ t

T

H(t, s)χ3 (s) ∆s ≥ Ψ (T ) (4.4.81)

elde edilir. A(t) ve B(t) fonksiyonları Teorem 4.4.2’deki gibi tanımlanırsa, (4.4.56)’dan

lim sup
t→∞

[B (t)− A (t)] ≤ ω (t3)− lim inf
t→∞

1

H (t, t3)

∫ t

t3

H (t, s) χ3 (s) ∆s

≤ ω (t3)−Ψ (t3) < ∞ (4.4.82)
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olduğu görülür. Diğer taraftan, (4.4.79) ve (4.4.81) ifadelerinin kullanılmasıyla

Ψ (t3) ≤ lim inf
t→∞

1

H (t, t3)

∫ t

t3

[
H (t, s) χ3 (s)− r2 (s) (h+(t, s))α2+1

(α2 + 1)α2+1 (η (s) ψ (s))α2

]
∆s

≤ lim inf
t→∞

1

H (t, t3)

∫ t

t3

H (t, s) χ3 (s) ∆s

−lim inf
t→∞

1

H (t, t3)

∫ t

t3

r2 (s) (h+(t, s))α2+1

(α2 + 1)α2+1 (η (s) ψ (s))α2
∆s (4.4.83)

bulunur. Bununla birlikte, (4.4.78) ve (4.4.83)’den

lim inf
t→∞

1

H (t, t3)

∫ t

t3

r2 (s) (h+(t, s))α2+1

(η (s) ψ (s))α2
∆s < ∞ (4.4.84)

sonucuna varılır. Dolayısıyla

lim
n→∞

1

H (Tn, t3)

∫ Tn

t3

r2 (s) (h+(Tn, s))
α2+1

(η (s) ψ (s))α2
∆s < ∞ (4.4.85)

ve limn→∞ Tn = ∞ olacak șekilde (t3,∞)T aralığında bir {Tn}∞n=1 dizisi vardır.

Teorem 4.4.2’nin ispatındaki prosedür takip edilirse, görülür ki (4.4.76) sağlanır,

bu da (4.4.85) ile çelișir. Bu çelișki, (4.4.67)’nin sağlanmadığını ispatlar. İspatın

geri kalan kısmı Teorem 4.4.2’nin ispatı gibidir.

Teorem 4.4.4. Kabul edelim ki (4.1.3)-(4.2.6) sağlansın, η, H ve h fonksiyonları

Teorem 4.4.1’de olduğu gibi tanımlansın. Eğer

χ4 (t) = κη (t) q2 (t)
Rβ

2 (σ (t) , t2)

Rα2
1 (σ (t) , t1)

ve yeterince büyük her t1 ∈ [t0,∞)T için t∗ > t2 ≥ t1 olmak üzere,

lim sup
t→∞

1

H(t, t∗)

∫ t

t∗

[
H (t, s) χ4 (s)− r2 (s) (h+(t, s))α2+1

(α2 + 1)α2+1 (η (s) ψ (s))α2

]
∆s = ∞(4.4.86)

ise, bu takdirde (4.1.1) denkleminin herhangi bir çözümü ya salınımlıdır, ya da

t →∞ iken sıfıra yakınsar.
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İspat. x(t), (4.1.1) denkleminin salınımsız bir çözümü olsun. Bu takdirde, genelliği

bozmaksızın t ≥ t1 ve ξ ∈ [a, b] için x (t) > 0, x (g (t)) > 0 ve x (φ (t, ξ)) > 0 olacak

ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini sağlayacak șekilde

t1 ∈ [t0,∞)T vardır. Eğer Durum (II) sağlanırsa, Lemma 4.2.2 den, limt→∞ x(t) = 0

dır.

Kabul edelim ki Durum (I) sağlansın. Bı takdirde, (4.2.11), (4.3.25), (4.3.29),

(4.3.43) ve (4.3.44) yine sağlanır. ω fonksiyonu (4.3.22)’de olduğu gibi tanımlanır

ve (4.2.11), (4.3.25), (4.3.43) ve (4.3.44) kullanılırsa

ω∆ (t) =
η (t)

(z[1] (t))
α2

(
z[2] (t)

)∆
+

(
η (t)

(z[1] (t))
α2

)∆

z[2] (σ (t))

≤ −κη (t) q2 (t)
Rβ

2 (σ (t) , t2)

Rα2
1 (σ (t) , t1)

+
η∆ (t) ω (σ (t))

η (σ (t))

−η (t)
z[2] (σ (t))

((
z[1] (t)

)α2
)∆

(z[1] (t))
α2 (z[1] (σ (t)))

α2
(4.4.87)

elde edilir. İspatın kalan kısmı Teorem 4.4.1’nin ispatı ile benzerdir, bu yüzden

detaylara yer verilmemiștir.

Așağıda verilen iki teoremin ispatı, Teorem 4.4.1-4.4.4 kullanılarak kolayca elde

edilebileceğinden, detaylara yer verilmemiștir.

Teorem 4.4.5. Kabul edelim ki (4.1.3)-(4.2.6) sağlansın, χ4 fonksiyonu Teorem

4.4.4’deki gibi tanımlansın, η, H ve h fonksiyonları da (4.4.59) ve (4.4.60) sağlanacak

șekilde Teorem 4.4.2’de olduğu gibi tanımlansın. Eğer t∗ > t2 ≥ t1 olmak üzere,

T ≥ t∗ için

lim sup
t→∞

1

H (t, T )

∫ t

T

[
H (t, s) χ4 (s)− r2 (s) (h+(t, s))α2+1

(α2 + 1)α2+1 (η (s) ψ (s))α2

]
∆s ≥ Ψ (T )

(4.4.88)

ve (4.4.62) sağlanacak șekilde bir Ψ (t) ∈ Crd ([t0,∞)T ,R) fonksiyonu varsa, bu

takdirde (4.1.1) denkleminin herhangi bir çözümü ya salınımlıdır, ya da t →∞ iken

sıfıra yakınsar.
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Teorem 4.4.6. Kabul edelim ki (4.1.3)-(4.2.6) sağlansın, χ4 fonksiyonu Teorem

4.4.4’deki gibi tanımlansın, H ve h fonksiyonları da (4.4.59) sağlanacak șekilde

Teorem 4.4.3’de olduğu gibi tanımlansın. Eğer t∗ > t2 ≥ t1 olmak üzere, T ≥ t∗ için

lim inf
t→∞

1

H (t, t∗)

∫ t

t∗
H(t, s)χ4 (s) ∆s < ∞, (4.4.89)

lim inf
t→∞

1

H (t, T )

∫ t

T

[
H (t, s) χ4 (s)− r2 (s) (h+(t, s))α2+1

(α2 + 1)α2+1 (η (s) ψ (s))α2

]
∆s ≥ Ψ (T )

(4.4.90)

ve (4.4.62) sağlanacak șekilde bir η ∈ C1
rd ([t0,∞)T,R+) ve Ψ (t) ∈ Crd ([t0,∞)T ,R)

fonksiyonları varsa, bu takdirde (4.1.1) denkleminin bir x(t) çözümü ya salınımlıdır,

ya da asimptotik olarak sıfıra yakınsar.

4.5. Uygulamalar

Örnek 4.5.1. T := qZ={qk : k ∈ Z, q > 1} ∪ {0} olsun. α1 = 1, α2 = 3, g(t) = t/2,

q(t, ξ) = t2 + ξ, r1(t) = r2(t) = 1, φ(t, ξ) = t/2 − ξ, f(u) = uβ ve p(t) = 8 olmak

üzere t ∈ 2Z ve t ≥ t0 := 2 için,

[(
(x(t) + 8x(t/2))∆∆

)3
]∆

+

∫ b

a

(
t2 + ξ

)
x3(t/2− ξ)∆ξ = 0, (4.5.91)

üçüncü mertebeden neutral dinamik denklemi göz önüne alalım. Açıkça görülmektedir

ki κ = 1, β = 3 için (D1)-(D5) șartları ve (4.1.2) sağlanır, ayrıca

ϕ1(t) = 7/64 > 0. (4.5.92)

dir.

1− 1

p (g−1 (g−1(t)))

R2(g
−1(g−1(t)), t2)

R2(g−1(t), t2)
=

2t− 7

4t− 8

olduğundan, t ≥ t2 = 4 için

ϕ2(t) ≥ 1

64
(4.5.93)
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olduğu görülür. Diğer taraftan (4.5.92) and (4.5.93) göz önüne alınırsa,

q1(t) =

b∫

a

(t2 + ξ)(
7

64
)3∆ξ = (b− a)(

7

64
)3(t2 +

b + a

3
), (4.5.94)

q2(t) ≥
b∫

a

(t2 + ξ)(
1

64
)3∆ξ = (b− a)(

1

64
)3(t2 +

b + a

3
), t ≥ t2 = 4 için (4.5.95)

bulunur. (4.5.94) kullanılırsa, u ≥ 2 için
∞∫
u

(
s2 + b+a

3

)
∆s = ∞ olduğundan,

∫ ∞

t0

(
1

r1 (v)

∫ ∞

v

(
1

r2 (u)

∫ ∞

u

q1 (s) ∆s

)1/α2

∆u

)1/α1

∆v

=

∞∫

2

∞∫

v




∞∫

u

(7/64)3 (b− a)

(
s2 +

b + a

3

)
∆s




1/3

∆u∆v = ∞

sonucuna varılır, yani (4.2.6) sağlanır.

Ayrıca η(t) = t seçilir ve (4.5.95) göz önüne alınırsa,

lim sup
t→∞

t∫

T

χ1(s)∆s

≥ lim sup
t→∞

t∫

4

(b− a)2s

(64)3

(
s2 +

b + a

3

)(
s2 − (4b + 6)s + 4b2 + 12b + 8

6s− 6

)3

∆s

≥ lim sup
t→∞

2(b− a)

(384)3

t∫

4

(
s2 − (4b + 6)s + 4b2 + 12b + 8

)3
∆s = ∞

ve

lim sup
t→∞

t∫

T

η∆
+ (s)

Rα2
1 (s, t1)

∆s = lim sup
t→∞

t∫

4

1

(s− 2)3 ∆s < ∞,

elde edilir, yani (4.3.21) sağlanır. Bu yüzden de, Teorem 4.3.1’in bütün șartları

sağlandığından dolayı, (4.5.91) denkleminin herhangi bir çözümü ya salınımlıdır, ya

da asimptotik olarak sıfıra yakınsar.
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Örnek 4.5.2. T = R, α1 = 1, α2 = 5, g(t) = t− 2, q(t, ξ) = t + ξ, r1(t) = (t + 2)/2,

r2(t) = 1/t5, φ(t, ξ) = t− 2− ξ, f(u) = uβ ve p(t) = (10t + 11)/(t + 1) olmak üzere,

t ≥ 2 için


 1

t5

[(
t + 2

2

[
x(t) +

10t + 11

t + 1
x(t− 2)

]′)′]5


′

+

∫ 2

1

(t + ξ) x5(t− 2− ξ)dξ = 0

(4.5.96)

diferensiyel denklemini göz önüne alalım. κ = 1 ve β = 5 için (D1)-(D5) ve (4.1.2)

șartlarının sağlandığı kolaylıkla görülebilir. Ayrıca,

10 ≤ p(t) < 11

olduğundan

ϕ1(t) ≥ 9

110
> 0 (4.5.97)

elde edilir. Diğer yandan, t ≥ t2 = 3 için

1

p (g−1(g−1(t)))

R2(g
−1(g−1(t)), t2)

R2(g−1(t), t2)
≤ 1

10

t + 3

t− 1
≤ 3

10

olur ve buradan da

ϕ2(t) ≥ 7

110
(4.5.98)

elde edilir. (4.5.97) ve (4.5.98) kullanılarak

q1(t) ≥
2∫

1

(t + ξ)(
9

110
)5dξ = (

9

110
)5(t + 3/2), (4.5.99)

q2(t) ≥
2∫

1

(t + ξ)(
7

110
)5dξ = (

7

110
)5(t + 3/2), t ≥ t2 = 3 için (4.5.100)
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bulunur. u ≥ 2 için
∞∫
u

(s + 3/2) ds = ∞ olduğundan (4.5.99) kullanılarak,

∫ ∞

t0

(
1

r1 (v)

∫ ∞

v

(
1

r2 (u)

∫ ∞

u

q1 (s) ∆s

)1/α2

∆u

)1/α1

∆v

≥
∞∫

2


 2

v + 2

∞∫

v


 1

1/u5

∞∫

u

(9/110)5 (s + 3/2) ds




1/5

du


 dv = ∞

olduğu görülür, dolayısıyla (4.2.6) șartı sağlanır. η(t) = t, H(t, s) = (t − s)2 için

(4.5.100) kullanılarak

lim sup
t→∞

1

H(t, t∗)

∫ t

t∗
H (t, s) κη (s) q2 (s)

Rβ
2 (g−1 (φ2 (s)) , t2)

Rα2
1 (σ (s) , t1)

∆s

≥ lim sup
t→∞

(
7

110

)5
1

(t− 4)2

t∫

4

s (t− s)2 (s + 3/2)

(
s2 − 8s + 15

s2 − 4

)5

ds = ∞

ve

lim sup
t→∞

1

H(t, t∗)

∫ t

t∗

r2 (s) (h+(t, s))α2+1

(α2 + 1)α2+1 (η (s) ψ (s))α2
∆s

= lim sup
t→∞

1

(t− 4)2

t∫

4

(t− 3s)6

66s10(t− s)4
ds ≤ lim sup

t→∞

1

(t− 4)2

t∫

4

(t− s)2

66s10
ds < ∞

sonucuna ulașılır, yani (4.4.48) sağlanır. Bu yüzden de, Teorem 4.4.1’in bütün

șartları sağlandığından, (4.5.96) denkleminin herhangi bir çözümü ya salınımlıdır,

ya da asimptotik olarak sıfıra yakınsar.

Not 4.5.3. Bu bölümde verilen sonuçlar bilimsel araștırma makalesi olarak

yayınlanmak üzere "Bulletin of Mathematical Analysis and Applications" dergisinde

kabul edilmiștir (Özdemir ve Tunç, 2018).
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5. TARTIȘMA VE SONUÇ

Bu tez çalıșmasında, z(t) = x(t) + p(t)x(g(t)) olmak üzere, üstten sınırsız keyfi bir

T zaman skalası üzerinde

(
r(t)

(
z∆∆(t)

)α)∆
+ f (t, x(h(t))) = 0 (5.0.1)

ve

[
r2(t)

((
r1(t)

(
z∆(t)

)α1
)∆

)α2
]∆

+

∫ b

a

q(t, ξ)f (x (φ(t, ξ))) ∆ξ = 0 (5.0.2)

dinamik denklemleri ayrı ayrı göz önüne alınmıș, çözümlerin salınım ve asimptotik

davranıșları

(*) p ∈ Crd ([t0,∞)T,R), p(t) ≥ 1, ve yeterince büyük t ler için p(t) 6≡ 1;

șartı altında incelenmiștir. (5.0.1) ve (5.0.2) denklemlerinde görülen diğer fonksiyonlar

bazı standart șartları sağlamaktadır. Sonuçlar verilirken de belirtildiği gibi, bu

tezde sunulan kriterler zaman skalasında daha genel dinamik denklemlere kolaylıkla

genișletilebilir. Ayrıca,

i. p ∈ Crd ([t0,∞)T,R), p(t) ≤ −1 șartı altında yeni salınım sonuçları araștırılabilir.

ii. (C1) ve (D1) șartlarında, denklemlerde görülen r(t) fonksiyonlarının

∞∫

t0

r−1/α(s)∆s = ∞

șartını sağlaması istenmiștir. Buna göre,

∞∫

t0

r−1/α(s)∆s < ∞

kanonik olmayan durumu için yeni salınım sonuçları elde edilebilir. Ayrıca her

iki denklem için de Hille-Nehari tipi salınım sonuçları üzerinde çalıșılabilir.



iii. Bu tezdeki sonuçlar kullanılarak, (5.0.1) ve (5.0.2) denklemlerine birinci

mertebeden türev içeren sönüm terimi eklenerek elde edilen, sırasıyla

(
r(t)

(
z∆∆(t)

)α)∆
+ a(t)z∆(t) + f (t, x(h(t))) = 0 (5.0.3)

ve

[
r2(t)

((
r1(t)

(
z∆(t)

)α1
)∆

)α2
]∆

+ a(t)z∆(t) +

∫ b

a

q(t, ξ)f (x (φ(t, ξ))) ∆ξ = 0

(5.0.4)

denklemleri için yeni salınım sonuçları verilebilir.

iv. (5.0.1) ve (5.0.2) denklemlerinden daha genel üçüncü mertebeden p-Laplacian

tipi neutral denklemler, üçüncü mertebeden karma neutral terimli dinamik

denklemler vb. için yeni salınım sonuçları verilebilir.

v. Genelleștirilmiș Riccati-tipi dönüșüm kullanılarak yukarıda sözü edilen denklem

türlerinin tamamı için yeni sonuçlar elde edilebilir.

vi. z(t) = x(t) + p(t)x(g(t)) ile verilen neutral terimin sublineer olması durumu

göz önüne alınarak yeni sonuçlar araștırılabilir.
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