T.C.
GAZIOSMANPASA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

ZAMAN SKALASINDA UCUNCU MERTEBEDEN
NEUTRAL DINAMIK DENKLEMLERIN
COZUMLERININ SALINIMLILIK VE
ASIMPTOTIK DAVRANISI

Orhan OZDEMIR

Doktora Tezi
Matematik Anabilim Dah
Prof. Dr. Ercan TUNC
2018
Her hakki sakhdir



T.C.
CAZIOSMANPASA UNIVERSITEST
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

DOKTORA TEZI

ZAMAN SKALASINDA UGUNCU MERTEBEDEN NEUTRAL
DINAMIK DENKLEMLERIN COZUMLERININ SALINIMLILIK
VE ASIMPTOTIK DAVRANISI

Orhan OZDEMIR

TOKAT
2018

Her hakk: sakhdir



Orhan Ozdemir tarafindan hazirlanan “Zaman Skalasinda Uciincii Mertebeden
Neutral Dinamik Denklemlerin Coziimlerinin Salimmhhk ve Asimptotik
Davramsr” adli tez ¢alismasinin savunma sinavi 14 Mayis 2018 tarihinde yapilmug olup
asagida verilen Jiiri tarafindan Oy Birligi / Oy-Geldugu ile Gaziosmanpasa Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi MATEMATIK ANA BILIM DALI 'nda DOKTORA TEZI

olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri Imza ~

Danisman
Prof. Dr. Ercan TUNGC
Gaziosmanpasa Universitesi

Uye
Dog. Dr. Ziilfigar AKDOGAN
Gaziosmanpasa Universitesi

Uye b
Dog. Dr. Ahmet Sinan OZKAN \ R % S
Cumbhuriyet Universitesi | KPS )

Uye o
Dog. Dr. Yal¢in GULDU
Cumhuriyet Universitesi

Uye

Dog. Dr. A YAKAR %/’M j/v(/l

Gaziosmanpasa Universitesi gl

Prof. Dr.
Fen Bilimleri Enstittistit Mudiirii

Q& rbr01R



TEZ BEYANI

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu tezin yazilmasinda bilimsel ahlak
kurallarina uyuldugunu, bagskalarinin eserlerinden yararlanilmas: durumunda bilimsel
normlara uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin igerdigi yenilik ve sonuglarin bagka
bir yerden alinmadigim, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, tezin
herhangi bir kismmin bu iiniversite veya baska bir tiniversitedeki baska bir tez caligmasi

£, Oaclerw-

Orhan OZDEMIR
14/05/2018

olarak sunulmadigini beyan ederim.



OZET

Doktora Tezi

ZAMAN SKALASINDA UCUNCU MERTEBEDEN NEUTRAL
DINAMIK DENKLEMLERIN COZUMLERININ SALINIMLILIK
VE ASIMPTOTIK DAVRANISI

Orhan OZDEMIR

Caziosmanpasa Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Damisman : Prof. Dr. Ercan TUNC
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denklemler ve zaman skalasi analizi ile ilgili temel tanim, teorem ve sonuglar tizerinde
duruldu. Ayrica bu denklemlerin ¢esitli bilim dallarindaki uygulamalarindan ornekler
verildi. Daha sonra, zaman skalasi tizerinde ii¢iincii mertebeden lineer olmayan
neutral bir dinamik denklem siifi ve dagilimhi sapma argiimentli ti¢iincii mertebeden
lineer olmayan neutral bir dinamik denklem sinifi géz ontine alinarak bu denklemlerin
¢oziimlerinin salinimhlik ve asimptotik davramsi ile ilgili yeni sonuglar verildi. Elde
edilen sonuglarin 6nemi ve uygulanabilirligi farkli zaman skalalar1 tizerinde verilen
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order ordinary and functional differential equations and time scale calculus have
been dwelled on. In addition, applications of these equations in various branches
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SIMGE ve KISALTMALAR

Aciklamalar
Zaman skalasi
Reel sayilar kiimesi
Pozitif reel sayilar kiimesi
Tam sayilar kiimesi
Dogal sayilar kiimesi
Negatif olmayan tam sayilar kiimesi
Rasyonel sayilar kiimesi
Kompleks sayilar kiimesi
Delta tiirev
Nabla tirev
Tleri sicrama operatorii
Geri sigrama operatori
Ileri graininess fonksiyonu
Geri graininess fonksiyonu
T zaman skalasinin maksimum elemani
T zaman skalasinin minimum elemani
A — tiirevlenebilirlik bolgesi

Sag yogun siirekli fonksiyonlar uzay1



1. GIRIS

Son yillarda, zaman skalasinda dinamik denklemlerin ¢oztimlerinin arastirilmasi
lizerine literatiirde ¢ok sayida calisma yapilmis, pir ve uygulamali matematikte
onemli bir alan haline gelmistir. Bu fikir, 1988 yilinda yayinladigy doktora teziyle
sirekli ve ayrik analizi birlestirmeyi amaglayan ve zaman skalasinda dinamik
denklemler teorisi ¢alismalarii baslatan Stefan Hilger’e (Hilger, 1988, 1990) aittir.
Bu yaklasim diferensiyel denklemler ve fark denklemleri teorilerini zaman skalasinda
dinamik denklemler teorisi altinda genellestirmekte ve sonuclarin bir kez diferensiyel
denklemler i¢in ve bir kez de fark denklemleri i¢in ispatlanmasina gerek duyulmadan
tek seferde her iki durum i¢in de sonuclar elde edilmesine olanak saglamaktadir.
Bununla birlikte, daha sonraki yillarda yapilan ¢alismalarda dinamik denklemler
teorisinin sadece diferensiyel ve fark denklemleri i¢in degil, zaman skalasinin se¢imine
bagh olarak, ornegin g-fark denklemleri gibi pek c¢ok 6zel durum icin de esdeger
sonuglar verdigi goriilmiistiir. Ayrica belirtilmelidir ki, zaman skalasinda dinamik
denklemlerin kuantum mekanigi, elektrik mithendisligi, sinir aglari, kombinatorikler,
1s1 transferi, ekonomi ve popiilasyon dinamigine kadar bircok uygulamasi vardir

(Agarwal ve ark., 2016).

Bu yeni teorinin gelismesiyle birlikte, hem piir hem de uygulamali matematik farkh
tirden dinamik denklemlerin ¢oziimlerinin farkl ozelliklerini inceleyerek genis bir
literatiir olusturmustur. Piir matematik dinamik denklemlerin ¢oziimlerinin varhk-
teklik teoremleri iizerinde galisirken, uygulamali matematik ise ¢oziimlerin kalitatif
davranislari, yani ¢oziimlerin salinimi, asimptotik davranislari, kararlihigi, periyodik
yoriingeleri gibi ozelliklerini incelemistir. Kalitatif teorinin bir konusu olan salinim
teorisi de, uygulamali matematigin tizerinde en c¢ok ¢alisma yapilan ve hizla gelisen
konularindan birisidir (Saker, 2010). Bununla birlikte, ikinci mertebeden dinamik
denklemlerle karsilastirildiginda, ti¢iincii mertebeden dinamik denklemler hakkinda,
ozellikle de gecikmeli veya neutral tipten ti¢lincii mertebede dinamik denklemler
lizerine, ilgili literatiirde daha az sayida calisma oldugu gortilmektedir. Uciincii
mertebeden denklemlerin fiziki ve biyolojik siireclerin matematiksel modellenmesin-

deki rolii ve tig¢iincii mertebeden diferensiyel denklemlerle ilgili baz1 kesin sonuglarin



cok uzun zamandir bilindigi diistiniiliirse, bu tiir denklemlerin ilerleyen yillarda daha

fazla dikkat gekecegi sOylenebilir.
Tezin Yapisi

Bu tez galismasi bes bolimden olusmaktadir ve birinci boliimde kisa olarak tezde
islenecek konulardan bahsedilerek tezin yapisi ve isleyisi anlatilmistar. Ikinci boliimde
ilk olarak ti¢iinci mertebeden diferensiyel denklemler, fark denklemleri ve ¢-fark
denklemlerinin farklh bilim dallarindaki gesitli uygulamalarindan bahsedilmistir.
Daha sonra fonksiyonel diferensiyel denklemler ve uygulamalar: hakkinda genel bilgi
verilerek, bu denklemlerin simiflandirilmasiyla ilgili tanimlar ve ornekler tizerinde
durulmustur. Bununla birlikte, fonksiyonel diferensiyel denklemlerde goriilen sapma
argiimentinin, denklemin c¢oziimlerinin salimimina yaptigi etki farkli mertebeden
orneklerle agiklanmistir. Ardindan zaman skalas: teorisi genel hatlariyla tanitilmis,
zaman skalasinda A-tiirev, A-integral ve genellestirilmis integraller konularimm,
temel tanim, teorem ve ozellikleri tizerinde durulmustur. Ugiincﬁ boliimde, a pozitif
tek tam sayilarin bir orani1 ve T bir zaman skalas1 olmak iizere, ti¢iincii mertebeden

lineer olmayan neutral

(v (c2(0) + pO12t90)**) ")+ (120 =0

dinamik denkleminin ¢oziimlerinin salinimhlik ve asimptotik davranisi i¢in, belirli
sartlar altinda yeni sonuclar elde edilmis, ve bu sonuc¢larin uygulanabilirligi érneklerle
aciklanmistir. Dérdiinceti boliimde ise z(t) = z(t) + p(t)z(g(t)), ¢ = 1,2 icin oy’ler
pozitif tek tam sayilarm oranlari ve 0 < a < b olacak sekilde a,b € R olmak tizere,

ii¢iincii mertebeden dagilimli sapma argiimentli non-lineer neutral

ratt) () (20)™)*) "]+ [ 4OF (2 (6(0.9) A = 0

dinamik denkleminin ¢oztimlerinin salimmhlik ve asimptotik davramsi iizerinde
durulmustur. Sonug kisminda ise elde edilen sonuglarin éneminden bahsedilmis ve
uygulanabilecegi farkl denklem tiirlerinin bir kagindan ornekler verilerek calisma

tamamlanmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. ["Jgijncii Mertebeden Diferensiyel Denklemler, Fark Denklemleri

ve g-Fark Denklemleri

Bu béliimde, zaman skalasinda ti¢lincii mertebeden dinamik denklemlerin en iyi
bilinen 06zel durumlari olan ftigiincii mertebeden diferensiyel denklemler, fark
denklemleri ve g-fark denklemlerinin, cesitli bilim dallarinda ortaya c¢ikan prob-
lemlerin matematiksel modellemesinde oynadiklar1 rollerden ornekler verilmistir.
Ilgili literatiir incelendiginde, farkh yapidaki ticiincii mertebeden diferensiyel, fark
ve g-fark denklemlerinin ¢oztimleriyle ifade edilebilecek ¢ok sayida farkli problemin
mevcut oldugu aciktir. Konunun genis uygulama alanini ayrintili olarak incelemek

isteyenler i¢in, kaynaklar kisminda verilen ilgili referanslar yol gosterici olabilir.

Fizik, biyoloji ve miihendislikte biiyiik ilgiyle ¢alisilan bircok konunun matematiksel
modellemesine ti¢iincii mertebeden diferensiyel denklemler karsilik gelir. Mithendislik
dallarinin bircogunda kayda deger bir 6énemi olan hidrodinamik problemlerinden

giris-akis fenomeni calismalarinda
") +a®)”" () +b(t)x" () +c(t)x(t)=f(t) (2.1.1)
diferensiyel denklemi ortaya ¢ikar (Padhi ve Pati, 2014).

2" (t) — M’ (t) — 2z (¢) 2" (t) = py (D) (t) + pesint, (2.1.2)
M ——— / v (#)dt =0 (2.1.3)

—T

denklemi uzun dikdortgen bir tank i¢inde yatay bir rezonans frekansinda salinim
yapan suyun sabit akisin acgiklar (Padhi ve Pati, 2014). Jackiewicz ve ark. A, 7, p

ve v reel parametreler ve v 4+ p # 0 olmak tizere

() = ~yx(t)+ /01 (A + ut +vs) z (s)ds, t>0 (2.1.4)

z(0) = 1 (2.1.5)



formundaki Volterra integro diferensiyel denkleminin ¢o6ziimlerinin asimptotik

davranisini
2" (t) = 2" () + (A + (p+v)t) 2" (¢) + (2p +v) z (F) (2.1.6)

diferensiyel denklemi yardimiyla incelemistir (Padhi ve Pati, 2014). Tiroid-pituitar
etkilesimin matematiksel teorisinin olusturulmasinda, § = 6 (t) tiroid hormonunun
t anindaki konsantrasyonu ve aq, ag, a3, k ve ¢ reel sabitler olmak iizere Danziger ve

Elemergreen’in
azf" + a0 + an0 + (1 + k) 0 = ke, 0<c (2.1.7)
ve
as0"” + ab” + a1 + 60 =0, 0>c (2.1.8)

igiincii mertebeden lineer diferensiyel denklemlerini elde ettikleri goriilmektedir. Bu
denklemler tiroid hormonunun zamana gore degisimini géstermektedir (Padhi ve
Pati, 2014). 1950lerin ilk yillarinda, Alan Lloyd Hodgkin ve Andrew Huxley, bir
kalamar sinirinde elektrik darbelerinin yayilimi i¢in matematiksel bir model gelistirdi.
Hodgkin-Huxley modeli, noronlar ve kardiyak miyosit gibi uyarilabilir hiicrelerin
elektriksel Ozelliklerini yaklasik olarak veren lineer olmayan bir diferensiyel denk-
lemler sistemidir. Model, biyofizik ve noéronal modellemede ¢ok onemli bir rol
oynamistir.  Daha sonra Hodgkin-Huxley modelinin indirgenmis bir versiyonu
Nagumo tarafindan ortaya konuldu. Nagumo, Hodgkin-Huxley denklemlerinin bircok

ozelligini tasiyan bir model olarak
" " / / b
2 ="+ f () — -2z =0 (2.1.9)
c

formundaki ti¢iinci mertebeden diferensiyel denklemi 6nermistir (Padhi ve Pati,
2014). Fiziksel uygulamalara 6rnek olarak, Vreeke and Sandquist, iki sicaklik geri

beslemeli niikleer reaktor problemini modellemek igin, bir {giincii mertebe



diferensiyel denklem sistemine esdeger olan

dx

d_tl = r1(m (1 —m2)+7 (1 —-m13),

dx

d_t2 = Y (z1—12),

dx

) (2.1.10)

diferensiyel denklem sistemini 6ne siirdii. Bu denklem sisteminde z; normallestirilmis
notron yogunlugu, x, yakit ile ilgili ve x3 moderator ya da sogutucu ile ilgili olmak
lizere normallestirilmis sicakliklar, v3 ve 4 pozitif 1s1 transfer katsayilari, v; ve 7
sicaklik geri beslemesi ile iliskili normallestirilmis etkin nétron émrii parametreleridir
ve birinci denklemdeki reaktivite olarak adlandirilan v; (1 — 23) + 72 (1 — x3) ifadesi
fiizyon reaktoriindeki nétronlarin ¢arpim faktoriiniin bir 6l¢timidir (Padhi ve Pati,

2014). Kuramoto-Sivashinsky denklemi
L,

bir ¢ok fiziksel problemin matematiksel modeli olarak karsimiza cikar. Ornegin,
Kuramoto-Sivashinsky  denklemi, reaksiyon difiizyon sistemlerinde model
formiilasyonunu tanmimlamak i¢in sunulmustur. Bu kismi diferensiyel denklemin
hareketli dalga ¢oziimlerini bulmak igin ¢ periyot olmak iizere u(x,ct) = u(z — ct)
doniistimii kullamilirsa, A bir parametre ve f bir ¢ift fonksiyon olmak iizere, ti¢iincii

mertebeden lineer olmayan
A (x)+u () + f(u) =0 (2.1.12)

diferensiyel denklemi ile karsilasilir. Diger yandan, (2.1.12) diferensiyel denkleminin
kalitatif davramsi1 yardimiyla, (2.1.11) kismi diferensiyel denkleminin kalitatif
davranisi 6ngoriilebilir (Padhi ve Pati, 2014).

Fark denklemleri teorisi, doga bilimlerinin bircok dalinda uygulamalar: olmasi
acisindan zengin bir literatiir birikimine sahiptir. Kesikli ve siirekli argimanlara

sahip fark denklemleri, dogrusal olmayan olgularin ve farkli sistemlerde meydana



gelen siireglerin anlasilmasinda temel bir rol oynamaktadir (Sharkovsky ve ark.,

1993). a,b,c,d > 0 ve ¢+ d > 0 olmak iizere tiglincii mertebeden
Tnts = Ao + bane” ezt (2.1.13)

fark denklemi bir bécek tiiriiniin popiilasyon modeline karsilik gelir (Stevié¢, 2003).
Ayrica ekonomi, matematiksel biyoloji ve ayrik modellerin kullanildigi bir¢ok

matematiksel calismada {iglincii mertebeden fark denklemleri ortaya cikar (Graef

ve Thandapani, 1999).

XIX. ytuzyihn ilk yillarinda calisilmaya baslanan g-fark denklemleri teorisi, fark
denklemlerinin ¢ok ilgi ¢eken bir alanidir ve XX. yiizyilin basindan itibaren disiplinler
arasi calisilan bir konu haline gelmistir. g-fark denklemleri, kozmik sicimler ve
karadelikler, konformal kuantum mekanigi, niikleer fizik ve yiiksek enerji fizigi gibi
cesitli alanlarda 6nemli bir rol oynamaktadir (Ahmad ve Nieto, 2013; Yu ve Wang,
2014).

2.2. Fonksiyonel Diferensiyel Denklemler ve Uygulamalar:

Uygulamalarda, bircok olgunun gelecekteki davranislarmmin bir adi diferensiyel
denklemin ¢oziimleri ile tanimlandigr varsayilmaktadir ve bir adi diferensiyel
denklemde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri ayni ¢ aninda degerlendirilir.
Bu yaklasimda, sistemin davranisinin ge¢misten bagimsiz olarak belirlendigi aciktir.
Ancak uygulamali bilimlerde ortaya cikan problemlerden anlasilacagi iizere, bazi
olaylar sadece suan ki zamana degil, gecmis ya da gelecek zamana da bagh olabilir.
Bu nedenle, incelenen birgok model, adi diferensiyel denklemler yerine fonksiyonel

diferensiyel denklemler ile daha iyi temsil edilmektedir (Hale, 1971).

Eger bir diferensiyel denklemde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri, bagimsiz
degiskenin (argiiment) farkll degerlerine bagh olarak ortaya cikiyorsa bu tiir
denklemlere fonksiyonel diferensiyel denklemler (functional differential equations)
veya sapma argiimentli diferensiyel denklemler (differential equations with deviating

arguments) adi verilir (Zafer, 1992).



Fonksiyonel diferensiyel denklemlerle ilgili ilk ¢ahsmalar, XVIII. yiizyilda Johann

Bernoulli'nin titresen kablolarla baglantili spesifik bir yayilim problemini incelerken

y(t)=y(t—-1) (2.2.14)

denklemini g6z Oniine almasiyla baslamistir (Rasvan, 2006). Bununla birlikte, XIX.
yuzyllda ve XX. ytizyihn baslarinda konu ile ilgili ¢ok az calismanin oldugu
goriilmektedir. Modern zamanlarda fonksiyonel diferensiyel denklemleri inceleyen

ilk arastirmacilardan Minorsky,
2 (t)=F (t,z(t),z(t — 1)) (2.2.15)

denkleminin iletisim siiresinin ihmal edilemeyecegi basit geri beslemeli kontrol
sistemleri {izerindeki etkisi tizerine ¢alismistir (Hale, 1971). Lord Cherwell, asallarin

dagilimi iizerine yaptig1 calismada
2 (t)=—ax(t—1)(1+z(t)) (2.2.16)

denklemi ile karsilasmis, ayrica bu denklemin degisik formlar1 belirli bir tiirtin gelisme
teorisinde matematiksel model olarak kullamlmistir (Hale, 1971). Volterra, av-avc

modelleri iizerine calisirken, /Ny ve N, sirasiyla avel ve av sayilarini gostermek tizere

NI (t) = [51 — Ny (t) — /_ : F1<—9>N2(t+e)d91 Ny (1), (2.2.17)

T

0

N, (t) = {—52+r2N1<t>+ / Fg(—e)Nl(tJrG)dH} Ns (t) (2.2.18)

-r

integro-diferensiyel denklemlerini incelemistir (Hale, 1971). Kayipsiz iletim hatlar

teorisinde, Miranker ve Brayton «, 3,y reel sabitler olmak tizere

Vt)=av (t—r)—po(t) —ayw(t—1)+F(v(t),v(t—r)) (2.2.19)



fonksiyonel diferensiyel denklemi ile karsilasmistir (Hale, 1971). Elektrodinamikte

carpisma probleminin incelenmesinde, Driver, g(t) < ¢ olmak iizere

2 () = fu(t,x(t), 2(g(t)) + f2 (t, 2(t), 2(g(2))) 2'(g(2)) (2.2.20)

denklemini g6z éniine almistir (Hale, 1971).

2" () = f(t,x(t),z(t —r),2' (), 2 (t —r), 2" (t — 1)) (2.2.21)

formundaki Euler denklemi baz1 varyasyon problemlerinde ortaya ¢ikmaktadir (Hale,

1971). Bir niikleer reaktérde nétronlarin yavaslamasi probleminde

2 (8) = k(t + Dt + 1) — k(t)a(t) (2.2.22)

denkleminin 6nemli rol oynadig: goriilmektedir (Hale, 1971). Fonksiyonel diferensiyel
denklemlerin uygulamal bilimlerdeki genis kullanim alanin ayrintih olarak incelemek
isteyenler i¢in Hale (Hale, 1971), Kolmanovskii ve Myshkis (Kolmanovskii ve Myshkis,
1999) ve Ladde, Lakshmikantham ve Zhang’in (Ladde ve ark., 1987) konu ile ilgili

eserleri referans olabilir.

Yukaridaki 6rneklerde goriildiigii gibi, uygulamalarda ortaya gikan bircok fonksiyonel
diferensiyel denklem tiirti bulunmaktadir. Bu denklemlerden bazilari sistemin sadece
gecmis durumuna bagl, bazilari gegmis duruma ve ge¢gmis durumun degisim oranina
bagli, bazilar1 da gelecek duruma baghdir. Coziimler, bu denklem tiirlerinin her biri

icin farkl davranislar gostermektedir.

Bir gecikmeli fonksiyonel diferensiyel denklem (delay functional differential equation),
bilinmeyen fonksiyonun en ytliksek mertebeden tiirevinin bagimsiz degiskenin
(argiiment) sadece bir degerine bagh oldugu ve en yiiksek mertebeden tiirevde
goriilen bu argiimentin, bilinmeyen fonksiyonun ve tiirevlerinin denklemde goriilen

tiim argiimentlerinden daha kiigiik olmadig: bir diferensiyel denklemdir (Zafer, 1992).



Ornegin, (2.2.14), (2.2.15) ve
' (t) =2x(t — 1) + tx(t/3) + 1 (2.2.23)

denklemleri gecikmeli diferensiyel denklemdir.

Bir ileri fonksiyonel diferensiyel denklem (advanced functional differential equation),
bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek mertebeden tiirevinin bagimsiz degiskenin sadece
bir degerine baglh oldugu ve en yiiksek mertebeden tiirevde goriillen bu argiimentin,
bilinmeyen fonksiyonun ve tiirevlerinin denklemde goriilen tiim argiimentlerinden

daha biiytik olmadig1 bir diferensiyel denklemdir (Zafer, 1992). Ornegin, (2.2.22) ve
2 (t) = —x(t+2) +to(t + Vi) +t (2.2.24)

denklemleri ileri tipten diferensiyel denklemdir.

Bir karma fonksiyonel diferensiyel denklem (mixed functional differential equation),
bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek mertebeden tiirevinin bagimsiz degiskenin sadece
bir degerine bagh oldugu ve denklemde en yiiksek mertebeden tiirevde goriilen bu
argiimentten, daha kii¢iik ve daha biiyiik argtimentlerin bulundugu bir diferensiyel

denklemdir (Zafer, 1992). Ornegin,

2 (t) = 2x(t — 3) — 2x(t + 2) + 1, (2.2.25)

2" (t) =2’ (t + D)a(t) + tx(t — 1) (2.2.26)

denklemleri karma diferensiyel denklemdir.

Bir neutral fonksiyonel diferensiyel denklem (neutral functional differential equation),
bilinmeyen fonksiyonun denklemde goriilen en yiiksek mertebeden tiirevinin hem
sapma argiimentine baghh hem de sapma argiimentine bagl olmadan goriildiigii bir

diferensiyel denklemdir (Zafer, 1992). Ornegin, (2.2.20), (2.2.21) ve

' (t) + ' (t/2) = x(t — 2) + cost (2.2.27)

t+1



denklemleri neutral diferensiyel denklemdir.

Bir diferensiyel denklemin ¢'nin bazi degerleri icin yukarida belirtilen denklem
tiirlerinden birisine, ¢'nin farkli baz1 degerleri i¢in farkli bir tiire ait olmasi da

miimkiindiir. Ornegin,
' (t) = f(t,z(t), z(t +sint)) (2.2.28)

denklemi, sint < 0 sartinin saglandigi araliklarda gecikmeli, sint > 0 sartinn

saglandigi araliklarda ileri tipten diferensiyel denklemdir.

2.3. Sapma Argiimentinin Salinima Etkisi

Belirli formdaki denklemler harig, genelde diferensiyel denklemlerin agik ¢oziimlerinin
elde edilememesi yani c¢oziimler ic¢in analitik ifade bulunamamasi durumu,
arastirmacilar: diferensiyel denklemlerin coziimlerini elde etmeden ¢oziimlerin
davranislarini arastirmaya yoneltmistir. Bu yaklasim diferensiyel denklemlerde
kalitatif (nitel) teori olarak bilinmektedir. Kalitatif teorinin énemli bir konusu
da salimim teorisidir. Salinim teorisinin temeli Jacques Charles Frangois Sturm
tarafindan yayinlanan (Sturm, 1836), kendine eslenik ikinci mertebeden diferensiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin sifirlariyla ilgili iyi bilinen sonuglara dayanmaktadir.
O zamandan beri farkl siniftaki lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemlerin
¢oziimlerinin salinim davranisi farkh yontemlerle arastirilmis ve arastirilmaya devam

edilmektedir.

Genel olarak, bir diferensiyel denklemin asikar olmayan bir ¢oztimi, keyfi sayida
yeterince biiyiik sifirlara sahipse (yani sifirlarinin kiimesi tistten sinirh degilse) bu
¢oztime salmimldir, aksi takdirde salimmsizdir denir (Erbe ve ark., 1995; Ladde
ve ark., 1987). Adi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salimimlihgr hakkinda
yapilan calismalarin biiyiikk ¢ogunlugu ikinci ya da daha yiliksek mertebeden
diferensiyel denklemleri kapsamaktadir. Ciinkii birinci mertebeden lineer homojen
adi diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri salinimli degildir. Ancak birinci mertebeden

fonksiyonel diferensiyel denklemler i¢in durum oldukca farklhidir. Zira bu denklemler
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salimmli ¢oziimlere sahip olabilir. Ornegin
(t)+z(t)=0
birinci mertebeden adi diferensiyel denklemi salinimli ¢6ziimlere sahip degildir. Ancak

x’(t)+x<t—z> —0

2
ve
x'(t)—x(t—l—g) =0
birinci mertebeden fonksiyonel diferensiyel denklemleri z; = sint ve xy = cost

salinimh ¢oziimlere sahiptir (Ladde ve ark., 1987). Diger yandan,

x'(t)+3§x(t+1):o

ileri tipten diferensiyel denklemi 21 (t) = cos 25% +sin 22* salimmh ¢oziimiine ve A bir

sabit ve s+ (3/2)me® = 0 denkleminin bir kokii s olmak {izere z5(t) = Ae® salimmsiz

¢Oziimiine sahiptir (Ladde ve ark., 1987).

Ikinci mertebeden lineer homojen diferensiyel denklemlerin biitiin ¢oziimlerinin ya

saliniml ya da salinimsiz oldugu Sturm Ayirma Teoreminden bilinmektedir. (")rneéin,
" (t)+xz(t) =0

denkleminin biitiin ¢oziimleri salinimli,
2 (t)—x(t)=0 (2.3.29)

denkleminin biitlin ¢ozlimleri salimmsizdir. Ancak (2.3.29) denklemi salinimsiz

olmasina ragmen,

2 (t)—x(t—m) =0

11



fonksiyonel diferensiyel denkleminin x; = sint ve xy = cost salinimli ¢oztimleri

vardir. Ayrica,
" (t)+z(r—1t)=0

denklemi hem x; = sin ¢ seklinde bir salimiml ¢6ziime hem de o = €' —e™* seklinde
bir salmimsiz ¢oziime sahiptir (Ladde ve ark., 1987). Bir diferensiyel denklemde
neutral terimin varligi salinima neden olabilecegi gibi, denklemin salinim ozelliklerini

yok da edebilir. Ornegin,

€2t+2

(eXa'(t)) + (eZt + T) z(t)=0

ikinci mertebeden diferensiyel denklemi ve

G”(ﬂw+§%x@—®>)tkGﬁ+féf>x@):0

ikinci mertebeden neutral diferensiyel denklemi salinimhidir. Ancak,

<e% (x(t) + %x(t _ 2))/> + (e% + ﬁ) 2 (#) =0

2
denkleminin salimimh olmayan z(t) = e* ¢oziimii vardir. Bu durum, neutral terimin

/

farkl se¢imlerinden kaynaklanmaktadir (Agarwal ve ark., 2014c). Ayrica,

aﬂ®+xc—é>:0

diferensiyel denklemi salinimsiz ¢oziimlere sahip olmasima ragmen, p € (0, 1) reel bir

sabit olmak tizere olmak tlizere

(&

((t) + pa(t — 1)) + = <t - 1) —0
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denkleminin biitiin ¢oziimleri salimimhdir (Erbe ve ark., 1995).

() = 2x(t)—y ()

y(t) = z(®)+y()

diferensiyel denklem sistemini goz Oniine alalim. Bu denkleme ait karakteristik
denklemin analizinden, her (z(t),y(t)) ¢dziimiiniin salimmh oldugu bilinmektedir.

Ancak

Y = 2x(t)—y<t—%ln4>
() = x(t—%hﬂl)—i—y(t)

gecikmeli fonksiyonel diferensiyel denklem sistemi, salmimsiz z(t) = exp ((3/2)t),

y(t) = exp ((3/2)t) ¢oziimiine sahiptir (Erbe ve ark., 1995).

Uciincii mertebeden diferensiyel denklemlerde ise ¢oziimlerin salmmh ya da
salinimsiz oldugunun incelenmesi, birinci ve ikinci mertebeden denklemlerden daha
kompleks problemler ortaya cikarmaktadir. Ornegin en basit olarak, a,b ve ¢ reel

sabitler olmak iizere, ii¢iincii mertebeden sabit katsayili lineer homojen
2" () +azx” (t) + ba’ (t) + cx (t) =0 (2.3.30)

diferensiyel denklemini g6z Oniine alalim. (2.3.30) denklemine karsiik gelen
karakteristik denklem en az bir reel koke sahip olacagindan bu denklemin en az
bir z3 = €' seklinde salimmsiz bir ¢oziimi vardir. Yani ikinci mertebeden lineer
homojen diferensiyel denklemler i¢in gecerli olan ¢oziimlerin tamaminin salinimli ya
da tamaminin salinimsiz olmasi durumu ii¢iincii mertebeden denklemler i¢in gecerli
degildir. Ancak biitiin ¢oziimleri salinmli olan ve hem salinimli hem de salinimsiz
¢oziimlere sahip olan ftglincli mertebeden fonksiyonel diferensiyel denklemler

mevecuttur. Ornegin,
2"t +x(t—7)=0 (2.3.31)
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denkleminin biitiin ¢ozlimleri, 7 > 3/e gerek ve yeter sart: altinda salinimhdir (Ladas

ve ark., 1984). Ancak (2.3.31) denklemine karsilik gelen
2" () +x(t)=0

adi diferensiyel denklemi z; = e~ seklinde bir salimimsiz ¢oziime, zo = €'/% cos %gt

ve 23 = et/?sin \/7515 seklinde salimimli ¢oziimlere sahiptir. Diger yandan,

" (t) + 22" (¢t) + = (t— g) =0

denklemi, x; = sint salimiml ¢oziimiine ve A karakteristik denklemin sifirdan farklh

bir kokii olmak iizere x5 = e salimmsiz ¢oziimiine sahiptir (Padhi ve Pati, 2014).

2.4. Zaman Skalas ile ilgili Temel Kavramlar

Tamim 2.4.1. Reel sayilarin bostan farkli herhangi bir kapal alt kiimesine zaman

skalas1 denir ve T sembolii ile gosterilir. Buna gore,
Ra Z7 Na NO

yani reel sayilar, tam sayilar, dogal sayilar ve negatif olmayan tam sayilar kiimeleri,

ayrica h € R ve ¢ > 1 olmak tizere
0,1]U[2,3], [0,1]UN, hZ={hk:keZ}, ¢={¢":keZ}u{0}
kiimeleri birer zaman skalasidir. Ancak,
Q R\Q C (0,1)

yani rasyonel sayilar, irrasyonel sayilar, kompleks sayilar kiimeleri ve (0,1) agk
araligl birer zaman skalasi degildir (Bohner ve Peterson, 2001, 2003; Bohner ve

Georgiev, 2016).
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Herhangi bir T zaman skalasi, t,s € T i¢in d(t,s) = |t — s| metrigine gore bir
tam metrik uzaydir. Sonug olarak, metrik uzaylar teorisine gore agik aralik, bir
noktanin komsulugu, acgik kiime, kapali kiime, kompakt kiime vb. gibi temel tanim
ve kavramlar zaman skalasi analizi i¢in gegerlidir. Ayrica tam metrik uzaylarin
genel teorisine gore, verilen f : T — C fonksiyonlari i¢in limit, siireklilik gibi temel
kavramlara ve siirekli fonksiyonlarin &zelliklerine de sahip bulunuyoruz (Bohner ve

Guseinov, 2010).

Tanim 2.4.2. T bir zaman skalasi ve ¢t € T olmak tuzere

o(t):=inf{seT:s>t} ve p(t):=sup{seT:s<t}

ile tamimlanan o,p : T — T operatorlerine sirasiyla ileri sigrama (forward jump)
ve geri sigrama, (backward jump) operatorleri denir. Belirtilmelidir ki, bu tamimda
uygunluk agisindan inf () := sup T (yani T bir max T noktasina sahipse o(maxT) =
maxT) ve sup() := inf T (yani T bir min T noktasina sahipse p(minT) = minT)
olarak tanimlanmistir. T reel sayilarin kapali bir alt kiimesi oldugundan her ¢t € T
icin o(t) € T ve p(t) € T'dir ve her iki sigrama operatorii de iyi tanimhdir. Ayrica
her t € T i¢in o(t) > t ve p(t) < t oldugu kolaylikla goriilebilir. (Bohner ve Peterson,
2001, 2003; Bohner ve Georgiev, 2016).

Tanim 2.4.3. T bir zaman skalas1 ve ¢t € T olsun.
i. o(t) > tiset € T ye sag-sagilmis (right-scattered) nokta denir.
ii. o(t)=tvet <supTiset €T ye sag-yogun (right-dense) nokta denir.
ili. p(t) <tiset e T ye sol-sagilmis (left-scattered) nokta denir.
iv. p(t) =t vet>infTiset € T ye sol-yogun (left-dense) nokta denir.

v. t hem sag-yogun hem de sol-yogun nokta ise ¢ € T ye yogun (dense) nokta

denir.

vi. p(t) <t < o(t) ise t € T ye izole (isolated) nokta denir (Bohner ve Peterson,
2001, 2003; Bohner ve Georgiev, 2016).

15



Tanim 2.4.4. T bir zaman skalasi ve ¢t € T olmak lizere

u(t) =o(t)—t ve v(t):=t—p(t)

ile tanimlanan u,v : T — [0,00) fonksiyonlarina sirasiyla ileri graininess (forward
graininess) ve geri graininess (backward graininess) fonksiyonlar1 denir (Bohner ve

Peterson, 2001, 2003; Bohner ve Georgiev, 2016).
Ornek 2.4.5. i Eger T = R secilirse o(t) = t, p(t) = t oldugu goriiliir. Ayrica
her t € R igin u(t) = v(t) = 0’dur.
ii. Eger T = Z segilirse o(t) = t+1, p(t) = t — 1 oldugu goriiliir. Ayrica her t € Z
icin u(t) = v(t) = Vdir.
iii. Eger T = hZ ve h > 0 secilirse o(t) = t + h, p(t) = t — h oldugu goriiliir.

Ayrica her t € hZ,h > 0 igin u(t) = v(t) = h'dir.

iv. Eger T = hZ ve h < 0 segilirse o(t) =t — h, p(t) = t + h oldugu goriiliir.
Ayrica her t € hZ,h < 0 igin u(t) = v(t) = —h’dir.

v. Eger ¢ > 1 icin T = ¢z = {¢* : k € Z} U {0} secilirse o(t) = qt, p(t) = t/q

oldugu goriiliir. Ayrica her t € ¢%,q > 1 i¢in u(t) = (¢ — 1)t'dir.

Zaman skalasinda A-tiirevi tanimlayabilmek i¢in T’den elde edilen A-tiirevlenebilirlik

bolgesi T* asagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 2.4.6. (Bohner ve Peterson, 2001) Eger T zaman skalas1 sol-sagilmis bir
maksimum M elemanina sahipse T" = T — {M}, diger durumlarda T* = T olarak

tanimlanir. Yani

- T\ (p(supT),supT], supT < oo ise ;
T, sup T = oo ise.
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Tanim 2.4.7. f : T — R bir fonksiyon olmak tizere, f7 : T — R fonksiyonu her
t € T igin

fo) = f(p(t)) = (f o p)(t)

ile tamimlanir. Yani f7 = foo ve f? = f o p ’dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tanim 2.4.8.  i. U C T olmak iizere, her 6 > 0igin Us(t) = {s € T : |s—t| < 6}

kiimesine ¢ nin 6 komsulugu denir. ¢ nin sol ve sag komsuluklar sirasiyla

Us(t)={seT:t—0<s<t} ve Uit)={seT:t<s<t+d}

ile tanimlanir.

ii. Eger her 6 > 0 igin U (t) # 0 ise, t ye U igin sol limit noktas1 ve Uy (t) # )

ise, t ye U i¢in sag limit noktasi denir.

iii. Eger her 6 > 0 i¢in Uy (t) = 0 ise, t ye U igin soldan ayrilmis nokta ve
Us(t) = 0 ise, t ye U igin sagdan ayrilmis nokta denir (Bohner ve Peterson,

2001, 2003; Bohner ve Georgiev, 2016).

Tanim 2.4.9. f: T — R bir fonksiyon ve ¢ty € T olsun. Her ¢ > 0 icin,

|f(t) — f(to)] <&, TherteUlty) igin

olacak sekilde bir U(to) komsulugu varsa, f fonksiyonuna ¢y, € T noktasinda siireklidir

denir (Bohner ve Peterson, 2001, 2003; Bohner ve Georgiev, 2016).
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2.5. Zaman Skalasinda Delta Turev

Tanim 2.5.1. f: T — R bir fonksiyon ve ¢t € T" olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in ¢ nin
bir U komsulugu varsa (yani § > 0 olmak iizere U = (t — d,t + 0) N'T varsa) dyle ki

her s € U icin,

|[f (o) = £(s)] = fA(B)o(t) = ]| < elo(t) — ]

sart1 saglaniyorsa, bu esitsizlikteki f2(¢) sayisima f nin ¢ noktasmdaki delta tiirevi
veya Hilger tiirevi denir. Her bir ¢t € T* icin f2(¢t) mevcutsa, f fonksiyonu
T* {izerinde delta tiirevlenebilirdir veya kisaca tiirevlenebilirdir denir (Bohner ve

Peterson, 2001).
Teorem 2.5.2. Delta tiirev iyi tanimhdir (Bohner ve Georgiev, 2016).
Ornek 2.5.3. f : T — R fonksiyonu her ¢t € T icin f(t) = a € R ile tanimlansmn.

Bu takdirde, ¢ € T* olmak tizere, her ¢ > 0 ve s € (t — 1,t + 1) NT i¢in

[f (a(t)) = f(s)] = O[o(t) = s]| = |a —a] =0 < elo(t) — s|

saglandigindan f2(t) = 0 dir.
Ornek 2.5.4. f : T — R fonksiyonu her t € T i¢in f(t) = t ile tammlansmm. Bu

takdirde, t € T" olmak tizere, her ¢ > 0ve s € (t — 1,t + 1) N T igin

[f (o)) = f()] = 1o(t) = s][ = |o(t) —s —o(t) + 5| = 0 < efo(t) — 5]

saglandigindan f2(t) = 1 dir.

Uyar1 2.5.5. T herhangi bir zaman skalasy, t € T" (¢ # minT) ve p(t) =t < o(t)

olsun. Bu takdirde o sigrama operatorii, ¢ € T noktasinda A-tiirevlenebilir degildir.
Teorem 2.5.6. f: T — R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Bu takdirde,

(i) f fonksiyonu t noktasinda A-tiirevlenebilirse, f fonksiyonu ¢ de siireklidir.
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(i) f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli ve ¢ sag-sacilmis ise, f fonksiyonu ¢ noktasinda

A-turevlenebilirdir ve

_ fe@®) - f@)
fA(t) - O'(t) — ¢

dir.

(iii) ¢ sag-yogun nokta ise, f fonksiyonunun ¢ de A-tiirevlenebilir olmasi igin gerek

ve yeter sart
o £ = £(5)

s—t t—s

limitinin sonlu olarak mevcut olmasidir. Bu durumda

dir.

(iv) f fonksiyonu ¢ noktasinda A-tiirevlenebilir ise,

Flo(®) = f(t) + F2(1) (a(t) = t) = F(t) + p(t)F2(D)

esitligi gegerlidir (Bohner ve Peterson, 2001).
Ornek 2.5.7. Baz1 zaman skalas: 6rnekleri icin f2(t) tiirevini inceleyelim.

1. T = R alalm. f : R — R fonksiyonunun ¢ € R noktasinda tiirevlenebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter sart, lim,_,; % limitinin sonlu olarak var olmasidir

ve bu tiirev f'(t) ile gosterilir. O halde Teorem 2.5.6 dan dolay1

dir.

2. T=7Zve f:7Z — R fonksiyonu t € Z noktasinda A-tiirevlenebilir olsun. Bu

takdirde Teorem 2.5.6 dan, A bilinen ileri fark operatorii olmak tizere
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oldugu gortliir.

3. ¢>1icin T = ¢% = {¢" : k € Z} U {0} zaman skalasim goz oniine alalim. Bu
takdirde, t = ¢™ € T i¢in

o(t)=inf{¢" :n€[m+1,00)} =q¢"" =qt

oldugu goriiliir ve t = 0 i¢in 0(0) = 0 oldugu agiktir. Dolayisiyla, her ¢ €
T i¢in o(t) = qt ve u(t) = o(t) —t = (¢ — 1)t elde edilir. 0 noktasi bir
sag-yogun minimum noktadir ve T nin diger biitiin noktalar: izole noktalardir.

Bu durumda bir f: T — R fonksiyonunun A-tiirevi, her ¢ € T\{0} icin

A = =
PO="".0 a1
ve t = 0 i¢in
2(0) = llil(l) f(Oé : f(s) — hi% /() ; I ), (limit mevcut ise)

dir.

Teorem 2.5.8. f,g : T — R fonksiyonlar1 ¢ € T" noktasinda A-tiirevlenebilir

fonksiyonlar ve a € R herhangi bir sabit olsun. Bu takdirde,

(i) f+¢:T — R fonksiyonu da ¢t € T" noktasinda A-tiirevlenebilirdir ve

(f +9)2(t) = f2(t) + g2 (1)

dir.

(ii) af : T — R fonksiyonu da t € T* noktasinda A-tiirevlenebilirdir ve

(af)2(t) = af2(t)

dir.
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(iii) fg: T — R fonksiyonu da ¢t € T" noktasinda A-tiirevlenebilirdir ve

(f9)2(t) = [2(0)g(t) + f(a(t)g™(t) = f(H)g>(t) + [2(B)g(o(t))
dir.

(iv) f(t)f(o(t)) # 0 olmak iizere 1/f : T — R fonksiyonu da ¢t € T* noktasinda

A-tiirevlenebilirdir ve

dir.

(iv) g(t)g(o(t)) # 0 olmak iizere f/g : T — R fonksiyonu da t € T* noktasinda

A-turevlenebilirdir ve

@A (1) = L2 09(0) - fi

dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Ornek 2.5.9. f,g,h : T — R fonksiyonlar1 ¢t € T* noktasinda A-tiirevlenebilir

fonksiyonlar olmak iizere,

(fgh)2(t) = (f9)*(®h(t) + (fg)(a(t)h™(t)
= (f2®9(t) + F(a()g>(1)) h(t) + f(a(t)g(a(t)h> ()
= [AWOg)n(t) + [(a(1)g>(OR() + f(a(t))g(o(t)h™(t)
dir.
Teorem 2.5.10. « bir sabit ve m € N olsun. Bu takdirde,

(i) f(t) = (t — «)™ ile tammlanan f fonksiyonu igin,

[y

3

FA8) =) (o(t) =) (t—a)™ 7",

v

Il
o
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(i) g(t) = ﬁ ile tamimlanan g fonksiyonu i¢in, (t — «) (o(t) — a) # 0 olmak

uzere,

—_

m—

A 1
PO

v=0

dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Ornek 2.5.11.  a. f(t) = {2 icin,

1

2 = (o)t =t+o(t)
v=0
4
2t, T =R ise;
= 2t + 1, T = 7Z ise;

(g+ 1), T =¢%, ¢ >1ise.

\

b. g(t) = 1/t igin,

;

—1/t% T = R ise;
1
Ay _ _ .
g (t) - tO’(t) - —ﬁ, T:ZISG,
—1/qt?, T =¢%, ¢ > 1 ise.
c. h(t) = (t —2)? igin,
2
hA(t) = (0(t) =2)" (t=2)*" = (t = 2)* + (o(t) = 2) (t = 2) + (o(t) — 2)°
v=0
3(t —2)%, T =R ise;
= 32 -9t 47, T = Z ise;

T2 — 18t +12, T = 2% ise.

\
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1 t+o(t

e Sy i <ta<t>(>§
(—2/t3, T =R ise;
= —%, T = Z ise;
K—4/9t3, T = 37 ise.

Teorem 2.5.12. g : R — Rsiirekli, g : T — R fonksiyonu T* tizerinde A-tiirevlenebilir

ve f: R — R siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. Bu takdirde,

(foq)™ (1) = f'(9(0) g% (1)

olacak sekilde ¢ € [t,o(t)] vardir (Bohner ve Peterson, 2001, 2003; Bohner ve
Georgiev, 2016).

Ornek 2.5.13. T = Z, f(t) = t* + 1 ve g(t) = ¢ olsun. Acikca goriilmektedir
kio(t)=t+1, g: R — Rsiirekli, g : T — R, T" iizerinde A-tiirevlenebilir ve
f: R — R siirekli tiirevlenebilirdir. Bu takdirde, ¢ € [1,0(1)] = [1,2] olmak iizere
g2 (t) = o(t) +t ve

(fog)™ (1) = f"(9(0) ¢*(1) = 3¢*(O)(e(1) + 1) = 9¢*

dir. Ayrica,

oldugundan

ve
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elde edilir. Dolayisiyla,
63=9¢" ve (=V7¢€][l,2

dir.

Teorem 2.5.14. f : R — R siirekli tiirevlenebilir ve ¢ : T — R fonksiyonu
A-tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. Bu takdirde f o g : T — R fonksiyonu

A-turevlenebilirdir ve

(fog)® (1) = { [ 160+ (g ) dh} g2 (1)

formiilii gegerlidir (Bohner ve Peterson, 2001, 2003; Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.5.15. f : T — R kesin artan bir fonksiyon ve T := f (T) bir zaman
skalasi olsun. ¢ : T — R olmak iizere, ¢ € T* icin f2(t) ve g® (f(t)) varsa, bu
takdirde

(go f)* = (9A0f> i

dir. Burada A, T’da tanimh Hilger tiirevidir (Bohner ve Peterson, 2001, 2003;
Bohner ve Georgiev, 2016).

Sonug 2.5.16. Teorem 2.5.15 de ozel olarak T = T aliirsa, bu takdirde
(9o f)* = (g% /)

dir (Bohner ve Peterson, 2001, 2003; Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.5.17. f : T — R kesin artan bir fonksiyon ve T := f(T) bir zaman

skalasi olsun. Bu takdirde, f2 min sifirdan farkli oldugu noktalarda

=)t

dir. Burada A, T’da tanimh Hilger tiirevidir (Bohner ve Peterson, 2001, 2003;
Bohner ve Georgiev, 2016).
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2.6. Zaman Skalasinda Delta integral

Zaman skalasinda integrasyon kavramini tanimlayabilmek i¢in, once anti-tiirevlere
sahip fonksiyonlarim uygun bir smifi elde edilmelidir. Bu amacla asagidaki

tanimlamalar yapilmistir.

Tanim 2.6.1. Bir f : T — R fonksiyonunun tiim sag-yogun noktalardaki sagdan
limitleri sonlu olarak var ve tiim sol-yogun noktalardaki soldan limitleri sonlu olarak
varsa [ fonksiyonuna diizenli (regulated) fonksiyon denir (Bohner ve Georgiev,

2016).

Tanim 2.6.2. Bir f : T — R fonksiyonu tiim sag-yogun noktalarda siirekli ve
tiim sol-yogun noktalarda soldan sonlu limitlere sahipse f fonksiyonuna rd-siirekli
(right-dense continuous) denir ve rd-siirekli tiim f : T — R fonksiyonlarin kiimesi
Cra(T,R) veya C,q(T) ile gosterilir. Tiirevlenebilir ve tirevi rd-siirekli olan f : T —
R fonksiyonlarin kiimesi de C!,(T) ile gosterilir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Ornek 2.6.3. T = [0, 1] UN olmas: durumunda g : T — R fonksiyonu rd-siireklidir.
Ancak t = 1 noktasinda stirekli degildir.

Teorem 2.6.4. f: T — R bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,
(i) f stirekli ise, rd-siireklidir.
(i) f rd-siirekli ise, diizenlidir.
(iii) o operatorii rd-stireklidir.
(iv) f diizenli veya rd-stirekli ise, f7 fonksiyonu da aym 6zellige sahiptir.

(v) f stirekli olmak tizere, g : T — R fonksiyonu diizenli veya rd-siirekli ise, f o g

fonksiyonu da aym ozellige sahiptir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Tanim 2.6.5. f : T — R siirekli bir fonksiyon olsun ve bir D C T* bolgesi i¢in

asagidaki sartlar saglansin:
(i) f fonksiyonu D bolgesindeki tiim noktalarda tiirevlenebilirdir.
(ii) T\ D bolgesi sag-sagilmis nokta igermeyen sayilabilir bir kiimedir.
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Bu takdirde, f fonksiyonuna D bdlgesinde On-tiirevlenebilirdir (pre-differentiable)
denir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.6. f : T — R diizenli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her ¢ € D i¢in
FA(t) = f(t) saglanacak sekilde D tiirevlenebilirlik bolgesinde on-tiirevlenebilir bir

F fonksiyonu vardir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Tanim 2.6.7. f : T — R diizenli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, Teorem
2.6.6 de belirtilen sartlar1 saglayan F' fonksiyonuna f fonksiyonunun on-antitiirevi

(pre-antiderivative) denir. ¢ keyfi bir sabit olmak iizere,

/f<n>An=F<t>+c

ifadesine diizenli f fonksiyonunun belirsiz integrali (indefinite integral) denir. f

fonksiyonunun Cauchy integrali ise, a,b € T olmak tizere

b
/f<n>An:F<b>—F<a>

ile tammhdir. Ayrica, her t € T® i¢in F2(t) = f(t) saglaniyorsa, F' : T — R
fonksiyonu f : T — R fonksiyonunun antitiirevi olarak adlandirilir (Bohner ve

Georgiev, 2016).
Ornek 2.6.8. T = Zvet € T icin f(t) = 3t>+5t+2 alalm. g(t) = t3+¢> fonsiyonu
icin,
g2 () = (c(t)? +to(t) +t* +o(t) +t = 3> + 5t + 2
oldugundan

/(3t2+5t+2)At:t3+t2+c.

Ornek 2.6.9. T =2 ve t € Ticin f(t) = 2sin £ cos & alalm. g(t) = sint¢ fonsiyonu

i¢in,
sino(t) —sint  sin(2t) —sint 2 ¢ 3t

A
t) = _ _ 2 in Lot
g-(t) o(t) — 1 / PR
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oldugundan
2 .t 3tAt it
—sin = cos —At = sin .
; Sin o cos < s c

Teorem 2.6.10. Her rd-siirekli fonksiyonun antitiirevi vardir. Ozel olarak sabit bir

a€TveteT igin

t
F)= [ £
ile tanimli F' fonksiyonu, f fonksiyonunun antitiirevidir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.11. Kabul edelim ki f € C,q (T,R) ve t € T" olsun. Bu takdirde,

o(t)
/t £ (n) Ay = u(®)£(0)

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.12. f2(t) > 0 ise, bu takdirde f azalmayandir (Bohner ve Georgiev,
2016).

Tanim 2.6.13. Kabul edelim ki f fonksiyonu [a, b) tizerinde sinirh bir fonksiyon ve

[a, b) araliginin bir pargalanmasi
P={a=ty<ti <..<t,=0b}

olsun. i € {1,...,b} olmak iizere her bir [t;_1, ;) araliginin iginde keyfi bir & noktasi

secelim ve

S = Z f (&) (i —tima)

formundaki toplami goz oOniine alalim. Bu takdirde S ye f fonksiyonunun P
parcalanmasina karsilik gelen bir Riemann A-toplami denir. Ayrica, asagidaki
ozelligi saglayan bir I sayisi varsa, f fonksiyonuna a dan b ye (ya da [a, b) iizerinde)
Riemann A-integrallenebilirdir denir:

"Her bir ¢ > 0 igin bir 6 > 0 vardir dyle ki f fonksiyonunun bir P € P;s([a,b))
parcalanmasina karsilhk gelen her Riemann A-toplami i¢in, ¢ € {1,...,n} olmak

tizere §; € [t;—1,1;) nin segilis yolundan bagimsiz olarak, | S — I |< ¢ kalir."
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Kolaylikla goriilebilir ki bu ozelligi saglayan bir [ sayisi tektir. Buradaki I sayisi,
f fonksiyonunun a dan b ye Riemann A-integrali olarak adlandirilir (Bohner ve

Georgiev, 2016; Guseinov, 2003).

Teorem 2.6.14. Eger f fonksiyonu [a, b) lizerinde A-integrallenebilirse, bu takdirde
keyfi bir a pozitif sabiti i¢in | f|* fonksiyonu da [a, b) lizerinde A-integrallenebilirdir
(Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.15. f fonksiyonu, [a, b) lizerinde A-integrallenebilen simirli bir fonksiyon
olsun. Bu takdirde f fonksiyonu [a,b) araligimn her [e¢,d) alt araligi tizerinde

A-integrallenebilirdir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.16. f ve g fonksiyonlari, [a,b) lizerinde A-integrallenebilir olsun. Bu
takdirde fg fonksiyonu da [a, b) iizerinde A-integrallenebilirdir (Bohner ve Georgiev,
2016).

Teorem 2.6.17. f, [a,b) iizerinde tanimh bir fonksiyon ve a < ¢ < b olacak sekilde
c € T olsun. Eger f, a dan ¢ ye ve ¢ den b ye A-integrallenebilirse, bu takdirde f

fonksiyonu [a, b) tizerinde A-integrallenebilirdir ve

[ rwan=[rwans [roman

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.18. f ve g fonksiyonlari, [a,b) iizerinde A-integrallenebilir ve her ¢ €

[a,b) i¢in f(t) < g(t) olsun. Bu takdirde,

/abf(t)Atg/abg(t)At

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.19. Eger f fonksiyonu [a, b) tizerinde A-integrallenebilirse, bu takdirde

| f| fonksiyonu da [a, ) tizerinde A-integrallenebilirdir ve

/abf(t)At‘S/ab\f(t)!At

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).
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Teorem 2.6.20. f ve g fonksiyonlari, [a,b) tizerinde A-integrallenebilir ise bu

takdirde,

b b b
/f(t)g(t)At‘ S/ [f () g () [At < <sup |1/ (t) |>/ lg (8) | At

T€[a,b)
dir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.21. Kabul edelim ki {f,},en, [a,b) tlzerinde A-integrallenebilir
fonksiyonlarin bir dizisi olsun ve f, [a, b) tizerinde tanimli bir fonksiyon olmak {izere,
[a,b) tizerinde f, — [ diizgiin olarak yakinsasin. Bu takdirde f fonksiyonu [a,b)

tizerinde A-integrallenebilirdir ve

b b
/ fOAt= lim [ f,(t)At

n—oo
a

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.22. Kabul edelim ki ) .2 g, [a,b) lizerinde A-integrallenebilir gy
fonksiyonlarinin bir serisi olsun ve g, [a,b) tlizerinde tanimh bir fonksiyon olmak
lizere, g — ¢ dizgln olarak yakinsasin. Bu takdirde g fonksiyonu [a,b) tizerinde

A-integrallenebilirdir ve

bg(t)At:i " g () At
fowa= ]

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.23. f fonksiyonu [a,b) lizerinde A-integrallenebilir olsun. Eger f

fonksiyonu F : [a,b] — R ile tanimh antitiireve sahipse, bu takdirde

b
/ f(t)At = F(b) — F(a)

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Ornek 2.6.24. T herhangi bir zaman skalas1 ve a,b € T, a < b olsun. Bu takdirde,

f(t) =¢, teT
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seklindeki her sabit fonksiyon, a dan b ye A-integrallenebilirdir ve

/abcAt:c(b—a)

dur.

Ornek 2.6.25. T herhangi bir zaman skalasi ve a,b € T, a < b olsun. Bu takdirde,

oldugundan

" /1 1\ b-a
a_ b a)  ab

b
/ w4
. to(t) t

dir.
Teorem 2.6.26. a,b,c € T, a € R ve f,g € C,q(T) olsun. Bu takdirde,
(i) Jy (/@0 + g At = [} FOAL+ [ g(0) AL
(i) ) (af) (AL =a [} f(H)AL
(ifi) J, (A== [} F(£)A;
(iv) [P F)AL= [CFO)AL+ [P F(H)AL;
(v) [ £ (o(t) g* ()AL = (fg) (b) = (fg) (a) — [ FA(D)g()AY;
(vi) [ F(Dg> ()AL = (fg) (b) — (fg) (a) = [} FA(B)g (o (1)) At;
(vii) [ F(t)AL = 0;

(viii) [a,b) tizerinde |f(t)] < g(t) ise, bu takdirde

/abf(t)At‘S/abg(t)At;

(ix) Her @ <t < bigin f(t) > 0 ise, bu takdirde fabf (t) At > 0 dir (Bohner ve
Georgiev, 2016).
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Teorem 2.6.26 da verilen (v) ve (vi) formiilleri kismi integrasyon formiilleri olarak
adlandirilir.  Ayrica, bu teoremde verilen biitiin formiillerin, f ve g nin diizenli

fonksiyon olmasi durumunda da gecerli olduguna dikkat edilmelidir.
Teorem 2.6.27. (Bohner ve Georgiev, 2016) a,b € T ve f € C,4(T) olsun.

a. T = R ise, bu takdirde

[ rwai= [ swa

dir. Burada esitligin sag tarafindaki integral, klasik analizden bilinen Riemann

integralidir.

b. T = Z ise, bu takdirde

(

L), a < b ise;

b
/f(t)At:<O, a = b ise;
o f(), a > b ise.

c. [a,b] araligr sadece izole noktalar igeriyorsa, bu takdirde

(
, Zte[a,b) p(t) f(t), a < b ise;
/f<t>At: 0, a = b ise;
- Zte[b,a) p(t) f(t), a > b ise.

Ornek 2.6.28. T = Z i¢in

3
I:/ (*+t4+1) As

-2

integralini hesaplayalim. f(t) =t>+t+1ve F(t) = &32‘5 icin,

FA(t) = ((t+1)2+t(t+1)+t2)+§—t2+t+1—f(t)

1
3
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oldugundan
3
I:/ (*+t+1)As=F(3) — F(-2) =15
-2

elde edilir.

Ornek 2.6.29. T = 2™ i¢cin

4
1 t 3t

I:/ Z | sin=sin — + 3] As
L1 277

integralini hesaplayalim. T nin tiim noktalar1 izole nokta ve o(t) = 2t oldugundan,

sin £ sin 3 1 3 in1sin3
=Y u(t)(%—i—f):sinisin§+1+2<%+4)
te{1,2}
1 .3 .5
= 5(0051—COSQ+COSQ—COS4)—|—9=Sln§Sln§—|—9

elde edilir.

Teorem 2.6.30. Eger f ve f2 fonksiyonlar siirekli ise,

(/atf(t’S)AS)A:f(0<t)’t)—|-/ath(t7S)AS

dir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.6.31. f : T — R kesin artan bir fonksiyon ve T := f(T) bir zaman
skalasi olsun. Bu takdirde, g € Cyq (T) ve f € C!, (T) olmak tizere, a,b € T igin

b f(b) .
[ srman= [ (go ) ©AC
a f(a)
veya diger bir ifadeyle

O]

/ g(F () FA () Ay = /f 9(O)AC

(a)

dir. Burada A, T’da taniml Hilger tiirevidir (Bohner ve Georgiev, 2016).
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Sonug 2.6.32. Teorem 2.6.31 deki sartlar altinda o6zel olarak T = T alnrsa, bu

takdirde
f(®)

/ o(F () FA () Ay = /f g(m) Ay

(a)
dir.
2.7. Zaman Skalasinda Genellestirilmis integraller

Bu boliim boyunca, T zaman skalasinin tistten sinirsiz oldugu kabul edilecektir.

Tanim 2.7.1. Kabul edelim ki f : [a,00)r — R fonksiyonu a dan bir A€ T, A > a

noktasina kadar integrallenebilir olsun. Ayrica kabul edelim ki

F(A) = / F(B)AL

integrali, A — oo iken sonlu bir limite yakinsasin. Bu takdirde bu limit, birinci

tipten genellestirilmis integral olarak adlandirilir ve

/:o f(t)Ath}ijgo{/aA f(t)At} (2.7.32)

yazilir. Bu durumda

/ T FA (2.7.33)

genellestirilmis integrali yakinsaktir denir. Eger (2.7.32) limiti mevcut degilse, bu

integral iraksaktir denir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Ornek 2.7.2. T = Z olsun.

© 32 +3t+1
[:/ Sm ot T+ Ly,
o B+ 1)3

integralini goz oniine alalim. o(t) =t + 1 oldugundan F'(¢) = 1/t> fonksiyonu igin,

(o(t)* +to(t) +* 3t +3t+1
3 (a(t))’ Bt

FA(t) = —
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bulunur. Bu yiizden de

A 2
, 3t2 43t + 1 , , 1
I=fm | W“——/}EEJF(A)—F(U)——JE%O(E‘I)—1

elde edilir.
Ornek 2.7.3. T = 2% olsun.
*1
1t

integralini goz oniine alalm. o (t) = 2t oldugundan F(t) = 1/t* fonksiyonu igin,

0= tr ~ W

bulunur. Bu yiizden de

. . 4 4 1 4
[=fm | t—sAt:—g,}EEJFM)—F“))?gﬂ&(ﬁ‘l):g

elde edilir.
Ornek 2.7.4. T = 3% olsun.
1
[ / LA
1 \/¥

integralini goz 6niine alahm. o(t) = 3t oldugundan F(t) = v/t fonksiyonu igin,

A Vo) =Vt 1
FO="C0=t = Vv

bulunur. Bu yiizden de

[t . .
Jm | %At:wﬁﬂ)g&(mm—mn) - (\/§+1)A1520(¢Z—1):oo

elde edilir. Yani bu integral iraksaktir.

Teorem 2.7.5. Her t > a i¢in f(t) > 0 olmak tizere (2.7.33) integralinin yakinsak

olmasi icin gerek ve yeter sart, A > a i¢in
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A
/ f)At < M
olacak sekilde bir M > 0 sabitinin var olmasidir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Teorem 2.7.6. (Bohner ve Georgiev, 2016) Her ¢t € [a,00) igin 0 < f(t) < g(¢)
olsun. Bu takdirde,

(i)
/ ) g(t)At (2.7.34)

genellestirilmis integrali yakinsaksa, (2.7.33) yakinsaktir.
(i) (2.7.33) genellestirilmis integrali wraksaksa, (2.7.34) waksaktir.

Ornek 2.7.7. T = 2% olsun.

> 1
1= A
A)t%ﬁ+5Xﬂ+7t+U

(2.7.35)

integralini goz ontine alalim. Ornek 2.7.3 den goriilmektedir ki floo t=3At integrali

yakinsaktir. Ayrica her ¢ € [1, 00) igin,

1 1
<
BE2+5)(E2+7t+1) — 83

oldugundan, (2.7.35) yakinsaktir.

Teorem 2.7.8. ¢ > a olmak iizere her ¢t € T i¢in |f(¢)| < g(¢) olsun. Bu takdirde,
(2.7.34) genellestirilmis integrali yakinsaksa, (2.7.33) yakinsaktir (Bohner ve Georgiev,
2016).

Teorem 2.7.9. ¢t > a olmak iizere her t € T i¢in f(¢) > 0 ve g(¢) > 0 olsun. Ayrica,

lim~—~+ =1L

f(t)
t—o0 g(t)

limiti mevcut (sonlu) ve sifirdan farkli olsun. Bu takdirde, (2.7.33) ve (2.7.34) birinci
tipten genellestirilmis integrallerinin yakimsaklik ve iraksaklk durumlar aymidir

(Bohner ve Georgiev, 2016).
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Teorem 2.7.10. f fonksiyonu a dan bir A € T, A > a noktasina kadar

integrallenebilir ve

F(A) = / F(H)AL

integrali, her A > a igin sinirh olsun. Ayrica kabul edelim ki ¢g fonksiyonu [a, 00)

tizerinde monoton ve lim;_, g(t) = 0 olsun. Bu takdirde,

/ OO

birinci tipten genellestirilmis integrali yakinsaktir (Bohner ve Georgiev, 2016).

Tanim 2.7.11. T bir zaman skalasi, a < b olacak sekilde a,b € T olsun. b noktasi
sol-yogun olmak {izere f fonksiyonu [a, b) {izerinde tamiml, ayrica f fonksiyonu ¢ < b
olmak {izere her [a,c] aralig: {izerinde integrallenebilir ve [a, b) iizerinde siirsiz olsun.

Bu durumda,

/ N (2.7.36)

ifadesi ikinci tipten genellestirilmis integral olarak adlandirilir ve f fonksiyonu ¢ = b

de singiilerdir denir. Eger

lim / f)AL (2.7.37)

c—b—

sol-tarafl1 limiti sonlu olarak mevcutsa, (2.7.36) integrali yakinsaktir denir ve

c—b—

b c
/f(t)At: lim/ f(t)At (2.7.38)

yazilir. Eger (2.7.37) limiti mevcut degilse, (2.7.36) integrali iraksaktir denir (Bohner
ve Georgiev, 2016).
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Ornek 2.7.12. T = [0,1] U 2N olsun. f fonksiyonu

V1—1t2 t €[0,1] ise;

4, t € 2N ise
ile tanimli olmak tizere
- / —At (2.7.39)

integralini goz oniine alalim. Bu takdirde,

= /—At—l—/ —At

:/mm L
1 1
= }E{l/ Tl t et e
r 4 7 2 4
E ciql—arCSIDtt:0+1_6+2_56
o 9
R

elde edilir. Dolayisiyla, (2.7.39) yakimsaktir.

Lemma 2.7.13. Eger U ve V negatif degilse ve A > 1 ise, bu takdirde
AUV U< (A =1) VP

dir. Burada esitlik ancak ve ancak U = V olmasi durumunda saglanir (Hardy ve

ark., 1988).

Lemma 2.7.14. Kabul edelim ki a,b € T ve a < b olsun. Bu takdirde rd-siirekli
f,9 :[a, by — R fonksiyonlar: icin, p > 1 ve 1/p+1/g = 1 olmak fiizere

/\f \As<(/ 6 as) /p(/ab\g@)ms)w

dir. (Bohner ve Peterson, 2001, s. 259, Teorem 6.13)
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3. BULGULAR

3.1. ﬁgﬁncﬁ Mertebeden Neutral Dinamik Denklemlerin C6ziimlerinin

Salinimhlik ve Asimptotik Davranisi

Bu boliimde, a pozitif tek tam sayilarin bir orani ve T bir zaman skalasi olmak

lizere, li¢iincii mertebeden lineer olmayan neutral

(r(t) () + 02l + Flrata) =0, (311)

dinamik denkleminin ¢oztimlerinin salinmhlik ve asimptotik davramsi iizerinde

durulacaktir. [ty, 00)r zaman skalasi araligi ¢ty € T igin
[to, OO)’]I‘ = [to, OO) NnT

ile tamimh olmak tzere, t > t, yazildiginda kastedilen ¢ € [t,,00) N T olacaktir.
Ayrica, yeterince biiytik ¢ € T ler icin ¢oziimlerin salinim ve asimptotik davranisi
incelendiginden, supT = oo kabul edilecek ve boliim boyunca asagidaki sartlarin
saglandig1 kabul edilecektir.

(C1) r: [ty, 00)r — R pozitif degerli rd-siirekli bir fonksiyon ve [r71/%(s)As = oo;

to
(C2) p: [to,00)r — R rd-stirekli bir fonksiyon, p(t) > 1, ve yeterince biiyiik ¢ ler
igin p(t) # 1;

(C3) g,h : [ty,00)r — T fonksiyonlar1 her t € [tg, 00)T igin g(t) < ¢, g kesin artan
ve

lim g(t) = tlim h(t) = o0

t—o00

olacak sekilde rd-stirekli fonksiyonlar;

(C4) f(t,u): [to,00)r xR — R, her u # 0 igin uf(t,u) > 0 olacak sekilde siirekli bir
fonksiyon ve f(t,u)/u® > q(t) saglanacak sekilde bir ¢ : [tg,00)r — R pozitif

rd-siirekli fonksiyon vardir.



(3.1.1) denkleminde goriilen sapma argiimentleri igin muhtemel
g(o(t)) > h(t) (3.1.2)

ve

g(o(t)) < h(t) (3.1.3)

durumlarinin her ikisi de ayr1 ayr1 goz ontine alinacaktir. z(t) fonksiyonu,

2(t) = a(t) + p(t)z(g(t)) (3.1.4)

ile tamimlanirsa, (3.1.1) denklemi

(r(t) (z22®)")" + £ (t, 2(h(t))) = 0 (3.1.5)
seklinde yazlabilir.

ty € [to,00)r olmak iizere z € C2,([t,,00)r,R) ve r (z22)" € CL ([ts,00)r, R)
ozelliklerine sahip olan ve [t,,00)r {lizerinde (3.1.1) denklemini saglayan bir = €
Chra ([tz, 00)T, R) fonksiyonuna (3.1.1) denkleminin bir ¢6ztimii denir. Bu calisma
boyunca, (3.1.1) denkleminin herhangi bir t, > ¢, i¢in [t,, 00)r araliginda tanimh
ve her T} > t, icin sup{|z(t)| : t > T1} > 0 ozelligine sahip ¢Oziimleri tizerinde
durulacaktir. Ustelik, (3.1.1) denkleminin béyle ¢oziimlere sahip oldugu da kabul
edilmistir. Boyle bir ¢oziim belli bir noktadan sonra isaretini koruyan fonksiyon
degilse, yani sifirlarinin kiimesi tistten sinirh degilse, bu ¢oztime salinimlidir denir,

aksi takdirde salimmsizdir denir.

Son yillarda, cesitli yapidaki fonksiyonel diferensiyel denklemlerin ve zaman
skalasinda fonksiyonel dinamik denklemlerin ¢oziimlerinin salimmmlilig1 tizerine bir
¢ok calisma yapilmistir. ﬂgili literatiir incelendiginde, acikca gortilmektedir ki zaman
skalasinda tgiincii mertebeden neutral dinamik denklemlerin ¢oziimlerinin salinim

ve asimptotik davranisi tizerine verilen sonuglar nispeten azdir ve mevcut sonuglarin

b
bir cogu 0 < p(t) <po < 1, =1 < p(t) < 0, ve/veya 0 < [ p(t, u)Ap < py < 1 olmast
a

39



durumunda gegerlidir, 6rnegin bkz. (Chen ve Liu, 2008; Grace ve ark., 2012, 2016;
Han ve ark., 2010; Hassan ve Grace, 2014; Huang, 2016; Senel ve Utku, 2014).

Ancak, bildigimiz kadariyla, p(t) > 1 olmasi durumunda zaman skalasinda ti¢iincii
mertebeden neutral dinamik denklemlerin ¢oziimlerinin salinimhilik ve asimptotik
davranisi ile ilgili bir sonug goriinmemektedir. Bu béliimde, p(t) > 1 icin (3.1.1)
denkleminin ¢oziimlerinin salimimhlik ve asimptotik davranisi ile ilgili edilen yeni
sonuclar verilmistir. Mevcut sonuglar goz oniine alindiginda, bu boliimde sunulan
sonuglarm o = 1, r(t) = 1, f(t,z(h(t))) = q(t)z*(h(t)) igin ve b > 0 ve ¢ > 0
olmak fizere g(t) =t — b ve h(t) =t — ¢ seklinde gecikme argiimentinin sabit olmasi
durumlarinda da yeni oldugu agiktir. Ayrica, bu sonuglar (3.1.1) denkleminden daha

genel t¢iincii mertebeden dinamik denklemlere kolaylikla genisletilebilir.

Yazimda kolaylik olmasi agisindan, temel sonuglar verilirken asagidaki notasyonlar
kullanilacaktir:

() == max {0, 32(t)},

t t
A
t >t igin Ry(t,t) ::/7“1/7?8)7 t >ty >t igin Ra(t,ts) ::/Rl(s,tl)As,
to

t1

e, 0<ac<t _ Ri(t.ty)
v = oo(t), a>1 - Bufo(t),0)

Ayrica belirtilmelidir ki, bu boliim boyunca ¢~! fonksiyonu, ¢ nin ters fonksiyonu

olmak ftizere, yeterince biiyiik ¢ ler icin

(3.1.6)

ve

. 1 B 1 Ro(g7 (g7 (1)), ta)
)= o) (1 PRl i )>0 (3.17)

oldugu kabul edilecektir.




ve

3.2. Baz1 Yardimci Lemmalar

Lemma 3.2.1. Kabul edelim ki (C1)-(C4) sartlarn saglansm ve z(t), (3.1.1)
denkleminin bir noktadan sonra (neticede) pozitif bir ¢oziimii olsun. Bu takdirde

z(t), (3.1.4) deki gibi tanimlanmak {tizere, yeterince biiyiik ¢ € T ler igin, ya

(1) 2(t) > 0, 22() > 0, 228(t) > 0 ve (r(t) (z22(1))*)* <0

ya da

() 2(£) > 0, 22(t) < 0, 228() > 0 ve (r(t) (z22(£))*)"> < 0

dar.

ispat. 1spat (Baculikova ve Dzurina, 2010a, sf. 2, Lemma 1) kullanilarak kolaylikla

elde edilebileceginden ayrintilara yer verilmemistir.

Lemma 3.2.2. Kabul edelim ki (C1)-(C4) sartlar1 ve (3.1.6) saglansin. Ayrica z(?)
fonksiyonu Lemma 3.2.1 de belirtilen Durum (II)’yi saglamak iizere z(t), (3.1.1)

denkleminin bir noktadan sonra pozitif olan bir ¢oztimi olsun. Eger

o 1/«

]o]orl%(u) /q(S) E(h(s))*As | Auldv =00 (3.2.8)

ise, bu takdirde lim;_, ., z(t) = 0 dir.

Ispat. 2(t), (3.1.1) denkleminin bir noktadan sonra pozitif olan bir ¢oziimii olsun.
Bu takdirde, t > t; i¢in x(t) > 0, z(g(t)) > 0 ve z(h(t)) > 0 olacak sekilde t; €

[to, 00)r vardir. (C4) sart1 géz 6niine alimirsa, (3.1.1) ya da (3.1.5) denklemi

(r(8) (*2(8)") " + q(0)2®(h(t)) <0, ¢ >t icin (3.2.9)
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formunda yazlabilir. (3.1.4) den (ayrica bkz. (Agarwal ve ark., 2003))

1 -1 ~ (o]
x(t) = m(z(g (1) (g (t)))
_ z(g‘l(t))_ 1 (a1 o=V (a~!
= ) e o) T O) )
A1) | o
2 W) e e oy ¢ @) (3.2.10)

oldugu goriiliir. z(t) azalan fonksiyon ve ¢(t) < t oldugundan
2(g7' 1) = 2 (97 (g (1))
dir. Buradan ¢ > t; igin (3.2.10) esitsizligi
z(t) > &(t)z (g7'(1)), (3.2.11)

seklinde yazilabilir. lim; . h(t) = oo oldugundan, her ¢t > ¢, igin h(t) > t; olacak
sekilde o > t; segilebilir. Bu nedenle (3.2.11) esitsizliginden, ¢ > ¢, i¢in

z(h(t)) > &(h(t))z (g7 (h(t))) (3.2.12)
esitsizligine varilir. (3.2.12) g6z 6niine alimarak, ¢ > ¢, icin (3.2.9) denklemi
(r(t) (2(1)") " + q(t) (€ (h(1)* 2 (57 (h(1))) <0 (3.2.13)
seklinde yazilabilir. z(t) > 0 ve 22(¢) < 0 oldugundan, M > 0 olmak iizere
tlgglo 2(t) = M < o0

olacak sekilde bir M sabiti vardir. Eger M > 0 ise, bu takdirde g~ *(h(t)) > t ve

z(t) > M, t>t3igin (3.2.14)
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olacak sekilde t3 > to vardir. (3.2.13) esitsizligi ¢t den oo a kadar iki defa integrallenirse

00 1/a

—A oo; s s)))* As u
(1) > M / T | [0 @ as)

elde edilir. Bu esitsizlik ¢3 den ¢ ye kadar bir defa daha integrallenerck

00 1/a

t oo
1 a
)= 0 [ [ | [a @ as| suae
t3 v u
sonucuna varitlir ki bu da (3.2.8) ile ¢elisir. O halde M = 0, yani lim; ., 2(t) = 0
dir. [t1,00)7 tizerinde 0 < x(t) < z(t) oldugundan lim;_,, () = 0 bulunur ve ispat

tamamlanir.

Lemma 3.2.3. Kabul edelim ki (C1)-(C4) sartlar1 ve (3.1.7) saglansin. Ayrica
z(t) fonksiyonu Lemma 3.2.1 de belirtilen Durum (I)’i saglamak tizere z(t), (3.1.1)
denkleminin bir noktadan sonra pozitif olan bir ¢oziimii olsun. Bu takdirde yeterince

biytk ¢ € T ler i¢in

(r(1) (=22(1))")" + at) (€2(h(0)))° = (97 (h(1))) <0 (3:2.15)

esitsizligi saglanir.

Ispat. x(t), (3.1.1) denkleminin bir noktadan sonra pozitif olan bir ¢dziimii olsun.
Bu takdirde, ¢t > #; igin x(t) > 0, z(g(t)) > 0, z(h(t)) > 0 olacak ve z(t) fonksiyonu
(I) durumunu saglayacak sekilde ¢; € [to,00)r vardir. Lemma 3.2.2 nin ispatinda
izlenen yol takip edilirse, tekrar (3.2.9) ve (3.2.10) elde edilir. r(t) (z22(t))" azalan

oldugundan ¢ > ¢; i¢in

t

r\s ZAA S oy /e
A1) = ZA(t1)+/(()(T1/a((S)))) As

t1

v

(r(t) (22 0)) Y Ry(t 1) (3.2.16)
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oldugu gortiliir. Bu ytizden de

< (1) >A <0 (3.2.17)

dir. Dolayisiyla, ¢t > t5 icin

o) = z(t2)+/z—(5231(s,tlms

olacak sekilde ¢y € [t1, 00)r vardir ve buradan

2(t) >A r
<0, t>tyicin 3.2.19
<R2(t7t2) r 26 ( )

bulunur. ¢='(¢) < g7 *(¢g7*(¢)) oldugu goz oniine alnarak, (3.2.19)’dan

Ra(9 (g~ (#)), t2)2(9~" (2))
R2(971 (t)’ t2)

> 2 (1)) (3.2.20)
esitsizligine ulasilir. Bu esitsizlik (3.2.10) ifadesinde kullanilirsa ¢ > ¢, icin
v(t) 2 &0z (57(1) (3:2.21)

elde edilir. lim; .. h(t) = oo oldugundan, her ¢ > t3 i¢in h(t) > t, olacak sekilde
ts > to segilebilir. Bu yiizden de (3.2.21) den, ¢ > t3 igin

z(h(t)) = &(h(t))z (g7 (h(1))) (3.2.22)

sonucuna ulasilir. (3.2.22) ifadesi (3.2.9) esitsizliginde kullanilirsa (3.2.15) elde edilir

ve ispat tamamlanir.
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3.3. Temel Sonuglar

Teorem 3.3.1. Kabul edelim ki (C1)-(C4), (3.1.2), (3.1.6), (3.1.7), (3.2.8) sartlar
saglansin, yeterince biiyiik her ¢, € [ty, 00)r, ve T >ty > t; i¢in

t

S(s
lirtrisogp/ {\Ifl(s) — % As = 00 (3.3.23)

olacak sekilde pozitif bir 8 € C!, ([tg, 00)r, R) fonksiyonu var olsun. Bu takdirde
(3.1.1) denkleminin bir z(t) ¢bziimi ya salimmhidir, ya da lim; . (t) = 0 sartin

saglar.

Ispat. (3.1.1) denkleminin salimmsiz bir ¢oziimii z(¢) olsun. Bu takdirde, genelligi
bozmaksizin ¢ > t; igin x(t) > 0, z(g(t)) > 0, x(h(t)) > 0 olacak, (3.1.6)-(3.1.7)
saglanacak ve z(t) fonksiyonu, Lemma 3.2.1 de belirtilen durumlardan birisini
saglayacak sekilde t; € [tg,00)r vardir. x(t) bir noktadan sonra negatif olan bir

¢oziim oldugunda ispat benzer olacagindan, sadece bu durum goz oniine alinacaktir.
Eger Durum (II) saglanirsa, Lemma 3.2.2 den, lim;_o, z(t) = 0 dir.

Simdi kabul edelim ki Durum (I) saglansin. Bu takdirde Lemma 3.2.3 {in ispatinda
izlenen yol takip edilirse tekrar (3.2.15), (3.2.16), (3.2.17), (3.2.18) ve (3.2.19)

ifadelerine ulasilir. ¢ > ¢; icin,

r(t) (=22(1)"
(z2(8)°

w(t) = B(t) (3.3.24)

seklinde Riccati-tipi doniisimii tanimlayalim. w(t) > 0 oldugu aciktir, ayrica (3.3.24)

ve (3.2.15) ifadelerinden ¢ > 3 igin,

wh(t) < B
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oldugu gortiliir. (3.2.19) ifadesinde g~ (h(t)) < o(t) oldugu kullanilirsa,

z (g~ (h(t))) 2( "(h(1) s t2)
o0 S Ro)h) (33.26)
elde edilir. (3.2.18) esitsizligi ve t < o(t) oldugu gergeginden,
z(o(t)) Ry (o(t),t2)
A(0() = Ri (o0 h (3:3.27)

bulunur. (3.3.26) ve (3.3.27) esitsizlikleri (3.3.25) ifadesinde kullanilirsa,

) (24(0)" .
e~ Bl (@)

r(t) (222 ((=*(1)")"

wi(t) < BL(t)

Ry (97" (h(2)) @))a
Ry (o(t),t1)

—B(a(t)) A0 (Ao @)” (3.3.28)
sonucuna varilir. Teorem 2.5.14 den elde edilen
LA A a (ZA)Q_1 (0(t)z22(t), 0<a <1 ise,
((2)%)" = { S ) N, w1 i (3.3.29)

kullanilirsa, (3.3.28) esitsizligi 0 < a < 1 ise

wi(t) < B

seklinde, ve av > 1 ise

T ZAA “ 2 _ : a
<t>( ( )@) — B(a(t))a(t) (&(h(1))" (R féq <a(<]1§t23t ))
(zAA(t))a+1 (zA(t))a

)
(z20)* B e®)”

wi(t) < FR()

(3.3.31)

seklinde yazilabilir. Diger taraftan, ¢ < o(t) oldugundan, (3.2.17) kullanilarak

Z2(1) Rl(t,tl)
o)~ Ri(o(t) t)’

(3.3.32)
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elde edilir. (3.3.32) gbz éniine alinarak, (3.3.30) ve (3.3.31) esitsizlikleri birlestirilirse,

t > t3 olmak iizere o > 0 igin,

s (S A0)

r(t) (222() "

—af(o(t t 3.3.33
Blo V(= z (3.3.33)
esitsizligine ulasilir. Diger yandan, (3.2.16) ifadesinden
t) (z22(1)° 1

CAO)T )’

yazilabilir. (3.3.34), 22(t) > 0 ve 222(t) > 0 kullanilirsa, (3.3.33) esitsizliginden

2O ooty intony” (EU O g0

wi(t) < IACORD

oldugu goriiliir. (3.3.35) ifadesi t3 den t ye kadar integrallenirse,

t

Jemoraer (4585

t2)>a _ &} As < w(ts)

t3

sonucuna ulasihir ki bu (3.3.23) ile celisir. Dolayisiyla (3.1.1) denkleminin herhangi

bir x(t) ¢Ozlimii bu sartlar altinda ya salimmhdir, ya da t — oo iken sifira yakinsar.

Teorem 3.3.2. Kabul edelim ki (C1)-(C4), (3.1.2), (3.1.6), (3.1.7), (3.2.8) sartlar

saglansin. Eger yeterince biiytik her t; € [tg, 00)r, ve T' > t9 >t igin
t

lim sup /
t—o0

T

1 r(s) (B2(s)™

) T T BT

As = o0 (3.3.36)

olacak sekilde pozitif bir 5 € CY, ([tg, o0)T, R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (3.1.1)

denkleminin bir z(¢) ¢éziimi ya salmimhidir, ya da ¢ — oo iken sifira yakinsar.

Ispat. (3.1.1) denkleminin salimmsiz bir ¢oziimii (t) olsun. Bu takdirde, genelligi
bozmaksizin ¢ > ¢y igin x(t) > 0, x(g(t)) > 0, z(h(t)) > 0 olacak, (3.1.6)-(3.1.7)

saglanacak ve z(t) fonksiyonu, Lemma 3.2.1 de belirtilen durumlardan birisini
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saglayacak sekilde t; € [tp,00)r vardir. () bir noktadan sonra negatif olan bir

¢ozum oldugunda ispat benzer olacagindan, sadece bu durum goz ontine alinacaktir.
Eger Durum (II) saglanirsa, Lemma 3.2.2 den, lim;_,o, 2(¢) = 0 dur.

Simdi kabul edelim ki Durum (I) saglansm. Teorem 3.3.1'in ispatinda izlenen yol
aynen takip edilirse tekrar (3.3.33) elde edilir. (3.3.24) doniisiimii gbz 6niine alinarak,

(3.3.33) esitsizligi, t > t5 i¢in

B (1)
B(t)

w2 < S0t - ot @ (e 0L

1 a+1

—aB(a(t))w(t) Blet/a()y1/a(¢)

formunda yazilabilir.

g = L@@ o al
(e o
o [P s

at Laf(o(t)y(n)]* B

olmak tizere, Lemma 2.7.13 uygulanirsa,

B0 o asio L ew L) (320)"
o) 1 OO e T S G B

oldugu goriiliir. Bu esitsizlik (3.3.37) ifadesinde kullanilirsa,

1 () (B2)

A
VS T @ o

— Bla())q(t) (E(h(t))” (R2 o~ (h(t? tQ))

elde edilir. Son esitsizligin ¢3 den ¢ ye kadar integrallenmesi,

1 r(s) (B2(s)™
(a+ D [Bo()d(s)]

Uy(s) — As < w(ts)
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sonucunu verir ki bu da (3.3.36) ile celisir ve ispati tamamlar. Dolayisiyla (3.1.1)
denkleminin herhangi bir x(t) ¢6zlimii bu sartlar altinda ya salmimhdir, ya da sifira

asimptotik olarak yakinsar.

Teorem 3.3.3. Kabul edelim ki aw > 1 olsun ve (C1)-(C4), (3.1.2), (3.1.6), (3.1.7),
(3.2.8) saglansin. Eger yeterince biiyiik her ¢, € [tg, 00)r, ve T >t > t1 igin

t
lim sup /
t—o0
T

olacak sekilde pozitif bir 8 € C%, ([tg, 00)T, R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (3.1.1)

ri/e(s) (52(s))”
daB(a(s))(s) [Rals, )]

Wy(s) — (3.3.38)

|
g

denkleminin bir z(¢) ¢éziimi ya salmimlidir, ya da ¢ — oo iken sifira yakinsar.

Ispat. (3.1.1) denkleminin salimmsiz bir ¢oziimii z(t) olsun. Bu takdirde, genelligi
bozmaksizin ¢ > t; igin x(t) > 0, x(g(t)) > 0, z(h(t)) > 0 olacak, (3.1.6)-(3.1.7)
saglanacak ve z(t) fonksiyonu, Lemma 3.2.1 de belirtilen durumlardan birisini
saglayacak sekilde t; € [tp,00)r vardir. x(f) bir noktadan sonra negatif olan bir

¢oziim oldugunda ispat benzer olacagindan, sadece bu durum goz ontine alinacaktir.
Eger Durum (II) saglanirsa, Lemma 3.2.2 den, lim;_o, 2(¢) = 0 dur.

Simdi kabul edelim ki Durum (I) saglansin. Teorem 3.3.2'nin ispatinda izlenen yol

aynen takip edilirse tekrar (3.3.37) elde edilir ki bu esitsizlik ¢ > ¢3 icin

gy o B o (Falg™ (1), 1)
0 < Sl - (t))q(t)(@(h(tm( )y
R 0 L GRS (3339

formunda yazilabilir. Ayrica (3.2.16) ve (3.3.24) ifadelerinden

wa () = (B(t)r(t) <((2A(t)))“>

> (B()r(t)= " [P (O R(E 1)
= ﬁ%_l(t) [Ry(t, )] (3.3.40)

a—1
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yazilabilir. (3.3.40) ifadesi (3.3.39)’da kullanhrsa, t > t3 igin

g@) w(t) = Bla(t))q(t) (E(h(1))) (

aB(o(t)(t) [Rult,t)]* "
i ORIE0 w?(t) (3.3.41)

w?(t) <

sonucuna varilir. (3.3.40) esitsizligi w’ye gore kareye tamamlanirsa,

), 12) () (52(1))°

Ry (97" (h(t)
t

w20) < -3 )0l tnion)® (T2 0

) e 6T
elde edilir. Bu esitsizligin t3 den ¢ ye kadar integrallenmesiyle
p /o A 2
[ [w= et e
daf(o(s))(s) [Ra(s, t1)]

t3

As < w(ts),

sonucuna varilir ki bu sonug (3.3.38) ile geliskilidir. Dolayisiyla (3.1.1) denkleminin
herhangi bir z(t) ¢6ztimii bu sartlar altinda ya salimmhdir, ya da sifira asimptotik

olarak yakimnsar. Ispat tamamlanmistir.

Teorem 3.3.4. Kabul edelim ki (C1)-(C4), (3.1.3), (3.1.6), (3.1.7), (3.2.8) sartlar

saglansin. Eger yeterince biiyiik her t; € [tg,00)T, ve T > ty > t; igin

t

hItILilolp/ [\112(5) - % As = o0, (3.3.42)

T

olacak sekilde pozitif bir 3 € C?, ([to, 00)r, R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (3.1.1)

denkleminin bir x(t) ¢dziimi ya salimmhdir, ya da lim; . 2(t) = 0 sartim saglar.

Ispat. (3.1.1) denkleminin salimmsiz bir ¢oziimii z(¢) olsun. Bu takdirde, genelligi
bozmaksizin ¢ > t; i¢in x(t) > 0, z(g(t)) > 0, x(h(t)) > 0 olacak, (3.1.6)-(3.1.7)
saglanacak ve z(t) fonksiyonu, Lemma 3.2.1 de belirtilen durumlardan birisini
saglayacak sekilde t; € [tg,00)r vardir. x(t) bir noktadan sonra negatif olan bir

¢oziim oldugunda ispat benzer olacagindan, sadece bu durum goz oniine alinacaktir.
Eger Durum (II) saglanirsa, Lemma 3.2.2 den, lim;_o, z(t) = 0 dir.
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Simdi kabul edelim ki Durum (I) saglansin. Bu takdirde Teorem 3.3.1'in ispatinda
takip edilen siire¢ aymi sekilde uygulanirsa, tekrar (3.3.25) ve (3.3.27) elde edilir.

Ayrica,
o(t) < g 1 (h(t)) (3.3.43)
oldugundan
2 (g7 (h(t)))
0 0) >1 (3.3.44)

( _ o « R2<O-(t)7t2) “
L~ B0 @) (—)

Ry (o(t),t1)

(3.3.45)

elde edilir. Ispatmn geri kalam Teorem 3.3.1 ile benzerdir ve bu yiizden detaylar

ihmal edilmistir.

Teorem 3.3.5. Kabul edelim ki (C1)-(C4), (3.1.3), (3.1.6), (3.1.7), (3.2.8) sartlar

saglansin. Eger yeterince biiytik her t; € [tg, 00)r, ve T > to >t igin
t

lim sup /
t—o0

T

Uy(s) — As =00 (3.3.46)

olacak sekilde pozitif bir 5 € C%, ([ty, o0)T, R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (3.1.1)

denkleminin bir z(t) ¢dziimi ya salimmhdir, ya da lim; . (t) = 0 sartin saglar.
Ispat. Ispat, (3.3.44) ve Teorem 3.3.2’den kolayca elde edilebilir.

Teorem 3.3.6. Kabul edelim ki a@ > 1 olsun ve (C1)-(C4), (3.1.3), (3.1.6), (3.1.7),

(3.2.8) saglansin. Eger yeterince biiyiik her ¢, € [tg, 00)r, ve T >t > t; igin
t

lim sup /
t—o0

T

rile(s) (B2(s))?

Uy(s) — 1
) BN (st

As = o0, (3.3.47)

olacak sekilde pozitif bir 5 € CY, ([tg, 00)T, R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (3.1.1)

denkleminin bir z(t) ¢dziimi ya salimmhidir, ya da lim; . (t) = 0 sartin saglar.
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Ispat. Ispat, (3.3.44) ve Teorem 3.3.3’den kolayca elde edilebilir.

3.4. Uygulamalar

Ornek 3.4.1. T := ¢?={¢"* : k € Z,q > 1} U {0} olsun. o = 3, g(t) = h(t) = t/2,
qt) =t(t —1)3, r(t) =1, f(t,u) = q(t)u® ve p(t) = 8 olmak iizere

{((x(t) n 5:::@/2))“)3] S (t—17223(t/2) =0, te2Z, t>t:=2 (3.4.48)

tiglincii mertebeden neutral dinamik denklemi goz oniine alalim. Agik¢a goriilmektedir

ki (C1)-(C4) sartlar1 ve (3.1.2) saglanr, ayrica

&(t)=T7/64>0 (3.4.49)
dir. Diger taraftan
1o 1 Ry(g (g7t (t)),t )_2t—7
plg~t (g7 (1)) Ra(g='(t),12) 4 -8
oldugundan,
1

bulunur. (3.4.49)’dan ve u > 2 igin [ s(s — 1) As = oo oldugundan,

1/a

/ / A [aoeonras) s

u

1/3

// / (s—1)°(7/64)° As | Aulw = o0
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elde edilir, dolayisiyla (3.2.8) sart1 saglanir. Ayrica [((t) = t secilir ve (3.4.50) goz
t t

oniine almirsa, [ mAs < oo ve [52(s2 — 65+ 8)° As = oo oldugundan,
8 5

[ et oy (R RN s
> / 252 (s —1)% (1/64)° (526_86—_5;8) — (3—12)3 As

t , , 1
— / 2(1/384)° s* (s — 6s +8)" — (3—2)3] As

sonucuna varilir, yani (3.3.23) saglanir. Bu ylizden de, Teorem 3.3.1’in biitiin sartlar:
saglandigindan dolayi, (3.4.48) denkleminin herhangi bir ¢6ziimii ya salimmbhdir, ya

da t — oo iken sifira yakinsar.

Ornek 3.4.2. T=R, o = 1/3, g(t) = t/2, h(t) =t — 1, q(t) = >+ 5, r(t) = 1/t/3,
f(t,u) = q(t)u™ ve p(t) = (16t + 17)/(t + 1) olmak iizere

s 173\ 7
(ﬂ%((x(t)+16t+17x(%)) ) ) + (2 +5)x 2t —1)=0, t>2 (3.4.51)

t+1

diferensiyel denklemini gz 6niine alalim. Bu durumda (C1)-(C4) ve (3.1.3) sartlarinin

saglandig kolaylikla goriilebilir. Ayrica,

16 <p(t) <17

oldugundan

() > — >0 (3.4.52)

elde edilir. Diger yandan, t > t5 = 3 igin

1 Ry(g7 (g7 (t)), t2) < 64t% — 48t +9 1
p(g7(g7(t))) Ra(g~1(t),ty) — 12843 — 384L + 144 — 272

bulunur ve buradan da
95
> - A,
&(t) 2 4624 (3.4.53)
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elde edilir. (3.4.52)’den ve u > 2 igin [ (s* +5) As = oo oldugundan,

u

1/«

j 7 ) 7 a(s) (€ (h(s)" A5 | Audw

u

t oo 3

> (15/272)//u 7(52+5) As | AuAv = o

u

oldugu goriiliir, dolayisiyla (3.2.8) sart1 saglanir. Son olarak, 5(t) = ¢ > 0 segilir ve

(3.4.53) gbz Oniine alinirsa,

t

/ [ms)q(s)(@(h(s)»a(gjg:j;)"_( 1) (A)

3 _125s+9

> /t ¢ (5% +5) (95/4624)"/? (‘93(82—_4)>l/3 ds

t
0(95/13872)1/3/34/3 (s — 125 +9) "’ ds = o0

4

v

sonucuna ulasilir, yani (3.3.46) saglanir. Bu yiizden de, Teorem 3.3.5’den dolay1
(3.4.51) denkleminin herhangi bir ¢6ziimii ya salmimhdir, ya da asimptotik olarak

sifira yakinsar.

Not 3.4.3. Bu boliimde verilen sonuglar "Advances in Difference Equations' dergisinde

bilimsel arastirma makalesi olarak yaymlanmistir (Tung ve Ozdemir, 2017).
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4. BULGULAR - II

4.1. ["Jgiincﬁ Mertebeden Dagilimli Sapma Argiimentli Neutral Dinamik

Denklemlerin Coziimlerinin Salimimlilik ve Asimptotik Davranis:

Bu boliimde, T {istten sinirsiz bir zaman skalasi, tg € T, 2(t) = z(¢t) + p(t)x(g(t)),
© = 1,2 icin oy'ler pozitif tek tam sayilarin oranlar1 ve 0 < a < b olacak sekilde
a,b € R olmak tizere, tigiincii mertebeden dagilimh sapma argiimentli non-lineer

neutral

pxw«nwc%uWﬂAY1A+LZm0fuwma»As=mtevmmm
(4.1.1)

dinamik denkleminin ¢oztimlerinin salimmhlk ve asimptotik davramsi iizerinde

durulacaktir. [ty, c0)r zaman skalasi araligi ¢ty € T igin
[to, 00)T := [tg,00) N'T

ile tanimh olmak tizere, t > t, yazildiginda kastedilen ¢ € [t,,00) N T olmasidir ve
ayrica boliim boyunca tekrar belirtilmeye ihtiya¢ duyulmaksizin, asagidaki sartlarin

saglandig1 kabul edilecektir.

(D1) r; € Crq ([to, 00)1, RT) ve i = 1,2 igin,

> 1
[, =
(D2) p : [tg,00)r — R rd-siirekli bir fonksiyon, p(t) > 1, ve yeterince biiyiik ¢ ler
i¢in p(t) # 1;
(D3) g € Cyq ([to, 00)T, T) kesin artan bir fonksiyon, g(t) < t, ve limy;_., g(t) = o0;
(D4) q(t,§) € Cra([to,00)r x [a,b]1,[0,00)), ¢(£,§) € Cra([to,00)r x [a,b]7,T)

fonksiyonu &’ye gore artmayan fonksiyon, ve

. ) = o
tggogrél[cllg]aﬁ(,f) 00;



(D5) f € C(R,R) fonksiyonu, u # 0 igin uwf(u) > 0 sartin saglar ve u # 0 igin

f(u)/uf > k olacak sekilde £ > 0 ve 3 = ajay vardir.

(4.1.1) denkleminin ¢oziimlerinin salimimhlk ve asimptotik davramslari sirasiyla

9(o(t)) = o(t,€), & € [a,b] (4.1.2)

ve

g9(o(t)) < o(t,€), €€ lab] (4.1.3)

durumlar i¢in incelenecektir. Notasyonel kolaylik i¢in,
() = (1) [AO] ve (1) = ma(0) [(H(0) ]

ile tanimlansin.

t. € [to,00)r olmak iizere, z € CY([ts,00)p,R), 2 € CL ([ts,00)p,R) ve
22 e O, ([ts, 00)p , R) Szelliklerine sahip olan ve [t,, 0o)r iizerinde (4.1.1) denklemini
saglayan asikar olmayan reel degerli bir x € C}, ([t,, 00)y, R) fonksiyonuna (4.1.1)
denkleminin bir ¢6ziimii denir. Bu boéliim boyunca, (4.1.1) denkleminin [t,,c0)r
yarl-ekseninde tamml ve her Ty € [t,, 00)r icin sup {|z(¢)| : ¢ > 11} > 0 ozelligine
sahip ¢oziimleri tizerinde durulacaktir. Ustelik, (4.1.1) denkleminin boyle ¢éziimlere
sahip oldugu da kabul edilmistir. Boyle bir ¢oziim belli bir noktadan sonra isaretini
koruyan fonksyion degilse, yani sifirlarinin kiimesi iistten sinirh degilse, bu ¢oztime

salimimlidir denir, aksi takdirde salinimsizdir denir.

Farkli yapilardaki neutral diferensiyel denklemler ve zaman skalasinda neutral
dinamik denklemler icin ¢oztimlerin salinim ve asimptotik davramsinin incelenmesi
aktif ve onemli bir arastirma alanidir ve bu konudaki son sonuclara ¢rnek olarak
kaynaklar kisminda verilen neutral denklemlerle ilgili calismalar okuyucuya referans
olarak verilebilir. Bununla birlikte, ii¢iincii mertebeden dagilimli sapma argiimentli
neutral dinamik denklemler ic¢in ¢ozlimlerin salimm ve asimptotik davranisinin
incelenmesi, literatiirde ¢ok yaygin ¢alisilan bir konu degildir. Ayrica, (4.1.1) tipindeki

dinamik denklemler i¢in literatiirde verilen sonuglarin ¢ogu, 0 < p(t) < pg < 1
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ve/veya 0 < p(t) = f:p (t,n) An < po < 1 durumlar ile ilgilidir, bkz. (Chen ve Liu,
2008; Grace ve ark., 2016; Huang, 2016).

Bildigimiz kadariyla, p(¢) > 1 olmasi durumunda (4.1.1) tipindeki ti¢iincii mertebeden
dagilimhi sapma argiimentli neutral dinamik denklemlerle ilgili cok az sayida sonug
vardir, bkz. (Jiang ve Li, 2016; Tung, 2017), ve elde edilen bu sonuglar T = R &zel
durumu igin gegerlidir. Bu boliimde, yukarida sozii edilen ¢alismalardan (ayrica bkz.
(Agarwal ve ark., 2012, 2014a,b, 2015a,b; Gao ve ark., 2014; Hassan, 2009; Li ve ark.,
2011)) hareketle, (4.1.1) denkleminin herhangi bir x(¢) ¢dziimiiniin salmimlihigini ya

da t — oo iken sifira yakinsamasini garanti eden sonuglar verilecektir.

Yazimda kolaylik olmas1 agisindan, temel sonuclar verilirken asagidaki notasyonlar

kullanilacaktir:

o1 (t) = ¢ (tv CL) J P2 (t) =0 (t’ b) ) d+ (t> ‘= mnax (07 d (t)) )

1 A
A= " . s t Z tl 1g1n Rl (t,tl) = / lﬁ“—j,
@2 nory " (s)
t 1/o1
R t
t Z t2 Z tl lglll R2 (t, tg) = / (M> As.
to ! (8)

Ayrica belirtilmelidir ki, bu boliim boyunca g~! fonksiyonu, ¢ nin ters fonksiyonu

olmak ftizere, yeterince biiyiik ¢ ler i¢in

1 1
o0 = oy (O saaan) 414
._ 1 B 1 Ry(g (97" (1)), ta)
¢””nmﬁwmlp@ﬂwwm &@*@@>>>0 (4.1.5)

kabul edilecektir.

mw:/qm@mwmmfm, @@:/qm@mwwmﬁM7
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6(t), 0<ay<li
56) = =0 igere iy =] O 0SSt
Ry ((7 (t) 7t1) 52 (t) S| ise

4.2, Baz1 Yardimci Lemmalar

Lemma 4.2.1. Kabul edelim ki (D1)-(D4) sartlari saglansm ve z(t), (4.1.1)
denkleminin bir noktadan sonra pozitif bir ¢oziimii olsun. Bu takdirde, yeterince

biiytik ¢ € T ler i¢in, ya
(1) 2(t) >0, 22(t) > 0, (21(£))® > 0 ve (zB(1)> <0
ya da
(I1) 2(£) >0, 22(t) < 0, (21(£))® > 0 ve (zB(1)" <0
dir.

Ispat. Ispat (Baculikova ve Dzurina, 2010a, sf. 2, Lemma 1) kullamlarak kolaylikla

elde edilebileceginden ayrintilara yer verilmemistir.

Lemma 4.2.2. Kabul edelim ki (4.1.4) saglansin ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1
de belirtilen Durum (II)’yi saglamak {izere x(t), (4.1.1) denkleminin bir noktadan

sonra pozitif olan bir ¢oziimi olsun. Eger

1/

/: (h 1(v) /:" (7“2 tu) /:O 0 (s) AS) " A“) Av = o0 (4.2.6)

ise, bu takdirde lim;_,, z(t) = 0 duir.

Ispat. z(t), (4.1.1) denkleminin bir noktadan sonra pozitif olan bir ¢oziimii olsun.
Bu takdirde, t > t; ve £ € [a,b] igin  (t) > 0, z (g (¢t)) > 0 ve z (¢ (t,£)) > 0 olacak

sekilde t; € [tg, 00)p vardir. z(¢)'nin tammindan,

r(t) = 2 D) (z(g' @) —z(g" 1))
I O ) A e i ) ) A U U \2))
p(g~t(t)) pgt@)p(gt (g7t (1))
(g7t () z(g7 (g7 (1))
= 2T P e g L) (42.7)



yazilabilir. ¢g(t) <t ve z(t) azalan fonksiyon oldugundan,

27 @) >2(97 (g1 (1))

dir ve bunun (4.2.7) i¢ginde kullanilmasiyla, ¢t > ¢; igin

x(t) > p1(t) 2 (g_l (t)) (4.2.8)

bulunur. (D4) sartindan dolay1, her ¢ > t5 ve £ € [a,b] i¢in ¢ (¢,£) > t; olacak
sekilde o > t; segilebilir. Bu nedenle (4.2.8)’den, t > ¢, igin

(0 (t,€) = w1 (0(t,6) 2 (97 (6 (t,€))) (4.2.9)

elde edilir. Bu yiizden de (4.2.9), (D4)-(D5) sartlar1 ve z(t) azalan oldugu kullanilarak
(4.1.1) denklemi, ¢ > t5 i¢in

A
(2P ()" + ra (1) 27 (g7 (41 (1) <O (4.2.10)
formunda yazlabilir. z (t) > 0 ve 22 (t) < 0 oldugundan,

limz(t) =L < oo

t—o0

olacak sekilde bir L > 0 sabiti vardir. Eger L > 0 ise, bu takdirde ¢t > t3 i¢in

g (1 (1) > ta ve
2(t) > L

olacak sekilde bir t3 > t5 vardir. (4.2.10) ifadesi t den oo a kadar iki defa integrallenirse,

v > 0 bir sabit olmak tizere

LA () > (rll(t) /t h (7«2 tu) / T () AS) o Au>

1/
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elde edilir. Bu son esitsizligin ¢ den oo a kadar tekrar integrallenmesi,

1/

#ts) 2 7/: (7“1 tv) /voo (7“21“) /:o a(5) AS) - Au) A

sonucunu verir ki bu da (4.2.6) ile ¢elisir. O halde L = 0 dir. [ty,00) fizerinde

0 < z(t) < z(t) oldugundan dolay1 da lim, .., z(t) = 0 sonucuna varilir ve ispat

tamamlanir.

Lemma 4.2.3. Kabul edelim ki (4.1.5) saglansin ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 de
belirtilen Durum (I)’i saglamak tizere z(t), (4.1.1) denkleminin bir noktadan sonra

pozitif olan bir ¢6ziimii olsun. Bu takdirde z(t), yeterince biiyiik ¢ degerleri igin

(2 () + kg (1) 2% (97" (62 (1)) <0 (4.2.11)

esitsizligini saglar.

Ispat. z(t), (4.1.1) denkleminin bir noktadan sonra pozitif olan bir ¢oziimii olsun.
Bu takdirde, t > t; ve £ € [a,b] igin x (t) > 0, z (g (t)) > 0 ve z (¢ (t,£)) > 0 olacak
ve z(t) fonksiyonu Durum (I)’i saglayacak sekilde t; € [tg,00)p vardir. Lemma
4.2.2'nin ispatinda izlenen yol takip edilirse, tekrar (4.2.7) elde edilir. Bununla
birlikte, t > t; icin

t (.2 1/as
A = LM (t1)+/ (2 () As (4.2.12)

noory%(s)

ve 2Pl (t) azalan oldugundan

A > (2 w) /ttrl/“—i(s)AS (4.2.13)
veya
() > (52 (1)) Ry (1, 1) (4.2.14)
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oldugu gortiliir. Bu ytizden de,
g a
( 2 (1) ) <0
Ry (t,t1)
dir. Dolayisiyla, t > t5 i¢in,

R2 (t,tQ) (Z[l] (t))l/al
RY™ (t,th)

olacak sekilde ty € [t1,00)p vardir ve buradan da

z() \° .
e a— <0, t>t
<R2<t,tz)) Y 4

bulunur. ¢~ (¢) < ¢g7' (g7 (¢)) oldugu goz ontine alinirsa, (4.2.17)’den

Ry(g7 (g7t (1) ,t2) , 4 h, W
IR AN )

elde edilir. (4.2.18)’in (4.2.7) iginde kullanmilmasiyla, ¢ > ¢ igin

z(t) =2 (t) 2 (97" (1)

(4.2.15)

(4.2.16)

(4.2.17)

(4.2.18)

(4.2.19)

esitsizligine varilir. Diger yandan tlim min]gb (t,£) = oo oldugundan, her ¢ > t3 igin

E€la,d

¢ (t,€) >ty olacak sekilde t3 > ¢, segilebilir buradan da (4.2.19) esitsizliginden

2 (9 (t,€) > @2 (9 (t,6) 2 (97 (0 (£,€))), t>13 igin

(4.2.20)

elde edilir. (4.2.20) ifadesi (4.1.1) iginde yazilirsa (4.2.11) elde edilir ve ispat biter.
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4.3. Temel Sonuclar

Teorem 4.3.1. Kabul edelim ki (4.1.2) ve (4.1.4)-(4.2.6) saglansin. Eger her yeterince

bitytik ¢ € [t, 00)y igin,

Ry (97" (d2 (1)) , t2)
Ry (o (t),t)

xi (1) = rn (o (1)) g2 (t)

ve T' > t9 > t; olmak tizere

lim sup / t <><1 (s) - ”f—@)> As = oo (4.3.21)

e}
t—oo  JT Ry (s, 1y

olacak sekilde pozitif bir n € C}, ([t, 00)r, R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (4.1.1)
denkleminin herhangi bir ¢oziimii ya salimmhdir, ya da lim; ., z(t) = 0 sartiu

saglar.

Ispat. z(t), (4.1.1) denkleminin salimmsiz bir ¢oziimii olsun. Bu takdirde, genelligi
bozmaksizin t > ¢, ve € € [a,b] i¢in x (t) > 0, x (g (t)) > 0 ve z (¢ (¢,£)) > 0 olacak
ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini saglayacak sekilde
t1 € [to, 00)g vardir. Eger Durum (II) saglanirsa, Lemma 4.2.2 den, lim; ., z(t) =0

dar.

Kabul edelim ki Durum (I) saglansin. Lemma 4.2.3’in ispatinda izlenen yol takip
edilirse tekrar (4.2.11)-(4.2.17) elde edilir. ¢ > ¢; i¢in, Riccati-tipi déniistimii

w (t) =n(t) ()™ (4.3.22)

ile tammmlayalim. w(t) > 0 oldugu agiktir, ayrica (4.2.11) ve (4.3.22)’den

2 (1) g (62 (0) (o (1))
Gy e 50w G e 1)

WA (t) < 0 (t)
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elde edilir. (D3), (D4) sartlar1 ve (4.1.2)’den goériilebilecek

g (62 (1) < o (1)
ile, (4.2.17) birlikte diistiniiliirse

2(g7 (92 (1) o Ralg™ (92(1)), 1)

4.3.24
O S R0 .
bulunur. Ayrica t < o (t) oldugu, (4.2.16) iginde kullanilirsa
B 8

(e )™ ~ R (o (1), t)

oldugu goriiliir. (4.3.24) ve (4.3.25) ifadeleri, (4.3.23) esitsizliginde kullanilirsa

~[2] (t)
)™

(M (1)) =2 (1)
I ()™ (210 (o ()™
(4.3.26)

—x1(t)—n(o(?)

Wi (t) < ni (1)

elde edilir. Eger 0 < ap <1 ise, (3.3.29) ve (4.3.26)’dan

2P (t)

s (o A1) Ll
B S B0 oy ) - 2C D L0 )

ry/® (1) (210 (8)" 2 (o (1))
(4.3.27)

eger ap > 1 ise, (3.3.29) ve (4.3.26)'dan

12
AW < )DL

(=1 (£))™

Canlo@) (F0) ()
rifoz gy (20 ()22 (20 (o (1))
(4.3.28)

sonucuna ulasihr. Diger taraftan, t < o (¢) oldugu, (4.2.15) iginde kullanilirsa

Z[l] (t) N Rl (t, tl)
Ao () ~ Ra(o(t), 1)

(4.3.29)
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bulunur. (4.3.29) géz Oniine alimarak, (4.3.27) ve (4.3.28) esitsizlikleri birlestirilirse,

ag >0 vet > 13 igin,

o aoy AW am(e@) e ()
(t> S 77+ (t> (Zm (t))oéz X1 (t) r;/QQ (t) (Z[l] (t>>a2+1 (4330)
elde edilir. (4.2.14) ifadesinden,
212 (t) 1
G = R0 a0

oldugu goriiliir. Bu nedenle (4.3.31), 21 (#) > 0 ve 212 (t) > 0 kullamlarak, (4.3.30)
esitsizligi
n (1)

w? () < —x1 () + R (4.4)

(4.3.32)

formunda yazlabilir. (4.3.32) ifadesi t3 den t ye kadar integrallenirse

/t: (Xl ) 4 %) As < w(ts) (4.3.33)

sonucuna varilir ki bu, (4.3.21) ile ¢elisir ve ispat1 tamamlar.

Teorem 4.3.2. Kabul edelim ki (4.1.2), (4.1.4)-(4.2.6) saglansin ve x; (¢) fonksiyonu

Teorem 4.3.1’deki gibi tamimlansin. Eger her yeterince biiyiik ¢; € [to, 00)y icin,

T >ty > t; olmak tlizere

| t L nE@E)T
o [ (’“(S) (a2 7 ) <n<a<s>>w<s>>°“2>A oo (4334

olacak sekilde pozitif bir n € C}, ([ty, 00)r, R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (4.1.1)

denkleminin herhangi bir ¢oziimii ya salimimhidir, ya da t — oo iken sifira yakinsar.

Ispat. z(t), (4.1.1) denkleminin salimmsiz bir ¢éziimii olsun. Bu takdirde, genelligi
bozmaksizin t > t; ve £ € [a,b] igin x (t) > 0, x (g (t)) > 0 ve x (¢ (¢,£)) > 0 olacak
ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini saglayacak sekilde
t1 € [to, 00)g vardir. Eger Durum (II) saglanirsa, Lemma 4.2.2 den, lim; .., z(t) =0

dur.
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Kabul edelim ki Durum (I) saglansin. Teorem 4.3.1’in ispatinda izlenen yol takip

edilirse tekrar (4.3.30) elde edilir. (4.3.22) gbz 6niine alinirsa, (4.3.30) esitsizligi

a (0%)] g A
A< E Do -x- ”((t) @if(g)w ) (4339)
formunda yazilabilir.
Lo 1/ a2
gl | [EEOR0] e
e o] a2+ Lagy (7 (1) (0] 10
olmak tizere, Lemma 2.7.13 uygulanirsa,
(W) ame®)vE) , L o ()™
100 o VS G oo 0

bulunur. (4.3.36), (4.3.35) iginde kullamlirsa,

Ry (97" (92 (1)) , t2)
RBy* (o (1), 1)

elde edilir. Son esitsizligin ¢3 den ¢ ye kadar integrallenmesi,

' B 1 ra (s) (nf (s))O“2+1
/t3 (Xl ) (g + aztl ) As <w(t3)

[0 (0 (s)) v (5)]™
sonucunu verir ki bu da (4.3.34) ile ¢eliskilidir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.3. Kabul edelim ki oy > 1 olsun, (4.1.2) ve (4.1.4)-(4.2.6) saglansin,
ayrica x1 (t) fonksiyonu Teorem 4.3.1’deki gibi taimlansin. Eger her yeterince biiyiik

ty € [to,00)y icin, T' >ty > t; olmak iizere

‘ t 1/Oc2 (8)( ( ))2 >
lim su 1(s8) — 7 | As =00 4.3.37
oo | (X ) G @ ()0 ) [ (o 4337

olacak sekilde pozitif bir n € C}, ([ty, 00)r, R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (4.1.1)

denkleminin herhangi bir ¢oziimii ya salimimhidir, ya da t — oo iken sifira yakinsar.
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Ispat. x(t), (4.1.1) denkleminin salimmsiz bir ¢oziimii olsun. Bu takdirde, genelligi
bozmaksizin ¢ > t; ve £ € [a,b] igin z (t) > 0, z (g (t)) > 0 ve z (¢ (¢,€)) > 0 olacak
ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini saglayacak sekilde
t1 € [to, 00)g vardir. Eger Durum (II) saglanirsa, Lemma 4.2.2 den, lim; ., z(t) =0
dir.

Kabul edelim ki Durum (I) saglansin. Teorem 4.3.2'nin ispatinda izlenen yol takip

edilirse tekrar (4.3.35) esitsizligine varilir ki bu esitsizlik, ¢ > ¢3 igin

ot (0 < e @~ () - SCEBEOROR ) wasy

formunda yazilabilir. (4.3.22) ve (4.2.14) birlikte diistiniiliirse,

AV
—
3
)
~
SN—
SN—
Q
[\ &)
L
—~
=
—
\.H~
~
B
S~—
N—
Q
[ V)
I

(4.3.39)

yazilabilir. (4.3.39) ifadesi (4.3.38) i¢inde kullanilirsa, ¢t > ¢3 igin

A ag—1
w0 5 e - () - OB ) (5.0

sonucuna ulasihir. (4.3.40) ifadesi w’ya gore kareye tamamlanirsa,

(4.3.41)

elde edilir. Bu esitsizlik 3 den ¢ ye kadar integrallenirse,

! s (s) (02 () >
1(s) — 7 | As <w(ts
/tg (X” dan (o <>>w<s>[Rl<s )] < wlts)

sonucuna varilir. Bu sonug (4.3.37) ile celiskilir ve ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 4.3.4. Kabul edelim ki (4.1.3)-(4.2.6) saglansin. Eger her yeterince biiyiik

tl € [to, OO)T igin,
Ry (0 (t) ,t2)

X2 (t) = kn (o (1)) g2 () B (0 (1).1)

ve T' > t9 > t; olmak tizere

lim sup / t (X2 (s) ”-%—(3))) As = 00 (4.3.42)

T pa
t—00 T Rl2 (87 Z51

olacak sekilde pozitif bir € C}, ([to, 00)r, R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (4.1.1)
denkleminin herhangi bir ¢éziimii ya salmimhdir, ya da lim; . z(t) = 0 sartiu

saglar.

Ispat. z(t), (4.1.1) denkleminin salimmsiz bir ¢éziimii olsun. Bu takdirde, genelligi
bozmaksizin ¢ > t1 ve & € [a,b] igin z (t) > 0, z (g (t)) > 0 ve z (¢ (¢,€)) > 0 olacak
ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini saglayacak sekilde
t1 € [ty, 00)p vardir. Eger Durum (II) saglanirsa, Lemma 4.2.2 den, lim; .., z(t) =0

dir.

Eger Durum (I) saglanirsa, Teorem 4.3.1’in ispatindaki stire¢ aynen takip edilerek

tekrar (4.3.23) ve (4.3.25) elde edilir. Ayrica,

a(t) <g " (d2(1)) (4.3.43)

oldugundan, 2 (¢) > 0 kullanilarak

z(97 (42 (1))
o) =L (4.3.44)

oldugu goriiliir. (4.3.44) ve (4.3.25) ifadeleri, (4.3.23) iginde kullanilirsa,

(1 0)™)" 2 1)
(20 (@)™ (1 (o (1))

22 (¢)
(=11 ()™

W™ (t) < g (1) = x2(t) =1 (o (1)) (4.3.45)

elde edilir. Ispatn geri kalan kismm Teorem 4.3.1 ile benzer oldugundan, detaylara

yer verilmemistir.
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Teorem 4.3.5. Kabul edelim ki (4.1.3)-(4.2.6) saglansin ve y (t) fonksiyonu Teorem
4.3.4’deki gibi tanimlansin. Eger her yeterince biiyiik ¢ € [tg, 00)g igin, T > t5 >

olmak tlizere

t ro (s) (N2 (s ozt
limsup/ <X2 (s) — (s +1 art (5) (n () )As =00 (4.3.46)

t—co JT (7 (o (s)) % (5))™

olacak sekilde pozitif bir n € C}, ([to, 00)r, R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (4.1.1)

denkleminin herhangi bir ¢6ziimii ya salimimhdir, ya da ¢ — oo iken sifira yakinsar.

Teorem 4.3.6. Kabul edelim ki ap > 1 olsun, (4.1.3)-(4.2.6) saglansin ve xa (%)
fonksiyonu Teorem 4.3.4’deki gibi tanmimlansin. Eger her yeterince biiyiik t; €

[to, 00) igin, T' > ¢y > t; olmak tizere

¢ 1/az A 2
| r'* (s) (n (s)) )
lim su 5 (s) — 7 | As = o0 4.3.47
v | (X ) L (o () 06) B oot 347

olacak sekilde pozitif bir n € C}, ([t, 00)r, R) fonksiyonu varsa, bu takdirde (4.1.1)

denkleminin herhangi bir ¢6ztimii ya salinimhidir, ya da ¢ — oo iken sifira yakinsar.

Yukaridaki iki teoremin ispat1 (4.3.44), Teorem 4.3.2 ve Teorem 4.3.3 kullanilarak

kolaylikla elde edilebileceginden, burada detaylara yer verilmemistir.

4.4. Philos-Tipi Salinim Sonuglar:

Bu boliimde (4.1.1) denklemi igin Philos-tipi salimim sonuglar1 verilecektir. Bunun
i¢in oncelikle, boliim boyunca kullanilacak olan P fonksiyonlar sinifinin tanitilmasina

ihtiyag duyulmaktadir.

Dy ={(t,s) € T?> :t > s >ty}, D={(t,s) €eT?:t>s>t} veHhEc

Crq (D, R) olsun. n fonksiyonu Teorem 4.3.1’deki gibi tamimh olmak tizere, eger

(i) t > to igin H(t,t) = 0 ve Dy tizerinde H(t,s) > 0,
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(ii) H fonksiyonu D, {lizerinde ikinci degiskene gére pozitif olmayan rd-siirekli
HA:(t,s), A-kismi tiireve sahiptir ve
n2 (s h(t, s)

HA:(t, ) +H(t7s)77(025§) = o S))Hm(t, 5)

sartlarim saghyorsa, H € C,4 (D, R) fonksiyonuna P smifina aittir denir ve H € P

ile ifade edilir.

Teorem 4.4.1. Kabul edelim ki (4.1.2) ve (4.1.4)-(4.2.6) saglansin, ayrica

Ry (g7 (2 (1)) . ta)
Ri? (o (1), 1)

x3(t) = wn (t) g2 (1)

ve t, >ty > t; olmak {izere, yeterince biiyiik her t; € [to, 00) i¢in,

lim sup

1
t—o00 H(t7 t*)

' ry (s) (ha(t, s)) ™" B
/t* [H(t,s) 0 0) = S | A =0 (444

olacak sekilde n € C, ([to, 00)1, R") ve H,h € C,y (D,R), H € P fonksiyonlar1 var
olsun. Bu takdirde (4.1.1) denkleminin herhangi bir ¢éziimii ya salimimhdir, ya da

t — oo iken sifira yakinsar.

Ispat. z(t), (4.1.1) denkleminin salimmsiz bir ¢éziimii olsun. Bu takdirde, genelligi
bozmaksizin ¢ > t; ve & € [a,b] igin z (t) > 0, z (g (t)) > 0 ve z (¢ (¢,€)) > 0 olacak
ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini saglayacak sekilde
t1 € [to, 00) vardir. Eger Durum (II) saglanirsa, Lemma 4.2.2 den, lim; .., z(t) =0

dar.

Kabul edelim ki Durum (I) saglansin. Bu takdirde, (3.3.29), (4.2.11), (4.3.24),
(4.3.25) ve (4.3.29) ifadeleri tekrar saglamir. w(t) fonksiyonu (4.3.22)’deki gibi
tamimlanmak tizere, (4.2.11), (4.3.24) ve (4.3.25) kullanilarak, ¢ > ¢5 icin
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IN
|
X
3
=
~—
(=)
[\
—~
N
-+

DA(G t)zw) (4.4.49)

elde edilir. Eger 0 < ap <1 ise, (3.3.29) ve (4.4.49)’dan

2 A P Wwe) e ) (U )°
w™ (1) < —xs(t) + EI0) o (t) GE ) 0 (o ()" (4.4.50)
eger ap > 1 ise, (3.3.29) ve (4.4.49)’dan
A w (o 22 (5 (1)) (21
o (0 5 =) + TR — 0 Ty Ew((t)) (< <(>t>)>) 4451)

sonucuna varilir. zM(#) artan ve z[?(t) azalan fonksiyonlar oldugu kullanilarak,
sirasiyla 2MU(t) < zl(o(t)) ve (z“](t))A > (2:[2](a(t)))1/a2/(7"2(15))1/a2 bulunur.
Buradan da (4.4.50) ve (4.4.51), sirasiyla

A < —xa(t)+ D@ @) am(t) @) =M (4.4.52)

n (o (t)) (1) (z1U (o (1)) F 2 (o (1))

ve

P Ww(e®)  am) (B @) (@)
n (o (t)) a2 (4) (210 (o (£))) T (21 (o (1)))™
(4.4.53)

seklinde yazilabilir. (4.3.29) goz Oniine alimarak (4.4.52) ve (4.4.53) birlestirilirse,

as > 0vet >t igin

N> (Qw(o(t)  am(t) v (t)w (o (1)

w (1) < —=x3(t) + 1 (o (1) ra/e 1)y n (o (1))

(4.4.54)
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oldugu goriiliir ve buradan hareketle, t > T > t3 igin

/TtH(t,s)Xg(s)As < —/ths As+/H T2 0) o () As

04277 (o (s))
/ (.5 2, /QQ nA A (4.4.55)

elde edilir. (4.4.55)’e kismi integrasyon formiilii uygulanirsa,

() 4.
A (4.4.56)

bulunur. Burada,

(o () ¥ () H (£, 5)]"* w (0 (5))

e s o ] Tt e 1)

olmak tizere, Lemma 2.7.13 uygulanirsa

b (¢,9) VAt s)w (o (s)) — s) agn (s s d
Ty )0 o ) H () e (510 (9) =

L ma(s)(he (@
T (e 1) (n(s) Y (s

ve (4.4.57) ifadesi (4.4.56) i¢inde kullanilirsa,

' ra () (ha(t )"
/T [H (t,s) xs(s) — (1 (1 (5) 0 (5)) As < H(t,T)w(T), (4.4.58)

yani, her ¢t > t3 igin
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/ | [H (t5) xa () — — 2T A e (1)

(az +1)* (1 (s) ¥ (5)) ™

sonucuna varilir. Bu ise (4.4.48) ile ¢elisir. Ispat tamamlanmistir.

Teorem 4.4.2. Kabul edelim ki H,h € Cpq(D,R) ve x3(t) fonksiyonlar: Teorem
4.4.1’deki gibi tanimlansin, (4.1.2) ve (4.1.4)-(4.2.6) sartlar1 saglansin ve

H
0 < inf Lrimint 2L o o (4.4.59)
s>ty | t—oo H (1,10)

olsun. Ayrica t, > to > t; olmak tizere, yeterince biiyiik her ¢; € [to, 00)y i¢in,

1 @)
el A rTe T O (4460)
T > t, icin
| t ra (5) (b (£, )™
s [H Gl D ey 22
(4.4.61)
TGV ) As = 0o 4.4.62
/t* SCIRFYAESAA | 0

olacak sekilde n € C}, ([to,00)1,R) ve U (t) € Crq([to, )y, R) fonksiyonlar1 var
olsun. Bu takdirde (4.1.1) denkleminin herhangi bir ¢éziimii ya salimimhidir, ya da

t — oo iken sifira yakinsar.

Ispat. z(t), (4.1.1) denkleminin salimmsiz bir ¢éziimii olsun. Bu takdirde, genelligi
bozmaksizin t > t; ve £ € [a,b] igin x (t) > 0, x (g (t)) > 0 ve x (¢ (t,£)) > 0 olacak
ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini saglayacak sekilde
t1 € [ty, 00)g vardir. Eger Durum (II) saglanirsa, Lemma 4.2.2 den, lim; .., z(t) =0

oldugu goriiliir.
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Kabul edelim ki Durum (I) saglansin. Bu takdirde, Teorem 4.4.1'nin ispatindaki
stireg isletilirse, tekrar (4.4.56) ve (4.4.58) ifadelerine ulasilir. (4.4.58) ve (4.4.61)

goz oniine alinirsa, t > 1" > 13 i¢in

U (T) < w(T) (4.4.63)
nfngéT%AfuagxgﬁAszman (4.4.64)
elde edilir. Diger taraftan,
= ! “ha () VX (t,8)w (o (s s i¢in
A0= 7 ), ity (DDA o>t i
_ 1 p azn (s) ¥ (s) w (o (s)) .
B(t) = H (t.13) /ts H (t,s) r;/” ) (0 (3) As, t>t3 icin

ile tanimlanirsa, (4.4.56)’dan

Hminf [5(0) = A(@)] < w(t) ~limsup g [ (.5 (5) A9
< w(ty) — W (ts) < 00 (4.4.65)

bulunur. Simdi iddia ediyoruz ki,

*n(s)9 (s)w (o (s))
I o (4.4.66)

dir. Bunu ispatlamak icin, aksine kabul edelim ki

()0 ()
L e () (o (S))As = (4.4.67)

olsun. (4.4.59)’dan

e [ H (L s)
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olacak sekilde bir sabit e; > 0 vardir. K; > 0 keyfi bir say1 olsun. Bu takdirde,
(4.4.67)’den t > ¢4 igin

s 2
s 1% (s) M (0 (s)) ase

L),

olacak sekilde bir ¢4 > t3 vardir. Bununla birlikte, her ¢ > ¢4, > t3 icin

1 @0 o),
B = H (t,t3) /tg H {89) T;/az (s) (U(S))A

o (Pt ew) N
R / > )</ /% () M (0 <u>>A) i
i Mo

(o

B 1 ! o (s 7 (w) ¢ (u) w () Aul As
O H(t,ts) /tg _ 2H )/tg ra/® (u) 1 (0 (u)) .
1 t-_a rugp g 1Y (W) (0 (w) <
= H(t,tg)/ul _ 2H™ )/tg ral® () M (o (U))A .
1 tr r Kl H(t7t4)
> —H (t7t3) /t4 -—O(QHA (t,S) a251:| As = H(t,tg)

oldugu goriiliir. (4.4.68)’den dolay1 hm mf > &1 oldugundan, her t > t5 icin

H(t i )
H(t,t4)
H(t,tg)

B (t) > K; dir. K; keyfi oldugundan da,

> €1 olacak sekilde bir t5 > t4 Segﬂeblhr. Bu yiizden de, her t > t5 igin

lim B (t) = oo (4.4.69)

t—o0

sonucuna varilir. Simdi, lim,,_,, 7, = 0o ve

lim [B(T,) — A(T,)] = liminf [B () — A(t)]

n—oo t—o00

olacak sekilde (3, 00)y tizerinde bir {7, }7°, dizisini gbz 6niine alaim. Bu durumda

(4.4.65)’den, yeterince biiyiik her n tamsayisi igin

B(T,) — A(T,) < K, (4.4.70)
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olacak sekilde bir Ky sabiti vardir. (4.4.69) ifadesi

lim B (T},) = o (4.4.71)

n—oo

olmasini garanti ettiginden, (4.4.70) ifadesi

lim A (7},) = o0 (4.4.72)

n—oo

anlamina gelir. Ayrica (4.4.70) ve (4.4.71)’den, yeterince biiyiik pozitif n tamsayilar

icin
A(T,) 1> — Ky - — K _ —_17
B(T),) B(T),) 2K, 2
yani
A
(@) L
B(T,) ~ 2

ve buradan (4.4.72) ile birlikte,

lim

B(T,)

elde edilir. Diger yandan, Lemma 2.7.14 kullanilarak,
1 T hy (T, s)
A(T,) = —/ A gYMT,, ) w (0 () As
SR T N TCIO) R

_ /Tn {OQH(Tm s) (s) 9 (5)} A o w(o(s))
. ) 1™ 5 0 (5)]

he (T, )Y HY (T, 8) (9 ()2 TaoH (T, s)n (s) 0 (s)]
* H (T, t3) [ H (Ty, t5) ] 8

)

S
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IN

In OJQH(ang)n (5)1/1(5) w/\ o(s)) As
[/t H (T, 1) 13/ () 1P (0 (5)) o

az+1
x / B (B (T ) HYN (T, ) (1 ()™
t3 H(Tn7t3)

_1
ag+1

(4.4.74)

ve buradan da

AT g™ / ra () (e (T )™ (4.4.75)

)
(B (T = H (T ts) (n(s) ¥ (s)™

sonucuna varilir. (4.4.73) ve (4.4.75) birlikte diistiniiliirse,

B R PO TN W
W e A= 44.76)

ve buradan da

lim sup

1 Pry(s) (h(t,9)™ "
m sy H(t,tg)/ + As = 00

(n(s) ()™

elde edilir ki bu ifade (4.4.60) ile gelisir. O halde (4.4.66) saglanir. Bu yiizden de,
(4.4.63) ve (4.4.66) ifadelerinden,

© n©0E) g [TEEEP )
/ts Ry ‘/ts oy AT

sonucuna ulasihr. Bu sonug (4.4.62) ile geliskilidir ve ispat1 tamamlar.

Teorem 4.4.3. Kabul edelim ki H,h € Cpq(D,R) ve x3(t) fonksiyonlar: Teorem
4.4.1'deki gibi tanimlansin, (4.1.2), (4.1.4)-(4.2.6) sartlar1 ve (4.4.59) saglansin.

Ayrica t, > ty > t; olmak tizere, T > t, i¢in (4.4.62) saglanacak,

i H{(t

/ H(t,s)xs (s) As < 00 (4.4.78)
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ve

O L2 N Y O L 0 sl DY
it ), [H(t’ ) T g m ey 2D

(4.4.79)

olacak sekilde n € C}, ([to,o0)1,R) ve W (t) € Crq([to, )y, R) fonksiyonlar1 var
olsun. Bu takdirde (4.1.1) denkleminin herhangi bir ¢éziimii ya salimimhidir, ya da

t — oo iken sifira yakinsar.

Ispat. z(t), (4.1.1) denkleminin salimmsiz bir ¢éziimii olsun. Bu takdirde, genelligi
bozmaksizin ¢ > t1 ve & € [a,b] igin z (t) > 0, z (g (t)) > 0 ve z (¢ (¢,€)) > 0 olacak
ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini saglayacak sekilde
t1 € [to, 00)p vardir. Eger Durum (II) saglanirsa, Lemma 4.2.2 den, lim; .., z(t) =0

dar.

Kabul edelim ki Durum (I) saglansin. Bu takdirde, Teorem 4.4.1'nin ispatindaki
stireg isletilirse, tekrar (4.4.56) ve (4.4.58) ifadelerine ulasilir. (4.4.58) and (4.4.79)

birlikte distiniilirse, 7' > 3 igin
U (T) <w(T) (4.4.80)
ve

ligglfﬁ /T H(t, s)ys (s) As > U (T) (4.4.81)

elde edilir. A(t) ve B(t) fonksiyonlar1 Teorem 4.4.2’deki gibi tanimlanirsa, (4.4.56)’dan

h?ls;l.fp [B(t)—A(t)] < wl(ts)— hggfm/t H (t,s) x3(s) As
< w (tg) - (tg) < 0 (4482)
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oldugu goriiliir. Diger taraftan, (4.4.79) ve (4.4.81) ifadelerinin kullanilmasiyla

imin 1 ! s ra (s) (hs (2, 8))a2+1 S
V) (t3) < lt—>oofH( ) / [H (t >X3( ) <a2 + 1)@2—1—1 (77 (S) " (S))a2 A
< hgg}fH / H (t,s) x3(s) As
—limin r2(s) (h+ (¢, ))a2+1 S
ity (t,tg) /3 (a2 + 1) (n(s) v (S))QQA .

bulunur. Bununla birlikte, (4.4.78) ve (4.4.83)'den

L 1 "1y (s) (he(t,5)) "
llgglfH 1) / (59 (5)™ As < o0 (4.4.84)

sonucuna varilir. Dolayisiyla

i ra (5) (b (T )"
Ji‘?on,m/ e eE™ S (4455)

ve lim, T, = oo olacak sekilde (t3,00); araliginda bir {7),}7%, dizisi vardir.
Teorem 4.4.2'nin ispatindaki prosediir takip edilirse, gorilir ki (4.4.76) saglanir,
bu da (4.4.85) ile celisir. Bu geliski, (4.4.67)'nin saglanmadigini ispatlar. Ispatin

geri kalan kismi Teorem 4.4.2'nin ispat1 gibidir.

Teorem 4.4.4. Kabul edelim ki (4.1.3)-(4.2.6) saglansin, n, H ve h fonksiyonlar

Teorem 4.4.1’de oldugu gibi tanimlansin. Eger

0
() = (02 (1) 2 L

ve yeterince bilyiik her ¢; € [tg, 00)y icin £, > to > t; olmak {izere,

lim sup

L ra (5) (hy(t, )" -
e Te /t [H (t,s) xa(s) — (g + o | As = 0d4.4.86)

D™ (n (s) v (s))

ise, bu takdirde (4.1.1) denkleminin herhangi bir ¢6ztimii ya salmimhdir, ya da

t — oo iken sifira yakinsar.
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Ispat. x(t), (4.1.1) denkleminin salimmsiz bir ¢oziimii olsun. Bu takdirde, genelligi
bozmaksizin ¢ > t; ve £ € [a,b] igin z (t) > 0, z (g (t)) > 0 ve z (¢ (¢,€)) > 0 olacak
ve z(t) fonksiyonu Lemma 4.2.1 ile belirtilen durumlardan birisini saglayacak sekilde
t1 € [to, 00)g vardir. Eger Durum (II) saglanirsa, Lemma 4.2.2 den, lim; ., z(t) =0

dur.

Kabul edelim ki Durum (I) saglansin. Bi takdirde, (4.2.11), (4.3.25), (4.3.29),
(4.3.43) ve (4.3.44) yine saglanir. w fonksiyonu (4.3.22)’de oldugu gibi tanimlanir
ve (4.2.11), (4.3.25), (4.3.43) ve (4.3.44) kullanilirsa

A
A = cnm PO+ (i) 0

E0) )
B A
< —wn(t) g (@) R, (0 (t),t2) L (t)w (o (1))

Ry (o (1), 1) n (o (1))

(4.4.87)

elde edilir. Tspatm kalan kismi1 Teorem 4.4.1'nin ispat1 ile benzerdir, bu yilizden

detaylara yer verilmemistir.

Asagida verilen iki teoremin ispati, Teorem 4.4.1-4.4.4 kullamilarak kolayca elde

edilebileceginden, detaylara yer verilmemistir.

Teorem 4.4.5. Kabul edelim ki (4.1.3)-(4.2.6) saglansin, x4 fonksiyonu Teorem
4.4.4’deki gibi tanimlansin, 7, H ve h fonksiyonlar1 da (4.4.59) ve (4.4.60) saglanacak

sekilde Teorem 4.4.2’de oldugu gibi tanimlansin. Eger ¢, > t5 > t; olmak tzere,

T > 1, igin
i su o P 1O [ ) Sl B
1H>opH(t7T)/T [H(t, ) X4 (s) a1 (0 ()0 () As > U (T)

(4.4.88)

ve (4.4.62) saglanacak sekilde bir U (t) € Cyq([to,o0)r,R) fonksiyonu varsa, bu
takdirde (4.1.1) denkleminin herhangi bir ¢dziimii ya salimmmhdir, ya da ¢t — oo iken

sifira yakinsar.
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Teorem 4.4.6. Kabul edelim ki (4.1.3)-(4.2.6) saglansin, x4 fonksiyonu Teorem
4.4.4°deki gibi tamimlansin, H ve h fonksiyonlar:1 da (4.4.59) saglanacak sekilde

Teorem 4.4.3’de oldugu gibi tanimlansin. Eger t, > t5 > t; olmak tizere, T' > t, igin

ntniglfH(im /t H(t, 5)ya (s) As < oo, (4.4.89)
e L[ RGN i
vty [H(t’S)X“S) a+ )™ () w2

(4.4.90)

ve (4.4.62) saglanacak sekilde bir n € C, ([to, 00)r, RT) ve U (t) € Crq ([to, 0)7, R)
fonksiyonlar: varsa, bu takdirde (4.1.1) denkleminin bir z(¢) ¢6ziimii ya salmimhidir,

ya da asimptotik olarak sifira yakinsar.

4.5. Uygulamalar

Ornek 4.5.1. T := ¢Z={¢* : k € Z,q > 1} U {0} olsun. oy = 1, ap = 3, g(t) = /2,
q(t.§) =12+ & m(t) = raoft) = 1, 6(t,§) = t/2 = &, f(u) = v’ ve p(t) = 8 olmak

lizere t € 2% ve t > tp := 2 i¢in,

{((m(t) + Sx(t/Q))AA>3} : + /ab (2 + &) a(t/2 — £)AE =0, (4.5.91)

tiglincli mertebeden neutral dinamik denklemi géz ontine alalim. Acikga goriilmektedir

ki Kk =1, f =3 i¢in (D1)-(D5) sartlar ve (4.1.2) saglanir, ayrica

p1(t) =7/64> 0. (4.5.92)
dir.
1_ 1 Ro(g' (g~ (1), 1) _ 267
p(g7t(g7'(t)) Ra(g7'(t),12) At — 8

oldugundan, t > t5 = 4 icin

(4.5.93)

1
t) > —
%02()_64
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oldugu goriiliir. Diger taraftan (4.5.92) and (4.5.93) g6z 6niine alinirsa,

b
/t2+§ PBAE = (b—a)(614)3(t2+b—§a), (4.5.94)
w(0)> [+ e - =)@+ o), iz =4 in (4595)

a

bulunur. (4.5.94) kullamhrsa, u > 2 i¢in [ (s* + %) As = oo oldugundan,

1/a1

[l o) ™) "

77 7(7/64)3 (b—a) <52 40 ; “) As : Aulv = o0

sonucuna varilir, yani (4.2.6) saglanir.

Ayrica n(t) =t secilir ve (4.5.95) gbz Oniine alinirsa,

t

limsup/xl(s)As
t—o00 o
t
, (b—a)2s [ 5 b+a\ [s2—(4b+6)s+4b2 + 12b+8\°
> 1 —_— A
= liiiSP/ 607 \" T3 65— 6 °
2(b /
> h?iilolp 538;;) / (s> — (4b+ 6)s + 4b> + 12b + 8)3 As =00

4

ve

t
A
1
limsup/ ZZ;FAAS = limsup/ 3As < 00,
t—o00 7 Rl (Satl) t—o0 (8—2)

elde edilir, yani (4.3.21) saglanir. Bu yiizden de, Teorem 4.3.1'in biitlin sartlar:
saglandigindan dolay1, (4.5.91) denkleminin herhangi bir ¢éziimii ya salimimhdir, ya

da asimptotik olarak sifira yakinsar.
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Ornek 4.5.2. T=R, o0qn =1, ap =5, g(t) =t —2, q(t, &) =t +&, 1 (t) = (t+2)/2,
ro(t) = 1/15, ¢(t, &) =t —2 =&, f(u) = v’ ve p(t) = (10t + 11)/(t + 1) olmak iizere,
t> 2 icin

(# [x(t) + “fj 11193(75 _ 2)} )

diferensiyel denklemini g6z 6niine alahm. x = 1 ve § =5 i¢in (D1)-(D5) ve (4.1.2)

5 !/

1
t

+/1 (t+&)a°(t—2—€)dE =0

(4.5.96)

sartlarinin saglandigr kolaylikla goriilebilir. Ayrica,

10 < p(t) < 11

oldugundan
9
1 4.5.
pi(t) 2 775> 0 (4.5.97)
elde edilir. Diger yandan, t > ¢ty = 3 i¢in
1 Rolg” (g7 (t),t) _ 1t+3 _ 3
p(g (g7 (1)) Rao(g '(t),t2) ~ 106—17 10
olur ve buradan da
7
2 7= 4.5.
p2(t) 2 195 (4.5.98)
elde edilir. (4.5.97) ve (4.5.98) kullanilarak
/ 9
2 4.5.
/t+§ 1) % = ()"t +3/2), (45.99)
1

a@(t) > /(t+£)(1zo) dg_(ﬁo) (t+3/2), t>ty=3 icin (4.5.100)
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bulunur. u > 2 igin [ (s + 3/2)ds = oo oldugundan (4.5.99) kullanilarak,

u

[l G o) ") s
> 7 - i 270 1/1u5 7(9/110)5 (s +3/2)ds ’ du | dv = oo

oldugu goriiliir, dolayisiyla (4.2.6) sart1 saglamr. n(t) = ¢, H(t,s) = (t — s)? igin
(4.5.100) kullanilarak

o s [ oy )0 (o) T L o
5
> lim sup (LO) (t y 8)2 (s +3/2) (52 ;2851— 15) ds — o0

ve

im su 1 t ra (s) (h+(t>5))a2+1 <
PG / (0 + 077 (0 5) ()
| [(t=s)?

I L / (t=39)" oo 1 / ds <
= 111m su S 1m su S o
L) ) 65s10( — ) i RICRY TS

4 4

sonucuna ulasilir, yani (4.4.48) saglanir. Bu yiizden de, Teorem 4.4.1'in biitiin
sartlar saglandigindan, (4.5.96) denkleminin herhangi bir ¢6ziimii ya salimmhdir,

ya da asimptotik olarak sifira yakinsar.

Not 4.5.3. Bu boliimde verilen sonuclar bilimsel arastirma makalesi olarak
yayimlanmak tizere "Bulletin of Mathematical Analysis and Applications" dergisinde

kabul edilmistir (Ozdemir ve Tunc, 2018).
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez galismasinda, z(t) = x(t) + p(t)z(g(t)) olmak {izere, listten smirsiz keyfi bir

T zaman skalas1 tizerinde
(r(t) (Z22))> + f (8, 2(h(t)) = 0 (5.0.1)

ve

ratt) (a0 20))*) "]+ [ WO OO A =0 (502)

dinamik denklemleri ayr1 ayr1 goz ontne alinmis, ¢oziimlerin salimm ve asimptotik

davranislar
(*) p € Cra([to, o), R), p(t) > 1, ve yeterince buyiik ¢ ler igin p(t) # 1;

sart1 altinda incelenmistir. (5.0.1) ve (5.0.2) denklemlerinde goriilen diger fonksiyonlar
bazi standart sartlari saglamaktadir. Sonuclar verilirken de belirtildigi gibi, bu
tezde sunulan kriterler zaman skalasinda daha genel dinamik denklemlere kolaylikla

genisletilebilir. Ayrica,

i. p € Cr([to,00)T,R), p(t) < —1 sart1 altinda yeni salinim sonuglar: arastirilabilir.

ii. (C1) ve (D1) sartlarinda, denklemlerde goriilen r(t) fonksiyonlariin

/r—l/a(s)As = o0

to

sartini saglamasi istenmistir. Buna gore,

o0

/rl/a(s)As < 00

to

kanonik olmayan durumu i¢in yeni salinim sonuglar elde edilebilir. Ayrica her

iki denklem i¢in de Hille-Nehari tipi salinmim sonuglar tizerinde ¢alisilabilir.



1il.

1v.

vi.

Bu tezdeki sonuglar kullamilarak, (5.0.1) ve (5.0.2) denklemlerine birinci

mertebeden tiirev iceren sontim terimi eklenerek elde edilen, sirasiyla
(r() (221)")> + a(t)22(t) + £ (£, 2(h(1))) = 0 (5.0.3)

ve

A

) () (0)™)*) "] + a0+ [ (6.1 (5 (6(,6) A6 =0
’ (5.0.4)

denklemleri i¢in yeni salinim sonuglar: verilebilir.

(5.0.1) ve (5.0.2) denklemlerinden daha genel {igiincii mertebeden p-Laplacian
tipi neutral denklemler, ii¢iincii mertebeden karma neutral terimli dinamik

denklemler vb. icin yeni salinim sonuclar1 verilebilir.

Genellestirilmis Riccati-tipi doniistim kullanilarak yukarida sozii edilen denklem

tirlerinin tamami icin yeni sonuclar elde edilebilir.

2(t) = z(t) + p(t)x(g(t)) ile verilen neutral terimin sublineer olmasi durumu

goz oniine almarak yeni sonuglar arastirilabilir.
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