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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

NEUTROSOPHİC ESNEK GRUPLAR

ZEYNEP ÇELİK

TOKAT GAZİOSMANPAȘA ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ
ENSTİTÜSÜ

MATEMATİK ANABİLİM DALI

(TEZ DANIȘMANI: DR. ÖĞR. ÜYESİ FİLİZ ÇITAK)

Bu tez çalıșmasında ilk olarak esnek kümeler ve esnek kümeler üzerindeki ișlemler ile
ilgili kısaca bilgi verildi. Neutrosophic esnek kümeler tanıtıldı. Neutrosophic esnek
kümeler yardımıyla tanımlanan neutrosophic esnek grup ve bu grubun bazı cebirsel
özellikleri incelendi. Daha sonra neutrosophic esnek grupların kartezyen çarpımına
yer verildi. Neutrosophic esnek alt gruplar ve neutrosophic normal esnek alt gruplar
tanıltıldı. Son olarak neutrosophic esnek kosetler ve neutrosophic homomorfizma
incelenerek bazı özelliklere yer verildi.

2019, 54 Sayfa

ANAHTAR KELİMELER: Esnek küme, Neutrosophic küme, Neutrosophic
esnek grup, Neutrosophic normal esnek grup.
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ABSTRACT

MASTER THESIS

NEUTROSOPHİC SOFT GROUPS

ZEYNEP ÇELİK

TOKAT GAZIOSMANPASA UNIVERSITY GRADUATE SCHOOL OF
NATURAL AND APPLIED SCIENCES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

(SUPERVISOR: ASST. PROF. DR. FİLİZ ÇITAK)

In this thesis study, firstly information about soft sets and operations on soft sets
are given. Neutrosophic soft sets are investigated. Neutrosophic soft group and its
some algebraic properties are recearched by neutrusophic soft sets. Then, cartesian
multiplication of neutrosophic soft groups is studied. Neutrosophic soft subgroups
and neutrosophic normal soft subgroups are introduced. Finally, neutrosophic soft
cosets and neutrosophic homomorphism are analized.
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1. GİRİȘ

Ekonomi, sosyoloji, tıp ve diğer birçok bilim dalındaki araștırmacılar, belirsiz verilerin

modellenmesi ile ilgilenmektedir. Fakat klasik yöntemler her zaman bașarılı olmamak-

tadır. Olasılık teorisi, bulanık küme teorisi, sezgisel bulanık kümeler, kaba kümeler

gibi matematiksel araçlar belirsizliği tanımlamada tanınmıș ve sıkça kullanılan yakla-

șımlardır. Her bir matematiksel aracın güçlü olduğu yönleri bulunmasına rağmen,

tüm bu araçlar farklı belirsizlik türleri içeren problemlerde istenilen etkiyi göstereme-

mektedir. Bu ise sürekli olarak yeni teorilerin üretilmesini gerektirmektedir.

Bu teorilerden biri de Zadeh tarafından ortaya atılan bulanık (fuzzy) küme teorisidir

(Zadeh, 1965). Zadeh, değer kümesini [0,1] kapalı aralığı alarak bir fonksiyon

tanımlayıp bu fonksiyon yardımıyla bir bulanık küme olușturarak belirsizliğe bir

yaklașımda bulunmuștur. Bulanık küme teorisi, bir elemanın bir kümeye kısmi

üyeliğine olanak sağlamaktadır. Daha sonra Rosenfeld 1971 yılında bulanık kümelerin

cebirsel yapısını olușturmak amacıyla bulanık grup teorisini tanımlamıștır (Rosenfeld,

1971). Bulanık kümedeki belirsizlikler üzerinde çalıșan Atanassov, 1986 yılında

sezgisel bulanık küme kavramı üzerinde çalıșmalar yapmıștır (Atanassov, 1986).

Diğer taraftan, Molodtsov tarafından 1999 yılında bulanık kümelerin zorluklarıyla

bașa çıkabilmek için esnek (soft) küme teorisi ortaya atıldı ve birçok alanda uygulama-

ları yapılmıștır (Molodtsov, 2006). Ardından Maji ve arkadașları (2001a, 2001b,

2003, 2004) esnek kümeler bulanık esnek kümeler ve sezgisel bulanık esnek kümeler

üzerinde çalıșmalar yapmıștır. Sonra, esnek kümeler kullanılarak esnek bağıntı,

esnek fonksiyon, esnek dönüșüm gibi bir çok çalıșma yapılmıștır (Chen ve ark., 2005;

Majumdar ve Samanta, 2010; Sezgin ve Atagün, 2011). Esnek kümelerde karar

verme problemleri üzerinde çeșitli araștırmacılar çalıșmalar yapmıșlardır. (Çağman

ve ark., 2010, 2011; Çağman ve Enginoğlu, 2010a,2010b). Daha sonra Aktaș ve

Çağman (2007) esnek küme üzerinde esnek grup kavramını tanımlamıștır. Çağman

ve arkadașları (2012) esnek kesișimsel grup kavramını ve cebirsel özelliklerini tanıtmıș-

tır. Esnek kümelerin cebirsel yapısını birçok araștırmacı çalıșmaya devam etti (Acar

ve ark. 2010; Ali ve ark., 2009; Atagün ve Sezgin, 2011; Feng ve ark., 2008, 2010,
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2011; Jun, 2008; Jun ve ark., 2009; Jun ve Park, 2008; Sezgin ve ark., 2011; Șahin ve

ark., 2015; Varol ve ark., 2012; Zhan ve Jun, 2010; Zhang, 2012). Feng ve ark. (2010,

2011) bulanık kümelerin, kaba kümelerin ve esnek kümelerin ilișkilerini incelemiștir.

Bulanık küme ve sezgisel bulanık küme teorisinin genelleștirilmiș hali olan neutrosophic

esnek küme teorisi nesnel dünyayı daha gerçekçi, pratik ve kullanıșlı hale getirmektedir.

Neutrosophic küme kavramı ilk kez Smarandache tarafından 2005 yılında tanıtıldı

(Smarandache, 2005). Daha sonra Maji 2013 yılında neutrosophic kümeyi esnek

küme teorisi ile birleștirdi (Maji, 2013). Sonuç olarak neutrosophic esnek küme

teorisi ortaya çıktı. Sonrasında bu kavram Deli ve Broumi tarafından 2015 yılında

yeniden tanımlandı (Deli ve Broumi, 2015). Sonrasında, neutrosophic esnek küme

kullanılarak bir çok çalıșma yapılmıștır. Bera ve Mahapatra (2016a, 2016b, 2017a,

2017b) neutrosophic esnek grup, neutrosophic normal esnek grup, neutrosophic

esnek fonksiyon, neutrosophic esnek halka ile ilgili çalıșmalar yapmıșlardır. Broumi

(2013) neutrosophic esnek kümelerin genelleștirilmesi üzerine çalıșmıștır. Daha

sonra Broumi ve Smarandache (2013) intuitionistic neutrosophic esnek kümeleri

tanımlayarak bazı özelliklerini incelemișlerdir.

Bu tez çalıșmasının amacı, neutrosophic esnek gruplar üzerine bir derleme çalıșması

yapmaktır. İlk olarak, Molodtsov tarafından tanımlanan esnek küme kavramı verile-

rek Maji tarafından ortaya atılan esnek küme üzerindeki ișlemlere yer verildi. Daha

sonra neutrosophic küme tanımı verilerek neutrosophic esnek kümeler üzerinde birle-

șim, kesișim, ve, veya ișlemleri incelendi. Bera ve Mahapatra (2017a, 2017b) tarafın-

dan tanımlanan neutrosophic esnek gruplar kavramı incelenerek bazı cebirsel özellikle-

rine yer verildi. Neutrosophic esnek grupların kartezyen çarpımı ele alındı. Neutrosop-

hic esnek altgrup, neutrosophic normal esnek grup kavramları detaylı șekilde anlatıldı.

Son olarak neutrosophic esnek kosetler ve neutrosophic esnek homomorfizma hakkında

incelemele yapıldı.
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2. GENEL BİLGİLER

2.1. Esnek Kümeler

Bu bölüm boyunca U evrensel küme, E parametre kümesi, P (U), U ’nun kuvvet

kümesi ve A ⊆ E olsun.

Tanım 2.1.1. A ⊆ E için fA : A −→ P (U) bir fonksiyon olmak üzere fA’ya UE

üzerinde esnek küme denir (Molodtsov, 1999).

Tanım 2.1.2. fA ve fB, UE üzerinde iki esnek küme olsun. Eğer;

(i) A ⊂ B

(ii) ∀x ∈ A için fA(x) ve fB(x) özdeș yaklașımlar ise

fA esnek kümesine fB esnek kümesinin esnek alt kümesi denir ve fA⊆̃fB ile gösterilir.

Benzer șekilde fB, fA’nın esnek alt kümesi ise fA’ya fB’nin esnek süper kümesi denir

ve fA⊇̃fB ile gösterilir (Maji ve ark., 2003).

Tanım 2.1.3. fA ve fB, UE üzerinde iki esnek küme olsun. Eğer fA, fB’nin esnek

alt kümesi ve fB, fA’nın esnek alt kümesi ise fA ve fB kümelerine esnek eșit kümeler

denir (Maji ve ark., 2003).

Tanım 2.1.4. fA ve fB, UE üzerinde iki esnek küme olsun. C = A ∩ B ve ∀x ∈ C

için fC(x) = fA(x) veya fC(x) = fB(x) oluyorsa fC esnek kümesine fA ve fB esnek

kümelerinin kesișimi denir ve fA∩̃fB = fC ile gösterilir (Maji ve ark., 2003).

Tanım 2.1.5. fA ve fB, UE üzerinde iki esnek küme olsun. C = A ∪ B ve ∀x ∈ C

için

fC(x) =





fA(x) eğer x ∈ A−B ise

fB(x) eğer x ∈ B − A ise

fA(x) ∪ fB(x) eğer x ∈ A ∩B ise

oluyorsa fC esnek kümesine fA ve fB esnek kümelerinin birleșimi denir ve fA∪̃fB =

fC ile gösterilir (Maji ve ark., 2003).

Tanım 2.1.6. fA ve fB, UE üzerinde iki esnek küme olsun. C = A×B ve ∀(x, y) ∈ C

için fC(x, y) = fA(x)∩fB(y) oluyorsa fC esnek kümesine fA ve fB esnek kümelerinin

’VE’ ișlemi denir ve fA ∧ fB = fC ile gösterilir (Maji ve ark., 2003).
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Tanım 2.1.7. fA ve fB, UE üzerinde iki esnek küme olsun. C = A×B ve ∀(x, y) ∈ C

için fC = fA(x) ∪ fB(y) oluyorsa fC esnek kümesine fA ve fB esnek kümelerinin

’VEYA’ ișlemi denir ve fA ∨ fB = fC ile gösterilir (Maji ve ark., 2003).

Tanım 2.1.8. fA, UE üzerinde bir esnek küme olsun. ∀x ∈ A için f c
A(x) = U−fA(x)

șeklinde tanımlanan f c
A ye fA esnek kümesinin tümleyeni denir (Maji ve ark., 2003).

Tanım 2.1.9. fA, UE üzerinde bir esnek küme olsun.

(i) ∀x ∈ A için fA(x) = ∅ ise fA esnek kümesine boș esnek küme denir ve ΦA ile

gösterilir.

(ii) ∀x ∈ A için fA(x) = U ve A = E oluyorsa fA esnek kümesine evrensel esnek

küme denir ve fE ile gösterilir (Maji ve ark., 2003).

Önerme 2.1.10. fA, UE üzerinde esnek küme olsun.

1. fA∪̃fA = fA, fA∩̃fA = fA

2. fA∪̃ΦA = fA, fA∩̃ΦA = ΦA

3. fA∪̃fE = fE, fA∩̃fE = fA

4. fA∪̃f c
A = fE, fA∩̃f c

A = ΦA

(Maji ve ark., 2003).

Önerme 2.1.11. fA, fB, fC , UE üzerinde esnek kümeler olsun.

1. fA∪̃fB = fB∪̃fA, fA∩̃fB = fB∩̃fA

2. (fA∪̃fB)c = f c
B∩̃f c

A, (fA∩̃fB)c = f c
B∪̃f c

A

3. (fA∪̃fB)∪̃fC = fA∪̃(fB∪̃fC), (fA∩̃fB)∩̃fC = fA∩̃(fB∩̃fC)

4. fA∪̃(fB∩̃fC) = (fA∪̃fB)∩̃(fA∪̃fC), fA∩̃(fB∪̃fC) = (fA∩̃fB)∪̃(fA∩̃fC)

(Maji ve ark., 2003).

Önerme 2.1.12. fA, fB, fC , UE üzerinde esnek kümeler olsun.

1. (fA∧̃fB)∧̃fC = fA∧̃(fB∧̃fC)

2. (fA∨̃fB)∨̃fC = fA∨̃(fB∨̃fC)

(Maji ve ark., 2003).
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3. BULGULAR

3.1. Neutrosophic Esnek Kümeler

Bu bölümde neutrosophic esnek kümelerle ilgili temel tanımlara yer verilecektir.

Tanım 3.1.1. ∗ : [0, 1]× [0, 1] −→ [0, 1] ikili ișlemi

(i) değișmeli ve birleșmeli,

(ii) sürekli,

(iii) ∀x ∈ [0, 1] için x ∗ 1 = 1 ∗ x = x,

(iv) x, y, z, k ∈ [0, 1] için x ≤ z, y ≤ k ise x ∗ y ≤ z ∗ k

șartlarını sağlıyorsa bu ișleme sürekli t-norm denir.

Sürekli t-norma birkaç örnek verelim;

x ∗ y = xy, x ∗ y = min(x, y), x ∗ y = max(x + y − 1, 0) (Schweizer ve Sklar, 1960).

Tanım 3.1.2. 3 : [0, 1]× [0, 1] −→ [0, 1] ikili ișlemi

(i) değișmeli ve birleșmeli,

(ii) sürekli,

(iii) ∀x ∈ [0, 1] için x ¦ 0 = 0 ¦ x = x,

(iv) x, y, z, k ∈ [0, 1] için x ≤ z, y ≤ k ise x ¦ y ≤ z ¦ k

șartlarını sağlıyorsa bu ișleme sürekli s-norm denir.

Sürekli s-norma birkaç örnek verelim;

x ¦ y = x + y − xy, x ¦ y = max(x, y), x ¦ y = min(x + y, 1)

∀x ∈ [0, 1] için, x ∗ x = x ve x ¦ x = x ise ∗ ișlemine eșgüçlü t-norm ve ¦ ișlemine

eșgüçlü s-norm denir (Schweizer ve Sklar, 1960).

Tanım 3.1.3. U evrensel kümesi üzerinde

θ, ϑ, χ : U −→]−0, 1+[ ve −0 ≤ θN(u) + ϑN(u) + χN(u) ≤ 3+ olmak üzere

N = {< u, θN(u), ϑN(u), χN(u) >: u ∈ U}

șeklinde tanımlanan kümeye neutrosophic küme denir (Smarandache, 2005).

Tanım 3.1.4. U evrensel küme ve E parametre kümesi olsun. PU(N), U ’nun tüm

neutrosophic kümelerinin kümesi olsun. F : E −→ PU(N) bir fonksiyon olmak üzere



(F, E) ikilisine U üzerinde neutrosophic esnek küme denir (Maji, 2013).

Bu tanım Deli ve Broumi tarafından yeniden verilmiștir.

Tanım 3.1.5. U evrensel küme ve E parametre kümesi olsun. PU , U ’nun tüm

neutrosophic kümelerinin kümesi olarak tanımlansın. U üzerindeki Ñ neutrosophic

esnek kümesi, Ñ : E −→ PU(N) șeklinde tanımlanan ve yaklașım fonksiyonu olarak

isimlendirilen fonksiyon yardımıyla tanımlanır. Bașka bir deyișle, neutrosophic

esnek küme, PU(N) kümesinin bazı elemanlarının parametrelendirilmiș bir ailesidir

ve bu nedenle sıralı ikililer halinde yazılabilir. θ eN(x)(u), ϑ eN(x)(u), χ eN(x)(u) ∈ [0, 1],

sırasıyla Ñ(x)’in doğruluk-üyelik, belirsizlik-üyelik, yanlıșlık-üyelik fonksiyonları olmak

üzere

Ñ = {(x, {< u, θ eN(x)(u), ϑ eN(x)(u), χ eN(x)(u) >: u ∈ U}) : x ∈ E}

șeklinde ifade edilebilir. θ, ϑ, χ’nin her birinin supremumu 1 olduğundan

0 ≤ θ eN(x)(u) + ϑ eN(x)(u) + χ eN(x)(u) ≤ 3 eșitsizliği sağlanır (Deli ve Broumi, 2015).

Örnek 3.1.6. U = {u1, u2, u3} evlerin kümesi ve E = {x1(güzel), x2(ahșap), x3(pahalı)}
evlerin özelliklerinin tanımlandığı bir parametre kümesi olsun.

Ñ(x1) = {< u1, (0.5, 0.6, 0.3) >,< u2, (0.4, 0.7, 0.6) >,< u3, (0.6, 0.2, 0.3) >}
Ñ(x2) = {< u1, (0.6, 0.3, 0.5) >,< u2, (0.7, 0.4, 0.3) >,< u3, (0.8, 0.1, 0.2) >}
Ñ(x3) = {< u1, (0.7, 0.4, 0.3) >,< u2, (0.6, 0.7, 0.2) >,< u3, (0.7, 0.2, 0.5) >}
olarak tanımlansın. Buradan

Ñ = {[x1, Ñ(x1)], [x2, Ñ(x2)], [x3, Ñ(x3)]}

kümesi UE, üzerinde bir neutrosophic esnek kümedir (Bera ve Mahapatra, 2016a).

Tanım 3.1.7. Ñ , UE üzerinde bir neutrosophic esnek küme olsun. Ñ ’nin tümleyeni

Ñ c ile gösterilir ve

Ñ c = {(x, {< u, θ eN(x)(u), 1− ϑ eN(x)(u), χ eN(x)(u) >: u ∈ U}) : x ∈ E}

șekilde tanımlanır (Deli ve Broumi, 2015).

6



Tanım 3.1.8. Ñ1 ve Ñ2, UE üzerinde iki neutrosophic esnek küme olsun. ∀x ∈ E

ve u ∈ U için

θfN1(x)(u) ≤ θfN2(x)(u), ϑfN1(x)(u) ≥ ϑfN2(x)(u), χfN1(x)(u) ≥ χfN2(x)(u)

ise Ñ1’e Ñ2’nin neutrosophic esnek alt kümesi denir ve Ñ1 ⊆ Ñ2 ile gösterilir. Ayrıca

Ñ2’ye Ñ1’in neutrosophic esnek süper kümesi denir (Deli ve Broumi, 2015).

Tanım 3.1.9. Ñ1 ve Ñ2, UE üzerinde iki neutrosophic esnek küme olsun. Ñ1 ve

Ñ2’nin birleșimi Ñ1 ∪ Ñ2 = Ñ1∪2 ile gösterilir ve ∀x ∈ E ve u ∈ U için

θ
Ñ1∪2(x)

(u) = θfN1(x)(u) ¦ θfN2(x)(u)

ϑ
Ñ1∪2(x)

(u) = ϑfN1(x)(u) ∗ ϑfN2(x)(u)

χ
Ñ1∪2(x)

(u) = χfN1(x)(u) ∗ χfN2(x)(u)

olmak üzere

Ñ1∪2 = {(x, {< u, θ
Ñ1∪2(x)

(u), ϑ
Ñ1∪2(x)

(u), χ
Ñ1∪2(x)

(u) >: u ∈ U}) : x ∈ E}

șeklinde tanımlanır (Deli ve Broumi, 2015).

Tanım 3.1.10. Ñ1 ve Ñ2, UE üzerinde iki neutrosophic esnek küme olsun. Ñ1 ve

Ñ2’nin kesișimi Ñ1 ∩ Ñ2 = Ñ1∩2 ile gösterilir ve ∀x ∈ E ve u ∈ U için

θ
Ñ1∩2(x)

(u) = θfN1(x)(u) ∗ θfN2(x)(u)

ϑ
Ñ1∩2(x)

(u) = ϑfN1(x)(u) ¦ ϑfN2(x)(u)

χ
Ñ1∩2(x)

(u) = χfN1(x)(u) ¦ χfN2(x)(u)

olmak üzere

Ñ1∩2 = {(x, {< u, θ
Ñ1∩2(x)

(u), ϑ
Ñ1∩2(x)

(u), χ
Ñ1∩2(x)

(u) >: u ∈ U}) : x ∈ E}
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șeklinde tanımlanır (Deli ve Broumi, 2015).

Tanım 3.1.11. Ñ1 ve Ñ2, UE üzerinde iki neutrosophic esnek küme olsun. Ñ1 ve

Ñ2’nin ’VE’ ișlemi Ñ1 ∧ Ñ2 = Ñ1∧2 ile gösterilir ve ∀x, y ∈ E ve u ∈ U için

θ
Ñ1∧2(x,y)

(u) = θfN1(x)(u) ∗ θfN2(y)(u)

ϑ
Ñ1∧2(x,y)

(u) = ϑfN1(x)(u) ¦ ϑfN2(y)(u)

χ
Ñ1∧2(x,y)

(u) = χfN1(x)(u) ¦ χfN2(y)(u)

olmak üzere

Ñ1∧2 = {[(x, y), {< u, θ
Ñ1∧2(x,y)

(u), ϑ
Ñ1∧2(x,y)

(u), χ
Ñ1∧2(x,y)

(u) >: u ∈ U}] : (x, y) ∈ E×E}

șeklinde tanımlanır (Bera ve Mahapatra, 2016a).

Tanım 3.1.12. Ñ1 ve Ñ2, UE üzerinde iki neutrosophic esnek küme olsun. Ñ1 ve

Ñ2’nin ’VEYA’ ișlemi Ñ1 ∨ Ñ2 = Ñ1∨2 ile gösterilir ve ∀x, y ∈ E ve u ∈ U için

θ
Ñ1∨2(x,y)

(u) = θfN1(x)(u) ¦ TfN2
(y)(u)

ϑ
Ñ1∨2(x,y)

(u) = ϑfN1(x)(u) ∗ ϑfN2(y)(u)

χ
Ñ1∨2(x,y)

(u) = χfN1(x)(u) ∗ χfN2(y)(u)

olmak üzere

Ñ1∨2 = {[(x, y), {< u, θ
Ñ1∨2(x,y)

(u), ϑ
Ñ1∨2(x,y)

(u), χ
Ñ1∨2(x,y)

(u) >: u ∈ U}] : (x, y) ∈ E×E}

șeklinde tanımlanır (Bera ve Mahapatra, 2016a).

3.2. Neutrosophic Esnek Gruplar

Bu bölümde, neutrosophic esnek grup ve bazı temel özelliklerini tanıtacağız. Aksi

belirtilmedikçe bu tez boyunca E parametre kümesi, x ∈ E keyfi parametre ve (G, ◦)
bir grup olarak alınacaktır.
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Tanım 3.2.1. N = {< g1, θN(g1), ϑN(g1), χN(g1) >: g1 ∈ G}, G üzerinde bir

neutrosophic esnek küme olsun.

1. ∀g1, g2 ∈ G için θN(g1 ◦ g2) ≥ θN(x) ∗ θN(g2), ϑN(g1 ◦ g2) ≤ ϑN(g1) ¦ ϑN(g2),

χN(g1 ◦ g2) ≤ χN(g1) ¦ χN(g2)

2. ∀g1 ∈ G için θN(g−1
1 ) ≥ θN(g1), ϑN(g−1

1 ) ≤ ϑN(g1), χN(g−1
1 ) ≤ χN(g1)

ise N ’ye G üzerinde neutrosophic alt grup denir.

∀x ∈ E için Ñ(x), G’nın neutrosophic alt grubu ise Ñ neutrosophic esnek kümesine

G üzerinde neutrosophic esnek grup denir (Bera ve Mahapatra, 2016a).

Örnek 3.2.2. V = {e, a, b, c} Klein-4 grubu ve E = {x, y, z, t} parametre kümesi

olsun. Ñ(x), Ñ(y), Ñ(z), Ñ(t) așağıdaki gibi tanımlansın.

Ñ(x) Ñ(y) Ñ(z) Ñ(t)

e (0.65, 0.34, 0.14) (0.88, 0.12, 0.72) (0.72, 0.21, 0.16) (0.69, 0.31, 0.32)

a (0.71, 0.22, 0.78) (0.71, 0.19, 0.44) (0.84, 0.16, 0.25) (0.62, 0.32, 0.42)

b (0.75, 0.25, 0.52) (0.83, 0.11, 0.28) (0.69, 0.31, 0.39) (0.58, 0.41, 0.66)

c (0.67, 0.32, 0.29) (0.75, 0.21, 0.19) (0.79, 0.19, 0.41) (0.71, 0.27, 0.53)

Tablo 3.1. Ñ neutrosophic esnek grubu

t-norm(∗) ve s-norm(¦), a ∗ b = max(a + b− 1, 0) ve a ¦ b = min(a + b, 1) șeklinde

tanımlansın. Böylece Ñ , VE üzerinde neutrosophic esnek grup olur (Bera ve Mahapatra,

2016a).

Örnek 3.2.3. E = N+(doğal sayılar kümesi) parametre kümesi ve G = (Z, +) tam

sayılar grubu olsun. ∀n ∈ N+ ve z ∈ Z için

θfM(n)(z) =





0 , eğer z tek ise
1
n

, eğer z çift ise

ϑfM(n)(z) =





1
2n

, eğer z tek ise

0 , eğer z çift ise
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χfM(n)(z) =





1− 1
n

, eğer z tek ise

0 , eğer z çift ise

olmak üzere M̃ : N+ −→ PZ(N+) fonksiyonu tanımlansın. t-norm(∗) ve s-norm(¦),
x ∗ y = min(x, y) ve x ¦ y = max(x, y) șeklinde tanımlansın. Böylece M̃ , ZN+

üzerinde neutrosophic esnek grup olur (Bera ve Mahapatra, 2016a).

Önerme 3.2.4. (G, ◦) bir grup olsun. Ñ , GE grubu üzerinde neutrosophic esnek

küme olsun. Ñ ’nin neutrosophic esnek grup olması için gerek ve yeter șart Ñ nin

∀g1, g2 ∈ G ve ∀x ∈ E için

θ eN(x)(g1 ◦ g−1
2 ) ≥ θ eN(x)(g1) ∗ θ eN(x)(g2)

ϑ eN(x)(g1 ◦ g−1
2 ) ≤ ϑ eN(x)(g1) ¦ ϑ eN(x)(g2)

χ eN(x)(g1 ◦ g−1
2 ) ≤ χ eN(x)(g1) ¦ χ eN(x)(g2)

șartlarını sağlamasıdır (Bera ve Mahapatra, 2016a).

İspat. İlk olarak Ñ , GE üzerinde bir neutrosophic esnek grup olsun. Buradan,

∀g1, g2 ∈ G ve ∀x ∈ E için

θ eN(x)(g1 ◦ g−1
2 ) ≥ θ eN(x)(g1) ∗ θ eN(x)(g

−1
2 ) ≥ θ eN(x)(g1) ∗ θ eN(x)(g2)

ϑ eN(x)(g1 ◦ g−1
2 ) ≤ ϑ eN(x)(g1) ¦ ϑ eN(x)(g

−1
2 ) ≤ ϑ eN(x)(g1) ¦ ϑ eN(x)(g2)

χ eN(x)(g1 ◦ g−1
2 ) ≤ χ eN(x)(g1) ¦ χ eN(x)(g

−1
2 ) ≤ χ eN(x)(g1) ¦ χ eN(x)(g2)

elde edilir. Tersine, G’nin birim elemanı eG olmak üzere

θ eN(x)(eG) = θ eN(x)(g1 ◦ g−1
1 ) ≥ θ eN(x)(g1) ∗ θ eN(x)(g1) = θ eN(x)(g1)

ϑ eN(x)(eG) = ϑ eN(x)(g1 ◦ g−1
1 ) ≤ ϑ eN(x)(g1) ¦ ϑ eN(x)(g1) = ϑ eN(x)(g1)

χ eN(x)(eG) = χ eN(x)(g1 ◦ g−1
1 ) ≤ χ eN(x)(g1) ¦ χ eN(x)(g1) = χ eN(x)(g1)
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olur. Ayrıca ∀g1 ∈ G için

θ eN(x)(g
−1
1 ) = θ eN(x)(eG ◦ g−1

1 )

≥ θ eN(x)(eG) ∗ θ eN(x)(g1)

≥ θ eN(x)(g1) ∗ θ eN(x)(g1) = θ eN(x)(g1),

ϑ eN(x)(g
−1
1 ) = ϑ eN(x)(eG ◦ g−1

1 )

≤ ϑ eN(x)(eG) ¦ ϑ eN(x)(g1)

≤ ϑ eN(x)(g1) ¦ ϑ eN(x)(g1) = ϑ eN(x)(g1),

χ eN(x)(g
−1
1 ) = χ eN(x)(eG ◦ g−1

1 )

≤ χ eN(x)(eG) ¦ χ eN(x)(g1)

≤ χ eN(x)(g1) ¦ χ eN(x)(g1) = χ eN(x)(g1)

elde edilir. Daha sonra

θ eN(x)(g1 ◦ g2) = θ eN(x)(g1 ◦ (g−1
2 )−1) ≥ θ eN(x)(g1) ∗ θ eN(x)(g

−1
2 )

≥ θ eN(x)(g1) ∗ θ eN(x)(g2),

ϑ eN(x)(g1 ◦ g2) = ϑ eN(x)(g1 ◦ (g−1
2 )−1) ≤ ϑ eN(x)(g1) ¦ ϑ eN(x)(g

−1
2 )

≤ ϑ eN(x)(g1) ¦ ϑ eN(x)(g2),

χ eN(x)(g1 ◦ g2) = χ eN(x)(g1 ◦ (g−1
2 )−1) ≤ χ eN(x)(g1) ¦ χ eN(x)(g

−1
2 )

≤ χ eN(x)(g1) ¦ χ eN(x)(g2)

elde edilir. Böylece Ñ , neutrosophic esnek grup olur.

Önerme 3.2.5. Ñ , GE grubu üzerinde neutrosophic esnek grup olsun. θ, eșgüçlü

t-norm, ϑ ve χ, eșgüçlü s-norm ise ∀g ∈ G ve ∀x ∈ E için

1. θ eN(x)(g
−1) = θ eN(x)(g), ϑ eN(x)(g

−1) = ϑ eN(x)(g), χ eN(x)(g
−1) = χ eN(x)(g)

2. θ eN(x)(eG) ≥ θ eN(x)(g), ϑ eN(x)(eG) ≤ ϑ eN(x)(g), χ eN(x)(eG) ≤ χ eN(x)(g)

dir (Bera ve Mahapatra, 2016a).
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İspat. 1. ∀g ∈ G ve ∀x ∈ E için

θ eN(x)(g) = θ eN(x)(g
−1)−1 ≥ θ eN(x)(g

−1)

ϑ eN(x)(g) = ϑ eN(x)(g
−1)−1 ≤ ϑ eN(x)(g

−1)

χ eN(x)(g) = χ eN(x)(g
−1)−1 ≤ χ eN(x)(g

−1)

ve neutrosophic esnek grup tanımından

θ eN(x)(g
−1) ≥ θ eN(x)(g), ϑ eN(x)(g

−1) ≤ ϑ eN(x)(g), χ eN(x)(g
−1) ≤ χ eN(x)(g)

olduğunu biliyoruz. Böylece eșitlikler elde edilir.

2. eG, G’nin birim elemanı olmak üzere ∀g ∈ G için

θ eN(x)(eG) = θ eN(x)(g ◦ g−1)

≥ θ eN(x)(g) ∗ θ eN(x)(g
−1)

≥ θ eN(x)(g) ∗ θ eN(x)(g)

= θ eN(x)(g),

ϑ eN(x)(eG) = ϑ eN(x)(g ◦ g−1)

≤ ϑ eN(x)(g) ¦ ϑ eN(x)(g
−1)

≤ ϑ eN(x)(g) ¦ ϑ eN(x)(g)

= ϑ eN(x)(g),

χ eN(x)(eG) = χ eN(x)(g ◦ g−1)

≤ θ eN(x)(g) ¦ χ eN(x)(g
−1)

≤ θ eN(x)(g) ¦ χ eN(x)(g)

= χ eN(x)(g)

elde edilir.

Teorem 3.2.6. Ñ1 ve Ñ2, GE üzerinde neutrosophic esnek küme olsun. Ñ1 ∩ Ñ2,

GE üzerinde neutrosophic esnek grup olur (Bera ve Mahapatra, 2016a).
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İspat. Ñ1 ∩ Ñ2 = Ñ1∩2 olsun. ∀g1, g2 ∈ G için

θ
Ñ1∩2(x)

(g1 ◦ g2) = θfN1(x)(g1 ◦ g2) ∗ θfN2(x)(g1 ◦ g2)

≥ [θfN1(x)(g1) ∗ θfN1(x)(g2)] ∗ [θfN2(x)(g1) ∗ θfN2(x)(g2)]

= [θfN1(x)(g1) ∗ θfN1(x)(g1)] ∗ [θfN2(x)(g2) ∗ θfN2(x)(g1)]

= θfN1(x)(g1) ∗ [θfN1(x)(g2) ∗ θfN2(x)(g2)] ∗ θfN2(x)(g1)

= θfN1(x)(g1) ∗ θ
Ñ1∩2(x)

(g2) ∗ θfN2(x)(g1)

= θfN1(x)(g1) ∗ θfN2(x)(g1) ∗ θ
Ñ1∩2(x)

(g2)

= θ
Ñ1∩2(x)

(g1) ∗ θ
Ñ1∩2(x)

(g2)

olur. Ayrıca,

θ
Ñ1∩2(x)

(g−1
1 ) = θfN1(x)(g

−1
1 ) ∗ θfN2(x)(g

−1
1 )

≥ θfN1(x)(g1) ∗ θfN2(x)(g1)

= θ
Ñ1∩2(x)

(g1)

olur. Daha sonra,

ϑ
Ñ1∩2(x)

(g1 ◦ g2) = ϑfN1(x)(g1 ◦ g2) ¦ ϑfN2(x)(g1 ◦ g2)

≤ [ϑfN1(x)(g1) ¦ ϑfN1(x)(g2)] ¦ [ϑfN2(x)(g1) ¦ ϑfN2(x)(g2)]

= [ϑfN1(x)(g1) ¦ ϑfN1(x)(g2)] ¦ [ϑfN2(x)(g2) ¦ ϑfN2(x)(g1)]

= ϑfN1(x)(g1) ¦ [ϑfN1(x)(g2) ¦ ϑfN2(x)(g2)] ¦ ϑfN2(x)(g1)

= ϑfN1(x)(g1) ¦ ϑ
Ñ1∩2(x)

(g2) ¦ ϑfN2(x)(g1)

= ϑfN1(x)(g1) ¦ ϑfN2(x)(g1) ¦ ϑ
Ñ1∩2(x)

(g2)

= ϑ
Ñ1∩2(x)

(g1) ¦ ϑ
Ñ1∩2(x)

(g2)
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olur. Ayrıca,

ϑ
Ñ1∩2(x)

(g−1
1 ) = ϑfN1(x)(g

−1
1 ) ∗ ϑfN2(x)(g

−1
1 )

≤ ϑfN1(x)(g1) ¦ ϑfN2(x)(g1)

= ϑ
Ñ1∩2(x)

(g1)

olur. Benzer șekilde

χ
Ñ1∩2(x)

(g1 ◦ g2) = χfN1(x)(g1 ◦ g2) ¦ χfN2(x)(g1 ◦ g2)

≤ [χfN1(x)(g1) ¦ χfN1(x)(g2)] ¦ [χfN2(x)(g1) ¦ χfN2(x)(g2)]

= [χfN1(x)(g1) ¦ χfN1(x)(g2)] ¦ [χfN2(x)(g2) ¦ χfN2(x)(g1)]

= χfN1(x)(g1) ¦ [χfN1(x)(g2) ¦ χfN2(x)(g2)] ¦ χfN2(x)(g1)

= χfN1(x)(g1) ¦ χ
Ñ1∩2(x)

(g2) ¦ χfN2(x)(g1)

= χfN1(x)(g1) ¦ χfN2(x)(g1) ¦ χ
Ñ1∩2(x)

(g2)

= χ
Ñ1∩2(x)

(g1) ¦ χ
Ñ1∩2(x)

(g2)

olur. Ayrıca,

χ
Ñ1∩2(x)

(g−1
1 ) = χfN1(x)(g

−1
1 ) ∗ χfN2(x)(g

−1
1 )

≤ χfN1(x)(g1) ¦ χfN2(x)(g1)

= χ
Ñ1∩2(x)

(g1)

elde edilir. Böylece Ñ1 ∩ Ñ2, GE üzerinde bir neutrosophic esnek gruptur.

Uyarı 3.2.7. Ñ1 ve Ñ2, GE üzerindeki iki neutrosophic esnek grup olsun. Ñ1 ∪
Ñ2, GE üzerinde genellikle neutrosophic esnek grup değildir. Yalnızca biri diğerini

kapsıyorsa mümkündür (Bera ve Mahapatra, 2016a).

Örnek 3.2.8. G = (Z, +), E = 2Z olsun. Ñ1 ve Ñ2, GE üzerinde așağıdaki gibi

tanımlanan iki neutrosophic esnek grup olsun. ∀z, n ∈ Z için
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θfN1(2n)(z) =





1/2 , z = 4kn, ∃k ∈ Z ise

0 , aksi halde

ϑfN1(2n)(z) =





0 , z = 4kn, ∃k ∈ Z ise

1/4 , aksi halde

χfN1(2n)(z) =





0 , z = 4kn, ∃k ∈ Z ise

1/10 , aksi halde

ve

θfN2(2n)(z) =





2/3 , z = 6kn, ∃k ∈ Z ise

0 , aksi halde

ϑfN2(2n)(z) =





0 , z = 6kn, ∃k ∈ Z ise

1/5 , aksi halde

χfN2(2n)(z) =





1/6 , z = 6kn, ∃k ∈ Z ise

1 , aksi halde

t-norm(∗) ve s-norm(¦), x∗y = min(x, y) ve x¦y = max(x, y) șeklinde tanımlansın.

Ñ1 ∪ Ñ2 = Ñ1∪2 olsun. Buradan, n = 3, z1 = 12, z2 = 18 için

θ
Ñ1∪2(6)

(12− 18) = θfN1(6)(−6) ¦ θfN2(6)(−6)

= max(0, 0) = 0,

θ
Ñ1∪2(6)

(12) ∗ θ
Ñ1∪2(6)

(18) = {θfN1(6)(12) ¦ θfN2(6)(12)} ∗ {θfN1(6)(18) ¦ θfN2(6)(18)}
= min{max(1/2, 0), max(0, 2/3)}
= min(1/2, 2/3) = 1/2

Dolayısıyla θ
Ñ1∪2(6)

(12 − 18) < θ
Ñ1∪2(6)

(12) ∗ θ
Ñ1∪2(6)

(18) olur. Böylece Ñ1 ∪ Ñ2

neutrosophic esnek grup değildir.
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Șimdi, GE üzerindeki Ñ2 neutrosophic esnek grubu așağıdaki gibi tanımlansın.

θfN2(2n)(z) =





1/8 , z = 8kn, ∃k ∈ Z ise

0 , aksi halde

ϑfN2(2n)(z) =





0 , z = 8kn, ∃k ∈ Z ise

2/5 , aksi halde

χfN2(2n)(z) =





1/6 , z = 8kn, ∃k ∈ Z ise

1/2 , aksi halde

Burada Ñ2 ⊂ Ñ1 olduğundan Ñ1 ∪ Ñ2, G üzerinde neutrosophic esnek grup olur

(Bera ve Mahapatra, 2016a).

Teorem 3.2.9. Ñ1 ve Ñ2, GE üzerinde iki neutrosohic esnek grup olsun. Ñ1 ∧ Ñ2,

GE üzerinde neutrosophic esnek grup olur (Bera ve Mahapatra, 2016a).

İspat. Ñ1 ∧ Ñ2 = Ñ1∧2 olsun. ∀g1, g2 ∈ G ve ∀(x, y) ∈ E × E için

θ
Ñ1∧2(x,y)

(g1 ◦ g2) = θfN1(x)(g1 ◦ g2) ∗ θfN2(y)(g1 ◦ g2)

≥ [θfN1(x)(g1) ∗ θfN1(x)(g2)] ∗ [θfN2(y)(g1) ∗ θfN2(y)(g2)]

= [θfN1(x)(g1) ∗ θfN1(x)(g2)] ∗ [θfN2(y)(g2) ∗ θfN2(y)(g1)]

= θfN1(x)(g1) ∗ [θfN1(x)(g2) ∗ θfN2(y)(g2)] ∗ θfN2(y)(g1)

= θfN1(x)(g1) ∗ θ
Ñ1∧2(x,y)

(g2) ∗ θfN2(y)(g1)

= θfN1(x)(g1) ∗ θfN2(y)(g1) ∗ θ
Ñ1∧2(x,y)

(g2)

= θ
Ñ1∧2(x,y)

(g1) ∗ θ
Ñ1∧2(x,y)

(g2)

ve

θ
Ñ1∧2(x,y)

(g−1
1 ) = θfN1(x)(g

−1
1 ) ∗ θfN2(y)(g

−1
1 )

≥ θfN1(x)(g1) ∗ θfN2(y)(g1)

= θ
Ñ1∧2(x,y)

(g1)
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olur. Benzer șekilde

ϑ
Ñ1∧2(x,y)

(g1 ◦ g2) = ϑfN1(x)(g1 ◦ g2) ¦ ϑfN2(y)(g1 ◦ g2)

≤ [θfN1(x)(g1) ¦ ϑfN1(x)(g2)] ¦ [ϑfN2(y)(g1) ¦ ϑfN2(y)(g2)]

= [ϑfN1(x)(g1) ¦ ϑfN1(x)(g2)] ¦ [ϑfN2(y)(g2) ¦ ϑfN2(y)(g1)]

= ϑfN1(x)(g1) ¦ [ϑfN1(x)(g2) ¦ ϑfN2(y)(g2)] ¦ ϑfN2(y)(g1)

= ϑfN1(x)(g1) ¦ ϑ
Ñ1∧2(x,y)

(g2) ¦ ϑfN2(y)(g1)

= ϑfN1(x)(g1) ¦ ϑfN2(y)(g1) ¦ ϑ
Ñ1∧2(x,y)

(g2)

= ϑ
Ñ1∧2(x,y)

(g1) ¦ ϑ
Ñ1∧2(x,y)

(g2)

ve

ϑ
Ñ1∧2(x,y)

(g−1
1 ) = ϑfN1(x)(g

−1
1 ) ¦ ϑfN2(y)(g

−1
2 )

≤ ϑfN1(x)(g1) ¦ ϑfN2(y)(g1)

= ϑ
Ñ1∧2(x,y)

(g1)

olur.

χ
Ñ1∧2(x,y)

(g1 ◦ g2) = χfN1(x)(g1 ◦ g2) ¦ χfN2(y)(g1 ◦ g2)

≤ [χfN1(x)(g1) ¦ χfN1(x)(g2)] ¦ [χfN2(y)(g1) ¦ χfN2(y)(g2)]

= [χfN1(x)(g1) ¦ χfN1(x)(g2)] ¦ [χfN2(y)(g2) ¦ χfN2(y)(g1)]

= χfN1(x)(g1) ¦ [χfN1(x)(g2) ¦ χfN2(y)(g2)] ¦ χfN2(y)(g1)

= χfN1(x)(g1) ¦ χ
Ñ1∧2(x,y)

(g2) ¦ χfN2(y)(g1)

= χfN1(x)(g1) ¦ χfN2(y)(g1) ¦ χ
Ñ1∧2(x,y)

(g2)

= χ
Ñ1∧2(x,y)

(g1) ¦ χ
Ñ1∧2(x,y)

(g2)
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ve

χ
Ñ1∧2(x,y)

(g−1
1 ) = χfN1(x)(g

−1
1 ) ¦ χfN2(y)(g

−1
1 )

≤ χfN1(x)(g1) ¦ χfN2(y)(g1)

= χ
Ñ1∧2(x,y)

(g1)

elde edilir. Böylece, Ñ1 ∧ Ñ2, GE üzerinde neutrosophic esnek gruptur.

Tanım 3.2.10. f : A −→ B bir fonksiyon olsun. Ñ1 ve Ñ2, sırasıyla A ve B

üzerinde iki neutrosophic esnek küme olsun. ∀b ∈ B için

θf(fN1)(x)(b) = θfN1(x)[f
−1(b)], ϑf(fN1)(x)(b) = ϑfN1(x)[f

−1(b)], χf(fN1)(x)(b) = χfN1(x)[f
−1(b)]

olmak üzere B üzerindeki f(Ñ1) = {[x, f(Ñ1)(x)] : x ∈ E} neutrosophic esnek

kümesine f altında Ñ1’nin görüntüsü denir. ∀a ∈ A için

θf−1(fN2)(x)(a) = θfN2(x)[f(a)], ϑf−1(fN2)(x)(a) = ϑfN2(x)[f(a)], χf−1(fN2)(x)(a) = χfN2(x)[f(a)]

olmak üzere A üzerindeki f−1(Ñ2) = {[x, f−1(Ñ2)(x)] : x ∈ E} neutrosophic esnek

kümesine f altında Ñ2’nin ters görüntüsü denir (Bera ve Mahapatra, 2016a).

Teorem 3.2.11. f : G −→ H bir izomorfizma olsun. Ñ , GE üzerinde neutrosophic

esnek grup ise f(Ñ), HE üzerinde neutrosophic esnek gruptur (Bera ve Mahapatra,

2016a).

İspat. h1, h2 ∈ H için h1 = f(g1) ve h2 = f(g2) olacak șekilde g1, g2 ∈ G vardır.

θf( eN)(x)(h1 ◦ h2) = θ eN(x)[f
−1(h1 ◦ h2)]

= θ eN(x)[f
−1(h1) ◦ f−1(h2)]

= θ eN(x)(g1 ◦ g2)

≥ θ eN(x)(g1) ∗ θ eN(x)(g2)

= θ eN(x)[f
−1(h1)] ∗ θ eN(x)[f

−1(h2)]

= θf( eN)(x)(h1) ∗ θf( eN)(x)(h2)
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Daha sonra

ϑf( eN)(x)(h1 ◦ h2) = ϑ eN(x)[f
−1(h1 ◦ h2)]

= ϑ eN(x)[f
−1(h1) ◦ f−1(h2)]

= ϑ eN(x)(g1 ◦ g2)

≤ ϑ eN(x)(g1) ¦ ϑ eN(x)(g2)

= ϑ eN(x)[f
−1(h1)] ¦ ϑ eN(x)[f

−1(h2)]

= ϑf( eN)(x)(h1) ¦ ϑf( eN)(x)(h2)

Benzer șekilde

χf( eN)(x)(h1 ◦ h2) = χ eN(x)[f
−1(h1 ◦ h2)]

= χ eN(x)[f
−1(h1) ◦ f−1(h2)]

= χ eN(x)(g1 ◦ g2)

≤ χ eN(x)(g1) ¦ χ eN(x)(g2)

= χ eN(x)[f
−1(h1)] ¦ χ eN(x)[f

−1(h2)]

= χf( eN)(x)(h1) ¦ χf( eN)(x)(h2)

olur. Daha sonra

θf( eN)(x)(h
−1
1 ) = θ eN(x)[f

−1(h−1
1 )]

= θ eN(x)[(f
−1(h1))

−1]

= θ eN(x)(g
−1
1 )

≥ θ eN(x)(g1)

= θ eN(x)[f
−1(h1)]

= θf( eN)(x)(h1)
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ve

ϑf( eN)(x)(h
−1
1 ) = ϑ eN(x)[f

−1(h−1
1 )]

= ϑ eN(x)[(f
−1(h1))

−1]

= ϑ eN(x)(g
−1
1 )

≤ ϑ eN(x)(g1)

= ϑ eN(x)[f
−1(h1)]

= ϑf( eN)(x)(h1)

ve

χf( eN)(x)(h
−1
1 ) = χ eN(x)[f

−1(h−1
1 )]

= χ eN(x)[(f
−1(h1))

−1]

= χ eN(x)(g
−1
1 )

≤ χ eN(x)(g1)

= χ eN(x)[f
−1(h1)]

= χf( eN)(x)(h1)

elde edilir. Böylece f(Ñ), HE üzerinde neutrosophic esnek gruptur.

Teorem 3.2.12. f : G −→ H bir grup homomorfizması olsun. Ñ , HE üzerinde

neutrosophic esnek grup ise f−1(Ñ), GE üzerinde neutrosophic esnek gruptur (f ’

nin tersi fonksiyon olmayabilir) (Bera ve Mahapatra, 2016a).
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İspat. ∀g1, g2 ∈ G için h1 = f(g1) ve h2 = f(g2) olacak șekilde h1, h2 ∈ H vardır.

θf−1( eN)(x)(g1 ◦ g2) = θ eN(x)[f(g1 ◦ g2)]

= θ eN(x)[f(g1) ◦ f(g2)]

= θ eN(x)(h1 ◦ h2)

≥ θ eN(x)(h1) ∗ θ eN(x)(h2)

= θ eN(x)[f(g1)] ∗ θ eN(x)[f(g2)]

= θf−1( eN)(x)(g1) ∗ θf−1( eN)(x)(g2)

olur. Daha sonra

ϑf−1( eN)(x)(g1 ◦ g2) = ϑ eN(x)[f(g1 ◦ g2)]

= ϑ eN(x)[f(g1) ◦ f(g2)]

= ϑ eN(x)(h1 ◦ h2)

≤ ϑ eN(x)(h1) ¦ ϑ eN(x)(h2)

= ϑ eN(x)[f(g1)] ¦ ϑ eN(x)[f(g2)]

= ϑf−1( eN)(x)(g1) ¦ ϑf−1( eN)(x)(g2)

elde edilir. Benzer șekilde

χf−1( eN)(x)(g1 ◦ g2) = χ eN(x)[f(g1 ◦ g2)]

= χ eN(x)[f(g1) ◦ f(g2)]

= χ eN(x)(h1 ◦ h2)

≤ χ eN(x)(h1) ¦ χ eN(x)(h2)

= χ eN(x)[f(g1)] ¦ χ eN(x)[f(g2)]

= χf−1( eN)(x)(g1) ¦ χf−1( eN)(x)(g2)
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olur. Daha sonra

θf−1( eN)(x)(g
−1
1 ) = θ eN(x)[f(g−1

1 )]

= θ eN(x)[(f(g1))
−1]

= θ eN(x)(h
−1
1 )

≥ θ eN(x)(h1)

= θ eN(x)[f(g1)]

= θf−1( eN)(x)(g1)

ve

ϑf−1( eN)(x)(g
−1
1 ) = ϑ eN(x)[f(g−1

1 )]

= ϑ eN(x)[(f(g1))
−1]

= ϑ eN(x)(h
−1
1 )

≤ ϑ eN(x)(h1)

= ϑ eN(x)[f(g1)]

= ϑf−1( eN)(x)(g1)

ve

χf−1( eN)(x)(g
−1
1 ) = χ eN(x)[f(g−1

1 )]

= χ eN(x)[(f(g1))
−1]

= χ eN(x)(h
−1
1 )

≤ χ eN(x)(h1)

= χ eN(x)[f(g1)]

= χf−1( eN)(x)(g1)

elde edilir. Böylece f−1(Ñ), GE üzerinde neutrosophic esnek gruptur.

Tanım 3.2.13. Ñ , GE üzerinde neutrosophic esnek grup ve α, β, γ ∈ (0, 1], α+β +

γ ≤ 3 olsun. Buradan ∀g ∈ G ve x ∈ E için
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1. g = eG için θ eN(x)(g) = α, ϑ eN(x)(g) = β, χ eN(x)(g) = γ ve aksi halde θ eN(x)(g) = 0,

ϑ eN(x)(g) = χ eN(x)(g) = 1 ise Ñ ’ye GE üzerinde (α, β, γ)-birimsel neutrosophic

esnek grup denir.

2. θ eN(x)(g) = α, ϑ eN(x)(g) = β, χ eN(x)(g) = γ ise Ñ ’ye GE üzerinde (α, β, γ)-tam

neutrosophic esnek grup denir (Bera ve Mahapatra, 2016a).

Teorem 3.2.14. φ : G −→ H bir grup izomorfizması olsun.

1. Ñ , GE üzerinde neutrosophic esnek grup ise g ∈ Ker(φ) için θ eN(x)(g) = α,

ϑ eN(x)(g) = β, χ eN(x)(g) = γ ve aksi halde ∀g ∈ G ve x ∈ E için θ eN(x)(g) = 0,

ϑ eN(x)(g) = χ eN(x)(g) = 1 ise φ(Ñ), HE üzerinde (α, β, γ)-birimsel neutrosophic

esnek gruptur.

2. Ñ , GE üzerinde (α, β, γ)-tam neutrosophic esnek grup ise φ(Ñ), HE üzerinde

(α, β, γ)-tam neutrosophic esnek gruptur (Bera ve Mahapatra, 2016a).

İspat. 1. Teorem 3.2.11 den dolayı φ(Ñ), HE üzerinde neutrosophic esnek gruptur.

g ∈ kerφ ise φ(g) = eH (eH , H’nin birim elemanı) olur. Buradan

θφ( eN)(x)(eH) = θ eN(x)[φ
−1(eH)] = θ eN(x)(g) = α

ϑφ( eN)(x)(eH) = ϑ eN(x)[φ
−1(eH)] = ϑ eN(x)(g) = β

χφ( eN)(x)(eH) = χ eN(x)[φ
−1(eH)] = χ eN(x)(g) = γ

Benzer șekilde x /∈ kerφ ise

θ eN(x)(g) = 0, ϑ eN(x)(g) = 1, χ eN(x)(g) = 1

elde edilir.

2. ∀h ∈ H için h = φ(g) olacak șekilde g ∈ G vardır. ∀x ∈ E için

θφ( eN)(x)(h) = θ eN(x)[φ
−1(h)] = θ eN(x)(g) = α

ϑφ( eN)(x)(h) = ϑ eN(x)[φ
−1(h)] = ϑ eN(x)(g) = β
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χφ( eN)(x)(h) = χ eN(x)[φ
−1(h)] = χ eN(x)(g) = γ

elde edilir.

3.3. Neutrosophic Esnek Grupların Kartezyen Çarpımı

Tanım 3.3.1. Ñ1 ve Ñ2, sırasıyla GE ve HE üzerinde neutrosophic esnek grup

olsun. ∀(x, y) ∈ E × E için Ñ1 ×N2(x, y) = Ñ1(x) × Ñ2(y) olmak üzere Ñ1 ve

Ñ2’nin kartezyen çarpımı (g, h) ∈ G×H için

θ
Ñ1×N2(x,y)

(g, h) = θfN1(x)(g) ∗ θfN2(y)(h)

ϑ
Ñ1×N2(x,y)

(g, h) = ϑfN1(x)(g) ¦ ϑfN2(y)(h)

χ
Ñ1×N2(x,y)

(g, h) = χfN1(x)(g) ¦ χfN2(y)(h)

olmak üzere

Ñ1 ×N2(x, y) = {< (g, h), θ
Ñ1×N2(x,y)

(g, h), ϑ
Ñ1×N2(x,y)

(g, h), χ
Ñ1×N2(x,y)

(g, h) >: (g, h) ∈ G×H}

șeklinde tanımlanır (Bera ve Mahapatra, 2016a).

Teorem 3.3.2. Ñ1 ve Ñ2, sırasıyla GE ve HE grupları üzerinde neutrosophic esnek

grup olsun. Ñ1 ×N2, (G × H)E×E üzerinde neutrosophic esnek gruptur (Bera ve

Mahapatra, 2016a).

İspat. ∀(g1, h1), (g2, h2) ∈ G×H ve ∀(x, y) ∈ E × E için

θ
Ñ1×N2(x,y)

[(g1, h1) ◦ (g2, h2)] = θ
Ñ1×N2(x,y)

(g1 ◦ g2, h1 ◦ h2)

= θfN1(x)(g1 ◦ g2) ∗ θfN2(y)(h1 ◦ h2)

≥ [θfN1(x)(g1) ∗ θfN1(x)(g2)] ∗ [θfN2(y)(h1) ∗ θfN2(y)(h2)]

= [θfN1(x)(g1) ∗ θfN2(y)(h1)] ∗ [θfN1(x)(g2) ∗ θfN2(y)(h2)]

= θ
Ñ1×N2(x,y)

(g1, h1) ∗ θf
Ñ1×N2

(x,y)(g2, h2)
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ve

ϑ
Ñ1×N2(x,y)

[(g1, h1) ◦ (g2, h2)] = ϑ
Ñ1×N2(x,y)

(g1 ◦ g2, h1 ◦ h2)

= ϑfN1(x)(g1 ◦ g2) ¦ ϑfN2(y)(h1 ◦ h2)

≤ [ϑfN1(x)(g1) ¦ ϑfN1(x)(g2)] ¦ [ϑfN2(y)(h1) ¦ ϑfN2(y)(h2)]

= [ϑfN1(x)(g1) ¦ ϑfN2(y)(h1)] ¦ [ϑfN1(x)(g2) ¦ ϑfN2(y)(h2)]

= ϑ
Ñ1×N2(x,y)

(g1, h1) ¦ ϑ
Ñ1×N2(x,y)

(g2, h2)

ve

χ
Ñ1×N2(x,y)

[(g1, h1) ◦ (g2, h2)] = χ
Ñ1×N2(x,y)

(g1 ◦ g2, h1 ◦ h2)

= χfN1(x)(g1 ◦ g2) ¦ χfN2(y)(h1 ◦ h2)

≤ [χfN1(x)(g1) ¦ χfN1(x)(g2)] ¦ [χfN2(y)(h1) ¦ χfN2(y)(h2)]

= [χfN1(x)(g1) ¦ χfN2(y)(h1)] ¦ [χfN1(x)(g2) ¦ χfN2(y)(h2)]

= χ
Ñ1×N2(x,y)

(g1, h1) ¦ χ
Ñ1×N2(x,y)

(g2, h2)

Daha sonra

θ
Ñ1×N2(x,y)

[(g1, h1)
−1] = θ

Ñ1×N2(x,y)
(g−1

1 , h−1
1 )

= θfN1(x)(g
−1
1 ) ∗ θfN2(y)(h

−1
1 )

≥ θfN1(x)(g1) ∗ θfN2(y)(h1)

= θ
Ñ1×N2(x,y)

(g1, h1)

ve

ϑ
Ñ1×N2(x,y)

[(g1, h1)
−1] = ϑ

Ñ1×N2(x,y)
(g−1

1 , h−1
1 )

= ϑfN1(x)(g
−1
1 ) ¦ ϑfN2(y)(h

−1
1 )

≤ ϑfN1(x)(g1) ¦ ϑfN2(y)(h1)

= ϑ
Ñ1×N2(x,y)

(g1, h1)
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ve

χ
Ñ1×N2(x,y)

[(g1, h1)
−1] = χ

Ñ1×N2(x,y)
(g−1

1 , h−1
1 )

= χfN1(x)(g
−1
1 ) ¦ χfN2(y)(h

−1
1 )

≤ χfN1(x)(g1) ¦ χfN2(y)(h1)

= χ
Ñ1×N2(x,y)

(g1, h1)

elde edilir. Böylece Ñ1 ×N2, (G×H)E×E üzerinde bir neutrosophic esnek gruptur.

3.4. Neutrosophic Esnek Alt Gruplar

Tanım 3.4.1. Ñ1 ve Ñ2, GE grubu üzerinde iki neutrosophic esnek grup olsun.

∀g ∈ G, x ∈ E için

θfN1(x)(g) ≤ θfN2(x)(g), ϑfN1(x)(g) ≥ ϑfN2(x)(g), χfN1(x)(g) ≥ χfN2(x)(g)

ise Ñ1’e Ñ2’nin neutrosophic esnek alt grubu denir (Bera ve Mahapatra, 2016a).

Örnek 3.4.2. V = {e, a, b, c} Klein-4 grubu ve E = {x, y, z, t} parametre kümesi

olsun. t-norm (∗) ve s-norm (¦), a∗b = max(a+b−1, 0) ve a¦b = min(a+b, 1) olmak

üzere VE üzerinde Ñ1 ve Ñ2 neutrosophic esnek grupları așağıdaki gibi tanımlansın.

Ñ1(x) Ñ2(y) Ñ1(z) Ñ1(t)

e (0.65, 0.42, 0.54) (0.68, 0.21, 0.76) (0.70, 0.31, 0.32) (0.59, 0.38, 0.62)

a (0.61, 0.44, 0.78) (0.62, 0.31, 0.79) (0.67, 0.41, 0.39) (0.41, 0.49, 0.64)

b (0.55, 0.55, 0.59) (0.59, 0.42, 0.80) (0.60, 0.36, 0.48) (0.56, 0.43, 0.68)

c (0.47, 0.49, 0.69) (0.67, 0.43, 0.84) (0.48, 0.52, 0.54) (0.49, 0.50, 0.70)

Tablo 3.2. Ñ1 neutrosophic esnek grubu
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Ñ2(x) Ñ2(y) Ñ2(z) Ñ2(t)

e (0.65, 0.34, 0.14) (0.88, 0.12, 0.72) (0.72, 0.21, 0.16) (0.69, 0.31, 0.32)

a (0.71, 0.22, 0.78) (0.71, 0.19, 0.44) (0.84, 0.16, 0.25) (0.62, 0.32, 0.42)

b (0.75, 0.25, 0.52) (0.83, 0.11, 0.28) (0.69, 0.31, 0.39) (0.58, 0.41, 0.66)

c (0.67, 0.32, 0.29) (0.75, 0.21, 0.19) (0.79, 0.19, 0.41) (0.71, 0.27, 0.53)

Tablo 3.3. Ñ2 neutrosophic esnek grubu

Ñ1, VE üzerinde Ñ2’nin neutrosophic esnek alt grubudur (Bera ve Mahapatra, 2016a).

Teorem 3.4.3. Ñ , GE üzerinde neutrosophic esnek grup ve Ñ1 ve Ñ2, Ñ ’nin

neutrosophic esnek alt grupları olsun. Ñ neutrosophic esnek grubunun θ, ϑ, χ

fonksiyonları birimsel t-norm ve birimsel s-normun kurallarını sağlıyorsa

1. Ñ1 ∩N2, Ñ ’nin neutrosophic esnek alt grubudur.

2. Ñ1 ∧N2, Ñ ∧N ’nin neutrosophic esnek alt grubudur (Bera ve Mahapatra,

2016a).

İspat. Teorem 3.2.6 ve Teorem 3.2.9’ dan Ñ1∩Ñ2 ve Ñ1∧Ñ2’nin neutrosophic esnek

grup olduğunu biliyoruz. Șimdi neutrosophic esnek alt grup olduğunu gösterelim.

∀g ∈ G ve ∀x ∈ E için

1.

θ
Ñ1∩N2(x)

(g) = θfN1(x)(g) ∗ θfN2(x)(g) ≤ θ eN(x)(g) ∗ θ eN(x)(g) = θ eN(x)(g)

ϑ
Ñ1∩N2(x)

(g) = ϑfN1(x)(g) ¦ ϑfN2(x)(g) ≥ ϑ eN(x)(g) ¦ ϑ eN(x)(g) = ϑ eN(x)(g)

χ
Ñ1∩N2(x)

(g) = χfN1(x)(g) ¦ χfN2(x)(g) ≥ χ eN(x)(g) ¦ χ eN(x)(g) = χ eN(x)(g)

olur. Böylece Ñ1 ∩N2, Ñ ’nin neutrosophic esnek alt grubudur.

2.

θ
Ñ1∧N2(x,y)

(g) = θfN1(x)(g) ∗ θfN2(y)(g) ≤ θ eN(x)(g) ∗ θ eN(y)(g) = θ
Ñ∧N(x,y)

(g)

ϑ
Ñ1∧N2(x,y)

(g) = ϑfN1(x)(g) ¦ ϑfN2(y)(g) ≥ ϑ eN(x)(g) ¦ ϑ eN(y)(g) = ϑ
Ñ∧N(x,y)

(g)

χ
Ñ1∧N2(x,y)

(g) = χfN1(x)(g) ¦ χfN2(y)(g) ≥ χ eN(x)(g) ¦ χ eN(y)(g) = χ
Ñ∧N(x,y)

(g)
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olur. Böylece Ñ1 ∧N2, Ñ ×N ’nin neutrosophic esnek alt grubudur.

Örnek 3.4.4. S = {1, ω, ω2} olmak üzere birimin küp kökleri (S, .) grubu alınsın.

E = {x, y, z} parametre kümesi olsun. t-norm ve s-norm sırasıyla a ∗ b = ab ve

a ¦ b = a + b − ab olarak tanımlansın. (S, .) üzerinde Ñ neutrosophic esnek grubu

ve Ñ ’nin iki neutrosophic alt grubu Ñ1 ve Ñ2 așağıdaki gibi tanımlansın.

Ñ(x) Ñ(y) Ñ(z)

1 (0.7, 0.3, 0.2) (0.6, 0.5, 0.6) (0.6, 0.3, 0.5)

ω (0.7, 0.2, 0.4) (0.5, 0.5, 0.7) (0.7, 0.3, 0.5)

ω2 (0.6, 0.3, 0.2) (0.4, 0.4, 0.6) (0.5, 0.4, 0.6)

Tablo 3.4. Ñ neutrosophic esnek grubu

Ñ1(x) Ñ1(y) Ñ1(z)

1 (0.4, 0.4, 0.9) (0.5, 0.6, 0.6) (0.6, 0.6, 0.6)

ω (0.6, 0.4, 0.7) (0.4, 0.5, 0.7) (0.5, 0.8, 0.5)

ω2 (0.3, 0.5, 0.8) (0.4, 0.8, 0.7) (0.5, 0.6, 0.7)

Tablo 3.5. Ñ1 neutrosophic esnek alt grubu

Ñ2(x) Ñ2(y) Ñ2(z)

1 (0.6, 0.5, 0.2) (0.5, 0.5, 0.7) (0.6, 0.4, 0.6)

ω (0.7, 0.3, 0.4) (0.4, 0.5, 0.8) (0.6, 0.4, 0.5)

ω2 (0.6, 0.4, 0.3) (0.3, 0.6, 0.7) (0.5, 0.5, 0.7)

Tablo 3.6. Ñ2 neutrosophic esnek alt grubu

Ñ1 ∩N2(x) Ñ1 ∩N2(y) Ñ1 ∩N2(z)

1 (0.24, 0.70, 0.92) (0.25, 0.80, 0.88) (0.36, 0.76, 0.84)

ω (0.42, 0.58, 0.82) (0.16, 0.75, 0.94) (0.30, 0.88, 0.75)

ω2 (0.18, 0.70, 0.86) (0.12, 0.92, 0.91) (0.25, 0.80, 0.91)

Tablo 3.7. Ñ1 ∩N2 neutrosophic esnek alt grubu
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Ñ1 ∧N2(x, x) Ñ1 ∧N2(y, x) Ñ1 ∧N2(z, x)

Ñ1 ∧N2(x, y) Ñ1 ∧N2(y, y) Ñ1 ∧N2(z, y)

Ñ1 ∧N2(x, z) Ñ1 ∧N2(y, z) Ñ1 ∧N2(z, z)

(0.24, 0.70, 0.92) (0.30, 0.80, 0.68) (0.36, 0.80, 0.68)

1 (0.24, 0.64, 0.96) (0.30, 0.76, 0.84) (0.36, 0.76, 0.84)

(0.20, 0.70, 0.97) (0.25, 0.80, 0.88) (0.30, 0.80, 0.88)

(0.42, 0.58, 0.82) (0.28, 0.65, 0.82) (0.35, 0.86, 0.70)

ω (0.36, 0.64, 0.85) (0.24, 0.70, 0.85) (0.30, 0.88, 0.75)

(0.24, 0.70, 0.94) (0.16, 0.75, 0.94) (0.20, 0.90, 0.90)

(0.18, 0.70, 0.86) (0.24, 0.88, 0.79) (0.30, 0.76, 0.79)

ω2 (0.15, 0.75, 0.94) (0.20, 0.90, 0.91) (0.25, 0.80, 0.91)

(0.09, 0.80, 0.94) (0.12, 0.92, 0.91) (0.15, 0.84, 0.91)

Tablo 3.8. Ñ1 ∧N2 neutrosophic esnek alt grubu

Ñ ∧N(x, x) Ñ ∧N(y, x) Ñ ∧N(z, x)

Ñ ∧N(x, y) Ñ ∧N(y, y) Ñ ∧N(z, y)

Ñ ∧N(x, z) Ñ ∧N(y, z) Ñ ∧N(z, z)

(0.49, 0.51, 0.36) (0.42, 0.65, 0.68) (0.42, 0.51, 0.60)

1 (0.52, 0.51, 0.60) (0.36, 0.65, 0.80) (0.36, 0.71, 0.75)

(0.42, 0.65, 0.68) (0.36, 0.75, 0.84) (0.36, 0.65, 0.80)

(0.49, 0.36, 0.64) (0.35, 0.60, 0.82) (0.49, 0.44, 0.70)

ω (0.49, 0.44, 0.70) (0.35, 0.65, 0.85) (0.49, 0.51, 0.75)

(0.35, 0.60, 0.82) (0.25, 0.75, 0.91) (0.35, 0.65, 0.85)

(0.36, 0.51, 0.51) (0.24, 0.58, 0.72) (0.30, 0.58, 0.72)

ω2 (0.30, 0.58, 0.72) (0.20, 0.64, 0.84) (0.25, 0.64, 0.84)

(0.24, 0.58, 0.72) (0.16, 0.64, 0.84) (0.20, 0.64, 0.84)

Tablo 3.9. Ñ ∧N neutrosophic esnek alt grubu (Bera ve Mahapatra, 2016a)

Teorem 3.4.5. Ñ1 ve Ñ2, GE üzerinde iki neutrosophic esnek grup olsun Ñ1, Ñ2’nin

neutrosophic esnek alt grubu olacak șekilde f : G −→ H bir grup izomorfizması

olsun. f(Ñ1) ve f(Ñ2), HE üzerinde iki neutrosophic esnek gruptur. Ayrıca f(Ñ1),

f(Ñ2)’nin neutrosophic esnek alt grubudur (Bera ve Mahapatra, 2016a).
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İspat. f(Ñ1) ve f(Ñ2)’nin HE üzerinde neutrosophic esnek grup olduğu Teorem

3.2.11 de ispatlanmıștır. f(Ñ1)’in f(Ñ2)’nin neutrosophic esnek alt grubu olduğunu

gösterelim. h = f(g) olacak șekilde g ∈ G ve h ∈ H olsun. Buradan

θfN1(x)(g) ≤ θfN2(x)(g)

θfN1(x)[f
−1(h)] ≤ θfN2(x)[f

−1(h)]

θf(fN1)(x)(h) ≤ θf(fN2)(x)(h)

Benzer șekilde

ϑfN1(x)(g) ≥ ϑfN2(x)(g)

ϑfN1(x)[f
−1(h)] ≥ ϑfN2(x)[f

−1(h)]

ϑf(fN1)(x)(h) ≥ ϑf(fN2)(x)(h)

ve

χfN1(x)(g) ≥ χfN2(x)(g)

χfN1(x)[f
−1(h)] ≥ χfN2(x)[f

−1(h)]

χf(fN1)(x)(h) ≥ χf(fN2)(x)(h)

olur. Böylece f(Ñ1), f(Ñ2)’nin neutrosophic esnek alt grubudur.

3.5. Neutrosophic Normal Esnek Gruplar

Bu bölümde neutrosophic normal esnek grupları ve bazı temel özelliklerini inceleyeceğiz.

Tanım 3.5.1. Ñ , GE grubu üzerinde neutrosophic esnek grup olsun. ∀x ∈ E,

∀n ∈ Ñ(x) ve ∀g ∈ G için

θ eN(x)(gonog−1) ≥ θ eN(x)(n)

ϑ eN(x)(gonog−1) ≤ ϑ eN(x)(n)
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χ eN(x)(gonog−1) ≤ χ eN(x)(n)

ise Ñ ’ye GE üzerinde neutrosophic normal esnek grup denir (Bera ve Mahapatra,

2017b).

Tanım 3.5.2. Ñ , GE üzerinde neutrosophic esnek grup olsun. ∀g1, g2 ∈ G ve

∀x ∈ E için

θ eN(x)(g1og2) = θ eN(x)(g2og1)

ϑ eN(x)(g1og2) = ϑ eN(x)(g2og1)

χ eN(x)(g1og2) = χ eN(x)(g2og1)

ise Ñ ’ye GE üzerinde değișmeli neutrosophic esnek grup denir (Bera ve Mahapatra,

2017b).

Örnek 3.5.3. N+ doğal sayılar kümesi ve Z tam sayılar kümesi olmak üzere Ñ :

N+ −→ PZ(N) fonksiyonu, ∀n ∈ N+ ve ∀z ∈ Z için

θ eN(n)(z) =





0 , z tek ise
2
n

, z çift ise

ϑ eN(n)(z) =





1
n

, z tek ise

0 , z çift ise

χ eN(n)(z) =





1− 3
n

, z tek ise

0 , z çift ise

șeklinde tanımlansın. t-norm(∗) ve s-norm(¦) sırasıyla a ∗ b = min[a, b] ve a ¦ b =

max[a, b] șeklinde tanımlansın. Ñ , ZN+ üzerinde bir neutrosophic normal esnek

gruptur (Bera ve Mahapatra, 2017b).

Önerme 3.5.4. Ñ , GE üzerinde neutrosophic normal esnek grup olsun. ∀g1, g2 ∈ G

ve ∀x ∈ E için

1. θ eN(x)(g2og1og
−1
2 ) = θ eN(x)(g1), ϑ eN(x)(g2og1og

−1
2 ) = ϑ eN(x)(g1), χ eN(x)(g2og1og

−1
2 ) =

χ eN(x)(g1) dir.
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2. Ñ , GE üzerinde değișmeli neutrosophic esnek gruptur (Bera ve Mahapatra,

2017b).

İspat. ∀g1, g2 ∈ G ve ∀x ∈ E için

1.

θ eN(x)(g1) = θ eN(x)[(g
−1
2 og2)og1o(g

−1
2 og2)]

= θ eN(x)[g
−1
2 o(g2og1og

−1
2 )og2]

= θ eN(x)[g
−1
2 o(g2og1og

−1
2 )o(g−1

2 )−1]

≥ θ eN(x)(g2og1og
−1
2 )

ve

ϑ eN(x)(g1) = ϑ eN(x)[(g
−1
2 og2)og1o(g

−1
2 og2)]

= ϑ eN(x)[g
−1
2 o(g2og1og

−1
2 )og2]

= ϑ eN(x)[g
−1
2 o(g2og1og

−1
2 )o(g−1

2 )−1]

≤ ϑ eN(x)(g2og1og
−1
2 )

ve

χ eN(x)(g1) = χ eN(x)[(g
−1
2 og2)og1o(g

−1
2 og2)]

= χ eN(x)[g
−1
2 o(g2og1og

−1
2 )og2]

= χ eN(x)[g
−1
2 o(g2og1og

−1
2 )o(g−1

2 )−1]

≤ χ eN(x)(g2og1og
−1
2 )

elde edilir. Neutrosophic normal esnek grup tanımından

θ eN(x)(g2og1og
−1
2 ) = θ eN(x)(g1), ϑ eN(x)(g2og1og

−1
2 ) = ϑ eN(x)(g1), χ eN(x)(g2og1og

−1
2 ) = χ eN(x)(g1)

eșitlikleri elde edilir.
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2.

θ eN(x)(g1) = θ eN(x)(g2og1og
−1
2 )

θ eN(x)(g1og2) = θ eN(x)(g2o(g1og2)og
−1
2 )

θ eN(x)(g1og2) = θ eN(x)(g2og1)

ve

ϑ eN(x)(g1) = ϑ eN(x)(g2og1og
−1
2 )

ϑ eN(x)(g1og2) = ϑ eN(x)(g2o(g1og2)og
−1
2 )

ϑ eN(x)(g1og2) = ϑ eN(e)(g2og1)

ve

χ eN(x)(g1) = χ eN(x)(g2og1og
−1
2 )

χ eN(x)(g1og2) = χ eN(x)(g2o(g1og2)og
−1
2 )

χ eN(x)(g1og2) = χ eN(x)(g2og1)

elde edilir. Dolayısıyla Ñ , GE üzerinde değișmeli neutrosophic esnek gruptur.

Teorem 3.5.5. Ñ1 ve Ñ2, GE grubu üzerinde neutrosophic normal esnek grup olsun.

1. Ñ1 ∩ Ñ2, GE üzerinde neutrosophic normal esnek gruptur.

2. Ñ1∧Ñ2, GE üzerinde neutrosophic normal esnek gruptur (Bera ve Mahapatra,

2017b).

İspat. 1. ∀g1, g2 ∈ G ve ∀x ∈ E için

θ
Ñ1∩2(x)

(g2og1og
−1
2 ) = θfN1(x)(g2og1og

−1
2 ) ∗ θfN2(x)(g2og1og

−1
2 )

≥ θfN1(x)(g1) ∗ θfN2(x)(g1)

= θ
Ñ1∩2(x)

(g1)
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ve

ϑ
Ñ1∩2(x)

(g2og1og
−1
2 ) = ϑfN1(x)(g2og1og

−1
2 ) ¦ ϑfN2(x)(g2og1og

−1
2 )

≤ ϑfN1(x)(g1) ¦ ϑfN2(x)(g1)

= ϑ
Ñ1∩2(x)

(g1)

ve

χ
Ñ1∩2(x)

(g2og1og
−1
2 ) = χfN1(x)(g2og1og

−1
2 ) ¦ χfN2(x)(g2og1og

−1
2 )

≤ χfN1(x)(g1) ¦ χfN2(x)(g1)

= χ
Ñ1∩2(x)

(g1)

elde edilir. Böylece Ñ1 ∩ Ñ2, GE üzerinde neutrosophic normal esnek gruptur.

2. ∀g1, g2 ∈ G ve ∀(x, y) ∈ E × E için

θ
Ñ1∧2(x,y)

(g2og1og
−1
2 ) = θfN1(x)(g2og1og

−1
2 ) ∗ θfN2(y)(g2og1og

−1
2 )

≥ θfN1(x)(g1) ∗ θfN2(y)(g1)

= θ
Ñ1∧2(x,y)

(g1)

ve

ϑ
Ñ1∧2(x,y)

(g2og1og
−1
2 ) = ϑfN1(x)(g2og1og

−1
2 ) ¦ ϑfN2(y)(g2og1og

−1
2 )

≤ ϑfN1(x)(g1) ¦ ϑfN2(y)(g1)

= ϑ
Ñ1∧2(x,y)

(g1)

ve

χ
Ñ1∧2(x,y)

(g2og1og
−1
2 ) = χfN1(x)(g2og1og

−1
2 ) ¦ χfN2(y)(g2og1og

−1
2 )

≤ χfN1(x)(g1) ¦ χfN2(y)(g1)

= χ
Ñ1∧2(x,y)

(g1)
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elde edilir. Böylece Ñ1 ∧ Ñ2, GE üzerinde neutrosophic normal esnek gruptur.

Uyarı 3.5.6. Genellikle iki neutrosophic normal esnek grubun birleșimi neutrosophic

normal esnek grup değildir. Bir grup diğerinin alt kümesi ise sağlanır.

Örnek 3.5.7. G = (Z, +) ve E = 3Z olsun. GE üzerinde Ñ1 ve Ñ2 neutrosophic

esnek grupları așağıdaki gibi tanımlansın. ∀x, z ∈ Z için

θfN1(3z)(x) =





1
2

, x = 6kz, ∃k ∈ Z ise

0 aksi halde

ϑfN1(3z)(x) =





0 , x = 6kz, ∃k ∈ Z ise
1
5

aksi halde

χfN1(3z)(x) =





0 , x = 6kz, ∃k ∈ Z ise
1
4

aksi halde

ve

θfN2(3z)(x) =





2
3

, x = 9kz, ∃k ∈ Z ise

0 aksi halde

ϑfN2(3z)(x) =





0 , x = 9kz, ∃k ∈ Z ise
1
6

aksi halde

χfN2(3z)(x) =





1
4

, x = 9kz, ∃k ∈ Z ise

1 aksi halde

t-norm(∗) ve s-norm(¦) sırasıyla a ∗ b = min[a, b] ve a ¦ b = max[a, b] șeklinde

tanımlansın. Böylece Ñ1 ve Ñ2, GE üzerinde normaldir.

z = 1, x = 6, y = 9 için

θ
Ñ1∪2(3)

(6− 9) = θfN1(3)(−3) ¦ θfN2(3)(−3) = max[0, 0] = 0

35



ve

θ
Ñ1∪2(3)

(6) ∗ θ
Ñ1∪2(3)

(9) = {θfN1(3)(6) ¦ θfN2(3)(6)} ∗ {θfN1(3)(9) ¦ θfN2(3)(9)}

= min[max{1

2
, 0},max{0, 2

3
}]

= min[
1

2
,
2

3
]

=
1

2

olur. Dolayısıyla θ
Ñ1∪2(3)

(6 − 9) < θ
Ñ1∪2(3)

(6) ∗ θ
Ñ1∪2(3)

(9)’dir. Yani, Ñ1 ∪ Ñ2

neutrosophic esnek grup değildir.

Șimdi, GE üzerinde Ñ2 neutrosophic esnek grubu așağıdaki șekilde gibi tanımlansın.

θfN2(3z)(x) =





1
4

, x = 12kz, ∃k ∈ Z ise

0 aksi halde

ϑfN2(3z)(x) =





1
2

, x = 12kz, ∃k ∈ Z ise

1 aksi halde

χfN2(3z)(x) =





0 , x = 12kz, ∃k ∈ Z ise
2
5

aksi halde

Böylece Ñ2 ⊆ Ñ1 ve Ñ1∪ Ñ2, GE üzerinde neutrosophic normal esnek gruptur (Bera

ve Mahapatra, 2017b).

Teorem 3.5.8. f : G −→ H bir grup izomorfizması olsun. Ñ , GE üzerinde

neutrosophic normal esnek grup ise f(Ñ), HE üzerinde neutrosophic normal esnek

gruptur (Bera ve Mahapatra, 2017b).
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İspat. h2 ∈ f(Ñ)(x) ve h1 ∈ H için h1 = f(g1) ve h2 = f(g2) olacak șekilde

g2 ∈ Ñ(x) ve g1 ∈ G var olsun. Buradan

θf( eN)(x)(h1oh2oh
−1
1 ) = θ eN(x)[f

−1(h1oh2oh
−1
1 )]

= θ eN(x)[f
−1(h1)of

−1(h2)of
−1(h−1

1 )]

= θ eN(x)[f
−1(h1)of

−1(h2)o(f
−1(h1))

−1]

= θ eN(x)(g1og2og
−1
1 )

≥ θ eN(x)(g2)

= θ eN(x)[f
−1(h2)]

= θf( eN)(x)(h2)

ve

ϑf( eN)(x)(h1oh2oh
−1
1 ) = ϑ eN(x)[f

−1(h1oh2oh
−1
1 )]

= ϑ eN(x)[f
−1(h1)of

−1(h2)of
−1(h−1

2 )]

= ϑ eN(x)[f
−1(h1)of

−1(h2)o(f
−1(h1))

−1]

= ϑ eN(x)(g1og2og
−1
1 ) ≤ ϑ eN(x)(g2)

= ϑ eN(x)[f
−1(h2)] = ϑf( eN)(x)(h2)

ve

χf( eN)(x)(h1oh2oh
−1
1 ) = χ eN(x)[f

−1(h1oh2oh
−1
1 )]

= χ eN(x)[f
−1(h1)of

−1(h2)of
−1(h−1

1 )]

= χ eN(x)[f
−1(h1)of

−1(h2)o(f
−1(h1))

−1]

= χ eN(x)(g1og2g
−1
1 ) ≤ χ eN(x)(g2)

= χ eN(x)[f
−1(g2)] = χf( eN)(x)(h2)

elde edilir. Böylece f(Ñ), HE üzerinde neutrosophic normal esnek gruptur.
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3.6. Neutrosophic Esnek Kosetler

Tanım 3.6.1. Ñ , GE üzerinde neutrosophic esnek grup ve g1 ∈ G sabit bir eleman

olsun.

g1oÑ(x) = {< g2, θg1o eN(x)(g2), ϑg1o eN(x)(g2), χg1o eN(x)(g2) >: ∀g2 ∈ G}
= {< g2, θ eN(x)(g

−1
1 og2), ϑ eN(x)(g

−1
1 og2), χ eN(x)(g

−1
1 og2) >: ∀g2 ∈ G}

olmak üzere

g1oÑ = {g1oÑ(x) : ∀x ∈ E}

kümesine Ñ ’ nin GE’deki sol neutrosophic esnek koseti denir. Benzer șekilde

Ñ(x)og1 = {< g2, θ eN(x)og1
(g2), ϑ eN(x)og1

(g2), χ eN(x)og1
(g2) >: ∀g2 ∈ G}

= {< g2, θ eN(x)(g2og
−1
1 ), ϑ eN(x)(g2og

−1
1 ), χ eN(x)(g2og

−1
1 ) >: ∀g2 ∈ G}

olmak üzere

Ñog1 = {Ñ(x)og1 : ∀x ∈ E}

kümesine Ñ ’ nin GE’deki sağ neutrosophic esnek koseti denir (Bera ve Mahapatra,

2017b).

Önerme 3.6.2. Ñ ’ nin GE üzerinde neutrosophic normal esnek grup olması için

gerek ve yeter șart Ñ ’nin GE’deki sağ ve sol neutrosophic esnek kosetlerinin eșit

olmasıdır (Bera ve Mahapatra, 2017b).

İspat. İlk olarak Ñ , GE üzerinde neutrosophic normal esnek grup olsun. Buradan

g1oÑ(x) = {< g2, θg1o eN(x)(g2), ϑg1o eN(x)(g2), χg1o eN(x)(g2) >: ∀g2 ∈ G}
= {< g2, θ eN(x)(g

−1
1 og2), ϑ eN(x)(g

−1
1 og2), χ eN(x)(g

−1
1 og2) >: ∀g2 ∈ G}

= {< g2, θ eN(x)(g2og
−1
1 ), ϑ eN(x)(g2og

−1
1 ), χ eN(x)(g2og

−1
1 ) >: ∀g2 ∈ G}

= {< g2, θ eN(x)og1
(g2), ϑ eN(x)og1

(g2), χ eN(x)og1
(g2) >: ∀g2 ∈ G}

= Ñ(x)og1
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olur. Böylece Ñ ’nin GE’deki sağ ve sol neutrosophic esnek kosetleri eșittir. Șimdi

g1oÑ = {g1oÑ(x) : ∀x ∈ E} = {Ñ(x)og1 : ∀x ∈ E} = Ñog1 olsun. Buradan

θg1◦ eN(x)(g2) = θ eN(x)◦g1
(g2)

θ eN(x)(g
−1
1 ◦ g2) = θ eN(x)(g2 ◦ g−1

1 )

θ eN(x)(g2 ◦ g−1
1 ) = θ eN(x)(g

−1
1 ◦ g2)

θ eN(x)(g1 ◦ g2 ◦ g−1
1 ) = θ eN(x)(g2)

ve

ϑg1◦ eN(x)(g2) = ϑ eN(x)◦g1
(g2)

ϑ eN(x)(g
−1
1 ◦ g2) = ϑ eN(x)(g2 ◦ g−1

1 )

ϑ eN(x)(g2 ◦ g−1
1 ) = ϑ eN(x)(g

−1
1 ◦ g2)

ϑ eN(x)(g1 ◦ g2 ◦ g−1
1 ) = ϑ eN(x)(g2)

ve

χg1◦ eN(x)(g2) = χ eN(x)◦g1
(g2)

χ eN(x)(g
−1
1 ◦ g2) = χ eN(x)(g2 ◦ g−1

1 )

χ eN(x)(g2 ◦ g−1
1 ) = χ eN(x)(g

−1
1 ◦ g2)

χ eN(x)(g1 ◦ g2 ◦ g−1
1 ) = χ eN(x)(g2)

olur. Böylece Ñ , GE üzerinde neutrosophic normal esnek grup olur.

Bundan sonra, neutrosophic normal esnek grubun sağ ve sol kosetleri eșit olduğundan

sadece neutrosophic esnek koset denilecektir.

Örnek 3.6.3. G bir grup olsun. ∀g ∈ G için

θ eN(x)(g1) = θ eN(x)(eG), ϑ eN(x)(g1) = ϑ eN(x)(eG), χ eN(x)(g1) = χ eN(x)(eG)

olmak üzere Ñ = {< x, Ñ(x) >: ∀x ∈ E}, G’ni neutrosophic normal esnek grubudur

(Bera ve Mahapatra, 2017b).
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Teorem 3.6.4. Ñ , GE üzerinde neutrosophic normal esnek grup olsun. G üzerinde

Ñ ’nin tüm farklı neutrosophic esnek kosetlerinin kümesi = olsun. ∀g1, g2 ∈ G için

g1Ñg2Ñ = (g1g2)Ñ çarpımına göre = bir gruptur (Bera ve Mahapatra, 2017b).

İspat. İlk önce iyi tanımlılığını gösterelim.

∀g1, g2, g
′
1, g

′
2 ∈ G için g1Ñ = g′1Ñ ve g2Ñ = g′2Ñ ise g1Ñg2Ñ = (g′1g

′
2)Ñ olduğunu

gösterelim.

g1Ñ = g′1Ñ ve g2Ñ = g′2Ñ iken x1 ∈ E için g−1
1 g′1 = Ñ(x1) ve x2 ∈ E için g−1

2 g′2 =

Ñ(x2)’dir. (g1g2)Ñ = (g′1g
′
2)Ñ yani (g1g2)

−1(g′1g
′
2) ∈ Ñ olduğu gösterilecektir.

(g1g2)
−1(g′1g

′
2) = g−1

2 g−1
1 g′1g

′
2

= g−1
2 Ñ(x1)g

′
2

= g−1
2 g′2Ñ(x1)

= Ñ(x2)Ñ(x1)

= Ñ(x3) ∈ Ñ , x3 ∈ E

Dolayısıyla iyi tanımlıdır. Șimdi

1. ∀g1, g2 ∈ G için g1Ñ , g2Ñ ∈ = iken g1g2Ñ ∈ = olduğu açıktır.

2. ∀g1, g2, g3 ∈ G için

g1Ñ [g2Ñg3Ñ ] = g1Ñ(g2g3)Ñ = g1(g2g3)Ñ

ve

[g1Ñg2Ñ ]g3Ñ = (g1g2)Ñg3Ñ = (g1g2)g3Ñ

olur. G bir grup ve birleșme özelliği sağlandığından g1(g2g3) = (g1g2)g3 olur.

3. eG, G’nin birim elemanı olmak üzere

eGÑg1Ñ = (eGg1)Ñ = g1Ñ

ve

g1ÑeGÑ = (g1eG)Ñ = g1Ñ
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olur. Birim eleman eGÑ ∈ =’dir.

4. Son olarak

g−1
1 Ñg1Ñ = (g−1

1 g1)Ñ = eGÑ = Ñ

ve

g1Ñg−1
1 Ñ = (g1g

−1
1 )Ñ = eGÑ = Ñ

olur. Ters eleman (g1Ñ)−1 = g−1
1 Ñ ’dir.

Böylece = bir gruptur. Bu gruba G ile Ñ ’nin bölüm grubu (veya çarpım

grubu) denir ve G/Ñ ile gösterilir.

Tanım 3.6.5. G bir yarı grup ve Ñ1 ve Ñ2, GE üzerinde iki neutrosophic esnek

küme olsun. Ñ1 ve Ñ2’nin neutrosophic esnek çarpımı Ñ1.Ñ2 = Ñ1.2 ile gösterilir ve

∀(x, y) ∈ E × E ve ∀g1 ∈ G için

θgN1.2(x,y)(g1) =





maxg1=g2g3 [θfN1(x)(g2) ∗ θfN2(y)(g3)] , g1 = g2g3 olarak yazılabiliyorsa

0 , g1 = g2g3 olarak yazılamıyorsa

ϑgN1.2(x,y)(g1) =





ming1=g2g3 [ϑfN1(x)(g2) ¦ ϑfN2(y)(g3)] , g1 = g2g3 olarak yazılabiliyorsa

1 , g1 = g2g3 olarak yazılamıyorsa

χgN1.2(x,y)(g1) =





ming1=g2g3 [χfN1(x)(g2) ¦ χfN2(y)(g3)] , g1 = g2g3 olarak yazılabiliyorsa

1 , g1 = g2g3 olarak yazılamıyorsa

șeklinde tanımlanır (Bera ve Mahapatra, 2017b).

Teorem 3.6.6. Ñ , GE üzerinde bir neutrosophic normal esnek grup olsun. φ :

G −→ G/Ñ , ∀g ∈ G için φ(g) = gÑ șeklinde tanımlı doğal bir homomorfizma

vardır (Bera ve Mahapatra, 2017b).

İspat. φ : G −→ G/Ñ fonksiyonu ∀x ∈ E için φ(g) = gÑ(x) șeklinde tanımlansın.

φ’nin homomorfizma olduğu gösterilecektir. Yani ∀g1, g2 ∈ G için φ(g1g2) = φ(g1)φ(g2),
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yani (g1g2)Ñ(x) = (g1Ñ(x))(g2Ñ(x)) olduğu gösterilecektir. ∀g ∈ G için

(g1Ñ(x))(g) = < θg1
eN(x)(g), ϑg1

eN(x)(g), χg1
eN(x)(g1) >

= < θ eN(x)(g
−1
1 g), ϑ eN(x)(g

−1
1 g), χ eN(x)(g

−1
1 g) >

(g2Ñ(x))(g1) = < θg2
eN(x)(g), ϑg2

eN(x)(g), χg2
eN(x)(g) >

= < θ eN(x)(g
−1
2 g), ϑ eN(x)(g

−1
2 g), χ eN(x)(g

−1
2 g) >

((g1g2)Ñ(x))(g) = < θg1g2
eN(x)(g), ϑg1g2

eN(x)(g), χg1g2
eN(x)(g) >

= < θ eN(x)((g1g2)
−1g), ϑ eN(x)((g1g2)

−1g), χ eN(x)((g1g2)
−1g) >

olur. Buradan

[(g1(Ñ(x)))(g2(Ñ(x)))](g) =< maxg=rs{θg1( eN(x))(r) ∗ θg2( eN(x))(s)},
ming=rs{ϑg1( eN(x))(r) ¦ ϑg2( eN(x))(s)},ming=rs{χg1( eN(x))(r) ¦ χg2( eN(x))(s)} >

=< max{θ eN(x)(g
−1
1 r) ∗ θ eN(x)(g

−1
2 s)},

min{ϑ eN(x)(g
−1
1 r) ¦ ϑ eN(x)(g

−1
2 s)},min{χ eN(x)(g

−1
1 r) ¦ χ eN(x)(g

−1
2 s)} >

Ayrıca

θ eN(x)((g1g2)
−1g) = θ eN(x)(g

−1
2 g−1

1 g)

= θ eN(x)(g
−1
2 g−1

1 rs)

= θ eN(x)(g
−1
2 (g−1

1 rsg−1
2 )g2)

= θ eN(x)(g
−1
1 rsg−1

2 )

≥ θ eN(x)(g
−1
1 r) ∗ θ eN(x)(sg

−1
2 )

olur. Benzer șekilde ϑ ve χ için de sağlanır. Dolayısıyla

θ eN(x)((g1g2)
−1)g) = maxg=rs[θ eN(x)(g

−1
1 r) ∗ θ eN(x)(g

−1
2 s)],

ϑ eN(x)((g1g2)
−1)g) = ming=rs[ϑ eN(x)(g

−1
1 r) ¦ ϑ eN(x)(g

−1
2 s)],

χ eN(x)((g1g2)
−1)g) = ming=rs[χ eN(x)(g

−1
1 r) ¦ χ eN(x)(g

−1
2 s)]
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elde edilir. Buradan

[(g1g2)Ñ(x)](g) = [(g1Ñ(x))(g2Ñ(x))](g) ⇒ φ(g1g2) = φ(g1)φ(g2)

olduğu görülür.

Önerme 3.6.7. Ñ , sonlu bir GE grubu üzerinde neutrosophic esnek grup olsun.

∀x ∈ E için

H = {g1 ∈ G : θ eN(x)(g1) = θ eN(x)(eG); ϑ eN(x)(g1) = ϑ eN(x)(eG); χ eN(x)(g1) = χ eN(x)(eG)}

K = {g2 ∈ G : Ñg2 = ÑeG}

yani

K = {g2 ∈ G : θ eN(x)g2
(g1) = θ eN(x)eG

(g1);

ϑ eN(x)g2
(g1) = ϑ eN(x)eG

(g1); χ eN(x)g2
(g1) = χ eN(x)eG

(g1) : ∀g1 ∈ G}

șeklinde tanımlansın. ∗ eșgüçlü t-norm ve ¦ eșgüçlü s-norm ise H ve K, G’nin alt

gruplarıdır. Ayrıca H = K’dır (Bera ve Mahapatra, 2017b).

İspat. ∀h1, h2 ∈ H olsun. Buradan

θ eN(x)(h1h2) ≥ θ eN(x)(h1) ∗ θ eN(x)(h2)

= θ eN(x)(eG) ∗ θ eN(x)(eG)

= θ eN(x)(eG)

Dolayısıyla θ eN(x)(h1h2) ≥ θ eN(x)(eG) elde edilir.

Ayrıca θ eN(x)(h1h
−1
1 ) ≥ θ eN(x)(h1)∗θ eN(x)(h1) yani, θ eN(x)(eG) ≥ θ eN(x)(h1) olur. Böylece,

θ eN(x)(eG) ≥ θ eN(x)(h1) elde edilir. h1 yerine h1h2 yazarsak, θ eN(x)(eG) ≥ θ eN(x)(h1h2)

olur. Buradan θ eN(x)(h1h2) = θ eN(x)(eG) elde edilir. (1)
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Sonrasında

ϑ eN(x)(h1h2) ≤ ϑ eN(x)(h1) ¦ ϑ eN(x)(h2)

= ϑ eN(x)(eG) ¦ ϑ eN(x)(eG)

= ϑ eN(x)(eG)

yani

ϑ eN(x)(h1h2) ≤ ϑ eN(x)(eG)

elde edilir.

Ayrıca ϑ eN(x)(h1h
−1
1 ) ≤ ϑ eN(x)(h1) ¦ ϑ eN(x)(h1) yani, ϑ eN(x)(eG) ≤ ϑ eN(x)(h1) olur.

Böylece ϑ eN(x)(eG) ≤ ϑ eN(x)(h1) olur. h1 yerine h1h2 yazarsak ϑ eN(x)(eG) ≤ ϑ eN(x)(h1h2)

olur. Buradan ϑ eN(x)(h1h2) = ϑ eN(x)(eG) elde edilir. (2)

Benzer șekilde χ eN(x)(h1)h2 = χ eN(x)(eG) elde edilir. (3)

Yani (1), (2), (3)’den ∀h1, h2 ∈ H için h1h2 ∈ H olduğu görülür. G sonlu olduğundan

H, G’nin bir alt grubudur. Son olarak H = K olduğunu gösterelim. k ∈ K olsun,

∀g ∈ G için

θ eN(x)k(g) = θ eN(x)eG
(g), ϑ eN(x)k(g) = ϑ eN(x)eG

(g), χ eN(x)k(g) = χ eN(x)eG
(g)

θ eN(x)(gk−1) = θ eN(x)(geG
−1), ϑ eN(x)(gk−1) = ϑ eN(x)(geG

−1), ϑ eN(x)(gk−1) = χ eN(x)(geG
−1)

θ eN(x)(gk−1) = θ eN(x)(g), ϑ eN(x)(gk−1) = ϑ eN(x)(g), χ eN(x)(gk−1) = χ eN(x)(g)

θ eN(x)(k
−1) = θ eN(x)(eG), ϑ eN(x)(k

−1) = ϑ eN(x)(eG), χ eN(x)(k
−1) = χ eN(x)(eG)

(g = eG alınırsa ) Buradan k−1 ∈ H elde edilir. H, G’nin alt grubu olduğundan

k ∈ H olur. Dolayısıyla, K ⊆ H olur. (4)

h ∈ H olsun. Buradan, ∀g ∈ G için

θ eN(x)h(g) = θ eN(x)(gh−1)

ve

θ eN(x)eG
(g) = θ eN(x)(ge−1

G ) = θ eN(x)(g)
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olur. Böylece

θ eN(x)(gh−1) ≥ θ eN(x)(g) ∗ θ eN(x)(h) = θ eN(x)(g) ∗ θ eN(x)(eG)

≥ θ eN(x)(g) ∗ θ eN(x)(g) = θ eN(x)(g)

elde edilir. Ayrıca

θ eN(x)(g) = θ eN(x)(gh−1h) ≥ θ eN(x)(gh−1) ∗ θ eN(x)(h)

= θ eN(x)(gh−1) ∗ θ eN(x)(eG) ≥ θ eN(x)(gh−1) ∗ θ eN(x)(gh−1)

= θ eN(x)(gh−1)

elde edilir. Böylece θ eN(x)(gh−1) = θ eN(x)(g) olur. Benzer șekilde, ϑ eN(x)(gh−1) =

ϑ eN(x)(g) ve χ eN(x)(gh−1) = χ eN(x)(g) olduğu görülür. Böylece h ∈ K olur. Buradan

H ⊆ K elde edilir. (5)

Dolayısıyla (4) ve (5)’den H = K olur ve böylece K, G’nin bir alt grubudur.

3.7. Neutrosophic Esnek Homomorfizma

Bu bölümde ilk olarak bir neutrosophic esnek küme fonksiyonu tanımlanacaktır.

Neutrosophic esnek küme fonksiyonunun görüntüsü ve ters görüntüsü kavramları

incelenecektir. Daha sonra neutrosophic esnek homomorfizma ve bazı özelliklerine

yer verilecektir.

Tanım 3.7.1. U ve V evrensel küme, E parametre kümesi olmak üzere µ : U −→ V

ve β : E −→ E iki fonksiyon olsun. (µ, β) ikilisine UE’dan VE’ye bir neutrosophic

esnek fonksiyon denir ve µβ : UE −→ VE șeklinde gösterilir (Bera ve Mahapatra,

2017b).

Tanım 3.7.2. Ñ1 ve Ñ2, sırasıyla UE ve VE üzerinde tanımlı neutrosophic esnek

kümeleri olsun. µβ : UE → VE neutrosophic esnek fonksiyonu olsun.
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1. µβ altında Ñ1’nin görüntüsü VE üzerinde µβ(Ñ1) neutrosophic esnek kümedir.

∀y ∈ β(E),∀v ∈ V için

µβ(Ñ1) = (µ(Ñ1), β(E)) = {< β(x), β(Ñ1) >: x ∈ E}

șeklinde gösterilir ve

θµ(fN1)(y)(v) =





maxµ(u)=vmaxµ(x)=y[θfN1(x)(u)] , u ∈ µ−1(v) ise

0 aksi halde

ϑϕ(fN1)(y)(v) =





minµ(u)=vminµ(x)=y[ϑfN1(x)(u)] , u ∈ µ−1(v) ise

1 aksi halde

χµ(fN1)(y)(v) =





minµ(u)=vminϕ(x)=y[χfN1(x)(u)] , u ∈ µ−1(v) ise

1 aksi halde

ile tanımlanır.

2. µβ altında Ñ2’nin ters görüntüsü UE üzerinde µ−1
β (Ñ2) neutrosophic esnek

kümedir. ∀x ∈ β−1(E),∀u ∈ U için

µ−1
β (Ñ2) = (µ−1(Ñ2), β

−1(E))

șeklinde gösterilir ve

θµ−1(fN2)(x)(u) = θfN2[β(x)](µ(u))

ϑµ−1(fN2)(x)(u) = ϑfN2[β(x)](µ(u))

χµ−1(fN2)(x)(u) = χfN2[β(x)](µ(u))

ile tanımlanır. β ve µ, birebir ve örten ise µβ’ da birebir ve örtendir (Bera ve

Mahapatra, 2017b).

Örnek 3.7.3. E = N+ (doğal sayılar kümesi) parametre kümesi ve G = (Z, +)

tamsayıların bir grubu olsun. ∀n ∈ N+ ve ∀z ∈ Z için Ñ : N+2 −→ PU(Z)
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fonksiyonu k ∈ Z için

θ eN(n)(z) =





0 , z = 2k − 1 ise
1
n

, z = 2k ise

ϑ eN(n)(z) =





1
2n

, z = 2k − 1 ise

0 , z = 2k ise

χ eN(n)(z) =





1− 1
n

, z = 2k − 1 ise

0 , z = 2k ise

șeklinde tanımlansın. t-norm(∗) ve s-norm(¦) sırasıyla a ∗ b = min{a, b}, a ¦ b =

max{a, b} șeklinde tanımlansın. Buradan Ñ , ZN+ üzerinde neutrosophic esnek

gruptur. Z üzerinde µ(z) = 3z +1 ve β(z) = z2 fonksiyonları tanımlansın. Buradan

µβ(Ñ) = (µ(Ñ), β(N+)) = (µ(Ñ),N+2
) neutrosophic esnek küme fonksiyonu

∀x ∈ N+2
, y ∈ 3Z+ 1 için

θ eN(x)(z) =





0 , z = 6k − 2 ise
1√
x

, z = 6k + 1 ise

ϑ eN(x)(z) =





1
2
√

x
, z = 6k − 2 ise

0 , z = 6k + 1 ise

χ eN(x)(z) =





1− 1√
x

, z = 6k − 2 ise

0 , z = 6k + 1 ise

dir (Bera ve Mahapatra, 2017b).

Teorem 3.7.4. Ñ , GE üzerinde bir neutrosophic esnek grup ve µβ : GE → HE

bir neutrosophic esnek homomorfizma olsun. µβ(Ñ), HE üzerinde bir neutrosophic

esnek gruptur (Bera ve Mahapatra, 2017b).

İspat. y ∈ β(E) ve h1, h2 ∈ H olsun. µ−1(h1) = ∅ ya da µ−1(h2) = ∅ için ispat

açıktır.

Bundan dolayı µ(g1) = h1, µ(g2) = h2 olacak șekilde g1, g2 ∈ G olduğunu kabul
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edelim. Buradan

θµ( eN)(y)(h1h2) = maxµ(g)=h1h2maxβ(x)=y[θ eN(x)(g)]

≥ maxβ(x)=y[θ eN(x)(g1g2)]

≥ maxβ(x)=y[θ eN(x)(g1) ∗ θ eN(g)(g2)]

= maxβ(x)=y[θ eN(x)(g1)] ∗maxβ(x)=y[θ eN(x)(g2)]

ve

θµ( eN)(y)(h
−1
1 ) = maxµ(g)=h−1

1
maxβ(x)=y[θ eN(x)(g)]

≥ maxβ(x)=y[θ eN(x)(g
−1
1 )]

≥ maxβ(x)=y[θ eN(x)(g1)]

∀g1, g2 ∈ G için µ(g1) = h1, µ(g2) = h2 sağlandığından bu eșitsizlik sağlanır. Bundan

dolayı

θµ( eN)(y)(h1h2) ≥ (maxµ(g1)=h1maxβ(x)=y{θ eN(x)(g1)} ∗ (maxµ(g2)=h2maxβ(x)=y{θ eN(x)(g2)})
= θµ( eN)(y)(h1) ∗ θµ( eN)(y)(h2)

elde edilir. Ayrıca θµ( eN)(y)(h−1
1 ) ≥ (maxµ(g1)=h1maxβ(x)=y{θ eN(x)(g1)}) = θµ( eN)(y)(h1)

olur. Benzer șekilde

ϑµ( eN)(y)(h1h2) ≤ ϑµ( eN)(y)(h1) ¦ ϑµ( eN)(y)(h2), ϑµ( eN)(y)(h
−1
1 ) ≥ ϑµ( eN)(y)(h1)

χµ( eN)(y)(h1h2) ≤ χµ( eN)(y)(h1) ¦ χµ( eN)(y)(h2), χµ( eN)(y)(h
−1
1 ) ≥ χµ( eN)(y)(h1)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.7.5. Ñ , HE üzerinde bir neutrosophic esnek grup ve µβ : GE → HE

bir neutrosophic esnek homomorfizma olsun. µ−1
β Ñ , GE üzerinde bir neutrosophic

esnek gruptur (Bera ve Mahapatra, 2017b).
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İspat. ∀x ∈ β−1(E) ve ∀g1, g2 ∈ G için

θµ−1( eN)(x)(g1g2) = θ eN [β(x)](µ(g1g2))

= θ eN [β(x)](µ(g1)µ(g2))

≥ θ eN [β(x)](µ(g1)) ∗ θ eN [β(x)](µ(g2))

= θµ−1( eN)(x)(g1) ∗ θµ−1( eN)(x)(g2)

ve

θµ−1( eN)(x)(g
−1
1 ) = θ eN [β(x)](µ(g−1

1 ))

= θ eN [β(x)](µ(g1)
−1)

≥ θ eN [β(x)](µ(g1))

= θµ−1( eN)(x)(g1)

elde edilir. Benzer șekilde

ϑµ−1( eN)(x)(g1g2) ≤ ϑµ−1( eN)(x)(g1) ¦ ϑµ−1( eN)(x)(g2)

ϑµ−1( eN)(x)(g
−1
1 ) ≤ ϑµ−1( eN)(x)(g1),

χµ−1( eN)(x)(g1g2) ≤ χµ−1( eN)(x)(g1) ¦ χµ−1( eN)(x)(g2)

χµ−1( eN)(x)(g
−1
1 ) ≤ χµ−1( eN)(x)(g1),

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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4. TARTIȘMA VE SONUÇ

Bu tez çalıșmasında ilk olarak esnek kümeler hakkında bilgi verildi. Sonra neutrosop-

hic esnek kümelere değinildi. Daha sonra Neutrosophic esnek gruplar kavramı bazı

özellikler ve teoremlerle incelendi. Neutrosophic esnek grupların kartezyen çarpımı

ele alındı. Neutrosophic esnek altgrup kavramı incelendi. Daha sonra Neutrosophic

normal esnek grup kavramı tanıtıldı ve cebirsel özellikleri incelendi. Neutrosophic

esnek kosetler ve Neutrosophic esnek homomorfizma hakkında bilgi verildi.
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