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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi
CATLAKLI JEOTERMAL REZERVUARLARDA ISI YAYILIMI MODELLEMESI
Mahmut BULBUL

Batman Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Jeoloji Miihendisligi Anabilim Dalh

Damisman: Prof. Dr. ibrahim KOCABAS

2015, 121 Sayfa
Jiiri

Prof. Dr. Mustafa ONUR
Prof. Dr. ibrahim KOCABAS
Doc. Dr. M. Tahir NALBANTCILAR

Bu calismada jeotermal rezervuarlardan iiretilen sicak su ve buharin 1sist alindiktan sonra jeotermal
rezervuarlara geri basilmasi sirasinda gelisen veya sicak susuz jeotermal alanlarda 1s1l kurtarim i¢in soguk su
enjeksiyonu sirasinda gelisen 1s1 transferi modellerinin yeni analitik ¢6éziimleri sunulmustur. Jeolojik olarak
geeirimsiz matris i¢inde yerlesik sonsuz sayida ayrik paralel ¢atlak modeli segilmis ve bu model igin iki ayri
akis modeli gdzoniine alinmistir. 11k akis modelinde catlak boyunca 1s1 tasinimli yalin su akisi ve catlaga iki
yanindan bitigik sonlu iki matris bloklarinda ise akisa dik bir 1s1 iletimi farzedilmistir. Bu akis modeli igin
Skoop ve Warrick (1974) tarafindan izleyici taginimi igin gelistirilen ¢oziimden ¢ok daha basit ama ¢ok daha
etkin bir yeni ¢coziim gelistirilmistir. Tkinci akis modelin de ise catlak boyunca 1s1 tasmimli yalin su akisi ve
hidrolik 1s1 yayilimi, bitigik matris bloklarinda ise akisa dikey bir 1s1 iletiminin farzedilmistir. Gliniimiize kadar
sadece Laplace uzayinda sunulmug bu akis modelinin ¢6ziimlerinin hesaplanmasinda sayisal donistiiriiciiler
(yar1-analitik ¢oziimler ) kullamlmistir. Bu calismada ilk defa Iteratif Laplace déniisiimii metodu kullanilarak
bu modelin yeni bir kapali analitik ¢6ziimii (gercek uzayda ) gelistirilmistir. Son olarak her iki modelin
dogrusal olmayan regresyon yontemi ile saha deneylerinin verileri kullanilarak parametre deger tahminleri
(kestirimleri ) yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Jeotermal Rezervuarlarda Isi transferi, Jeoetremal rezervuarlarda Is1 Tagimim
Modellemesi, Iteratif Laplace Doniisiimii, Jeotermal Rezervuarlarda Sogutulmus Suyun Geri-Basiimasi
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MODELLING OF HEAT TRANSFER IN FRACTURED GEOTHERMAL
RESERVOIRS
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In this work, novel analytical solution to models of heat transport during reinjection of heat depleted
geothermal waters into geothermal reservoirs and/or during cold water injection into hot dry rock have been
presented. A geological model of infinite humber of distinct parallel fractures located in an impermeable
matrix have been selected and for the geological model two different heat transport models have been
considered. For the first transport model, a purely convective transport within the fracture and perpendicular
conduction into the adjacent finite size matrix blocks on two sides of the fracture mechanisms are assumed. For
this transport model, a novel model has been developed which is suprior to the previously developed Skopp
and Warrick (1975) solution presented for solute transport. In the second transport model in addition to the
purely convective transport within the fracture and perpendicular conduction into the adjacent finite size matrix
blocks on two sides of the fracture, a hydraulic dispersion along the flow direction mechanisms is assumed.
Until today only Laplace Space solutions (semi-analitical solutions ) of this model have been presented and
numerical Laplace Invertion algorithms have been employed to compute return profiles. In this work, a novel
closed form analytical solution (real space) has been developed by using iterated Laplace transform method.
Finally, nonlinear regression analysis of these two transport models have been performed to match model
results with experimental data and to estimate model parameter values.

Keywords: Fractured Geothermal Reservoirs, Heat Transport in geothermal reservoirs, Thermal
Transients During Reinjection , Iterated Laplace Transform, Reinjection
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1. GIRIS

1.1. Amag¢ ve Kapsam

Jeotermal rezervuarlardan iiretilen sicak su ve buharin 1s1s1 alindiktan sonra jeotermal
rezervuarlara tekrar enjekte edilmesi , bu sularin atilimi ve rezervuar basincinin takviyesi
icin diinya capinda yaygin olarak uygulanan ekonomik  bir yontemdir (Pruess ve
Bodvarsson 1984, Shaik vd. 2011, Juliusson ve Horne 2013, Suzuki vd. 2014, Ascencio vd.
2014). Bu c¢alismanin amaci ¢atlakli jeotermal rezervuarlarda geri enjeksiyon sirasinda
gelisen veya sicak susuz jeotermal alanlarda 1sil kurtarim ic¢in soguk su enjeksiyonu
sirasinda gelisen 1s1 yayilimi i¢in yeni analitik ¢oziimler gelistirmektir.

Geri enjeksiyon boyunca 1s1 taginimi modellemesi; enjeksiyonun yapildigr an ve
sartlar itibariyle ve ilerleyen siire¢ ve olast sartlar icersindeki etkilerinin
degerlendirilmesinde , hesaplanmasinda ve ayrica 1s1 cephesi hareketinin enjeksiyon
sartlarinin optimizasyonu ile kontrol edilmesinde olduk¢a dnemlidir.

Dogal catlakli rezervuarlarin idealize edilmis jeolojik modellenmesi su sekilde
siniflandirilabilir. 1. Ana ayrik catlaklarin yeraldigi gecirimsiz matris. 2. Bir ¢atlak aginin
yeraldig1 gecrimsiz matris. Ana ayrik c¢atlaklar ise 1.Tek bir fay veya ana ¢atlak, 2. Birden
fazla ama sinirlt sayida ana ayrik ¢atlak 3. Sonsuz sayida paralel ana ayrik ¢atlak olarak ii¢
alt gurupta ele alinabilir. Bir catlak agi olusturan matrisler ise iki alt gurupta toplanabilirler.
1. Biri catlak ag1 digeri matris bloklarindan olusan iki c¢akistirilmis (superposed) siire¢
(continuum) 2. Sonsuz sayida ayrik paralel ¢atlak icerem matris. Dogal ¢atlakli jeotermal
rezervuarlar, diisilk gegirgenlikli matris bloklarindan olusan bir ¢atlak agi seklinde
degerlendirilebilirler. Bu tip bir yapmin idealize edilmis hali sonsuz sayidaki paralel
catlaklarin sabit kalinliktaki matrislerle birbirinden ayrilmasi seklindedir. Ayni paralel ayrik
catlaklar modeli sicak kuru kayaglarda 1sil kurtarim ic¢in olusturulan yapay ¢oklu paralel
catlaklar i¢in de kullanilabilir.

Sonsuz sayida paralel ayrik catlakli jeolojik model i¢in, ¢atlak boyunca sicak su
akisinin ve matriks sonlu bir blogunda ise akisa dik bir 1s1 iletiminin farzedildigi jeotermal
rezervuar modellerinin gercek uzayda analitik ¢oziimleri yetmisli yillarin sonlarinda
gelistirilmistir. Skoop ve Warrick (1974) yaklasimi olarak isimlendirecegimiz bu yalin akis-
dikey 1s1 iletimi modeli aslinda gozenekli ortamda ¢ozelti ve kimyasal izleyici taginimi igin
gelistirilmis ve 1sinin da 6zel bir izleyici olmasi nedeniyle ¢atlakli jeotermal rezervuarlarda
151 taginimi i¢in kullanilabilmesi miimkiin olmustur. Sekil 1.1 g6zenekli ortamda ¢ozelti ve
izleyici taginiminin Skoop ve Warrick tarafindan nasil idealize edilip paralel akis kanallari
olarak modellendiginigéstermektedir. Oldukga basit bir fiziksel model olmasina ragmen, bu
model i¢in gelistirilen Skopp veWarrick analitik ¢oziimiiniin yiiksek fonksiyonlar ve ikili
sayisal integral hesaplanmasini gerektirmesi dikkat ¢eken bir zorluk olarak siiregelmistir.
Dikkat c¢eken bir baska nokta ise neredeyse eszamanli olarak yayinlanan dogal catlakli
rezervuarlarda (Pruess ve Bodvarsson, 1984) ve sicak kuru kayag¢ rezervuarlarinda
(Gringarten vd. 1975) 1s1 tagmimini modelleyen g¢alismalarda ¢6ziim sadece Laplace
uzayinda verilmis ve hesaplamalar i¢in sayisal Laplace ters doniisiim algoritmalar
kullanilmak zorunda kalinmistir.
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Sekil-1.1 : Skoop ve Warrick ¢ozelti ve kimyasal izleyici tasinimi modeli ; A- Gergek, B- Idealize
Mobile: Akis hatti, Stationary: Duragan hat, Inactive: Etkisiz hat (Scoop ve Warrick, 1974)

Buna ek olarak ¢atlak boyunca yalin akis ve hidrolik 1s1 yayilimi (dispersion)
matriks blogunda ise akisa dikey bir 1s1 iletiminin farzedildigi biraz daha degistirilmis bir
sistem (Tang vd. 1981 ve Suducki ve Frind 1982) giiniimiize kadar sadece Laplace uzayinda
sunulmus (Barker 1982; West 2004; Chen 1986) ve ¢oziimlerin hesaplanmasi igin sayisal
dontstiiriiciiler kullanilmistir ( Stehfest 1970 ; Dubner ve Abate 1968 ; Dehoog vd. 1982 ).
Yalnizca Laplace uzayinda verilen ve sayisal ters Laplace doniisiim algritmalariyla
hesaplanabilen bu ¢oziimler yar1 analitik ¢oziimler olarak adlandirilirlar.

Bu ¢alismanin kapsami iki asama olarak belirlenmistir. ilk asamanimn ilk adiminda
paralel gatlakli rezervuar modeli i¢in yalin akis-dikey 1s1 iletimi modeli tekrar ele alinacak
ama Skopp ve Warrick ¢oziimiinden ¢ok daha basit ve ¢ok daha etkin bir yeni ¢6ziim
gelistirilecektir. Bu ¢oziim ilerleyen béliimlerde birinci akis modeli olarak anilacaktir. Ikinci
adim olarak ise simdiye kadar sadece Laplace uzayinda ¢6ziim iiretilebilen hidrolik 1s1
yayilmmin da gdzoniine alindigi akismodeli igin Iteratif Laplace doniisiimii ydntemi
kullanilarak yeni iki kapali analitik ¢6ziim (gergek uzayda) gelistirilecektir. Bu ¢oziimler
ise ilerleyen bolimlerde ikinci akis modeli ¢oziimiileri olarak anilacaktir.

Ikinci asamada ise bu modellerin dogrusal olmayan regresyon ydntemi ile saha deney
verileri kullanilarak parametre deger tahminleri (kestirimleri) yapilacaktir. Bu kestirilmig
degerleri kullanilarak hem tekrar basma hem de susuz jeotermal alanlara da 1s1l kurtarim
projeleri daha saglikli tasarimlanabilecektir.

1.2. Kaynak Arastirmasi

Kaynak arastirmasini, paralel ¢atlaklarda 1s1 transferi, akiferlerde duyarli 1s1
depolanmasi, gelismis/ileri  jeotermal sistemlerde (susuz sicak kayag¢ sistemleri) 1sil
kurtarim, jeotermal rezervuarlarda 1s1 1s1 tasinimi denklemlerinin analitik ¢dziimleri olmak
lizere bes ayr1 konu bagliginda siniflandirmak mimkiindiir. Bu konularda yapilmis ilgili
caligmalar asagida verilmistir.

1.2.1. Paralel Catlaklarda Is1 Transferi

Paralel ayrik catlaklarda 1s1 transferi konusundaki ¢alismalar sicak kuru kayalardan
1s1l kurtarim (Gringarten vd. 1975) ve jeotermal rezervuarlarda geri-basim isleminin 1s1l
etkilerini arastirma (Bodvarsson ve Tsang 1982) amaciyla baslamis olup giiniimiizde de
devam etmektedir.  Mohais vd. (2011) gegirgen duvarli paralel ¢atlak boyunca 1s1 ve
akigkan tagmmimi i¢in olusturduklar1 analitik model iizerinde ¢alismislardir. Bu
calismalarinda leri jeotermal sistemlerde hidrolik gatlatma ile olusan catlaklar igin siklikla



on kabulii yapila gelen gecirimsiz duvar yerine degisken gecirgenlikli catlak duvarlarina
gore model uyarlanmistir.

Ekneligoda ve Ki-Bok (2013) c¢alismalarinda optimum iretim sicaklik
parametrelerini tespit i¢in yatay ¢atlakli bir jeotermal rezervuarda analitik ve sayisal 1s1
transfer modellerini kullanmiglardir. Modellerinde Catlak boyunca 1s1 taginimi gegirimsiz
kaya¢ da ise akis yoniine dik 1s1 iletimi kabulleri yapilmis, 1s1 yayilim denklemleri yayilim
ve iletim i¢in birbirinden bagimsiz olusturulmustur.

Hao vd. (2013) ¢alismalarinda ikili siirekli bir ¢atlakli jeotermal rezervuar modeli
icin akigkan ve 1s1 yayilimi simiilasyonunu ele almislardir. Modellerinde catlak boyunca 1s1
yayilimi , gegirimsiz kaya¢ da ise akig yoniine dik 1s1 iletimi kabulleri yapilmig, matris ve
akigkan ortamu i¢in iki ayr1 enerji korunum denklemi tiiretilerek sayisal ¢oziimii yapilmistir.

Luo vd. (2014) CO: ile ikili (iiretim-enjeksiyon) ileri jeotermal sistemlerde 1s1 ve
akis transferi i¢in gelistirdikleri modelin sayisal analizi iizerinde ¢alismislardir. Modelleri,
birbirine paralel farkli gecirgenlikteki jeotermal kayaclar ve bunlar1 birbirinden ayiran
paralel c¢atlaklardan olusur. Enjeksiyon sivisi olarak COz kullanilan modelde farkl
enjektivite degerleri ve farkli bolgeler igin farkli senaryolara gore sicaklik/zaman grafikleri
olusturulmustur.

Zhihong (2014) calismasinda 1s1 transferi parametreleri tespiti igin kayag —granit-
catlaklari icersindeki kararli 1s1 tasinim denklemlerinin ¢éziimlerini kullanarak bir ¢alisma
yapmis ve bu ¢alismada teorik ve deneysel verileri karsilagtirmistir.

1.2.2. Akiferlerde Duyarh Is1 Depolanmasi

Akiferlerde duyarli 1s1 depolanmasi konusundaki c¢aligmalar Paris havzasinda yer
alan akiferlerin bu amagla kullanilmasi i¢in yapilan deneylerle baslamis (Sauty vd. 1978
veSauty vd 1982) olup giiniimiizde de devam etmektedir.

Palmer vd. (1992), Rosen (1999) ,Chevalier ve Banton (1999) gozenekli akiferlerde
1s1 enerjisi depolamasi uygulamasi konusunda g¢alismiglardir. Calismalarinda gelisi-giizel
adim yontemi ile sayisal olarak ¢oziilen 1s1 iletim-yayilim modeli , sabit enjeksiyon ve
enjeksiyon-iiretim dongiisii i¢in analitik ¢ozliimler ile kiyaslanmustir.

Dickinson vd. (2009) akifer 1s1 enerjisi depolamasi konusunda teorik ve uygulamali
analizler yapmislardir. Caligsmalarinda mevsimsel sicaklik dongiisii kullanilarak yapilarin
sogutulmasi ve isitilmasi i¢in yer alti suyu kapali akiferde 1s1 enerjisi depolamasi
amaclanmustir.

Kim vd. (2010) akifer 1s1 enerjisi depolamasi sayisal modellemesi konusunda
calismislardir. Ug boyutlu 1sil-hidrolik bu model ile enjeksiyon-iiretim noktalar1 arasindaki
uzaklik , enjeksiyon-iiretim debileri ve hidrolik iletim arasindaki iliski arastirilmistir.

Kocabas ve Kiiciik (2011) akiferlerde duyarli 1s1 enerjisi depolamasi modellemesi
konusunda ¢alismislardir. Modellerinde akis hattinda sonsuz yatay iletim ve matriste sabit
iletim farzedilmis, olusturulan yayilim denklemlerinin analitik ¢oziimlemesi yapilmistir.

Socacio (2011) donemsel duyarli 1s1 enerjisi depolama c¢oziimleri konusunda
calismistir. Bu ¢alisma farkli dénemsel 1s1 enerjisi depolamasi segeneklerini ve bunlarin
birbirine gore goreceli avantaj-dezavantajlarin1 konu edinmistir.



Vandenbohede vd. (2011) si1g 1s1 enjeksiyonu ve depolamasi deneyi ile 1s1 yayilim
simiilasyonu ve duyarlilik analizi lizerinde ¢alismiglardir. Modellerinde SEAWAT (version
4) programi kullanilarak  1s1 yayilim-iletim aktarim denklemi (Thorne, 2006) ile
canlandirma yapilmis ve bu sonuglar  deneysel sonuglarla farkli senaryolar igin
karsilastirilmistir.

Xu vd. (2013) donemsel 1s1 enerjisi depolamasi igin uygun teknolojiler konusunda
caligmiglardir. Bunlar ii¢ grup : duyarl 1s1 depolamasi , latent 1s1 depolamasi ve kimyasal
depolama, halinde degerlendirilmistir.

Sommer vd. (2014) akifer 1s1 enerjisi depolamasinda 1s1 performansi ve 1s1 transferi
konusunda calismiglardir. Calismalarinda yedi yillik enjeksiyon ,liretim akis debileri ve
sicaklik  kayitlar1 sayesinde detayli bir termal enerji depolamasi ve kullanimi analizi
yapilmistir.

1.2.3. Gelismis/ileri Jeotermal Sistemler de (Susuz Sicak Kayac Sistemleri) Isil
Kurtarim

Yine yaklasik kirk yil once baslayan sicak kuru kayaglardan 1s1l kurtarim amaclh
caligmalar (Gringarten vd. 1975) bugiinde tiim hiziyla devam etmektedir.

Pierce (2010) jeotermal enerji kaynaklari konusunda calismistir. Calismalarinda
1997-2009 yillar arasinda Birlesik Devletlerin Jeotermal enerji —ileri jeotermal sistemler-
kullanim1 ve gelisimi detayl1 arastirilmistir.

Zaigham ve Nayyar (2010) Pakistan‘in yenilenebilir susuz sicak jeotermal kayag
kaynag1 ve potansiyeli iizerinde ¢alismislardir. Calismalarinda son 22 yil igersinde kazilan
petrol ve gaz kuyular1 verileri kullanilarak potansiyel jeotermal kaynaklar arastirilmistir.

Feng vd. (2012) galismalarinda Yangbajing baseninde (Cin) yer alan susuz jeotermal
kayac¢ kaynaginin gelistirilmesi iizerinde ¢alismislardir. Caligmalarinda bir adet enjeksiyon
ve iki adet liretim kuyusu tasarimi ile yatirnm-kazang analizi yapilmistir.

Zeng vd. (2013) calismalarinda tek bir dikey susuz jeotermal kuyusundan su
sirkiilasyonu ile 1s1 kazaniminin sayisal simiilasyonunu incelemislerdir. Calismalarinda 20
yillik bir enjeksiyon-iiretim dongiisiinde bazi sistem parametreleri icin duyarlilik analizleri
de yapilmistir. Sayisal simiilasyon i¢cin TOUGH2 kodu (LBNL) kullanilmistir.

Hofmann vd. (2014a) petrol kumlarindan petrol iiretimi asamalarinda kullanilan
suyun 1sitilmasinda ileri jeotermal sistem kullanimi konusunda calismislardir.
Calismalarinda petrol kumlarindan petrol ayristirilmasi islemlerinde gereken sicak su
ihtiyac1 i¢in saha yakinindaki granit kayaclarin farkli hidrolik catlatma senaryolar1 ile ileri
jeotermal sistemler karsilastirilmis ve ekonomik analizleri yapilmustir.

Hofmann vd. (2014b) Kanada Alberta sahasi gelismis jeotermal sistemleri
potansiyeli lizerinde ¢alismiglardir. Calismalarinda saha civarindaki olast uygun
formasyonlar i¢in hidrolik ¢atlatma ile ileri jeotermal kazanimlar analiz edilmistir.

Chamorro vd. (2014) Avrupa ileri jeotermal sistemlerinin teknik ve vyeterlilik
potansiyelleri {lizerine karsilastirmali  bir degerlendirme {izerinde ¢alismislardir.



Calismalarinda Tiirkiye de dahil olmak iizere Avrupa iilkelerinin yeralt1 sicaklik profilleri
tesbit edilerek ileri jeotermal sistemler ile elde edilebilecek enerji kazanimlari analiz
edilmistir.

1.2.4. Jeotermal Rezervuarlarda Soguk Su Geri Basilmasi ve Is1 Tagimim

Jeotermal rezervuarlarda toerik 1s1  tasimimi c¢alismalari temellerini  petrol
rezervuarlarina yapilan ayrik-sicaklikli su basimi ¢alismalarindan (Lauwerier, 1955,
Avdonin, 1964 and Spillette, 1965) alir. Bu ¢alismalar daha sonra jeotermal rezervuarlarda
geri-basim (Pruess ve Bodvarsson 1984) ve sicak kuru kayaglardan 1s1l kurtarim galismariyla
(Gringarten vd 1975) devam etmis ve giiniimiizde de siirmektedir.

Shaik vd. (2011) dogal catlakli rezervuar sisteminde 1s1 transferi igin sayisal
simiilasyon tizerinde g¢alismiglardir. Modellerinde bir adet enjeksiyon ve bir adet iiretim
kuyusundan olusan bir sistem igin rezervuar sicaklik ve basing degisim profilleri zaman ve
konum i¢in sayisal yontemler ile hesaplanmistir.

Fox vd. (2013) ¢alismalarinda ¢atlakli jeotermal rezervuarlarda {iretim ve 1s1 yayilimi
modellemesini kullanmiglaridir. Catlak boyunca 1s1 yayilimi ve akis yoniine dik olarak
kayagta 1s1 iletiminin farzedildigi birbirine paralel catlak ve catlaklar igin olusturulan
modellerin denklemleri; tek ¢atlak icin analitik, ¢oklu catlak sistemi i¢in sayisal olarak —
TOUGH?2- ¢oziilmiis ve sicaklik-zaman profilleri olusturulmustur.

Juliusson ve Horne (2013) catlakli jeotermal rezervuarlarda enjeksiyon profili
optimizasyonu iizerinde ¢alismiglardir. Caligmalarinda 1s1 yayilimi i¢in Lauwerier (1955)
formiiliinii kullanarak iki ayri catlakli yapt modeli i¢in iiretim-enjeksiyon ileri jeotermal
sistemleri i¢cin ekonomik analizler yapilmistir.

Suzuki vd. (2014) catlakli jeotermal rezervuarlarda su enjeksiyonu analizi tizerinde
calismislardir. Calismalarinda catlaklar1 gevreleyen jeotermal kayaclardaki gecirgenligin
sicaklik profillerinde olusturdugu degisim —-TOUGH2- sayisal yontemi kullanilarak
gozlenmistir.

Ascencio vd. (2014) calismalarinda dogal gatlakli jeotermal rezervuarlara soguk su
basilmasi ile olusan 1s1 transferi {izerinde Lauwerier (1955) ve Bodvarsson ve Tsang (1982)
modellerinin kombinasyonu bir teorik model olusturarak ¢alismiglardir. Modellerinde farkli
enjeksiyon stirelerinde kimyasal/is1 cephe hareketi i¢in egriler olusturulmustur.

1.2.5. Is1 Tasimmm Denklemlerinin Analitik Coziimleri

Jeolojik modellemelerle paralel sekilde ilerleyen analitik ¢oziimler Lauwerier (1955)
ile baglamis Skoop ve Warrick (1974) , Roberts (1980) ve Chen (1986) ile devam etmistir.

Massabo vd. (2006) silindirik geometride iki boyutlu yayilim-iletim denklemi
analitik ¢Oziimleri iizerinde c¢aligmislardir. Caligmalarinda bessel fonksiyonu, Fourier
dontistimii ve Laplace dontistimleri kullanilmistir.

Guerrero vd. (2009) degisken degistirme ve integral donlisimii teknikleri
kullanimiyla  yayilim-iletim  denklemi analitik ¢6ziimii iizerinde ¢alismislardir.
Calismalarinda genel integral donlisim metodunun klasik versiyonu ile analitik
coziimlemelere gidilmistir.



Guerrero ve Skaggs (2010) ¢alismalarinda mesafe bagimli degiskenli tek boyutlu
yayilim-iletim taginim denklemi analitik ¢6ziimiinii ele almislardir. Calismalarinda analitik
coziimler icin integral faktorii ile genel integral doniisiim teknigi kullanilmistir.

Kumar vd. (2010) yar1 sonsuz ortamda -degisken katsayi- tek boyutlu yayilim-iletim
denklemi analitik ¢Ozlimleri ilizerinde calismislardir. Coziimlemede Laplace doniisiim
teknigi kullanilmistir.

Jaiswal vd. (2011) bagimsiz katsayili tek boyutlu yayilim-iletim denklemi analitik
¢Oziimii tlizerinde ¢alismislardir. Coziimlemede Laplace dontisiim teknigi kullanilmistir.

Chen vd. (2011) calismalarinda silindirik koordinatlarda sonlu alanda iki farkli giris
sinir  kosullar1 i¢in iki boyutlu yayilim-iletim denklemi analitik ¢6ziimii tizerinde
caligmislardir. Calismalarinda sonlu Hankel doniisiimii ve genel integral doniisiim metodu
kullanilmastir.

Chen vd. (2011) ¢alismalarinda farkli bir giris sinir kosullu silindirik koordinatlarda
iki boyutlu konveksiyon-dispersiyon tasinim denklemi tam analitik ¢oziimii {izerinde
calismislardir. Calismalarinda Laplace doniisiimii ve genel integral doniisiim metodu
kullanilmistir.

Ziskind vd. (2011) atimli siir kosullu sonlu bir bolgede yayilim-iletim reaksiyon
denklemi analitik ¢oziimii lizerinde ¢alismislardir. Calismalarinda Laplace doniisiimii ve
kompleks form ve kalint1 teorisini temel alan ters doniistimler kullanilmustir.

Guerrero vd. (2013) tabakali ortamda yayilim-iletim denklemi analitik ¢oziimii
konusunda  c¢alismislardir.  Coziimlemede  klasik integral doniisiim  metodunu
kullanmiglardir.

Atangan ve (2013) yayilim-iletim denklemi uzay-zaman kismi tiirevi analitik
¢Ozliimii lizerinde calismislardir. Calismalarinda kismi tiirevler Riemann-Liouville kismi
tiirevlerine evrilmis (Zeng ve Qin ,2012) ve ulasilan Mittag-Leffler fonksiyonlar1 (Miller ve
Ross, 1993) Laplace dontigiimleri ile ¢6ziimlenmistir.

Genuchten vd. (2013) nehirlerde atik taginiminda yayilim ve iletim denklemi tam
analitik ¢ozlimleri lizerinde ¢alismislardir. Calismalarinda degisken doniisiimleri ve Laplace
dontistimlerini kullanmislardir.

Povstenko (2014) iki boyutlu uzayda yayilim iletim denklemi temel ¢oziimleri
tizerinde calismistir. Calismalarinda zaman degiskeni i¢cin Laplace integral doniisiimii,
konum degiskenleri i¢in Fourier doniisiimleri kullanilmastir.

Kocabas ve Biilbiil (2014) paralel catlakli jeotermal sistemlerde izleyici yayilimi
icin iteratif Laplace doniisiimii odakli yayilim iletim denklemi analitik ¢éztimleri iizerinde
caligmiglardir. Caligmalarinda analitik ¢6ziimlerin duyarlilik ve regresyon analizlerine de yer
vermislerdir.

1.3. Materyal ve Yontem

Bu caligmada oncelikle jeotermal sahalarda dogal catlakli rezervuarlarda olusmasi
muhtemel catlak yonelimleri agiklanacaktir. Bir bagka deyisle neden diker yonelimli



catlaklarin olusmasi gerektigi temellendirilecektir. Daha sonra bu dikey yonelimli ¢atlaklar
iceren rezervuarlarda ¢atlaklar ve i¢inde yeraldiklari matrislerin akis 6zelliklerinden jeolojik
kavramsal modeller tanimlanacaktir. Yine bu kavramsal jeolojik modeller i¢inde gelisen
muhtemel akis-tasinim mekanizmalar1 tanimlanacaktir. Bu tamimlara uygun olarak
matematik denklemler gelistirilecek ve/veya ge¢cmis calismalardan alinacaktir. Son olarak
matematik denklemler i¢in Ozellikle integral doniistimleri ve iteratif laplace doniisiimleri
kullanilarak yeni analitik ¢oztimler iiretilecektir.

Catlakli jeotermal rezervuarlarda (dogal ¢atlakli veya yapay catlakli) 1s1 tagimimini
tanimlayan matematik modellerin (denklemlerin) gelistirilmesinde ortak bazi 6n kabuller
yapilacaktir. Dogal ana catlaklar veya faylar tektonik hareketlerin sonucunda olustugu
(Dickson ve Fanelli 1995), yapay ¢atlaklar ise hidrolik catlatma (Petroleum Engineering
HaHolditch, 2007 ) yoluyla 300 m. derinlikten daha fazla derinde olusturulduklari i¢in biitiin
catlaklar dikey catlaklardir. Ayrik catlaklar arasinda kalan matris bloklar1 akisa gecirimsiz
ve es-genislikte olup rezervuar 1s1 haznesi olarak islev goriirler. Her bir catlakta tek fazli,
kararli, sikistirilamaz ve degisken sicaklikli bir akis vardir. Gegirimsiz matriste ise sadece
catlak boyunca akis yoniine dik 1s1 iletimi gergeklesir. Her bir catlak icinde akisa dik yonlii
1s1 yayilimi sonsuz hizda kabul edilir ve catlak iginde Sicakliklar1 hizla esitler. Diger bir
deyisle catlak genisligi boyunca sicaklik degerleri esittir. Matris bloklar1 ve onlara bitisik
catlaklar arasindaki 1s1 aligverisi sadece matris-gatlak kesisim yiizeyinde olusur.

Olusturulan 1s1 yayilim denklemleri boyutsuz parametreler tanimlanarak boyutsuz
denklemlere doniistiiriilmiistiir. Bu ¢alismada gdzoniine alinan her iki jeolojik modeli i¢in
jeotermal rezervuarin sabit kalinliktaki matrislerle birbirinden ayrilmis paralel ¢atlaklardan
olustugu varsayilir.

Birinci modelde yalin akis ve akisa dik 1s1 iletimi varsayilir ve bu model igin seri
toplam metodu ve ikili Laplace doniisiimii ile yeni ve etkin bir ¢oziim tiretilmistir. Bu
¢oziim Skopp ve Warrick ¢ozlimii ile ve sayisal ters Laplace donilisiim algoritmalariyla
hesaplanan ¢oziimlerle sonuglarin dogruluk derecesi, hesaplama hizi, ¢6ziimlerde yeralan
ifadelerin fiziksel anlamlar1 agilarindan karsilastirilmistir.

Ikinci modelde ise birinci modeldekine ek olarak ¢atlak iginde boyuna 1s1 yayilimi
(hidrolik dispersion) varsayilir. Bu model igin ise iki ayri analitik ¢ozim gelistirilmistir.
Bunlardan ilkinde Skoop ve Warrick ters doniisiim sonuglar1 ve iteratif Laplace doniisiimii
birlikte kullanilmus; ikincisi igin ise Fourier Sine doniistimii, seri toplam metodu ve iteratif
Laplace dontisiimii ile ¢oziim tiiretilmistir. Bu iki ¢6ziimden ikincisinin hesaplama hizi ve
cozlimlerde yer alan ifadlerin fiziksel anlamlar1 agisindan ¢ok daha ileri oldugu goriilmustiir.

Tiim ¢oziimlerin dogrulugunu test icin ilk asamada ilk ve smir degerler ¢oziimler
tizerinde denenmistir. Sonrasinda Matlab ortaminda olusturulan program ve fonksiyonlar ile
belirli bir hata paymin/toleransin iistiine ¢ikmayacak sekilde ¢ozlimlerin belli degerlere
yakinsamasi gézlemlenmistir.

Bu analitik ¢6ziimde ortaya ¢ikan yari-Sonsuz integrallerin ve sonsuz toplamlarin
yakinsamasi ayrica incelenmistir. Cézlimde ortaya ¢ikan her tiirden integral, tiirev ve toplam
fonksiyonlar1 igin ayri ayr1 Matlab kodlari yazilmistir. Intergral hesaplama kodlarinda
Yamuk ydntemine gore yazilim gelistirilmistir. Kabul edilebilir maksimum Tolerans 10”7
olarak alinmustir.



Olas1 yazilim hatalarinin bulunmadigi ise Matlab Invlap fonksiyonu ile Laplace
uzay1 ¢oziimlerinin sonug¢larinin ¢akismasiyla teyid edilmistir.

Her iki rezervuar modelinin ¢oziimleri belli toleranslar ile dogrulandiktan sonra
kullanim/yazilim kolayligi, diisiik hata payli, ¢abuk yakinsayan ve hizli olan ¢oziimler
secilmistir. Secilen ¢oziimler ile catlakda boyuna 1s1 iletimi varsayimini etkisi farkli
senaryolar ile test edilmistir.

Coziim asamalarinda ‘Tamamlayict Hata ve Hermit® fonksiyonlar1 kullanilmastir.
(Matlab Hata foksiyonu hesaplama tolerans1 107 civarindadir)

Yakinsama, yaklasimlar ve toleranslar i¢in gorsel/grafiksel analizler yapilmistir.

Hesaplama siireleri de en az ¢oziimler kadar belirleyici olabildiginden calistirilan
tim Matlab program ve fonksiyonlarinin hesaplama siireleri de programlarla birlikte
degerlendirilmistir.

Ayrica model analitik ¢oziimlerinin duyarlilik analizleri (¢oziim fonksiyonlarinin
degisken parametrelere gore tiirevlerinin alinmasi yoluyla) yapilmis ve son olarak her iKi
model ¢oztiimleri (giirtiltila veri kullanimi ile dogrusal olmayan regresyon analizleri igin)
izleyici konsanstrasyonu dagilimia gore de diizenlenmis ve kullanima sunulmustur.

1.4. Tez Eseri’nin Onemi

Jeotermal rezervuarlardan iiretilen suyun yine ayni rezervuarlara geri enjeksiyonu
nedeniyle olusan 1sil kirlenme (burada 1sil kirlenme ile iiretim sicakliginin diismesi
kastedilmektedir) 6nemli bir ekonomik problemdir. Ayrica susuz jeotermal sahalarda 1sil
kurtarim i¢in tek yontem sahaya sicak su basma ve bir yapay ¢evrim olusturma seklinde
uygulanmaktadir. Ancak yetersiz bir soguk su geri-basma sistem tasarimi ve/veya 1sil
kurtarim ¢evrim dizayni iiretim kuyularindan erken soguk su tretimini de beraberinde
getirebilecektir. Bu nedenle catlakli jeotermal rezervuarlarda 1s1  yayilim
mekanizmalarmin 1yi anlasilmasi biiylik ekonomik ve teknik 6nem tagimaktadir.

Gozenekli ortamda analitik yayillim modelleri, temel tasiim mekanizmalariin
kavranmasinda oldukca Ggretici bir rol oynarlar. Analitik modeller ayrica parametrelerin
duyarlilik analizlerinin yiiriitiilmesinde ve parametrelerin kollektif rollerinin belirlenmesinde
de boyutsuz parametre gruplarinin tanimlanmasi yoluyla rol alirlar. Son olarak analitik
modellerin diger 6nemli bir islevi ise sayisal modeller i¢in bir referans noktasi olmalaridir.

Tekrar basma operasyonlarinin tasarimi ii¢ parametrenin en dogru sekilde
saptanmasini gerektirir. Bunlar enjeksiyon debisi, iiretim ve enjeksiyon kuyu ciftleri
arasindaki mesafe ve beklenen soguk su iiretim zamani (yani projenin dmrii) seklindedir.
Bu parametreler ise uygun ve etkili jeotermal modeller yardimiyla tesbit edilmektedir. Bu
calismanin da bu amagclara hizmet etmesi ve ¢alisilan model ve ¢oziimlerinin endiistride
kullanilacag1 6ngoriilmektedir.

Gozenekli ortamda akis ve taginmanin modellenmesi pratik veya teorik alanda
¢oziilmesi gereken 6nemli bir problemdir. Ciinkii bu modeller petrol, dogal gaz, yeraltisuyu
ve jeotermal rezervuarlarda izleyici, ¢Ozelti ve 1s1 taginmasmin  anlasilmasi ve



yorumlanmasinda kullanilirlar. Bu c¢alismada jeotermal rezervuarlarda geri basim
operasyonlariin tasarim ve tahmininde kullanilacaktir.

Bu problem iizerine basitten karmasiga dogru degisik kavramsal jeolojik modeller
gelistirilmis ve bu modellerde yine basitten karmasiga dogru akis ve taginim yaklagimlari
kullanilmustir. Jeolojik modeller 6nce ayrik ana ¢atlak modelleri ve gakistirilmig catlak agi
ve gecirimsiz matris siire¢ modelleri olarak iki ana smifa ayrilabilir. Ayrik ¢atlak modelleri
ise tek catlakli ve paralel ¢atlakli olmak iizere iki ¢esittir. Akis ve tasinma modelleri ise
once uzay boyutuna gore tek boyutlu, iki boyutlu ve {i¢ boyotlu olmak iizere dnce lice
ayrilirlar. Yine her bir boyut i¢in de yalin akis ve ¢atlak matris etkilesimi ve akis, boyuna
1s1 yayllimi ve c¢atlak matris etkilesimi olmak tizere iki genel kisma ayrilabilir (bkz. Sekil
2.1). Bugalismada paralel gatlakli jeolojik model iginde tek boyutlu akis sisteminin alt akis
modelleri ele alinmustir.

Gegmis ¢alismalarda bjeolojik ve akis modellerin ¢oziimleri genl olarak analitik, yar1
analitik ve sayisal ¢oziimler olarak {i¢ alanda gelistirilmistir. Tek ¢atlakli jeolojik model igin
farklh yaklasimlarla analitik ve yar1 analitik ¢oziimler gelistirmistir ( Chen 1986, De Smedt
1981, Kocabas 2011 ). Paralel catlakli jeolojik modelin yalin akis sistemi igin Skopp ve
Warrick (1974), yalin akis ve boyuna 1s1 yayilimi sistemi i¢in Chen (1986) analitik
coziimler gelistirmis ancak ¢ogunlukla yart analitik ¢oziimler tercih edilmek durumunda
kalinmistir (Barker, 1982).

Yukarida belirtilen analitik ve yar1 analitik ¢6ziimlerin ¢ogunun ¢ engeli
bulunmaktadir. Bunlar fiziksel olaylarin anlamini igceren terimlerin ayriminin olanaksizligi ,
coklu integraller gerektirmeleri dolayisi ile hesaplama zorlugu ve tek boyutta ortaya ¢ikan
karmagik ifadelerin iki veya ii¢ boyuta tasmmmasmin imkansizligi ve daha gergekei
problemlerin ¢ozlimiine katki saglayamamalar1 seklindedir. Bu ¢ozlimlerin bu acilardan
gelistirilmeleri 6nemlidir.

2011 yilinda Kocabas bu tek boyutlu ve diger baska iki boyutlu modeller i¢in hem
fiziksel anlamini koruyan hem hesaplama kolayligi saglayan hem de iki ve {i¢ boyuta
tasinmalarina imkan veren iteratif Laplace doniisimiimii odagma alan bir seri ¢oziim
yaymlamistir (Kocabas (2011a), Kocabas (2011b), Kocabas ve Kiigiik (2011), Kiiciik ve
Kocabas(2011)). Ancak bu ¢oziimlerin énemli bir kismi sayisal hesaplari yapilmadan
birakilmistir, iteratif Laplace doniisiimiinde ise daha karmasik ifadelere yolagan Skopp and
Warrick yaklagiminin kullanilmasi da bir engel olarak gortilebilir..

Bu calisma yukarida yayimlanan ¢oztimlerin belirtilen engellerini ortadan kaldiran,
paralel catlakli model i¢in her iki akis ve tasinim yaklasimi acisindan gelistirilen ii¢ ayr1
yeni analitik ¢6ziimii igermektedir.

Ik ¢6ziim yalin akis ve catlak matris etkilesimi icin ikili Laplace déniisimii ve
binom serisi acilimi ile Skopp ve Warrick ¢6ziimiinden daha sade ve daha kolay
hesaplanabilen bir ifadedir. ikinci ¢6ziim yalin akis, boyuna 1s1 yayilimi ve gatlak matris
etkilesimi i¢in gelistirilen ve Skopp veWarrick doniisiimiinii iteratif Laplace donilistimii ile
birlestiren bir  ifadedir. Bu ¢6ziimii Kocabag 2011 de yayinlanmis ancak ¢6ziim
hesaplamalar1 bu ¢alismada gergeklestirilmistir. Ugiincii ¢oziim ise yine yalin akis, boyuna
1s1 yayilimi ve c¢atlak matris etkilesimi ic¢in iteratif Laplace doniisimii ile Binom serisi
acilimini esas alan yeni sade ve hesaplamasi kolay olan bir ifadedir.
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2. TEORI
2.1. Jeotermal Rezervuarlarda Is1 Transferi Mekanizmalari

Herhangi bir  fiziksel sistemde 1s1, iletim (kondiiksiyon), akigkanla-taginim
(konveksiyon), radyasyon ve hidrolik yayilim (dispersion) yoluyla olmak iizere dort yolla
tasinmaktadir. Iletim yoluyla (kondiiktif) 1s1 yayilimi 1smin herhangi bir tasiyici ajan
olmaksizin sicaklik gradyanina bagl olarak dogrudan iletimidir. Akiskanla-tasinim yoluyla
(konvektif) 1s1 taginimu1 ise bir akiskan hareketi ile tasinimdir. Radyasyon (yaymim) ise, bir
kiitlenin sicakligindan dolayr yaydigi enerjidir. Hidrolik yayilim ise ortamdaki vektor-hiz
(velocity) farkliliklari ile difiizyon 1s1 iletiminin birlikte neden oldugu bir mekanizmadir.

Is1 iletimi (kondiiksiyon), molekiiler titresim nedeniyle komsu molekiillerin
carpismast yoluyla ortaya cikan 1s1 aktarimdir. Iletim yoluyla 1s1 aktarimi, sicaklik
farkliliginin bir sonucudur. Sicakligin yiiksek oldugu yerden diisiik oldugu yere 1sinin
yayilim yoluyla iletimi Fourier yasasi ile ifade edilir. Yasa, birim zamanda bir tabaka
boyunca olan 1s1 akis1 miktarinin, sicaklik farkinin gradyanina olan oranidir. Bu kanunla
kapal1 bir sekilde ortaya ¢ikan oranti sabiti ise 1s1 iletim katsayist (k) adini alir.

d—Q ~ —kAd—T 1)
dt dx

Genel anlamiyla akigkanla-taginim (konveksiyon) , sicak suyun hareketiyle 1sinin
tasinimidir. Jeotermal sistemlerde genellikle akiskanin hareketine bagli olarak 1s1 taginimi
meydana gelir. Taginim ile 1s1 transferi Newton Sogurma Kanunu ile formiile edilir. Bu
formiilde J 1s1 akis1 (watt/m?) , h 1s1 transfer katsayis1 (w/m?K) sicakliklar ise yiizey ve

ortalama s1v1 sicakligi (K) seklindedir.

J= h(Ty _Ts) (2)

Jeotermal rezervuarlarda taginim bu anlamiyla degil akiskanin sahip oldugu enerjiyi
akisdan dolay:1 kiitle tasinimi ile tagimasi olarak kabul edilir. Bu anlamda tasinim veya

konveksiyon teriminin matematik ifadesi asagidaki sekilde verilir:

J. = pcu d—T @)
dx
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Diger bir 151 yayilim mekanizmasi ise diflizyon dur. Molekiillerin kinetik enerjileri
sebebiyle ¢cok yogun bir bolgeden az yogun bir bolgeye hareketleri olarak tanimlanabilen
diftizyon Fick’in 1. ve 2. Kanunu olarak formiile edilmistir. Sicakliklarin sabit oldugu iki
ortam arasindaki aki ya da 1s1 enerjisi i¢in uygulanan 1. Kanun (4) asagidaki denklemler ile
ifade edilebilir (Bird vd. 1976).

J -k dr , Q:MJ:AWEI (4)
dx dx

Burada k, termal iletkenlik (w/m-K) , Q 1s1 enerjisi (joule), A yiizey alan1 (m?) seklindedir.

Sicakligin zamana bagli olarak degistigi sistemler i¢in kullanilan 2. Kanun ise asagidaki

gibidir (Bird vd. 1976).
dT d’T

a=—— olmaklzere —=a——
) dt dx?

(®)
Burada a 1si1l difiizyon katsayisi , p yogunluk Cp sabit basing 1s1 kapasitesi seklindedir.
Hidrolik 1s1 yayilimi ifadesi ise ayni difiizyon seklinde olup sadece difiizyon katsayisi yerine

dispersiyon katsayist kullanilir.

Radyasyon yoluyla 1s1 iletimi, jeotermal rezervuarlar ic¢in ihmal edilebilir

olgtilerdedir. P nedenle bu ¢alismanin modellerinde kullanilmayacaktir.
2.2. Ayrik Paralel Catlakh Jeotermal Rezervuarlarin Matematik Modeli

Dogal catlakli bir jeotermal rezervuarin yapist disiik gecirgenlikli matris
bloklarindan olusan bir catlaklar ag1 seklinde olabilmektedir. Ayrica sicak kuru kayag
rezervuarlarinda enjeksiyon ve firetim kuyular1 birbirine ¢ok sayida paralel catlakla
baglanabilirler. Bu sistemlerin idealize bir kabulii sonsuz sayida ayrik paralel ¢atlaklarin
sabit genislikteki matris tabakalar1 ile birbirinden ayrildig1 bir yapi olarak degerlendirilebilir.
Bu jeolojik jeotermal rezervuar modeli, 1970’li yillardan giliniimiize kadar uygulanan klasik
izleyici ve 1s1 tasinim modellemeleri olarak siiregelmistir. (Pruess ve Bodvarsson (1984),
Gringarten vd (1975), Skopp and Warrick, Tang vd. 1981; Suducki ve Frind, 1982).

Sinir kosullar1 ¢ercevesinde yukaridaki sistemin matematiksel modeli asagidaki

varsayimlara gore olusturulur;
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e (atlaklar dikeydir ve yonelimlidir (tektonik hareketlere bagli ¢atlaklar ve
300 m. den daha derinde agilan yapay catlaklar yatay yonelimli olamazlar).

e Matris bloklar1 gec¢irimsiz ve ve es genisliktedir.

e Catlaklarda tek fazl, kararli, sikistirllamaz vezaman degisimli sicaklikli bir
akis gergeklesir.

e Matris blogunda akis yoktur, sadece akis yoniine dik bir 1s1 iletimi —izleyici
ise diflizyon- olusur.

e Sonsuz biiytikliikteki akisa dik yonlii 1s1 yayilimlari ¢atlak genisligi boyunca
sicakliklar esitler.

e Matris ve ¢atlak arasindaki 1s1 aligverisi matris-gatlak kesisim yiizeyinde
olusur ve matristeki zit yonlii sicaklik gradyani ile orantilidir.

e Tek catlakli jeolojik model gegirimsiz sonsuz yanal genislikte bir matriste
yer alan dikey tek bir catlaktan olusur.

e Ayrik paralel ¢atlakli jeolojik model igin gozenekli sistem sabit genislikte
matrislerle birbirinden ayrilmis dikey paralel ¢atlaklardan olusur.

e Yukarida verilen jeolojik modellere uygulanan akis modellerinden, yalin
akis modelinde catlak boyunca sadece akis nedenli 1s1 tasinimi ve akisa dik
matris ig¢ine 1s1 iletimi gergeklesir. (Bu model I. Akis Modeli olarak
adlandirilacaktir.)

e Diger akis modelinde ise yalin akis ve akisa dik 1s1 iletimi yaninda akis
boyunca hidrolik 1s1 yayilimi da gergeklesir. (Bu model II. Akis Modeli

olarak adlandirilacaktir.)

Bu varsayimlar ile idealize edilen tek ve paralel ¢atlakli jeolojik modellerin sematik
gosterimi Sekil 2.2°deki gibidir. Bu matris-catlak jeolojik tanimlamalart ile 11. Akis Modeli

icin ¢atlak ve matris i¢indeki 1s1 aktarimi/degisimi denklemleri asagidaki sekilde elde edilir.

oT oT 0T k_oT
c, —+p,C,0U—-K—F————" =0 6
PiC = * Pu wf x o2 b & lo (6)
M 0T, o
PmCm ot —Km 622 = (7)

Ayrik paralel catlakli rezervuarlar icin baslangi¢ ve siir kosullari ise su sekildedir:

t=0 icin T=T, =T, (8)
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©)
(10)

(11)

(12)

x=0 icin TZﬂ
X—>o  iken T—0
z=0 icin T.=T
Z=4a i¢in =
¢ oz
1-Gegirimsiz matris iginde yerlesik tek ¢atlak | ‘ » 1D |
2-Gegirimsiz matris icinde sinirli sayida catlak | ’El

1-Yahn akig ve akiga dik yénde Lauwerier, 1955 vd...
matris icine 1si iletimi

l Barker, 1982

3-Gegirimsiz matris icinde sonsuz sayida paralel catlaklar 7 3D I=
=
Cendejas vd., 1994 wn

T
| 1-Aynk ana gatlakl sistemler |

Jeolojik Modeller E’

2-Catlak ag icinde yerlesik matris
bloklan ‘

ide)

2-Yahn akig ve akig y6niine yayihm+
akisa dik yénde matris icine 1s1 iletim

Chen,1986

Roberts vd., 1980

1-Yalin akig ve akiga dik yénde
matris i¢ine 1s1 iletimi Skopp ve Warrick, 1974

o

2-Gegirimsiz matris icinde sonsuz sayida paralel gatlaklar |

Sekil 2.1 Jeolojik ve Akig Modelleri Biitiinlesik Sistemleri

Sekil 2.2 Tek ve paralel ¢atlakli

im+ |DeSmedt
Kocabas, 2011

2-Yalin akig ve akis yoniine yay
akiga dik yonde matris igine 1s1 ileti

Barker, 1982

jeolojik model idealize yapilari.
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3. 1. AKIS MODELININ ANALITIiK COZUMLERI

II. Akis Matematik Modelinde (Denklem 6) bulunan akis boyunca hidrolik 1s1
yayilimimin ihmal edilmesiyle ayrik I. Akis Modeli elde edilir. I. Akis Modelinin ¢atlak

icinde 1s1 taginimini belirten Denklem 6 asagidaki sadelesmis hale doniisiir.

oT
P:C; —+,DWCW¢U———

or K, aT,
ot ox b oz |,,

(13)

I. Akis Modelinin matriks blogu denklemi (Denklem 7) ayni kalir. Bu denklem asagida

yeniden yazilmuistir.

=0 (7)

Baslangig ve sinir kosullar1 Boliim 2.2 de yer alan (8), (9), (11) ve (12) kosullaridir.
Model transfer denklemleri [ (13) ve (7) ] ve baslangi¢ ve sinir kosullarinin boyutsuz

ifadelere ¢evrilmesi i¢in boyutsuz degisken tanimlar1 asagidaki sekilde olusturulabilir;

T -T
Tp=2=° 14
o =77 (14)
T,-T
T,=—2—0" 15
0=1 7 (15)
p,C. X k
t.=t— r’r 2 m 16
i ( pWCW¢UmeCmaZ 1o
k
Xp = —— M (17)
PuCypuba
z
Zng (18)

Bu boyutsuz degiskenlerin kullanimiyla (13) ve (7) denklemleri asagidaki formlara

dontistir.
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aTD _ 8TmD =0 (19)
OXp 0z, . o

2
Moo Twp _, (20)
atD 82,%

Benzer sekilde baslangic ve siir kosullari da boyutsuz formlara asagidaki sekilde

doniistiiriilebilir;
t, =0 icin TD = TmD =0 (21)
X, =0 i¢in T =1 (22)
2o=0 igin Tp=Tp (23)
"

3.1. I. Akis Modeli i¢in Skopp ve Warrick Céziimii

Ayrik paralel ¢atlak jeolojik modelinin I. Akis Modeli igin yapilan ilk ¢aligmalar
yalnizca yari-analitik ¢oziimler olarak kalmis (Gringarten vd (1975) ve Bodvarsson ve
Tsang (1982)) ve ilk gercek uzayda analitik ¢oziim Skopp and Warrick (1974) tarafindan

gelistirilmistir.

Gozenekli ortamda ¢ozelti ve kimyasal izleyici taginimi igin gelistirilen Skoop ve
Warrick ¢6ziimii ayrik paralel catlakli rezervuarlarda birinci akis modeli i¢in gegerlidir.
Isinin da 6zel bir izleyici olmasi nedeniyle bu ¢6ziimiin jeotermal rezervuarlarda 1s1 taginimi

modellemesi i¢in kullanilabilmesi miimkiin olmustur

Bu ¢oziim Skopp ve Warrick’in gelistirdikleri EK-1 de verilen Laplace Ters
Doniigiim Bagimtis1 kullanilarak gelistirmis ve yaymlanmistir. Ek-2 bu ¢oziimii yukarida
verilen boyutsuz degiskenler ve bagimli degisken doniisiimii kullanarak yeniden
vermektedir. Bu yeni metod Skopp ve Warrick sonucuyla ayni sonucu vermektedir ancak
yeni yaklasimda matematik islemler biraz daha sadelestirmis olmaktadir. Skopp ve Warrick

¢coziimii asagida Denklem 25.1 te verilmistir.

oty
2

T, = EOjjexp(—ﬂR){Sin( —,)+Sin(4, )}d—w (25.1)
Y w
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Yari sonsuz bir integrali de igeren bu karmasik ¢6zlimiin sayisal sonuglar1 ve analizi
icin Ek-12 de yer alan A-2.1 ve A-2.2 matlab programlari olusturulmus ve kullanilmistir.

Integral hesaplamalar1 i¢in yakisamanin tamamlandig1 kabul edilebilir bir {ist smir
secilmis-belirli toleranslar i¢in (107 gibi) ve secilen sinir igin adim araliklar1 daraltilarak
ikinci bir tolerans degerleri bulunmus ve bu tolerans makul sinirlarda tutularak hesaplama
yapilmistir. Programlarda yar1 sonsuz integralin sayisal degerinin bulunmasi i¢in Yamuk
yontemi kullanilmistir. Adim araliklart da bu yontem igindir. Adim araliklarinin
siklastirilmast Yamuk yonteminden kaynaklanan hata oranini en aza indirecektir. Ancak bu
siklagtirmanin program c¢alisma siiresine olumsuz etkisi olacagi i¢in kabul edilebilir hata
siirlart i¢in en fazla adim araligi genisligi kullanilacaktir. Bu tiir kullanim ayni zamanda
farkli ¢éziimlerin siire yoniinden kiyaslanmasinda da bir zorunluluktur.

Asagida yer alan dort grafik yari sonsuz integrali hesaplanacak fonksiyonun (integral
ici fonksiyon) farkli degisken degerleri (xp, tp) icin gereken integral iist sinir kabullerini ve
tolerans degerlerini gostermektedir. Bu grafiklerdeki tolerans degerleri Yamuk yontemi ile

hesaplanan iki farkli adim araligi igin (0.001 ve 0.05) integral degerleri farkidir.

0.6 T T T T T T C T C

Integrali Hesaplanan Fonksiyon

Integral igi Fonksiyon

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Integral Ust Sinir

Sekil-3.1 xp=1; tp=2 icin Integral i¢i Fonksiyon yakinsamasi, Adim aralig1i=0.001, Tolerans=2.9847e-008.



03 T T T T T T T T T
Integrali Hesaplanan Fonksiyon

0.25 o

0.2

0.15

0.1

Integral Igi Fonksiyon

0.05

-0.05
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Integral Ust Sinir
Sekil 3.2 xp=2; tp=1 icin Integral i¢i Fonksiyon yakinsamas: Tolerans= 8.0193e-008.

03 T T T T T T T T T
— Integrali Hesaplanan Fonksiyon

0.251- o

0.2

0.15

0.1

Integral ici Fonksiyon

0.05

r r r r r r
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Integral Ust Sinir

-0.05
0

Sekil 3.3 xp=0.5; tp=0.5 Integral i¢i Fonksiyon yakinsamasi, Adim araligi=0.001,Tolerans= 2.2088e-008.
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0.18 T T T T T T T

Integrali Hesaplanan Fonksiyon

0.16

0.14

0.12

0.1

0.08

0.06

Integral ici Fonksiyon

0.04

0.02

_0‘ 02 r r r r r r r
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Integral Ust Sinir
Sekil 3.4 xp=0.3 ; tp=0.3 Integral i¢i Fonksiyon yakinsamasi , Adim arali§i=0.001, Tolerans= 5.2203e-008.

Yukaridaki sekillerde goriilecegi lizere bu yontem ile xp ve tp nin kiigiik degerleri
icin yar1 sonsuz integral iist sinir kabiiliiniin 30-40 arasinda olmas1 gerekmektedir. Ayrica
107 lik bir tolerans: asmamak igin sinir degerleri adim aralig1 0.001 den biiyiik olmamas:

gerekmektedir.

1 P —
- To
//
To o5+ / .
//
/
O // | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70
x10°
1 T T T
Integral Ust-(Ust-1) Tolerans
0.5 i
O | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70
to*10

Sekil 3.5 xp=1; tp=0..6 icin 0.1’lik araliklarla cizdirilmis Tp grafigi (Tp=Integral degeri, Yamuk
yontemiyle hesaplandr).



19

Sekil 3.5 de yer alan grafikteki Tolerans bu yontem igin 2. hata hesaplamasidir. Bu
Tolerans (Ust smir, n-Ust sinir, n-1 ) farkidir. Grafikte xp Ve tp nin kiigiik degerleri igin bu
toleransin biiyilk degerler aldig1 goriinmektedir. Bu yontem ile 107 lik toleranslar icin
yapilan hesaplamada gecen siire 4.2 saniyedir. tp adim araligmin 10 kat artirilmasi ile

(adim aralig1 olarak 0.001 yerine 0.01 alinmas1) hesaplama siiresi 30.8 saniyeye ¢ikmustir.
3.2. I. Akis Modelinin Yeni Analitik Coziimii

I. Akis Modeli matematik denklemleri Skopp ve Warrick yaklasimindan farkli bir
yol izlenerek, diger bir deyisle Ikili Laplace Déniisiimii kullanilarak bu g¢alismada
¢Oziilmiistiir. Ayrintili ¢6ziim adimlari Ek-3 ve Ek-4 de yeralan bu ¢6ziim asagida 25-29

nolu denklemler olarak verilir.

n=l m=1

T, {i(—l)“ Flty)+ i(—l)"*m(nmj)%e(t.))} (25.2)

3 2N+ Xp 2(n+1) + X,
F(tD){erf{ 2\/E J+erfc[—2\/E J} (26)

(m+1)/2 2 2
Glty) =12 exp(—ft—l) Heml[i}exp(“—z)Hem{iJ (27)

|t - N 4, 2t

_ —1-2i
m-1)/2 a)m I

myrz
Hey, 1 (@) = (m-1)! g(:) (-1 m (29)

Yukarida verilen Denklem (26) Tamamlayici Hata ve Denklem (29) Hermit

fonksiyonlar1 icermektedir.
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3.2.1 1. Akis Modelinin Yaklasik Yeni Analitik Coziimii

Yeni analitik ¢oziimiiniin ilk ii¢ terim toplamina gére yeniden diizenlenmesiyle elde

edilen( Bkz. Ek-4) yaklasik ¢6ziim asagidaki 30 nolu denklemlerle verilir.

3 2N+ Xp 2(n+1) + X,
F(tD)_{erf{ 2\/5 }Lerfc[—z\/E J} (30.1)

2exp[— (2n+ xD)2] Zexp[— 2n+1)+ xD)Zj
at, at,,
Gl(tD) = +

Vit it o

o(mi1)/2 a2 a o a
G(ty) =1 —=——1exp(-—)He, L | +exp(——2)He,, 2 30.3
)=\ Tt 4tD) \ T p( 4tD) | (30.3)

Ek-12 de yer alan A-1-1 ve A-1-2 programlar ile bu yeni analitik tam ¢6ziim ve
yaklagik ¢Oziimiin sayisal sonuclari ve analizi yapilmistir. Bir 6nceki yonteme benzer
sekilde sonsuz seri toplamlar iginde bir {ist sinir belirlenmis ve bu sinir degerin bir 6nceki
adim simnir degeri ile farkindan tolerans hesaplanmistir. Bu tolerans degerini makul degerlere
diistirmek i¢in sinir degeri artirilarak hesaplama yapilmigtir.

Sekil 3.6, 3.7 ve 3.8 de yer alan ii¢ grafik sonsuz toplam fonksiyonun (25 no’lu
denklem) farkli degisken degerleri (Xp, tp) i¢in Tp yakinsamasini ve 6n kabiilii yapilan
sonsuz toplam {ist stnirmin  igerdigi tolerans degerlerini ( hata paylarin1 ) gostermektedir.

Ornegin n=4 i¢in hesaplanan tolerans Tp(n=4)-Tp(n=3) farkidur.



0.2004

0.2002

0.2

0.1998

To 0.1996

0.1994

0.1992

0.199

0.1988
1

Sekil 3.6

0.902
0.9

0.898
0.896
0.894

T 0892
0.89
0.888

0.886

0.884

0.882
1

Sekil 3.7

———nigin Tp yakinsamasi

15 2 25 3 35 4
n,toplam sayisi

Xp=2 Ve tp=1 i¢in Tp yakinsamasi, Tolerans (Tpn-Tpn-1)= 3.3866e-009.

———nigin Tp yakinsamasi ‘

15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
n,toplam sayisi

Xp=1 ve tp=2 igin Tp yakinsamasit Tolerans =3.0071e-010.

21
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0.6522, \ \ \ \
—ngin Tp yakinsamasi
0.6522- 1

0.6522- 1
0.6522- 1
0.6522 1
To
0.6522 1
0.6522- 1

0.6522- b

0.6522r- b

06522 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

n,toplam sayisi

Sekil 3.8 xp=0,5 ve tp=0,5 i¢in Tp yakinsamasi, Tolerans = 1.3581e-011

Yukaridaki sekillerde goriilecegi iizere bu yontem ile Tp yakinsamasina ¢ok g¢abuk
ulagilabilmektedir. Sonsuz toplam iist sinirin (n) tp tamsayr degerinden 1 ya da 2 fazla

olmas1 1077 lik tolerans degerleri igin yeterli gelmektedir.

0.8f

0.7+

To o551

0.4+

0.2~

0.1+

L
0 1 2 30 40 50 60
tp*10

Sekil 3.9  xp=1 ve tp=0..6 i¢in 0.1 ‘lik araliklarla ¢izdirilmis Tp grafigi.
Sekil 3.9 de yer alan grafikte sonsuz toplam tist sinir1 n=tp+2 olarak alinmistir. Bu

yontem ile 107 lik toleranslar igin yapilan hesaplamada gegen siire 1.2 saniyedir. tp adim

araliklarinin 10 kat artirilmasi ile hesaplama siiresi 8.1 saniyeye ¢ikmustir.
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3.3. Coziimlerin Karsilastirilmasi

Analitik ¢6ziimler INVLAP isimli bir Sayisal Laplace Ters doniisiim algoritmasi da
kullanilarak (bkz. EK-12 /A-3-2 ) karsilastirildilar.

Ortak sinir degerleri, adim araliklar1 ve tolerans kabulleri i¢in Skoop ve Warrick
¢ozimi ve yeni analitik ¢6ziim ayn1 degerleri vermekte ancak Skoop ve Warrick ¢oziimii
yaklasik 4 kat fazla siire almaktadir(bkz. Sekil 3.10).

Ikinci olarak yeni analitik ¢dziim igin tek tolerans ile hesaplama yapilirken, Skoop ve
Warrick doniisiimii ¢6ziimii i¢in iki ayr1 tolerans degerlerine gore degerlendirme yapmak
gerekmektedir.

Son olarak Skoop ve Warrick ¢oziimiinde xp Ve tp nin kii¢iik degerlerinde yakinsama
ve tolerans kabulleri i¢in sinir degerlerini artirmak gerektirmekte bu da hesaplama stiresinde
olumsuz etki gostermektedir.

Her ¢6ziimiin ayn1 sonucu vermesi (Sekil 3.1) yaklagimlarin herbirinin dogrulugunu
teyid etmekte, ancak hesaplama hizi, verimlilik ve fiziksel anlamlandirma agilarindan yeni

analitik ¢oziim One ¢ikmaktadir.

1 et skl koo i
Seri-l.K.

09r + S&W. [

"""""""""" Sayisal

0.8+

0.7 B

To o5 .

0.3 e

0.2 i

0.1r B

oLy ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70

tp*10

Sekil 3.10  xp=1 ve tp=0..6 i¢in 0.1’lik araliklarla ¢izdirilmis Tp grafikleri

Seri-L.K. : 1. Akis Modeli yeni analitik ¢6ziimii
S&W. : Skopp ve Warrick ¢6ziimii
Sayisal : Sayisal yari-analitik ¢6ziim. (Matlab INVLAP fonksiyonu ile ¢6ziim)
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4. 11. AKIS MODELININ YENI ANALITIiK COZUMLERI

Ayrik Paralel Catlakli Jeotermal Rezervuar jeolojik modeli i¢in II. Akis modeli
(yalin-akis, akis boyunca 1s1 yayilimi ve matris igine 1s1 iletimi) modelinin matematik
denklemleri ve modelin baslangi¢ ve sinir kosullar1 Boliim 2.2 verilmisti. Bugiine kadar bu
modelin Sudicki ve Frind (1982) ¢alismasi hari¢ yalnizca Laplace uzayinda yari analitik
coziimler verilebilmistir. Asagida ilk kez gergek uzayda analitik ¢oziimler tiiretilecektir.

Matematik Model tasimim denklemleri [ (6) ve (7) ] ve baslangi¢ ve sinir
kosullarinin boyutsuz ifadelere cevrilmesi i¢in etkin (tek tek parametrelerin biitiinsel

etkilerinin ayr1 ayr1 degerlendirilebilecegi ) boyutsuz degisken tanimlar1 asagidaki sekilde

olusturulabilir;
T -T
Tp = T° T (31)
0 i
T -T
To=7—2 (32)
" To _Ti
_ [Pl Pulull 33
"\ e i, )
Xp = @ X (34)
2
tD — prW pW(liWu t (35)
PG
/1 — pmcm N kkm (36)

prcr l)WCWub

Bu boyutsuz degiskenlerin kullanimiyla (6) ve (7) denklemleri asagidaki formlara

doniisiir.
2
oMy Ty 0 T2D T o (37)
oy Xy Xy 0z |,
2
OTmp O T21D 0 (38)
atD 82,3

Benzer sekilde baslangi¢ ve sinir kosullarinin boyutsuz sekilleri asagidaki gibidir.
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t, =0 icin TD = TmD =0 (39)
X, =0 1¢in T, =1 (40)
2,=0 i¢in Top=Tp (41)
2o —a, igin aaTZ T:D =0 (42)
X, —> o0 i¢in T, —0 (43)

4.1. I1. Akis-Modeli i¢cin Skopp and Warrick Yaklasimi ile Yeni C6ziim

II. Akis modeli icin ilk analitik ¢oziim iteratif Laplace Déniisiim metodu ve Skopp
ve Warrick Laplace ters doniisiim bagintis1 kullanilarak gelistirilmistir.( Coziim adimlarinin

ayrintilar1 Ek-5 te verilmistir.) Bu ¢6ziim asagidaki 44-47 nolu denklemlerle verilir.

T X (Xp —7)°
T, = D__ex F(t,—7)d (44)
D '([2,—7”_3 p( ] (t, —7) dz
© 2
:Ej.e’lR {Sin(m—}t,)+8in(ﬂ, )}d—“’ (45)
Ty 2 w

_ Aww Sinh(a, ) -Sin(a, ) 46
"2 Cosh(a, )+ Cos(a, o) o

_ Aww Sinh(a, o) +Sin(a, o) 47
' 2 Cosh(a, w)+Cos(a, w) "

Bu yeni analitik ¢6ziimiin belirli bir integral iginde yar1 sonsuz bir integral igeren
karmasik bir yapiya sahip oldugu goriiliir.

Ek-11 de yer alan B-1-1 ve B-1-2 programlar ile bu analitik ¢oziimiin sayisal
sonuglari ve analizi yapilmistir. Bu modelde I. Akis Modeline nazaran fazladan (A ve ap)

iki yeni degisken kullanilmas1 gerekmistir.



26

4.1.1 Algoritma Diizenlemeleri ve Tolerans Kabulleri

Analitik ¢Ozlimiin sayisal sonuglart ve analizleri i¢in bazi algoritma ve tolerans

kabulleri asagidaki sekilde diizenlenmistir.

T, = J' Xo exp(—uj F(t, —7) dr (48)
5 4t

3
2NTT

Tp integrali sinir degerleri tp i¢in 0..10 araligi ve Yamuk yontemi adim araligi i¢in
‘adiml’ degiskeni kullanilmistir.

adiml degiskeni istenen tolerans degerlerine gore genisletilecek veya daraltilacaktir.
tp=0 i¢in (t=0) integral i¢i fonksiyonun degerinin hesaplanmasi miimkiin olmadigindan bu

deger 0’a gok yakin bir deger kabul edilecektir. (Ornegin 10*)
o 2
= :Efe—ﬂa [Sin(—a’ (t, —7) —ﬂ,)+Sin(A,)}d—w (49)
Ty 2 w

F integrali Yamuk yontemi ile hesaplanirken sonsuz smir igin ‘zist’ degiskeni ve
adim araliklar i¢in ‘adim2’ degiskeni kullanilmistir.

Integral i¢i fonksiyonun yakinsamasi icin ‘iist” de@eri artirilacak, tolerans kabuliine
gore yakinsamanin yeterli oldugu durumda program hiz1 igin gerekirse diistiriilecektir.

adim2 degiskeni istenen tolerans degerlerine gore genisletilecek veya daraltilacaktir.
w=0 i¢in integral i¢i fonksiyonun degerinin hesaplanmasi miimkiin olmadigindan bu deger

0’a ¢ok yakin bir deger kabul edilecektir.(Ornegin 10%)

Bu ¢oziimde 3 ayr1 tolerans hesabi yapilacaktir. Bunlar;

e ‘Toleransl’ : F integrali i¢indeki fonksiyonun 6n kabiilii yapilmis bir ‘dist’
deger i¢in adim araliklarinin (adiml) genisletilmesi ile ortaya ¢ikan integral
degerleri farkidir (Yamuk yontemiyle hesaplanmis).

e “Tolerans2’ : F Integrali igindeki fonksiyonun adim araliklar1 (adim1) sabit
kalmak kosulu ile iist degerinin bir azaltilmasi ile ortaya cikan integral

degerleri farkidir (Yamuk yontemiyle hesaplanmas).
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e ‘Tolerans3’ : ilk iki tolerans kabulleri sonrasi Tp integrali sinir araliklar
adimlariin (adim2) genisletilmesi ile ortaya ¢ikan integral degerleri farki

(Yamuk yontemiyle hesaplanmis) seklindedir.
Tolerans igin 107 lik bir deger (farkli iki ¢oziimiin kiyaslanmasi icin) kabul
edilebilir varsayilmistir. Program hesaplama siireleri de bu kabul i¢in hesaplanmistir. Pek

tabii ki tolerans degerlerini diistirmek program hesaplama siirelerini artiracaktir.
4.1.2 Yakinsama Ornekleri
Sekil 4.1, 4.2 ve 4.3’de yer alan grafikler yari sonsuz F integrali igerisindeki

fonksiyonun bazi parametre degerleri i¢in yakinsama noktalarini ve bunlara karsilik gelen

tolerans1 degerlerini gostermektedir.

1.5 T T T T T T T T T

0.5 N

F integral ici fonksiyonu

-0.5 -

o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Sekil 4.1 (t,\ap,tp)=(0,1*0.3,5,10) ve adim?2 aralig1 0.001 ig¢in F integral i¢i fonksiyonu yakinsamasi
toleransl = 3.0889e-007 (e-7 lik bu tolerans igin ‘zist’ sinirin 100 olmas1 gerekmistir).
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x 10°

F integral igi fonksiyonu

S

0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4

Sekil 4.2 (t,\,ap,tp)=(9,9*1.3,5,10) ve adim?2 aralig1 0.001 i¢in F integral i¢i fonksiyonu yakinsamasi
tolerans1 =5.5862e-010 (107 lik bu tolerans i¢in ‘iist’ stmirin 4 olmasi yetmistir).

0.5 T T T T T T T T T

0.3 g

0.1f g

F Integral ici fonksiyonu

0.1 -

0.2 r r r r r r r r r
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Sekil 4.3 (t,A,ap,tp)=(0.1,*0.3,5,1) lik ortalama bir deger ve adim?2 araligi 0.001 i¢in F integral i¢i fonksiyonu
yakimsamasi, toleransl = 2.4075e-007 (107 lik bu tolerans igin ‘{ist” sinirin 100 olmas1 yetmistir).

Bu ii¢ grafikte goriilecegi iizere 107 lik tolerans1 degerleri igin adim araliklar 0.001
den biiyiik olmamalidir. Ayrica t*\ ifadesinin kii¢iik degerlerinde saglikli yakinsamalar i¢in

integral zist sinirinin biiyiitiilmesi gerekecektir.
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Toleransl
x10 °

0 50 100 150 200 250 300

x10 ®
6

Tolerans2

0 50 100 150 200 250 300
t5*1000

Sekil 4.4. (t,\ap,tp)=(0.1,*%0.3,5,1) lik ortalama bir deger , adim2 = 0.001, ust =140, (tp ,== 0..0,3) arahig:
icin Tolerans degerleri.

Yukarida yer alan Sekil 4.4 ise tp nin kii¢iikk degerler yelpazesi i¢in olusturulmus F
integrali hesaplamalarinin tolerans degerlerini gostermektedir. Integral st sinir1 olarak
makul bir deger olan 140 secilmistir. Genis bir tp yelpazesi igin bu deger yeterli iken (107
lik tolerans degerleri i¢in ) tp nin 0.005 den kiigiik degerleri igin st ve adim2 degerlerinin
degistirilmesi gerekecektir.

Sekil 4.5, 4.6, 4.7 ve 4.8’de yer alan grafikler baz1 parametre degerleri, adim1, adim?2
ve yar1 sonsuz integral zist smurt i¢in belirli Tp integrali hesaplamasini ve bu kabul
degerlerine karsilik gelen Tolerans3 degerlerini ve program hesaplama siirelerini

gostermektedir.
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05 \ | | | I I | L |
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
Tolerans3
x 10
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1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

Sekil 4.5. (t/A)=(/1) lik ortalama bir deger, adiml =0.01, ust =100, (tp,7= 1..2) aralif1 i¢in

o

Tolerans3 degerleri (hesaplama siiresi: 30.1 saniye).

0.03

0.02

0.01

0.5

Sekil 4.6. (1,ap)=(0.3,5) lik ortalama bir deger, adiml =0.0001, adim?2 =0.001, tist=100

| I | | | |
1 2 3 5 6 8 9 10
. Tolerans3
x 10
| | | | | |
1 2 3 5 6 8 9 10
tp*100
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Sekil 4.7.

Sekil 4.8.

31

tp, 7= 0.01,0.1 aralig1 i¢cin Tp ve Tolerans3 degerleri (hesaplama siiresi 361 saniye).

x 10°
15

T
Tolerans3

o | | | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

to*10

(A,ap)=(0.3,5) lik ortalama bir deger, adim1=0.001, iist =50 tp, 7= 0,1..1 aralig1 i¢in
Tolerans3 degerleri. (hesaplama siiresi 224 saniye).

0.9 o 7
0.8 7
07 7

0.6 —

x10°

Tolerans3

(t,\ap)=(0.1,*0.3,5) lik ortalama bir deger, adimI= 0.01, adim2=0.001 st =50
tp, =1..10 aralig1 i¢in Tp ve Tolerans3 degerleri (hesaplama siiresi 228 saniye).
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Yukaridaki grafiklerin verileri dogrultusunda su sonuglara ulasilabilir;

e tp nin 0’a yakin degerleri goz ard1 edilirse Tolerans1, Tolerans2 ve Tolerans3
degerlerini 107 civarinda tutmak i¢in adim2 araliklar1 0.001, adim1 araliklari
0.01 ve gist degeri 200 civarinda olmalidir.

e Tolerans3 hesaplamalarinda A,ap ortalama degerler olarak segilmistir. Bu
degerlerin kiiclilmesi de tolerans3 degerlerini dolayisiyla hesaplama siirelerini
artiracaktir.

e tpnin 0’a yakin degerlerinde daha iyi tolerans degerlerine ulasmak i¢in adim?2
ve adim 1 araliklarini siklastirmak gerekir.

Sekil 4.9 da yer alan grafikte bu modelin sayisal sonuglar1 matlab INLAP fonksiyonu
degerleri ile kiyaslanmistir. INVLAP fonsiyonu Laplace uzayr ¢06ziimiinii sayisal
yaklagimlarla hesaplamaktadir. Bu algoritmanin kullanimi bu ¢alismada iki amaca
yoneliktir. Birincisi ¢oziimlerin ve hesaplama yontemlerinin dogrulugunu karsilikli olarak
teyid etmek; ikincisi ise hesaplama programlarinda muhtemel yazilimsal hatalar1 erken fark

edebilmektir..

aD=5 xd=2 )2=0.3
1 ‘

0.8

i.K-1
Sayisal

To 06} / g

0.4

0.3 V4 —

02 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

to

Sekil 4.9 (A,ap)=(0.3,5) lik ortalama bir deger, adiml =0.001, adim2= 0.005 iist =40 tp , 7= 1..10 aralig1 i¢in
Paralel Catlakli Model analitik ¢6ziimii-1 ve INVLAP ile hesaplanan Tp degerleri (Sayisal).
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4.2. 11. Akig-Modeli i¢in Seri Yaklasimi ile Yeni Coziim

II. Akis modeli i¢in ikinci analitik ¢6ziim Laplace, Fourier Sine doniisiimleri ile yari
analitik ¢oziim olarak, Binom serisi yaklasimi ile iteratif Laplace Déniisiim metodu bagintis
kullanilarak da gercek uzay ¢ozliimii gelistirilmistir.( C6ziim adimlarinin ayrintilart Ek-6 da

verilmistir.) Bu ¢oziim asagidaki 49-51 nolu denklemlerle verilir.

TD = i(_l)nTD_l +§: Z(_l)wm(nmj-ro_z (49)

n
n=l m=1

Burada TD 1 ve TD_2 fonksiyonlarini olusturmak i¢in (6.3) deki tanim kullanilir.

15}

T, . = J' {Z)(ﬁexp(—%j(erfc(%)+erfC(0!z))}df (50)

0

ve
_ (%5 _7)2
T 2(m-1)/2 th o Xp exp( A7 e_%z Hem_l(\/z al)+ q 51)
= —_— ) T
o e m P-om e He, (V2 )

Ug esitlikten olusan bu yeni analitik ¢oziimiin; tamamlayici hata ve Hermit
fonksiyonlarini da igeren iki adet belirli integral fonksiyonlarinin sonsuz toplamlari dizisi
seklindeki bir yapiya sahip oldugu goriiliir.

Ek-11 de yer alan B-2-1, B-2-2 ve B-2-3 programlari ile bu analitik ¢6ziimiin sayisal
sonuglart ve analizi yapilmigtir. Bu programlarda belirli integraller icin INT1 ve INT2 isimli
iki ayr1 matlab fonksiyonu olusturulmustur. Bu modelde de (A ve ap) degisken degerleri

kullanilmastir.

4.2.1 Algoritma Diizenlemeleri ve Tolerans Kabulleri

Analitik ¢6zlimiin sayisal sonuglari ve analizleri i¢in bazi algoritma ve tolerans
kabulleri asagidaki sekilde diizenlenmistir.
TD_1 Integrali igin INT1 fonksiyonu; TD 2 Integrali icin INT2 fonksiyonu
olusturulmustur. Bu Integraller i¢in tolerans hesaplamalar;
e Toleransl; TD_1 integrali sinir araliklar1 adimlarinin (adim) genisletilmesi ile

ortaya ¢ikan integral degerleri farki (Yamuk yontemiyle hesaplanmis)
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tp X—Dexp(_Mj
Tp .= J. AN 4r dr (52)
"1 (erfe(ay)+erfe(a,))

e Tolerans2; TD_1 integrali sinir araliklar1 adimlarinin (adim) genisletilmesi ile

ortaya c¢ikan integral degerleri farki (Yamuk yontemiyle hesaplanmis)

seklindedir
_ 2
. . X5 exp[_(XDr)j
J'2 T 47
(m-1)/2 — —
T, = 2 o M NPt -7) (53)

" [e“”f He . (\2 al)+jdr
e % Hem,l(\/E a,)
Sonsuz seri toplamlart i¢in de bir zist sinir belirlenmis ve bu siir degerin bir dnceki

adim smir degeri ile farkindan tolerans3 hesaplanmistir. Bu tolerans degerini makul

degerlere diisiirmek icin sinir degeri artirilarak hesaplama yapilmistir.

TD = Zic:(_l)nTD_l +i n (_l)mm[nijD_z (54)

m=.

4.2.2 Yakinsama Ornekleri

Asagida yer alan Sekil 4.10, 4.11 ve 4.12, TD_1 integrali icerisindeki fonksiyonun
baz1 parametre degerleri i¢in yakinsama noktalarini ve bunlara karsilik gelen toleransl
degerlerini gostermektedir. TD_1 integral i¢i fonksiyonu INTL1( Xp,tp,4,ap,n) matlab
fonksiyonu ile parantez igerisindeki parametrelere gore hesaplanmaktadir. Asagidaki

grafiklerde de bu formatta gdsterilmistir.



0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

TD1 Integrali igi Fonksiyonu

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Sekil 4.10 adim =0.01 ve INTI(1,1,1,1,1) i¢in Tolerans] = 8.6006e-009 .

x10 "

1.2

0.6

0.4

0.2

TD1 integrali igi Fonksiyonu

0
0

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
)

Sekil 4.11 #5p=0..0.5 ve INT1(1,0.5,0.01,2,1) igin Tolerans1 =7.0355e-008.

0.5
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15

TD1 integrali igi Fonksiyonu

Sekil 4.12 adim=0.01 ve INTI(1,10,1,1,1) igin Toleransl =8.6971e-008.

Asagida yer alan Sekil 4.13, 4.14, 4.15 ve 4.16, TD_2 integrali icerisindeki
fonksiyonun bazi1 parametre degerleri icin yakinsama noktalarin1 ve bunlara karsilik gelen
tolerans2 degerlerini gostermektedir. TD_2 integral i¢i fonksiyonu INT2 (Xp, tp, 4, ap, n, m)
matlab fonksiyonu ile parantez icersindeki parametrelere gore hesaplanmaktadir. Asagidaki
grafiklerde de bu formatta gosterilmistir.

x10 2

TD2 integrali igi Fonksiyonu
35 N

25 B

15 B

0.5 B

to

Sekil 4.13 adum =0.01 ve INT2(1,2,1,1,3,1) i¢in Tolerans2 = 3.7665e-006 .



x1072°

TD2 Integrali igi Fonksiyonu

L L
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
to

Sekil 4.14 tp=0..0.3 ve IN72(1,0.3,0.01,2,3,1) Tolerans2 =4.2277e-018.

x10®
35 F

0.35

TD2 Integrali Igi Fonksiyonu

15 -

0.5

L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
)

Sekil 4.15 tp=0..0.3 ve INT2(1,0.3,0.01,2,1,1) Tolerans2 = 1.2352e-005.

0.35

37
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TD2 integrali igi Fonksiyonu

Sekil 4.16 adim=0.01, INT2(1,10,1,1,8,3) i¢in Tolerans2 = 3.5268e-007.

Asagida yer alan Sekil 4.17,4.18 ve 4.19’daise Tpo Sonsuz seri toplamlarinin farkl
parametre degerleri igin yakinsamalarini ve bu degerlere karsilik gelen tolerans3 hata

paylarim gostermektedir.

0.5064

Seri-i.K.
0.5063 B

0.5063 | .
0.5063 | -
0.5063 | -

To 5063 |- -

0.5063 | i

0.5063 | -

0.5063 B

0.5063 B

05063 L L L L L L L L L

Sekil 4.17 tp=1,n=3 (A,ap) =(1,1) i¢in Tp yakinsamas1 (xp=1) Tolerans3 =3.1051e-007.



0.6632 \

Seri-i.K.

0.6631

0.6631

0.663 |

To

0.663

0.6629

0.6629 -

06628 L L L L L L L L L

Sekil 4.18 tp=1,n=3, (A,ap) =(0.01,2) i¢in Tp yakinsamasi (xp=1) Tolerans3 = 3.5989¢-007.

13 ‘

Seri-i.K.

1.2

Sekil 4.19 tp=10,n=10 (A,ap) =(0.01,2) i¢in Tp yakinsamasi (xp=1) Tolerans3 = 2.8985¢-006.

10
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Yukaridaki grafiklerin verileri dogrultusunda su sonuglara ulasilabilir;

e TD 1 Integralinin 107 lik toleranslarla yakmsamasi igin 0,01 lik adim
araliklar1 yeterlidir.

e TD 2 integralinin 107 lik toleranslar ile yakinsamasi igin 0.001 adim
araliklar1 yeterlidir. Ancak n=1 i¢in tolerans degerleri biiylimektedir. n degeri
bliylidiikce tolerans degerleri de kiiclilmektedir. to degerleri biiyiidiikge
tolerans1 muhafaza i¢in n sayisinin da artmasi gerekmektedir.

e Integral toplamlarindan Tp hesaplamasinda 107 lik toleranslarla yakinsama
icin sonsuz toplam st sinirinin - 10 (n) olmasi yeterli gelmektedir. tp nin

kiiciik degeleri igin bu da fazladir. to+2=n gibi degerler yeterlidir.

4.3. Coziimlerin Karsilastirilmasi

Bu agamada da yine INVLAP isimli bir sayisal ters doniisiim fonksiyonu sonuglari
yeni iki ¢oziimiin sonuglariyla karsilasririlmistir. (bkz. Ek-12 /A-3-2).

Her iki paralel ¢atlakli rezervuar modeli analitik ¢dziimlerinde genel olarak 107 lik
toleranslar kabul edilmistir. Kiyaslama i¢in yazilimlarin igerisindeki tolerans dongiileri iptal
edilerek hesaplama yapilmistir. tp nin 1 den 10 a kadar olan ardisik degerleri i¢in hesaplama
yapilmis, grafik ¢izdirilmis ve program hesaplama siireleri not edilmistir.

Bu kabuller sonrasinda her iki ¢oziim degerleri grafik tizerinde g¢akismis, ikinci
analitik ¢oziim (Sekil 4.20 de 1.K.-2 olarak isimlendirilen), ilk analitik ¢oziime (Sekil 4.19
da I.K.-1 olarak isimlendirilen) gére daha az sure almistir. Ancak bu ilk analitik ¢dziimiinde
107 lik toleranslar igin ciddi siireler gerektiginden tp nin 0..1 aralig1 ve A,ap nin kiigiik
degerleri kiyaslama dis1 birakilmistir. Buna gére 1.K.-2 ¢dziimiimiin daha etkin ve genis
kullanim alanli oldugu ortaya ¢ikar.

Asagida yer alan grafiklerin tiimiinde INVLAP sayisal yaklagimi ¢oziimlerine de yer
verilerek Sayisal Laplace doniisiimiiniin dogrulugu teyid edilmis ve buna ek olarak olasi
yazilim hatalarinin olmamasi saglanmaistir.

Bu kiyaslamalar neticesinde tp nin ve A,ap nin her araligi ¢oziimleri igin ikinci
analitik ¢oziim daha uygundur. Bu nedenle boyuna 1s1 yayiliminin etkilerini ve analizlerini

test etmek i¢in bu ¢6zlimiin kullanilmasi1 daha uygundur.



ap=5xp=2 )=0.3
l T T

0.9+

0.8

i.K-1
077 e Sayisal

0.5+

0.4 r

02 1 1 1 1 1 1 1 1

Sekil 4.20 tp=1..10, ust=200, adim1=0.01, adim2=0.001 i¢in hesaplama Siiresi:340 saniye.

ap=5 xp=2 )=0.3
1 T T

10

0.8+

LK.-2

0.7 Sayisal

0.5+

04r

0.3

02 | | | | | | | |

Sekil 4.21 tp=1..10, TDI-adim=0.01, TD2-adim=0.001 icin hesaplama Siiresi:325 saniye

10
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ap=5 xp=2 2=0.3

1 ‘ ‘
0.9 |
; m%,, >*
0.8+ %" |
P lK-l
0.7+ - i |
/ Saylsal
To o6} / |
0.5+ |
0.4+ |
0.3\7/ |
02 ‘ ‘ ‘ | | | | |
1 2 3 4 5 6 = . 9 |

to

Sekil 4.22 tp=1..10 i¢in model ¢oziimleri, 7.K.-1: 1.Yeni Analitik Coziim, I.K.-2: 2.Yeni Analitik C6ziim
Sayisal : INVLAP sayisal yaklagim ¢oziimii

4.4 Boyuna Is1 Yayihminin Etkisi

Paralel ¢atlakli rezervuar modeli yeni analitik ¢6ziimil ile Skopp ve Warrick modeli
yeni analitik ¢oziimleri kullanilarak farkli kn/k deger yelpazeleri i¢in Sekil 4.23 ve 4.24°de
verilen grafikler matlab programlari yardimiyla olusturulmustur.

Dikkat edilmesi gereken bir nokta her iki modelde kullanilan xp ve tp degisken
tanimlarinin birbirinden farkli olusudur. Bu nedenle grafikler olusturulurken Il. Akis modeli
parametreleri baz alinarak bu degerlere karsilik gelen I. Akis Modeli parametreleri icin
ortak Xp, tp degerleri hesaplanmistir.

Grafiklerden goriilecegi gibi km/k degerinin kiigiilmesi Tp model grafiklerinin
birbirine yakinsamasina neden olmaktadir.

Modeller arasindaki fark akis yoniindeki 1s1 yayilimidir. Ortak bir km/K degeri igin 1s1
yayiliminin hesaba katilmas1 Tp degerinde neredeyse %20 lik bir artisla neticelenmistir. Bu
ise iretilen suda kabaca %20 lik bir sicaklik diisiisii anlamina gelir. Bu km/k degerinin 10
kat diisiiriilmesi Tp oranim1 %5 lere diisiirmektedir. Dolayisiyla akis yoniindeki 1s1 yayilimi

ihmal edilebilir bir parametre gibi goriinmemektedir.



0.92
1.Model kn/k=0.1]
To o9 —— Kkn/k=0.05 A
— kn/k=0.01
0.88 // —— 2.Model k/k=0.1 ]
osd / — kn/k=0.05 |
kn/k=0.01
0.84- // 7
///
0.82- ]
0.8 ‘ ‘
25 35 4

o

Sekil 4.23 kn/k icin 1. Akis modeli ve II. Akis modeli ¢oziimleri karsilastirmasi, xp=0.5.

0.99

0.98

0.97

0.94-

093 /

0.92-/

0.91

4.5

— kn/k=0.05
— kn/k=0.01

— kn/k=0.05
km/k=0.01

— 1.Model kn/k=0.1

— 2.Model kn/k=0.1

15

25
to

Sekil 4.24 kn/k igin 1. Akis model ve Il. Akis modeli ¢6ziimleri kargilagtirmasi, Xp=0.25.

43



44

5. DUYARLILIK VE REGRESYON ANALIiZLERIi
5.1 L Akis Modeli

Bu kisimda 1. Akis Modeli’nin yeni analitik ¢6ziimiinin orantili parametrelerin
kullanildigr orantili duyarlilik analizleri yer almaktatir. Ayrica model, izleyici yayilim
modeline uyarlanarak giirtiltiilii veri kullanimi ile dogrusal olmayan regresyon analizi de

yapilmustir.
5.1.1 Orantih Parametre ve Duyarhlik Tammmlar:

Bu model i¢in Orantili duyarlilik katsayis1 tanimi agagidaki esitlikteki gibidir.

oT, (X5,15)
S, =P Da—P'?D (55)

Burada P; model parametrelerini temsil etmektedir.Bu model igin bu parametreler Xp
ve tp degiskenleridir. Model analitik ¢oziimiiniin bu parametrelere gore almmig kismi
tiirevleri EK-7 de ve bu tiirevlerin Matlab yazilimlar1 EK-12/C-1 de yer almaktadir.

Akis modelinin canlandirilmasi/fiili durumlara adapte edilebilmesi i¢in asagidaki
tanimlar olast model parametre deger araliklarmin tesbit edilmesinde oldukga
kullaniglidirlar.

[lk olarak boyutsuz zaman ve mesafe degiskenleri asagidaki gibi tekrar

diizenlenebilir.

to = Yo LG X Lkn xo = Knk X (56.1)
L puCu® L )up,cra PuCyuduba L
Boylelikle asagidaki boyutsuz normalize degiskenleri tanimlanabilir.

Xon =%, g =dt (56.2)

n L pvi L

C

0= Prly (57)
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Lk k. L
tom = W ; Xom = m (58)
Catlak igersinde sivi/kat1 veya 1s1 taginimi, matriks komsulugundaki degerlere kiyasla
ihmal edilebilir diizeylerde oldugunda 6 degiskeni 1 olarak kabul edilebilir. Boylece
duyarhlik analizleri tom Ve Xpn parametrelerine gore diizenlenebilir. Boylece tom Ve Xpm
duyarliliklar1 Xpn Ve tpn degiskenlerinin fonksiyonu olacaktir. Akis boyunca duyarliliklar Xpn
degiskeninin 0 ile 1 arasindaki degerleri i¢in hesaplanacaktir.
Isil cephe oldukg¢a yavas yayilacagi icin sicaklik ve duyarlilik degerlerinde 6nemli
degisiklikler gérebilmek igin tpn nin 100-300 gibi degerler almasi gerekebilecektir.
X=L sinirinda sicaklik degisimleri gorebilmek i¢in 6n kabul degerleri olarak tp,=100

ve 200 Tahmini/ortalama Xpm Ve tom degerleri olarak ise sirasiyla 3,1 ve 0,011 degerleri

kullanilmustir.

Cizelge 5.1 Orantili duyarlilik i¢in orantili parametre ve drnek degerler

Parametre| Tahmini deger | Birim

L 300 m
u 5 m/h

a 5 m
b 0,1 m

Pw 1000 kg/m?3

Cw 4186 J/kg.K
(1) 0,25 -

Pm 960 kg/m?3

Cm 2400 J/kg.K

km 3 W/m.K

1 W=1J/s=3600J/h

a/b=50 a/b=100 a/b=200
tom 0,01125 0.045 0.01125 0,0028
XDm 2,47682752 5 2,5 1,24
XDn 0..1
ton 1
XD (0..1)*xpm
to (1-0..1)*tpm
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5.1.2 Orantih Duyarhlik Grafikleri

Sekil 5.1, 5.2, 5.3 ve 5.4 farkli senaryolar i¢in Xpn boyunca orantili duyarlilik
degerlerini gostermektedir. Bu grafiklerde Akis hattt boyunca konum ve zaman orantili
parametreleri farkli yonlerde benzer degerler aldig1 goriinmektedir. Bu da bu parametrelerin

birbirinden bagimsiz olmadigini géstermistir.

Xom=3,1; tom=0,01125; tpn=100
0.6 T T

04 _~ TT— -

02 / g \\\»\\'\x i

-0.6 B

_08 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Sekil 5.1  Xpm=3,1, tom=0,01125, tpy=100 i¢in Xpn araligt orantili duyarlilik dagilimi.



1 : :
] —— Xom
Orantili Duyarhlik Tp — - tom
05 _ i
_
/////
ol
-0.5 _
-1 i
_1.5 L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Xpn
Sekil 5.2 Xpm=3,1, tpm=0,01125, tp,=200 igin Xpn araligi orantili duyarlilik dagilimu.
Xom=1,28; tom=0,0028; tp,=100
0.3 : : :
Orantili Duyarlilik Tp -
0.2 _
0.1 rd o
//// tom

Sekil 5.3

Xom=3,1 ; tom=0,01125 ; tp,=200

0.3 0.4 0.5 0.6

Xpm=1,28 ,tom=0,0028 ,tph=100 i¢in Xpn araligr orantili duyarlilik dagilimu.
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Xpm=1,28; tom=0,0028; tp,=200
0.4 T T T T

0.3 = Orantili Duyarlilik Tp tom ||

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Xbn

Sekil 5.4  Xpm=1,28 ,tpm=0,0028 ,tpn=200 i¢in Xpn araligi orantili duyarlilik dagilimi.

Asagida yer alan Sekil 5.5 ve 5.6 da ise farkli iki senaryo igin tpn siireci orantili
duyarlilik degerlerini gostermektedir. Akis sonu iiretim noktasindaki orantili duyarlilik
degerlerini veren bu grafiklere gore belirleyici veriler elde edebilmek i¢in en azindan
gozenek hacminin 100 kat1 kadar enjeksiyon siiresi gegmesi gerekmektedir. Bu grafikler de

konum ve zaman orantili parametrelerinin birbirine bagimli oldugunu gostermistir.

Xon=1; Xpm=1,24; tpm=0.0028
0.6 T ‘

Orantili Duyarlilik Tp |

/’// Xpm
tDm

-0.2 -

04 4

-0.6 -

_08 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

ton

Sekil 5.5 xpm=1.24, xpn=1, tom=0.0028 i¢in tpy aralig1 orantili duyarlilik dagilimi.
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Xon=1; Xom=3,1; tom=0.01125

Orantili Duyarlilik To
_ //
05 - — Xpm -
— tom

0 Fr ———— _
05 -
B _
_15 1 1 1 1 1 ]
0 50 100 150 200 250 300

ton

Sekil 5.6  Xpm=3.1, Xon=1, tom=0.01125 igin tps aralig1 orantili duyarlilik dagilimi.

5.1.3 lzleyici Tasimm Analizleri

Bu kisimda 1. Akis Modeli izleyici tasinim modeline uyarlanmustir. Is1 ve izleyici
tasinim denklemleri ayni fiziksel olaylar1 icermektedirler, diger bir deyisle sicaklik da bir
cesit izleyicidir. O nedenle aynmi ¢oziimleri sadece parametre degisiklikleri ile uygulamak
miimkiindiir. Izleyici tasinim hiz1 1s1 tasinim hizindan ¢ok daha biiyiik oldugu i¢in, burada
amag tretim kuyusunda geri enjeksiyonun etkisini beklemeden bir izleyici modelden istifade
ederek parametre deger kestirimleri yapabilmektir.

EK-9 da ayrintili sekilde agiklanan bu uyarlama ile aynmi diferansiyel denklemlere
ulagilmistir. Boylece yeni analitik model ¢6ziimii bu izleyici modeli i¢in de kullanilacaktir.
Bu modelin farki sicakligin yerine izleyici derisimi almasi ve diger parametre tanimlarinin
bu dogrultuda degismesidir.

Canlandirma/fiili durumlara adapte edebilme i¢in bu modelde de boyutsuz parametre
tanimlar kullanilmistir. Boyutsuz zaman ve mesafe i¢in orantili degisken tanimlar1 yine Ek-
9 da yer almaktadir (bkz. Ek-9: 9.9, 9.10, 9.11, 9.18, 9.19, 9.22, 9.23, 9.24 ve 9.25 nolu
esitlikler).

Dogrusal olmayan regresyon analizi i¢in asagida yer alan cizelgedeki tahmini
parametre degerleri kullanilmistir. Bu analiz Ek-12 D-1 de gosterilen matlab yazilimlariyla

hesaplanmustir.
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Cizelge 5.2 izleyici yayilim modeli orantili parametre ve drnek degerler.

Parametre Tahmini deger Birim
L 3000 m
u 1 m/h
a 0,1 m
b 0,01 m

Dm 0,00000036 m?/h
D 0,0000036 m?/h
¢ 0,05 -

tom 0,108

Xpm 0,054

XDn 1
ton 1

Regresyon analizinde segilen tahmini bir senaryo igin boyutsuz orantili parametre
degerleri asagidaki sekilde hesaplanabilir.

LD LD t
tom =—m=——M-_01,

ua? U a? ty
DL L@.Dnb t.b
:¢m m :_¢m2m—:—c—=0.05*1:0.05 ve Xp =1
uba u pc a ta

XDm

Matlab da dogrusal olmayan regresyon i¢in asagidaki Matlab i¢i rezerve nlinfit
fonksiyonu kullanilmistir.

[fitcof,r,J,Sigma]=nlinfit(XN,TD,@TDfun,xdtdO)

Bu fonksiyon i¢in gerekli diger fonksiyonlar ise TDfun, model fonksiyon,
seritoplam2(xDm*Katsayi1,tDm*Katsay12) seklindedir.

Analitik ¢oziim degerlerine giriilti eklenerek giriiltilic  derisim  dagilimi
olusturulmustur. Model fonksiyonda tiim noktalar i¢in iki parametreli bir vector (katsayil ve
katsay12) ilk tahmin olarak kullanilmistir. Bu parametrelerin model fonsiyondaki kullanim
sekli analitik fonksiyonda xp ve tp degiskenlerinden hari¢ sabit bir katsayr kullanilmadigi
icin- seritoplam(xp *Katsay11,tp *katsay:2) gibidir.

Asagidaki ilk i¢ grafik ilk tahmin katsayr degerleri olarak 1.1 ve 1.1 alinarak

olusturulmustur. Ancak nlinfit fonksiyonu ile dogrusal olmayan regresyon sonrasi bu
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degerler 1 ve 1 e degilde baska Xp ,tp ikililerine de yakinsayabilmektedir. Mesela Sekil 5.8
de yer alan dagilim i¢in bu katsayilar 1.1349 ve 1.3157 olarak bulunmustur.

5.1.3.1 Regresyon Grafikleri

Sekil 5.7, 5.8 ve 5.9 da yer alan grafikler farkli senaryolar igin gozenek tekrar basma
stireleri ile (gozenek hacminin 1-3 Kkatlar1 i¢in gereken) izleyici derisimi degisimini
gostermektedir. Giiriiltiili veriler ve analitik model foksiyonun tahmini katsayilari ile
olusturulan dogrusal olmayan regresyon sonunda her ii¢ senaryoda da analitik ¢6zliim ile
ortiisme gerceklesmistir.

XDnzly XDm=0y05, tDm:Oxl

1 T T T
0.95 + * + * *
* |
/*//*ji"fp*—/
— = S
0.9 +* B
-+ %?2 guraltala
0.85 Analitik C6zim =
Regresyon
Co gresy!
0.8 _
0.75 _
0.7 _
0.65 _
| | | | | | | | |
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

tpvi

Sekil 5.7  Xpn=1, Xpm=0.05, tom=0.1 i¢in giiriiltiilii veri kullanimu ile izleyici dagilimlart.
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Xpn=1, Xpm=0,02, tpn=0,04

1 T T T
* ¢
- 777,7;’3&'/
0.95 - 7'/%73“‘/*‘ *E  * _
* * ok
0.9 -
%2 gurultulu
Analitik Cozim
Co Regresyon
0.85 gresy =
0.8 —
0.75 a
07 | | | | | | | | |
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
tpvw
Sekil 5.8 Xpn=1, Xom=0.02, tpm=0.04 i¢in giiriiltiilii veri kullanimu ile izleyici dagilimlart.
Xpn=1, Xom=0,005, tom=0,01
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Sekil 5.9 Xpn=1, Xpm=0.005, tpm=0.01 i¢in giiriiltilii veri kullanimi ile izleyici dagilimlart

Sekil 5.10 ve 5.11 de yer alan iki grafik ise farkli iki senaryo i¢in akis hatt1 boyunca
olusan izleyici derisim dagilimlarini gostermektedir. Orantili parametreler ile olusturulan bu
grafiklere gore geri basma siiresinin artig1 iretim noktasindaki derisimlerde artisla

sonu¢lanmaktadir.
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Xpm=0.005, tom=0.01 i¢in Xpn boyunca izleyici derisim dagilimlari.
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Sekil 5.11 xpm=0.05, tom=0.1 igin Xxpn boyunca izleyici derisim dagilimlari.
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5.1.3.2 Giiven Aralhig1 Grafikleri

Dogrusal olmayan regresyon igin olusturulan model fonksiyon ve buna bagh
katsayi/parameter tanimlar1 ve nlparci fonksiyonu kullanimi ile gQiiven araligi
hesaplamalarinda makul sonuglara ulasilamamistir. Ancak tek parameter kullanimi ile (xp ve

tp ye ¢arpan olarak degilde Cp ye carpan olarak kullanilan ) asagidaki sonuglara ulagilmistur.

o Kkatsayi=1.1 (ilk tahmin)
e Model fonksiyon= > seritoplam(xd,td)*kazsay:
¢ Fitcof(Katsay1)=1.008 (Sekil 5.12)
e Giiven araligi (%95) katsayilart = (0.9981, 1.0055) (Sekil 5.12)
Asagidaki Sekil 5.12 ve 5.13 de yer alan grafikler farkli iki senaryo i¢in giiriiltiilii
veri kullanimu ile izleyici derisim dagilimlart regresyon analizi ve giiven araliklarini (%95)

gostermektedir. Giiriiltiili verilerin giiven araliklarinin hesaplanmasinda asagidaki baginti

kullanilmastir.
bj _tl—aIZij Sﬂj < bj +t1—a/26bj ,J=1,.n (Dogru vd. 1977)

Burada b ve p degerleri sirasiyla teorik ve gercek verileri (giiriiltiilii ) temsil etmektedir.

Veri sayist 25’in  iizerinde oldugu igin t(1-a/2) degeri 2 olarak alinmis standart
sapmalar ise giriiltiilii veriler ile teorik verilerin farklarmnin standart sapmasi olarak kabul
edilmistir. Katsayilarin giiven aralig1 ise Matlab nlparci fonksiyonu ile hesaplanmaistir.

Xon=1, Xom=0,005, tpm=0,01

0.95

+ %1 gurdltali
Analitik C6zim
Regresyon
Ci-ust

Ci-alt

Co

0.9

0.85 ! ! ! ! ! ! ! ! !
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

tpvi

Sekil 5.12 xpn=1, Xpm=0.005, tpm=0.01 i¢in giiriiltiilii veri kullanimli izleyici dagilimlar1 ve giiven araliklari.
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Xpn=1, Xom=0,05, tpn=0,1

1 T T T
_*
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—=F g F
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07 L Ci-alt |
0.65 | | i
0.6 | ]
0.55 L ! ! I ! ! | | !
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

tpvw

Sekil 5.13 Xpn=1, Xom=0.05, tpm=0.1 i¢in giirtiltiilii veri kullanimli izleyici dagilimlar1 ve giiven araliklar

5.2 II. Akis Modeli izleyici Tasimim Analizi

Bu kisimda paralel catlakli rezervuar modeli ikinci analitik ¢oziimiiniin orantili
parametreler kullanilarak orantili duyarlilik analizleri yer almaktatir. Model, izleyici yayilhim
modeline uyarlanarak giiriiltili veri kullanimi ile dogrusal olmayan regresyon analizi

olusturulmustur.

5.2.1 Tek Catlakta IT. Akis Modeli zleyici Tasimm Analizi

Bu kisimda da paralel ¢atlakli rezervuar modeli, izleyici yayilim: modeline
uyarlanmigtir. Burada da ama¢ aymi sekilde iiretim kuyusunda tekrar basmanin etkisini
beklemeden bir izleyici modelden istifade ederek parametre deger kestirimleri
yapabilmektir. izleyici yayilim1 modelinde 1s1 yayilimi modelinden farkl olarak sinir kosulu
es zamanli/ani enjeksiyon olarak ve jeolojik model yapisi paralel degil tek catlakli olarak
kabul edilmistir. Bu kabul izleyicinin ¢ok daha yavas bir difiizyon ile matris i¢inde hareket
etmesi dolayisiyla basim kuyusuna verilen izleyicinin iiretim kuyusuna ulastigi zaman

matris i¢ine sizan izleyicinin matris sinirlarina ulasamayacagi 6ngoriisiine dayanmaktadir.
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EK-10 da ayrintili sekilde agiklanan bu uyarlamada sicakligin yerine izleyici derisimi
almig ve diger parametre tanimlar1 bu dogrultuda degismistir. Canlandirma/fiili durumlara

adapte edebilme i¢in bu modelde de boyutsuz normalize parametre tanimlar1 yapilmistir(bkz
Ek-10).

Boyutsuz zaman ve mesafe igin orantili degisken tanimlar1 yine Ek-10 da yer

almaktadir (Bkz. Ek-10 ;10, 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 25 ve 26 no’lu esitlikler )

Duyarlilik ve regresyon analizlerine gegmeden once izleyici yayilim modeli analitik
¢Oziimiinlin, Laplace doniisiimii sayisal yaklasim ¢oziimi ile karsilagtirmasi yapilmistir.
(Bkz. Sekil.5.14 ve Sekil 5.15 ) Burada /nviap fonksiyonuna ek olarak euler_inversion ters
doniisiim fonksiyonu da kullanilmigtir. Ayn1 sonuglari veren bu fonksiyon, fonksiyon igi
degisken tanimlanabilirligi ile yazilimsal kolayliklar saglayabilecek niteliktedir. (Bkz. Ek-
12, E-1)

Dogrusal olmayan regresyon analizi i¢in asagida yer alan c¢izelgedeki tahmini
parametre degerleri kullanilmistir. Bu analiz Ek-12 D-2 de gosterilen matlab yazilimlariyla

hesaplanmustir.

Cizelge 5.4 izleyici yayilimi modeli ortalama parametre ve 6rnek degerler

Parametre Tahmini deger Birim

L 20 m
u 0,2 m/h
a 1 m
b 0,0254 m
Dm 0,0005 m?/h
D 0,05 m?/h
0] 0,04 -

XdlX 4

ta/t 0,8

Zdlz 40
A 0,000001
la 8000
tw 100
tm 806

Pe 80
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Sekil 5.14 Ornek senaryo akis hatt1 izleyici derisim dagilimlari karsilagtirmasi
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Sekil 5.15 Ornek senaryo iiretim noktas1 izleyici derisimleri kiyaslamast
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5.2.2 Orantih Duyarhlik Grafikleri

Asagida verilen Sekil 5.16 ve 5.17 iki farkli senaryo i¢in akis sonunda belirli zaman
araliklarindaki Kkarakteristik zamanlardaki orantili duyarlilik dagilimlarimi géstermektedir.
Yayilim, iletim ve difiizyon (tq,tw,tm) karakteristik zamanlari i¢in orantili duyarliliklar farkli
biiytikliiklerde ve farkli yonlerde ortaya ¢ikmistir. Buna gore bu parametrelerin birbirinden
bagimsiz olduklar1 sonucuna ulasilabilir. Bu grafiklere gore belirleyici duyarlilik degerlerine

ulagabilmek i¢in geri basmada 50 birim ve iizeri siire gegmesi gerekecektir.

t=2000 t,=200 t,=100 Xp,=1
40 T T T T

Orantili Duyarlilik L

- / - h |

20

40+ t, 4

60 4

80~ 4

-100 B

-120 B

-140} .

-160 | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t

Sekil 5.16 Ornek karakteristik zamanlar i¢in akis sonu normalize duyarlilik dagilimlari.
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t;=8000 t,=800 t,=100 Xp,=1
400 T T T T 3

Orantili Duyarlilik
200 - B

-200 - -
tq
tw

-400 m .

-600 |- B
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t

Sekil 5.17 Ornek karakteristik zamanlar i¢in akis sonu normalize duyarlilik dagilimlari.

Asagida verilen Sekil 5.18 ve 5.19 ise yine iki farkli senaryo i¢in akig boyunca belirli
zamanda karakteristik zamanlar i¢in orantili duyarlilik dagilimlarini gostermektedir. Bu
grafiklerde de yayilim, iletim ve difiizyon karakteristik zamanlar1 orantili duyarliliklar farkls

biiyiikliiklerde ve farkli yonlerde ortaya ¢ikmustir.

t4=2000 t,=200 t,=100 t=60
100 T T T T T T

Orantili Duyarlilik

ty
-100 - t, 4

tm

-150 f

-200 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Xpn

Sekil 5.18 Ornek karakteristik zamanlar igin akis hatt1 boyunca orantili duyarlilik dagilimlar.
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300 T T T T T T T

Orantili Duyarlihk

200+ -

100+ -

-100+ -

td
-200} tw _

tm

-300+ -

-400 ! ! ! ! ! ! i ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

XDn

Sekil 5.19 Ornek karakteristik zamanlar i¢in akis hatt1 boyunca orantili duyarlilik dagilimlar.

5.2.3 Regresyon ve Giiven Aralig1 Grafikleri

Asagidaki Sekil 5.20 ve 5.21 de yer alan grafikler iki farkli senaryo igin regresyon
ve giiven araligi dagilimlarini gostermektedir. ikinci grafik olan Sekil 5.22 de tiim
karakteristik zaman parametreleri i¢in dogrusal olmayan regresyon ile makul sonuglara
ulasilmistir. Bu grafiklerde de Matlab kodlu nlinfit ve nlparci fonksiyonlar: kullanilmistir.
Giriltili dagilimlar i¢in randn fonksiyonu ile mean degeri ‘0’ ve standart sapmasi ‘1° olan
normal dagilimlar olusturularak istenen giiriiltii orani ile -burada %5 segilmistir- ¢arpilmig

ve teorik verilere eklenmistir.
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Sekil 5.20 Giriiltiilii veri kullamimli izleyici dagilimlar1 ve giiven araliklari.
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Sekil 5.21 giiriiltiili veri kullanimli izleyici dagilimlari ve giiven araliklar

C(xDn,tD*fitcof1,td*fitcof2,tm*fitcof3,tw*fitcof4)
[k Tahminler 1.1, 7990, 795, 95

fitcof = 1.0e+03 *(0.0010 7.9271 0.8401 0.1009)

ci =1.0e+03 *
0.0010 0.0010
7.6989 8.1553
0.7140 0.9662
0.0985 0.1033

160
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6. SONUCLAR VE ONERILER

6.1 I. Akis Modeli

Matlab yazilimlarinda yazim hatalarint test i¢in kullanilan INVLAP sayisal ters
doniistim fonksiyonu sonuglar1 Skopp veWarrick ve yeni analitik gergek uzay ¢oziimlerinin
her ikisi ile grafiksel olarak Ortiismiistiir.

Ortak sinir degerleri, adim araliklari ve tolerans kabulleri i¢in ile  Skoop ve Warrick
¢Oziimii ve yeni analitik ¢6ziim ayni1 degerleri vermis ancak Skoop ve Warrick ¢oziimii
yaklasik 4 kat fazla siire almigtir. Diger bir nokta ise yeni analitik ¢oziim igin tek tolerans
ile hesaplama yapilirken Skoop ve Warrick ¢oziimil i¢in iki ayr1 tolerans degerlerine gore
degerlendirme yapmak gerekmesidir. Buna ek olarak Skoop ve Warrick ¢éziimiinde Xp ve
to nin kiiciik degerlerinde yakinsama ve tolerans kabulleri i¢in sinir degerlerini artirmak
gerektirmekte bu da hesaplama siiresinde olumsuz etki gostermektedir. Bu nedenle
duyarlilik ve regresyon analizleri ile bu modelin gercek saha degerlerine uyarlanmasinda ve
canlandirilmasinda yeni analitik ¢6ziim kullanilmugtir.

Tahmini senaryolar igin olusturulan normalize duyarlilik grafikleri xp ve tp
parametrelerinin farkli yonlerde benzer biiyiiklikte duyarlilik degerleri vermistir. Bu
parametreler arasi korrelasyonu gostermekte ve bagimsiz tahminlerini imkansiz kilmaktadir.

Uretim kuyusunda tekrar basmanimn etkisini beklemeden bir izleyici modelden
istifade ederek parametre deger kestirimleri yapabilmek amaciyla olusturulan izleyici
yayilim modeli i¢in dogrusal olmayan regresyon analizlerinde giiriiltiilii veri kullanilmigtir.
Matlab nlinfit revize fonksiyonu ile gerceklestirilen bu parametre kestirimleri ile %2 lik
giirtiltiilerde analitik ¢6ziim grafigi ile parametre kestirimli grafikler hemen hemen
Ortiismiistiir.

Matlab nlparci revize fonksiyonu kullanilarak olusturulan giiven araligi
hesaplamalarinda  parametreler bagimsiz olmadiklarindan iki parametre i¢in  makul

sonuglara ulagilamamistir. Tek parametre i¢in giiven araligi hesaplanabilmistir.
6.2 II. Akis Modeli
Matlab yazilimlarinda yazim hatalarini test igin kullanilan Inviap ve Euler Inversion

sayisal ters donlisim fonksiyonlar1 sonuglar1 her iki (Skopp ve Warrick bagintisi, Seri

yaklagimi) analitik gercek uzay ¢oziimleri ile grafiksel olarak ortiigmiistiir.
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Her iki analitik ¢oziim ortak sinir degerleri, adim araliklar1 ve tolerans kabulleri igin
hesaplama siiresi yoniinden karsilastirildiginda yeni analitik ¢6ziim daha hizli sonug
vermistir.

Her iki ¢6ziim de temel olarak 3 ayr1 tolerans —hata payi- hesaplamasi icermektedir.
Ancak yeni analitik ¢oziimiin belirli integraller icermesi ve sonsuz toplamin istenen
toleranslara ¢ok cabuk yakinsamasi bu ¢oziimii diger ¢oziime nazaran daha giivenilir
yapmaktadir.

Bu model i¢in duyarlilik analizlerinde modelin izleyici yayilim modeline uyarlamasi
kullanilarak tiretim kuyusunda geri enjeksiyonun etkisini beklemeden bir izleyici modelden
istifade ederek parametre deger kestirimleri yapilmasi amaclandigi icin duyarlilik ve
regresyon analizlerinde izleyici transfer modeli ¢oziimii kullamlmistir. Bu Izleyici transfer
model analitik ¢6zliimii, Laplace doniisiimii sayisal ¢oziimleri ile karsilastirilmis birebir
ortiismeler elde edilmistir.

Orantili duyarlilik grafikleri yayilim, iletim ve difiizyon (ts,tw,tm) karakteristik
zamanlarina gore olusturulmak suretiyle parametrelerin tek tek duyarliliklar: goriilebilmistir.

Modelin tahmini parametreler ile dogrusal olmayan regresyon analizi (tg,tw,tm)
karakteristik zaman degiskenleri i¢in olusturulmus ve makul sonuglara ulagilmigtir. Ayrica
regresyon parametre kestirmleriyle elde tq, tm ve tw degerleri ilk tahmini giris degerlerine
yakisamistir. Model ¢oziimii bu parametrelerin tek tek degil de timiiyle regresyon analizi
yapilmasina da olanak saglamaktadir. Ancak bu noktada ilk tahmin degerleri 6nem

tagimaktadir. Uzak ilk tahmin degerleri yakinsamamalara neden olabilmektedir.

6.3 Akis Modellerin Karsilastirilmas: ve Oneriler

I Akis modeli yeni analitik ¢ozliimii ile II. Akis modeli seri yaklagimi analitik ¢oziimii
boyutsuz giris parametreleri esitlenerek grafiksel olarak farkli xp, km/k degerleri igin
karsilastirtlmis ve beklenen sonuglara ulasilmistir. Bu grafiklerde km sabit kabul edilerek k
parametresi degistirilmis ve km/k degeri kigiildikge grafiklerin birbirine yakinsadigi
gozlenmistir. Akis yiiniinde 1s1 yayilimmin hesaba katilmast Tp degerlerinde %5-20 lik
artislar ve dolayisiyla iiretilen suda kabaca %5-20 lik sicaklik diisiisleri olusturabilmektedir.
Bu nedenle akis yoniindeki 1s1 yayilim1 ihmal edilebilir bir parametre gibi goriinmemektedir.

Laplace uzay1 ¢oziimleri i¢in yari analitik sayisal yaklasim ¢oziimii olarak invlab

fonksiyonu tiim modeller igin sorunsuz ¢alismistir. Buna alternatif olarak euler Inversion
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yazilimi da denenmis, bu fonksiyon da benzer sekilde sorunsuz calisarak ayni degerleri
vermistir.

Analitik model ¢oziimlerinde iteratif Laplace ters doniisiim yonteminin giiglii bir
¢Oziim yontemi oldugu bir kez daha teyit edilmistir. Bu yontem sayesinde iki ve ii¢ boyutlu
modeller i¢inde analitik ¢ézlimlere ulasilabilecegini Kocabas 2011 deki yayinlar1 (yayinlar
referans verelim) ile gostermis, bu c¢alisma o ¢oziimlere ve diger baska iretilebilecek
coziimlere gii¢lii bir delil olusturmustur. O nedenle bu yontemin yaygin uygulamalarini

Onermekteyiz.
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EK-1 Skopp ve Warrick Laplace Ters Doniistimii

F(s) = %exp(— AV tanh(BVs)) (L.1)
. . Aw?®
F =£jexp(—/1R) Sm(T_Z') do (1.2)
o +Sin(4,) @
4 = Aw Sinh(Bw) - Sin(Bw) (1.3)
2 Cosh(Bw) + Cos(Bw)
A Si .
_ A Sinh(Bw) + Sin(Bw) L)

' 2 Cosh(Bw)+Cos(Bw)
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EK-2 1. Akis Modeli Skopp ve Warrick Yaklasimi Coziimii

Catlakli rezervuarlarda Isi transferi modeline uyarlanabilen en yakin tarihli bir model Skopp ve
Warrick tastyici yayilim modelidir. Skopp ve Warrick modelinde boyuna 1s1 yayilimi ihmal edilerek 1s1 yayilimi
denklemleri (bkz. B6liim 2.2 , 6 ve 7 no’lu denklemler) asagidaki sekilde sadelesir;

c £+ c ¢uﬂ—k—”‘a-r”‘ =0 (2.1)
e TP TS T e |
oT o°T
PmCm ?m_km 622m =0 (2.2)

Baslangi¢ ve sinir kosullar1 2.2 de yer alan 8,9,11 ve 12 nolu kosullardir.Bu model i¢in 10 no’lu kosula gerek
yoktur.

Birimsiz parametreler

c k
tD=(t— Prr 5] n_ 2.3)
pwcw¢ u mema
K_X
Xp=——"— and 7, =~ (2.4)
PuCypuba a

olarak tanimlanir ve (2.1) ve (2.2) denklemlerine katilirsa

Ty _aTmD} 0
75=0

2.5
oX, 0Ip @)
2
ITmp _N_;nD 0 2.6)
atD 62D

Denklemleri elde edilir. Birimsiz baslangi¢c ve sinir kosullart da benzer gekilde 14-18 arasindakilerdir.16 ya
yine ihtiya¢ olmayacaktir. (2.6) dan Laplace doniisiimiiyle (2.7) elde edilir;

_ STmD =0 2.7

(2.7) nin ¢dziilmesiyle (2.8) elde edilir;

T =c,sinh(x/sy,)+c, cosh(v/sy,) 2.8)

Sinir kosullarinin uygulanmasiyla (2.8) den (2.9) elde edilir;

_ _ | —tanh inh
T anh(~/s)sinh(v/sy, ) + 09

cosh(\/gyD)

(2.9) un tiiretilmesiyle



M| _ —T, /s tanh(+/s)

D lyp=0

esitligi elde edilir.Bu denklemin (2.5) e eklenmesiyle

%+ s tanh(+/s)T, =0
X

D

elde edilir.(2.11) in siir kosulu XD =0 kullanilarak ¢oziilmesiyle

T, = %exp(— \/gtanh(\/;)xD)

elde edilir. (2.11) ,Ek-1 de verilen Skopp ve Warrick ters doniisiimii kullanilarak

2
ot

2% .
T, :;_c[exp(—/lR){Sm( 5

_ Xy Sinh(w) - Sin(w)

" 2 Cosh(w)+ Cos(w)

_ Xy Sinh(w) + Sin(w)
'~ 2 Cosh(w) +Cos(w)

Seklinde ¢6zililmiis olur.

—A,)+Sin(4, )}d_a)
0]
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(2.10)

2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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EK-3 1. Akis Modeli Yeni Analitik Coziimii

I. Akis Modeli igin yeni analitik bir ¢oziim asagidaki adimlar izlenerek elde edilir. Once I. Akis modelinin
Laplace uzayindaki ¢6ziimiinii yeniden (Denklem 2.12) yazalim.

T, =%exp(—\/§tanh(\/§)xD) (3.1)

(3.1) Denklemine xp igin Laplace doniisiimii uygulanirsa;

= 1 1
Tp == (3.2)
P p + /s tanh(+/s)

elde edilir. Tekrar diizenleme ile
= 1 cosh(+/s) _ (33)

s pcosh(v/s) + /s sinh( +/s)
Denklem (3.3) biraz daha genisletilecek olursa
1?0 1 1+exp(—2v/s) (3.4)

5 (p+s)+(p—s)exp(-2vs)
halini alir. Binom agilimina uyarlayabilmek i¢in (3.4) esitligi
= 1 1+exp(-2+/s)

= (3.5)
s(p++/s
(p )( (035 g mj
(p++s)
denklemine doniistiiriilebilir. Parantez i¢i ifadelerin binom ag¢ilimlari yapilarak ;
- & ( 1)"(p—+/s)" exp(—2n+/s) +
To T ol Jayn+l (3.6)
= s(p++/s) exp(—2(n +1)/s)
denklemi elde edilir. Denklem tekrar diizenlenirse ;
n n
(2 [, 2V

= 2 |s(p+ Js ) p+ Js
To=2. (3.7)

n=0| [ exp(=2n+/s) +
exp(—2(n+1)s)

= © n (_1)n+m (nj (2\/§)m B _
o= ), { s ) (psdoy (exp( 2nvs) + exp( 2(n+1)\/§)) (3.8)
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(3.8) nin p ye gore ters donligiimii yapilirsa ;

T, = i Zn: {(_1)n+m (n j o (zf)m (exp(—(2n + X )V/S) +exp(—(2(n +1) + XD)\/E))}

m m

(3.9)

esitligine ulasilir. ifadeye s ye gore ikinci bir ters doniisiim uygulanir ve

m=0 i¢in tiim n degerleri ayr1 bir toplam olarak diizenlenirse esitlik asagidaki sekli alir;

T, =[i(—1)“ F(s)+i zn_“(—l)"*m(nm]%e(s)} (3.10)
Burada F ve G ifadeleri
() {exp(—(2n5+ Xo)VS) | exp(-(2(n +S 1)+ xD)\/E)} o
(3.12)

G(s) = {27 ()™ 722 (exp(—(2N + Xp )/S) + exp(—(2(n +1) + x5 )V/S) )}

seklindedir. Standart ters doniisiim uygulanarak;

F(ty) = {erf{ZSJ%D J+erf{%} (3.13)

G(t,) = % {exp(— %) Heml[%j +exp(- %) Heml(%}} (3.14)
G =2M+Xy ve & =2(N+1)+Xg (3.15)
myz L2
He,, ;(w)=(m-1)! |§0 -1’ m (3.16)
Sonug olarak asagidaki gergek uzay ¢dziimiine ulagihir.
3 (3.17)

TD{i(—l)"F(tmi 1(—1)”“(;)%@(%)}

n=0 n=l m=
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EK-4 1. Akis Modeli Yeni analitik C6ziimii-2

EK-3 ¢6ziimii (3.8) esitligi m=0 icin tim n degerleri ayr1 bir toplam olarak diizenlenerek devam
etmisti. m=0 ve m=1 igin (3.8) esitligi tekrar diizenlenirse asagidaki sekilde yazilabilir;

T, = {Z (D" FE)+ D) G, 0+ D D (—ﬂ“”‘(”@%@(s)}

n=2 m=

4.1)

Burada F, G1 ve G ifadeleri

F(s) = {GXP(—(ZH +Xp)VS) L exp(-(n+1)+ xD)\/E)}

5 S (4.2)
exp(—(2n+ X, )Vs)  exp(=(2(n+1) + X Vs
6.9 PP X0)S) | 20+ +x,)5) .
Js Js
G(s) = 27 ()™ V722 (exp(—(2N + Xp )V/S) + exp(—(2(n +1) + xp)/s) )} (4.4)

seklindedir. Standart ters doniisiim uygulanarak;

B 2N+ Xp 2(n+1) + xp
F(tD){erf{ Zm J+erfc[—2\/E J} 4.5)

2exp(— (2n+ XD)ZJ Zexp(— 2(n+1) + xD)Zj
4t 4t

G,(tp) = —2 <4 — (4.6)
1\*D 7ZtD ﬂtD
2(m+1)/2 aZ a aZ a
G(ty) ={———1exp(———)He, _ L | +exp(-—2=)He, 2 47
D \/;tglz { 4, 1 /—ZtD p( 4tD) 1 /—ZtD 4.7)
a1=2n+xD ve a2=2(n+1)+xD (4.8),(4.9)

(m-1)/2 (_1)i a)m—l—Zi

Hem—l(w) = (m _1)! Z

- 4.10
5 i (m—1-2i)! (10

Boylece asagidaki gergek uzay c¢ozlimiine ulagilir.

T, = {Z(—l)“ F(t,) + g(—l)”+l o G, (tp) +i 3 (—1)“+m(nm)%e(t,3)} (4.11)

ml n=2 m=2
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(Bu ¢06ziim esasen (3.17) ¢ozlimiinlin 3 terimli halidir.Bu halde tekrar diizenmesi n=0,1 ve 2 i¢in ii¢
terimli yaklasik bir ¢6ziime temel teskil etmesi nedeniyledir.)

Genis bir parameter araliginda (4.11) denklemi nihai degerlere ¢cok cabuk yakinsayacagi i¢in sadece n=0,1
ve 2 i¢in 3 terimlik bir ¢oziim olusturulabilirBu durumda ¢6ziimde biiylik oranda sadelesme
olusur.Denklemdeki her bir toplam ifadesi Tpi, Tpe ve Tpws olarak yazilirsa yeni yaklasik ¢oziim Tps ;

To2=Toa+ Tow + Tois (4.12)
burada
T =ZZ:(—1)”F(t )= derfd X2 |1 ertd 81 X0 4.13)
Dt1 ~ D 2\/€ 2\/E
2 1
Totz = Z(_l)n+ NXpG; (tp) (4.14)
n=1
2 exp[— (ZZtXD)z] 2exp£— (A'J;JXD)ZJ 4exp(— (GLXD)ZJ
To =% £ P D (4.15)

N

Ilk i¢ orthogonal polinomu Hep

Heo (a)) =1 He,(w)=w® He,(w)=w?—-1
degerlerini alir.

n=2 i¢in (4.11) in 3.terimi asagidaki sekilde sadelesir;

= gy M) X0 _Xp
Tous —22 mzz(—l) (mij(tD)—EG(tD) (4.16)
ve
212 4+x ) [ (4+x 6+x.)2 [ (6+x
TDt3: Xé\/_— exp(_( D) ) ( D) +exp(_( D) ) ( D)
ﬂ'tD 4tD 1;2’[D 4tD 2tD

4.17)

seklini alir.
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EK-5 II. Akis Modeli Analitik C6ziimii-1

4.Boliim 29 no’lu ve 2.B6liim 20 no’lu denklemleri Laplace uzay1 ¢oziimlerine asagidaki sekilde ulasilabilir .
20 no’lu denkleminin Laplace doniigtimii

0T,

—sT . =0 5.1
82,23 mD ( )

seklindedir. Bu denklem ¢oziilerek (5.2) esitligi elde edilebilir;
T 5 =¢5inh(+/szp)+¢, cosh(/sz) (5.2)
(16) ve (17) smur kosullarinin dahil edilmesiyle (5.3) denklemin asagidaki hali alir;

T, = To |- tanh(+/s)sinh(v/52,) + cosh(/sz,) | 5:4)

Bu denklemin zp ye gore tiirevine zp=0 kosulu eklenirse

=Ty /s tanh(+/s) (5.5)

esitligi elde edilir. 1.diferansiyel denklem (29) tekrar yazilacak olursa;

2
0 T2D _dly, dTy ) oT 0 56
Xy OXy Oty 0y |,

ve Laplace doniisiimii uygulanirsa

— _
7o T, +/18TmD} =0 (5.7)
7p=0

2
oXy  OXp 0z,
esitligi elde edilir. (5.5) esitliginin bu denkleme dahil edilmesiyle (5.8) elde edilir.

o’T, oT, _
—2 _— P _(s+A+stanh(y/sa,)|T, =0 5.8
5X,§ 5XD ( \/_ (\/_ D)) D ( )

Bu denklemin ¢oziimii asagidaki gibidir.

1 X
T, ==exp(—=
=3 p(z)

oxp v 45+ ) 2

(5.9)
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Bu denklemin asagidaki sekilde tekrar diizenlenmesi ,Laplace iterative ters doniisim metodunun denklem
tizerinde kolaylikla uygulanmasina olanak verir. .

1 X
T, ==exp(-=2
o = OP(2)

(5.10)

exp(—\/% +S+ /1\/§tanh(\/§aD) XDJ

Bu denklemin kapali form bir ¢ézlimiinii tiiretmenin bir yolu yar1 sonsuz bir diizlemde belirli bir integral
sonuglarint kullanmaktir. Bu metod Sudicki ve Frind (1982) tarafindan yukaridaki probleme c¢oziim
gelistirmede kullanilmistir. Her ne kadar bu ¢6ziim kullanish olsada igerdigi Heaviside basamak fonksiyonu
nedeniyle parametre tahmini icin regresyon prosedirlerinde kullanishiligini yitirir. Buna ek olarak
¢ozlimiindeki model asamalarimin fiziksel bilesenlerini tanimlamak kolay degildir. Daha kullanigh ve fiziksel
olarak uyumlu bir ¢dziim tiiretmek amaciyla Laplace iterative doniisiimii asagidaki gibi kullanilabilir.ilk
iterasyon ters doniisiimii ile denklem (5.11) e doniisiir.

: _ X _(XD_T)Z
TD(r,s)_—z\/;exp( —a j

1
—exp(—r/lx/gtanh(\/gaD))
S
(5.11)
Ikinci iterasyon ¢oziimii dogrudan Skopp ve Warrick (1975) ¢bziimiinden saglanabilir. Ek-1 de yer alan

Skopp and Warrick ters doniisiim bagintisina gore ikinci iterasyonun uygulanmasiyla asagidaki gercek uzay
kapali form ¢6ziimiine ulagilir.

tp 2
TD — J‘ Xp exp [_ (XD4_ T) j
0

= . (5.12)
F(t,—-r7)dr
o0 2
E - Eje—ﬂR {Sin(m_ll )+ Sin(4, )}d_a’ (5.13)
X 2 @
_ Arw Sinh(a, o) -Sin(a, ) 5.14
" 2 Cosh(a, w)+Cos(a, w) o
~ At Sinh(ay )+ Sin(a, o) (5.15)

2 Cosh(a, w)+Cos(a, o)



81

EK-6a II. Akis Modeli Analitik Coziimii-2

Bu kisimda farkli bir yaklagim ile daha basit yapili ve sayisal ¢aligmaya daha uygun yeni bir ¢dzim
yolu kullanilir. Tam analitik ¢6ziime ulagmadaki yeni yol su sekildedir;

ilk olarak Fourier Sine déniisiimii ve bu déniisiimiin ters doniisiimii asagidaki gibi tanimlanabilir;
27 T
2o0(@) == [ 2(x5)sin(@x, ) dx, (61) 2p(%p) = [ 2(@)sin(xp0) do (6.2)
7Ty 0
Ayrica Laplace uzay1 degeri asagida yer alan yeni bir bagimli degisken olarak yp tanimlanabilir
To =exp(—%, [ 2)T, (6.3)
Bu sayede (5.10) denklemi su sekilde yazilabilir;

_ 1
ZD:E

(6.4)

exp [—\/% +(s+ ;tx/gtanh(«/gaD ) XDJ

Bu denklemin Fourier Sine doniisiimii ise agsagidaki gibidir.

7. =22
° s

1 (6.5)
e +411+ (s+ s tanh(v/s a,))

Bu denklem su sekilde de diizenlenebilir;

_ 2w
Ao =

7S

cosh(\/g ap) (6.6)
ncosh(\/gaD) + /Ix/gsinh(\/gaD)

Burada 1 nin tanim1 agagidaki gibidir.

P
g 4
(6.7)

Hiperbolik fonksiyonlar {istlii ifadeler olarak yazilacak olursa (6.6) denklemi asagidaki hali alir;



e 4 g

n(ef +e ) 4 1fs(e¥ —e Vo)

Tekrar diizenlenirse;

7. =20
Xb S

g | g~V

%% (7 4+ Afs) + &% (57— 24/s)

Denklemine doniisiir.Bir adim daha genigletme ile ;

20

TS

1

77+/1\/§

14+ 2%

1+

Ve paydanin binom serisi olarak genisletilmesi ile;

(-D)" (n-As
n+ s

ZD:

Denklemine ulaglir. Tekrar bir diizenleme ile ;

D" [, 22s
7o=22% Jyeals\" geads

n=0 (e—Zn«EaD + e—2(n+1)«/§aD )

7S

Ve ikinci kez binom agilimi kullanilarak (6.13) elde edilir.

2(02 77+/1\/§
=0

TS
n (e—Zn\/gaD + e—2(n+1)J§aD )

n- s o250

n+ s

o0

_ 2w
=== (-1
Xb 75 (-1

>

m=0

m

()25

(e—Zn\/EaD + e—2(n+1)\/§aD )

(77 R i\/g)mﬂ
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(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

Dikkat edilirse m=0 i¢in denklem 6nemli 6l¢iide basitlesir.Bu nedenle denklem, iki ayr1 toplam olarak
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yazilabilir.

— S n S < n+m n

Zo =2 (CD"F()+, > (1" [G(s) (6.14)
n=0 n=l m=1 m

Burada F ve G ifadeleri asagidaki gibidir;

260 e—ZnJgaD +e—2(n+l)J§aD

F(S)=g N (6.15)
(22
G(8)=22 {(n+v5)" (6.16)
TS
(e—zn%aD " e—z(n+1)J§aD )

(6.15) e m tanimu eklenirse ifade agsagidaki gibi olur;

2(0 e—Zn\ﬁaD _I_e—z(n+1)\/’§aD
F(s)=— (6.17)

s s+a)2+£11+/1\/§

Coziim i¢in iteratif Laplace doniisiim metodu kullanilir.Denklem, ilk iterasyon ters doniisiimii ile
asagidaki hali alir.

(e—Zn«EaD + e—2(n+l)«/§aD )

20
F (T) = —S ,
T efa) T e*T/4 efz'i\g

(6.18)

Asagidaki ters doniisiim bagintis1 kullanilarak;

exp(aJE )

=erfc [ 8 J
S 2t
Ikinci iterasyon ters déniisiimii sonrasi convolution integral metodu uygulanarak asagidaki denklem elde
edilir.
o erfc(e, )+
2a) 2 —7/4 1

Ft,))=—1e"" e dr
) erfc(a, )
(6.19)
Burada
o = 2na, + 74 o, - (2n+2)a, +74 (6.20)
2/t —7) 2t —7)

seklindedir.Asagidaki Fourier Sine ters doniisiim formulu (Erdelyi Vol.1 , section 2.4, number 19)
kullanilarak ;
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- N X3
R0 )= 4J73D exp| > (6.21)

F(tD) gergek uzay fonksiyonu elde edilir.

, exp[—z—éj exp(—%)
F(to) =]

2 | %o (erfc(ay)+erfc(a,))

2\nt?

Benzer sekilde (6.16) ya n tanimu eklenirse ifade asagidaki gibi olur;

dr (6.22)

(2/1)"‘ Sm/2—1
1 m+1
G(s) _20 (s+co2 +4+/’t\/§]
T

(e—Zn\/;aD + e—Z(n+l)J§aD )

(6.23)
e 1 1 e
Aym sekilde iteratif Laplace ters doniisiimii L~ ( —) = m=0,1,2,3...
(s+a) m!
Kullanilmasi ile ilk iterasyon sonucu asagidaki gibi olur.
(ZA)m g2 ﬂ
m!
20 | _ _ ar
G(T) =—"le ot e 7/4 e Arls (624)
T
(e—ZnJgaD n e—Z(n+l)J§aD )

m
T -7 -7
20 |(22)" —e e
Tekrar diizenlnirse; G(7) =— m: (6.25)
T g(m-1/2-1/2 (e*ang + e*azv@)

Laplace ters doniisiim bagintis1 (Erdelyi Vol.1, Section 5.6 transform 9)

L (S(nfl)/Z exp(a\/g)) _ 1
1/7[2”tg+1

exp(—a—zj He{ a J
4t "2t

Kullanilarak ;
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/flm 2(m+l)/2 %) Z_me—wzre—‘r/4
Jamt oo Ji - o)
2 Vo esitligi elde edilir. (6.26)
e “He (N2 &)+ ;
T
e " Hemfl(\/z a,)

2w
G(to)=7

6.21 de yer alan Fourier Sine ters déniisiim formula kullanilirsa agagidaki denklem elde edilir

2
X5 T

Xp€ e

" 4
(m-1)/2 J- m 3 _\m
6t =2 o MR it -0)
7 e % He (V2 )+ i
e 0!22 Hem—l(\/E az)

th

(6.27)

Boylece xD gergek uzay ¢6ziimii tamamlanmis olur;

Zo = i(—l)“ F(tD)+i i(—l)””“(nij(tD) (6.28)

n=l m=1

Benzer sekilde TD son ¢éziimii su sekilde yazilir;

0 0 n nem n
Tp = Z(_l)nTD_l +Z Z(_l) [ijD_Z (6.29)
n=0

n=l m=1

Burada TD 1 ve TD_2 fonksiyonlarini olugturmak i¢in (6.3) deki tanim kullanilir.

TD_l =e""’F (tD) =

tp X—Dex (_M]
I - p i dr (6.30)
> | (erfe(ay)+erfc(a,))

veE

TD_Z = eXDIZG(tD) =

2
X exp(—(XD4_TT) j

|

o(m-1)/2

0
T 2
{e “ Hem—l(\/z o)+
dr

3 |
«ﬁ

w
—~
[amd
lw)

|

N
N

3

(6.31)
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EK-6b II. Akis Izleyici Tasinimi Modeli Analitik Coéziimii

Gozenekli ortamda 1s1 ve izleyici transferinin her ikisi de aym tip difaransiyel denklemler ile
tanimlanir.Ismin izleyici transferinin 6zel bir tipi oldugu beklenen bir gercektir.Boylece Izleyici transfer
denklemi agagidaki gibi tanimlanabilir;

oC  oC 0’C @D, oC,|

—-D, —, =0

ot ox x> b oz,
(BI)
oC 0°C

m_ Dm 2m =0

ot o/ (B2)
Baslangi¢ ve sinir kosullar ise;
C=C,=C, t=0 (B3)
Izleyici deneyleri i¢in her iki ortamin yar1 sonsuz oldugu varsayilirsa ;

C—->0 as X —> 00 (B4)
C,—0 as 70
(B3)

7.5 nolu esitlik matriks bloklarinin sonsuz genislikte oldugunu varsayar.Ciinkii ¢atlakli ortamdaki yayilim
ve iletim transferi matriks bloklaridaki difiizif transfere oranla oldukga biiyiilk degerler alir.Boylece
enjekte edilen izleyici ¢atlakli ortamin sonuna ulastiginda matriks blogundaki difiizyon blogun orta
noktasina dahi erisememis olacaktir.Bu nedenle matriks blogu sonsuz geniglikte kabul edilebilir.

Matriks sinirindaki konsantrasyonlar ise esitlik halindedir.
C=Cy 2=0 (B6)

Saha uygulamalarinda siirekli bir enjeksiyonu saglamak oldukc¢a zordur.Bu nedenle kesikli enjeksiyon
profile siklikla uygulanir.Bu profil i¢in sisteme giren izleyici kiitlesi transferi su sekilde tanimlanabilir;

c=Mse)
Q x=0 (B7)

Boyutsuz degisken tanimlari ise;

6. C o G
m/(Qt,) (m/Qt,)
(BS) ’
ux u’t uz DD 2
Xo =—, t,=—, and z, = ,1:§0m_m pe_ Ul p_ bU _L
D D \/DDm (B9) bu? , ¢ D | #OmlL , Yo (B10)

Bdylece matriks ve ¢atlakli ortam izleyici transfer denklemleri asagidaki sekle doniisiir.

oCy , 3Cy _3°Co 12 Cip

d =0
ot,  ox, ox] oz

D lzp=0 (B11)



aCmD __aZC:mD —
ot, oz}

Benzer sekilde boyutsuz baglangi¢ ve sinir kosullar ;

Cp =Cmp =0 at tp =0
C,—0 as Xp —> 0
Cp—0 as Iy =0

C,=C, at 7, =0

C,=t,5(t) at x,=0
seklindedir.

(B12 dekleminin Laplace doniisiimii

0°C,,
oz’

—sC=0

seklindedir.Bu denklemin ¢oziiliirse

C_:mD =G, eXp(_\/gZD) +C, exp(\/gzD)

elde edilir.B15 sinir kosulu i¢in C2 sifir olur.Boylece denklem sadelesir

CmD =C, exp(—\/gzD)

B16 smir kosulu i¢in  denklen

Bu deklemin zD ye gore kismi tiirevi alinirsa

Laplace doniisiimii yapilan B11 denklemine dahil edilirse

=0

25=0

- _ _
0 (32D _9Cy _sC, 4 A2 oC. o
OX;  OXp oz,

o°C, oC, =
——-C,(s++/4s)=0
Xz O%g D( \/_)

1)

elde edilir.Bu denklemin genel ¢oziimil
C, = Aexp(%")exp(—%\/l+ A(s++[2s)) j+
A, exp(%jexp(+%\/1+ 4(s +\/E)) j

CmD = C_:D exp(—ngD)
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(B12)

(B13)
(B14)

(B15)

(B16)

(B17)

(B12-1)

(B12-2)

(B12-3)

esitligine ulagilir.Bu esitlik

(B11-

(B11-
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2)
seklindedir.B14 sinir kosulu ile A4 sifir olur ve denklem B18 deki gibi sadelesir.

— XD
Co = Aexp(=2)
exp (—X?D\/lJr 4(s+ \/E)) j

(B18)

sinir kosulunun bu

B18 genel ¢oziimiindeki A nin hesaplanabilmesi i¢in es zamanli/ani enjeksiyon
asamada kullanilmasi gerekecektir. Baglangi¢ kosulunun Laplace doniisiimii
_ [ee]
Cp = [exp(-stp)t,o(t)dtp

0 (B19)
Integral degiskenlerinin degistirilmesi ile

2 2
(B20)

u u
t =t = dtn = —dt
D™ b P~ b

B19 su sekilde yazilabilir;
_ 0
Cp = [exp(—su?t/ D)t,,S(t)(u? / D)dt

0
(B21)
Bu Integral hesaplanirsa
2
—~ u uL
D D (B22)

Elde edilir.Buradan xD=0 i¢in A degeri bulunmus olur.

- L [X_D)exp[_%o 1+4(s+«/ﬁ))j
(B23)

Cp=—¢x
° = P2
Iteratif Laplalace ters doniisiim yontemi kullanilarak (Kocabas 2011) D23 denklemi asagidaki gibi

¢Oziilmiis olur:

2
uL % exp(_(xD—r)j
tp D 2 7[2'3 4T
C,= d
D 2'; \/Iz' exp(_ P ] T
27 (ty~7) 4to-7) (B24)
Xp (XD_T)Z
—FeX
th 2«,7[1-3 p( 47
dr

(B25)

A7t ]

0 2\ (t, —7)3 exp£_4(to ~7)

Cozim karakteristik zamanlar ve boyutlu degiskenler igin diizenlenirse
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t 2
\/: exp(td XDn ]exp[_ XDntd Jexp(_td_i-}
. j o 2t, 4t 4t2

zm exp(_ 4, (T:— T)J

dr

(B28)
seklini alir
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EK-7 1. Akis Modeli Yeni analitik Coziimii-2 Kismi Tiirevleri

Burada Duyarlilik analizlerinde kullanilmasi amaciyla Ek-4 de yer alan analitik ¢6ziimiin ( (4.4) den
(4.11) e kadarki ifadeler ) xD vet D ye gore kismi tiirevleri tiiretilmistir.

_ g(—l)"m;( ”X_ Gy (-1 [ an, ]

n=2 m=2
(7.1)
2 ZOF & nx, 0G 2 & n\ x5 oG
Il _1 n+1 D ™1 _1 n+m D Y~
ot, Z::; oty nzz(;( ) m! oty +n2=;‘m=2( ) (m) m! oty
(7.2)
aL Z( 1) Z( ™t — n (—x +G]
D
0 n aG
nHm" —| xg —+G(m-1)xg"
£Ee, Jm!( oo
(7.3)
_ [erfc(A)+ 7.4
F(tD)_{erfc(B)} (7.4)
2n+ X
A= D 7.5
e (7.5)
_2n+2+xD (7.6)
2.ty
oF e ™ e ®
=A B
oty tDJZ+ o7
(7.8)
oF e 4o
= _ 7.9
OXp /ﬂtD (7.9)
Gl<tD>={zej/Fj§;Az)+zejF:§;Bz)} (7.10)
oG e e ®
L= 2A? 1)+ ———(2B? +1 7.11
oty tD,/ﬂtD( )+tD,/ntD( D (711
0G, _ 2(Ae ™ +Be™) 219
o Tx (7.12)
(713) A=21Xo

J2t,

(m+1)/2
G(ty) = {j;tmlz {EXP(—AZ)Hemfl(AV)*‘ exp(—Bz) Hemfl(Bl )}}

2n+2+ X,

Jat,

(7.14) B'=

(7.15)



2
1 {e"*z {i
oG 22 ty

atD _W BZ|:BZ

ty

HJA’)—%HE(A'HH;(A')}

D

D

H (B)—?H (B")+H, (B)}

" ~ (m-1)/2 N Arm-1-2i
Men 1 (A =(m=3)! Z(; D i m 120,

(m-1)/2

H'e, ,(A)=(m-]! > (-1

i=0
m+1

aG 2/23_[ . [_%HG(A')+HQ'*(A')]+eBz[_%He(B'HHE'*(B')H

(m-1)/2

H'e,,(A) =(m-1)! Z S

- Alm—l—2i *_(m_l_zi)
in(m-1-2i)t 21,

AT m-2-2i
i'(m-1-2i)! . f2t,
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(7.16)
(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)
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EK-8 II. Akis Modeli Yeni Analitik Coziimii Kismi Tirevleri

Burada Duyarlilik analizlerinde kullanilmasi amaciyla Ek-6 da yer alan analitik ¢6ziimiin (6.20),(6.30)ve
(6.31) xD tD ve A ya gore kismi tiirevleri tliretilmistir.

=i( D"Ty 1"’2 Z n+m( J D_2 (8.1)

n=l m=1

To S Zee 3> (- 1)““"( ji
ID n=0 D n=1m=1 alD

T :T {exp(— (%o _T)Zj X, (erfo(e, )+ erfc(az))} dr ©3)

B 4r 2N
o - 2na, + 74 v o _(@2n+2)a, +74
VN () P2t -7)
Tor P -7)% ) (erf f 1
8XD 0 4t 2 T 22'
OTpy _tj’ exp(— (Xo —T)ZJ 1 X% (ozle_‘”12 +aze_“22) dr
A 4r (tp —7) 2t
(8.5)

_=tD (=2 X -1 =z PN P 8.6
oA '([{exp( 4z jz\/ﬁ {2\/; 1/tD—r(e e )}}d (86)

2
N XD exp(_ M

4r J —af P
- | i \/?\/(tD—T)m (e Hem,l(\/fal)+e Hem,l(ﬁaz)}ir

2(m—1)/2 th r

TD_Z =

(8.7)

(Xp—7)° —T)2
eX 2
oT,, o(m/2 |t z' p( e Hem—l(\/z ) +Jdr

~ l__ D \”D 2
OXp 7 0 mt \/_\/t -7)" ol =) [eaz Hem—l(\/E a,)
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(8.8)
_ 2
t Xo exp(—( ) J
f " T
(m-1)/2 —
0Tp, _2 Lm0 (8.9)
ot, V4
e“He,, m , e“He, T ST S
-—+ a2y re i He +e i He, |d
{(tD—r)( p te)t (t G-n 2% 1 i
(m-1)/2 \/_0512) m-1-2i
He,, =He,_ 1(‘/_a12) (m-1)! IZO:( )”2 (m—1-2i)!
(8.10)
. mayz - (V2a,,)" P @, (m-1-2i)
He,, =H'e,,(V2a,,)=(m-1! Y (-1)' —— -
€, em—l(\/_al,z) (m-1) . ( )i!2'(m—1—2i)! 20r-1,)
(8.11)
(m-1)/2 |t m X exp( (X ) J (812)
%:2 . O % rm [(e"“f (—2a,0,He, + He)) + e (—2a,ar,He, + He,) [dr
T (8.13)
% 23ty —7
(m-1)/2 m-2-2i
He;, =H*e, ,(+2z,,) =(m-1)! Z( )““(f““) (m-1-2i)V2 (8.14)

12'(m-1-2i)!



EK-9 I. Akis izleyici Tasinimi1 Modeli

Izleyici Yayilimi Denklemleri asagidaki sekilde diizenlenebilir;

oC _,8C _ gDy 8Cy

ot ox b oz,

Sinir Kosullart ise;

C=Cm:Ci t=0 i¢in
C=C X=0 icin
C= Cm z=0 icin
Cn _g 7=a icindir
oz
Birimsiz degiskenler olarak su sekilde tanimlanabilirler;
c-C, C, -C,
= 9.7) Cup=-n—"i
D Co . Ci ( ) mD Co . Ci
_ #mDmX
uba
x\D
tp =t—=|—D
P ( Uj a’
YA
ZD = g

Bu degiskenler kullanilarak zleyici transfer denklemleri asagidaki formlara doniisiir.

GCD _ a(:_mD:| — 0 (9.12) aCmD _ aZCQ’ID .
X, 0z, 1om0 oty 0z,
(9.13)
Baslangi¢ ve sinir kosullarinin birimsiz halleri ise asagidaki gibidir.
th=0 igin Co=Crp=0
Ip =0 igin Co=Co
oC
=1 iin —mb -
D ¢ aZD
Birimsiz zaman ve mesafe tanimlar1 tekrar diizenlenirse
ut x )LD
to =(———j m (9.18)  xp = fmPm X
L L)ua uba

(9.19)
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(9.1)

(9.2)

(9.3)
(9.4)
(9.5)

(9.6)

(9.8)
(9.9)
(9.10)

(9.11)

(9.14)
(9.15)
(9.16)

(9.17)
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Esitlikleri elde edilir. Yeni birimsiz normalize degiskenler ise asagidaki gibi tanimlanabilir.

) " LD, ¢ Dy L
Yoo = 920) Gy = 020 o, = (922) xpm =T
(9.23)
LD LD t
b, LD, t 9.24
Dm uaz u a‘2 tm ( )
6D L LgD b t b
XDm - . 2 .t g
uba u b° a a
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EK-10 II. Akis izleyici Transfer Modeli

Izleyici Transfer Denklemleri asagidaki sekilde diizenlenebilir;

2
@+u§_DLac_¢mDm acm} 0
z=0

ot ox OX? b oz
(10.1)
2
GO 02 0
ot 0z
(10.2)
Sinir Kosullari ise;
C:szCi t=0 i¢in
(10.3)
C=%a() X=0 i¢in
(10.4)
C=C, 2=0 icin (10.5)
C—-0 X — 0 i¢in
(10.6)
Cm — 0 X — 0 i(;in
(10.7)
Birimsiz degiskenler olarak su sekilde tanimlanabilirler;
C C
C, = 10.8 Cpo=—10n— 10.9
ST R °~miQt,) 1o
2 2
ux u't uz @ DD
=— (10.10), t; =— (10.11), z,= 10.12), A=-% T
Xp D ( ), b D ( ) D \/D_Dm ( ) b2u?
(10.13)
Bu degiskenler kullanilarak zleyici transfer denklemleri asagidaki formlara doniisiir.
2 aC_mD — GZC_mD =0
oCy  Cy 0 c2D e Cw | g 010 o, o’
ot, OXp, OXp 0z, 100
(10.15)
Baslangig¢ ve sinir kosullarinin birimsiz halleri ise asagidaki gibidir.
tb=0  iin C;=C,=0 (10.16)

Xp 20  iin Cp—0 (10.17)



Ly > @ igin CmD —0
p=0  ign Cp=Cp
Co=t,00) icin Xp=0

Orant1 degiskenleri ;

X
Xpn = E
(10.21)

ut
tpvi = T

L
t,=—
u (Konveksiyon igin)
L2
t,=—
D (boyuna 1s1 yayilimi igin)
b2
t,=—
¢°D

™ matriks-catlak degisimi i¢in
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(10.18)

(10.19)

(10.20)

(10.22)

(10.23)

(10.24)

(10.25)



EK-11 II. Akis Izleyici Transfer Modeli Coziimii Kismi Tiirevleri

2
Xpnt 27 |——

t, | v\t t, Xy, —7/t,)> r?

c, =2 dn exp(— d 27bn W j exp( j
i tw'([ 4r[z(t - 7)[ 4 at, (t-7)
1 Xty Tty It t, (X, —7/t,)° r?
- {—p[ ol el

0

)}dr
m t_T)

T

4a\[rt—7)

Xt Tty /1,
o, J{ 1 _(an—r/tW)Z} wlrt-7)f

2t, 4z

Xt T4t 1L,
Lo _j { 140 —oht)|] 4m[rt-0)f
; 22

Xort, Tty 1T
oCp :j{_ 1 N 7’ } 4r[rt-7)]
| 2

2
exp[_ td (XDn ; z-/tw) j exp{_
T

2
exp[_ 1:d (XDn ; T/tw) j exp(_
T

_ 2
exp[_ td (XDn 1 T/tw) j exp[_
T

2
T

4 (t—7)

2

4t (t—7)
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(11.1)
] dr
(11.2)
J dr
(11.3)

dr

T2
4 (t—-7)

(11.4)
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EK-12 Matlab Yazilimlar

(Yazilimlar farkli parametre araliklart ve farkli degisken degerleri igin birden ¢ok kez kullanildigi igin
kodlardaki sayisal degerler son kullanimdaki degerlere aittir)

A-1-1

$SWM1 c¢ézimi-I.K- sayisal analizi

$seritoplam fonksiyonunun kullanir

tic

clc,clear all;

P=8;% seri toplam ¢ozimi icin sonsuz toplam st kabuli

x=1; % xd ilk degeri

ti=6; % td st deger
tadim=0.01; % td i¢in adim araliklara
n=0;

t=0.000001;
while t < ti
n=n+1;
Td(n)=seritoplam(x,t,p)
t=t+tadim
end
plot (Td)
legend('Seri-1.K.");
xlabel ("td*10");
ylabel ('Td");
toc

Al-2

function [ Tdx ] = seritoplam( xd,td,p )

% SWM1 ¢ozimii-I.K-

p sonsuz toplam icin st sinirdir

e-7,8 1lik yakinsama icin 5-10 arasi yeterli gelmektedir
Td=0; %sonsuz toplam ic¢cin &on kabul dederi

TdO0=erfc (xd/ (2*sqrt (td)))+erfc ((xd+2)/ (2*sqrt (td))) ;

for n—l'p;

=(2*n+xd) ;

=(2*n+2+xd) ;

(( 1)"n) *(erfc(al/ (2*sqrt(td)))+erfc(a2/ (2*sqrt(td))));
C exp(-al*al/ (4*td));

D=exp (-a2*a2/ (4*td)) ;

oe

oe

E=0;
F=0;
B=((-1)"~ (n+m) ) *factorial (n) *factorial (m-1) * (xd"m) *2" ( (m+1) /2)
/(sqrt(pi)*(tdA(m/Z))*factorial(n—m)*factorial(m)*factorlal( ));
if rem(m-1,2)==0 ;
jd=(m-1)/2;
else
Jjd=round ( ) /2)
end
for j=0:3d;
E=E+ ((-1)"j)*((al/sgrt(2*td)) " (m-2*3J-1)) ...
/(factorlal( ) *(277) *factorial (m-2*j-1));
F=F+((-1)"]j)*((a2/sqgrt (2*td) )~ (m-2*3-1)) ...
/(factorlal(j)*(2Aj)*factorial(m—2*j—l));

end
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G=G+B* (C*E+D*F) ;

end
Td=G+A+Td;
Tdd (n)=Td+TdO0;

end
Tolerans=abs (Tdd (p)-Tdd (p-1))
Tdx=Td+TdO;

%plot (Tdd, '-bx")

%$xlabel ('n,toplam sayisi');
Sylabel ('Td")

%$legend('n ic¢in Td yakinsamasi');%gdrsel kontrol amacli
End
A-2-1

$SWM ¢ozimii %$sayisal analizi
$skoppinv isimli fonksiyonu kullanir.
clc,clear all;

tic
x=1; % xd ilk degeri
ti=6; % td Ust deger
tadim=0.1; % td ic¢in adim araliklara
ust=20 % integral ist sinira
adim=0.001 % integral sinirlari adim araliklari
t=0;
n=0;
while t < ti
n=n+1;

o)

% skopp and Warrick ters dontsimi
zl=skoppinv(adim,ust-1,x,t);
z2=skoppinv (adim,ust, x,t);

% Ust deger icin integral hesabi hata payi

tol (n)=abs (z2-z1);

Td(n)=z2;
t=t+tadim;
end

subplot(2,1,1);

plot(Td, 'r'");

ylabel ('Td");

legend ('Td") ;

subplot(2,1,2)

plot(tol,'c")

legend ('Tolerans');

ylabel ('Integral Ust- (Ust-1)"');
xlabel ("td*10");

toc
A-2-2
function [z] = skoppinv(adim,ust, x,t)

%(1/s)exp(-sgrt (s)tanh(sgrt(s))*xd) icin

% skopp and Warrick ters dontstiminii hesaplar
w=0.000001:adim:ust;

R=0.5*x*w.* (sinh (w) -sin(w)) ./ (cosh (w) +cos (w) ) ;
I=0.5*x*w.* (sinh (w) +sin(w)) ./ (cosh (w) +cos (w) ) ;
%integrali alinan fonksiyon

td=2* (1/pi) *exp (-R) . * (sin(w.*w.*t/2-I)+sin(I)) ./w;
% trapez yontemiyle integral dederinin hesaplanmasi
z=trapz (w, td)

%adim sayisinin genisletilmesi ile hata payi kontroli
J=2;
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% genisletme orani

wj=0.000001:adim*j:ust;

RI=0.5*x*wj.* (sinh(wj)-sin(wJj)) ./ (cosh (w]j)+cos (wj));
Ij=0.5*x*w]j.* (sinh(wj)+sin(w]j)) ./ (cosh (w]j)+cos (wj));
tdj=2* (1/pi) *exp (-RJj) . * (sin(wj.*wj.*t/2-Ij) +sin(I3)) ./wJ;
zj=trapz (wj,tdj);

tolerans=abs (zj-z)

%$Gorsel kontrol amacli

plot (w, td)

end

A-3-1

%SWM, SWM1 ve INVLAP ¢ézlimlerini kiyaslar
clc,clear all;
p=10;% seri toplam ¢ozimi icin sonsuz toplam ist kabuli

[

x=1; % xd ilk dederi

ti=6; % td Ust deger
tadim=0.1; % td icin adim araliklari
ust=20 % integral ist sinira
adim=0.001 % integral sinirlari adim araliklari
n=0;
t=0;

while t < ti

n=n+1;

o)

% skopp and Warrick ters dontsimi
%$zl=skoppinv (adim,ust-1,x%,t);
z2=skoppinv (adim,ust, x,t);

% st deder ic¢in integral hesabi hata payi
$tol (n)=abs (z2-z1);

Td2 (n)=2z2
Tdl (n)=seritoplam(x, t,p)
t=t+tadim
end
[tt, Tt]=INVLAP (' (1/s) *exp (-sqrt (s)*1*tanh (sgrt(s)))',0.00001,ti,n);
plot (Tdl, '-x")
hold on;
plot (Td2, 'b*")
hold on;

plot (Tt, '--k")
legend('Seri-I.K."','S&W.', 'Numeric');
xlabel ("td*10");

ylabel ('Td");

A3-2

% INVLAP - Numerical Inversion of Laplace Transforms

function [radt, ft]=INVLAP (Fs,tini, tend,nnt,a,ns,nd);

% Fs is formula for F(s) as a string

tini, tend are limits of the solution interval

nnt is total number of time instants

a, ns, nd are parameters of the method

if not given, the method uses implicit values a=6, ns=20, nd=19
it is recommended to preserve a=6

increasing ns and nd leads to lower error

an example of function calling

[t, ft]=INVLAP('s/ (s"2+4*pi~2)',0,10,1001);

to plot the graph of results write plot(t,ft), grid on, zoom on
FF=strrep (strrep(strrep(Fs, '*',".*"), /"', "./"), """, "."");

if nargin==

d° 0P 0@ 0° o° o° d° A° o

o
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a=6; ns=20; nd=19; end; % implicit parameters
radt=linspace (tini, tend,nnt); % time vector
if tini== radt=radt (2:1:nnt); end; % t=0 is not allowed
tic % measure the CPU time
for n=1l:ns+l+nd % prepare necessary coefficients

alfa(n)=a+(n-1)*pi*j;

beta (n)=-exp(a)*(-1) *n;
end;
n=1:nd;
bdif=fliplr (cumsum (gamma (nd+1) ./gamma (nd+2-n) ./gamma (n))) ./2”nd;

beta (ns+2:ns+1+nd)=beta (ns+2:ns+1+nd) .*bdif;
beta (1)=beta(l)/2;
for kt=l:nnt
tt=radt (kt) ;
s=alfa/tt;
bt=beta/tt;
btF=bt.*eval (FF) ;
ft (kt)=sum(real (btF)) ;
end;

o\

cycle for time t

complex frequency s

o\

o

functional value F(s)
original f (tt)

o

B-1-1

oe

PCM ¢O6zUmii ve INVLAP ile kiyaslama
skoppinv2 isimli fonksiyonu kullanir.
clc,clear all;
tic
x=1;%xd icin ilk deger
ti=10;% td st deger
ust=200%integral st siniri
adiml=0.01%sonlu integral ic¢in adim araliklari
adim2=0.001%sonsuz integral icin adim araliklar:
A=2;
B=1;

for k=1:ti %td sinirlara

t=k/1; % td tamsayi dizenlemesi

% skopp and Warrick ters dontsimi
zl=skoppinv2 (adiml,adim2,ust, x,t,A,B);
% j=1.1 ;%genisletme orani
%z2=skoppinv2 (adiml*j,adim2,ust,x,t,A,B);

o

Tdd (k) =z1;
$tol (k)=abs (z2-2z1)
end

%(1/s) *exp (A*xd/2) *exp (-sgrt (A) *sgrt ((A/4) +s+ (B/A) *sgrt (s) *tanh (sqrt (s)))
[t, ft]=INVLAP (' (1/s) *exp (2/2) *exp (-
sqrt (2) *sqrt (2/4+s+0.5*sqgrt (s) *tanh (sqrt(s))))"',1,10,10);
$subplot(2,1,1);
plot(Tdd, 'r'")
ylabel ('Td"');
hold on
plot (ft,'--g+'");
legend ('S&W', "Numeric');
xlabel ('td") ;
$subplot(2,1,2);
plot (tol, 'c'")
%ylabel ('Tolerans3"'") ;
$xlabel ("td*100") ;
toc
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B-1-2

function [z] = skoppinv2(adiml,adim2,ust,x,t,A,B)

$(1/s)exp (A*xd/2) *exp (-sgrt (A) *sqrt ( (A/4) +s+ (B/A) *sgrt (s) *tanh (sgrt (s)))
%icin skopp and Warrick ters doniisimini hesaplar

cd=0.000001:adiml:t

for n=1l:length(cd)

c=cd (n)
w=0.000001:adim2:ust;
R=0.5* (B/A) *c*w.* (sinh (w) -sin (w)) ./ (cosh (w) +cos (w) ) ;
I=0.5* (B/A) *c*w.* (sinh (w) +sin(w)) ./ (cosh (w) +cos (w)) ;
%$sonsuz integrali alinan fonksiyon
if t==c ;
t=t+0.00001;
end

=(2/pi)*exp (-R) .* (sin(w.*w.* (t-c) /2-I)+sin(I)) ./w;

% trapez yontemiyle sonsuz integral dederinin hesaplanmasi
Fz=trapz(w,F);

%adim sayisinin genisletilmesi ile trapez hata payi kontroli
%$j=1.1;% genisletme orani

$wj=0.00001:adim*j:ust;

$R3J=0.5* (B/A) *c*wj.* (sinh(w]j)-sin(w]j)) ./ (cosh(w]j)+cos (wj));
%I9=0.5* (B/A) *c*w]j.* (sinh (w j)+5ln(w3)) / (cosh (wj)+cos (wj)) ;
$Fj=(2/pi) *exp (-RJj) . * (sin(wj.*wj.* (t-c) /2-17J)+sin(I3)) ./wj;

$Fzj=trapz (wj,FJj)

$toleransl=abs (Fzj-Fz)

$toll (n)=toleransl;

%Ust sayisinin eksiltilmesi ile trapez hata payi kontroli
%ust2=ust-adim;% genisletme orani

gwu=0.00001:adim:ust2;

$Ru=0.5* (B/A) *c*wu.* (sinh (wu) -sin (wu) ) ./ (cosh (wu) +cos (wu) ) ;
%$Iu=0.5* (B/A) *c*wu.* (sinh (wu +81n(wu)) /(cosh( u) +cos (wu) ) ;
$Fu=(2/pi) *exp (-Ru) .* (sin(wu.*wu.* (t-c) /2-Tu) +sin (Iu)) ./wu;

$Fzu=trapz (wu, Fu)
$tolerans2=abs (Fzu-Fz)
$tol2 (n)=tolerans?2;
%$sonlu integrali alinan fonksiyon
Td (n)=sqgrt (A) *x*exp (-A* (x-c) * (x-c) / (4*c) )/ (2*sgrt (pi*c*c*c)) *Fz;
end
% trapez yontemiyle sonlu integral dederinin hesaplanmasi
z=trapz (cd, Td) ;
end

B-2-1

% PCMY ¢ozimi ve INVLAP ile kontroli

% INT1 ve INT2 fonksiyonlarini kullanir
tic

clc,clear all;

%p=6;% PCMY icin sonsuz toplam ist kabuli

Q

; % xd ilk degeri

’

~.

or td=1:10

TD1=0;

TD=0;

TDO=INT1 (x,td,A,B,0)
if td <6

p=td+2;

else

Hh S ? X

1
2
1
0
r
1=
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p=td;

for n=1l:p
TD1=INT1 (x,td,A,B,n)*(-1)"n;
TD2=0;
for m=1:n;
TD2=TD2+factorial (n) *INT2 (x, td,A,B,n,m)* ((-1) " (m+n)) ...
/ (factorial (n-m) *factorial (m)) ;
end
TD=TD1+TD2+TD;
TDD=TD+TDO;
end
%Tolerans3=abs (TDD (p) -TDD (p-1))
TDDt (td) =TDD;
end
% (1/s) *exp (A*xd/2) *exp (-sgrt (A) *sqgrt ( (A/4) +s+ (B/A) *sgrt (s) *tanh (sqrt (s)))
[t, fLt]=INVLAP (' (1/s) *exp (2/2) *exp (-
sgrt (2) *sqgrt (2/4+s+0.5*sqgrt (s) *tanh (sqrt(s))))',1,10,10);
plot (TDDL, 'r'")
ylabel ('Td");
hold on
plot (ft,'--g+");
legend('Seri-1I.K.', 'Numeric');
xlabel ('td");
toc

B-2-2

function [ TD1] = INT1( xd,tD,A,B,n)
$PCMY ig¢in F(tD) integralini hesaplar
Adim=0.01; % tD ic¢in adim araligi
t=0.00001:Adim:tD; % t=0 icin 0'a yakin deder secildi.
tt=0;
for k=1l:length(t);
tt=t (k);
if tt==tD;
tt=tt-0.0000001 ;
end
al=(2*n+B*tt/A)/ (2*sqgrt (tD-tt));
a2=(2*n+2+B*tt/A) / (2*sqrt (tD-tt)) ;
F(k)=(1/A)*exp (-A* (xd-tt) * (xd-tt) / (4*tt)) *xd* (erfc(al)+erfc(a2)) ...
/(2*sqrt(pi* ((tt/A)"3)));
end
%Adim araliklarini genisletme ile tolerans hesaplamasi icin
%$3=1.1 ;%genisletme orani
%t2=0.00001:Adim*j:tD;
$tt2=0;
$for kk=l:length(t2);
% tt2=t2 (kk);
% if tt2==tD;
tD=tD+0.0000001 ;

% end
%all=(2*n+B*tt2/A) / (2*sqgrt (tD-tt2));
%a21=(2*n+2+B*tt2/A) / (2*sqrt (tD-tt2)) ;

SEF (kk)=exp (-A* (xd-tt2) * (xd-
tt2)/ (4*tt2)) *xd* (erfc(all)+erfc(a2l)) ...
% / (2*sqgrt (pi* (Et2/RA)"3));
%end %$Tolerans dongisli sonu
TDl=trapz (t,F);
$TD2=trapz (t2,FF);%tolerans i¢in trapez hesabi
%$Toleransl=abs (TD2-TD1)

o\
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$plot (t,F);

$xlabel ('td'");

%ylabel ('TD1 Integrali Ici Fonksiyonu');
End

B-2-3

function [ TD2] = INT2( xd,tD,A,B,n,m)
% PCMY icin G(tD) integralini hesaplar
Adim=0.001; % tD icin adim araligi
t=0.00001:Adim:tD; % t=0 icin 0'a yakin deder secildi.
tt=0;
for k=l:length(t);
tt=t (k) ;
if tt==tD;
tt=tt-0.0000001 ;
end
al=(2*n+B*tt/A)/ (2*sqgrt (tD-tt)) ;
a2=(2*n+2+B*tt/A) / (2*sqgrt (tD-tt)) ;
C=exp(-al*al);
D=exp (-a2*a2);
G=((1/A) " (m+1)) *factorial (m-1) *xd* ((B*tt) *m) *exp (-A* (xd-tt) * (xd-
tt) /(4*tt)) ...
/ (sgrt (((tt/A)"3) * (tD-tt)"m)*factorial (m));

E=0;
F=0;
if rem(m-1,2)==0 ;
jd=(m-1)/2;
else
jd=round((m-1)/2)-1;
end

for j=0:73d;
E=E+ ((-1)"j)*((al*sgrt (2)) " (m-2*j-1)) ...
/ (factorial (j) * (27]j) *factorial (m-2*j-1));
F=F+((-1)"3) *((a2*sgrt (2) )" (m-2*j-1)) ...
/ (factorial (j) * (27]j) *factorial (m-2*j-1));
end

Gt=G* (C*E+D*F) ;

Gtt (k)=Gt;
end
TD2=2"((m-1) /2) *trapz (t,Gtt) /pi;

%$Tolerans hesabi ic¢in adim genisletmesi yazilimi BASLANGICI

%$jg=1.01 %adim genisletme orani

%t2=0.00001:Adim*jg:tD; % t=0 ic¢cin 0'a yakin deJer sec¢ildi.

tt2=0;

$for kk=l:length(t2);

stt2=t (kk);

% if tt2==tD;
% tD=tD+0.0000001 ;

% end

all=(2*n+A*tt2/B) / (2*sqrt (tD-tt2)) ;
a2l=(2*n+2+A*tt2/B) / (2*sqgrt (tD-tt2)) ;
%C2=exp (-all*all);
D2=exp (-az2l*a2l);
G2=factorial (m-1) *xd* ((B*tt2) "m) *exp (-A* (xd-tt2) * (xd-tt2)/ (4*tt2)) ...

% /(sgrt (((tt2/A)"3)* (tD-tt2) "m)*factorial (m)) ;
% E2=0;
$ F2=0;
% if rem(m-1,2)==0 ;
% jd=(m-1)/2;

S else



% jd=round ( )/2)
% end
$for 3=0:3d;
% E2=E2+ ((-1)"j) *((all*sqgrt (2)) " (m-2*3j-1)) ...
% /(factorlal(j)*(2Aj)*factorial(m—2*j—1));
S F2=F2+((-1)"j)*((a2l*sgrt(2) ) (m-2*j-1)) ...
S /(factorlal(j)*(ZAj)*factorial(m—Z*j—l));
send
SGt2=G2* (C2*E2+D2*F2) ;
%Gtt2 (kk)=Gt2;
%end
$TD22=2"((m-1) /2) *trapz (t2,Gtt2) /pi;
%$Tolerans hesabi ic¢in adim genisletmesi yazilimi SONU
$Tolerans2=abs (TD2-TD22)
gplot (t,Gtt) ;
$xlabel ('td'");
%$ylabel ('TD2 Integrali I¢i Fonksiyonu');
end

c-1

function [ dTDt ] = dTDt( xd,td,p )

$SWM2 ¢ozimil icin

% tD ye gdre kismi tlirev hesaplar

% p sonsuz toplam icin st sinirdir
TDO=dFtd (xd, td,0); %n=0 icin

TD1=dGltd (xd, td, 1) *xd-dFtd(xd,td, 1) ;% n=1 icin

TD=0;
for n=2:p;
B=0

for m=2:n ;

B=B+ (xd"m) *dGtd (xd, td,n,m) * ( (-1) * (n+m) ) *factorial (n) ...
/ (factorial (n—-m) *factorial (m) *factorial (m)) ;
end

TD=TD+dFtd (xd, td,n) * (-1
1)~ (n+1) /factorial (m)+B;
end
dTDt=TD+TD1+TDO;
end

) "n+n*xd*dGltd (xd, td, n) * (-

function [ dFtd ] = dFtd( xd,td,n )
TSWM2 ¢ozUmi-tlrev dFtd ifadesini hesaplar
=(2*n+xd) / (2*sqrt (td)) ;
b=(2*n+2+xd) / (2*sqgrt (td) ) ;
dFtd=a*exp (-a*a)/ (td*sqrt (pi) ) +b*exp (-b*b) / (td*sqgrt (pi)) ;
end
function [ dGl1 ] = dGltd( xd,td,n )
$SWM2 -tiirev igin dGl ifadesini hesaplar
=(2*n+xd) / (2*sqgrt (td)) ;
=(2*n+2+xd) / (2*sqgrt (td)) ;

dGl=(2*a*a-1) *exp (-a*a) / (td*sqgrt (td*pi) )+ (2*b*b-1) *exp (-

b*b) / (td*sgrt (td*pi));
end

function [ dGtd ] = dGtd( xd,td,n,m )
SWM2-tliirev icin dGtd ifadesini hesaplar

o°

a=(2*n+xd) / (2*sqrt (td)) ;

b= (2*n+2+xd) / (2*sqrt (td)) ;

al=(2*n+xd) / (sqrt (2*td)) ;
—(2*n+2+xd)/(sqrt(2*td)),

B=(2" ((m+1)/2))/ (sqgrt (pi) * (td” (m/2)))

106
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HA=a*a*Hem1 al,m)/td- (m/2) *Heml (al,m) /td+dHeml (al, m, td) ;
B=b*b*Heml (bl,m) /td- (m/2) *Heml (bl,m) /td+dHeml (bl,m, td) ;
thd B* (HA*exp (-a*a) tHB*exp (-b*b) ) ;

end
function [ Heml ] = Heml( a,m )
% Hermite Polinomunu hesaplar
if rem(m 1,2)==0 ;
jd= )/2;
else
jd=round ( )/2)
end
F=0;
for i=0:3d;
F=F+((-1)"i)*(a) (m-2*i-
1)/ (factorial (1) * (271i) *factorial (m-2*i-1));
end
Heml=F*factorial (m-1);
End
function [ dHeml ] = dHeml( a,m,td )
% Hermite Polinomunu hesaplar
if rem(m-1,2)==0 ;
jd=(m-1)/2;
else
jd=round ( (m-1) /2) -
end
F=0;
for i=0:3d;
F=F+((-1)"i)*(-1)* (m=-2*i-1) * (a) " (m-
2*i-1)/ (factorial (1) *2*td* (2"1i) *factorial (m-
2*i-1));
end
dHeml=F*factorial (m-1);
end
function [ dTDx ] = dTDx( xd,td,p )

% SWM2 icin xD ye godre kismi tirev hesaplar
% p sonsuz toplam icin Ust sinirdir
TDO=dFxd (xd, td,0); %n=0 icin
TD1=dGlxd (xd, td, 1) *xd+Gltd (xd, td, 1) -dFtd(xd, td,1);% n=1 icin
TD=0;
for n=2:p;
B=0
for m=2:n ;
B=B+ ( (xd"m) *dGxd (xd, td, n, m) + (xd” (m=1) ) * (m—
1) *Gtd(xd, td,n,m))*((-1) " (n+m) ) *factorial (n) ...
/ (factorial (n—-m) *factorial (m) *factorial (m)) ;
end
TD=TD+dFxd (xd, td,n) * (-1) *n+n* (xd*dG1lxd (xd, td,n)+Gltd (xd, td,n) ) * (-
1)~ (n+l) /factorial (m) +B;
end
dTDx=TD+TD1+TDO;
end
function [ dFxd ] = dFxd( xd,td,n )
% SWMZ2 -tirev dFxd ifadesini hesaplar
=(2*n+xd) / (2*sqgrt (td)) ;
b=(2*n+2+xd) / (2*sqgrt (td)) ;
dFxd=-exp (-a*a) /sqrt (td*pi) —exp (-b*b) /sqgrt (td*pi) ;
end
function [ dGl1 ] = dGlxd( xd,td,n )
% SWM2 dGl ifadesini hesaplar
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=(2*n+xd) / (2*sqrt (td)) ;

b=(2*n+2+xd) / (2*sqrt (td)) ;

dGl=-2*a*exp (-a*a)/ (td*sqrt (pi))-2*b*exp (-

b*b) / (td*sqgrt (pi)) ;

end
function [ dGxd ] = dGxd( xd,td,n,m )
% SWM2- dGxd ifadesini hesaplar
=(2*n+xd) / (2*sqgrt (td)) ;
b=(2*n+2+xd) / (2*sqgrt (td)) ;

=(2*n+xd) / (sgrt (2*td)) ;

bl—(2*n+2+xd)/(sqrt(2*td))
B=(2"((m+1)/2))/ (sqrt(pi) * (td” (m/2)))
HA——a*Heml(al,m ) /sgrt (td) +d2Heml (al, m, td) ;
HB=-b*Heml (bl,m) /sqrt (td) +d2Heml (bl,m, td) ;
dGxd=B* (HA*exp (-a*a) +HB*exp (-b*b) ) ;

end
function [ d2Heml ] = d2Heml( a,m, td )
% Hermite Polinomunu hesaplar
if rem(m-1,2)==0 ;
jd=(m-1)/2;
else
Jjd=round ( )/ 2)
end
F=0;
for i=0:3d;
F=F+((-1)7i)* (m-2*i-1)* (a)* (m—-2*i-

2)/ (factorial (i) *sqrt (2*td) * (271) *factorial (
m-2*i-1));
end
d2Heml=F*factorial (m-1);
end

%dTDt ile numerik ¢Ozim kiyaslamasi
clc,clear all;
p=10;% sonsuz toplam Ust kabulil
x=0;
for x=0.1:1:5.1

n=0;

for £t=0.1:0.1:5

n=n+1 ;

Td (n)=seritoplam2 (x,t,p);

dTd (n)=dTDt (x,t,p)

tt (n)=t;
end
for m—l n-1
t(m)=tt (m);
del(m)=( d(m+1)-Td(m))/(0.1)
dTd2 (m) =dTd (m) ;
end

title('xD=0,1-1,1..5,1 icin Kismi Tirevler');
plot (dt,dTdl,dt,dTd2) ;
hold on
end
ylabel ('dTD/dtD")
legend ('numerik' , 'analitik');
xlabel ('td'");

$dTDtx ile numerik ¢ozim kiyaslamasi
clc,clear all;

p=10;% sonsuz toplam Ust kabuli
x=0;
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for t=1:2:3
n=0;
for x=0.1:0.1:5
n=n+1 ;
Td(n)=seritoplam2 (x,t,p);
dTd (n)=dTDx (%, t,p) ;

xx (n)=x;
end
for m=1:n-1
dt (m) =xx (m) ;
dTdl (m)=(Td(m+1)-Td(m))/ (0.1)
dTd2 (m)=dTd (m) ;
end

title('tD=1 ve 3 icin Kismi Tirevler');
plot (dt,dTdl,dt,dTd2) ;
$plot (dTd)
hold on
end
ylabel ('dTD/dxD")
legend ('numerik' , "analitik');
xlabel ("xD');

[

% SWM2 ¢ozimil Sensitivity dagilimlarini hesaplar
tic

clc,clear all;

p=10;% SWM2 ¢OzUimi icin sonsuz toplam ist kabuli

x=0;
n=0;
xDmij=[ 3.1]
tDmj=[ 0.01125]
for j=1:1
tDm=tDm7j (7)
xDm=xDm7j ()
n=0;
for xDn=0.01:0.01:1;
n=n+1;
xX (n)=xDn;
t=(100-xDn) *tDm;
x= xDn*xDm ;
Td(n)=seritoplam? (x, t,p)
Sx (n)=x*dTDx (x, t,p)
St (n)=t*dTDt (x,t,p)
end
plot (xx,Sx,xx,St)
hold on
end

title('xDm=3.1 ; tDm=0.01125");
legend ('xDm', "tDm') ;
xlabel ('xDn') ;
ylabel ('"Normalized Sensitivity TD '");
Sylabel ('Td'");
toc
% SWM2 Cozimid icin nlinfit
clc,clear all;
xDm=3.1;
tDm=0.01125 ;
P=5;

i=0;

for n=30:80;

i=1i+1;
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x=xDm-0.1+0.2*rand (1,1);
xxX (1) =x;
tt=(n+1) *tDm;
t=(n+1)* (tDm-0.001+0.002*rand(1,1));
x2=xDm;
t2(i)=t;
ttt (i) =tt;
nn (i
TD (1
TDO (
end
for j=1l:length (xx)
XN (3, 1)=xx(3);
SXN (j, 1) =xDm;
XN(J,2)=t2(3);
xdtd0(1)=1.5;
xdtd0(2)=1.5;
end
[fitcof,r]=nlinfit (XN, TD,Q@TDfun,xdtd0)
for k=1l:length (xx);
TDfit (k)=seritoplam2 (fitcof (1) *xDm, fitcof (2)*ttt(k),5) ;
Farklar (k)=TDfit (k) -TDO (k) ;
end
plot (nn, TD,nn, TDO,nn, TDfit) ;
$plot (TDfit)
%hold on
splot (r)
$plot (fitcof);
xlabel ("tpvi');

=n;
seritoplam? (%, t,p)

)
)=
i)=seritoplam?2 (x2,tt,p)

Sylabel('r');
%legend ('Residuals');
ylabel ("TD") ;

title( '"xDn=1 ,xDm=3,1 , tDm=0,01125");
legend (' 0.1 1ik xDm-0.001 1ik tDm', '"Analitik Cozuim' , 'Nonlinear Fit');

function [ TDD ] = TDfun( X,xdtd )
nlinfit fonksiyonu igin
for j§=1:51
TDD (j)=seritoplam2 (xdtd (j, 1) *X(1),xdtd(j,2)*X(2),5);
end
end
Cc-2
function [ TDD ] = Seritoplam3( xd,td,A,B,p )
$PCMY c¢ozUmi INT1 ve INT2 fonksiyonlarini kullanir
TD1=0;
for i=0:p
TD1=TD1+ ((-1) i) *INT1 (xd,td,A,B,1);
end
TD2=0
for n=1l:p

for m=1:n;
TD2=TD2+factorial (n) *INT2 (xd, td,A,B,n,m) * ((-1) " (m+n)) ...
/ (factorial (n-m) *factorial (m)) ;
end
end
TDD=TD1+TD2;
end



dTD/di,dTD1/di ve dTD2/di Fonksiyon Yazilimlar (i=xd.td.A ve © icin)

function [ TD2t ] = d2TDt( xd,td,A,B,p )
$PCMY -Sensitivity ic¢in td ye gbre kismi tiirev hesaplar
dTD1=0;

for i=0:p

dTD1=dTD1+((-1)"~1i) *dTD1t (xd, td,A,B,1);

end

dTD2=0;

for n=1:p

for m=1:n;

dTD2=dTD2+factorial (n) *dTD2t (xd, td,A,B,n, m) * ((-1) " (m+n)) ...

/ (factorial (n-m) *factorial (m)) ;
end

end
TD2t=dTD1+dTD2;

function [ dDlt ] = dTD1lt(xd,tD,A,B,n )
$TD1 in td ye gdre tilirevini hesaplar
Adim=0.001; % tD icin adim araligdzi
£t=0.001:Adim:tD; % t=0 icin 0'a yakin deger secildi.
tt=0;
for k=l:length(t);
tt=t (k) ;
if tt==tD;
tt=tt-0.0000001 ;
end
al=(2*n+B*tt/A)/ (2*sqgrt (tD-tt));
a2=(2*n+2+B*tt/A)/ (2*sqrt (tD-tt)) ;
F(k)=(2/ (pi*A* (tD-tt))) *exp (-A* (xd-tt) * (xd-tt) ...
/(4*tt)) *xd* (al*exp (-al*al)+a2*exp (-
a2*a2))/(2*sqrt (pi*pi* ((tt/A)"3)));
end
dDlt=trapz (t,F);
end

function [ dD2t ] = dTD2t (xd,tD,A,B,n,m)
%$TD2 in td ye gbre tiirevini hesaplar
Adim=0.0001; % tD ic¢in adim araligi

t=0.0001:Adim:tD; % t=0 icin 0'a yakin deger secildi.

tt=0;
for k=l:length(t);
tt=t (k) ;
if tt==tD;
tt=tt-0.0000001 ;
end
al=(2*n+B*tt/A)/ (2*sqgrt (tD-tt)) ;
a2=(2*n+2+B*tt/A) / (2*sqrt (tD-tt)) ;
C=exp(-al*al);
D=exp (-a2*a2);
F=C*Heml (al*sqrt (2),m) * (-m/2+al*al

C*dHemlt (al*sqgrt(2),m,tD, tt) +D*dHemlt (a2*sqrt (2),
G=xd* ((B*tt) "m) *exp (-A* (xd-tt) * (xd-tt) / (4*tt)
/(sqrt (((tt/A)"3)* (tD-tt)"m)*factorial (m)
Gtt (k) =G*F;
end

m
)
)

dD2t=((1/A) " (m+1))* (2" ((m+1) /2)) *trapz (t,Gtt) / (pi*pi);

end

)/ (ED-tt)+. ..
D*Heml (a2*sqrt (2),m) * (-m/2+a2*a2)/ (tD-tt)+...
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function [ TD2x ] = d2TDx( xd,td,A,B,p )
$PCMY -Sensitivity ic¢in xd ye gdre kismi tlirev hesaplar

dTD1=0;
for i=0:p
dTD1=dTD1+ ((-1)~i) *dTD1x (xd, td,A,B,1i);
end
dTD2=0;
for n=1l:p
for m=1:n;
dTD2=dTD2+factorial (n) *dTD2x (xd, td,A,B,n,m) * ((-1) " (m+n)) ...
/ (factorial (n-m) *factorial (m)) ;
end
end
TD2x=dTD1+dTD2;
End
function [ dDlx ] = dTDlx(xd,tD,A,B,n )
%$TD1 in xd ye gore tirevini hesaplar
Adim=0.0001; % tD icin adim araligi
t=0.0001:Adim:tD; % t=0 icin 0'a yakin defer secildi.
tt=0;
for k=1l:length(t):;
tt=t (k)
if tt==tD;
tt=tt-0.0000001 ;
end
al=(2*n+B*tt/A)/ (2*sqgrt (tD-tt));
a2=(2*n+2+B*tt/A) / (2*sqrt (tD-tt)) ;
F(k)=(2/ (pi*A) *exp (-A* (xd-tt) * (xd-tt) ...
/(4*tt) ) *xd* (1-xd* (xd-
tt) *A/ (2*tt)) * (erfc(al)+erf(a2)))/ (2*sqrt (pi* ((tt/A)"3)));
end
dDlx=trapz (t,F);
end
function [ dD2x ] = dTD2x(xd,tD,A,B,n,m)

%$TD2 in xd ye gore tlirevini hesaplar
Adim=0.0001; % tD ic¢in adim araligi
t=0.0001:Adim:tD; % t=0 icin 0'a yakin deger secildi.
tt=0;
for k=l:length(t);

tt=t (k) ;

if tt==tD;
tt=tt-0.0000001 ;
end

al=(2*n+B*tt/A)/ (2*sqgrt (tD-tt)) ;

a2=(2*n+2+B*tt/A) / (2*sqrt (tD-tt)) ;

C=exp(-al*al);

D=exp (-az2*a2);

F=C*Heml (al*sqrt (2),m) +D*Heml (a2*sqrt (2) ,m) ;

G=(1-xd* (xd-tt) *A/ (2*tt)) *xd* ( (B*tt) "m) *exp (-A* (xd-tt) * (xd-
tt)/ (4*tt)) ...

/(sqrt (((tt/A)"3)*(tD-tt) m) *factorial (m));

Gtt (k) =G*F;
end
dD2x=((1/A) " (m+1))* (2~ ((m-1)/2)) *trapz (t,Gtt) /pi;
end

function [ TD2A ] = d2TDA( xd,td,A,B,p )
%Sensitivity ic¢in Alpha ya gdre kismi tlirev hesaplar



dTD1=0;
for i=0:p
dTD1=dTD1+((-1)"i) *dTD1A (xd, td,A,B,1);
end
dTD2=0;
for n=1:p
for m=1:n;
dTD2=dTD2+factorial (n) *dTD2A (xd, td,A,B,n,m) *
1)~ (m+n)) ...
/ (factorial (n-m) *factorial (m)) ;
end
end
TD2A=dTD1+dTD2;
End
function [ dD1A ] = dTD1A(xd,tD,A,B,n )

$TD1 in A ya gOre tilirevini hesaplar
Adim=0.001; % tD icin adim araligdi
£t=0.001:Adim:tD; % t=0 icin 0'a yakin deger secildi.
tt=0;
for k=l:length(t);
tt=t (k) ;
if tt==tD;
tt=tt-0.0000001 ;
end
=(2*n+B*tt/A)/ (2*sqrt (tD-tt)) ;
a2=(2*n+2+B*tt/A) / (2*sqrt (tD-tt)) ;
((1/ (pi*A)) *exp (-A* (xd-tt) * (xd-
4*tt)) *xd) /sqrt (pi*pi* ((tt/A)"3));
2=
(

t)/(
F2=(0.5%A- (xd-tt) * (xd-tt)/ (4*tt)) * (erfc(al)+erfc(a2)) -
(

exp (-al*al)+exp(-a2*a2)) *B*tt/ (A*A*sqgrt (pi* (tD-tt)));

F(k)=F1*F2;
end
dDlA=trapz (t,F);
end

function [ dD2A ] = dTD2A(xd,tD,A,B,n,m)

% PCMY -TD2 in A ya gore tirevini hesaplar
Adim=0.0001; % tD i¢in adim araligi

t=0.0001:Adim:tD; % t=0 icin 0'a yakin deger secildi.
tt=0;

for k=l:length(t);

tt=t (k)
if tt==tD;
tt=tt-0.0000001 ;
end

al=(2*n+B*tt/A)/ (2*sqgrt (tD-tt));
a2=(2*n+2+B*tt/A) / (2*sqrt (tD-tt)) ;
C=exp(-al*al);

D=exp (-a2*a2);

Hl=Heml (al*sqrt (2),m);

H2=Heml (a2*sqrt (2) ,m) ;

ala=-B*tt/ (2*A*A*sqgrt (tD-tt));

=(C*H1+D*H2)*(((—m—2.5)/A)—(xd—tt) (xd-tt)/ (4*tt))+
*(-2*al*ala*Hl+dHemlA (al*sgrt (2) ,m,ala)) +.
*(-2*a2*ala*H2+dHemlA (a2*sqgrt (2) ,m,ala));

G= xd*((B*tt)Am)*exp(—A*(xd—tt)*(xd tt)/ (4*tt
( (

))
/(sqrt (((tt/A)"3)*(tD-tt)"m) *factorial (m))

Gtt (k)=G*F;

end

dD2A=((1/A) ~ (m+1)) * (2~ ((m+1)/2)) *trapz (t,Gtt) / (pi*pi) ;

((=

113



end

function [ TD2B ] = d2TDB( xd,td,A,B,p )
% PCMY- Sensitivity ig¢in tetha ya gdre kismi tiirev hesaplar
dTD1=0;

for i=0:p

dTD1=dTD1+((-1)"~i) *dTD1B(xd, td,A,B,1);
end
dTD2=0;
for n=1l:p

for m=1:n;
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dTD2=dTD2+factorial (n) *dTD2B (xd, td,A,B,n,m) * ((-1) * (m+n) ) ...

/ (factorial (n-m) *factorial (m)) ;

end
end
TD2B=dTD1+dTD2;
End
function [ dD1B ] = dTD1B(xd,tD,A,B,n )

%$TD1 in tetha ya gore tirevini hesaplar
Adim=0.001; % tD ic¢in adim araligi
t=0.001:Adim:tD; % t=0 icin 0'a yakin defer sec¢ildi.
tt=0;
for k=1l:length(t):;
tt=t (k) ;
if tt==tD;
tt=tt-0.0000001 ;
end
al=(2*n+B*tt/A)/ (2*sqgrt (tD-tt));
a2=(2*n+2+B*tt/A) / (2*sqrt (tD-tt)) ;
F(k)=(-1/(pi*A*A)) *exp (-A* (xd-tt) * (xd-
tt)/ (A*tt) ) *xd*tt*x. ..
(exp (-al*al)+exp (-a2*a2)) /sqrt ( (tD-
tt) *pi*pi* ((tt/A)"3));

end
dD1B=trapz (t,F);
end
function [ dD2B ] = dTD2B(xd,tD,A,B,n,m)

%$TD2 in tetha ya gore tlrevini hesaplar

Adim=0.0001; % tD ic¢in adim araligi

t=0.0001:Adim:tD; % t=0 icin 0'a yakin defer secildi.
tt=0;

for k=l:length(t);

tt=t (k) ;
if tt==tD;
tt=tt-0.0000001 ;
end

al=(2*n+B*tt/A)/ (2*sqgrt (tD-tt));
a2=(2*n+2+B*tt/A) / (2*sqrt (tD-tt)) ;
C=exp(-al*al);
D=exp (-a2*a2) ;
Hl=Heml (al*sqgrt (2),m);
H2=Heml (a2*sqrt (2) ,m) ;
ala=-B/ (2*A*sqrt (tD-tt));
F=C* (H1*m/B+dHemlB (al*sqgrt (2),m,ala))+...
D* (H2*m/B+dHemlB (a2*sqrt (2) ,m,ala)) ;
G=xd* ((B*tt) "m) *exp (-A* (xd-tt) * (xd-tt)/ (4*tt)) ...
/(sqrt (((tt/A)"3)*(tD-tt) m) *factorial (m));
Gtt (k) =G*F;
end
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dD2B=((1/A) " (m+1))* (2~ ((m+1) /2)) *trapz (t,Gtt) / (pi*pi);

end
function [ Heml ] = Heml( a,m )
% Hermite Polinomunu hesaplar
if rem(m 1,2)==0 ;
jd= )/2;
else
jd=round ( ) /2)
end
F=0;
for i=0:3d;
F=F+((-1)"1i)*(a)~ (m-2*i-1)/ (factorial (i) * (271i) *factorial (m-2*i-1));
end
Heml=F*factorial (m-1);
End
function [ dHemt ] = dHemlt( a,m,td,tt )
% Hermite Polinomunun td ye gdre tirevini hesaplar
if rem(m l 2)==0 ;
jd= )/2;
else
jd=round ( (m-1)/2) -
end
F=0;
for i=0:7jd;
F=F+a* ((-1)"1)* (m-2*1i-1)*(a) " (m-2*1-2) ...
/ (factorial (i) * (tt-td) * (2~ (i+1)) *factorial (m-2*i-1));
end
dHemt=F*factorial (m-1);
end
function [ dHemA ] = dHemlA( a,m,b )

[

% Hermite Polinomunun A ya gore tirevini hesaplar
if rem(m l 2)= ;
jd= /2
else
jd=round((m-1)/2) -
end
F=0;
for i=0:3d;
F=F+b* ((-1)"1) * (m=-2*1i-1) * (a) " (m=-2*i-2) ...
/ (factorial (i) * (27 (1i-0.5)) *factorial (m-2*i-1));

end
dHemA=F*factorial (m-1);
end
function [ dHemB ] = dHemlB( a,m,b )
% Hermite Polinomunun B ya gdre tirevini hesaplar
if rem(m l 2)==0 ;
jd= )/ 2;
else
jd=round ( 1)/2)-
end
F=0;
for i=0:73d;
F=F+b* ((-1) 1) * (m-2*i-1)*(a)* (m-2*1-2) ...
/ (factorial (i) * (27 (1i-0.5)) *factorial (m—
2*i-1));

end
dHemB=F*factorial (m-1);
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end
% PCMY -Sensitivity dagilimlarini hesaplar
tic
clc,clear all;
P=5;% PCMY icin sonsuz toplam st kabuli
0.5;
5;
O.

’

xDm=0.1238;
tDm=0.01125;
n=0;
for ti=1:10:351;
n=n+1;
tn(n)=ti;
xd=xDm
td=tDm*ti;
sTt (n)=td*d2TDt (xd, td,A,B,p)
sTx (n)=xd*d2TDx (xd, td, A, B, p)

A
B
k

(n)
STA (n) =A*d2TDA (xd, td, A, B, p)
sTB(n)=B*d2TDB (xd, td, A, B, p)
end

plot (tn,sTt, tn,sTx,tn,sTA, tn, sTB)

title ('xDn=1 xDm=0,1238 tDm=0,01125 \lambda=0,5 \theta=5");
legend ('tDm', "xDm', "\lambda', '\theta');

xlabel ('tDn');

ylabel ('Normalized Sensitivity TD '");

toc
% PCMY -Sensitivity dadilimlarini hesaplar
tic
clc,clear all;
p=7;
A=0.5;
B=5;
k=0;

’

xDm=0.1238;
tDm=0.01125;
tDn=450;
td=tDm*tDn;
n=0;
for xDn=0.1:0.1:1;
n=n+1;
xxX (n)=xDn;
xd= xDn*xDm ;

sTt (n)=td*d2TDt (xd, td,A,B, p)
sTx (n)=xd*d2TDx (xd, td, A, B, p)
sTA (n) =A*d2TDA (xd, td, A, B, p)
sTB(n)=B*d2TDB (xd, td,A,B, p)
end

plot (xx,sTx,xx,sTt,xx,sTA, xx, sTB)

title ('xDm=0,1238 tDm=0,01125 tDn=450 \lambda=0,5 \theta=5");
legend ('xDm', "tDm', '\lambda', "\theta');

xlabel ('xDn');

ylabel ('Normalized Sensitivity TD ');

toc

Regression Analizi Yazilimlari

function [ TD2 ] = TD2fun( X,xdtd)
nlinfit fonksiyonu igin
for j=1:51

TD2 (j)=Seritoplam3 (xdtd(j,1),xdtd(j,2),X(1),X(2),5);
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end
end

% PCMY icin nlinfit
clc,clear all;
xDm=0.1238;
tDm=0.01125 ;
A=0.5;
B=5;
p=5;
i=0;
for n=50:100;
i=i+1;
x=xDm-0.01+0.02*rand (1,1) ;
xx (1) =x;
tt=n*tDm;
t=n* (tDm-0.001+0.002*rand (1,1)) ;
x2=xDm;
t2(i)=t;
ttt (i) =tt;
nn(i)=n;
TD(i)=Seritoplam3(x,t,A,B,p)
TDO (i) =Seritoplam3 (x2,tt,A,B,p)
end
for j=1:length (xx)
XN(3,1)=xx(3);
XN (j,1)=xDm;
XN (3,2)=t2(3);
ABO (1)=A+0.1;
ABO (2)=B+1;
end
[fitcof,r]l=nlinfit (XN, TD,@TD2fun,ABO)
for k=1l:length (xx);
TDfit (k)=Seritoplam3 (xDm, ttt (k),fitcof(1l),fitcof(2),5) ;
Farklar (k)=TDfit (k) -TDO (k) ;
end
plot (nn, TD,nn, TDO,nn, TDfit) ;
$plot (TDfit) %hold on S%plot(r) $plot (fitcof);
xlabel ("tpvi');
Sylabel('r');
%legend ('Residuals');
ylabel ("TD") ;
title( 'xDn=1 ,xDm=0,1238 , tDm=0,01125");
legend (' 0.01 lik xDm-0.001 1ik tDm', 'Analitik Cozim' , 'Nonlinear Fit');

i
i

)
)
i

D-1

% SWIM icin nlinfit
clc,clear all;
xDm=1.08;
tDm=0.00108 ;
p=10;
i=0;
for n=0:0.5:30;
i=i+1;
x=xDm-0.1+0.2*rand(1,1);
xx (1) =x;
tt=(n+1) *tDm;
t=(n+1)* (tDm-0.0001+0.0002*rand (1,1)) ;
x2=xDm;
t2 (1) =t;
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ttt (i) =tt;
nn(i)=n;

TD(i)=seritoplam2 (x,t,p)
TDO (i) =seritoplam?2 (x2,tt,p)

end

for j=1l:length (xx)
XN (3, 1)=xx(3);
SXN (7, 1)=xDm;
XN(3,2)=t2(3);
xdtd0(1)=1.1;
xdtd0(2)=1.1;
end
[fitcof,r,J,Sigmal=nlinfit (XN, TD,@TDfun, xdtd0)
ci=nlparci(fitcof,r, 'jacobian',J)
for k=1l:length (xx);
TDfit (k)=seritoplam2 (fitcof (1) *xDm, fitcof (2)*ttt(k),p)
Farklar (k)=TDfit (k) -TDO (k) ;
end

plot (nn, TD,nn, TDO,nn, TDfit) ;

$plot (TDfit) %hold on Splot(nn,r) splot (fitcof);

xlabel ("tpvi');

Sylabel('r");

%$legend ('Residuals’') ;

ylabel ('CD") ;

title( 'xDn=1 ,xDm=1,08 , tDm=0,00108");

legend (' 0.01 1ik xDm-0.0001 1ik tDm', 'Analitik C&zim' , 'Nonlinear Fit');

function [ TDD ] = TDfun( X,xdtd )
snlinfit fonksiyonu ic¢in
for j=1l:61
TDD (j)=seritoplam2 (xdtd (j, 1) *X (1) ,xdtd(j,2)*X(2),5);
end
end

o

°

SWIM ic¢in CD-xDn

clc,clear all;
xDm=0.005;
tDm=0.01 ;
tpvi=0.8;
p=10;

i=0;
for n=0:0.01:0.8;

i=i+1;

nn (i)=n;

t=(tpvi-n) *tDm;

x=xDm;

TD(i)=seritoplam2 (x,t,p)
end

plot (nn,TD) ;

xlabel ("xDn'");

ylabel ('CD");

title( '"xDm=0,005 , tDm=0,01"');

D-2

o

°

PCIM icin nlinfit

clc,clear all;
xDm=0.00027;
tDm=0.00027 ;
A=0.1;

B=200;
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p=5;
i=0;
for n=1:0.5:10;
i=i+1;
x=xDm-0.00001+0.00002*rand (1, 1) ;
xxX (1) =x;
tt=n*tDm/10;
t=n* (tDm-0.00001+0.00002*rand (1,1))/10;
x2=xDm;
t2 (1) =t;
ttt (i) =tt;
nn(i)=n/10;
TD(i)=Seritoplam3 (x,t,A,B,p)
TDO (i) =Seritoplam3 (x2,tt,A,B,p)
end

for j=l:length (xx)
XN (3, 1)=xx(3);
$XN (j, 1) =xDm;
XN (3,2)=t2(3);
ABO (1)=A+0.01;
ABO (2)=B+20;
end
[fitcof,r,J,Sigmal=nlinfit (XN, TD, @TD2fun, ABO)
ci=nlparci(fitcof, r, 'jacobian',J)
for k=l:length (xx);
TDfit (k)=Seritoplam3 (xDm, ttt(k), fitcof (1),fitcof(2),5) ;
Farklar (k)=TDfit (k)-TDO (k) ;
end
plot (nn, TD,nn, TDO,nn, TDfit) ;
plot (TDfit) shold on Splot(r) $plot (fitcof);
xlabel ("tpvi');
sylabel('r');
%legend('Residuals’') ;
ylabel ('CD");
title( 'xDn=1 ,xDm=0,00027 , tDm=0,00027");

legend (' 0.00001 1lik xDm-0.00001 1ik tDm', '"Analitik Cozim' , 'Nonlinear
Fit');

E-1
function ilt = euler inversion(f s, t, M)
% 11t = euler inversion(f s, t, [M])

oe

oe

Returns an approximation to the inverse Laplace transform of function
handle f s evaluated at each value in t (lxn) using the Euler method as
summarized in the source below.

o° e oe

oe

This implementation is very coarse; use euler inversion sym for better
precision. Further, please see example inversions.m for examples.

oe

o\°

% f s: Handle to function of s

% t: Times at which to evaluate the inverse Laplace transformation of
f s

% M: Optional, number of terms to sum for each t (64 is a good guess);

o\°

highly oscillatory functions require higher M, but this can grow
unstable; see test talbot.m for an example of stability.

o oo

o

Abate, Joseph, and Ward Whitt. "A Unified Framework for Numerically
Inverting Laplace Transforms." INFORMS Journal of Computing, vol. 18.4

o



% (2006): 408-421. Print.

o

o\°

The paper is also online:

http://www.columbia.edu/~ww2040/allpapers.html.

o oP

o

all

Tucker McClure
Copyright 2012, The MathWorks, Inc.

% Make sure t is n-by-1.
if size(t, 1) ==

t =t';
elseif size(t, 2) > 1
error ('Input times, t, must be a vector.');

end

% Set M to 64 if user didn't specify an M.
if nargin < 3

M = 32;
end

o)

% Vectorized Talbot's algorithm

bnml = @(n, z) prod((n-(z-(1:2)))./(1l:2));
xi = [0.5, ones(l, M), zeros(l, M-1), 2"-M];
for k = 1:M-1
X1 (2*M-k + 1) = xi(2*M-k + 2) + 2-M * bnml (M, k);
end
k = 0:2*M; % Iteration index
beta = M*log(10)/3 + li*pi*k;
eta = (l-mod(k, 2)*2) .* xi;

% Make a mesh so we can do this entire calculation across all k for

% given times without a single loop (it's faster this way).
[beta mesh, t mesh] = meshgrid(beta, t);
eta mesh = meshgrid(eta, t);

o)

% Finally, calculate the inverse Laplace transform for each given

time.

end

ilt = 10~ (M/3) ./t

120

.* sum(eta mesh .* real(arrayfun(f s, beta mesh./t mesh)), 2);
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