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Bu tez calismasinda ilk olarak esnek kiimeler, esnek kesisimsel gruplar ve esnek
kesisimsel halkalarla ilgili kisaca bilgi verildi. Sonra, yarihalkalar iizerinde esnek
kesisimsel k-idealler tanimlanarak bazi cebirsel ozellikleri incelendi. Daha sonra,
k-yarithalkarin boliim yapilar1 tamimlandi. Boliim yapilar1 yardimiyla izomorfizma
teoremleri incelendi. Son olarak, esnek kesisimsel maksimal k-idealleri tanimlayarak

baz1 cebirsel ozellikleri arastirilda.
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herkese sonsuz tesekkiir ederim.

ULKU DEVELI
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1. GIRIS

Miihendislik bilimlerinin ¢ogu alanlarinda, belirsizlige yol agan problemlerin ¢oztimi
klasik metodlarla miimkiin olmadigindan bu tiir problemlerin ¢6ziimi icin klasik
metodlarin disinda farkh metodlar gelistirilmistir. Bu tiir metotlarla ilgilenen teoriler-
den bazilar1 olasilik teorisi, bulanik kiimeler teorisi, kaba kiimeler teorisi ve esnek

kiimeler teorisidir (Zadeh,1965; Pawlak, 1982; Molodtsov, 1999).

Tk olarak Zadeh (1965) bulanik kiimeler teorisi ile belirsizliklere farkli bir yaklagim
getirdi. Zadeh, deger kiimesini [0, 1] kapah araligr alarak bir fonksiyon tammlayip
bu fonksiyon yardimiyla bir bulanik kiime olusturarak belirsizlige bir yaklasimda
bulundu. Belirsizliklerle ilgilenen Rosenfeld (1971) bulanik kiimelerin cebirsel yapisin

olusturmak amaciyla bulanik grup teorisini gelistirdi.

1982 yihinda Pawlak, kaba kiimeler teorisini gelistirdi (Pawlak, 1982). Pawlak,
alt ve iist yaklasim yardimiyla bir kaba kiime tanmmlayarak belirsizlige farkli bir
yaklasimda bulunmustur. Biswas ve arkadaslar1 (1994) ise kaba kiimelerin cebirsel
ozellikleri izerine ¢alismalar yapmistir. Bu teorinin bir¢ok alanda basarili uygulama-

lar1 yapimistir.

Esnek kiime teorisi ise ilk olarak Molodtsov (1999) tarafindan ortaya atildi. Maji ve
arkadaslar1 (2003) esnek kiimeler {izerinde bazi ¢alismalar yaptilar ve esnek kiime
tizerinde bazi islemleri tammladilar. Daha sonra Cagman ve Enginoglu (2010)
esnek kiime islemlerini yeniden tamimladilar. Bununla birlikte bir ¢ok arastirmaci
karar verme problemlerinin ¢bziimiinde esnek kiimeleri kullandi (Maji ve ark., 2002;
Cagman ve Enginoglu, 2010; Ma ve ark., 2017). Bulanik esnek karar verme ile
ilgili calismalar yapild: (Cagman ve ark., 2010; Cagman ve ark., 2011a; Cagman
ve ark., 2011b). Sonra esnek kiimeler kullanilarak esnek baginti, esnek fonksiyon,
esnek doniisiim gibi bir ¢ok galisma literatiire kazandirildi (Chen ve ark., 2005;
Babitha ve Sunil, 2010; Majumdar ve Samanta, 2010; Sezgin ve Atagiin, 2011
). Aktas ve Cagman (2007) esnek grubu tanimlayarak bazi cebirsel 6zelliklerini

incelediler. Bu ¢alisma ile esnek kiime teorisi cebir alaninda da bir ¢ok ¢alismanin



oniinti agmistir (Feng ve ark., 2008; Jun, 2008; Jun ve Park, 2008; Ali ve ark., 2009;
Jun ve ark., 2009; Kazanc1 ve ark., 2010; Zhan ve Jun, 2010; Atagilin ve Sezgin,
2011; Sezgin ve ark., 2011; Citak ve Cagman, 2017; Citak, 2018; Sezgin ve ark.,
2019). Acar ve arkadaslar1 (2010) yilinda esnek halkari literatiire kazandirdi. Jun
(2008) BCK/BCI cebirleri iizerinde esnek idealleri tanmimladi. Feng ve arkadaslari
(2008) esnek yarithalkar1 ve esnek yarihalkalar tizerinde esnek idealleri tanimladi.
2012 yilinda Cagman ve arkadaslar: esnek kesisimsel gruplari tanimladi (Cagman ve
ark., 2012). Crtak ve Cagman (2015) esnek kesisimsel halklar1 tanimlayarak cebirsel

ozelliklerini inceledi.

Esnek kiimelerle ilgili ¢alismalar hizli bir sekilde devam ederken esnek kiimelerle
bulanik kiimeler ve kaba kiimelerin iliskileri de incelendi ve bu teoriler birlestirilerek
yeni ¢alismalar yapilmaya baslandi (Xiao ve Zhang, 2006; Aygiinoglu ve Aygiin,
2009; Feng ve ark., 2010; Feng, 2011; Feng ve ark., 2011; Meng ve ark., 2011; Shabir
ve ark., 2013; Sun ve Ma, 2014; Zhang ve ark., 2016a; Zhan ve ark., 2016b; Zhan
ve ark., 2017a; Zhan ve ark., 2017b). Esnek kiimelerle ilgili ¢calismalar son yillarda

artarak devam etmektedir.

Bu tez calismasi dort boliimden olusmaktadir. Tlk boliimde tezin konusunun tarihine
deginildi. Tezin ikinci boliimiinde esnek kiimelerle ilgili yapilmis, tezin ilerleyen
kisimlarinda kullanacagimiz esnek kiimeler ve esnek kiimeler tizerindeki islemler
tanmitildi. Esnek kesisimsel gruplar ve esnek kesisimsel halkalara yer verildi. Esnek
kesisimsel idealler incelendi. Tezin ii¢lincli bolimiinde yarihalkalar tizerinde esnek
kesisimsel k-ideallerin tanimi ilk kez yapilarak orneklerle agiklandi ve bazi teoremler
ayrintili olarak incelendi. Esnek kesisimsel idealler tizerinde k-yarihalkalarinin bolim
yapilar olusturuldu. Bolim yapilar: yardimiyla izomorfizma teoremleri incelendi.

Son olarak esnek kesisimsel maksimal idealleri tanimlandi ve bazi 6zellikleri arastirildi.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde cebirdeki bazi temel tanmimlara ve teoremlere yer verilecektir. Esnek
kiime tanimi ve esnek kiimeler tizerindeki islemleri incelenecektir. Esnek kesisimsel

gruplar, esnek kesisimsel halkalar ve esnek kesisimsel idealler incelenecektir.

2.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu boliimde yarihalka, k-yarihalka, ideal, k-ideal, homomorfizma ve yarithalka homo-
morfizmas1 tanimlar1 verilecektir. Ayrica genisletilmis yarithalka homomorfizmasi

incelenecektir.

7 7

Tanim 2.1.1. S bostan farkl bir kiime ve S iizerinde ” + 7 ve 7 -7 ikili islemleri

tanimlansin.
lL.a+(b+c)=(a+b)+c
2.a-(b-c)=(a-b)-c
3.a+b=b+a
4. a-(b+c)=a-b+a-cve(a+b)-c=a-c+b-c
5. a+0=0+a=avea-0=0-a=0 olacak sekilde 0 € S vardur.
sartlarini saglayan (.S, +, -) cebirsel yapisina bir yarihalka denir (Chun ve Kim, 1983).

Tanim 2.1.2. R bir yarihalka olsun. Va,b € R i¢in b = a + ¢ veya a = b + ¢ olacak
sekilde bir tek ¢ € R varsa R yarithalkasina k-yarithalka denir (Chun ve Kim, 1983).

Tanim 2.1.3. R bir yarthalka ve I, R nin bostan farkh bir alt kiimesi olsun. I, R
de ki islemlere gore bir yarihalka oluyorsa I ya R nin bir alt yarihalkasi denir (Chun

ve Kim, 1983).

Tanim 2.1.4. R bir yarithalka ve I, R nin bir yarialthalkasi olsun. Va € I ve r € R

icina-r €l ver-ae I oluyorsa I ya R nin bir ideali denir (Chun ve Kim,1983).

Tanim 2.1.5. R bir yarihalka ve I, R nin bir ideali olsun. Va € [ ve r € R igin

a+r € I iken r € I oluyorsa I ya R nin k-ideali denir (Chun ve Kim, 1983).
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Ornek 2.1.6. Negatif olmayan tamsayilar kiimesi toplama ve ¢arpma islemleri
altinda bir yarthalkadir. A = {z € Z : x > 1} seklinde tamimlanan A kiimesi

negatif olmayan tamsayilar yarthalkasinin bir k-idealidir.

Tanim 2.1.7. § ve M iki yarihalka olsun. ¢ : S — M fonksiyonu Va,b € S igin
L p(a+b) = p(a) + ¢(b)

2. p(a-b) = p(a) - (b)
sartlarini saglayan ¢ fonksiyonuna yarithalka homomorfizmas denir. Orten yarthalka

homomorfizmasina yarihalka epimorfizmasi denir(Chun ve ark., 1985).

Tanim 2.1.8. S ve M iki k-yarthalka olsun. ¢ : S — M fonksiyonu Va, b € S i¢in;
L. pla+b) = p(a) + o(b)

2. pla-b) = p(a) - (b)
sartlarini saglayan ¢ ye k-yarithalka homomorfizmasi denir. Orten k-yarihalka homomorfizmasina

k-yarithalka epimorfizmasi denir (Chun ve ark., 1985).

S bir k-yarthalka olsun. S NS = § olacak sekilde S — {0} ile kendisiyle ayn
kardinaliteye sahip kiime S olsun. Bire bir esleme altinda a € S — {0} elemanm
goriintiisii a  ile gosterilsin. @ ve () asagidaki gibi S = S U S kiimesi {izerinde
sirasiyla toplama ve ¢arpmay1 gostersin. ¢, S de ya a =y + ¢ ya da a + ¢ = y olan

bir tek eleman olmak tizere

(

a—+b, a,bes;

t+y), a=2 b=y €85’
a@b:<( y) y /

c, aceSb=y €S, a=y+c

\c’, acS b=y eSS, at+c=y.
ve )

a-b, a,bes;

z-y), a=x,b=y €8
vopm{ 0k amdibmy s

(a-y), a€ S b=y €5,

| (z-b), a=2" €S, b=c8.

dir (Chun ve ark., 1985).



Teorem 2.1.9. S bir k-yarthalka ise (S,@, ) bir halkadir. Bu halkaya S nin
genisletilmis halkasi denir (Chun ve ark., 1985).

Teorem 2.1.10. ¢ : S — M bir k-yarihalka homomorfizmas: olsun. S ve M ,

sirasiyla S ve M nin genisletilmis halkalar: olsun.

I T pla), a€s . .
@ : S — M fonksiyonu olsun. @(a) = ile tanimlansin. @ bir

ola), a€S—{0}

halka homomorfizmasidir ve ¥ ye genisletilmis halka homomorfizmasi denir (Chun

ve ark., 1985).

Teorem 2.1.11. ¢ : S — M bir k-yarthalka homomorfizmas: ve % : S — M bir

genisletilmis halka homomorfizmas: olsun. Buradan Ker(p) = Ker(y) dir (Chun

ve ark., 1985).

2.2. Esnek Kiimeler ve Esnek Kiimeler Uzerindeki i§lemler

Bu bolumde ilk olarak esnek kiime tanimi verilecektir. Daha sonra esnek kiimeler
tizerindeki islemler verilecektir. Bu boliimiin tamaminda U evrensel kiime, £ parametre
kiimesi ve P(U), U kiimesinin kuvvet kiimesini gostermektedir. Ayrica A, B,C C E

olarak alinacaktir.

Tamim 2.2.1. F': E — P(U) bir fonksiyon olsun.
(F,E) = {(a, F(a)) : a € E, F(a) € P(U)}

seklinde tammlanan (F, E) kiimesine U ftizerinde esnek kiime denir (Molodtsov,

1999).

Not 2.2.2. Bu tamim ¢alismamizda saglayacag: kolayliktan dolay1 asagidaki sekilde

kullanilacaktir.

Tanmim 2.2.3. A C E olmak tizere F' : A — P(U) bir fonksiyon olsun. a ¢ A igin
F(a) = 0 olacak sekilde (F, A) kiimesine esnek kiime denir (Cagman ve Enginoglu,
2010).

Ornek 2.2.4. U evrensel kiimesi, cigeklerin kiimesi olsun. E parametre kiimesi,

E={gilizel kokan, renkleri giizel olan, pahali, ucuz} olarak tanimlansin. Burada

5



esnek kiime, giizel kokan ¢icek, renklileri giizel olan ¢icek ve buna benzer sekilde
tanmimlanabilir. Daha ayrintili olarak U = {uy, ug, ug,us}, A = {e1, €2, €3, 4} olmak
uzere

e; — glizel kokan, e, — renkleri giizel olan, e3 — pahali, e, — ucuz parametrelerini
temsil etmektedir.

F(e1) = {ug,us}, Flea) = {ur,us}, Fles) = {ur,us}, F(es) = {u1} seklinde

tanimlansin. (F, A) esnek kiimesi

<F7 A) - {(617 {u27 U4}>, (627 {uh U3}), (637 {ub U3}), (647 {ul})}

seklindedir.

Tamm 2.2.5. (F, A), U {izerinde bir esnek kiime olsun. Va € A igin F(a) = 0 ise
(F, A) esnek kiimesine bos esnek kiime denir ve (F, ®) ile gosterilir (Maji ve ark.,

2003).

Ornek 2.2.6. Evrensel kiime U = {uy, us, us, ug, us, ug,  telefonlarn kiimesi ve
parametre kiimesi £ = {genis ekran, ¢ift hatl, suya dayanikl, kamerali} seklinde
tanimlansin.

(F, A) esnek kiimesi asagidaki gibi tanimlansin.

F(genis ekran) —genis ekranl telefon =

F(¢ift hath) —ift hath telefon =

IS ST SSRGS

(
(

F(suya dayanikli) —suya dayanikh =
(

F(kamerali) —kameral telefon =
(F, A) esnek kiimesi bos esnek kiimedir. Boylece (F, A) = (F, ®) dir.

Tanim 2.2.7. (F, E), U iizerinde bir esnek kiime olsun. Va € E igin F(a) = U ise
(F, E) esnek kiimesine evrensel esnek kiime denir ve (F), E) ile gosterilir (Maji ve

ark, 2003).

Ornek 2.2.8. Evrensel kiime U = {uy, ug, us, us} telefonlarm kiimesi ve parametre

kiimesi E={genis ekran, cift kath, suya dayanmikl, kamerali} olan (F,FE) esnek



kiimesi asagidaki gibi tanimlansin.

F(genis ekran) = {uy,ug, uz,us}
F(cift kath) = {uy,ug, uz,us}
F(suya dayanikl) = {uy,us,us, us}
F(kamerali) = {uy,us, ug,us}

(F, E) esnek kiimesi, evrensel esnek kiimedir.

Tanim 2.2.9. A, B C E olmak iizere (F, A) ve (G, B), U iizerinde iki esnek kiime
olsun. Va € E i¢in F(a) C G(a) ise (F, A) ya (G, B) nin esnek alt kiimesi denir ve
(F, A)C(G, B) ile gosterilir (Cagman, Enginoglu, 2010).

Ornek 2.2.10. U = {ug,ug, us, uy, us, ug} evrensel kilme ve E = {e, ey, €3,e4}

parametre kiimesi olsun. A = {ey, e}, B = {ey, 2, e4} olarak verilsin.

<F7 A) — {(61’ {ul})> <€27 {ul,U3,U4})}
(Gv B) - {<€17 {uh u2}>7 (627 {uh Uz, U3, Uyg, Us, })7 <€4= {U4, u6}>}

esnek kiimeleri tanimlansin. Va € F icin F(a) € G(a) oldugundan (F, A)C(G, B)

olur.

Onerme 2.2.11. A, B,C C E olmak iizere (F,A), (G, B) ve (H,C), U iizerinde

esnek kiimeler olsun.

1. (F,A)C(F,E)

2. (F,®)C(F, A)

3. (F,A)C(F,A)

4. (F, A)C(G, B) ve (G, B)C(H, C) ise (F, A)C(H,C)
dir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Ispat. Va € E icin



1. F(a) C U oldugundan (F, A)C(F, E) dir.
2. 0 C F(a) oldugundan (F,®)C(F, A) dir.
3. F(a) C F(a) oldugundan (F, A)C(F, A)

4. F(a) C G(a) ve G(a) C H(a) ise F(a) C H(a) oldugundan (F, A)C(G, B) ve
(G, B)C(H,C) ise (F,A)C(H,C) olur.

Tamim 2.2.12. (F, A) ve (G, B), U fizerinde iki esnek kiime olsun. Va € F igin
F(a) = G(a) ise (F, A) esnek kiimesi (G, B) esnek kiimesine esittir denir ve (F, A) =
(G, B) ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Tanim 2.2.13. (F, A), U iizerinde bir esnek kiime olsun. Va € FE i¢in F(a) =

e

U \ F(a) seklinde tamimlanan esnek kiimeye (F, A) min tiimleyeni denir ve (F, A)
ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Onerme 2.2.14. (F, A), U iizerinde bir esnek kiime olsun.
1 ((F, A)%)° = (F, 4)
2. (F,®)= (F,F)
dir (Cagman ve Enginoglu, 2010).
ispat. Va € F icin
1. (F)(a) = F(a) oldugundan ((F, A)¢)¢ = (F, A) olur.
2. Fe(a) = U\ F(a) = U\ § = U oldugundan (F,®)® = (F, E) olur.

Tanim 2.2.15. (F, A) ve (G, B), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Iki esnek
kiimenin birlesimi Va € E i¢in (F'U G)(a) = F(a) U G(a) fonksiyonu ile tanimlanir
ve (F, A)U(F, B) ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Tanim 2.2.16. (F, A) ve (G, B), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Iki esnek
kiimenin kesisimi Va € E i¢in (F' N G)(a) = F(a) N G(a) fonksiyonu ile tanmimlanir
ve (F, A)N(G, B) ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Onerme 2.2.17. (F, A) ve (G, B), U fizerinde iki esnek kiime olsun.
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1. [(F,A)U(G, B)|®e = (F,A)®N(G, B)®

2. [(F,A)N(G, B)]® = (F, A)®U(G, B)®
dir (Cagman ve Enginoglu, 2010).
Ispat. Va € E icin

1. [(FUG)(a)] = [F(a)UG(a)]® = F(a)NG*(a) oldugundan
[(F, A)U(G, B)]® = (F, A)®N(G, B)® elde edilir.

2. [((FNG)(a)¢ = [F(a) NG(a)] = F¢(a)UG(a) oldugundan
[(F, A)N(G, B)]® = (F, A)®U(G, B)® elde edilir.

Onerme 2.2.18. (F, A), (G, B) ve (H, B), U iizerinde esnek kiime olsun.
1. (F, A)U[(G, B)N(H, B)] = [(F, A)U(G, B)]N[(F, A)U(H, B)]
2. (F,A)N[(G, B)U(H, B)] = [(F, AN(G, B)JU[(F, A)N(H, B)]

Benzer sekilde sagdan dagilma kurallar: da saglanir.

Ispat. Va € E igin
1.

[FU(GNH)(@) = Fla)U(GnNH)a)
(

= F(a)U[G(a)N H(a)]
= [F(a)UG(a)]N[F(a) U H(a)]
= (FUG)(a)N(FUH)(a)

= [(FUG)N(FUH)|(a)

olur. Buradan (F,A)U[(G,B)N(H,B)] = [(F,A)U(G, B)]N[(F, A)U(H, B)]
elde edilir.



[FN(GUH)(a) = Fla)N(GUH)(a)
= F(a)N[G(a) U H(a)]
= [F(a)NG(a)]U[F(a) N H(a)]
= (FNG)(a)U(FNH)a)
= [(FNG)U(FNH)|a)

olur. Buradan (F,A)N[(G,B)U(H,B)] = [(F,A)N(G,B)|U[(F, A)N(H, B)]
elde edilir.

2.3. Esnek Kesisimsel Gruplar

Bu boliimde ilk olarak esnek kesisimsel grup tanimi verilecektir. Daha sonra esnek
kesisimsel gruplar tizerindeki islemlere yer verilecektir. Burada U kiimesi evrensel

kiime ve (G, ) grubu da parametre kiimesi olarak alinacaktir.

Tanim 2.3.1. (F,G), U tizerinde bir esnek kiime olsun. Va,b € G igin
F(a-b) 2 F(a) N F(b) sartim saglayan (F,G) esnek kiimesine esnek kesisimsel

yarigrup denir (Cagman ve ark., 2011).
Tanim 2.3.2. (F,G), U tizerinde bir esnek kiime olsun. Va,b € G igin

1. Fa-b) D F(a) N F(b)

sartlarini saglayan (F,G) esnek kiimesine esnek kesisimsel grup denir (Cagman ve

ark.,2011).

Ornek 2.3.3. Z evrensel kiime ve G = {1,—1} carpim grubu parametre kiimesi
olsun. Z iizerindeki (F, G) esnek kiimesi F'(1) = {0,1,3}, F'(—1) = {0, 1} seklinde
tamimlansin. Buradan

F1-)DF1)NnF1)=F(1)={0,1,3} >{0,1}

F1-(-1)2F(1)NnF(-1)= F(-1)={0,1} > {0,1}
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F((-1) - (~1)) 2 F(=1) N F(~1) = F(1) = {0,1,3} 2 {0,1}
elde edilir. (F, @) esnek kiimesi, esnek kesisimsel grubun birinci sartini saglar.
F(1)=F(1™Y ve F(=1) = f((=1)71) olur. Boylece

Va € Zg igin F(a) = F(a™') oldugundan (F,G) esnek kiimesi, esnek kesisimsel
grubun ikinci sartim saglar. ozelliklerinin ikinci sartini saglar.

Bu nedenle (F, G), Z iizerinde esnek kesisimsel gruptur.

Teorem 2.3.4. (F,G), U tizerinde esnek kesisimsel grup olsun. Va € G icin F(e) D
F(a) dir (Cagman ve ark., 2011).

Ispat. (F,G), U tizerinde esnek kesisimsel grup oldugundan Va € G igin

Fe) = F

dir.

Teorem 2.3.5. (F,G), U tzerinde esnek kiime olsun. (F,G), U tizerinde esnek
kesisimsel grup olmasi igin gerek ve yeter sart Va, b € G igin F(a-b') 2 F(a)NF(b)
olmasidir (Cagman ve ark., 2011)

Ispat. Varsayalin ki (F,G), U tuzerinde esnek kesisimsel grup olsun. Va,b € G igin

F(a-b™)

U

Fla)NnF(b™)
D F(a)NF(b)

olur. Diger taraftan varsayalm ki Va,b € G i¢in F(a-b~') 2 F(a) N F(b) olsun.
Ik olarak a = e alahm. F(b™') 2 F(b) ve F(b) = F((b™")™") D F(b™') dir.
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Dolaywsiyla F'(b) = F(b~!') olur. Ayrica

F(a-b) = Fla- (7))
D Fla)nF(b™)
— F(a) N F(b)

elde edilir. Buradan (F,G), U iizerinde esnek kesisimsel grup olur.

2.4. Esnek Kesisimsel Halkalar ve Esnek Kesisimsel Idealler

Bu boliimde esnek kesisimsel halkalarin tanimi verilecektir ve esnek kesisimsel halkalar
ile ilgili temel teoremler incelenecektir. Ayrica esnek kesisimsel ideal tanimi verilerek
esnek kesisimsel ideallerle ilgili teoremler incelenecektir. Burada U evrensel kiime

ve (R, +, ) halkasi parametre kiimesi olarak alinacaktir.

Tanim 2.4.1. (F, R), U tizerinde bir esnek kiime olsun. (F, R), "+" islemine gore U
tizerinde esnek kesisimsel grup ve (F, R), "-" islemine gére U tizerinde esnek kesisimsel
yarigrup ise (F, R) esnek kiimesine U tizerinde esnek kesisimsel halka denir (Cagman

ve Citak, 2015).

Ornek 2.4.2. Z,, evrensel kiime ve parametre kiimesi olarak alinsin. Z, iizerindeki
(F, Zy) esnek kiimesi asagidaki gibi tanimlansin.
F(0)={0,1,2,3}, F(1) = {0}, F(2) ={0,2}, F(3) = {0}.

non

(F, Z,) esnek kiimesinin "+" islemine gore esnek kesisimsel grup ve "-" islemine gére

esnek kesisimsel yarigrup oldugunu gosterelim.

F(0+0) 2 F(0) N F(0), F(0) = {0,1,2,3} D {0,1,2,3}
F(0+1) 2 F(0)n F(1), F(1) = {0,} 2 {0}

F(0+2) 2 F(0)N F(2), F(2) = {0,2} D {0,2}
F(0+3) 2 F(0) N F(3), F(3) = {0} 2 {0}

F(1+1) D F(1)n F(1), F(0) = {0,2} D {0}

F(1+2) 2 F(1)NF(2), F(3) = {0} D {0}

F(1+3) 2 F(1) N F(3), F(0) = {0,1,2,3} D {0}
F(2+2) D F(2)NF(2), F(0) = {0,1,2,3} D {0, 2}
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F(2+3) D F(1)NF(2), F(1)
F(3+3) 2 F(3)NF(3), F(2)
F(0) = F(0Y) = {0,1,2,3}
F(1)=F(1™") = Fs(3) = {0}
F(2) = F(271) = {0,2} olur.

Baylece (F, Z4) esnek kiimesi '

Simdi (F, Z4) esnek kiimesinin "-"

= {0} 2 {0}
={0,2} 2 {0}

'+" islemine gore Z, tizerinde esnek kesisimsel gruptur.

islemine gore esnek kesisimsel yarigrup olup olmadigini

arastiracagiz.

F(0-0) D> F(0)nF(0), F(0)={0,1,2,3} ©{0,1,2,3}
F(0-1) D F(0)NnF(1), F(0)=1{0,1,2,3} D {0}
F(0-2) D F(0)N F(2), F(0)={0,1,2,3} 2 {0}
F(0-3) 2 F(0)N F(3), F(0)=4{0,1,2,3} 2 {0}
F(1-1) 2 F(1)nF(1), F(1) = {0} 2 {0}

F(1-2) 2 F1)nF(2), F(2) ={0,2} 2 {0}

F(1-3)2 F(1) N F(3), F(3) = {0} 2 {0}

F(2-2) D F(2)NF(2), F(0)=40,1,2,3} 2 {0,2}
F(2-3) 2 F(2) N F(3), F(2) = {0,2} 2 {0}

F(3-3) 2 F3)N F(3), F(1) = {0} 2 {0}

olur. Béylece (F, Z4) esnek kiimesi "-" islemine gore esnek kesisimsel yarigruptur.

O halde (F, Zy) esnek kiimesi Z, iizerinde esnek kesisimsel halkadir.

Teorem 2.4.3. (F, R), U iizerinde bir esnek kiime olsun. U {izerinde tanimlanan

(F, R), esnek kiimesinin esnek kesisimsel halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart Va, b €

R igin
1. F(a—"b) 2 F(a)N F(b)

2. F(a-b) 2 F(a)NF(b)

olmasidir (Cagman ve Citak, 2015).

Ispat. Kabul edelim ki (F,R), U fizerinde esnek kesisimsel halka olsun. Bundan

dolayr F'(a+b) D F(a) N F(b) ve F(—a)

= F(a) olur. Béylece F(a —b) 2 F(a)N
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F(=b) = F(a) N F(b) elde edilir. (F,R), U fiizerinde esnek kesisimsel yarigrup
oldugundan F(a-b) D F(a) N F(b) elde edilir.

Diger taraftan kabul edelim ki F(a —b) D F(a) N F(b) ve F(a-b) 2 F(a) N F(b)
olsun. Va,b € R igin a = O alinursa F(0g — b) = F(—b) O F(b) elde edilir ve
F(b) = F(—(-=b)) 2 F(—b) olur. Béylece Va € R igin F(—b) = F(b) olur. Ayrica
Fla+b)=F(a—(=b)) 2 F(a) N F(—=b) = F(a) N F(b) elde edilir.

Buradan (F, R), U iizerinde esnek kesisimsel halkadur.

Tanim 2.4.4. (F,R), U fiizerinde esnek kesisimsel halka olsun. Va,b € R i¢in
F(a-b) D F(b) ise (F, R), U tzerinde esnek kesisimsel sol ideal denir. Va,b € R
icin F(a-b) D F(a) ise (F, R), U tzerinde esnek kesisimsel sag ideal denir. (F, R),
U tizerinde sol esnek kesisimsel ideal ve sag esnek kesisimsel ideal ise (F, R) ye U

tizerinde esnek kesisimsel ideal denir (Cagman ve Citak, 2015).

Ornek 2.4.5. Z, evrensel kiime ve parametre kiimesi olsun. (F, Z4) esnek kiimesini

asagidaki gibi tanimlasin.
F(0) ={0,1,2,3}, F(1) ={0,2}, F(2) = {0,2}, F(3) = {0,2}.

(F, Z4) esnek kiimesinin esnek kesisimsel ideal olup olmadigimi arastiralim.

F(0-1) D F(1), F(0) = {0,1,2,3} D {0,2}
F(0-1) 2 F(0), F(0) = {0,1,2,3} 2 {0,1,2,3}
F(0-2) 2 F(2), F(0)={0,1,2,3} D {0,2}

o
)
o
T

I

V)

{0,1,2,3}  {0,1,2,3}

(0-1) 2 F(1), F(0)
(0-1) 2 F(0), F(0)
(0-2) 2 F(2), F(0)
(0-2) 2 F(0), F(0)
F(0-3) D F(3), F(0) = {0,1,2,3} 2 {0,2}
F(0-3) 2 F(0), F(0) = {0,1,2,3} 2 {0,1,2,3}
F(1-1) D F(1), F(1) = {0,2} 2 {0,2}
F(1-2) D F(2), F(2) = {0,2} D {0,2}
F(1-2) D F(1), F(2) = {0,2} 2 {0,2}
F(1-3) 2 F(3), F(3) = {0,2} 2 {0,2}
F(1-3) 2 F(1), F(0) = {0,2} 2 {0,2}
F(2-2) D F(2), F(0) = {0,1,2,3} D {0,2}
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F(2-3) D F(2), F(2) ={0,2} D {0,2}
F(2-3) D F(3), F(2) ={0,2} D {0,2}
F(3-3) 2 F(3), F(1) = {0,2} 2 {0,2}
Béylece (F, Zy), Z, tizerinde esnek kesisimsel idealdir.

Teorem 2.4.6. (F, R), U {izerinde esnek kiime olsun. (F, R) nin U iizerinde esnek

kesisimsel ideal olmasi i¢in gerek yeter sart Vz,y € R igin
1. F(z —y) 2 F(z) N F(y)
2. F(z-y) 2 F(x)UF(y)

olmasidir (Cagman ve Citak, 2015).

Ispat. (F,R), U iizerinde esnek kesisimsel ideal olsun. (F,R), U iizerinde esnek
kesisimsel halka oldugundan F'(z —y) D F(z) N F(x) oldugunu biliyoruz. Ayrica
F(x-y) D F(z) ve F(z-y) 2 F(y) oldugundan F(z-y) D F(x)U F(y) elde edelir.
Diger taraftan Vz,y € R i¢in F(z —y) 2 F(x) N F(y) ve F(z-y) 2 F(x) U F(y)
oldugunu kabul edelim.

F(z-y) 2 F(z) U F(y) 2 F(z)

F(z-y) 2 F(z) UF(y) 2 F(y)

Fz-y) 2 F(z) N F(y)

olur. Béylece (F, R), U iizerinde esnek kesisimsel idealdir.

Teorem 2.4.7. (F,R), U tizerinde esnek kesisimsel halka (esnek kesisimsel ideal)

olsun. Ya € R i¢in F(0g) 2 F(a) dir (Cagman ve Citak, 2015).

Ispat. Kabul edelim ki Va € R icin (F, R), U tizerinde esnek kesisimsel halka (esnek
kesisimsel ideal) olsun. Buradan F'(0g) = F(a—a) 2 F(a)NF(a) = F(a) elde edilir.

Teorem 2.4.8. R, birimli bir halka olmak tizere (F, R), U {izerinde esnek kesisimsel
halka (esnek kesisimsel ideal) olsun. Va € R i¢in F(z) O F(1lg) dir (Cagman ve
Citak, 2015).

Ispat. Kabul edelim ki Va € R icin, (F, R), U iizerinde esnek kesisimsel halka (esnek
kesisimsel ideal) olsun. Buradan F'(a) = F(a- 1g) D F(1g) elde edlir.
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3. BULGULAR

3.1. Yarihalkalar Uzerinde Esnek Kesisimsel k-idealler

Bu bolimde yarihalkalar iizerinde esnek kesisimsel k-idealler tanimlanacaktir ve
esnek kesisimsel k-idealler ile ilgili baz1 temel teoremler verecektir. Bu bolim boyunca

U evrensel kiime ve (S, +, -) yarihalkasi parametre kiimesi olarak alinacaktir.
Tanim 3.1.1. (F,S), U lizerinde bir esnek kiime olsun. Va,b € S igin

1. F(a+b) 2 F(a) N F(b)

2. F(a-b) 2 F(a)NF(b)

sartlarini saglayan (F, S) esnek kiimesine U {izerinde esnek kesisimsel yarihalka denir

(Atagiin ve Sezgin, 2017).

Tanmim 3.1.2. (F,S), U tzerinde bir esnek kesisimsel yarithalka olsun. Va,b € S

icin
1. F(a-b) D F(b) ise (F,S) ye U lizerinde esnek kesisimsel sol ideal denir.
2. F(a-b) D F(a) ise (F,S) ye U iizerinde esnek kesisimsel sag ideal denir.

Eger (F,S) ye U iizerinde esnek kesisimsel sol ideal ve esnek kesisimsel sag ideal ise

(F,S), U tizerinde esnek kesisimsel ideal denir.

Tanmim 3.1.3. (F,S), U tizerinde bir esnek kesisimsel ideal olsun. Va,b € S igin
F(a+0b) = F(0g) ve F(b) = F(0g) iken F(a) = F(0g) oluyorsa (F,S) ye esnek

kesisimsel k-ideal denir.

Ornek 3.1.4. Z evrensel kiime ve Zg parametre kiimesi olsun. Z iizerindeki (F, Zg)
esnek kiimesi

F(0) = {0,1,2,3}, F(1) = {0,1}, F(2) = {0,1,2,3}

F(3)={0,1},F(4) ={0,1,2,3}, F(5) = {0, 1}

seklinde tanimlansin.

F(0-2) = F(0) 2 F(0) ve F(0-2) = F(0) D F(2), F(1-4) = F(4) 2 F(1) ve
F(1-4)=F(4)2>F4),F(2-5)=F(4) D F(2) ve F(2-5) = F(4) 2 F(5),...



Benzer sekilde Zg parametre kiimesinin tiim elemenlar i¢cn bu islemler uygulanirsa
(F, Zs) esnek kiimesinin esnek kesisimsel ideal oldugu goriiliir. (F,S) nin U tizerinde
esnek kesisimsel k-ideal olmasi icin Va, b € Zg igin F(a+b) = F(0,) ve F'(b) = F(0;)
iken F'(a) = F(0,) oldugunu gostermemiz gerekiyor.

2,4 € Zg igin F(2+4) = F(0g) dur.

F(2) = F(0s) ={0,1,2,3} iken F(4) = {0, 1,2, 3} dir.

3 € Zg icin F(3+ 3) = F(0g) dir. F(3) = F(05) = {0,1,2,3} dir.

Esnek kesisimsel k-ideal tanimindan dolay1 (F, Zs), Zs iizerinde esnek kesisimsel

k-idealdir.

Ornek 3.1.5. U = {0, 1} evrensel kiime ve Zg parametre kiimesi olsun. U iizerinde

(F, Zs) esnek kiimesi

F(0) ={0,1}, F(1) = {0}, F(2) = {0, 1}, F(3) = {0}, F(4) = {0, 1}, F'(5) = {0}
seklinde tanimlansin.

F(3-4) = F(0) 2 F(3) ve F(3-4) = F(0) D F(4), F(1-5) = F(5) 2 F(1) ve
F(1-5)=F((5)2F(5), F(2-3)=F(0) 2 F(2) ve F(2-3) = F(0) 2 F(6),...
Benzer sekilde Zg parametre kiimesinin tiim elemenlar1 i¢cn bu islemler uygulanirsa
(F, Zs) esnek kiimesinin esnek kesisimsel ideal oldugu goriiliir. Burada

F(2+4) = F(05) ve F(2) = F(05) iken F(4) = F(0s) olur. Béylece (F,Zs), U

tizerinde esnek kesisimsel k-idealdir.

Tanim 3.1.6. (F,S), U tizerinde bir esnek kiime olsun.
Fr={ae€S:F(a) 2T, T e PU)}

kiimesine (F,S) esnek kiimesinin T-seviye kiimesi denir.

Teorem 3.1.7. (F,S), U tizerinde bir esnek kesisimsel ideal olsun. F(0g) 2 K

olmak iizere F seviye kiimesi, S nin bir idealidir.

Ispat. F(0g) 2 K oldugundan 0, € Fy olur. Boylece Fic # 0 dir. Fx C S oldugu
aciktir. Simdi Va,b € F i¢in a + b € Fx oldugu gosterilecektir.
a,b € Fi oldugundan F(a) O K ve F(b) O K olur. F(a+b) O F(a)NnF(b) O K

olacagindan a + b € Fik elde edilir. Simdi Va € Fx ve s € Sicin a-s € Fx ve
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s-a € Fi oldugunu gosterelim.
a € Fk oldugundan F(a) 2 K olur. F(a-s) 2 F(a) O K oldugundan a - s € Fg ve

F(s-a) D F(a) 2 K oldugundan s - a € Fg elde edilir.

Teorem 3.1.8. (F,S), U iizerinde esnek kesisimsel ideal olsun. F(0g) = K olmak

tizere Fi seviye kiimesi, S nin k-ideali ise (F, S) de esnek kesisimsel k-idealdir.

Ispat. F, S nin k-ideali olsun. Ya,b € S icin F(a +b) = F(0g) ve F(b) = F(0g)
olsun. Burada a +b € Fx ve b € F olur. Fy, S nin k-ideali oldugundan a € Fk
olur. Bundan dolay1 F'(a) O K olur. Boylece F(a) = F(0g) olur. Buradan (F,S)

esnek kesisimsel k-idealdir.

Tanmim 3.1.9. [, S yarihalkasiin bir ideali olsun. Va € S igin A\; : S — P(U)

olmak tlizere
U, ac€l,

)\[a:
@ 0, aé¢l.

seklinde tanimlanan fonksiyona esnek karakteristik fonksiyon denir.

Teorem 3.1.10. I, S yarithalkasinin k-ideali olsun. A; esnek karakteristik fonsiyonu,

S nin bir esnek kesisimsel k-idealidir.

ispat. Ik olarak A; esnek karakteristik fonksiyonun S nin esnek kesisimsel ideali
oldugunu oldugunu gosterelim.

Va,b € I igin A\f(a+b) DO Ar(a) N Ar(b) oldugunu gosterelim.

Va,b € I igin I ideal oldugundan a + b € I olur. O halde A;(a) = U ve A\;(b) = U
ve Ar(a+b) = U olur. Boylece A\j(a + b) O Ar(a) N Ar(b) elde edilir.

Va,b ¢ I i¢in A;(a) = 0 ve A\;(b) = 0 olur. Buradan A;(a) N A;(b) = 0 olacagindan
Ar(a+b) D A(a) N Ar(b) elde edilir.

Va € I,b ¢ I, i¢in Aj(a) = U ve A\;(b) = 0 olur. Buradan A;(a) N A;(b) = 0
olacagindan A;(a + b) 2 Ar(a) N Ar(b) elde edilir.

Tim durumlarda esnek kesisimsel idealin ilk sart: saglanir. Simdi Va,b € S igin

Ar(a-b) 2 Af(a) ve Ar(a-b) D Ar(b) oldugunu gosterelim.

18



Va,b € I igin I ideal oldugundan a - b € I olur. O halde A;(a) = U ve A\;(b) = U ve
Ar(a-b) = U olur. Boylece Ar(a-b) D Ar(a) ve Ar(a-b) D Ar(b) elde edilir.

Va,b ¢ I i¢in I ideal oldugundan a-b € I ve a-b € I olur. O halde A\;(a-b) =U
ve Ar(a) = U ve A\;(b) = 0 olur. Baéylece A\j(a-b) 2 Ar(a) ve Ar(a-b) D Ar(b) elde

edilir.
Son olarak A; karakteristik fonksiyonun S nin esnek kesisisel k-ideal oldugunu gosterelim.

Va,b € S i¢in Aj(a+b) = A\;(0g) ve A;(b) = A\;(0g) iken A\j(a) = A;(0g) oldugunu
gosterelim.
Ar(a +b) = A(0s) ve Ar(b) = A;(Og) olsun. Esnek karakteristik fonksiyonun
tanimindan dolay1 a + b € I ve b € I elde edilir. I, S nin bir k-ideali oldugundan
a+belvebeliken a € I olur. Boylece A;(a) = U olur. Buradan A\;(a) = A;(0g)
elde edilir.

Sonug olarak A7, S nin esnek kesisimsel k-idealidir.

Tanim 3.1.11. ¢ : S — M bir yarthalka homomorfizmas: olsun. (G, M), U
tizerinde esnek kiime olsun. U iizerinde (¢ '(G),S) esnek kiimesi Ya € S igin
¢ G(a)) = G(p(a)) ile tammlanmr. Bu kiimeye (G, M) nin esnek ters goriintii

kiimesi denir.

Teorem 3.1.12. ¢ : S — M bir yarihalka epimorfizmasi olsun. (G, M), U iizerinde
esnek kiime olsun. (G, M) nin esnek kesisimsel k-ideal olmasi igin gerek ve yeter

sart (¢~ (@), S) nin esnek kesisimsel k-ideal olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki (G, M) esnek kesisimsel k-ideal olsun. Ilk olarak (¢~(G), S)

nin esnek kesisimsel ideal oldugunu gosterelim. Va,b € S icin

p H(G)a+b) = G(e(a+b))

= Glp(a) + (b))
G(p(a)) NG(p(D))

= ¢ (G)a) N (G)(b)



Buradan o~ 1(G)(a +b) 2 ¢ HG)(a) N H(G)(D) elde edilir. Va,b € S igin

e (G)a-b) = Gl

ve

pH(G)a-b) = Gl

Buradan ¢ (G)(a-b) 2 ¢~ H(G)(a) ve o7 (G)(a-b) D = (G)(b) elde edilir. Boylece
(¢™(G),S), U iizerinde esnek kesisimsel idealdir. Simdi (¢7'(G),S) nmm esnek

kesisimsel k-ideal oldugunu gosterelim.

Va,b € S i¢in ¢ (G)(a + b) = ¢ 1(G)(0s) ve p~1(G)(b) = p 1(G)(0g) olsun.
Buradan G(p(a + b)) = G(0p) ve G(e(b)) = G(0p) olur. ¢ homomorfizma
oldugundan G(p(a) + ¢(b)) = G(0p), G(p(b)) = G(0a) ve (G, M) esnek kesisimsel

k-ideal oldugundan G(¢(a)) = G(0x) = ¢(0g) elde edilir. Boylece ¢~ (G)(a) =
0 1(G)(0s) elde edilir.

O halde (¢7'(G), S), U iizerinde esnek kesisimsel k-idealdir.

Karsit olarak (¢~'(G),S), U iizerinde esnek kesisimsel k-ideal olsun. Ik olarak

(G, M) nin esnek kesisimsel k-ideal oldugunu gosterelim. ¢, orten oldugundan
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Vr,y € M igin x = p(a) ve y = p(y) olacak sekilde a,b € S vardir.

Glx+y =

G
G

o
o

(w(a) + (b))
(p(a +b))

H(G)(a+0)
(G)(a) N (G)(b)

1

G(p(a)) NG(p(b))
G(x) NG(y)

Buradan G(z + y) 2 G(z) N G(y) olur. Ayrica

ve

G(r-y)

G(r-y)

G(p(a) - (b))
G(e(a-b))
v H(G)(a-b)
v H(G)(a)

G(p(a))

Buradan G(z-y) 2 G(x) ve G(z-y) 2 G(y) elde edilir. Béylece (G, M), U tizerinde

esnek kesisimsel idealdir.

Simdi (G, M) nin U {izerinde esnek kesisimsel k-ideal oldugunu gésterelim. Vz,y €
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M i¢in G(x +y) = G(0p) ve G(y) = G(0yp) olsun. ¢ orten oldugundan Va,y € M
icin z = ¢(a) ve y = ¢(b) olacak sekilde a,b € S vardir. Buradan

Glz+y) = Glpla) + b))
= Glpla+b))
= ¢ (G)a+b)

ve

G0m) = G(p(0s))
= ¢ (G)(0s)

olur. Boylece o~ (G)(a +b) = ¢~ 1(G)(0s) olur. Ayrica

ve buradan

P (G)(b) = ¢~ (G)(0s)

olur. (¢~(G),S), U iizerinde esnek kesisimsel k-ideal oldugundan
P H(G)(atb) = ¢~ (G)(0s) ve o~ (G)(b) = ¢~ (G)(0s) iken ™! (G)(a) = ¢~ (G)(0s)
elde edilir. O halde

0 H(G)(a) = ¢ H(G)(0s)
G(p(a)) = G(p(0s))
G(z) = G(On)

elde edilir. Boylece (G, M), U iizerinde bir esnek kesisimsel k-idealdir.

Tanim 3.1.13. ¢ : S — M bir yarithalka homomorfizmasi olsun. (F,S), U iizerinde

bir esnek kiime olsun. U {izerinde (¢(F'), M) esnek kiimesi

U{F(a) s a € S p(a) =z}, ¢ (x) #0

PlF)e) = { 0, aksi halde.
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seklinde tanimlansin. Bu kiimeye (F), S) nin esnek goriintii kiimesi denir.

Tanim 3.1.14. A ve B herhangi iki kiime ve ¢ : A — B bir fonksiyon olsun. (F, A),
U iizerinde bir esnek kiime olsun. Va,b € A i¢in ¢(a) = ¢(b) iken F(a) = F(b)
oluyorsa (F, A) ya p-sabit denir.

Teorem 3.1.15. ¢ : S — M bir yarithalka epimorfizmasi olsun. (F,S), U iizerinde

p-sabit esnek kesisimsel ideal olsun. (p(F'), M), U tizerinde esnek kesisimsel idealdir.

Ispat. ¢ 6rten oldugundan Vz,y € M igin ¢(a) = x ve p(b) = y olacak sekilde
a,b € S vardir. Buradan x4y = ¢(a)+¢(b) = p(a+b) ve -y = ¢(a)-¢(b) = v(a-b)
elde edilir. (F,S) ¢-sabit oldugundan

z+y=pla+b) pH(z+y) =a+d
(o™ (z+y)) =pla+D)
Flo ™z +y)) = Fa+b)

p(F)(z +y) = Fla+0)

N

oz y)=a-b

el (z - y)) = pla-b)

o(F)(x-y) = F(a-b)

p(F)(x) = F(a) ve p(F)(y) = F(b)

elde edilir. Buradan

p(F) (@ +y) = Fla+0) 2 Fa) N F(b) = ¢(F)(x) N e(F)(y)
p(F)(@-y) = Fla-b) 2 Fla) = ¢
p(F)(z-y) = Fla-b) 2 F(b) = ¢
elde edilir. Sonug olarak (¢(F'), M), U iizerinde bir esnek kesisimsel idealdir.
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Teorem 3.1.16. ¢ : S — M bir yarithalka epimorfizmas: ve (F,S), U iizerinde ¢-
sabit esnek kesisimsel ideal olsun. (F,S) nin esnek kesisimsel k-ideal olmasi igin

gerek ve yeter sart (p(F'), M) nin U {izerinde esnek kesisimsel k-ideal olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki (F,S), U tizerinde esnek kesisimsel k-ideal olsun. Teorem
3.1.15 den (¢(F'), M) nin U iizerinde esnek kesisimsel ideal oldugunu biliyoruz.
Simdi (¢(F'), M) nin U {izerinde esnek kesisimsel k-ideal oldugunu gésterelim. Vz,y €
M i¢in o(F)(z+y) = o(F)(0rr) ve p(F)(y) = ¢(F)(0pr) olsun. ¢ dérten oldugundan
Vr,y € M igin p(a) = x ve ¢(b) = y olacak sekilde a,b € S vardur.

e(F)(z+y) = o(F)(pla) +0(b) = @(F)(pa+b))
= F(a+b)

olur. Ayrica (F, S), p-sabit oldugundan ¢(F)(0y) = F(0g) olur. Buradan ¢(F)(x+
y) = @(F)(0p) oldugundan F(a + b) = F(0g) ve ¢(F)(y) = ¢(F)(0xr) oldugundan
F(b) = F(0g) elde edilir. (F,S), U iizerinde esnek kesisimsel k-ideal oldugundan
F(a+b) = F(0g) ve F(b) = F(0g) iken F(a) = F(0g) olur. Boylece

p(F)(x) = ¢(F)(¢(a))

elde edilir. Buradan (¢(F), M), U tizerinde esnek kesisimsel k-idealdir.
Karsit olarak (p(F'), M), U iizerinde esnek kesisimsel k-ideal olsun. Va,b € S i¢in
F(a +b) = F(0g) ve F(b) = F(0g) olsun. ¢ orten oldugundan Vx,y € M igin
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p(a) =z ve p(b) = y olacak sekilde a,b € S vardir.

—~

p(F)(z+y) = @o(F)(pla+D))

ve

olur. (p(F), M), U tizerinde esnek kesisimsel k-ideal oldugundan
P(F)(z +y) = o(F)(0ar) ve o(F)(y) = ¢(F)(0ar) iken o(F)(z) = @(F)(0ar) olur.

p(F)(x) = o(F)(0n)
p(F)(e(a)) = o(F)(0n)

F(a) = F(0s)

elde edilir. Boylece (F,S), U iizerinde esnek kesisimsel k-ideal olur.

3.2. Esnek Kesisimsel Idealler Uzerinde k-Yarihalkalarin Boliim Yapilari

Bu boliimde k-yarihalkalarin bolim yapilarini tanimlayacagiz. Bolim yapilar ile

ilgili temel teoremlere yer verecegiz.

S bir yarihalka ve S, S nin genisletilmis halkas1 olsun. Biitiin seviye alt kiimeleri

S nin k-ideali olacak sekilde U tizerindeki (F,S) esnek kesisimsel idealini alalim.
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Buradan S = Ujcpmr Fxr S = Ugermp Fre ve T D K olmast igin gerek ve yeter

sart ['p C Fi olmasi icin gerek ve yeter sart Fr C Fx olmasidir.

Tanim 3.2.1. S bir yarihalka ve S, S nin genisletilmis halkast olsun. Biitiin seviye
kiimeleri S nin k-idealleri olacak sekilde (F,S), U {izerinde esnck kesisimsel ideal
olsun. (F,S) esnek kiimesi Va € S igin F(a) = |J{K : a € Fx, K € ImF} seklinde
tanimlans. Bu sekilde tanimlanan (F, S) esnek kiimesine U iizerinde genisletilmis

esnek kiime denir.

Teorem 3.2.2. (F,S), U iizerinde genisletilmis esnek kiime olsun. (F,S), U

tizerinde esnek kesisimsel idealdir.

Ispat. (F,S), U iizerinde esnek keisimsel ideal oldugundan (F, S), U iizerinde esnek

kesisimsel idealdir.

Teorem 3.2.3. (F,S), U iizerinde genisletilmis esnek kiime olsun. (F,S), (F,9)

nin bir genislemesidir.

Ispat. a € S ve F(a) = K olsun. Buradan VT C K icin a € Fy olur. Bazn T C K
icin Fi(a) 2T D K. Buise F(a) = K olmasi ile gelisir. O halde VI' D K igin
a ¢ Frdir. VT D K i¢in a € Fx C Fx ve a ¢ Fr oldugundan F(a) = K = F(a)
olur. @ € S ve baz1 b € Sigin a = b olsun.F(a) = J{K : a € Fx, K € ImF} =V
Buradan VK C V icin a = b € Fx ve VK D Vicin a = b ¢ Fg olur. Bdylece
VK C Vigin b € Fx ve K D V igin b ¢ Fg olur. Bundan dolay1 F(b) = V
ve buradan F(a) = F(b) = F(b) = F(b) olur. Béylece (F,S), (F,S) nin bir

genislemesidir.

Teorem 3.2.4. (F,S), U iizerinde genisletilmis esnek kiime olsun. (F,S) nin U
{izerindeki esnek kesisimsel k-ideal olmasi icin gerek ve yeter sart (F,S) nin U

tizerinde esnek kesisimsel ideal olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki (F,S), U tizerinde esnek kesisimsel k-ideal olsun. Teorem
3.2.2 den (F,S) U iizerinde esnek kesisimsel idealdir. Diger taraftan kabul edelim
ki (F,S) U iizerinde esnek kesisimsel ideal olsun. Buradan Va,b € S i¢in F(a+b) =
F(0s) ve F(b) = F(0g) olsun. (F,S), esnek kesisimsel ideal oldugundan (F,S),
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(£, S) nin bir genislemesidir. Boylece

F(a) = F(a)

olur. Buradan F'(a) O F(0g) dir. Ya € S igin F(0g) 2 F(a) oldugundan F(0g) =
F(a) bulunur. Boylece (F,S), U iizerinde esnek kesisimsel ideal k-idealdir.

Tanim 3.2.5. (F,S), U fizerinde genisletilmis esnek kiime olsun. x + (F,S) : S —

P(U) esnek kiimesi Va € S icin (z + F)(a) = F(a @ z') ile tammlansin. = + (F, S)

esnek kiimesine (F, S) esnek kesisimsel idealinin yan kiimesi denir.

Teorem 3.2.6. (F,S), (F,S) nin bir genislemesi olsun. Vz,y € S igin z + (F, S) =

y + (F,S) olmasi igin gerek ve yeter sart F(z @y ) = F(0g) olmasidir.

Ispat. .,y € S icin z + (F,S) = y + (F, S) olsun.

Fzay)
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Boylece F(x@y') = F(0g) elde edilir. Karsit olarak x,y € R icin F(z@y') = F(0g)

olsun. Va € S i¢in

(r+F)(a) = Flaouw)
adr Bydy)

(
(
= Fla®y)NF( @y)
(
(

olur. Buradan z+(F, S) D y+(F,S) elde edilir. Benzer olarak y+(F,S) D x+(F, S)
elde edilir. Bundan dolayr x + (F,S) =y + (F,S) oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.7. (F,S), U iizerinde genisletilmis esnek kiime olsun. z,y,a,b € S

icinx + (F,S)=a+ (F,S) ve y+ (F,S) =b+ (F,S) ise
1. 2+y+(F.S)=a+b+(FS)
2. x-y+(F,S)=a-b+ (F,S)

dir.

Ispat. z,y,a,b € S icin z + (F,S) = a+ (F,S) ve y + (F,S) = b+ (F, S) olsun.
1. Fx®ad) = F(0g) ve F(y®b') = F(0g) dir. Buradan

Faoydd @b) O Flzdd)NFyab)

(
= F(0s) N F(0s)
= F(0s)

I
>

(0s)

dir. Boylece F(x @ a' )N F(y @) = F(0s) olur. Buradan x +y + (F,S) =
a+b+ (F,S) elde edilir.
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Fla-b®d(x-y)) = Fla-bd(a-y) ®a-y® (z-y))
bay)e(adz)oy)
bey)NF(la®z)oy)

y)NF((a®a))

U v
o |

=
® o ©

I
>

dir. Béylece F(y@b') = F(0g) olur. Burada a-b+ (F,S) =z -y + (F,S) elde

edilir.

(F,S) esnek kesisimsel idealin yan kiimelerinin kiimesi S/(F,S) tizerindeki "+" ve

non

ikili islemleri sirasiyla

z+ (F,S)+y+ (F,.S)=xz+y+(F,9)
ve
[0+ (F5)] -y + (F,9)] =2 -y + (F.5)

ile tamimlansin. S/(F,S) bu islemler altinda bir k-yarithalkadir ve birimi 15+ (£, S)
dir.

Tamm 3.2.8. (F, S) esnek kesisimsel idealin yan kiimelerinin kiimesi S/(F, S) halkasina

boliim halkasi denir.

3.3. Esnek Kesisimsel Idealler Uzerinde Izomorfizma Teoremleri

Bu boliimde esnek kesisimsel idealler tizerindeki izomorfizma teoremleri inceleyecelenecektir.

Teorem 3.3.1. ¢ : S — M bir k-yarthalka epimorfizmasi olsun. (F,S), U iizerinde
genisletilmis esnek kiime ve Fg C Ker(y) olsun. Va € S icin g(z) = = + (F,S5)
olmak iizere ¢ = f o g olacak sekilde f : S/(F,S) — M bir tek epimorfizma vardir.

Ispat. Vo € S icin f : S/(F,S) — M fonksiyonu f(z + (F,S)) = ¢(z) seklinde
tamimlansin.  Simdi f nin iyl tammhhgim gosterelim. Vo + (F,S),y + (F,S) €
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S/(F,S) igin z + (F,S) = y + (F,S) olsun. Teorem 3.3.2 den F(z @ y') = F(0g) =
F(0s) elde edilir. Buradan 2+ € Fg dir. Fg = Fg C Ker(p) = Kerg oldugundan
Bz +y') = 0g dir. O halde @(z) = B(y) olur. Buradan op(z) = o(y) olur. Boylece
flz+(F,9)) = f(y+(F,S)) elde edilir. ¢ 6rten oldugundan f de értendir. f nin bir
homomorfizma oldugu kolayca gosterilir. Ayrica Vo € S i¢in ¢(x) = f(z+ (F,5)) =
flg(z)) = (f o g)(x) dir. Son olarak, f nin tekligini gosterelim. Kabul edelim ki
h:S/(F,S) — M olacak sekilde ¢ = hog olsun.Vz € S i¢in f(z+ (F,S)) = p(x) =
(hog)(z) = h(z+ (F,5)) olur. Béylece f = h elde edilir.

Lemma 3.3.2. ¢ : S — M bir k-yarihalka epimorfizmasi olsun. (F,S) ve (G, M),

U iizerinde iki esnek kesisimsel ideal olsun. (F,S) ve (G, M) nin seviye kiimeleri

sirastyla S ve M nin k-ideali olsun. (p(F), M)C(G, M) olsun. (@(F), M)C(G, M)
dir.
Ispat. Ispat kolaylikla gosterilir.

Teorem 3.3.3. ¢ : S — M bir k-yarithalka homomorfimas: olsun. (F,S) ve (G, M)
Lemma 3.3.2 de ki gibi tanmimlansin.

F(0s) = G(0y) ise diyagrami degismeli olacak sekilde ¢* : S/(F,S) — M/(G, M)

s——M

|

S/(F.S)—M/(G,M)
homomorfizmas: vardir.

Ispat. ¢* : S/(F,S) — M/(G, M) fonksiyonu ¢*(z + (F,S)) = ¢(z) + (G, M)
seklinde tanmimlansin. Buradan x + (F,S) =y + (G, M) ise Teorem 3.2.6 dan
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F(z®y') = F(0g) elde edilir. Béylece

G e (2y)) = Geay))
= 2 (G zay)

= Flzay)

elde edilir. Buradan

G@() @ (B()) = Gle(z) @ @(y)) = G(0x)

olur ve bundan dolay1 ¢(x) + (F, S) = ¢(y)+ (G, M) olur. Boylece ¢* iyi tanimhidir.
Ve + (F,S),Y + (F,S) e S/(F,S) i¢in

e ((z+ (£S5 +y+(FY5) = ¢ ((@+y+(FS9))
= plz+y)+ (G, M)
= p(z) +o(z) + (G, M)
= ¢(@)+ (G, M)+ ¢(y) + (G, M)

= ¢z + (F9)) +¢"(y+ (F,9))

e ((x+ (F.9) -y +(F5) = ¢ ((z-y+(F9))
= p(z-y)+ (G, M)
= ¢(z) - p(z) + (G, M)
= ¢(@) + (G, M)+ ¢(y) + (G, M)
= ¢z +(F9)) ¢ (y+ (F9))

oldugundan ¢* bir homomorfizmadir.
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Sonug 3.3.4. ¢ : S — M bir k-yarihalka epimorfizmasi olsun. ¢* homomorfizmasinin
bir izomorfizma olmasi igin gerek ve yeter sart p : M — M/(G, M), pu(z) =
z + (G, M) olmak iizere (F,S) nin u o -sabit olmasidir.

Lemma 3.3.5. ¢ : S — M bir k-yarihalka epimorfizmas1 ve (G, M), U iizerinde
esnek kesisimsel ideal olsun. (o !(G),S) = (F,S) olsun. (G,S) biitiin seviye
kiimelerinin k-ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart (¢ '(G),S) nin biitiin seviye

kiimelerinin k-ideal olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki (G, M) esnek kesisimsel idealinin biitiin seviye kiimeleri
k-ideal olsun. VK € P(U) olmak fiizere a,b € S igin a +b € Fx ve b € Fg
olsun.F(a+b) 2 K ve F(b) 2 K dir. (¢7%(G),S) = (F,S) oldugundan G(p(a +
b)) O K ve G(p(b)) O K olur. (G, M) nin tiim seviye kiimeleri k-ideal oldugundan
G(¢(a)) O K elde edilir. Buradan F(a) 2 K dir ve a € Fg olur. Boylece F, S nin
bir k-idealidir.

Kabul edelim ki (¢~(G), S) esnek kesisimsel idealinin tiim seviye kiimeleri k-ideal
olsun. VK € P(U) i¢in G(a+b) 2 K ve G(b) O K z,y € M olsun. ¢ Orten
oldugundan ¢(a) = = ve p(b) = y olacak sekilde a,b € S vardir. Boylece

Gz +y) = Glpla)+ (D))
= G(p(a+0))
= ¢ (G)(a+b)

2

=

ve

G(y) = G(pb))
= o H(G)(b)
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olur. Buradan ¢ '(G)(a +b) 2 K ve p }(G)(b) 2 K elde edilir. Kabuliimiizden
¢ 1(G)(r) O K olur. Bundan dolay1

G(z) = Glp(a)

U
=

elde edilir. Boylece Gk, M nin bir k-idealidir.

Lemma 3.3.6. ¢ ve (G, M), Lemma 3.3.5 de ki gibi tammlansm. (¢o~}(G),S) =
(F,S) olsun. Buradan (F,S) = (p~1(G), S) dir.

ispat. ispat kolayca gosterilebilir.

Teorem 3.3.7. ¢ ve (G, M), Lemma 3.3.5 de ki gibi tammlansin. (¢~*(G),S) =
(F,S) olsun. Buradan S/(F,S) = M/(G, M) dir.

Ispat. (p(F), M) = (o(¢™ (@), M) = (G, M) ve F(0s) = G(04;) oldugunu biliyoruz.
Ayrica Vz € M igin u(z) = z + (G, M) olmak iizere Va,b € S igin (o p)(a) =
(1o @)(b) olsun. Lemma 3.3.6 den

pla) + (G, M) = ¢(b) + (G, M)

?) @) (a+b) = G(0n) = F(0s)
Fla+1V) = F(0g)

R S

a+ (F,S)=b+ (F,9)
Béylece (F,S), p o ¢-sabit olur. Sonug 3.3.4 den S/(F,S) = M/(G, M) dir.

3.4. Esnek Kesisimsel Maksimal k-Idealler

Bu boliimde k-yarihalkalar tizerinde esnek kesisimsel maksimal idealleri tanimlanacak

ve bazi ozelliklerini arastirilacaktir.
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Tanim 3.4.1. S bir k-yarihalkasi olsun. S nin biitiin alt kiimeleri k-ideal olmak

tizere (F,S), U iizerinde bir esnek kesisimsel k-ideal olsun.
1. F(0g) =U
2. F(lg) C F(0g)

3. Bazia € S icin F(a) C F(0g) oldugu zaman bazi s € S i¢in F(1g® (s-a)’) =
F(0s)

sartlarini saglayan (£, S) esnek kesisimsel idealine esnek kesisimsel maksimal k-ideal

denir.

Teorem 3.4.2. S yarithalkasinin biitiin alt kiimeleri k- ideal olmak tizere (F,S), U
tizerinde bir esnek kesisimsel k-ideal olsun. (F,S), U iizerinde bir esnek kesisimsel
maksimal k-ideal olmas1 igin gerek ve yeter sart (F, S) nin U {izerinde esnek kesisimsel

maksimal k-ideal olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki (F,9),U fiizerinde bir esnek kesisimsel maksimal k-ideal
olsun. O halde

1. F(0g) = F(0g) =U
2. F(1s) = F(1s) C F(0s) = F(0s)

sartlarini saglar. Simdi figiincii sartinmn saglandigim gésterelim.  F(a) C F(0g)
olsun. Buradan a € S oldugundan ya a € S ya da a € S olur. F(a) = F(a) ve
F(a) C F(0g) = F(0g) oldugundan F(a) C F(0g) olur. O halde bazi s € S icin
F(ls® (s-a)') = F(0s) = F(0g) elde edilir. a € S" ise a =« olacak sekilde z € S
vardir ve boylece F(a) = F(z') = F(z) = F(x) C F(0g) olur. Buradan baz s € S
icin F(1s® (s-a)") = F(0g) = F(0g) elde elde edilir. O halde 3. 6zelligi de saglanir.
Bundan dolay1 (F,S) nin U iizerinde esnek kesisimsel maksimal k-idealdir.

Diger taraftan kabul edelim ki (F, S), U iizerinde esnek kesisimsel maksimal k-ideal

olsun.
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sartlar1 saglansm. Simdi 3. ozelligin saglandigin gosterelim.
F(a) C F(0g) olsun. Buradan F(a) = F(a) C F(0s) = F(0g) olur. O halde
F(a) C F(0g) elde edilir. Boylece F(1s@® (s-a)’) = F(0g) saglanir. Bundan dolay1

(F,S), U iizerinde bir esnek kesisimsel maksimal k-idealdir.

Teorem 3.4.3. ¢ : S — M bir k-yarihalka endomorfizmasi olsun. (G, M), U
tizerinde bir esnek kesisimsel ideal olsun.(G, M), U {izerinde bir esnek kesisimsel
maksimal k-ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart (o~ '(G),S), U lizerinde esnek

kesisimsel maksimal k-ideal olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki (G, M), U iizerinde esnek kesisimsel maksimal k-ideal olsun.
Teorem 3.1.12 den (p~!(G), S), U iizerinde esnek kesisimsel k-ideal oldugunu biliyoruz.

Simdi esnek kesisimsel maksimal k-ideal oldugunu gosterelim.
L ¢71(G)(0s) = G(p(0s)) = G(0m) =U

2. ¢7HG)(1s) = G(p(1s)) = G(1u) € G(0n) = F(p(0s)) = ¢~ (G)(0s)
olur. Buradan ¢~ 1(G)(1s) C ¢ 1(G@)(0s) elde edilir.

3. Bazia € Sigin ¢ (G)(a) C ¢~ 1(G)(0g) olsun. Buradan G(p(a)) C G(p(0s)) =
G(0y) elde edilir. Yani G(p(a)) C G(0y) dir.

(G, M) esnek kesisimsel maksimal k-ideal oldugundan

G(1m @ (p(s) - p(a))) = G(On)
Glp(Ls) ® @(s-a)’) = G(Onr)
G(@(ls@s-a)) = G(p(0s))

7 (G(ls) ® (5-a) = ¢~ (G)(Om)

olur. Boylece (p71(G), S), U tizerinde bir esnek kesisimsel maksimal k-idealdir.
Diger taraftan (o~!(G), S), U iizerinde bir esnek kesisimsel maksimal k-ideal olsun.

Teorem 3.1.12 den (G, M), U iizerinde esnek kesisimsel k-idealdir.
L G(0y) = G(p(0s)) = 71 (G)(0s) =U

2. G(1u) = Gle(ls)) = ¢ H(G)(Ls) € ¢ H(G)(0s) = G(p(0s)) = G(On)
buradan G(1g) C G(05) elde edilir.
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3. x € M i¢in G(x) C G(0p) olsun. ¢(a) = z olacak sekilde bir a € S
vardir.Boylece G(z) = G(p(a)) = ¢ 1(G)(a) C G(0g) oldugundan ¢~ *(G) (15
(a-5)) = HG)(0,) = G(p(05)) = G(0y) elde edilir.

Buradan ¢(s) = k olmak tizere Teorem 3.2.6 ile

G0w) = @) HCls@(a-s))

= Gp(s®(a-s))

= G((ls) @ pla-s))

= Glo(Ls) @ (v(a) - 9(5)))
(

= Gy @ (z-k)))

olur. Sonug olarak (G, M), U tizerinde bir esnek kesisimsel maksimal k-idealdir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda ilk olarak esnek kiimeler, esnek kesisimsel gruplar ve esnek
kesisimsel halkalarla ilgili kisaca bilgi verildi. Sonra, yarihalkalar iizerinde esnek
kesisimsel k-idealler tanimlanarak bazi cebirsel ozellikleri incelendi. Daha sonra,
k-yarthalkarin boliim yapilar: tanimlandi. Boliim yapilart yardimiyla izomorfizma
teoremleri incelendi. Son olarak, esnek kesisimsel maksimal k-idealleri tanimlayarak

baz1 cebirsel ozellikleri arastirilda.

Bu calisma genisletilerek bulanik esnek kiimeler yardimiyla yarihalkalar iizerinde
bulanik esnek kesisimsel k-idealler tanimlanarak bazi cebirsel ozellikleri arastirilabilir.
Sonra, boliim yapilar: yardimiyla bulanik esnek kiimeler tizerinde izomorfizma teorem-
leri incelenebilir. Daha sonra ise bulanik esnek kesisimsel maksimal k-idealleri tanimi

kullamlarak cebirsel ozellikleri arastirilabilir.
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