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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ
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ÜLKÜ DEVELİ

TOKAT GAZİOSMANPAȘA ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ

MATEMATİK ANABİLİM DALI

(TEZ DANIȘMANI: Dr. Öğr. Üyesi Filiz ÇITAK)

Bu tez çalıșmasında ilk olarak esnek kümeler, esnek kesișimsel gruplar ve esnek
kesișimsel halkalarla ilgili kısaca bilgi verildi. Sonra, yarıhalkalar üzerinde esnek
kesișimsel k-idealler tanımlanarak bazı cebirsel özellikleri incelendi. Daha sonra,
k-yarıhalkarın bölüm yapıları tanımlandı. Bölüm yapıları yardımıyla izomorfizma
teoremleri incelendi. Son olarak, esnek kesișimsel maksimal k-idealleri tanımlayarak
bazı cebirsel özellikleri araștırıldı.
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1. GİRİȘ

Mühendislik bilimlerinin çoğu alanlarında, belirsizliğe yol açan problemlerin çözümü

klasik metodlarla mümkün olmadığından bu tür problemlerin çözümü için klasik

metodların dıșında farklı metodlar geliștirilmiștir. Bu tür metotlarla ilgilenen teoriler-

den bazıları olasılık teorisi, bulanık kümeler teorisi, kaba kümeler teorisi ve esnek

kümeler teorisidir (Zadeh,1965; Pawlak, 1982; Molodtsov, 1999).

İlk olarak Zadeh (1965) bulanık kümeler teorisi ile belirsizliklere farklı bir yaklașım

getirdi. Zadeh, değer kümesini [0, 1] kapalı aralığı alarak bir fonksiyon tanımlayıp

bu fonksiyon yardımıyla bir bulanık küme olușturarak belirsizliğe bir yaklașımda

bulundu. Belirsizliklerle ilgilenen Rosenfeld (1971) bulanık kümelerin cebirsel yapısını

olușturmak amacıyla bulanık grup teorisini geliștirdi.

1982 yılında Pawlak, kaba kümeler teorisini geliștirdi (Pawlak, 1982). Pawlak,

alt ve üst yaklașım yardımıyla bir kaba küme tanımlayarak belirsizliğe farklı bir

yaklașımda bulunmuștur. Biswas ve arkadașları (1994) ise kaba kümelerin cebirsel

özellikleri üzerine çalıșmalar yapmıștır. Bu teorinin birçok alanda bașarılı uygulama-

ları yapılmıștır.

Esnek küme teorisi ise ilk olarak Molodtsov (1999) tarafından ortaya atıldı. Maji ve

arkadașları (2003) esnek kümeler üzerinde bazı çalıșmalar yaptılar ve esnek küme

üzerinde bazı ișlemleri tanımladılar. Daha sonra Çağman ve Enginoğlu (2010)

esnek küme ișlemlerini yeniden tanımladılar. Bununla birlikte bir çok araștırmacı

karar verme problemlerinin çözümünde esnek kümeleri kullandı (Maji ve ark., 2002;

Çağman ve Enginoğlu, 2010; Ma ve ark., 2017). Bulanık esnek karar verme ile

ilgili çalıșmalar yapıldı (Çağman ve ark., 2010; Çağman ve ark., 2011a; Çağman

ve ark., 2011b). Sonra esnek kümeler kullanılarak esnek bağıntı, esnek fonksiyon,

esnek dönüșüm gibi bir çok çalıșma literatüre kazandırıldı (Chen ve ark., 2005;

Babitha ve Sunil, 2010; Majumdar ve Samanta, 2010; Sezgin ve Atagün, 2011

). Aktaș ve Çağman (2007) esnek grubu tanımlayarak bazı cebirsel özelliklerini

incelediler. Bu çalıșma ile esnek küme teorisi cebir alanında da bir çok çalıșmanın
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önünü açmıștır (Feng ve ark., 2008; Jun, 2008; Jun ve Park, 2008; Ali ve ark., 2009;

Jun ve ark., 2009; Kazancı ve ark., 2010; Zhan ve Jun, 2010; Atagün ve Sezgin,

2011; Sezgin ve ark., 2011; Çıtak ve Çağman, 2017; Çıtak, 2018; Sezgin ve ark.,

2019). Acar ve arkadașları (2010) yılında esnek halkarı literatüre kazandırdı. Jun

(2008) BCK/BCI cebirleri üzerinde esnek idealleri tanımladı. Feng ve arkadașları

(2008) esnek yarıhalkarı ve esnek yarıhalkalar üzerinde esnek idealleri tanımladı.

2012 yılında Çağman ve arkadașları esnek kesișimsel grupları tanımladı (Çağman ve

ark., 2012). Çıtak ve Çağman (2015) esnek kesișimsel halkları tanımlayarak cebirsel

özelliklerini inceledi.

Esnek kümelerle ilgili çalıșmalar hızlı bir șekilde devam ederken esnek kümelerle

bulanık kümeler ve kaba kümelerin ilișkileri de incelendi ve bu teoriler birleștirilerek

yeni çalıșmalar yapılmaya bașlandı (Xiao ve Zhang, 2006; Aygünoğlu ve Aygün,

2009; Feng ve ark., 2010; Feng, 2011; Feng ve ark., 2011; Meng ve ark., 2011; Shabir

ve ark., 2013; Sun ve Ma, 2014; Zhang ve ark., 2016a; Zhan ve ark., 2016b; Zhan

ve ark., 2017a; Zhan ve ark., 2017b). Esnek kümelerle ilgili çalıșmalar son yıllarda

artarak devam etmektedir.

Bu tez çalıșması dört bölümden olușmaktadır. İlk bölümde tezin konusunun tarihine

değinildi. Tezin ikinci bölümünde esnek kümelerle ilgili yapılmıș, tezin ilerleyen

kısımlarında kullanacağımız esnek kümeler ve esnek kümeler üzerindeki ișlemler

tanıtıldı. Esnek kesișimsel gruplar ve esnek kesișimsel halkalara yer verildi. Esnek

kesișimsel idealler incelendi. Tezin üçüncü bölümünde yarıhalkalar üzerinde esnek

kesișimsel k-ideallerin tanımı ilk kez yapılarak örneklerle açıklandı ve bazı teoremler

ayrıntılı olarak incelendi. Esnek kesișimsel idealler üzerinde k-yarıhalkalarının bölüm

yapıları olușturuldu. Bölüm yapıları yardımıyla izomorfizma teoremleri incelendi.

Son olarak esnek kesișimsel maksimal idealleri tanımlandı ve bazı özellikleri araștırıldı.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölümde cebirdeki bazı temel tanımlara ve teoremlere yer verilecektir. Esnek

küme tanımı ve esnek kümeler üzerindeki ișlemleri incelenecektir. Esnek kesișimsel

gruplar, esnek kesișimsel halkalar ve esnek kesișimsel idealler incelenecektir.

2.1. Temel Tanımlar ve Teoremler

Bu bölümde yarıhalka, k-yarıhalka, ideal, k-ideal, homomorfizma ve yarıhalka homo-

morfizması tanımları verilecektir. Ayrıca genișletilmiș yarıhalka homomorfizması

incelenecektir.

Tanım 2.1.1. S boștan farklı bir küme ve S üzerinde ” + ” ve ” · ” ikili ișlemleri

tanımlansın.

1. a + (b + c) = (a + b) + c

2. a · (b · c) = (a · b) · c

3. a + b = b + a

4. a · (b + c) = a · b + a · c ve (a + b) · c = a · c + b · c

5. a + 0 = 0 + a = a ve a · 0 = 0 · a = 0 olacak șekilde 0 ∈ S vardır.

șartlarını sağlayan (S, +, ·) cebirsel yapısına bir yarıhalka denir (Chun ve Kim, 1983).

Tanım 2.1.2. R bir yarıhalka olsun. ∀a, b ∈ R için b = a + c veya a = b + c olacak

șekilde bir tek c ∈ R varsa R yarıhalkasına k-yarıhalka denir (Chun ve Kim, 1983).

Tanım 2.1.3. R bir yarıhalka ve I, R nin boștan farklı bir alt kümesi olsun. I, R

de ki ișlemlere göre bir yarıhalka oluyorsa I ya R nin bir alt yarıhalkası denir (Chun

ve Kim, 1983).

Tanım 2.1.4. R bir yarıhalka ve I, R nin bir yarıalthalkası olsun. ∀a ∈ I ve r ∈ R

için a · r ∈ I ve r · a ∈ I oluyorsa I ya R nin bir ideali denir (Chun ve Kim,1983).

Tanım 2.1.5. R bir yarıhalka ve I, R nin bir ideali olsun. ∀a ∈ I ve r ∈ R için

a + r ∈ I iken r ∈ I oluyorsa I ya R nin k-ideali denir (Chun ve Kim, 1983).
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Örnek 2.1.6. Negatif olmayan tamsayılar kümesi toplama ve çarpma ișlemleri

altında bir yarıhalkadır. A = {x ∈ Z : x > 1} șeklinde tanımlanan A kümesi

negatif olmayan tamsayılar yarıhalkasının bir k-idealidir.

Tanım 2.1.7. S ve M iki yarıhalka olsun. ϕ : S → M fonksiyonu ∀a, b ∈ S için

1. ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b)

2. ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b)

șartlarını sağlayan ϕ fonksiyonuna yarıhalka homomorfizması denir. Örten yarıhalka

homomorfizmasına yarıhalka epimorfizması denir(Chun ve ark., 1985).

Tanım 2.1.8. S ve M iki k-yarıhalka olsun. ϕ : S → M fonksiyonu ∀a, b ∈ S için;

1. ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b)

2. ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b)

șartlarını sağlayan ϕ ye k-yarıhalka homomorfizması denir. Örten k-yarıhalka homomorfizmasına

k-yarıhalka epimorfizması denir (Chun ve ark., 1985).

S bir k-yarıhalka olsun. S ∩ S
′

= ∅ olacak șekilde S − {0} ile kendisiyle aynı

kardinaliteye sahip küme S
′ olsun. Bire bir eșleme altında a ∈ S − {0} elemanın

görüntüsü a
′ ile gösterilsin.

⊕
ve

⊙
așağıdaki gibi S = S ∪ S

′ kümesi üzerinde

sırasıyla toplama ve çarpmayı göstersin. c, S de ya a = y + c ya da a + c = y olan

bir tek eleman olmak üzere

a⊕ b =





a + b, a, b ∈ S;

(x + y)
′
, a = x

′
, b = y

′ ∈ S
′ ;

c, a ∈ S, b = y
′ ∈ S

′
, a = y + c;

c
′
, a ∈ S, b = y

′ ∈ S
′
, a + c = y.

ve

a¯ b =





a · b, a, b ∈ S;

(x · y), a = x
′
, b = y

′ ∈ S
′ ;

(a · y)
′
, a ∈ S, b = y

′ ∈ S
′ ;

(x · b)′ , a = x
′ ∈ S

′
, b =∈ S.

dir (Chun ve ark., 1985).
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Teorem 2.1.9. S bir k-yarıhalka ise (S,
⊕

,
⊙

) bir halkadır. Bu halkaya S nin

genișletilmiș halkası denir (Chun ve ark., 1985).

Teorem 2.1.10. ϕ : S → M bir k-yarıhalka homomorfizması olsun. S ve M ,

sırasıyla S ve M nin genișletilmiș halkaları olsun.

ϕ : S → M fonksiyonu olsun. ϕ(a) =





ϕ(a), a ∈ S

ϕ(a)
′
, a ∈ S − {0}

ile tanımlansın. ϕ bir

halka homomorfizmasıdır ve ϕ ye genișletilmiș halka homomorfizması denir (Chun

ve ark., 1985).

Teorem 2.1.11. ϕ : S → M bir k-yarıhalka homomorfizması ve ϕ : S → M bir

genișletilmiș halka homomorfizması olsun. Buradan Ker(ϕ) = Ker(ϕ) dir (Chun

ve ark., 1985).

2.2. Esnek Kümeler ve Esnek Kümeler Üzerindeki İșlemler

Bu bölümde ilk olarak esnek küme tanımı verilecektir. Daha sonra esnek kümeler

üzerindeki ișlemler verilecektir. Bu bölümün tamamında U evrensel küme, E parametre

kümesi ve P (U), U kümesinin kuvvet kümesini göstermektedir. Ayrıca A,B,C ⊆ E

olarak alınacaktır.

Tanım 2.2.1. F : E → P (U) bir fonksiyon olsun.

(F, E) = {(a, F (a)) : a ∈ E, F (a) ∈ P (U)}

șeklinde tanımlanan (F,E) kümesine U üzerinde esnek küme denir (Molodtsov,

1999).

Not 2.2.2. Bu tanım çalıșmamızda sağlayacağı kolaylıktan dolayı așağıdaki șekilde

kullanılacaktır.

Tanım 2.2.3. A ⊆ E olmak üzere F : A → P (U) bir fonksiyon olsun. a /∈ A için

F (a) = ∅ olacak șekilde (F,A) kümesine esnek küme denir (Çağman ve Enginoğlu,

2010).

Örnek 2.2.4. U evrensel kümesi, çiçeklerin kümesi olsun. E parametre kümesi,

E={güzel kokan, renkleri güzel olan, pahalı, ucuz} olarak tanımlansın. Burada
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esnek küme, güzel kokan çiçek, renklileri güzel olan çiçek ve buna benzer șekilde

tanımlanabilir. Daha ayrıntılı olarak U = {u1, u2, u3, u4}, A = {e1, e2, e3, e4} olmak

üzere

e1 −→ güzel kokan, e2 −→ renkleri güzel olan, e3 −→ pahalı, e4 −→ ucuz parametrelerini

temsil etmektedir.

F (e1) = {u2, u4}, F (e2) = {u1, u3}, F (e3) = {u1, u3}, F (e4) = {u1} șeklinde

tanımlansın. (F,A) esnek kümesi

(F, A) = {(e1, {u2, u4}), (e2, {u1, u3}), (e3, {u1, u3}), (e4, {u1})}

șeklindedir.

Tanım 2.2.5. (F,A), U üzerinde bir esnek küme olsun. ∀a ∈ A için F (a) = ∅ ise

(F, A) esnek kümesine boș esnek küme denir ve (F, Φ) ile gösterilir (Maji ve ark.,

2003).

Örnek 2.2.6. Evrensel küme U = {u1, u2, u3, u4, u5, u6, } telefonların kümesi ve

parametre kümesi E = {geniș ekran, çift hatlı, suya dayanıklı, kameralı} șeklinde

tanımlansın.

(F, A) esnek kümesi așağıdaki gibi tanımlansın.

F (geniș ekran) −→geniș ekranlı telefon = ∅
F (çift hatlı) −→çift hatlı telefon = ∅
F (suya dayanıklı) −→suya dayanıklı = ∅
F (kameralı) −→kameralı telefon = ∅

(F, A) esnek kümesi boș esnek kümedir. Böylece (F,A) = (F, Φ) dir.

Tanım 2.2.7. (F,E), U üzerinde bir esnek küme olsun. ∀a ∈ E için F (a) = U ise

(F, E) esnek kümesine evrensel esnek küme denir ve (F, Ẽ) ile gösterilir (Maji ve

ark, 2003).

Örnek 2.2.8. Evrensel küme U = {u1, u2, u3, u4} telefonların kümesi ve parametre

kümesi E={geniș ekran, çift katlı, suya dayanıklı, kameralı} olan (F,E) esnek

6



kümesi așağıdaki gibi tanımlansın.

F (geniș ekran) = {u1, u2, u3, u4}
F (çift katlı) = {u1, u2, u3, u4}
F (suya dayanıklı) = {u1, u2, u3, u4}
F (kameralı) = {u1, u2, u3, u4}

(F, E) esnek kümesi, evrensel esnek kümedir.

Tanım 2.2.9. A, B ⊆ E olmak üzere (F, A) ve (G,B), U üzerinde iki esnek küme

olsun. ∀a ∈ E için F (a) ⊆ G(a) ise (F, A) ya (G,B) nin esnek alt kümesi denir ve

(F, A)⊆̃(G,B) ile gösterilir (Çağman, Enginoğlu, 2010).

Örnek 2.2.10. U = {u1, u2, u3, u4, u5, u6} evrensel küme ve E = {e1, e2, e3, e4}
parametre kümesi olsun. A = {e1, e2}, B = {e1, e2, e4} olarak verilsin.

(F,A) = {(e1, {u1}), (e2, {u1, u3, u4})}

ve

(G,B) = {(e1, {u1, u2}), (e2, {u1, u2, u3, u4, u5, }), (e4, {u4, u6})}

esnek kümeleri tanımlansın. ∀a ∈ E için F (a) ⊆ G(a) olduğundan (F, A)⊆̃(G,B)

olur.

Önerme 2.2.11. A,B,C ⊆ E olmak üzere (F, A), (G,B) ve (H,C), U üzerinde

esnek kümeler olsun.

1. (F, A)⊆̃(F, Ẽ)

2. (F, Φ)⊆̃(F, A)

3. (F, A)⊆̃(F, A)

4. (F, A)⊆̃(G,B) ve (G,B)⊆̃(H, C) ise (F, A)⊆̃(H, C)

dir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

İspat. ∀a ∈ E için

7



1. F (a) ⊆ U olduğundan (F,A)⊆̃(F, Ẽ) dir.

2. ∅ ⊆ F (a) olduğundan (F, Φ)⊆̃(F, A) dir.

3. F (a) ⊆ F (a) olduğundan (F,A)⊆̃(F, A)

4. F (a) ⊆ G(a) ve G(a) ⊆ H(a) ise F (a) ⊆ H(a) olduğundan (F, A)⊆̃(G,B) ve

(G,B)⊆̃(H, C) ise (F, A)⊆̃(H, C) olur.

Tanım 2.2.12. (F, A) ve (G,B), U üzerinde iki esnek küme olsun. ∀a ∈ E için

F (a) = G(a) ise (F, A) esnek kümesi (G,B) esnek kümesine eșittir denir ve (F, A) =

(G,B) ile gösterilir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

Tanım 2.2.13. (F, A), U üzerinde bir esnek küme olsun. ∀a ∈ E için F c(a) =

U \ F (a) șeklinde tanımlanan esnek kümeye (F, A) nın tümleyeni denir ve (F, A)ec

ile gösterilir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

Önerme 2.2.14. (F,A), U üzerinde bir esnek küme olsun.

1. ((F, A)ec)ec = (F, A)

2. (F, Φ)ec = (F, Ẽ)

dir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

İspat. ∀a ∈ E için

1. (F c)c(a) = F (a) olduğundan ((F,A)c)ec = (F,A) olur.

2. F c(a) = U \ F (a) = U \ ∅ = U olduğundan (F, Φ)ec = (F, Ẽ) olur.

Tanım 2.2.15. (F, A) ve (G,B), U üzerinde iki esnek küme olsun. İki esnek

kümenin birleșimi ∀a ∈ E için (F ∪G)(a) = F (a) ∪G(a) fonksiyonu ile tanımlanır

ve (F,A)∪̃(F, B) ile gösterilir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

Tanım 2.2.16. (F, A) ve (G,B), U üzerinde iki esnek küme olsun. İki esnek

kümenin kesișimi ∀a ∈ E için (F ∩ G)(a) = F (a) ∩ G(a) fonksiyonu ile tanımlanır

ve (F,A)∩̃(G,B) ile gösterilir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

Önerme 2.2.17. (F,A) ve (G,B), U üzerinde iki esnek küme olsun.
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1. [(F, A)∪̃(G,B)]ec = (F, A)ec∩̃(G,B)ec

2. [(F, A)∩̃(G,B)]ec = (F, A)ec∪̃(G,B)ec

dir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

İspat. ∀a ∈ E için

1. [(F ∪G)(a)]c = [F (a) ∪G(a)]c = F c(a)∩̃Gc(a) olduğundan

[(F, A)∪̃(G,B)]ec = (F, A)ec∩̃(G,B)ec elde edilir.

2. [(F ∩G)(a)]c = [F (a) ∩G(a)]c = F c(a)∪̃Gc(a) olduğundan

[(F, A)∩̃(G,B)]ec = (F, A)ec∪̃(G,B)ec elde edilir.

Önerme 2.2.18. (F,A), (G,B) ve (H,B), U üzerinde esnek küme olsun.

1. (F, A)∪̃[(G,B)∩̃(H, B)] = [(F,A)∪̃(G,B)]∩̃[(F, A)∪̃(H, B)]

2. (F, A)∩̃[(G,B)∪̃(H, B)] = [(F,A)∩̃(G,B)]∪̃[(F, A)∩̃(H, B)]

Benzer șekilde sağdan dağılma kuralları da sağlanır.

İspat. ∀a ∈ E için

1.

[F ∪ (G ∩H)](a) = F (a) ∪ (G ∩H)(a)

= F (a) ∪ [G(a) ∩H(a)]

= [F (a) ∪G(a)] ∩ [F (a) ∪H(a)]

= (F ∪G)(a) ∩ (F ∪H)(a)

= [(F ∪G) ∩ (F ∪H)](a)

olur. Buradan (F, A)∪̃[(G,B)∩̃(H, B)] = [(F, A)∪̃(G,B)]∩̃[(F,A)∪̃(H, B)]

elde edilir.
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2.

[F ∩ (G ∪H)](a) = F (a) ∩ (G ∪H)(a)

= F (a) ∩ [G(a) ∪H(a)]

= [F (a) ∩G(a)] ∪ [F (a) ∩H(a)]

= (F ∩G)(a) ∪ (F ∩H)(a)

= [(F ∩G) ∪ (F ∩H)](a)

olur. Buradan (F, A)∩̃[(G,B)∪̃(H, B)] = [(F, A)∩̃(G,B)]∪̃[(F,A)∩̃(H, B)]

elde edilir.

2.3. Esnek Kesișimsel Gruplar

Bu bölümde ilk olarak esnek kesișimsel grup tanımı verilecektir. Daha sonra esnek

kesișimsel gruplar üzerindeki ișlemlere yer verilecektir. Burada U kümesi evrensel

küme ve (G, ·) grubu da parametre kümesi olarak alınacaktır.

Tanım 2.3.1. (F,G), U üzerinde bir esnek küme olsun. ∀a, b ∈ G için

F (a · b) ⊇ F (a) ∩ F (b) șartını sağlayan (F, G) esnek kümesine esnek kesișimsel

yarıgrup denir (Çağman ve ark., 2011).

Tanım 2.3.2. (F,G), U üzerinde bir esnek küme olsun. ∀a, b ∈ G için

1. F (a · b) ⊇ F (a) ∩ F (b)

2. F (a) = F (a−1)

șartlarını sağlayan (F, G) esnek kümesine esnek kesișimsel grup denir (Çağman ve

ark.,2011).

Örnek 2.3.3. Z evrensel küme ve G = {1,−1} çarpım grubu parametre kümesi

olsun. Z üzerindeki (F, G) esnek kümesi F (1) = {0, 1, 3}, F (−1) = {0, 1} șeklinde

tanımlansın. Buradan

F (1 · 1) ⊇ F (1) ∩ F (1) ⇒ F (1) = {0, 1, 3} ⊇ {0, 1}
F (1 · (−1)) ⊇ F (1) ∩ F (−1) ⇒ F (−1) = {0, 1} ⊇ {0, 1}

10



F ((−1) · (−1)) ⊇ F (−1) ∩ F (−1) ⇒ F (1) = {0, 1, 3} ⊇ {0, 1}
elde edilir. (F,G) esnek kümesi, esnek kesișimsel grubun birinci șartını sağlar.

F (1) = F (1−1) ve F (−1) = f((−1)−1) olur. Böylece

∀a ∈ Z6 için F (a) = F (a−1) olduğundan (F,G) esnek kümesi, esnek kesișimsel

grubun ikinci șartını sağlar. özelliklerinin ikinci șartını sağlar.

Bu nedenle (F, G), Z üzerinde esnek kesișimsel gruptur.

Teorem 2.3.4. (F, G), U üzerinde esnek kesișimsel grup olsun. ∀a ∈ G için F (e) ⊇
F (a) dir (Çağman ve ark., 2011).

İspat. (F, G), U üzerinde esnek kesișimsel grup olduğundan ∀a ∈ G için

F (e) = F (a · a−1)

⊇ F (a) ∩ F (a−1)

= F (a) ∩ F (a)

= F (a)

dir.

Teorem 2.3.5. (F, G), U üzerinde esnek küme olsun. (F, G), U üzerinde esnek

kesișimsel grup olması için gerek ve yeter șart ∀a, b ∈ G için F (a ·b−1) ⊇ F (a)∩F (b)

olmasıdır (Çağman ve ark., 2011)

İspat. Varsayalım ki (F,G), U üzerinde esnek kesișimsel grup olsun. ∀a, b ∈ G için

F (a · b−1) ⊇ F (a) ∩ F (b−1)

⊇ F (a) ∩ F (b)

olur. Diğer taraftan varsayalım ki ∀a, b ∈ G için F (a · b−1) ⊇ F (a) ∩ F (b) olsun.

İlk olarak a = e alalım. F (b−1) ⊇ F (b) ve F (b) = F ((b−1)−1) ⊇ F (b−1) dir.
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Dolayısıyla F (b) = F (b−1) olur. Ayrıca

F (a · b) = F (a · (b−1)−1)

⊇ F (a) ∩ F (b−1)

= F (a) ∩ F (b)

elde edilir. Buradan (F,G), U üzerinde esnek kesișimsel grup olur.

2.4. Esnek Kesișimsel Halkalar ve Esnek Kesișimsel İdealler

Bu bölümde esnek kesișimsel halkaların tanımı verilecektir ve esnek kesișimsel halkalar

ile ilgili temel teoremler incelenecektir. Ayrıca esnek kesișimsel ideal tanımı verilerek

esnek kesișimsel ideallerle ilgili teoremler incelenecektir. Burada U evrensel küme

ve (R, +, ·) halkası parametre kümesi olarak alınacaktır.

Tanım 2.4.1. (F, R), U üzerinde bir esnek küme olsun. (F,R), "+" ișlemine göre U

üzerinde esnek kesișimsel grup ve (F, R), "·" ișlemine göre U üzerinde esnek kesișimsel

yarıgrup ise (F,R) esnek kümesine U üzerinde esnek kesișimsel halka denir (Çağman

ve Çıtak, 2015).

Örnek 2.4.2. Z4, evrensel küme ve parametre kümesi olarak alınsın. Z4 üzerindeki

(F, Z4) esnek kümesi așağıdaki gibi tanımlansın.

F (0) = {0, 1, 2, 3}, F (1) = {0}, F (2) = {0, 2}, F (3) = {0}.
(F, Z4) esnek kümesinin "+" ișlemine göre esnek kesișimsel grup ve "·" ișlemine göre

esnek kesișimsel yarıgrup olduğunu gösterelim.

F (0 + 0) ⊇ F (0) ∩ F (0), F (0) = {0, 1, 2, 3} ⊇ {0, 1, 2, 3}
F (0 + 1) ⊇ F (0) ∩ F (1), F (1) = {0, } ⊇ {0}
F (0 + 2) ⊇ F (0) ∩ F (2), F (2) = {0, 2} ⊇ {0, 2}
F (0 + 3) ⊇ F (0) ∩ F (3), F (3) = {0} ⊇ {0}
F (1 + 1) ⊇ F (1) ∩ F (1), F (0) = {0, 2} ⊇ {0}
F (1 + 2) ⊇ F (1) ∩ F (2), F (3) = {0} ⊇ {0}
F (1 + 3) ⊇ F (1) ∩ F (3), F (0) = {0, 1, 2, 3} ⊇ {0}
F (2 + 2) ⊇ F (2) ∩ F (2), F (0) = {0, 1, 2, 3} ⊇ {0, 2}
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F (2 + 3) ⊇ F (1) ∩ F (2), F (1) = {0} ⊇ {0}
F (3 + 3) ⊇ F (3) ∩ F (3), F (2) = {0, 2} ⊇ {0}
ve

F (0) = F (0−1) = {0, 1, 2, 3}
F (1) = F (1−1) = FG(3) = {0}
F (2) = F (2−1) = {0, 2} olur.

Böylece (F, Z4) esnek kümesi "+" ișlemine göre Z4 üzerinde esnek kesișimsel gruptur.

Șimdi (F, Z4) esnek kümesinin "·" ișlemine göre esnek kesișimsel yarıgrup olup olmadığını

araștıracağız.

F (0 · 0) ⊇ F (0) ∩ F (0), F (0) = {0, 1, 2, 3} ⊇ {0, 1, 2, 3}
F (0 · 1) ⊇ F (0) ∩ F (1), F (0) = {0, 1, 2, 3} ⊇ {0}
F (0 · 2) ⊇ F (0) ∩ F (2), F (0) = {0, 1, 2, 3} ⊇ {0}
F (0 · 3) ⊇ F (0) ∩ F (3), F (0) = {0, 1, 2, 3} ⊇ {0}
F (1 · 1) ⊇ F (1) ∩ F (1), F (1) = {0} ⊇ {0}
F (1 · 2) ⊇ F (1) ∩ F (2), F (2) = {0, 2} ⊇ {0}
F (1 · 3) ⊇ F (1) ∩ F (3), F (3) = {0} ⊇ {0}
F (2 · 2) ⊇ F (2) ∩ F (2), F (0) = {0, 1, 2, 3} ⊇ {0, 2}
F (2 · 3) ⊇ F (2) ∩ F (3), F (2) = {0, 2} ⊇ {0}
F (3 · 3) ⊇ F (3) ∩ F (3), F (1) = {0} ⊇ {0}
olur. Böylece (F,Z4) esnek kümesi "·" ișlemine göre esnek kesișimsel yarıgruptur.

O halde (F, Z4) esnek kümesi Z4 üzerinde esnek kesișimsel halkadır.

Teorem 2.4.3. (F, R), U üzerinde bir esnek küme olsun. U üzerinde tanımlanan

(F, R), esnek kümesinin esnek kesișimsel halka olması için gerek ve yeter șart ∀a, b ∈
R için

1. F (a− b) ⊇ F (a) ∩ F (b)

2. F (a · b) ⊇ F (a) ∩ F (b)

olmasıdır (Çağman ve Çıtak, 2015).

İspat. Kabul edelim ki (F,R), U üzerinde esnek kesișimsel halka olsun. Bundan

dolayı F (a + b) ⊇ F (a) ∩ F (b) ve F (−a) = F (a) olur. Böylece F (a − b) ⊇ F (a) ∩
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F (−b) = F (a) ∩ F (b) elde edilir. (F, R), U üzerinde esnek kesișimsel yarıgrup

olduğundan F (a · b) ⊇ F (a) ∩ F (b) elde edilir.

Diğer taraftan kabul edelim ki F (a − b) ⊇ F (a) ∩ F (b) ve F (a · b) ⊇ F (a) ∩ F (b)

olsun. ∀a, b ∈ R için a = 0R alınırsa F (0R − b) = F (−b) ⊇ F (b) elde edilir ve

F (b) = F (−(−b)) ⊇ F (−b) olur. Böylece ∀a ∈ R için F (−b) = F (b) olur. Ayrıca

F (a + b) = F (a− (−b)) ⊇ F (a) ∩ F (−b) = F (a) ∩ F (b) elde edilir.

Buradan (F, R), U üzerinde esnek kesișimsel halkadır.

Tanım 2.4.4. (F, R), U üzerinde esnek kesișimsel halka olsun. ∀a, b ∈ R için

F (a · b) ⊇ F (b) ise (F, R), U üzerinde esnek kesișimsel sol ideal denir. ∀a, b ∈ R

için F (a · b) ⊇ F (a) ise (F,R), U üzerinde esnek kesișimsel sağ ideal denir. (F, R),

U üzerinde sol esnek kesișimsel ideal ve sağ esnek kesișimsel ideal ise (F, R) ye U

üzerinde esnek kesișimsel ideal denir (Çağman ve Çıtak, 2015).

Örnek 2.4.5. Z4 evrensel küme ve parametre kümesi olsun. (F,Z4) esnek kümesini

așağıdaki gibi tanımlasın.

F (0) = {0, 1, 2, 3}, F (1) = {0, 2}, F (2) = {0, 2}, F (3) = {0, 2}.

(F, Z4) esnek kümesinin esnek kesișimsel ideal olup olmadığını araștıralım.

F (0 · 1) ⊇ F (1), F (0) = {0, 1, 2, 3} ⊇ {0, 2}
F (0 · 1) ⊇ F (0), F (0) = {0, 1, 2, 3} ⊇ {0, 1, 2, 3}
F (0 · 2) ⊇ F (2), F (0) = {0, 1, 2, 3} ⊇ {0, 2}
F (0 · 2) ⊇ F (0), F (0) = {0, 1, 2, 3} ⊇ {0, 1, 2, 3}
F (0 · 3) ⊇ F (3), F (0) = {0, 1, 2, 3} ⊇ {0, 2}
F (0 · 3) ⊇ F (0), F (0) = {0, 1, 2, 3} ⊇ {0, 1, 2, 3}
F (1 · 1) ⊇ F (1), F (1) = {0, 2} ⊇ {0, 2}
F (1 · 2) ⊇ F (2), F (2) = {0, 2} ⊇ {0, 2}
F (1 · 2) ⊇ F (1), F (2) = {0, 2} ⊇ {0, 2}
F (1 · 3) ⊇ F (3), F (3) = {0, 2} ⊇ {0, 2}
F (1 · 3) ⊇ F (1), F (0) = {0, 2} ⊇ {0, 2}
F (2 · 2) ⊇ F (2), F (0) = {0, 1, 2, 3} ⊇ {0, 2}
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F (2 · 3) ⊇ F (2), F (2) = {0, 2} ⊇ {0, 2}
F (2 · 3) ⊇ F (3), F (2) = {0, 2} ⊇ {0, 2}
F (3 · 3) ⊇ F (3), F (1) = {0, 2} ⊇ {0, 2}
Böylece (F, Z4), Z4 üzerinde esnek kesișimsel idealdir.

Teorem 2.4.6. (F, R), U üzerinde esnek küme olsun. (F, R) nin U üzerinde esnek

kesișimsel ideal olması için gerek yeter șart ∀x, y ∈ R için

1. F (x− y) ⊇ F (x) ∩ F (y)

2. F (x · y) ⊇ F (x) ∪ F (y)

olmasıdır (Çağman ve Çıtak, 2015).

İspat. (F, R), U üzerinde esnek kesișimsel ideal olsun. (F, R), U üzerinde esnek

kesișimsel halka olduğundan F (x− y) ⊃ F (x) ∩ F (x) olduğunu biliyoruz. Ayrıca

F (x · y) ⊇ F (x) ve F (x · y) ⊇ F (y) olduğundan F (x · y) ⊇ F (x) ∪ F (y) elde edelir.

Diğer taraftan ∀x, y ∈ R için F (x − y) ⊇ F (x) ∩ F (y) ve F (x · y) ⊇ F (x) ∪ F (y)

olduğunu kabul edelim.

F (x · y) ⊇ F (x) ∪ F (y) ⊇ F (x)

F (x · y) ⊇ F (x) ∪ F (y) ⊇ F (y)

F (x · y) ⊇ F (x) ∩ F (y)

olur. Böylece (F,R), U üzerinde esnek kesișimsel idealdir.

Teorem 2.4.7. (F, R), U üzerinde esnek kesișimsel halka (esnek kesișimsel ideal)

olsun. ∀a ∈ R için F (0R) ⊇ F (a) dir (Çağman ve Çıtak, 2015).

İspat. Kabul edelim ki ∀a ∈ R için (F, R), U üzerinde esnek kesișimsel halka (esnek

kesișimsel ideal) olsun. Buradan F (0R) = F (a−a) ⊇ F (a)∩F (a) = F (a) elde edilir.

Teorem 2.4.8. R, birimli bir halka olmak üzere (F, R), U üzerinde esnek kesișimsel

halka (esnek kesișimsel ideal) olsun. ∀a ∈ R için F (x) ⊇ F (1R) dir (Çağman ve

Çıtak, 2015).

İspat. Kabul edelim ki ∀a ∈ R için, (F,R), U üzerinde esnek kesișimsel halka (esnek

kesișimsel ideal) olsun. Buradan F (a) = F (a · 1R) ⊇ F (1R) elde edlir.
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3. BULGULAR

3.1. Yarıhalkalar Üzerinde Esnek Kesișimsel k-idealler

Bu bölümde yarıhalkalar üzerinde esnek kesișimsel k-idealler tanımlanacaktır ve

esnek kesișimsel k-idealler ile ilgili bazı temel teoremler verecektir. Bu bölüm boyunca

U evrensel küme ve (S, +, ·) yarıhalkası parametre kümesi olarak alınacaktır.

Tanım 3.1.1. (F, S), U üzerinde bir esnek küme olsun. ∀a, b ∈ S için

1. F (a + b) ⊇ F (a) ∩ F (b)

2. F (a · b) ⊇ F (a) ∩ F (b)

șartlarını sağlayan (F, S) esnek kümesine U üzerinde esnek kesișimsel yarıhalka denir

(Atagün ve Sezgin, 2017).

Tanım 3.1.2. (F, S), U üzerinde bir esnek kesișimsel yarıhalka olsun. ∀a, b ∈ S

için

1. F (a · b) ⊇ F (b) ise (F, S) ye U üzerinde esnek kesișimsel sol ideal denir.

2. F (a · b) ⊇ F (a) ise (F, S) ye U üzerinde esnek kesișimsel sağ ideal denir.

Eğer (F, S) ye U üzerinde esnek kesișimsel sol ideal ve esnek kesișimsel sağ ideal ise

(F, S), U üzerinde esnek kesișimsel ideal denir.

Tanım 3.1.3. (F, S), U üzerinde bir esnek kesișimsel ideal olsun. ∀a, b ∈ S için

F (a + b) = F (0S) ve F (b) = F (0S) iken F (a) = F (0S) oluyorsa (F, S) ye esnek

kesișimsel k-ideal denir.

Örnek 3.1.4. Z evrensel küme ve Z6 parametre kümesi olsun. Z üzerindeki (F,Z6)

esnek kümesi

F (0) = {0, 1, 2, 3}, F (1) = {0, 1}, F (2) = {0, 1, 2, 3}
F (3) = {0, 1}, F (4) = {0, 1, 2, 3}, F (5) = {0, 1}
șeklinde tanımlansın.

F (0 · 2) = F (0) ⊇ F (0) ve F (0 · 2) = F (0) ⊇ F (2), F (1 · 4) = F (4) ⊇ F (1) ve

F (1 · 4) = F (4) ⊇ F (4), F (2 · 5) = F (4) ⊇ F (2) ve F (2 · 5) = F (4) ⊇ F (5),...



Benzer șekilde Z6 parametre kümesinin tüm elemenları içn bu ișlemler uygulanırsa

(F, Z6) esnek kümesinin esnek kesișimsel ideal olduğu görülür. (F, S) nin U üzerinde

esnek kesișimsel k-ideal olması için ∀a, b ∈ Z6 için F (a+b) = F (0s) ve F (b) = F (0s)

iken F (a) = F (0s) olduğunu göstermemiz gerekiyor.

2, 4 ∈ Z6 için F (2 + 4) = F (0S) dır.

F (2) = F (0S) = {0, 1, 2, 3} iken F (4) = {0, 1, 2, 3} dir.

3 ∈ Z6 için F (3 + 3) = F (0S) dir. F (3) = F (0S) = {0, 1, 2, 3} dir.

Esnek kesișimsel k-ideal tanımından dolayı (F, Z6), Z6 üzerinde esnek kesișimsel

k-idealdir.

Örnek 3.1.5. U = {0, 1} evrensel küme ve Z6 parametre kümesi olsun. U üzerinde

(F, Z6) esnek kümesi

F (0) = {0, 1}, F (1) = {0}, F (2) = {0, 1}, F (3) = {0}, F (4) = {0, 1}, F (5) = {0}
șeklinde tanımlansın.

F (3 · 4) = F (0) ⊇ F (3) ve F (3 · 4) = F (0) ⊇ F (4), F (1 · 5) = F (5) ⊇ F (1) ve

F (1 · 5) = F (5) ⊇ F (5), F (2 · 3) = F (0) ⊇ F (2) ve F (2 · 3) = F (0) ⊇ F (6),...

Benzer șekilde Z6 parametre kümesinin tüm elemenları içn bu ișlemler uygulanırsa

(F, Z6) esnek kümesinin esnek kesișimsel ideal olduğu görülür. Burada

F (2 + 4) = F (0s) ve F (2) = F (0s) iken F (4) = F (0s) olur. Böylece (F, Z6), U

üzerinde esnek kesișimsel k-idealdir.

Tanım 3.1.6. (F, S), U üzerinde bir esnek küme olsun.

FT = {a ∈ S : F (a) ⊇ T, T ∈ P (U)}

kümesine (F, S) esnek kümesinin T-seviye kümesi denir.

Teorem 3.1.7. (F, S), U üzerinde bir esnek kesișimsel ideal olsun. F (0S) ⊇ K

olmak üzere FK seviye kümesi, S nin bir idealidir.

İspat. F (0S) ⊇ K olduğundan 0s ∈ FK olur. Böylece FK 6= ∅ dir. FK ⊆ S olduğu

açıktır. Șimdi ∀a, b ∈ FK için a + b ∈ FK olduğu gösterilecektir.

a, b ∈ FK olduğundan F (a) ⊇ K ve F (b) ⊇ K olur. F (a + b) ⊇ F (a) ∩ F (b) ⊇ K

olacağından a + b ∈ FK elde edilir. Șimdi ∀a ∈ FK ve s ∈ S için a · s ∈ FK ve
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s · a ∈ FK olduğunu gösterelim.

a ∈ FK olduğundan F (a) ⊇ K olur. F (a · s) ⊇ F (a) ⊇ K olduğundan a · s ∈ FK ve

F (s · a) ⊇ F (a) ⊇ K olduğundan s · a ∈ FK elde edilir.

Teorem 3.1.8. (F, S), U üzerinde esnek kesișimsel ideal olsun. F (0S) = K olmak

üzere FK seviye kümesi, S nin k-ideali ise (F, S) de esnek kesișimsel k-idealdir.

İspat. FK , S nin k-ideali olsun. ∀a, b ∈ S için F (a + b) = F (0S) ve F (b) = F (0S)

olsun. Burada a + b ∈ FK ve b ∈ FK olur. FK , S nin k-ideali olduğundan a ∈ FK

olur. Bundan dolayı F (a) ⊇ K olur. Böylece F (a) = F (0S) olur. Buradan (F, S)

esnek kesișimsel k-idealdir.

Tanım 3.1.9. I, S yarıhalkasının bir ideali olsun. ∀a ∈ S için λI : S → P (U)

olmak üzere

λI(a) =





U, a ∈ I;

∅, a /∈ I.

șeklinde tanımlanan fonksiyona esnek karakteristik fonksiyon denir.

Teorem 3.1.10. I, S yarıhalkasının k-ideali olsun. λI esnek karakteristik fonsiyonu,

S nin bir esnek kesișimsel k-idealidir.

İspat. İlk olarak λI esnek karakteristik fonksiyonun S nin esnek kesișimsel ideali

olduğunu olduğunu gösterelim.

∀a, b ∈ I için λI(a + b) ⊇ λI(a) ∩ λI(b) olduğunu gösterelim.

∀a, b ∈ I için I ideal olduğundan a + b ∈ I olur. O halde λI(a) = U ve λI(b) = U

ve λI(a + b) = U olur. Böylece λI(a + b) ⊇ λI(a) ∩ λI(b) elde edilir.

∀a, b /∈ I için λI(a) = ∅ ve λI(b) = ∅ olur. Buradan λI(a) ∩ λI(b) = ∅ olacağından

λI(a + b) ⊇ λI(a) ∩ λI(b) elde edilir.

∀a ∈ I, b /∈ I, için λI(a) = U ve λI(b) = ∅ olur. Buradan λI(a) ∩ λI(b) = ∅
olacağından λI(a + b) ⊇ λI(a) ∩ λI(b) elde edilir.

Tüm durumlarda esnek kesișimsel idealin ilk șartı sağlanır. Șimdi ∀a, b ∈ S için

λI(a · b) ⊇ λI(a) ve λI(a · b) ⊇ λI(b) olduğunu gösterelim.
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∀a, b ∈ I için I ideal olduğundan a · b ∈ I olur. O halde λI(a) = U ve λI(b) = U ve

λI(a · b) = U olur. Böylece λI(a · b) ⊇ λI(a) ve λI(a · b) ⊇ λI(b) elde edilir.

∀a, b /∈ I için I ideal olduğundan a · b ∈ I ve a · b ∈ I olur. O halde λI(a · b) = U

ve λI(a) = U ve λI(b) = ∅ olur. Böylece λI(a · b) ⊇ λI(a) ve λI(a · b) ⊇ λI(b) elde

edilir.

Son olarak λI karakteristik fonksiyonun S nin esnek kesișisel k-ideal olduğunu gösterelim.

∀a, b ∈ S için λI(a + b) = λI(0S) ve λI(b) = λI(0S) iken λI(a) = λI(0S) olduğunu

gösterelim.

λI(a + b) = λI(0S) ve λI(b) = λI(0S) olsun. Esnek karakteristik fonksiyonun

tanımından dolayı a + b ∈ I ve b ∈ I elde edilir. I, S nin bir k-ideali olduğundan

a + b ∈ I ve b ∈ I iken a ∈ I olur. Böylece λI(a) = U olur. Buradan λI(a) = λI(0S)

elde edilir.

Sonuç olarak λI , S nin esnek kesișimsel k-idealidir.

Tanım 3.1.11. ϕ : S → M bir yarıhalka homomorfizması olsun. (G,M), U

üzerinde esnek küme olsun. U üzerinde (ϕ−1(G), S) esnek kümesi ∀a ∈ S için

ϕ−1(G(a)) = G(ϕ(a)) ile tanımlanır. Bu kümeye (G,M) nin esnek ters görüntü

kümesi denir.

Teorem 3.1.12. ϕ : S → M bir yarıhalka epimorfizması olsun. (G,M), U üzerinde

esnek küme olsun. (G,M) nin esnek kesișimsel k-ideal olması için gerek ve yeter

șart (ϕ−1(G), S) nin esnek kesișimsel k-ideal olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki (G,M) esnek kesișimsel k-ideal olsun. İlk olarak (ϕ−1(G), S)

nin esnek kesișimsel ideal olduğunu gösterelim. ∀a, b ∈ S için

ϕ−1(G)(a + b) = G(ϕ(a + b))

= G(ϕ(a) + ϕ(b))

⊇ G(ϕ(a)) ∩G(ϕ(b))

= ϕ−1(G)(a) ∩ ϕ−1(G)(b)
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Buradan ϕ−1(G)(a + b) ⊇ ϕ−1(G)(a) ∩ ϕ−1(G)(b) elde edilir. ∀a, b ∈ S için

ϕ−1(G)(a · b) = G(ϕ(a · b))
= G(ϕ(a) · ϕ(b))

⊇ G(ϕ(a))

= ϕ−1(G)(a)

ve

ϕ−1(G)(a · b) = G(ϕ(a · b))
= G(ϕ(a) · ϕ(b))

⊇ G(ϕ(b))

= ϕ−1(G)(b)

Buradan ϕ−1(G)(a·b) ⊇ ϕ−1(G)(a) ve ϕ−1(G)(a·b) ⊇ ϕ−1(G)(b) elde edilir. Böylece

(ϕ−1(G), S), U üzerinde esnek kesișimsel idealdir. Șimdi (ϕ−1(G), S) nın esnek

kesișimsel k-ideal olduğunu gösterelim.

∀a, b ∈ S için ϕ−1(G)(a + b) = ϕ−1(G)(0S) ve ϕ−1(G)(b) = ϕ−1(G)(0S) olsun.

Buradan G(ϕ(a + b)) = G(0M) ve G(ϕ(b)) = G(0M) olur. ϕ homomorfizma

olduğundan G(ϕ(a) + ϕ(b)) = G(0M), G(ϕ(b)) = G(0M) ve (G,M) esnek kesișimsel

k-ideal olduğundan G(ϕ(a)) = G(0M) = ϕ(0S) elde edilir. Böylece ϕ−1(G)(a) =

ϕ−1(G)(0S) elde edilir.

O halde (ϕ−1(G), S), U üzerinde esnek kesișimsel k-idealdir.

Karșıt olarak (ϕ−1(G), S), U üzerinde esnek kesișimsel k-ideal olsun. İlk olarak

(G,M) nin esnek kesișimsel k-ideal olduğunu gösterelim. ϕ, örten olduğundan
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∀x, y ∈ M için x = ϕ(a) ve y = ϕ(y) olacak șekilde a, b ∈ S vardır.

G(x + y) = G(ϕ(a) + ϕ(b))

= G(ϕ(a + b))

= ϕ−1(G)(a + b)

⊇ ϕ−1(G)(a) ∩ ϕ−1(G)(b)

= G(ϕ(a)) ∩G(ϕ(b))

= G(x) ∩G(y)

Buradan G(x + y) ⊇ G(x) ∩G(y) olur. Ayrıca

G(x · y) = G(ϕ(a) · ϕ(b))

= G(ϕ(a · b))
= ϕ−1(G)(a · b)
⊇ ϕ−1(G)(a)

= G(ϕ(a))

= G(x)

ve

G(x · y) = G(ϕ(a) · ϕ(b))

= G(ϕ(a · b))
= ϕ−1(G)(a · b)
⊇ ϕ−1(G)(b)

= G(ϕ(b))

= G(y)

Buradan G(x · y) ⊇ G(x) ve G(x · y) ⊇ G(y) elde edilir. Böylece (G,M), U üzerinde

esnek kesișimsel idealdir.

Șimdi (G,M) nin U üzerinde esnek kesișimsel k-ideal olduğunu gösterelim. ∀x, y ∈

21



M için G(x + y) = G(0M) ve G(y) = G(0M) olsun. ϕ örten olduğundan ∀x, y ∈ M

için x = ϕ(a) ve y = ϕ(b) olacak șekilde a, b ∈ S vardır. Buradan

G(x + y) = G(ϕ(a) + ϕ(b))

= G(ϕ(a + b))

= ϕ−1(G)(a + b)

ve

G(0M) = G(ϕ(0S))

= ϕ−1(G)(0S)

olur. Böylece ϕ−1(G)(a + b) = ϕ−1(G)(0S) olur. Ayrıca

G(y) = G(ϕ(b)) = ϕ−1(G)(b)

ve buradan

ϕ−1(G)(b) = ϕ−1(G)(0S)

olur. (ϕ−1(G), S), U üzerinde esnek kesișimsel k-ideal olduğundan

ϕ−1(G)(a+b) = ϕ−1(G)(0S) ve ϕ−1(G)(b) = ϕ−1(G)(0S) iken ϕ−1(G)(a) = ϕ−1(G)(0S)

elde edilir. O halde

ϕ−1(G)(a) = ϕ−1(G)(0S)

G(ϕ(a)) = G(ϕ(0S))

G(x) = G(0M)

elde edilir. Böylece (G,M), U üzerinde bir esnek kesișimsel k-idealdir.

Tanım 3.1.13. ϕ : S → M bir yarıhalka homomorfizması olsun. (F, S), U üzerinde

bir esnek küme olsun. U üzerinde (ϕ(F ), M) esnek kümesi

ϕ(F )(x) =




∪{F (a) : a ∈ S, ϕ(a) = x}, ϕ−1(x) 6= ∅
∅, aksi halde.
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șeklinde tanımlansın. Bu kümeye (F, S) nin esnek görüntü kümesi denir.

Tanım 3.1.14. A ve B herhangi iki küme ve ϕ : A → B bir fonksiyon olsun. (F, A),

U üzerinde bir esnek küme olsun. ∀a, b ∈ A için ϕ(a) = ϕ(b) iken F (a) = F (b)

oluyorsa (F, A) ya ϕ-sabit denir.

Teorem 3.1.15. ϕ : S → M bir yarıhalka epimorfizması olsun. (F, S), U üzerinde

ϕ-sabit esnek kesișimsel ideal olsun. (ϕ(F ),M), U üzerinde esnek kesișimsel idealdir.

İspat. ϕ örten olduğundan ∀x, y ∈ M için ϕ(a) = x ve ϕ(b) = y olacak șekilde

a, b ∈ S vardır. Buradan x+y = ϕ(a)+ϕ(b) = ϕ(a+b) ve x·y = ϕ(a)·ϕ(b) = ϕ(a·b)
elde edilir. (F, S) ϕ-sabit olduğundan

x + y = ϕ(a + b) ⇒ ϕ−1(x + y) = a + b

⇒ ϕ(ϕ−1(x + y)) = ϕ(a + b)

⇒ F (ϕ−1(x + y)) = F (a + b)

⇒ ϕ(F )(x + y) = F (a + b)

ϕ(F )(x) = F (a) ve ϕ(F )(y) = F (b) ve

x · y = ϕ(a · b) ⇒ ϕ−1(x · y) = a · b
⇒ ϕ(ϕ−1(x · y)) = ϕ(a · b)
⇒ F (ϕ−1(x · y)) = F (a · b)
⇒ ϕ(F )(x · y) = F (a · b)

ϕ(F )(x) = F (a) ve ϕ(F )(y) = F (b)

elde edilir. Buradan

ϕ(F )(x + y) = F (a + b) ⊇ F (a) ∩ F (b) = ϕ(F )(x) ∩ ϕ(F )(y)

ve

ϕ(F )(x · y) = F (a · b) ⊇ F (a) = ϕ(F )(x)

ϕ(F )(x · y) = F (a · b) ⊇ F (b) = ϕ(F )(y)

elde edilir. Sonuç olarak (ϕ(F ),M), U üzerinde bir esnek kesișimsel idealdir.
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Teorem 3.1.16. ϕ : S → M bir yarıhalka epimorfizması ve (F, S), U üzerinde ϕ-

sabit esnek kesișimsel ideal olsun. (F, S) nin esnek kesișimsel k-ideal olması için

gerek ve yeter șart (ϕ(F ),M) nin U üzerinde esnek kesișimsel k-ideal olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki (F, S), U üzerinde esnek kesișimsel k-ideal olsun. Teorem

3.1.15 den (ϕ(F ),M) nin U üzerinde esnek kesișimsel ideal olduğunu biliyoruz.

Șimdi (ϕ(F ), M) nin U üzerinde esnek kesișimsel k-ideal olduğunu gösterelim. ∀x, y ∈
M için ϕ(F )(x+y) = ϕ(F )(0M) ve ϕ(F )(y) = ϕ(F )(0M) olsun. ϕ örten olduğundan

∀x, y ∈ M için ϕ(a) = x ve ϕ(b) = y olacak șekilde a, b ∈ S vardır.

ϕ(F )(x + y) = ϕ(F )(ϕ(a) + ϕ(b)) = ϕ(F )(ϕ(a + b))

= F (a + b)

ϕ(F )(y) = ϕ(F )(ϕ(b))

= F (b)

olur. Ayrıca (F, S), ϕ-sabit olduğundan ϕ(F )(0M) = F (0S) olur. Buradan ϕ(F )(x+

y) = ϕ(F )(0M) olduğundan F (a + b) = F (0S) ve ϕ(F )(y) = ϕ(F )(0M) olduğundan

F (b) = F (0S) elde edilir. (F, S), U üzerinde esnek kesișimsel k-ideal olduğundan

F (a + b) = F (0S) ve F (b) = F (0S) iken F (a) = F (0S) olur. Böylece

ϕ(F )(x) = ϕ(F )(ϕ(a))

= F (a)

= F (0S)

= ϕ(F )(0M)

elde edilir. Buradan (ϕ(F ),M), U üzerinde esnek kesișimsel k-idealdir.

Karșıt olarak (ϕ(F ),M), U üzerinde esnek kesișimsel k-ideal olsun. ∀a, b ∈ S için

F (a + b) = F (0S) ve F (b) = F (0S) olsun. ϕ örten olduğundan ∀x, y ∈ M için
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ϕ(a) = x ve ϕ(b) = y olacak șekilde a, b ∈ S vardır.

ϕ(F )(x + y) = ϕ(F )(ϕ(a + b))

= F (a + b)

= F (0S)

= ϕ(F )(0M)

ve

ϕ(F )(y) = ϕ(F )(ϕ(b))

= F (b)

= F (0S)

= ϕ(F )(0M)

olur. (ϕ(F ),M), U üzerinde esnek kesișimsel k-ideal olduğundan

ϕ(F )(x + y) = ϕ(F )(0M) ve ϕ(F )(y) = ϕ(F )(0M) iken ϕ(F )(x) = ϕ(F )(0M) olur.

ϕ(F )(x) = ϕ(F )(0M)

ϕ(F )(ϕ(a)) = ϕ(F )(0M)

F (a) = F (0S)

elde edilir. Böylece (F, S), U üzerinde esnek kesișimsel k-ideal olur.

3.2. Esnek Kesișimsel İdealler Üzerinde k-Yarıhalkaların Bölüm Yapıları

Bu bölümde k-yarıhalkaların bölüm yapılarını tanımlayacağız. Bölüm yapıları ile

ilgili temel teoremlere yer vereceğiz.

S bir yarıhalka ve S, S nin genișletilmiș halkası olsun. Bütün seviye alt kümeleri

S nin k-ideali olacak șekilde U üzerindeki (F, S) esnek kesișimsel idealini alalım.
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Buradan S =
⋃

K∈ImF FK , S =
⋃

K∈ImF FK ve T ⊃ K olması için gerek ve yeter

șart FT ⊂ FK olması için gerek ve yeter șart FT ⊂ FK olmasıdır.

Tanım 3.2.1. S bir yarıhalka ve S, S nin genișletilmiș halkası olsun. Bütün seviye

kümeleri S nin k-idealleri olacak șekilde (F, S), U üzerinde esnek kesișimsel ideal

olsun. (F, S) esnek kümesi ∀a ∈ S için F (a) =
⋃{K : a ∈ FK , K ∈ ImF} șeklinde

tanımlansın. Bu șekilde tanımlanan (F , S) esnek kümesine U üzerinde genișletilmiș

esnek küme denir.

Teorem 3.2.2. (F, S), U üzerinde genișletilmiș esnek küme olsun. (F, S), U

üzerinde esnek kesișimsel idealdir.

İspat. (F, S), U üzerinde esnek keișimsel ideal olduğundan (F , S), U üzerinde esnek

kesișimsel idealdir.

Teorem 3.2.3. (F , S), U üzerinde genișletilmiș esnek küme olsun. (F, S), (F, S)

nin bir genișlemesidir.

İspat. a ∈ S ve F (a) = K olsun. Buradan ∀T ⊆ K için a ∈ FT olur. Bazı T ⊂ K

için F (a) ⊇ T ⊃ K. Bu ise F (a) = K olması ile çelișir. O halde ∀T ⊃ K için

a /∈ FT dir. ∀T ⊃ K için a ∈ FK ⊆ FK ve a /∈ FT olduğundan F (a) = K = F (a)

olur. a ∈ S
′ ve bazı b ∈ S için a = b

′ olsun.F (a) =
⋃{K : a ∈ FK , K ∈ ImF} = V

Buradan ∀K ⊆ V için a = b
′ ∈ FK ve ∀K ⊃ V için a = b

′
/∈ FK olur. Böylece

∀K ⊆ V için b ∈ FK ve K ⊃ V için b /∈ FK olur. Bundan dolayı F (b) = V

ve buradan F (a) = F (b
′
) = F (b) = F (b) olur. Böylece (F , S), (F, S) nin bir

genișlemesidir.

Teorem 3.2.4. (F , S), U üzerinde genișletilmiș esnek küme olsun. (F, S) nin U

üzerindeki esnek kesișimsel k-ideal olması için gerek ve yeter șart (F, S) nin U

üzerinde esnek kesișimsel ideal olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki (F, S), U üzerinde esnek kesișimsel k-ideal olsun. Teorem

3.2.2 den (F , S) U üzerinde esnek kesișimsel idealdir. Diğer taraftan kabul edelim

ki (F, S) U üzerinde esnek kesișimsel ideal olsun. Buradan ∀a, b ∈ S için F (a+ b) =

F (0S) ve F (b) = F (0S) olsun. (F, S), esnek kesișimsel ideal olduğundan (F, S),
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(F, S) nin bir genișlemesidir. Böylece

F (a) = F (a) = F (a⊕ 0S)

= F (a⊕ b⊕ b
′
)

⊇ F (a⊕ b) ∩ F (b
′
)

= F (a + b) ∩ F (b)

= F (0S) ∩ F (0S)

= F (0S)

olur. Buradan F (a) ⊇ F (0S) dir. ∀a ∈ S için F (0S) ⊇ F (a) olduğundan F (0S) =

F (a) bulunur. Böylece (F, S), U üzerinde esnek kesișimsel ideal k-idealdir.

Tanım 3.2.5. (F, S), U üzerinde genișletilmiș esnek küme olsun. x + (F, S) : S →
P (U) esnek kümesi ∀a ∈ S için (x + F )(a) = F (a⊕ x

′
) ile tanımlansın. x + (F, S)

esnek kümesine (F, S) esnek kesișimsel idealinin yan kümesi denir.

Teorem 3.2.6. (F , S), (F, S) nin bir genișlemesi olsun. ∀x, y ∈ S için x + (F, S) =

y + (F, S) olması için gerek ve yeter șart F (x⊕ y
′
) = F (0S) olmasıdır.

İspat. x, y ∈ S için x + (F, S) = y + (F, S) olsun.

F (x⊕ y
′
) = (y + F )(x)

= (x + F )(x)

= F (x⊕ x
′
)

= F (0S)
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Böylece F (x⊕y
′
) = F (0S) elde edilir. Karșıt olarak x, y ∈ R için F (x⊕y

′
) = F (0S)

olsun. ∀a ∈ S için

(x + F )(a) = F (a⊕ x
′
)

⊇ F (a⊕ x
′ ⊕ y ⊕ y

′
)

= F (a⊕ y
′
) ∩ F (x

′ ⊕ y
′
)

= F (a⊕ y
′
) ∩ F (0S)

= F (a⊕ y
′
)

= (y + F )(a)

olur. Buradan x+(F, S) ⊇ y+(F, S) elde edilir. Benzer olarak y+(F, S) ⊇ x+(F, S)

elde edilir. Bundan dolayı x + (F, S) = y + (F, S) olduğu görülür.

Teorem 3.2.7. (F , S), U üzerinde genișletilmiș esnek küme olsun. x, y, a, b ∈ S

için x + (F, S) = a + (F, S) ve y + (F, S) = b + (F, S) ise

1. x + y + (F, S) = a + b + (F, S)

2. x · y + (F, S) = a · b + (F, S)

dir.

İspat. x, y, a, b ∈ S için x + (F, S) = a + (F, S) ve y + (F, S) = b + (F, S) olsun.

1. F (x⊕ a
′
) = F (0S) ve F (y ⊕ b

′
) = F (0S) dir. Buradan

F (x⊕ y ⊕ a
′ ⊕ b

′
) ⊇ F (x⊕ a

′
) ∩ F (y ⊕ b

′
)

= F (0S) ∩ F (0S)

= F (0S)

= F (0S)

dir. Böylece F (x ⊕ a
′
) ∩ F (y ⊕ b

′
) = F (0S) olur. Buradan x + y + (F, S) =

a + b + (F, S) elde edilir.
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2.

F (a · b⊕ (x · y)
′
) = F (a · b⊕ (a · y)

′ ⊕ a · y ⊕ (x · y)
′
)

= F (a¯ (b⊕ y
′
)⊕ (a⊕ x

′
)¯ y)

⊇ F (a¯ (b⊕ y
′
) ∩ F ((a⊕ x

′
)¯ y))

⊇ F (b⊕ y
′
) ∩ F ((a⊕ x

′
))

= F (0S) ∩ F (0S)

= F (0S)

dir. Böylece F (y⊕ b
′
) = F (0S) olur. Burada a · b + (F, S) = x · y + (F, S) elde

edilir.

(F, S) esnek kesișimsel idealin yan kümelerinin kümesi S/(F, S) üzerindeki "+" ve

"·" ikili ișlemleri sırasıyla

x + (F, S) + y + (F, S) = x + y + (F, S)

ve

[x + (F, S)] · [y + (F, S)] = x · y + (F, S)

ile tanımlansın. S/(F, S) bu ișlemler altında bir k-yarıhalkadır ve birimi 1S +(F, S)

dir.

Tanım 3.2.8. (F, S) esnek kesișimsel idealin yan kümelerinin kümesi S/(F, S) halkasına

bölüm halkası denir.

3.3. Esnek Kesișimsel İdealler Üzerinde İzomorfizma Teoremleri

Bu bölümde esnek kesișimsel idealler üzerindeki izomorfizma teoremleri inceleyecelenecektir.

Teorem 3.3.1. ϕ : S → M bir k-yarıhalka epimorfizması olsun. (F , S), U üzerinde

genișletilmiș esnek küme ve FS ⊆ Ker(ϕ) olsun. ∀x ∈ S için g(x) = x + (F, S)

olmak üzere ϕ = f ◦ g olacak șekilde f : S/(F, S) → M bir tek epimorfizma vardır.

İspat. ∀x ∈ S için f : S/(F, S) → M fonksiyonu f(x + (F, S)) = ϕ(x) șeklinde

tanımlansın. Șimdi f nin iyi tanımlılığını gösterelim. ∀x + (F, S), y + (F, S) ∈
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S/(F, S) için x + (F, S) = y + (F, S) olsun. Teorem 3.3.2 den F (x⊕ y
′
) = F (0S) =

F (0S) elde edilir. Buradan x+y
′ ∈ FS dir. FS = FS ⊆ Ker(ϕ) = Kerϕ olduğundan

ϕ(x + y
′
) = 0S dır. O halde ϕ(x) = ϕ(y) olur. Buradan ϕ(x) = ϕ(y) olur. Böylece

f(x+(F, S)) = f(y+(F, S)) elde edilir. ϕ örten olduğundan f de örtendir. f nin bir

homomorfizma olduğu kolayca gösterilir. Ayrıca ∀x ∈ S için ϕ(x) = f(x+(F, S)) =

f(g(x)) = (f ◦ g)(x) dir. Son olarak, f nin tekliğini gösterelim. Kabul edelim ki

h : S/(F, S) → M olacak șekilde ϕ = h◦ g olsun.∀x ∈ S için f(x+(F, S)) = ϕ(x) =

(h ◦ g)(x) = h(x + (F, S)) olur. Böylece f = h elde edilir.

Lemma 3.3.2. ϕ : S → M bir k-yarıhalka epimorfizması olsun. (F, S) ve (G,M),

U üzerinde iki esnek kesișimsel ideal olsun. (F, S) ve (G,M) nin seviye kümeleri

sırasıyla S ve M nin k-ideali olsun. (ϕ(F ), M)⊂̃(G,M) olsun. (ϕ(F ),M)⊆̃(G,M)

dir.

İspat. İspat kolaylıkla gösterilir.

Teorem 3.3.3. ϕ : S → M bir k-yarıhalka homomorfiması olsun. (F, S) ve (G,M)

Lemma 3.3.2 de ki gibi tanımlansın.

F (0S) = G(0M) ise diyagramı değișmeli olacak șekilde ϕ∗ : S/(F, S) → M/(G,M)

homomorfizması vardır.

İspat. ϕ∗ : S/(F, S) → M/(G,M) fonksiyonu ϕ∗(x + (F, S)) = ϕ(x) + (G,M)

șeklinde tanımlansın. Buradan x + (F, S) = y + (G,M) ise Teorem 3.2.6 dan
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F (x⊕ y′) = F (0S) elde edilir. Böylece

G(ϕ(x)⊕ (ϕ(y))′) = G(ϕ(x⊕ y′))

= ϕ−1(G)(x⊕ y′)

= F (x⊕ y′)

= F (0S)

= G(0M)

elde edilir. Buradan

G(ϕ(x)⊕ (ϕ(y))′) = G(ϕ(x)⊕ ϕ(y)′) = G(0M)

olur ve bundan dolayı ϕ(x)+(F, S) = ϕ(y)+(G,M) olur. Böylece ϕ∗ iyi tanımlıdır.

∀x + (F, S), Y + (F, S) ∈ S/(F, S) için

ϕ∗((x + (F, S) + y + (F, S)) = ϕ∗((x + y + (F, S))

= ϕ(x + y) + (G,M)

= ϕ(x) + ϕ(x) + (G,M)

= ϕ(x) + (G,M) + ϕ(y) + (G,M)

= ϕ∗(x + (F, S)) + ϕ∗(y + (F, S))

ve

ϕ∗((x + (F, S) · y + (F, S)) = ϕ∗((x · y + (F, S))

= ϕ(x · y) + (G, M)

= ϕ(x) · ϕ(x) + (G,M)

= ϕ(x) + (G,M) + ϕ(y) + (G, M)

= ϕ∗(x + (F, S)) · ϕ∗(y + (F, S))

olduğundan ϕ∗ bir homomorfizmadır.
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Sonuç 3.3.4. ϕ : S → M bir k-yarıhalka epimorfizması olsun. ϕ∗ homomorfizmasının

bir izomorfizma olması için gerek ve yeter șart µ : M → M/(G,M), µ(z) =

z + (G,M) olmak üzere (F, S) nin µ ◦ ϕ-sabit olmasıdır.

Lemma 3.3.5. ϕ : S → M bir k-yarıhalka epimorfizması ve (G,M), U üzerinde

esnek kesișimsel ideal olsun. (ϕ−1(G), S) = (F, S) olsun. (G,S) bütün seviye

kümelerinin k-ideal olması için gerek ve yeter șart (ϕ−1(G), S) nin bütün seviye

kümelerinin k-ideal olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki (G,M) esnek kesișimsel idealinin bütün seviye kümeleri

k-ideal olsun. ∀K ∈ P (U) olmak üzere a, b ∈ S için a + b ∈ FK ve b ∈ FK

olsun.F (a + b) ⊇ K ve F (b) ⊇ K dir. (ϕ−1(G), S) = (F, S) olduğundan G(ϕ(a +

b)) ⊇ K ve G(ϕ(b)) ⊇ K olur. (G,M) nin tüm seviye kümeleri k-ideal olduğundan

G(ϕ(a)) ⊇ K elde edilir. Buradan F (a) ⊇ K dir ve a ∈ FK olur. Böylece FK , S nin

bir k-idealidir.

Kabul edelim ki (ϕ−1(G), S) esnek kesișimsel idealinin tüm seviye kümeleri k-ideal

olsun. ∀K ∈ P (U) için G(a + b) ⊇ K ve G(b) ⊇ K x, y ∈ M olsun. ϕ örten

olduğundan ϕ(a) = x ve ϕ(b) = y olacak șekilde a, b ∈ S vardır. Böylece

G(x + y) = G(ϕ(a) + ϕ(b))

= G(ϕ(a + b))

= ϕ−1(G)(a + b)

⊇ K

ve

G(y) = G(ϕ(b))

= ϕ−1(G)(b)

⊇ K
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olur. Buradan ϕ−1(G)(a + b) ⊇ K ve ϕ−1(G)(b) ⊇ K elde edilir. Kabulümüzden

ϕ−1(G)(x) ⊇ K olur. Bundan dolayı

G(x) = G(ϕ(a)

= ϕ−1(G)(a)

⊇ K

elde edilir. Böylece GK , M nin bir k-idealidir.

Lemma 3.3.6. ϕ ve (G,M), Lemma 3.3.5 de ki gibi tanımlansın. (ϕ−1(G), S) =

(F, S) olsun. Buradan (F, S) = (ϕ−1(G), S) dir.

İspat. İspat kolayca gösterilebilir.

Teorem 3.3.7. ϕ ve (G,M), Lemma 3.3.5 de ki gibi tanımlansın. (ϕ−1(G), S) =

(F, S) olsun. Buradan S/(F, S) ∼= M/(G,M) dir.

İspat. (ϕ(F ),M) = (ϕ(ϕ−1(G)),M) = (G,M) ve F (0S) = G(0M) olduğunu biliyoruz.

Ayrıca ∀z ∈ M için µ(z) = z + (G,M) olmak üzere ∀a, b ∈ S için (µ ◦ ϕ)(a) =

(µ ◦ ϕ)(b) olsun. Lemma 3.3.6 den

ϕ(a) + (G,M) = ϕ(b) + (G,M) ⇒ G(ϕ(a)⊕ ϕ(b)′) = G(0M) = F (0S)

⇒ G(ϕ(a)⊕ ϕ(b)′) = G(0M) = F (0S)

⇒ G(ϕ(a + b′)) = G(0M) = F (0S)

⇒ (ϕ)−1(G)(a + b′) = G(0M) = F (0S)

⇒ F (a + b′) = F (0S)

⇒ a + (F, S) = b + (F, S)

Böylece (F, S), µ ◦ ϕ-sabit olur. Sonuç 3.3.4 den S/(F, S) ∼= M/(G, M) dir.

3.4. Esnek Kesișimsel Maksimal k-İdealler

Bu bölümde k-yarıhalkalar üzerinde esnek kesișimsel maksimal idealleri tanımlanacak

ve bazı özelliklerini araștırılacaktır.
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Tanım 3.4.1. S bir k-yarıhalkası olsun. S nin bütün alt kümeleri k-ideal olmak

üzere (F, S), U üzerinde bir esnek kesișimsel k-ideal olsun.

1. F (0S) = U

2. F (1S) ⊂ F (0S)

3. Bazı a ∈ S için F (a) ⊂ F (0S) olduğu zaman bazı s ∈ S için F (1S ⊕ (s · a)
′
) =

F (0S)

șartlarını sağlayan (F, S) esnek kesișimsel idealine esnek kesișimsel maksimal k-ideal

denir.

Teorem 3.4.2. S yarıhalkasının bütün alt kümeleri k- ideal olmak üzere (F, S), U

üzerinde bir esnek kesișimsel k-ideal olsun. (F, S), U üzerinde bir esnek kesișimsel

maksimal k-ideal olması için gerek ve yeter șart (F , S) nin U üzerinde esnek kesișimsel

maksimal k-ideal olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki (F, S),U üzerinde bir esnek kesișimsel maksimal k-ideal

olsun. O halde

1. F (0S) = F (0S) = U

2. F (1S) = F (1S) ⊂ F (0S) = F (0S)

șartlarını sağlar. Șimdi üçüncü șartının sağlandığını gösterelim. F (a) ⊂ F (0S)

olsun. Buradan a ∈ S olduğundan ya a ∈ S ya da a ∈ S
′ olur. F (a) = F (a) ve

F (a) ⊂ F (0S) = F (0S) olduğundan F (a) ⊂ F (0S) olur. O halde bazı s ∈ S için

F (1S ⊕ (s · a)
′
) = F (0S) = F (0S) elde edilir. a ∈ S

′ ise a = x
′ olacak șekilde x ∈ S

vardır ve böylece F (a) = F (x
′
) = F (x) = F (x) ⊂ F (0S) olur. Buradan bazı s ∈ S

için F (1S⊕ (s ·a)
′
) = F (0S) = F (0S) elde elde edilir. O halde 3. özelliği de sağlanır.

Bundan dolayı (F , S) nin U üzerinde esnek kesișimsel maksimal k-idealdir.

Diğer taraftan kabul edelim ki (F, S), U üzerinde esnek kesișimsel maksimal k-ideal

olsun.

1. F (0S) = F (0S) = U

2. F (1S) = F (1S) ⊂ F (0S) = F (0S)
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șartları sağlansın. Șimdi 3. özelliğin sağlandığını gösterelim.

F (a) ⊂ F (0S) olsun. Buradan F (a) = F (a) ⊂ F (0S) = F (0S) olur. O halde

F (a) ⊂ F (0S) elde edilir. Böylece F (1S ⊕ (s · a)
′
) = F (0S) sağlanır. Bundan dolayı

(F, S), U üzerinde bir esnek kesișimsel maksimal k-idealdir.

Teorem 3.4.3. ϕ : S → M bir k-yarıhalka endomorfizması olsun. (G,M), U

üzerinde bir esnek kesișimsel ideal olsun.(G,M), U üzerinde bir esnek kesișimsel

maksimal k-ideal olması için gerek ve yeter șart (ϕ−1(G), S), U üzerinde esnek

kesișimsel maksimal k-ideal olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki (G,M), U üzerinde esnek kesișimsel maksimal k-ideal olsun.

Teorem 3.1.12 den (ϕ−1(G), S), U üzerinde esnek kesișimsel k-ideal olduğunu biliyoruz.

Șimdi esnek kesișimsel maksimal k-ideal olduğunu gösterelim.

1. ϕ−1(G)(0S) = G(ϕ(0S)) = G(0M) = U

2. ϕ−1(G)(1S) = G(ϕ(1S)) = G(1M) ⊂ G(0M) = F (ϕ(0S)) = ϕ−1(G)(0S)

olur. Buradan ϕ−1(G)(1S) ⊂ ϕ−1(G)(0S) elde edilir.

3. Bazı a ∈ S için ϕ−1(G)(a) ⊂ ϕ−1(G)(0S) olsun. Buradan G(ϕ(a)) ⊂ G(ϕ(0S)) =

G(0M) elde edilir. Yani G(ϕ(a)) ⊂ G(0M) dir.

(G,M) esnek kesișimsel maksimal k-ideal olduğundan

G(1M ⊕ (ϕ(s) · ϕ(a))
′
) = G(0M)

G(ϕ(1S)⊕ ϕ(s · a)
′
) = G(0M)

G(ϕ(1S ⊕ s · a)
′
) = G(ϕ(0S))

ϕ−1(G(1S)⊕ (s · a)
′
= ϕ−1(G)(0M)

olur. Böylece (ϕ−1(G), S), U üzerinde bir esnek kesișimsel maksimal k-idealdir.

Diğer taraftan (ϕ−1(G), S), U üzerinde bir esnek kesișimsel maksimal k-ideal olsun.

Teorem 3.1.12 den (G,M), U üzerinde esnek kesișimsel k-idealdir.

1. G(0M) = G(ϕ(0S)) = ϕ−1(G)(0S) = U

2. G(1M) = G(ϕ(1S)) = ϕ−1(G)(1S) ⊂ ϕ−1(G)(0S) = G(ϕ(0S)) = G(0M)

buradan G(1S
′ ) ⊂ G(0M) elde edilir.
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3. x ∈ M için G(x) ⊂ G(0M) olsun. ϕ(a) = x olacak șekilde bir a ∈ S

vardır.Böylece G(x) = G(ϕ(a)) = ϕ−1(G)(a) ⊂ G(0S) olduğundan ϕ−1(G)(1S⊕
(a · s)′) = ϕ−1(G)(0s) = G(ϕ(0S)) = G(0M) elde edilir.

Buradan ϕ(s) = k olmak üzere Teorem 3.2.6 ile

G(0M) = (ϕ)−1(G(1S ⊕ (a · s)′)
= G(ϕ(1S ⊕ (a · s)′)
= G(ϕ(1S)⊕ ϕ(a · s)′)
= G(ϕ(1S)⊕ (ϕ(a) · ϕ(s))

′
)

= G(1M ⊕ (x · k)
′
))

olur. Sonuç olarak (G,M), U üzerinde bir esnek kesișimsel maksimal k-idealdir.
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4. TARTIȘMA VE SONUÇ

Bu tez çalıșmasında ilk olarak esnek kümeler, esnek kesișimsel gruplar ve esnek

kesișimsel halkalarla ilgili kısaca bilgi verildi. Sonra, yarıhalkalar üzerinde esnek

kesișimsel k-idealler tanımlanarak bazı cebirsel özellikleri incelendi. Daha sonra,

k-yarıhalkarın bölüm yapıları tanımlandı. Bölüm yapıları yardımıyla izomorfizma

teoremleri incelendi. Son olarak, esnek kesișimsel maksimal k-idealleri tanımlayarak

bazı cebirsel özellikleri araștırıldı.

Bu çalıșma genișletilerek bulanık esnek kümeler yardımıyla yarıhalkalar üzerinde

bulanık esnek kesișimsel k-idealler tanımlanarak bazı cebirsel özellikleri araștırılabilir.

Sonra, bölüm yapıları yardımıyla bulanık esnek kümeler üzerinde izomorfizma teorem-

leri incelenebilir. Daha sonra ise bulanık esnek kesișimsel maksimal k-idealleri tanımı

kullanılarak cebirsel özellikleri araștırılabilir.
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