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Ikinci Danisman : Dr. Ogr. ijesi Hayati OLGAR

Bu tez ¢alismasinda; Periyodik Sturm-Liouville problemi ¢alisismistir. Bu tez calisma
s1 dort bolimden olusmaktadir. Birinci boliim, giris kismina ayrilmistir. Ikinci
boliimde, Sturm-Liouville teorisinin 6neminden, kullanim alanlarindan ve bu konuda
literatiirde yer alan ¢alismalardan kisaca bahsedilmistir. Uciincii boliimde, bu tez
calismasi ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Dordiincii boliimiinde

Periyodik Sturm-Liouville probleminin temel 6zellikleri incelenmistir.

2019, 38 sayfa
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ABSTRACT

M. Sc. THESIS
PERIODIC STURM-LIOUVILLE PROBLEMS
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GRADUATE SCHOOL of NATURAL and APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Supervisor : Prof. Dr. Oktay MUHTAROGLU
Co-Supervisor : Dr. Ogr. Uyesi Hayati OLGAR

In this thesis, the Periodic Sturm-Liouville problem were studied. This present
work has consisted of four chapters. The first chapter has been devoted to the
introduction. In the second chapter, the importance and use of the theory of
Sturm-Liouville field and studies in the literature are mentioned briefly. In the
third chapter, basic definitions and theorems concerning of this thesis are given. In
the fourth chapter, the main characteristics of the periodic Sturm-Liouville problem

are investigated.
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ONSOZ

Yiiksek lisans ogrenimim boyunca oldugu gibi tez calismamin da her asamasinda her
tiirlii destegini ve emegini esirgemeyen; kiymetli zamanini, fikirlerini ve bilgilerini
benimle paylasan; gosterdigi sonsuz anlayis ve ilgiyle tezimin ortaya ¢ikmasina
yardimc1 olan saygideger danisman hocam Oktay MUHTAROGLU’ na minnettar
ligimi sunarim. Yiiksek lisans calismalarimda bana yardimeci olan saym Hayati
OLGAR hocama 6zellikle tesekkiir etmeyi kendime borg bilirim.

Yiiksek lisans 6grenimim boyunca maddi ve manevi desteklerini benden hi¢bir zaman
esirgemeyen boliimiimiziin degerli hocalarna siikranlarimi sunarim.

Ogrenim hayatim boyunca oldugu gibi bu calisma donemimde de hep yanimda olan
kiymetli anne ve babama, beni bu tarz ¢alismalara tesvik eden ve sonsuz desteklerini

benden esirgemeyen sevgili esime tesekkiir ederim.

HAMDI TAPAR
Nisan 2019
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1. GIRIS

Fizikte ve diger doga bilimlerinde ortaya ¢ikan yeni yeni problemlerin Fourier yontemi
ile ¢ozebilmek i¢in uygun Sturm Liouville probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin
arastirilmas: ihtiyaci ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle Sturm-Liouville teorisi iki
asra yakin bir stredir onemini git-gide daha da arttirmaktadir. Baslangicta 1s1
yayilimi stirecinin incelenmesinde ortaya ¢ikan Sturm-Liouville problemi giintimiizde
fizigin neredeyse her alaninda basarili bir bi¢im de uygulama alani bulmaktadir.
Sturm-Liouville teorisinin temelleri ondokuzuncu yiizyilin ortalarinda bu teoriye
ismini veren C. Sturm ve J. Liouville tarafindan atilmistar. Ornegin ¢ uzunlugundaki
bir cubugu, baslangici orijinde olmak kayd ile apsis ekseninin pozitif yoniine yerlestire
lim. Koordinat1 z olan(0 < z < /) noktada ¢ amindaki (¢ > 0) sicakligim u(z, )
ile gosterelim. Cubugun, ekseni dik kesen A alanl diizgiin bir kesitinin oldugunu
ve homojen malzemeden yapildigimi kabul edelim. Ayrica ¢ubugun dik kesitinin
oldukca kiiciik alanh oldugu, u sicaklhiginin her bir dik kesit tizerinde sabit oldugu,
¢ubugun yiizeyinin ise 1s1 gecirmeyen bir malzeme ile yalitildigi durumunu goz oniine
alalim. Bu durumda 1s1 akist z ekseni yoniinde olacaktir. Santimetrekaredeki saniye

basina kaloriyi temsil eden 1s1 akisin1 F'(z,t) ile gosterirsek, fiziksel yasalar geregi

F(z,t) = —K%

formiilii elde edilir. Burada K ile cubugun olustugu homojen malzemenin termik
iletkenligi gosterilmistir. Ayrica ¢ ile bu malzemenin yogunlugunu, c ile 6z 1s151M1
(yani 1gr malzemenin sicakligini 1° artirmak icin gerekli 1s1 miktar1 (kalori)) gosterir
sek, cubugun yeteri kadar kiigtik [z, + Ax] parcasinn 1s1 igerigi (sifir sicakliktan

u(z,t) sicakhigima kadar yiikseltmek i¢in 1s1 miktar1) icin

Qt) = /HM coAu(x,t)dx (1.0.1)

formiilii elde edilir. Bu kiiciik parcadaki 1smin R akis orani

du(z + Az,t)  Ou(x,1)
Ox Ox

R=A®(x,t) — AD(z + Az, t) = KA {



esitligi ile tamimlanmaktadir. (1.0.1) esitliginde; 1s1, parcaya sadece iki uctan girip

ciktigr igin Q'(t) = R esitligi saglanir. Diger taraftan (1.0.1) deki integralin tiirevini

alirsak
Q'(t) = /;JFA:C c0A %dw
elde edilir. Malzemenin 181 yayihmm K = £ ile gosterirsek ve de Q'(t) = R
oldugunu dikkate alirsak 5 .
u u
o~ Mo

kismi diferensiyel denklemini elde ederiz. Baslangi¢c ¢ = 0 aninda ¢ubugun x nokta

sindaki sicakhigini f(x) ile gosterirsek

u(z,0) = f(z)

baslangi¢ sartini elde ederiz.
Cubugun ug¢ noktalarindaki sicakligi hep sifir olarak kabul edersek (bunun igin ug

noktalar1 buz bloguna baglayabiliriz)

u(0,t) = u(l,t) = 0

siir sartlari elde edilir. Boylece bir fiziksel siirecin

du 0*u

5 = K3, t=0, 0<z < (1.0.2)
u(z,0) = f(x) (1.0.3)
uw(0,t) = wu(l,t) =0 (1.0.4)

biciminde matematiksel modeli kurulmus olur.
Basit durum olan K = 1 durumunu arastiralim. Bu problemi Fourier yontemi ile

¢ozersek, yani ¢ozimu

u(at) = y(@)=()

bi¢iminde ararsak (1.0.2) denklemi geregi



d(My(z) = 2(t)y"(x) (1.0.5)

denklemi elde edilir. Bu denklemi

= (1.0.6)

bigiminde yazalim. (1.0.6) denkleminin sol tarafi sadece ¢ degiskenine sag tarafi ise
sadece = degiskenine bagh oldugu i¢in (1.0.6) min hem sol hemde sag tarafi sabit

fonksiyondur. Bu sabiti A ile gosterelim.

v = A\ (1.0.7)

Boylece iki tane adi diferansiyel denklem elde edilmis oldu:

Z(t) = Az(t)  ve  y(z) = Ay(x).

(1.0.4) sinir sartindan

elde edilir. Buradan

elde edilir. Boylece y = y(x) fonksiyonu igin

) = M) (1.0.8)
y(0) = 0 : y(l) = 0 (1.0.9)



bigiminde en basit Sturm-Liouville problemi elde edilir. Burada A ayirma sabitidir

ve spektral parametre ve ya ozdeger parametresi olarak bilinmektedir.

(1.0.8)-(1.0.9) probleminin sifirdan farkl ¢6ziimii ancak ve ancak A nin

A = . ono=1,2,3, ...

Yn(z) = sin— | n = 1,2,3, ...

bigimindedir. \, lere 6zdegerler, y,(z) ¢oziim fonksiyonlarina ise 6zfonksiyonlar

denir. z, = z,(t) fonksiyonu i¢in uygun diferensiyel denklemler
2.2 K
J o+ n; =0, n=123,..

bi¢iminde elde edilir. Bununda ¢oziimii

n2r2Kt
zo(t) = e &, n =123, ..
bi¢imindedir. O halde
s n?r2Kt nimwx
u(z,t) = che_ e .sinT
n=1

fonksiyonu hem (1.0.2) denklemini hem de (1.0.4) sinir kosullarini saglar.

(1.0.3) de yazarsak
- nmx

flx) = chSmT

n=1

Fourier serisi elde edilir. O halde Fourier serisi teorisinden yararlanarak

¢
Cn = %/0 f(a:).sinnigxda:

Bunu



Fourier katsayilari bulunur. Sonug olarak (1.0.2)-(1.0.4) probleminin ¢déziimiini

asagidaki seri bigiminde bulmus oluruz.

> 2 ¢ n272Kt
u(z,t) = Z (Z/o f(x).sin(?)dx) e .sin%
n=1

Sonug olarak goriiyoruz ki, somut bir fiziksel problemi ¢ozmek i¢in uygun Sturm -

Liouville probleminin asagidaki ozelliklerini elde etmek ihtiyaci ortaya ¢ikmaktadir.
1. Ozdegerlerini bulmalk,
2. Ozfonksiyonlarimi bulmak,
3. Verilmis fonksiyonu 6zfonksiyonlarin serisine agmak.

Bu ornek bile Sturm-Liouville Teorisinin ne kadar biiytik bir 6neme sahip oldugunu
acikca ortaya koymaktadir.

Matematiksel fizigin bir¢ok probleminin Fourier yontemi ile ¢oziimiinii seri bi¢iminde
elde etmek i¢in uygun spektral problemin en temel spektral ozelliklerinin bulunmasi
gerekir. Fiziksel siireclerin matematiksel modeli kurulurken genellikle ikinci mertebe
den kismi tiirevli lineer diferensiyel denklemlerin ortaya ciktigr iyi bilinmektedir.
Boyle problemlere uygun spektral problemler ise Sturm-Liouville problemleri olarak
adlandirilmaktadir. Son yillarda farkli doga bilimlerinde ortaya c¢ikan siireclerin
matematiksel modeli kurulurken yeni tipten, yani klasik olmayan kismi tiirevli denk
lemler igin baslangic ve smir-deger problemleri ile karsilasilmaktadir (Atkinson,
1964; Belinsky ve Dauer, 1997; Birkhoff, 1908; Rodman, 1989). Bu durum beraber
inde Sturm-Liouville problemlerinin de farkl yollarda genellestirilmesi ihtiyacini

ortaya ¢ikarmaktadir



2. LITERATUR OZETI

C. Sturm ve J. Liouville'nin (Sturm ve Liouville, 1837), 19. yiizyilin ortalarmda
yaptiklar: ¢ok onemli calismalardan sonra bu konu birgok matematikci ve fizik¢inin
dikkatini ¢ekmistir. Ozellikle de kuantum mekaniginde ortaya ¢ikan tinlii Schrodinger
denkleminin arastirilmasi ihtiyaci Sturm-Liouville teorisinin gelismesinde ¢énemli bir
etken olmustur. H. Weyl'in 1910’uncu yilda yaptigr ¢alisma ile Sturm-Liouville
teorisinin yeni bir dalmin singular (tekil) Sturm-Liouville problemleri teorisinin

temeli atilmistir.

20. Yizyihn ilk yarsinda (Dixon, 1912; Stone, 1932; Weyl, 1910; Titchmarsh,
1962) calismalar1 bu teorinin farkli yonlerde gelismesinde etkili olmustur. Bu teori
sonraki yillarda da yiizlerce matematik¢i ve fizikci tarafindan yogun bir bi¢cimde
gelistirilmistir. Ciinku fizikte ve baska doga bilimlerinde ortaya ¢ikan yeni-yeni
problemlerin arastirilmasi neticesinde bu teoride yeni-yeni sonu¢ ve yontemler elde

edilir. Bu tiir problemlerden tez ¢alismamizla ilgili olan bazilar1 hakkinda kisaca

bilgi verelim. Bircok fizik problemlerinde zamana gore tiirev sadece diferensiyel
denklemde degil, aym1 zamanda smir sartlarinda da ortaya cikmaktadir. Boyle
problemlerle ilgili bir ¢ok Ornegi (Fulton, 1977) calismasinda bulabiliriz. Bdéyle
problemlere uygun olan Sturm-Liouville problemlerinde 6zdeger parametresi sadece
diferensiyel denklemde degil, hem de siir sartlarinda bulunur. Bu tir Sturm -
Liouville problemleri farkl yontemlerle (Binding ve ark., 1993; Binding ve Volkmer,
2001; Hinton and Shaw, 1990; Kandemir ve Mukhtarov, 2016; Kerimov ve Mirzoyev,
2003; Langer, 1932; Mukhtarov, 1994; Mukhtarov ve Kandemir, 2002; Mukhtarov
ve ark., 2015; Mukhtarov ve Yakubov, 2002; Olgar ve Mukhtarov, 2017; Schneider,
1974; Shkalikov, 1982; Walter, 1973; Wang ve ark., 2009; Zhang ve ark., 2013) ve

baskalar: tarafindan arastirilarak onemli sonuclar elde edilmistir.

"Regular Eigenvalue Problems with Eigenvalue Parameter in Boundary Condition,

Math. Z. 133(1973), 301",

TU := %{—(pu/)/ + qu} = Mu, onlay, as] (2.0.10)
—(Biu(ai))

Magiu(a;) — apu'(a;)) (i =1,2) (2.0.11)

6



kiinyeli calismasinda Walter, bu problemin bir operator teorik formiilasyonunu vermis

tir. Yazar ayni zamanda

sartin1 saglayan hem denkleminde hemde sinir sartlarmin her ikisinde 6zdeger para
metresi bulunduran (2.0.10)—(2.0.11) smur deger probleminin uygun Hilbert uzayimda

tanimli A operatoriiniin self-adjoint oldugunu gostermistir.

"A Note on Eigenvalue Problems with Eigenvalue Parameter in the Boundary Cond

itions, Math. Z. 1974",

—(pu) +qu = Mru (2.0.13)
u(a) = 0 (2.0.14)
—(Bru(b) — Bou' (b)) = A aru(b) — azu' (b)) (2.0.15)

isimli galismasinda Schneider (2.0.13)—(2.0.15) probleminin S— hermityan siir-deger
problemlerinin teorisi ¢ergevesinde kabul edilebilecegini gostermistir. Ayni zamanda
Schneider bu ¢alismasinda, 6zfonksiyonlar sistemi tizerine agilimin mutlak ve diizgiin

yakinsakhig ile ilgili kosullar vermistir.

"Two-Point Boundary Value Problems with Eigenvalue Parameter Contained in the

Boundary Conditions, Roy. Soc. Edinburg 77a (1977),293-308",

TU == —u" +qu = Mu (2.0.16)
cosau(a) + sinau'(a) = 0, a € [0,7) (2.0.17)
—[Bru(b) — Bou'(b)] = A[Byu(b) — Byu' (b)) (2.0.18)

kiinyeli makalesinde Fulton, Titchmarshin 1962 yilinda yayimlanmis olan "Eigen
function Expansions Associated with Second-Order Differential Equations" adli kitab
mdaki regiiler Sturm-Liouville problemleri i¢in yer alan incelemelerin (2.0.16) —
(2.0.18) smur-deger problemleri iizerine devam ettirilebilecegini géstermistir. Ayrica
Fulton; Fourier tipi sartlar altinda noktasal yakinsaklik sartlarim igeren bir takim

yakinsaklik teoremleri elde etmis, 6zdeger ve 6zfonksiyonlar icin asimptotik formiiller

7



bulmus ve aynm1 zamanda, problemin ele alinacagl araligin sonsuz ve yari sonsuz

olmasi durumlarimi da incelemistir.

"An Expansion Theorem For An Eigenvalue Problem with Eigenvalue Parameter in

the Boundary Conditions, Quart J. Math. Oxford (2) (1979), 33-42",

TU = %{—(pu')/—i-qu} — (2.0.19)
cosau(a) +sina(pu')(a) = 0, a €[0,m) (2.0.20)
—[Bru(b) = Ba(pu) (b)) = A[Bru(b) — 55 (pu) (b)] (2.0.21)

adl calismada Hinton, daha 6nceki yazarlar (Fulton, 1977; Schneider, 1974) tarafin
dan Hilbert uzayr metodunu kullanarak dikkate aldiklar1 fonksiyonlarin daha genis
bir sinif1 i¢in diizgiin yakinsaklik teorisini elde etmistir. Ozdegerlerin negatif olmamasi
durumunda bu simif, Az operatoriinin tamim bolgesidir. Buradaki A operatori,

(2.0.19) — (2.0.21) problemi ile baglantili self-adjoint operatordiir.

D. B. Hinton and J. K. Shaw’in 1987 ve 1990 yillarinda yayimlamis olduklar1 makale
lerinde (2.0.19) — (2.0.21) tipinde Sturm-Liouville problemini incelemislerdir. Onlar,
M (M) Titchmarsh-Weyl katsayisinin varhgini kanitlamislar ve bu katsayiy1r Green

fonksiyonu ile Rezolvent operatoriinii insa etmek icin kullanmislardir.

Diger taraftan fizikte sadece stirekli problemler degil, bazi stireksizliklere sahip olan
sinir-deger problemleri de ortaya ¢ikmaktadir. Boyle durumlarda dogal olarak siirek
sizlik noktalarinda gecis sartlari olarak adlandirilan ek sartlar da ortaya ¢ikmaktadir.
Gegis sartlar ile verilen regular Sturm-Liouville problemleri O. Sh. Mukhtarov
ve galisma arkadaslar tarafindan son yillarda sistemli bir bicimde arastirilmis ve
onemli sonuglar bulunmustur [bkz., 6rnegin, (Akdogan ve ark., 2005; Aydemir ve
Mukhtarov, 2016, 2017; Kandemir ve Mukhtarov, 2016; Mukhtarov, 1994; Mukhtarov
ve Kandemir, 2002; Mukhtarov ve ark., 2015; Mukhtarov ve Yakubov, 2002; Olgar ve
Mukhtarov, 2017; Olgar ve ark., 2018)]. Bu galismalardan esinlenerek diinyadaki bir
cok matematikci de son yillarda bu konuya yogun ilgi gostermis ve gostermektedir

(bkz., 6rnegin, (Allahverdiev ve ark., 2013; Ao, Sun ve Zhang 2012; Bairamov ve



Ugurlu, 2011; Chanane, 2007; Lancia, 2004; Wang ve ark., 2009; Zhang ve ark.,

2013) ve onlarin kaynaklarina).

Peryodik Sturm-Liouville problemlerinin matematiksel fizigin ve akiskanlar mekanig
inin bircok alannda ortaya ciktign biliniyor. Ornegin klasik mekanik problemleri,
elektro manyetik teori, kuantum fizigi, termodinamik problemleri ve ozellikle dalga
denklemlerinde bu problemlere sik¢a rastlanmaktadir. Ilk olarak 19. yiizyihn ortalar:
nda Sturm tarafindan 1s1 iletimi problemlerinin incelenmesiyle ortaya gikan bu tipten
problemler giiniimiizde giincelligini daha da arttirarak yogun bir sekilde incelenmekte
dir. Bu konuda ¢ok sayida kitap ve makale yayimlanmasina ragmen periyodik Sturm
- Liouville problemleri hem diferansiyel denklemler teorisinin hem de uygulamali
matematigin en onemli ve en giincel konusu olmaya devam etmektedir. Matematik
fizigin ortaya koydugu yeni ve giincel problemlerin arastirilma ihtiyaci periyodik
siir-deger problemleri teorisinin daha da gelistirilmesi ihtiyacini ortaya koymaktadir.
Incelenen bu tip problemlerin ¢oziimleri bir¢ok matematikgi tarafindan incelenmistir

(Hermann,1985; Webb, 1980).

Yirminci yiizyiin baslarindan itibaren pek cok calismaya konu olmus farklh tiirden
sinir-deger problemlerinin incelemeleri arasina periyodik sinir-deger problemleride
girmistir ( (Lin ve Jiang, 1987) , Lin ve Jiang, 1987; Cai, 2010; Amiraliyev ve Duru,
2003; Cen,2011). Zamana bagl problemlerin incelenmesi ise Amiraliyev (1988) ve
Giille (1995) tarafin dan yapilmistir. Amiraliyev ve Cakir'i 2000 yilinda yayimlanan
calismalarinda, konvektif terim ve sifirinci mertebe indirgenmis denklemlere sahip
diizgiin yakinsak fark metodu gelistirilerek singtiler pertiirbe periyodik smir-deger

problemi i¢in fark semalar1 verilmis ve niimerik ¢oziimleri incelenmistir.

Genel olarak periyodik katsayili diferensiyel operatorler Hill operatorii olarak bilinir.
Bu operatorle ilgili calismalarin biiytik bir kismu 1952 yilinda Mangus ve Winkler
tarafindan ozetlenmis ve bu calismada denklemin karakteristik degerleri ve diskrimi

nant1 incelenmis, kararhlk ve kararsizlik araliklar tespit edilmistir.

Yukarida bahsettigimiz biitiin ¢alismalarda sinir - deger problemleri, gecis sartlar:

icermeyen siir - deger problemleri i¢in incelenmistir. Muhtarov ve arkadaslar



(Muhtarov, 1994; Muhtarov ve Kandemir, 2002; Muhtarov ve Aydemir, 2017; Muhtar
ov ve Aydemir, 2016; Muhtarov ,Olgar ve Aydemir, 2015) ¢alismalarinda ise siireksiz
katsayili adi ve kismi tiirevli diferensiyel denklemler i¢in Sturm - Liouville problemleri
arastirilmistir. Bu calismalarda esasen diferensiyel ve 6zdeger parametresine bagh
olan smir - deger gecis problemleri i¢in izomorfluk, hem uzay degiskenine hem de
ozdeger parametresine gore koersitivlik, 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin asimptotiklerinin
bulunmasi, rezolvent operatoriintin degerlendirilmesi, tamlik ve iki kat tamlik, Abel
bazlhigl v.s. hakkinda teoremler ispatlanmis ve uygun parabolik tipten kismi tiirevli
diferensiyel denklemler i¢in sturm-liouville problemleri incelenmistir. Yaptigimiz tez
calismasinda Muhtarov’ un ¢alismalarindan ve kaynaklar kisminda verilen kitap ve

makalelerden yararlanilmistir.

Bizim yaptigimiz bu tez calismasinda periyodik sinir sartlar ile verilmis bir Sturm
- Liouville probleminin bazi temel spektral ozellikleri incelenmistir. Arastirdigimiz
problem bir sira somut fizik probleminin spektral yontemle incelenmesi sonucunda

ortaya ¢ikan simir-deger-gecis problemi bigiminde olacaktur.
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3. GENEL BILGILER

Bu kisimda tez ¢alismamizda istifade edecegimiz temel kavram ve sonugclar ile ilgili

gerekli olan 6z bilgilere yer verilmistir.

3.1. Lineer Operatorler

H kiimesi ve bu H kiimesi tizerinde takip eden kosullar saglayan + : H x H — H

islemi tanimlansin:
1. Vf,geHicin f+g=g+ f
2. Vf,g,heHicin (f+9g)+h=f+(g+h)

3. Oile gosterilen ve Vf € Hicin f+40 = f sartin saglayan bir tek 0 € H elemam

mevcuttur.

4. Her f € H icin —f ile gosterilen ve f + (—f) sartin1 saglayan bir tek —f € H
elemani mevcuttur. (Yani her f € H i¢in f + g = 0 olacak sekilde bir tek
g € H mevcuttur. Bu durumda g elemam —f ile gosterilir.)

Ayrica bir K cismi (genel olarak K = R (veya C) olarak diisiiniiliir, say1 cismi

non

olarak da adlandilir) i¢in K ile H— nin elemanlar1 arasinda "." ile gosterilen

.+ KxH — H islemi tamimlansin ve bu islem icin asagidaki ozellikler saglansin:
5. VA, p € KveVfeHicin Auf) = (Au)f
6. VAe KveVf,geHigin \(f +9g) = \f + \g
7.V\pe KveVfeHicin A+ p)f =N+ uf
8. VfeHigin1.f = f (°1"ile K cisminin birim eleman gosterilmistir.)

Bu sartlar (aksiyomlar1) saglayan H = (H, K, +,.) kiimesi K cismi tizerinde lineer
uzay olarak adlanir. Yani H lineer uzaydir.

H lineer uzayimin herhangi D alt kiimesinin elemanlar1 H lineer uzayinda tanimlh
"+’ ve '/ islemlerine gore bir lineer uzay olusturuyorsa, D — ye H lineer uzayinin

lineer alt uzay1 denir.



H lineer uzay1, bu uzayin bir D lineer alt uzay1 ve bir A : D — H dontisiimii verilsin.

Eger Vf,g € D ve Vu € K igin

A(f+9)=Af+Ag , Aluf) = pAf

sartlar1 saglaniyorsa, A dontisiimii lineer operator olarak adlandirihr D —ye A lineer

operatoriiniin tanim bolgesi denir (Naimark, 1967).

3.2. Lineer Diferansiyel Ifade ve Sir Sartlar:

pi(z) :R—=R (i =0,1,2,...,n), strekli fonksiyonlar, z € (a,b) ve Vx i¢in po(z) # 0

olmak lzere

A(f) = pol@) (@) + pa(@) f 70 (@) + oo+ pal2) f() (3.2.1)

bi¢imindeki ifadeye n. mertebeden lineer diferansiyel ifade,

P(f) = aof(a) +arf'(a) + . + a1 f"V(a)

+B80f(0) + Bif (b) + ... + B 1 f (D) (3.2.2)

seklindeki ifadeye ise sinir deger ifadesi denir. P;(f) , i = 1,2,...,m ifadeleri sir

deger ifadeleri oldugunda ise
P(f)=0,i=1,2,...m (3.2.3)

seklindeki esitlikler siir kosullar olarak adlandirilir.

Bilindigi tizre Cla,?] ile, [a,b] araliginda tanimh ve siirekli olan fonksiyonlarim
lineer uzay1 gosterilmektedir. {f € Cla,b] : f,f",...,f™ & C[a,b]} lineer uzay
ise C™[a, b] bigiminde gosterilir.

D(A) = {feCWa,b] :P(f)=0, i=1,2,..,m}

A(f) = po@) f™ (@) +pi () [V (@) + oo+ pua) f ()
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esitlikleri ile tamimlanan A : Cla, b] — Cla,b] lineer operatériine lineer diferansiyel

operator veya A(f) diferansiyel ifadesi ile
P(f)=0, i=1,2,...m

smir sartlarmin tirettigi lineer diferansiyel operatér denir (Naimark, 1967).

3.3. Diferansiyel Operatorlerin (")zdegerleri ve ézfonksiyonlarl

po(@) f™ () + pr(2) f V(@) + .. + pal2) f(2) = pof (2) (3.3.4)

lineer diferansiyel denkleminin (3.2.3) siur sartlarimin her birini saglayan fy # 0
¢Ozlimil varsa, po degerine sinir deger probleminin 6zdegeri, fy # 0 ¢oziimiine ise
bu 6zdegere uygun 6zfonksiyon denir (Naimark, 1967).

3.4. Metrik Uzaylar

H kiimesi ve d : HHx H— R, (f,g) — d(f,g) doniisiimii i¢in

1.VfgeH, d(f,9)>0 , df,g9)=0&f=gyg
2. Vf,geH, d(f,g)=d(g,f)

3. Vf,g,heH, d(f,g) <d(f h)+dh,g)

ozelikleri saglanirsa H = (H, d) uzay1 metrik uzay olarak tanimlanir.

Tanim 3.4.1. H = (H, d) metrik uzaymda bir {f,} dizisi ve bir f, noktas: verilsin.

Eger d(fn, fo) = 0 (n — o0) ise, {f,} dizisi fy noktasina yakinsiyor denir.

Tamim 3.4.2. H = (H, d) metrik uzayinda bir { f,} dizisi verilsin. Eger d(f,, fo) —

0 (n — o0) olacak bigimde f, € H mevcutsa {f,} dizisine yakimsak dizi denir.

Tanim 3.4.3. H = (H,d) metrik uzay1 ve bu uzayda {f,} dizisi verilsin. Eger
d(fn, fm) — 0 (n,m — oo) ise bu durumda { f,,} dizisi Cauchy dizisi olarak adlandirilir.
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Tanim 3.4.4. H = (H, d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya
Tam Metrik Uzay denir.

(Yakubov, 1994)

3.5.  Normlu Uzaylar ve Banach Uzaylari

H reel (veya kompleks) vektor uzayi olsun. H lineer uzay: iizerinde taniml ||.|| : H —

R doniisiimii asagidaki gibi tanimlanan negatif olmayan reel degerli fonksiyondur.
i VfeHigin |f] 2 0ve |[fll=0=f=0(|f|=0& f=0)

ii. VfeHVaeR, [laf] = |al|f]

iii. Vf,g €|, [|f +gll < IfII+ llgl

Bu durumda H lineer uzayinda bir norm tanimlanmistir denir, || f||— ye f elemaninin
normu denir. H {izerinde (i.) — (i¢i.) kosullariyla belirlenen norm ile birlikte H
vektor uzayma normlu lineer uzay denir. Lineer normlu uzayda d(f,g) = ||f — ¢l
esitligi bir metrik tanimlar. Bu nedenle her normlu uzay ayn zamanda bir metrik
uzay kabul edilir. Eger lineer normlu uzay tam ise (lineer normlu uzay d(f,g) =
I|f — g|| metrigine gére metrik uzay olarak kabul edildigi i¢in metrik uzaylardaki
biitlin kavramlar lineer normlu uzaylar igin de tanimlanmis olur) bu uzay Banach

Uzay1 olarak adlandirilir (Yakubov, 1994).

3.6. ig Carpim Uzaylar1 ve Hilbert Uzaylar:

H reel (veya kompleks) vektor uzayr olsun. H lineer uzayinda Vf,g € H eleman

ciftine (f, g) ile gosterilen bir tek kompleks say1 karsilik getirilmisse ve de

i. VfigeH, (f.g) =g f)
ii. Vf,g,h€H, (f+g,h)={fh)+ (g, h),
iii. Vf,g e H, YVueC, (uf,g) = ulf g),

iv. VfeH, (f,f)>0,
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v.VfeH, (ff)=0<=f=0.

kosullar1 saglanirsa, H— da bir i¢ carpim tanimlanmistir denir, (f, g) sayisia f ve g
elemanlarimin i¢ garpimi denir, H = (H, (., .)) ise i¢ ¢arpim uzay1 olarak adlandirilir.
£l = /{f, f) formiilii H i¢ carpim uzay1 iizerinde bir norm tanimlar. Bu nedenle
her i¢ ¢carpim uzay1 bir normlu uzay, dolayisiyla bir metrik uzay olarak kabul edilir.
Eger H i¢ garpim uzay1 bu norma gore tam ise ve de sonsuz boyutlu ise (yani sonlu

boyutlu degilse), H uzay1 bir Hilbert uzay1 olarak adlandirihir (Yakubov, 1994).

3.7. Ls[a,b] Uzay1

f(z), [a,b] araliginda tanimh ve Lebesgue anlaminda 6lgiilebilir bir fonksiyonu olsun.
Eger|f(z)|? fonksiyonu [a,b] arahginda integrallenebilir ise, f(z) fonksiyonuna [a, 0]

araliginda karesi integrallenebilir fonksiyon denir ve Va € [a, b] igin Lyla, b] uzayi,

Blo.t = {70 : [ 170)Pat < oo}

esitligiyle tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ise Vz € [a,b], Vf,g € Lo i¢in

(@9 o = [ F@igds

bi¢giminde tamimlanir. Bu i¢ carpim uzayi bir Hilbert uzayidir. Bu uzaya aym

zamanda Lebesgue Uzay1’ da denir (Kreyszig, 1978).

3.8. Sturm-Liouville Problemleri

H bir Hilbert uzay1 ve A’da A : H — H bigiminde tamiml olan bir lineer
operator olsun. Eger H uzaymin cisminden alinmis her hangi po skaleri icin
Afo = pofo olacak bicimde fy € H, fy # 0 elemam bulunursa, po sayisina A
operatoriiniin 6zdegeri, fp elemanina ise bu 6zdegere uygun olan ézeleman (veya

ozvektor) denir.

15



Uygulamalarda sik sik rastlanan diferansiyel operatorlerden biri de

bi¢iminde ifade edilen operatérdiir (bu operator genelde H = Lo(a,b) bigimindeki

Hilbert uzaylarinda incelenmektedir). A operatorii i¢in en énemli smir sartlar

fla)cosa + f'(a)sina =0

F(b)cos B+ f/(b)sin B =0 (3.8.5)
(o, B € [0, 7)) biciminde veya
f(a) = f(b)
['@) = 1'(0) (3.8.6)
bigiminde verilmis smir sartlaridir.
Af(x) = —"(2) + q() [ () = M () (3.8.7)

denkleminin (3.8.5) veya (3.8.6) tipindeki sinir sartlarini saglayan ¢oziimlerinin bulun
mas1 problemi Klasik Sturm-Liouville problemleri olarak adlandirilir.

Eger (3.8.5),(3.8.7) veya (3.8.6),(3.8.7) Sturm-Liouville 6zdeger probleminde;

1. [a,b] araligr siirli, g(x) fonksiyonu integrallenebilir ise o halde (3.8.5),(3.8.7)
veya (3.8.6),(3.8.7) problemleri Regiiler Sturm-Liouville 6zdeger problemleri

olarak adlandirilir.

2. Regiiler olmayan Sturm-Liouville problemine Singitiler Sturm-Liouville 6zdeger

problemi denir.

Daha genel olan

f"(@) + p(2) f'(x) + (l(z) + pr(x)) f(x) = 0 (3.8.8)
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bigimindeki diferensiyel denklemler (burada r(x) ikinci mertebeden siirekli diferen

siyellenebilir bir fonksiyon ve r(z) > 0; p(x) ise birinci mertebeden siirekli

(
)

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere
u" + q(t)u = —u

seklindeki kanonik denkleme indirgenebilir. Bunun i¢in x ve f degiskenlerinden

t = /az\/@ds
u) = o)t ew{y [ peash )

Laplace doniistimii ile ¢ ve v degiskenlerine gegilir. Ayrica bu durumda [a,b] aralig
da [0,1] araligina doniismiis olur. Bu déniisiim literatiirde Liouville déniisiimi

olarak ge¢mektedir (Levitan ve Sargsyan, 1988).
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4. BULGULAR VE SONU(C

4.1.  Periyodik Simir Sartlar:

Bu kesimde

L(y) = %{K%} S Gy=0 , = €lal (4.1.1)

diferansiyel denklemleminde ve

y(a) = y(b) (4.1.2)
y'(a) =y'(b) (4.1.3)

siir sartlarindan olusan simir-deger problemini ele alacagiz. (4.1.2)-(4.1.3) siur
sartlar1 peryodik siir sartlar: olarak adlandirmmaktadir. Burada K = K(z,\), G =
G(z, A) fonksiyonlar: {(z,\)| a <z < b, A; < X\ < Ay} bolgesinde siirekli fonksiyonlar
ve de her iki fonksiyon A degiskeninin azalan fonksiyonlaridir. Problemin kendine
esleniklik sart1 olan K (a) = K (b) sartimin da sagladigini kabul edecegiz.
(4.1.1)-(4.1.3) smur deger problemleminin en 6nemli 6zel durumlarindan biri G(z, ) =
¢ —Xg, g >0 durumudur. Bu durumu da kapsayabilmesi icin daha agir sart olan

0G(z, \)

414
o <0 (4.1.4)

kosulunu da sagladigini kabul edecegiz. Bu kosullarin yaninda

lim =2 = oo, (4.1.5)
A—A1 k

e
A—Aq K

sartlarini da sagladigim kabul edecegiz.
Burada § ve G ile siras ile G fonksiyonunun  degiskenine gore [a,b] arahgmdaki
minimum ve maksimum degerleri, kve K ile sirasiyla K fonksiyonunun ayni araliktaki

minimum ve maksimum degerleri gosterilmistir.



(4.1.1) nolu diferensiyel denkleminin

yi(a,\)=1 | yi(a,\)=0 (4.1.7)

baslangi¢ sartlarim saglayan ¢oziimiinii y;(x, A) ile ayn1 denklemin

yo(a,\) =0 , yhla,\)=1 (4.1.8)

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimil ise yo(z, A) ile gosterelim .

Bu durumda y;(x, \) ve ya(x, \) ¢ozlimleri igin

Wy, y2 5 a) # 0 (4.1.9)

olacagindan bu c¢oziimler lineer bagimsiz olacak. Lineer bagimsiz olduklari igin
(4.1.1) nolu denklemin temel ¢oziim sistemini olusturacaklardir. Buna ek olarak

Abel formuliinden yararlanilarak kolayca

K(a
(b A (0. A) — a(b, (b, ) = Y (4.1.10)
K(b)
ozdesligi elde edilebilir.
(4.1.1) nolu denklemin genel ¢6ziimiinii
y(z,\) = Cipn(z,N) + Coya(z, N) (4.1.11)

bigiminde elde ederiz. (4.1.11) ifadesini (4.1.2) ve (4.1.3) smir sartlarinda yerine
yazarsak () ve Cy degiskenlerine gore asagidaki homojen lineer denklem sistemi

elde edilir.

Cl (yl (CL, /\) - yl(bv )‘)) + 02<y2(a’7 )‘) - y?(ba )‘)) =

" (4.1.12)
Ci(yr(a, A) =1 (b, N) + Ca(yz(a, A) — y3(b, ) =0

(4.1.1)-(4.1.3) smur deger probleminin asikar olmayan ¢6ziimiiniin mevcut olmasi i¢in

(4.1.12) denklem sisteminin determinant: sifira esit olmalidir. Bu nedenle karakteristik
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denklem

hn (CL, /\) — (bv >‘) y2(av >‘) - y?(b’ )‘)
yi(a, A) —y1(b,A)  whla, A) — ya(b, A)

— 0 (4.1.13)

bigiminde elde edilir. (4.1.7) ve (4.1.8) esitliklerini (4.1.13) de yerine koyarsak
(4.1.13) karakteristik denklemi

1- Y1 (b> )‘) _y2(b> )‘)

=0 (4.1.14)

bigiminde sadelesir. Burada (4.1.10) 6zdesligi de dikkate alindiginda
F(A) = y1(b,A) +y5(b,A) —2=0 (4.1.15)

bi¢iminde karakteristik denklem elde edilir.

Tanim 4.1.1. Eger A\ = ) saysi i¢in F'(\) = 0 fakat (4.1.14) determinantinin en
az bir elemani sifirdan farkl olursa o halde A = )y sayisina basit karakteristik say1

denir.

Tanim 4.1.2. Eger A = )¢ i¢in (4.1.14) determinantinin tiim elemanlar: sifir oluyorsa
o halde bu sayiya ikikat karakteristik say1 denir.

Yani, eger
v, M) =1 , b ) =0 , 5ndA)=0 , A =1 (4.1.16)

oldugu durumda \g sayisina ikikat karakteristik say1 denir.

Lemma 4.1.3. X\ = )\ sayis1 ikikat karakteristik say1 ise, o halde A nin bu degeri

i¢in (4.1.1)-(4.1.3) simr-deger probleminin iki tane lineer bagimsiz ¢éziimii bulunur.

Ispat. (4.1.16) geregi (4.1.12) lineer denklem sisteminin matrisinin rank: sifira esit
olacagindan bu sistemin iki tane lineer bagimsiz ¢oziimii (¢;, c2) dekiskenlerine gore
bulunur. Bunlara uygun y = Ciy; + Cyys ¢oztimleride lineer bagimsiz olacaktir.

Ispat bitti.
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Simdi (4.1.1)-(4.1.3) smur-deger probleminin karakteristik sayisinin mevcut olup
olmadigini, sonlu sayidami yoksa sonsuz sayidami oldugunu ve de reel mi, yoksa
kompleks mi oldugunu arastiracagiz.

Bunun i¢in

Lu) = 0 (4.1.17)
u(a) =ub) = 0 (4.1.18)

yardimer sinir-deger problemini goz oniine alalim. Bu problem basit bir Sturm -
Liouville problemidir ve bilinmektedir ki bu problemin sayilabilir sonsuz sayida A\ =
p; (i =1,2,...) karakterestik degeri mevcuttur. Ve de A = y; karakteristik degerine
uygun u = u;(x) karakterestik fonksiyonunun a < x < b araliginda tam ¢ tane sifir
yeri bulunur.

Tabiki, (4.1.17)-(4.1.18) probleminin karakteristik sayilar1 (bu sayilara karakteristik
degerler veya 0zdegerler de denir; uygun karakteristik fonksiyonlara ise 6zfonksiyonlar
denir) genel olarak (4.1.1)-(4.1.3) sinir-deger probleminin karekteristik sayilar1 degil
dir. Fakat u;(z) fonksiyonlar1 ys(z, 1t;) fonksiyonlari ile 6zdeslestirilebilir. Ciinkii bu

durumda

y2(b, i) =0 (4.1.19)

esitligi saglanir. O halde bu fonksiyon i¢in (4.1.10) 6zdesligi

y1(0, )y (b, i) = 1 (4.1.20)
bi¢iminde yazilir.Buradan
1 b, ;) — 1}? L(b, i) — 132
F(ps) = ya (b, i) — 2+ R CTICTL RS w U CYT) Rt RN
y1(b, ps) y1(b, ) Ya(b, 117)

elde edilir. Dolayisiyla asagidaki durumlar olabilir;
1. Eger y1(b, ;) > 0 fakat y;(b, p;) # 1 ise F(u;) > 0 olur,

2. Eger y1(b, i) = y3(b, i) = 1 ise F(p;) = 0 olur,
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3. Eger y1(b, ;) < 0 veya y5(b, ;) < 0 ise F(u;) < 0 olur.

yo(a, p;) = 1 ve ya(b, ;) = ya(a, ;) = 0 oldugu igin yo(z, p;) fonksiyonunun a < z <
b araliginda cift sayida m1 yoksa tek sayida mi sifir yerinin mevcut olmasina baglh
olarak (b, ;) sayist sirasi ile pozitif veya negatif olacaktir.

Bu nedenle ¢ indisinin ¢ift say1 oldugu durumlarda F'(y;) > 0 olacak ve bu durumda
p; sayist (4.1.15) nolu karakteristik denklemin kokii olabilir (bu durumda probleminde
karekteristik degeri olabilir).

i indisi tek say1 oldugu durumda ise F'(y;) < 0 olacagindan bu durumda p; sayis
(4.1.15) karekteristik denkleminin kékii olamaz (dolayisiyla problemin de karekteristik

say1si olamaz).

Not 4.1.4. Daha hassas hesaplamalarla ¢ indisinin tek say1 oldugu durumlarda

F(p;) < —4 oldugu gosterilebilir.

F()) karekteristik fonksiyonun pi, po, i3, ... noktalaridaki isareti asagidaki resimle

tasvir edilebilir.

A= A, u, u, o, My Na

FIA) <o 20 <0 20
Sekil 4.1.1

Bu resimden kolayca anlasilabilir ki, F/(A) = 0 karekteristik denkleminin (g, p13)
, (i3, p5), .... araliklarimin her birinde ¢ift sayida kok (iki kat kokler de iki tane
olarak hesap edilmez kaydi ile) vardir. Boylece ispat edilmis olundu ki (4.1.1) -
(4.1.3) probleminin sonsuz sayida reel karekteristik degeri mevcuttur. Simdi baska

bir yardimc1 sinir-deger problemi olan

Lv) = 0 (4.1.22)

V'(a)=2"(b) = 0 (4.1.23)

problemini gozoniine alalim. Bu problemin de sayida v;(i > 0) karekteristik degeri

mevcuttur. v; karekteristik degerine uygun v;(z) karekteristik fonksiyonunun a <
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x < b araliginda tam 7 sayida sifir1 (kokii) mevcuttur. v;(x) fonksiyonunu y; (z, v;)

fonksiyonu ile 6zdeslestirirsek yukaridakine benzer olarak

Y1 (ba vl)yé(b, vi) = 1) (4124)

{yl(bv Ui) - 1}2
yl(b> Ui)

esitliklerini elde ederiz. Bu nedenle asagidaki durumlar soz konusu olabilir;

F(v;) =

(4.1.25)

1. Eger yi(b,v;) > 0 fakat y1(b,v;) # 1 ise F'(v;) > 0 olur,
2. Eger yy1(b,v;) = 1 ise F(v;) = 0 olur,
3. Eger y,(b,v;) <0 ise F(v;) <0 olur.

Bu nedenle 7 indisi ¢ift say1 ise y; (z, v;) fonksiyonu a < x < b arahginda ¢ift sayida
sifir yerine sahiptir, ¢ indisi tek say1 ise y; (2, v;) fonksiyonu aynm aralikta tek sayida
sifir yerine sahiptir. Ayrica y;(a,v;) = 1 oldugunu da dikkate alirsak kolayca goriiriiz
ki ¢ indisi ¢ift ise y; (b, v;) > 0 olur 7 indisi tek say1 oldugu durumda ise y; (b, v;) < 0
olur. Bu nedenle i indisi ¢ift say1 oldugunda F'(v;) > 0 oluyor ve bu durumda v;
sayist (4.1.15) karekteristik denleminin kokii olabilir. ¢ indisinin tek oldugu durumda
ise F'(v;) < 0 olacagindan bu durumda v; sayist (4.1.15) karekteristik denkeleminin

kokii olamaz. Grafiksel olarak bu durumlar asagidaki bicimde tasvir edilebilir.

=

A= A vy g e Al

F(A) 20 <0 =20 L) s

Sekil 4.1.2

Dolayisi ile F'(X\) karekteristik fonksiyonu (Aq,v1), (v, v3), (vs, vs), ... araliklarinmm
her birinde ¢ift sayida sifir yerine sahiptir. Ayrica A biiyidiiginde a < = < b
araligindaki sifir yerlerimiz sayica biiytidiginden v; < pt;411 < Uigo , fi < Vi1 < [it2

esitsizliklerinin saglandig1 da kolayca anlasilabilir.
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Diger taraftan j; ve v; sayilarinin birbirine gore durumlar: hakkinda herhangi birsey
bilinmemektedir. Eger p; < v; oldugunu kabul edersek F'(A) fonksiyonunun isaret

degisimini asagidaki resimle tasvir edebiliriz.

A=A, v, o, Vv M ¥ My Voeee A

Ff;U =20 <0 <0 =20 =20 <0 <0

Sekil 4.1.3

Boylece asagidaki teorem ispatlanmis oldu.

Teorem 4.1.5. Eger u; < v; (i = 1,2,...) ise o halde (p;, fti+1), (v, v;41) araliklarinim

her birinde (4.1.1) - (4.1.3) probleminin en az bir karekteristik degeri mevcuttur.
Simdi daha net olan asagidaki teoremi ispat edecegiz.

Teorem 4.1.6. Onceki teoremin sartlar altinda (4.1.1)-(4.1.3) probleminin (;, pi11),

(v, v41) araklarmin her birinde bir tek karekteristik degeri bulunur.

Ispat. Her bir aralkta F()\) = 0 denkleminin her bir kokiinde F’(A) mmn aym
isarete sahip oldugunu ispat etmenin yeterli olacagl kolayca anlasilabilir. Bunun
anlasilabilmesi i¢in stirekli fonksiyonlarinin grafiklerinin artan ve azalan parcalarinin
bir birini takip etmesi gerektigini hatirlamak yeterli olur. Basitlik hatirina K nin A
dan bagimsiz oldugunu kabul edecegiz (genel durum benzer bi¢imde arastirilabilir).

Bu durumda

FO=uy1(b,A) + 15(b, ) — 2 (4.1.26)

olur. Tirev alirsak
/ - ayl (b7 )‘) ayé(l% )‘)
F'(\) = B + B (4.1.27)

bulunur. « ve o reel sayilari verilsin. Kabul edelim ki, u = u(z, \)

L(u) =0 (4.1.28)

ula)=a , u(a)=da (4.1.29)



sinir deger problemlerinin ¢oztimiidiir bu ¢oziimiin mevcut oldugu ve tek oldugu
dijeransiyel denklemler teorisinden iyi bilinmektedir. O halde 5 fonksiyonu asagidaki

homejen olmayan diferansiyel denklemi saglar.

d Ou _ oo ou 8G

K— . 4.1.
{ dx O\ ax  on" (4.1.30)
y1(z, A) y2(x, \) fonksiyonlarimin tanim geregi
d d Ov ov
%{K%a—A _Gﬁ =0 (4.1.31)
homojen denkleminin iki tane lineer bagimsiz
ov v
B\ =y (x, N, B\ = ya(x, \) (4.1.32)
¢Ozuimii mevcuttur. Her \ igin
u(a,\) = a,u'(a,\) = o (4.1.33)
esitliklerinin saglandigim ve dolayisiyla
0 o ,
ﬁu(a A) =0, il (a,\) =0 (4.1.34)

esitliklerinin de saglandig1 dikkate alarak paremetrelerin degisi yontemi ile asagidaki

esitlikleri elde edebiliriz.

du 1 / 8G(t,)\)u(t,)\){%(t,/\)yg(x,)\) — et Ny (2 V)b, (4.1.35)

oN  K(a) B

u(t> )‘){yl <t7 )‘>yé(xv >‘) - y2(t7 A)yi(&:, )‘)}dta (4136>

9du 1 / OG(t, \)
ONdr — K(a) ), oA

Simdi (4.1.35) esitliginde x = b ve u = y; yazarsak

y1(t, N {y2(b, \) — yo(t, Nyi(b, ) }dt,  (4.1.37)

op(b,\) 1 /baG(t,A)
B )\
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esitligini elde ederiz. Benzer bicimde (4.1.36) esitliginde = = b, u = y, yazarsak

b (b, \) 1 /b OG(t, \)

_ / ) /
o K@ ). Tan A AR0A) = el A (b A,
(4.1.38)
esitligini elde ederiz. Buradan
' . 1 baG(t7/\) )
FO) = K(a)/a O\ Yo (b, N)yi(t, N)dt
1 [POG(t N,
! K(a)/a oy W20 A) = (b Myt Aya(t, A)dt
1 [PoG(t,\) )
- K(a)/a an (b Awe(t, At (4.1.39)

esitligi bulunur. K(a) > 0 ve g—f < 0 oldugu i¢in F'()) isareti ile & = y1(t,\),n =
yo(t, A) degiskenlerinin

®(§,n) = y2(b, )& + [y3(b, A) — (b, N)Jén — 4 (b, A)¢” (4.1.40)
kuadratik formunun isareti birbirinin tersi olacak. Bu kuadratik formun diskiminanti
[2(0, A) = ya(b, )] + dya(b, Ny (b, ) (4.1.41)
ifadesine esittir. O halde Abel formiilii geregi
(b, N)ya(b, A) = ya(b, Ny (b, A) = 1 (4.1.42)
esitligi saglanir. Bunu dikkate alirsak dikriminant igin
(b, ) + 91 (b, N)J? — 4 (4.1.43)
ifadesi elde edilir. Bu nedenle

Y1(b, A) + y5(b, A) =2 (4.1.44)
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esitligini saglayan A— lar i¢in verilmis kuadratik formun diskiminant: sifira esit olur.

A— nin boyle degeri i¢in kuadratik form i¢in asagidaki ifadeyi elde ederiz.

{y2 €+ 3(vh — y)n}?

(&,
(& m) (b )
/ —(1 = 2
Y1 (b7 )‘>
Eger \ karakteristik degeri basit karakteristik deger ise o halde
1 / /
Y2 + §(y2 —yun, yin— 1 —y)§ (4.1.46)

ifadelerinin her ikisi sifira esit olamaz. Bu durumda F'(\) # 0 olur ve de onun
isareti (b, A) veya ya(b, \) - nin isareti ile aym oluyor. Dolayisiyla F'A fonksiyonu
basit karakteristik degerlerde isareti degisiyor. O halde eger A - nin her 6zel degeri
icin

ya(b,\) = 41 (b,\) =0 (4.1.47)

esitlikleri saglandiginda Abel formiilii

yl(b> )‘) = yé(b7 )‘) =0 (4148)

bi¢iminde doniistiyor. Bu durumda

y1(b, A) + yh(b, \) = 2 (4.1.49)

karakteritik denkleminde
yi(b,N) + gh(b, ) = 1 (4.1.50)

elde edilir. Boyle A degerleri ikikatli karakteristik deger oluyor ve bu degerler icin

FN =0 F'(A\) =0 (4.1.51)
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esitlikleri saglanir. F'()) ifadesini elde ederken uyguladigimiz yénteme benzer olarak

ispat edebiliriz ki,

2 b OG(s, \) OG(t,\)
F/l - = ) ) ) o 2
(A) {K(a)}2/a /a o 5 {108, Nya(t, \)—y2(s, Ny (t, A) }dtds
(4.1.52)
esitligi saglanir. y; ve yo fonksiyonlar1 (4.1.1) nolu diferansiyel denklemin lineer

bagimsiz ¢oziimleri olduklar: i¢in ve de s ve ¢ bagimsiz degiskenler oldugundan

y1(3> )‘)y2(ta )‘) - y2(37 )‘>y1 (t’ >‘) (4153)

ifadesi 6zdeslik olarak sifira esit degil. Dolayisiyla A sayis ikikat karakteristik deger
oldugunda F”()) fonksiyonu her ikikat karakteristik degerin yakin komsulugunda
da negatf isaretini koruyor. F'(X) fonksiyonu po,—1 ve pion+1 noktalarmda negatif
oldugu i¢in ve de ps,, nktalarinda pozitif veya sifir oldugu icin (pom—1 , flom—1) €n

az iki tane A\, ve\, karakteristik degeri mevcuttur. Bu durumda

Ham—1 < )\p S Hom S )\q < H2m+1 (4154)

bagintisi saglanir.

Kolayca goriiliir ki, bu aralikta ps,, — den farkli olan hi¢ bir ikikat karakteristik deger
bulunmaz. Eger (ttom—2, flom) araliginda baska karakteristik degerler de mevcut ise o
halde onlarin her biri basit karakteristik deger olmalar1 gerekir ve de sayilarinin ¢ift
say1 olmasi gerekir. Fakat boyle A degerleri igin F”(A)— nin isaretinin yo(b, \)— nin
isaretinin tersi olmasi gerekiyor ki, bu da imkansizdir. Cilinkii (b, A) araligin her
hangi bir noktasinda isaretini degistirmez. Bu nedenle (pom,—1, ftom+1) ikili araliginda
Ap ve A,— nun disinda baska bir karakteristik deger bulunamaz. Benzer bi¢imde
ispat edilebilir ki, (vg;,_1, vamy1) ikili arahginda sadece iki tane karakteristik deger

bulunur ve bu karakteristik degerlerin A, ve A, oldugu da kolayca gortliir. Boylece

Vom—1 < )‘p < Vo < )‘q < Vom+1 (4155)
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elde edilir. Bu nedenle (Ag,,v9,,) agik arahiginda ve [Agy,11v2m41] kapal araliginda
hig bir karakteristik deger bulunamaz ((4.1.54) ve (4.1.55) - e bak). Benzer bi¢imde
ispat edilebilir ki A, < A < vy araliginda F'(\) > 0 dir ve bu nedenle bu aralikta
karakteristik deger bulunmaz.

Simdi karakteristik fonksiyonlarm sifir yerlerini arastiralim.

Ap ve A, karakteristik degerleri (pom—1, plom+1) ikili araliginin i¢ noktalar: olduklar
icin y, ve y, karakteristik fonksiyonlarinin @ < x < b araligindaki sifir yerlerinin
sayist 2m — 1 den az ve de 2m + 1 den ¢ok olamaz. Fakat sinir sartlar1 periyodik
oldugu i¢in sifir yerlerinin sayisi ¢ift say1 olmak zorundadir. Dolayisiyla y, ve y,
karakteristik fonksiyonlarinin her birinin ¢ < x < b araliginda tam 2m sayida sifir
yeri mevcuttur. Simdi (A, vo) araligim (Ky) ile, (p1,v1), (g2, va), .... araliklarm ise

sirast ile (K1), (Ks), ... ile gosterelim. Bu durumda hig bir karakteristik deger hi¢ bir

-"‘\h fm_;' foJ 1”6' quj ;\2
.—"—4——-—-—_4—-—1-—-—*\\—— e N ——4— + ¢+ —— =
}\O )\1 hz ’\.\
Sekil 4.1.4

(K;) araliginin i¢ noktasi olamaz. Buna ilaveten, iki ardisik K; ve K;i; araliginin
arasinda sadece bir tane karakteristik deger bulunur (ikikat karakteristik degerler
i¢in bunun her zaman dogru olmayacagy asikardir). Bu karakteristik degeri J; ile,
uygun karakteristik fonksiyonu ise y;(z) ile gosterelim. O halde yo(z) fonksiyonunun
a < x < b araliginda sifir yeri bulunmaz; y;2 ve yox -in her birinin bu aralikta
ikiser tane sifir yeri bulunur; ysx ve ysx -in her birinin bu aralikta dorter tane sifir
yeri bulunur ve bu kural ile devam eder. Boylece asagidaki salinim teoremi ispat

edilmis oldu.

Teorem 4.1.7. (4.1.1) — (4.1.3) smur-deger probleminin sayilabilir sonsuz sayida
Ao, A1, Ag, .., . karakteristik degeri mevcuttur ve bu karakteristik degerlere uygun
karakteristik fonsiyonlar1 yo(z), y1(2), ...., yi(x), ... ile gosterirsek her i = 0,1,2, ...

icin y;(x) karakteristik fonksiyonunun a < x < b arahgindaki sifir yerlerinin sayist
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w; ile gosterirsek
1, 1 cift ise
t+1 , 7 tekise

esitligi saglanir.

4.2. Katsayilar1 Periyodik olan ve Periyodik Sinir Sartlar: ile Verilmis

Sturm-Liouville Problemi

Periyodik smir sartlar ile verilmis Sturm-Liouville probleminin en ¢nemli 6zel hali
katsayilarimin da ayni periyodlu periyodik fonksiyonlar olmasi durumudur. Bu
ozel durumun fizik ve miihendislikte genis uygulama alan1 mevcuttur. Genelligi

azaltmadan periyodun 27 olmasi durumunu inceleyebiliriz. Yani

Ly) = (K@) ~ Gy =0, (42.56)

Sturm-Lioville denkleminden
y(=m) = y(m) (4.2.57)
y(—m) = y'(r) (4.2.58)

periyodik sinir sartlarinda olusan problemi géz Oniine alahm ve K (x), G(x) katsay:
fonksiyonlarimin ¢ift fonksiyon olduklarini ve 7 periyodlu olduklarini kabul edelim.
O halde her y; ve yokarekteristik fonksiyonlarinin her biri (4.2.56) nolu denklemi de

saglayacagindan

yz’(_ﬂ—) = yi<7r) ) y;(—ﬂ') = y;(ﬂ') ) 1=1,2 (4259)

sartlarini da saglamis olacak y; ve ys karekteristik fonksiyonlarini asagidaki baslangig

sartlar ile tamamlayalim:

y1(0,A) =1, y1(0,A) =0 (4.2.60)
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Teorem 4.2.1. y;(x, \) ¢oziimii ¢ift fonksiyon, ys(z, ) ¢dziimii ise tek fonksiyondur.

Ispat. Eger (2, \) fonksiyonunun cift fonksiyon olmadigi kabul edersek, o halde
ys(z, A) =y (x, A) —y1(—x, \) (4.2.62)

esitligi ile tanimlanmus ys(x, A) fonksiyonu hem (4.2.56) denklemini hem de

ys(0,) =0, (0, 1) = 0 (4.2.63)

baslangig sartlarini saglayan ¢oztim olur. Fakat (4.2.56) denkleminin (4.2.63) sartlarini
saglayan bir tek asikar ys(z, ) = 0 ¢oziimiiniin mevcut oldugu diferansiyel denklemler

teorisinden iyi bilinmektedir. Bu durumda (4.2.62) esitligi geregi
y1(z, A) = y1(—z, \) (4.2.64)

elde edilir. Bu ise y;(x, \) nin ¢ift fonksiyon olmadigi kabiiliimiizle ¢eligki olustur
maktadir. Boylece y;(x, \) ¢dziimiiniin ¢ift fonksiyon oldugu ispat edilmis oldu.
Simdi ya(z, A) ¢éziimiiniin tek fonksiyon oldugunu ispat edelim. Bunun ispatini da
aksini kabul etme yontemi ile yapalim. Yani ys(z, A) fonksiyonun tek olmadigim
kabul edelim.

ya(z, A) = 22, A) + y2(—2, A) (4.2.65)

esitligi ile de y4(z, A) fonksiyonunu tammlayalim. Bu fonksiyonun (4.2.56) nolu
denklemi sagladig1 apagiktir. Ayrica (4.2.61) esitligi geregi
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esitlikleri saglanir. Yani y,(x, \) fonksiyonu hem (4.2.56) nolu denklemini hem de

baslangi¢ sartlarmi saglayan ¢oziimdiir. Fakat diferansiyel denklemler teorisinden

iyi bilinen ¢oziimiin varhg: ve tekligi hakkinda teorem geregi her x € [—m, 7| igin
y1(0,\) = 0 (4.2.69)
elde edilir. (4.2.65) ve (4.2.69) dan
yo(z, A) = —yo(—2, N), = € [—7, 7] (4.2.70)

elde edilir. Boylece teoremin ispat1 da tamamlanmis oldu.

Teorem 4.2.2. Eger A = )\ sayist icin y;(—m, A\g) = 0 sart1 saglaniyorsa, o halde
A = Ao sayist karekteristik say1 degildir.

Ispat. y1(—m, Ag) = 0 oldugu durumda y; (z, A) ¢dziimiiniin [, 7| kapali araliginda

ki sifirlarinin sayisi ¢ift say1 oluyor. Bu durumda

Vi (=, X0) i (7, Ao) <0

oluyor, yani y|(—m, Ao) ve yi(m, Ag) degerleri sifirdan farkli ve ters isaretli oluyor.

Fakat (4.2.58) sart1 geregi

yi(_ﬂ-7 AO)'yi (71—7 /\0) >0

sart1 saglanir. Boylece geliski elde edilir. Dolayisiyla A = )¢ say1sinin 6zdeger oldugu
kabulii ile celiski elde edilmis oldu. Ispat bitti.

Simdi yy (=, A) # 0 durumunu arastiralm. Bu durumda

yi(=m A) = yi(m, A) (4.2.71)
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sart1 saglanmis olacak. Ayrica A— nin A = vy, degeri igin y;(x, A) ¢Ozlimiiniin

y'(—m) =y (r) =0 (4.2.72)

sartlarini saglayacagl apagiktir.

Benzer bi¢imde gosterebiliriz ki, A = g, degerleri i¢in yo(x, \) ¢dziimii

ve

sartlarini saglar. Ayrica A = pop, icin y5(—7m) # 0 ve yh(m) # 0 olacagin kolayca
gosterebiliriz. Dolayisiyla A = \; karekteristik degerleri ¢ -nin ¢ift degerleri icin ~; ,

¢ -nin tek degerleri i¢in ise p;41 ile 6zdestirilebilir.
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