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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

PERİYODİK STURM-LİOUVİLLE PROBLEMLERİ

HAMDİ TAPAR

TOKAT GAZİOSMANPAȘA ÜNİVERSİTESİ
FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ
MATEMATİK ANABILIM DALI

Danıșman : Prof. Dr. Oktay MUHTAROĞLU

İkinci Danıșman : Dr. Öğr. Üyesi Hayati OLĞAR

Bu tez çalıșmasında; Periyodik Sturm-Liouville problemi çalıșıșmıștır. Bu tez çalıșma
sı dört bölümden olușmaktadır. Birinci bölüm, giriș kısmına ayrılmıștır. İkinci
bölümde, Sturm-Liouville teorisinin öneminden, kullanım alanlarından ve bu konuda
literatürde yer alan çalıșmalardan kısaca bahsedilmiștir. Üçüncü bölümde, bu tez
çalıșması ile ilgili temel tanım ve teoremlere yer verilmiștir. Dördüncü bölümünde
Periyodik Sturm-Liouville probleminin temel özellikleri incelenmiștir.

2019, 38 sayfa

ANAHTAR KELİMELER: Sturm-Liouville Problemleri, Özdeğerler,
Özfonksiyonlar, Periyodik sınır șartları.
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ABSTRACT

M. Sc. THESIS

PERIODIC STURM-LIOUVILLE PROBLEMS

HAMDİ TAPAR

TOKAT GAZIOSMANPASA UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL of NATURAL and APPLIED SCIENCES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Supervisor : Prof. Dr. Oktay MUHTAROĞLU

Co-Supervisor : Dr. Öğr. Üyesi Hayati OLĞAR

In this thesis, the Periodic Sturm-Liouville problem were studied. This present
work has consisted of four chapters. The first chapter has been devoted to the
introduction. In the second chapter, the importance and use of the theory of
Sturm-Liouville field and studies in the literature are mentioned briefly. In the
third chapter, basic definitions and theorems concerning of this thesis are given. In
the fourth chapter, the main characteristics of the periodic Sturm-Liouville problem
are investigated.

2019, 38 pages
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1. GİRİȘ

Fizikte ve diğer doğa bilimlerinde ortaya çıkan yeni yeni problemlerin Fourier yöntemi

ile çözebilmek için uygun Sturm Liouville probleminin özdeğer ve özfonksiyonlarının

araștırılması ihtiyacı ortaya çıkmaktadır. Bu nedenle Sturm-Liouville teorisi iki

asra yakın bir süredir önemini git-gide daha da arttırmaktadır. Bașlangıçta ısı

yayılımı sürecinin incelenmesinde ortaya çıkan Sturm-Liouville problemi günümüzde

fiziğin neredeyse her alanında bașarılı bir biçim de uygulama alanı bulmaktadır.

Sturm-Liouville teorisinin temelleri ondokuzuncu yüzyılın ortalarında bu teoriye

ismini veren C. Sturm ve J. Liouville tarafından atılmıștır. Örneğin ` uzunluğundaki

bir çubuğu, bașlangıcı orĳinde olmak kaydı ile apsis ekseninin pozitif yönüne yerleștire

lim. Koordinatı x olan(0 ≤ x ≤ `) noktada t anındaki (t ≥ 0) sıcaklığını u(x, t)

ile gösterelim. Çubuğun, ekseni dik kesen A alanlı düzgün bir kesitinin olduğunu

ve homojen malzemeden yapıldığını kabul edelim. Ayrıca çubuğun dik kesitinin

oldukça küçük alanlı olduğu, u sıcaklığının her bir dik kesit üzerinde sabit olduğu,

çubuğun yüzeyinin ise ısı geçirmeyen bir malzeme ile yalıtıldığı durumunu göz önüne

alalım. Bu durumda ısı akıșı x ekseni yönünde olacaktır. Santimetrekaredeki saniye

bașına kaloriyi temsil eden ısı akıșını F (x, t) ile gösterirsek, fiziksel yasalar gereği

F (x, t) = −K
∂u

∂x

formülü elde edilir. Burada K ile çubuğun oluștuğu homojen malzemenin termik

iletkenliği gösterilmiștir. Ayrıca δ ile bu malzemenin yoğunluğunu, c ile öz ısısını

(yani 1gr malzemenin sıcaklığını 10 artırmak için gerekli ısı miktarı (kalori)) gösterir

sek, çubuğun yeteri kadar küçük [x, x + ∆x] parçasının ısı içeriği (sıfır sıcaklıktan

u(x, t) sıcaklığına kadar yükseltmek için ısı miktarı) için

Q(t) =

∫ x+∆x

x

cδAu(x, t)dx (1.0.1)

formülü elde edilir. Bu küçük parçadaki ısının R akıș oranı

R = AΦ(x, t)− AΦ(x + ∆x, t) = KA

[
∂u(x + ∆x, t)

∂x
− ∂u(x, t)

∂x

]
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eșitliği ile tanımlanmaktadır. (1.0.1) eșitliğinde; ısı, parçaya sadece iki uçtan girip

çıktığı için Q′(t) = R eșitliği sağlanır. Diğer taraftan (1.0.1) deki integralin türevini

alırsak

Q′(t) =

∫ x+∆x

x

cδA
∂u(x, t)

∂t
dx

elde edilir. Malzemenin ısı yayılımını K = K
cδ

ile gösterirsek ve de Q′(t) = R

olduğunu dikkate alırsak
∂u

∂t
= K

∂2u

∂x2

kısmi diferensiyel denklemini elde ederiz. Bașlangıç t = 0 anında çubuğun x nokta

sındaki sıcaklığını f(x) ile gösterirsek

u(x, 0) = f(x)

bașlangıç șartını elde ederiz.

Çubuğun uç noktalarındaki sıcaklığı hep sıfır olarak kabul edersek (bunun için uç

noktaları buz bloğuna bağlayabiliriz)

u(0, t) = u(`, t) = 0

sınır șartları elde edilir. Böylece bir fiziksel sürecin

∂u

∂t
= K

∂2u

∂x2
, t = 0 , 0 ≤ x ≤ ` (1.0.2)

u(x, 0) = f(x) (1.0.3)

u(0, t) = u(`, t) = 0 (1.0.4)

biçiminde matematiksel modeli kurulmuș olur.

Basit durum olan K = 1 durumunu araștıralım. Bu problemi Fourier yöntemi ile

çözersek, yani çözümü

u(x, t) = y(x)z(t)

biçiminde ararsak (1.0.2) denklemi gereği
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z′(t)y(x) = z(t)y′′(x) (1.0.5)

denklemi elde edilir. Bu denklemi

z′(t)
z(t)

=
y′′(x)

y(x)
(1.0.6)

biçiminde yazalım. (1.0.6) denkleminin sol tarafı sadece t değișkenine sağ tarafı ise

sadece x değișkenine bağlı olduğu için (1.0.6) nın hem sol hemde sağ tarafı sabit

fonksiyondur. Bu sabiti λ ile gösterelim.

z′(t)
z(t)

=
y′′(x)

y(x)
= λ (1.0.7)

Böylece iki tane adi diferansiyel denklem elde edilmiș oldu:

z′(t) = λz(t) ve y′′(x) = λy(x).

(1.0.4) sınır șartından

z(t)y(0) = 0 ve z(t)y(l) = 0

elde edilir. Buradan

y(0) = y(l) = 0

elde edilir. Böylece y = y(x) fonksiyonu için

−y′′(x) = λy(x) (1.0.8)

y(0) = 0 , y(`) = 0 (1.0.9)
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biçiminde en basit Sturm-Liouville problemi elde edilir. Burada λ ayırma sabitidir

ve spektral parametre ve ya özdeğer parametresi olarak bilinmektedir.

(1.0.8)-(1.0.9) probleminin sıfırdan farklı çözümü ancak ve ancak λ nın

λn =
n2π2

`2
, n = 1, 2, 3, ...

değerleri için mevcuttur ve bu çözümler

yn(x) = sin
nπx

`
, n = 1, 2, 3, ...

biçimindedir. λn lere özdeğerler, yn(x) çözüm fonksiyonlarına ise özfonksiyonlar

denir. zn = zn(t) fonksiyonu için uygun diferensiyel denklemler

z′n +
n2π2K

`2
zn = 0 , n = 1, 2, 3, ...

biçiminde elde edilir. Bununda çözümü

zn(t) = e−
n2π2Kt

`2 , n = 1, 2, 3, ...

biçimindedir. O halde

u(x, t) =
∞∑

n=1

cne−
n2π2Kt

`2 . sin
nπx

`

fonksiyonu hem (1.0.2) denklemini hem de (1.0.4) sınır koșullarını sağlar. Bunu

(1.0.3) de yazarsak

f(x) =
∞∑

n=1

cn sin
nπx

`

Fourier serisi elde edilir. O halde Fourier serisi teorisinden yararlanarak

cn =
2

`

∫ `

0

f(x). sin
nπx

`
dx

4



Fourier katsayıları bulunur. Sonuç olarak (1.0.2)-(1.0.4) probleminin çözümünü

așağıdaki seri biçiminde bulmuș oluruz.

u(x, t) =
∞∑

n=1

(
2

`

∫ `

0

f(x). sin(
nπx

`
)dx

)
e−

n2π2Kt
`2 . sin

nπx

`

Sonuç olarak görüyoruz ki, somut bir fiziksel problemi çözmek için uygun Sturm -

Liouville probleminin așağıdaki özelliklerini elde etmek ihtiyacı ortaya çıkmaktadır.

1. Özdeğerlerini bulmak,

2. Özfonksiyonlarını bulmak,

3. Verilmiș fonksiyonu özfonksiyonların serisine açmak.

Bu örnek bile Sturm-Liouville Teorisinin ne kadar büyük bir öneme sahip olduğunu

açıkça ortaya koymaktadır.

Matematiksel fiziğin birçok probleminin Fourier yöntemi ile çözümünü seri biçiminde

elde etmek için uygun spektral problemin en temel spektral özelliklerinin bulunması

gerekir. Fiziksel süreçlerin matematiksel modeli kurulurken genellikle ikinci mertebe

den kısmi türevli lineer diferensiyel denklemlerin ortaya çıktığı iyi bilinmektedir.

Böyle problemlere uygun spektral problemler ise Sturm-Liouville problemleri olarak

adlandırılmaktadır. Son yıllarda farklı doğa bilimlerinde ortaya çıkan süreçlerin

matematiksel modeli kurulurken yeni tipten, yani klasik olmayan kısmi türevli denk

lemler için bașlangıç ve sınır-değer problemleri ile karșılașılmaktadır (Atkinson,

1964; Belinsky ve Dauer, 1997; Birkhoff, 1908; Rodman, 1989). Bu durum beraber

inde Sturm-Liouville problemlerinin de farklı yollarda genelleștirilmesi ihtiyacını

ortaya çıkarmaktadır
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2. LİTERATÜR ÖZETİ

C. Sturm ve J. Liouville’nin (Sturm ve Liouville, 1837), 19. yüzyılın ortalarında

yaptıkları çok önemli çalıșmalardan sonra bu konu birçok matematikçi ve fizikçinin

dikkatini çekmiștir. Özellikle de kuantummekaniğinde ortaya çıkan ünlü Schrödinger

denkleminin araștırılması ihtiyacı Sturm-Liouville teorisinin gelișmesinde önemli bir

etken olmuștur. H. Weyl’in 1910’uncu yılda yaptığı çalıșma ile Sturm-Liouville

teorisinin yeni bir dalının singular (tekil) Sturm-Liouville problemleri teorisinin

temeli atılmıștır.

20. Yüzyılın ilk yarısında (Dixon, 1912; Stone, 1932; Weyl, 1910; Titchmarsh,

1962) çalıșmaları bu teorinin farklı yönlerde gelișmesinde etkili olmuștur. Bu teori

sonraki yıllarda da yüzlerce matematikçi ve fizikçi tarafından yoğun bir biçimde

geliștirilmiștir. Çünkü fizikte ve bașka doğa bilimlerinde ortaya çıkan yeni-yeni

problemlerin araștırılması neticesinde bu teoride yeni-yeni sonuç ve yöntemler elde

edilir. Bu tür problemlerden tez çalıșmamızla ilgili olan bazıları hakkında kısaca

bilgi verelim. Birçok fizik problemlerinde zamana göre türev sadece diferensiyel

denklemde değil, aynı zamanda sınır șartlarında da ortaya çıkmaktadır. Böyle

problemlerle ilgili bir çok örneği (Fulton, 1977) çalıșmasında bulabiliriz. Böyle

problemlere uygun olan Sturm-Liouville problemlerinde özdeğer parametresi sadece

diferensiyel denklemde değil, hem de sınır șartlarında bulunur. Bu tür Sturm -

Liouville problemleri farklı yöntemlerle (Binding ve ark., 1993; Binding ve Volkmer,

2001; Hinton and Shaw, 1990; Kandemir ve Mukhtarov, 2016; Kerimov ve Mirzoyev,

2003; Langer, 1932; Mukhtarov, 1994; Mukhtarov ve Kandemir, 2002; Mukhtarov

ve ark., 2015; Mukhtarov ve Yakubov, 2002; Olğar ve Mukhtarov, 2017; Schneider,

1974; Shkalikov, 1982; Walter, 1973; Wang ve ark., 2009; Zhang ve ark., 2013) ve

bașkaları tarafından araștırılarak önemli sonuçlar elde edilmiștir.

"Regular Eigenvalue Problems with Eigenvalue Parameter in Boundary Condition,

Math. Z. 133(1973), 301",

TU :=
1

r
{−(pu′)′ + qu} = λu, on[a1, a2] (2.0.10)

−(βi1u(ai)) = λ(αi1u(ai)− αi2u
′(ai)) (i = 1, 2) (2.0.11)

6



künyeli çalıșmasındaWalter, bu problemin bir operatör teorik formülasyonunu vermiș

tir. Yazar aynı zamanda

ρ = β′1β2 − β1β
′
2 > 0 (2.0.12)

șartını sağlayan hem denkleminde hemde sınır șartlarının her ikisinde özdeğer para

metresi bulunduran (2.0.10)−(2.0.11) sınır değer probleminin uygun Hilbert uzayında

tanımlı A operatörünün self-adjoint olduğunu göstermiștir.

"A Note on Eigenvalue Problems with Eigenvalue Parameter in the Boundary Cond

itions, Math. Z. 1974",

−(pu′)′ + qu = λru (2.0.13)

u(a) = 0 (2.0.14)

−(β1u(b)− β2u
′(b)) = λ(α1u(b)− α2u

′(b)) (2.0.15)

isimli çalıșmasında Schneider (2.0.13)−(2.0.15) probleminin S− hermityan sınır-değer

problemlerinin teorisi çerçevesinde kabul edilebileceğini göstermiștir. Aynı zamanda

Schneider bu çalıșmasında, özfonksiyonlar sistemi üzerine açılımın mutlak ve düzgün

yakınsaklığı ile ilgili koșullar vermiștir.

"Two-Point Boundary Value Problems with Eigenvalue Parameter Contained in the

Boundary Conditions, Roy. Soc. Edinburg 77a (1977),293-308",

TU := −u′′ + qu = λu (2.0.16)

cos αu(a) + sin αu′(a) = 0, α ∈ [0, π) (2.0.17)

−[β1u(b)− β2u
′(b)] = λ[β′1u(b)− β′2u

′(b)] (2.0.18)

künyeli makalesinde Fulton, Titchmarsh’ın 1962 yılında yayımlanmıș olan "Eigen

function Expansions Associated with Second-Order Differential Equations" adlı kitab

ındaki regüler Sturm-Liouville problemleri için yer alan incelemelerin (2.0.16) −
(2.0.18) sınır-değer problemleri üzerine devam ettirilebileceğini göstermiștir. Ayrıca

Fulton; Fourier tipi șartlar altında noktasal yakınsaklık șartlarını içeren bir takım

yakınsaklık teoremleri elde etmiș, özdeğer ve özfonksiyonlar için asimptotik formüller
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bulmuș ve aynı zamanda, problemin ele alınacağı aralığın sonsuz ve yarı sonsuz

olması durumlarını da incelemiștir.

"An Expansion Theorem For An Eigenvalue Problem with Eigenvalue Parameter in

the Boundary Conditions, Quart J. Math. Oxford (2) (1979), 33-42",

TU :=
1

r
{−(pu′)′ + qu} = λu (2.0.19)

cos αu(a) + sin α(pu′)(a) = 0, α ∈ [0, π) (2.0.20)

−[β1u(b)− β2(pu
′)(b)] = λ[β′1u(b)− β′2(pu

′)(b)] (2.0.21)

adlı çalıșmada Hinton, daha önceki yazarlar (Fulton, 1977; Schneider, 1974) tarafın

dan Hilbert uzayı metodunu kullanarak dikkate aldıkları fonksiyonların daha geniș

bir sınıfı için düzgün yakınsaklık teorisini elde etmiștir. Özdeğerlerin negatif olmaması

durumunda bu sınıf, A
1
2 operatörünün tanım bölgesidir. Buradaki A operatörü,

(2.0.19)− (2.0.21) problemi ile bağlantılı self-adjoint operatördür.

D. B. Hinton and J. K. Shaw’ın 1987 ve 1990 yıllarında yayımlamıș oldukları makale

lerinde (2.0.19)−(2.0.21) tipinde Sturm-Liouville problemini incelemișlerdir. Onlar,

M(λ) Titchmarsh-Weyl katsayısının varlığını kanıtlamıșlar ve bu katsayıyı Green

fonksiyonu ile Rezolvent operatörünü inșa etmek için kullanmıșlardır.

Diğer taraftan fizikte sadece sürekli problemler değil, bazı süreksizliklere sahip olan

sınır-değer problemleri de ortaya çıkmaktadır. Böyle durumlarda doğal olarak sürek

sizlik noktalarında geçiș șartları olarak adlandırılan ek șartlar da ortaya çıkmaktadır.

Geçiș șartları ile verilen regular Sturm-Liouville problemleri O. Sh. Mukhtarov

ve çalıșma arkadașları tarafından son yıllarda sistemli bir biçimde araștırılmıș ve

önemli sonuçlar bulunmuștur [bkz., örneğin, (Akdoğan ve ark., 2005; Aydemir ve

Mukhtarov, 2016, 2017; Kandemir ve Mukhtarov, 2016; Mukhtarov, 1994; Mukhtarov

ve Kandemir, 2002; Mukhtarov ve ark., 2015; Mukhtarov ve Yakubov, 2002; Olğar ve

Mukhtarov, 2017; Olǧar ve ark., 2018)]. Bu çalıșmalardan esinlenerek dünyadaki bir

çok matematikçi de son yıllarda bu konuya yoğun ilgi göstermiș ve göstermektedir

(bkz., örneğin, (Allahverdiev ve ark., 2013; Ao, Sun ve Zhang 2012; Bairamov ve
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Uğurlu, 2011; Chanane, 2007; Lancia, 2004; Wang ve ark., 2009; Zhang ve ark.,

2013) ve onların kaynaklarına).

Peryodik Sturm-Liouville problemlerinin matematiksel fiziğin ve akıșkanlar mekaniğ

inin birçok alanında ortaya çıktığı biliniyor. Örneğin klasik mekanik problemleri,

elektro manyetik teori, kuantum fiziği, termodinamik problemleri ve özellikle dalga

denklemlerinde bu problemlere sıkça rastlanmaktadır. İlk olarak 19. yüzyılın ortaları

nda Sturm tarafından ısı iletimi problemlerinin incelenmesiyle ortaya çıkan bu tipten

problemler günümüzde güncelliğini daha da arttırarak yoğun bir șekilde incelenmekte

dir. Bu konuda çok sayıda kitap ve makale yayımlanmasına rağmen periyodik Sturm

- Liouville problemleri hem diferansiyel denklemler teorisinin hem de uygulamalı

matematiğin en önemli ve en güncel konusu olmaya devam etmektedir. Matematik

fiziğin ortaya koyduğu yeni ve güncel problemlerin araștırılma ihtiyacı periyodik

sınır-değer problemleri teorisinin daha da geliștirilmesi ihtiyacını ortaya koymaktadır.

İncelenen bu tip problemlerin çözümleri birçok matematikçi tarafından incelenmiștir

(Hermann,1985; Webb, 1980).

Yirminci yüzyılın bașlarından itibaren pek çok çalıșmaya konu olmuș farklı türden

sınır-değer problemlerinin incelemeleri arasına periyodik sınır-değer problemleride

girmiștir ( (Lin ve Jiang, 1987) , Lin ve Jiang, 1987; Cai, 2010; Amiraliyev ve Duru,

2003; Cen,2011). Zamana bağlı problemlerin incelenmesi ise Amiraliyev (1988) ve

Gülle (1995) tarafın dan yapılmıștır. Amiraliyev ve Çakır’ın 2000 yılında yayımlanan

çalıșmalarında, konvektif terim ve sıfırıncı mertebe indirgenmiș denklemlere sahip

düzgün yakınsak fark metodu geliștirilerek singüler pertürbe periyodik sınır-değer

problemi için fark șemaları verilmiș ve nümerik çözümleri incelenmiștir.

Genel olarak periyodik katsayılı diferensiyel operatörler Hill operatörü olarak bilinir.

Bu operatörle ilgili çalıșmaların büyük bir kısmı 1952 yılında Mangus ve Winkler

tarafından özetlenmiș ve bu çalıșmada denklemin karakteristik değerleri ve diskrimi

nantı incelenmiș, kararlılık ve kararsızlık aralıkları tespit edilmiștir.

Yukarıda bahsettiğimiz bütün çalıșmalarda sınır - değer problemleri, geçiș șartları

içermeyen sınır - değer problemleri için incelenmiștir. Muhtarov ve arkadașları
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(Muhtarov, 1994; Muhtarov ve Kandemir, 2002; Muhtarov ve Aydemir, 2017; Muhtar

ov ve Aydemir, 2016; Muhtarov ,Olğar ve Aydemir, 2015) çalıșmalarında ise süreksiz

katsayılı adi ve kısmi türevli diferensiyel denklemler için Sturm - Liouville problemleri

araștırılmıștır. Bu çalıșmalarda esasen diferensiyel ve özdeğer parametresine bağlı

olan sınır - değer geçiș problemleri için izomorfluk, hem uzay değișkenine hem de

özdeğer parametresine göre koersitivlik, özdeğer ve özfonksiyonların asimptotiklerinin

bulunması, rezolvent operatörünün değerlendirilmesi, tamlık ve iki kat tamlık, Abel

bazlığı v.s. hakkında teoremler ispatlanmıș ve uygun parabolik tipten kısmi türevli

diferensiyel denklemler için sturm-liouville problemleri incelenmiștir. Yaptığımız tez

çalıșmasında Muhtarov’ un çalıșmalarından ve kaynaklar kısmında verilen kitap ve

makalelerden yararlanılmıștır.

Bizim yaptığımız bu tez çalıșmasında periyodik sınır șartları ile verilmiș bir Sturm

- Liouville probleminin bazı temel spektral özellikleri incelenmiștir. Araștırdığımız

problem bir sıra somut fizik probleminin spektral yöntemle incelenmesi sonucunda

ortaya çıkan sınır-değer-geçiș problemi biçiminde olacaktır.

10



3. GENEL BİLGİLER

Bu kısımda tez çalıșmamızda istifade edeceğimiz temel kavram ve sonuçlar ile ilgili

gerekli olan öz bilgilere yer verilmiștir.

3.1. Lineer Operatörler

H kümesi ve bu H kümesi üzerinde takip eden koșulları sağlayan + : H × H → H

ișlemi tanımlansın:

1. ∀f, g ∈ H için f + g = g + f

2. ∀f, g, h ∈ H için (f + g) + h = f + (g + h)

3. 0 ile gösterilen ve ∀f ∈ H için f +0 = f șartını sağlayan bir tek 0 ∈ H elemanı

mevcuttur.

4. Her f ∈ H için −f ile gösterilen ve f + (−f) șartını sağlayan bir tek −f ∈ H
elemanı mevcuttur. (Yani her f ∈ H için f + g = 0 olacak șekilde bir tek

g ∈ H mevcuttur. Bu durumda g elemanı −f ile gösterilir.)

Ayrıca bir K cismi (genel olarak K = R (veya C) olarak düșünülür, sayı cismi

olarak da adlandılır) için K ile H− nin elemanları arasında "." ile gösterilen

. : KxH→ H ișlemi tanımlansın ve bu ișlem için așağıdaki özellikler sağlansın:

5. ∀λ, µ ∈ K ve ∀f ∈ H için λ(µf) = (λµ)f

6. ∀λ ∈ K ve ∀f, g ∈ H için λ(f + g) = λf + λg

7. ∀λ, µ ∈ K ve ∀f ∈ H için (λ + µ)f = λf + µf

8. ∀f ∈ H için 1.f = f (’1’ ile K cisminin birim elemanı gösterilmiștir.)

Bu șartları (aksiyomları) sağlayan H = (H, K, +, .) kümesi K cismi üzerinde lineer

uzay olarak adlanır. Yani H lineer uzaydır.

H lineer uzayının herhangi D alt kümesinin elemanları H lineer uzayında tanımlı
′ +′ ve ′.′ ișlemlerine göre bir lineer uzay olușturuyorsa, D − ye H lineer uzayının

lineer alt uzayı denir.



H lineer uzayı, bu uzayın bir D lineer alt uzayı ve bir A : D → H dönüșümü verilsin.

Eğer ∀f, g ∈ D ve ∀µ ∈ K için

A(f + g) = Af + Ag , A(µf) = µAf

șartları sağlanıyorsa, A dönüșümü lineer operatör olarak adlandırılır D−ye A lineer

operatörünün tanım bölgesi denir (Naimark, 1967).

3.2. Lineer Diferansiyel İfade ve Sınır Șartları

pi(x) : R→ R (i = 0, 1, 2, ..., n), sürekli fonksiyonlar, x ∈ (a, b) ve ∀x için p0(x) 6= 0

olmak üzere

A(f) := p0(x)f (n)(x) + p1(x)f (n−1)(x) + ... + pn(x)f(x) (3.2.1)

biçimindeki ifadeye n. mertebeden lineer diferansiyel ifade,

P (f) := α0f(a) + α1f
′(a) + ... + αn−1f

(n−1)(a)

+β0f(b) + β1f
′(b) + ... + βn−1f

(n−1)(b) (3.2.2)

șeklindeki ifadeye ise sınır değer ifadesi denir. Pi(f) , i = 1, 2, ..., m ifadeleri sınır

değer ifadeleri olduğunda ise

Pi(f) = 0 , i = 1, 2, ..., m (3.2.3)

șeklindeki eșitlikler sınır koșulları olarak adlandırılır.

Bilindiği üzre C[a, b] ile, [a, b] aralığında tanımlı ve sürekli olan fonksiyonların

lineer uzayı gösterilmektedir. {f ∈ C[a, b] : f ′, f ′′, ..., f (n) ∈ C[a, b]} lineer uzayı

ise C(n)[a, b] biçiminde gösterilir.

D(A) = {f ∈ C(n)[a, b] : Pi(f) = 0, i = 1, 2, ..., m}
A(f) = p0(x)f (n)(x) + p1(x)f (n−1)(x) + ... + pn(x)f(x)
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eșitlikleri ile tanımlanan A : C[a, b] → C[a, b] lineer operatörüne lineer diferansiyel

operatör veya A(f) diferansiyel ifadesi ile

Pi(f) = 0, i = 1, 2, ..., m

sınır șartlarının ürettiği lineer diferansiyel operatör denir (Naimark, 1967).

3.3. Diferansiyel Operatörlerin Özdeğerleri ve Özfonksiyonları

p0(x)f (n)(x) + p1(x)f (n−1)(x) + ... + pn(x)f(x) = µ0f(x) (3.3.4)

lineer diferansiyel denkleminin (3.2.3) sınır șartlarının her birini sağlayan f0 6= 0

çözümü varsa, µ0 değerine sınır değer probleminin özdeğeri, f0 6= 0 çözümüne ise

bu özdeğere uygun özfonksiyon denir (Naimark, 1967).

3.4. Metrik Uzaylar

H kümesi ve d : H×H→ R , (f, g) → d(f, g) dönüșümü için

1. ∀f, g ∈ H, d(f, g) ≥ 0 , d(f, g) = 0 ⇔ f = g

2. ∀f, g ∈ H, d(f, g) = d(g, f)

3. ∀f, g, h ∈ H, d(f, g) ≤ d(f, h) + d(h, g)

özelikleri sağlanırsa H = (H, d) uzayı metrik uzay olarak tanımlanır.

Tanım 3.4.1. H = (H, d) metrik uzayında bir {fn} dizisi ve bir f0 noktası verilsin.

Eğer d(fn, f0) → 0 (n →∞) ise, {fn} dizisi f0 noktasına yakınsıyor denir.

Tanım 3.4.2. H = (H, d) metrik uzayında bir {fn} dizisi verilsin. Eğer d(fn, f0) →
0 (n →∞) olacak biçimde f0 ∈ H mevcutsa {fn} dizisine yakınsak dizi denir.

Tanım 3.4.3. H = (H, d) metrik uzayı ve bu uzayda {fn} dizisi verilsin. Eğer

d(fn, fm) → 0 (n,m →∞) ise bu durumda {fn} dizisi Cauchy dizisi olarak adlandırılır.
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Tanım 3.4.4. H = (H, d) metrik uzayında her Cauchy dizisi yakınsak ise bu uzaya

Tam Metrik Uzay denir.

(Yakubov, 1994)

3.5. Normlu Uzaylar ve Banach Uzayları

H reel (veya kompleks) vektör uzayı olsun. H lineer uzayı üzerinde tanımlı ‖.‖ : H→
R dönüșümü așağıdaki gibi tanımlanan negatif olmayan reel değerli fonksiyondur.

i. ∀f ∈ H için ‖f‖ ≥ 0 ve ‖f‖ = 0 ⇒ f = 0 (‖f‖ = 0 ⇔ f = 0)

ii. ∀f ∈ H,∀α ∈ R , ‖αf‖ = |α|.‖f‖

iii. ∀f, g ∈ H , ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖

Bu durumda H lineer uzayında bir norm tanımlanmıștır denir, ‖f‖− ye f elemanının

normu denir. H üzerinde (i.) − (iii.) koșullarıyla belirlenen norm ile birlikte H

vektör uzayına normlu lineer uzay denir. Lineer normlu uzayda d(f, g) = ‖f − g‖
eșitliği bir metrik tanımlar. Bu nedenle her normlu uzay aynı zamanda bir metrik

uzay kabul edilir. Eğer lineer normlu uzay tam ise (lineer normlu uzay d(f, g) =

‖f − g‖ metriğine göre metrik uzay olarak kabul edildiği için metrik uzaylardaki

bütün kavramlar lineer normlu uzaylar için de tanımlanmıș olur) bu uzay Banach

Uzayı olarak adlandırılır (Yakubov, 1994).

3.6. İç Çarpım Uzayları ve Hilbert Uzayları

H reel (veya kompleks) vektör uzayı olsun. H lineer uzayında ∀f, g ∈ H eleman

çiftine 〈f, g〉 ile gösterilen bir tek kompleks sayı karșılık getirilmișse ve de

i. ∀f, g ∈ H, 〈f, g〉 = 〈g, f〉

ii. ∀f, g, h ∈ H, 〈f + g, h〉 = 〈f, h〉+ 〈g, h〉,

iii. ∀f, g ∈ H, ∀µ ∈ C, 〈µf, g〉 = µ〈f, g〉,

iv. ∀f ∈ H, 〈f, f〉 ≥ 0,
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v. ∀f ∈ H, 〈f, f〉 = 0 ⇐⇒ f = 0.

koșulları sağlanırsa, H− da bir iç çarpım tanımlanmıștır denir, 〈f, g〉 sayısına f ve g

elemanlarının iç çarpımı denir, H = (H, 〈., .〉) ise iç çarpım uzayı olarak adlandırılır.

‖f‖ =
√
〈f, f〉 formülü H iç çarpım uzayı üzerinde bir norm tanımlar. Bu nedenle

her iç çarpım uzayı bir normlu uzay, dolayısıyla bir metrik uzay olarak kabul edilir.

Eğer H iç çarpım uzayı bu norma göre tam ise ve de sonsuz boyutlu ise (yani sonlu

boyutlu değilse), H uzayı bir Hilbert uzayı olarak adlandırılır (Yakubov, 1994).

3.7. L2[a, b] Uzayı

f(x), [a, b] aralığında tanımlı ve Lebesgue anlamında ölçülebilir bir fonksiyonu olsun.

Eğer|f(x)|2 fonksiyonu [a, b] aralığında integrallenebilir ise, f(x) fonksiyonuna [a, b]

aralığında karesi integrallenebilir fonksiyon denir ve ∀x ∈ [a, b] için L2[a, b] uzayı,

L2[a, b] =

{
f(x) :

∫ b

a

|f(x)|2 dt < ∞
}

eșitliğiyle tanımlanır. Bu uzayda iç çarpım ise ∀x ∈ [a, b], ∀f, g ∈ L2 için

〈f(x), g(x)〉L2[a,b] =

∫ b

a

f(x)g(x)dx

biçiminde tanımlanır. Bu iç çarpım uzayı bir Hilbert uzayıdır. Bu uzaya aynı

zamanda Lebesgue Uzayı’ da denir (Kreyszig, 1978).

3.8. Sturm-Liouville Problemleri

H bir Hilbert uzayı ve A’ da A : H −→ H biçiminde tanımlı olan bir lineer

operatör olsun. Eğer H uzayının cisminden alınmıș her hangi µ0 skaleri için

Af0 = µ0f0 olacak biçimde f0 ∈ H, f0 6= 0 elemanı bulunursa, µ0 sayısına A

operatörünün özdeğeri, f0 elemanına ise bu özdeğere uygun olan özeleman (veya

özvektör) denir.
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Uygulamalarda sık sık rastlanan diferansiyel operatörlerden biri de

A ≡ − d

dx2
+ q(x)

biçiminde ifade edilen operatördür (bu operatör genelde H = L2(a, b) biçimindeki

Hilbert uzaylarında incelenmektedir). A operatörü için en önemli sınır șartları

f(a) cos α + f ′(a) sin α = 0

f(b) cos β + f ′(b) sin β = 0 (3.8.5)

(α, β ∈ [0, π)) biçiminde veya

f(a) = f(b)

f ′(a) = f ′(b) (3.8.6)

biçiminde verilmiș sınır șartlarıdır.

Af(x) = −f ′′(x) + q(x)f(x) = λf(x) (3.8.7)

denkleminin (3.8.5) veya (3.8.6) tipindeki sınır șartlarını sağlayan çözümlerinin bulun

ması problemi Klasik Sturm-Liouville problemleri olarak adlandırılır.

Eğer (3.8.5),(3.8.7) veya (3.8.6),(3.8.7) Sturm-Liouville özdeğer probleminde;

1. [a, b] aralığı sınırlı , q(x) fonksiyonu integrallenebilir ise o halde (3.8.5),(3.8.7)

veya (3.8.6),(3.8.7) problemleri Regüler Sturm-Liouville özdeğer problemleri

olarak adlandırılır.

2. Regüler olmayan Sturm-Liouville problemine Singüler Sturm-Liouville özdeğer

problemi denir.

Daha genel olan

f ′′(x) + p(x)f ′(x) + (l(x) + µr(x))f(x) = 0 (3.8.8)
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biçimindeki diferensiyel denklemler (burada r(x) ikinci mertebeden sürekli diferen

siyellenebilir bir fonksiyon ve r(x) > 0; p(x) ise birinci mertebeden sürekli

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere)

u′′ + q(t)u = −λu

șeklindeki kanonik denkleme indirgenebilir. Bunun için x ve f değișkenlerinden

t =

∫ x

a

√
r(s)ds

u(t) = (r(x))
1
4 exp

{
1

2

∫ x

a

p(s)ds

}
f(x)

Laplace dönüșümü ile t ve u değișkenlerine geçilir. Ayrıca bu durumda [a, b] aralığı

da [0, 1] aralığına dönüșmüș olur. Bu dönüșüm literatürde Liouville dönüșümü

olarak geçmektedir (Levitan ve Sargsyan, 1988).
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4. BULGULAR VE SONUÇ

4.1. Periyodik Sınır Șartları

Bu kesimde

L(y) ≡ d

dx
{K dy

dx
} −Gy = 0 , x ∈ [a, b] (4.1.1)

diferansiyel denklemleminde ve

y(a) = y(b) (4.1.2)

y′(a) = y′(b) (4.1.3)

sınır șartlarından olușan sınır-değer problemini ele alacağız. (4.1.2)-(4.1.3) sınır

șartları peryodik sınır șartları olarak adlandırımaktadır. Burada K = K(x, λ) , G =

G(x, λ) fonksiyonları {(x, λ)| a ≤ x ≤ b, Λ1 < λ < Λ2} bölgesinde sürekli fonksiyonlar
ve de her iki fonksiyon λ değișkeninin azalan fonksiyonlarıdır. Problemin kendine

eșleniklik șartı olan K(a) = K(b) șartının da sağladığını kabul edeceğiz.

(4.1.1)-(4.1.3) sınır değer problemleminin en önemli özel durumlarından biri G(x, λ) =

`− λg , g > 0 durumudur. Bu durumu da kapsayabilmesi için daha ağır șart olan

∂G(x, λ)

∂λ
< 0 (4.1.4)

koșulunu da sağladığını kabul edeceğiz. Bu koșulların yanında

lim
λ→Λ1

−g̃

k̃
= −∞, (4.1.5)

lim
λ→Λ1

−G̃

K̃
= +∞ (4.1.6)

șartlarını da sağladığını kabul edeceğiz.

Burada g̃ ve G̃ ile sırası ile G fonksiyonunun x değișkenine göre [a, b] aralığındaki

minimum ve maksimum değerleri, k̃ ve K̃ ile sırasıyla K fonksiyonunun aynı aralıktaki

minimum ve maksimum değerleri gösterilmiștir.



(4.1.1) nolu diferensiyel denkleminin

y1(a, λ) = 1 , y′1(a, λ) = 0 (4.1.7)

bașlangıç șartlarını sağlayan çözümünü y1(x, λ) ile aynı denklemin

y2(a, λ) = 0 , y′2(a, λ) = 1 (4.1.8)

bașlangıç șartlarını sağlayan çözümü ise y2(x, λ) ile gösterelim .

Bu durumda y1(x, λ) ve y2(x, λ) çözümleri için

W (y1, y2 ; a) 6= 0 (4.1.9)

olacağından bu çözümler lineer bağımsız olacak. Lineer bağımsız oldukları için

(4.1.1) nolu denklemin temel çözüm sistemini olușturacaklardır. Buna ek olarak

Abel formulünden yararlanılarak kolayca

y1(b, λ)y′2(b, λ)− y2(b, λ)y′1(b, λ) =
K(a)

K(b)
= 1 (4.1.10)

özdeșliği elde edilebilir.

(4.1.1) nolu denklemin genel çözümünü

y(x, λ) = C1y1(x, λ) + C2y2(x, λ) (4.1.11)

biçiminde elde ederiz. (4.1.11) ifadesini (4.1.2) ve (4.1.3) sınır șartlarında yerine

yazarsak C1 ve C2 değișkenlerine göre așağıdaki homojen lineer denklem sistemi

elde edilir.





C1(y1(a, λ)− y1(b, λ)) + C2(y2(a, λ)− y2(b, λ)) = 0

C1(y
′
1(a, λ)− y′1(b, λ)) + C2(y

′
2(a, λ)− y′2(b, λ)) = 0

. (4.1.12)

(4.1.1)-(4.1.3) sınır değer probleminin așikar olmayan çözümünün mevcut olması için

(4.1.12) denklem sisteminin determinantı sıfıra eșit olmalıdır. Bu nedenle karakteristik
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denklem

∣∣∣∣∣∣
y1(a, λ)− y1(b, λ) y2(a, λ)− y2(b, λ)

y′1(a, λ)− y′1(b, λ) y′2(a, λ)− y′2(b, λ)

∣∣∣∣∣∣
= 0 (4.1.13)

biçiminde elde edilir. (4.1.7) ve (4.1.8) eșitliklerini (4.1.13) de yerine koyarsak

(4.1.13) karakteristik denklemi

∣∣∣∣∣∣
1− y1(b, λ) −y2(b, λ)

−y′1(b, λ) 1− y′2(b, λ)

∣∣∣∣∣∣
= 0 (4.1.14)

biçiminde sadeleșir. Burada (4.1.10) özdeșliği de dikkate alındığında

F (λ) ≡ y1(b, λ) + y′2(b, λ)− 2 = 0 (4.1.15)

biçiminde karakteristik denklem elde edilir.

Tanım 4.1.1. Eğer λ = λ0 sayısı için F (λ) = 0 fakat (4.1.14) determinantının en

az bir elemanı sıfırdan farklı olursa o halde λ = λ0 sayısına basit karakteristik sayı

denir.

Tanım 4.1.2. Eğer λ = λ0 için (4.1.14) determinantının tüm elemanları sıfır oluyorsa

o halde bu sayıya ikikat karakteristik sayı denir.

Yani, eğer

y1(b, λ) = 1 , y2(b, λ) = 0 , y′1(b, λ) = 0 , y′2(b, λ) = 1 (4.1.16)

olduğu durumda λ0 sayısına ikikat karakteristik sayı denir.

Lemma 4.1.3. λ = λ0 sayısı ikikat karakteristik sayı ise, o halde λ nın bu değeri

için (4.1.1)-(4.1.3) sınır-değer probleminin iki tane lineer bağımsız çözümü bulunur.

İspat. (4.1.16) gereği (4.1.12) lineer denklem sisteminin matrisinin rankı sıfıra eșit

olacağından bu sistemin iki tane lineer bağımsız çözümü (c1, c2) dekișkenlerine göre

bulunur. Bunlara uygun y = C1y1 + C2y2 çözümleride lineer bağımsız olacaktır.

İspat bitti.
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Șimdi (4.1.1)-(4.1.3) sınır-değer probleminin karakteristik sayısının mevcut olup

olmadığını, sonlu sayıdamı yoksa sonsuz sayıdamı olduğunu ve de reel mi, yoksa

kompleks mi olduğunu araștıracağız.

Bunun için

L(u) = 0 (4.1.17)

u(a) = u(b) = 0 (4.1.18)

yardımcı sınır-değer problemini göz önüne alalım. Bu problem basit bir Sturm -

Liouville problemidir ve bilinmektedir ki bu problemin sayılabilir sonsuz sayıda λ =

µi (i = 1, 2, ...) karakterestik değeri mevcuttur. Ve de λ = µi karakteristik değerine

uygun u = ui(x) karakterestik fonksiyonunun a ≤ x ≤ b aralığında tam i tane sıfır

yeri bulunur.

Tabiki, (4.1.17)-(4.1.18) probleminin karakteristik sayıları (bu sayılara karakteristik

değerler veya özdeğerler de denir; uygun karakteristik fonksiyonlara ise özfonksiyonlar

denir) genel olarak (4.1.1)-(4.1.3) sınır-değer probleminin karekteristik sayıları değil

dir. Fakat ui(x) fonksiyonları y2(x, µi) fonksiyonları ile özdeșleștirilebilir. Çünkü bu

durumda

y2(b, µi) = 0 (4.1.19)

eșitliği sağlanır. O halde bu fonksiyon için (4.1.10) özdeșliği

y1(b, µi)y
′
2(b, µi) = 1 (4.1.20)

biçiminde yazılır.Buradan

F (µi) = y1(b, µi)− 2 +
1

y1(b, µi)
=
{y1(b, µi)− 1}2

y1(b, µi)
=
{y′2(b, µi)− 1}2

y′2(b, µi)
(4.1.21)

elde edilir. Dolayısıyla așağıdaki durumlar olabilir;

1. Eğer y1(b, µi) > 0 fakat y1(b, µi) 6= 1 ise F (µi) > 0 olur,

2. Eğer y1(b, µi) = y′2(b, µi) = 1 ise F (µi) = 0 olur,
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3. Eğer y1(b, µi) < 0 veya y′2(b, µi) < 0 ise F (µi) < 0 olur.

y′2(a, µi) = 1 ve y2(b, µi) = y2(a, µi) = 0 olduğu için y2(x, µi) fonksiyonunun a ≤ x ≤
b aralığında çift sayıda mı yoksa tek sayıda mı sıfır yerinin mevcut olmasına bağlı

olarak y′2(b, µi) sayısı sırası ile pozitif veya negatif olacaktır.

Bu nedenle i indisinin çift sayı olduğu durumlarda F (µi) ≥ 0 olacak ve bu durumda

µi sayısı (4.1.15) nolu karakteristik denklemin kökü olabilir (bu durumda probleminde

karekteristik değeri olabilir).

i indisi tek sayı olduğu durumda ise F (µi) < 0 olacağından bu durumda µi sayısı

(4.1.15) karekteristik denkleminin kökü olamaz (dolayısıyla problemin de karekteristik

sayısı olamaz).

Not 4.1.4. Daha hassas hesaplamalarla i indisinin tek sayı olduğu durumlarda

F (µi) ≤ −4 olduğu gösterilebilir.

F (λ) karekteristik fonksiyonun µ1, µ2, µ3, ... noktalarındaki ișareti așağıdaki resimle

tasvir edilebilir.

Șekil 4.1.1

Bu resimden kolayca anlașılabilir ki, F (λ) = 0 karekteristik denkleminin (µ1, µ3)

, (µ3, µ5), .... aralıklarının her birinde çift sayıda kök (iki kat kökler de iki tane

olarak hesap edilmez kaydı ile) vardır. Böylece ispat edilmiș olundu ki (4.1.1) -

(4.1.3) probleminin sonsuz sayıda reel karekteristik değeri mevcuttur. Șimdi bașka

bir yardımcı sınır-değer problemi olan

L(v) = 0 (4.1.22)

v′(a) = v′(b) = 0 (4.1.23)

problemini gözönüne alalım. Bu problemin de sayıda vi(i ≥ 0) karekteristik değeri

mevcuttur. vi karekteristik değerine uygun vi(x) karekteristik fonksiyonunun a ≤
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x ≤ b aralığında tam i sayıda sıfırı (kökü) mevcuttur. vi(x) fonksiyonunu y1(x, vi)

fonksiyonu ile özdeșleștirirsek yukarıdakine benzer olarak

y1(b, vi)y
′
2(b, vi) = 1, (4.1.24)

F (vi) =
{y1(b, vi)− 1}2

y1(b, vi)
(4.1.25)

eșitliklerini elde ederiz. Bu nedenle așağıdaki durumlar söz konusu olabilir;

1. Eğer y1(b, vi) > 0 fakat y1(b, vi) 6= 1 ise F (vi) > 0 olur,

2. Eğer y1(b, vi) = 1 ise F (vi) = 0 olur,

3. Eğer y1(b, vi) < 0 ise F (vi) < 0 olur.

Bu nedenle i indisi çift sayı ise y1(x, vi) fonksiyonu a ≤ x ≤ b aralığında çift sayıda

sıfır yerine sahiptir, i indisi tek sayı ise y1(x, vi) fonksiyonu aynı aralıkta tek sayıda

sıfır yerine sahiptir. Ayrıca y1(a, vi) = 1 olduğunu da dikkate alırsak kolayca görürüz

ki i indisi çift ise y1(b, vi) > 0 olur i indisi tek sayı olduğu durumda ise y1(b, vi) < 0

olur. Bu nedenle i indisi çift sayı olduğunda F (vi) ≥ 0 oluyor ve bu durumda vi

sayısı (4.1.15) karekteristik denleminin kökü olabilir. i indisinin tek olduğu durumda

ise F (vi) < 0 olacağından bu durumda vi sayısı (4.1.15) karekteristik denkeleminin

kökü olamaz. Grafiksel olarak bu durumlar așağıdaki biçimde tasvir edilebilir.

Șekil 4.1.2

Dolayısı ile F (λ) karekteristik fonksiyonu (Λ1, v1), (v1, v3), (v3, v5), ... aralıklarının

her birinde çift sayıda sıfır yerine sahiptir. Ayrıca λ büyüdüğünde a ≤ x ≤ b

aralığındaki sıfır yerlerimiz sayıca büyüdüğünden vi < µi+1 < vi+2 , µi < vi+1 < µi+2

eșitsizliklerinin sağlandığı da kolayca anlașılabilir.
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Diğer taraftan µi ve vi sayılarının birbirine göre durumları hakkında herhangi birșey

bilinmemektedir. Eğer µi < vi olduğunu kabul edersek F (λ) fonksiyonunun ișaret

değișimini așağıdaki resimle tasvir edebiliriz.

Șekil 4.1.3

Böylece așağıdaki teorem ispatlanmıș oldu.

Teorem 4.1.5. Eğer µi < vi (i = 1, 2, ...) ise o halde (µi, µi+1), (vi, vi+1) aralıklarının

her birinde (4.1.1) - (4.1.3) probleminin en az bir karekteristik değeri mevcuttur.

Șimdi daha net olan așağıdaki teoremi ispat edeceğiz.

Teorem 4.1.6. Önceki teoremin șartları altında (4.1.1)-(4.1.3) probleminin (µi, µi+1),

(vi, vi+1) araklarının her birinde bir tek karekteristik değeri bulunur.

İspat. Her bir aralıkta F (λ) = 0 denkleminin her bir kökünde F ′(λ) nın aynı

ișarete sahip olduğunu ispat etmenin yeterli olacağı kolayca anlașılabilir. Bunun

anlașılabilmesi için sürekli fonksiyonlarının grafiklerinin artan ve azalan parçalarının

bir birini takip etmesi gerektiğini hatırlamak yeterli olur. Basitlik hatırına K nın λ

dan bağımsız olduğunu kabul edeceğiz (genel durum benzer biçimde araștırılabilir).

Bu durumda

F (λ = y1(b, λ) + y′2(b, λ)− 2 (4.1.26)

olur. Türev alırsak

F ′(λ) =
∂y1(b, λ)

∂λ
+

∂y′2(b, λ)

∂λ
(4.1.27)

bulunur. α ve α′ reel sayıları verilsin. Kabul edelim ki, u = u(x, λ)

L(u) = 0 (4.1.28)

u(a) = α , u′(a) = α′ (4.1.29)
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sınır değer problemlerinin çözümüdür bu çözümün mevcut olduğu ve tek olduğu

dĳeransiyel denklemler teorisinden iyi bilinmektedir. O halde ∂u
∂λ

fonksiyonu așağıdaki

homejen olmayan diferansiyel denklemi sağlar.

d

dx
{K d

dx

∂u

∂λ
} −G

∂u

∂λ
=

∂G

∂λ
u. (4.1.30)

y1(x, λ) y2(x, λ) fonksiyonlarının tanımı gereği

d

dx
{K d

dx

∂v

∂λ
} −G

∂v

∂λ
= 0 (4.1.31)

homojen denkleminin iki tane lineer bağımsız

∂v

∂λ
= y1(x, λ),

∂v

∂λ
= y2(x, λ) (4.1.32)

çözümü mevcuttur. Her λ için

u(a, λ) = α, u′(a, λ) = α′ (4.1.33)

eșitliklerinin sağlandığını ve dolayısıyla

∂

∂λ
u(a, λ) = 0,

∂

∂λ
u′(a, λ) = 0 (4.1.34)

eșitliklerinin de sağlandığı dikkate alarak paremetrelerin değiși yöntemi ile așağıdaki

eșitlikleri elde edebiliriz.

∂u

∂λ
=

1

K(a)

∫ x

a

∂G(t, λ)

∂λ
u(t, λ){y1(t, λ)y2(x, λ) − y2(t, λ)y1(x, λ)}dt, (4.1.35)

∂

∂λ

du

dx
=

1

K(a)

∫ x

a

∂G(t, λ)

∂λ
u(t, λ){y1(t, λ)y′2(x, λ) − y2(t, λ)y′1(x, λ)}dt, (4.1.36)

Șimdi (4.1.35) eșitliğinde x = b ve u = y1 yazarsak

∂y1(b, λ)

∂λ
=

1

K(a)

∫ b

a

∂G(t, λ)

∂λ
y1(t, λ){y2(b, λ) − y2(t, λ)y1(b, λ)}dt, (4.1.37)
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eșitliğini elde ederiz. Benzer biçimde (4.1.36) eșitliğinde x = b, u = y2 yazarsak

∂y′2(b, λ)

∂λ
=

1

K(a)

∫ b

a

∂G(t, λ)

∂λ
y2(t, λ){y1(t, λ)y′2(b, λ) − y2(t, λ)y′1(b, λ)}dt,

(4.1.38)

eșitliğini elde ederiz. Buradan

F ′(λ) =
1

K(a)

∫ b

a

∂G(t, λ)

∂λ
y2(b, λ)y2

1(t, λ)dt

+
1

K(a)

∫ b

a

∂G(t, λ)

∂λ
[y′2(b, λ) − y1(b, λ)]y1(t, λ)y2(t, λ)dt

− 1

K(a)

∫ b

a

∂G(t, λ)

∂λ
y′1(b, λ)y2

2(t, λ)dt (4.1.39)

eșitliği bulunur. K(a) > 0 ve ∂G
∂λ

< 0 oldugu için F ′(λ) ișareti ile ξ = y1(t, λ), η =

y2(t, λ) degișkenlerinin

Φ(ξ, η) = y2(b, λ)ξ2 + [y′2(b, λ)− y1(b, λ)]ξη − y′1(b, λ)ξ2 (4.1.40)

kuadratik formunun ișareti birbirinin tersi olacak. Bu kuadratik formun diskiminantı

[y′2(b, λ)− y1(b, λ)]2 + 4y2(b, λ)y′1(b, λ) (4.1.41)

ifadesine eșittir. O halde Abel formülü gereği

y1(b, λ)y′2(b, λ)− y2(b, λ)y′1(b, λ) = 1 (4.1.42)

eșitliği sağlanır. Bunu dikkate alırsak dikriminant için

[y′2(b, λ) + y1(b, λ)]2 − 4 (4.1.43)

ifadesi elde edilir. Bu nedenle

y1(b, λ) + y′2(b, λ) = 2 (4.1.44)
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eșitliğini sağlayan λ− lar için verilmiș kuadratik formun diskiminantı sıfıra eșit olur.

λ− nın böyle değeri için kuadratik form için așağıdaki ifadeyi elde ederiz.

Φ(ξ, η) =
{y2 ξ + 1

2
(y′2 − y1)η}2

y2(b, λ)

= −{y
′
1 η − (1− y1) ξ}2

y′1(b, λ)
(4.1.45)

Eğer λ karakteristik değeri basit karakteristik değer ise o halde

y2ξ +
1

2
(y′2 − y1)η , y′1η − (1− y1)ξ (4.1.46)

ifadelerinin her ikisi sıfıra eșit olamaz. Bu durumda F ′(λ) 6= 0 olur ve de onun

ișareti y′1(b, λ) veya y2(b, λ) - nın ișareti ile aynı oluyor. Dolayısıyla Fλ fonksiyonu

basit karakteristik değerlerde ișareti değișiyor. O halde eğer λ - nın her özel değeri

için

y2(b, λ) = y′1(b, λ) = 0 (4.1.47)

eșitlikleri sağlandıgında Abel formülü

y1(b, λ) = y′2(b, λ) = 0 (4.1.48)

biçiminde dönüșüyor. Bu durumda

y1(b, λ) + y′2(b, λ) = 2 (4.1.49)

karakteritik denkleminde

y1(b, λ) + y′2(b, λ) = 1 (4.1.50)

elde edilir. Böyle λ degerleri ikikatlı karakteristik değer oluyor ve bu değerler için

F (λ) = 0 , F ′(λ) = 0 (4.1.51)
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eșitlikleri sağlanır. F ′(λ) ifadesini elde ederken uyguladığımız yönteme benzer olarak

ispat edebiliriz ki,

F ′′(λ) = − 2

{K(a)}2

∫ b

a

∫ b

a

∂G(s, λ)

∂λ
.
∂G(t, λ)

∂λ
{y1(s, λ)y2(t, λ)−y2(s, λ)y1(t, λ)}2dtds

(4.1.52)

eșitliği sağlanır. y1 ve y2 fonksiyonları (4.1.1) nolu diferansiyel denklemin lineer

bağımsız çözümleri oldukları için ve de s ve t bağımsız değișkenler olduğundan

y1(s, λ)y2(t, λ)− y2(s, λ)y1(t, λ) (4.1.53)

ifadesi özdeșlik olarak sıfıra eșit değil. Dolayısıyla λ sayısı ikikat karakteristik değer

olduğunda F ′′(λ) fonksiyonu her ikikat karakteristik değerin yakın komșuluğunda

da negatf ișaretini koruyor. F (λ) fonksiyonu µ2m−1 ve µ2m+1 noktalarında negatif

olduğu için ve de µ2m nktalarında pozitif veya sıfır oldugu için (µ2m−1 , µ2m−1) en

az iki tane λp veλq karakteristik değeri mevcuttur. Bu durumda

µ2m−1 < λp ≤ µ2m ≤ λq < µ2m+1 (4.1.54)

bağıntısı sağlanır.

Kolayca görülür ki, bu aralıkta µ2m− den farklı olan hiç bir ikikat karakteristik değer

bulunmaz. Eğer (µ2m−2, µ2m) aralığında bașka karakteristik değerler de mevcut ise o

halde onların her biri basit karakteristik değer olmaları gerekir ve de sayılarının çift

sayı olması gerekir. Fakat böyle λ değerleri için F ′(λ)− nın ișaretinin y2(b, λ)− nın

ișaretinin tersi olması gerekiyor ki, bu da imkansızdır. Çünkü y2(b, λ) aralığın her

hangi bir noktasında ișaretini değiștirmez. Bu nedenle (µ2m−1, µ2m+1) ikili aralığında

λp ve λq− nun dıșında bașka bir karakteristik değer bulunamaz. Benzer biçimde

ispat edilebilir ki, (v2m−1, v2m+1) ikili aralığında sadece iki tane karakteristik değer

bulunur ve bu karakteristik değerlerin λp ve λq olduğu da kolayca görülür. Böylece

v2m−1 < λp ≤ v2m ≤ λq < v2m+1 (4.1.55)
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elde edilir. Bu nedenle (λ2mv2m) açık aralığında ve [λ2m+1v2m+1] kapalı aralığında

hiç bir karakteristik değer bulunamaz ((4.1.54) ve (4.1.55) - e bak). Benzer biçimde

ispat edilebilir ki
∧

1 < λ < v0 aralığında F (λ) > 0 dır ve bu nedenle bu aralıkta

karakteristik değer bulunmaz.

Șimdi karakteristik fonksiyonların sıfır yerlerini araștıralım.

λp ve λq karakteristik değerleri (µ2m−1, µ2m+1) ikili aralığının iç noktaları oldukları

için yp ve yq karakteristik fonksiyonlarının a ≤ x < b aralığındaki sıfır yerlerinin

sayısı 2m − 1 den az ve de 2m + 1 den çok olamaz. Fakat sınır șartları periyodik

olduğu için sıfır yerlerinin sayısı çift sayı olmak zorundadır. Dolayısıyla yp ve yq

karakteristik fonksiyonlarının her birinin a ≤ x < b aralığında tam 2m sayıda sıfır

yeri mevcuttur. Șimdi (
∧

1, v0) aralığını (K0) ile, (µ1, v1), (µ2, v2), .... aralıklarını ise

sırası ile (K1), (K2), ... ile gösterelim. Bu durumda hiç bir karakteristik değer hiç bir

Șekil 4.1.4

(Ki) aralığının iç noktası olamaz. Buna ilaveten, iki ardıșık Ki ve Ki+1 aralığının

arasında sadece bir tane karakteristik değer bulunur (ikikat karakteristik değerler

için bunun her zaman doğru olmayacağı așikardır). Bu karakteristik değeri λi ile,

uygun karakteristik fonksiyonu ise yi(x) ile gösterelim. O halde y0(x) fonksiyonunun

a ≤ x < b aralığında sıfır yeri bulunmaz; y1x ve y2x -in her birinin bu aralıkta

ikișer tane sıfır yeri bulunur; y3x ve y4x -in her birinin bu aralıkta dörter tane sıfır

yeri bulunur ve bu kural ile devam eder. Böylece așağıdaki salınım teoremi ispat

edilmiș oldu.

Teorem 4.1.7. (4.1.1) − (4.1.3) sınır-değer probleminin sayılabilir sonsuz sayıda

λ0, λ1, λ2, ....λi, ... karakteristik değeri mevcuttur ve bu karakteristik değerlere uygun

karakteristik fonsiyonları y0(x), y1(x), ...., yi(x), ... ile gösterirsek her i = 0, 1, 2, ...

için yi(x) karakteristik fonksiyonunun a ≤ x < b aralığındaki sıfır yerlerinin sayısı
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µi ile gösterirsek

µi =





i , i çift ise

i + 1 , i tek ise

eșitliği sağlanır.

4.2. Katsayıları Periyodik olan ve Periyodik Sınır Șartları ile Verilmiș

Sturm-Liouville Problemi

Periyodik sınır șartları ile verilmiș Sturm-Liouville probleminin en önemli özel hali

katsayılarının da aynı periyodlu periyodik fonksiyonlar olması durumudur. Bu

özel durumun fizik ve mühendislikte geniș uygulama alanı mevcuttur. Genelliği

azaltmadan periyodun 2π olması durumunu inceleyebiliriz. Yani

L(y) =
d

dx
(K(x)

dy

dx
)−G(x)y = 0, (4.2.56)

Sturm-Lioville denkleminden

y(−π) = y(π) (4.2.57)

y′(−π) = y′(π) (4.2.58)

periyodik sınır șartlarında olușan problemi göz önüne alalım ve K(x), G(x) katsayı

fonksiyonlarının çift fonksiyon olduklarını ve π periyodlu olduklarını kabul edelim.

O halde her y1 ve y2karekteristik fonksiyonlarının her biri (4.2.56) nolu denklemi de

sağlayacağından

yi(−π) = yi(π) , y′i(−π) = y′i(π) , i = 1, 2 (4.2.59)

șartlarını da sağlamıș olacak y1 ve y2 karekteristik fonksiyonlarını așağıdaki bașlangıç

șartlar ile tamamlayalım:

y1(0, λ) = 1, y′1(0, λ) = 0 (4.2.60)
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y2(0, λ) = 0, y′2(0, λ) = 1. (4.2.61)

Teorem 4.2.1. y1(x, λ) çözümü çift fonksiyon, y2(x, λ) çözümü ise tek fonksiyondur.

İspat. Eğer y1(x, λ) fonksiyonunun çift fonksiyon olmadığını kabul edersek, o halde

y3(x, λ) = y1(x, λ)− y1(−x, λ) (4.2.62)

eșitliği ile tanımlanmıș y3(x, λ) fonksiyonu hem (4.2.56) denklemini hem de

y3(0, λ) = 0 , y′3(0, λ) = 0 (4.2.63)

bașlangıç șartlarını sağlayan çözüm olur. Fakat (4.2.56) denkleminin (4.2.63) șartlarını

sağlayan bir tek așikar y3(x, λ) = 0 çözümünün mevcut olduğu diferansiyel denklemler

teorisinden iyi bilinmektedir. Bu durumda (4.2.62) eșitliği gereği

y1(x, λ) = y1(−x, λ) (4.2.64)

elde edilir. Bu ise y1(x, λ) nın çift fonksiyon olmadığı kabülümüzle çelișki oluștur

maktadır. Böylece y1(x, λ) çözümünün çift fonksiyon olduğu ispat edilmiș oldu.

Șimdi y2(x, λ) çözümünün tek fonksiyon olduğunu ispat edelim. Bunun ispatını da

aksini kabul etme yöntemi ile yapalım. Yani y2(x, λ) fonksiyonun tek olmadığını

kabul edelim.

y4(x, λ) = y2(x, λ) + y2(−x, λ) (4.2.65)

eșitliği ile de y4(x, λ) fonksiyonunu tanımlayalım. Bu fonksiyonun (4.2.56) nolu

denklemi sağladığı apaçıktır. Ayrıca (4.2.61) eșitliği gereği

y4(0, λ) = y2(0, λ) + y2(0, λ) = 0 (4.2.66)

y′4(0, λ) = y′2(0, λ)− y′2(0, λ) = 1− 1 = 0 (4.2.67)
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eșitlikleri sağlanır. Yani y4(x, λ) fonksiyonu hem (4.2.56) nolu denklemini hem de

y4(0, λ) = 0, y′4(0, λ) = 0 (4.2.68)

bașlangıç șartlarını sağlayan çözümdür. Fakat diferansiyel denklemler teorisinden

iyi bilinen çözümün varlığı ve tekliği hakkında teorem gereği her x ∈ [−π, π] için

y4(0, λ) = 0 (4.2.69)

elde edilir. (4.2.65) ve (4.2.69) dan

y2(x, λ) = −y2(−x, λ), x ∈ [−π, π] (4.2.70)

elde edilir. Böylece teoremin ispatı da tamamlanmıș oldu.

Teorem 4.2.2. Eğer λ = λ0 sayısı için y1(−π, λ0) = 0 șartı sağlanıyorsa, o halde

λ = λ0 sayısı karekteristik sayı değildir.

İspat. y1(−π, λ0) = 0 olduğu durumda y1(x, λ) çözümünün [−π, π] kapalı aralığında

ki sıfırlarının sayısı çift sayı oluyor. Bu durumda

y′1(−π, λ0).y
′
1(π, λ0) < 0

oluyor, yani y′1(−π, λ0) ve y′1(π, λ0) değerleri sıfırdan farklı ve ters ișaretli oluyor.

Fakat (4.2.58) șartı gereği

y′1(−π, λ0).y
′
1(π, λ0) > 0

șartı sağlanır. Böylece çelișki elde edilir. Dolayısıyla λ = λ0 sayısının özdeğer olduğu

kabulü ile çelișki elde edilmiș oldu. İspat bitti.

Șimdi y1(−π, λ) 6= 0 durumunu araștıralım. Bu durumda

y1(−π, λ) = y1(π, λ) (4.2.71)
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șartı sağlanmıș olacak. Ayrıca λ− nın λ = γ2m değeri için y1(x, λ) çözümünün

y′(−π) = y′(π) = 0 (4.2.72)

șartlarını sağlayacağı apaçıktır.

Benzer biçimde gösterebiliriz ki, λ = µ2m değerleri için y2(x, λ) çözümü

y′(−π) = y′(π)

ve

y(−π) = y(π)

șartlarını sağlar. Ayrıca λ = µ2m için y′2(−π) 6= 0 ve y′2(π) 6= 0 olacağını kolayca

gösterebiliriz. Dolayısıyla λ = λi karekteristik değerleri i -nin çift değerleri için γi ,

i -nin tek değerleri için ise µi+1 ile özdeștirilebilir.
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