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hiperbolik trigonometrik fonksiyonların sağladığı özdeşlikler dikkate alınarak yeni 

trigonometrik operatörler ailesi için özdeşlikler elde edilmiştir. Daha sonra, Trueman 

MacHenry tarafından izobarik polinomlar üzerine tanımlanan logaritmik ve üstel 
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Fibonacci ve Lucas polinomlarının birbirleriyle olan ilişkileri bu operatörler kullanılarak 

incelenmiştir. Son olarak bu operatörler ve elementer hiperbolik trigonometrik 

özdeşlikler kullanılarak yeni bazı özdeşlikler elde edilmiştir. 
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1. GİRİȘ

Özel bir fonksiyon türü olan aritmetik fonksiyonlar, pozitif tam sayılar kümesinden

reel veya kompleks sayılar kümesine tanımlanan fonksiyonlardır ve bu fonksiyonlar

kümesi A ile gösterilmektedir. (Amitsur, 1956-57; Cashwell ve Everrett, 1959;

Hardy ve Wrigh, 1954; McCarthy, 1986). Bu çalıșmada sadece reel değerli aritmetik

fonksiyonlarla ilgilenilmiștir. Bu fonksiyonlar kümesi üzerinde ∀g, h ∈ A için

(g ∗ h) (n) =
P

djn g(d)h
�n

d

�
șeklinde tanımlanan Dirichlet çarpımında toplam, n

pozitif tam sayısının pozitif bölenleri üzerinden yapılmaktadır. Bu ișlemde birim

eleman δ(1) = 1 ve 1’ den büyük her tam sayı için δ(n) = 0 olarak tanımlı aritmetik

fonksiyondur. Elde edilen (A, ∗) cebirsel yapısı bir Abel monoid yapısı olup her

elemanın tersi yoktur. A nın tersinir elemanları P = {g ∈ A : g(1) > 0} kümesi olup

buradaki fonksiyonların tersi Dirichlet ters (g��1) olarak gösterilmektedir. Aritmetik

fonksiyonlar kümesi üzerindeki toplama ile birlikte (A,+, ∗) birimli ve değișmeli bir

halkadır. Birimli ve değișmeli halka olan aritmetik fonksiyonlar halkasına skaler

ile çarpım da eklenirse (A,+, ∗, ·) bir cebir olur.(Apostol, 1971; Carroll ve Gioia,

1975; Ferrero, 1980; MacHenry, 2000; MacHenry ve Tudose, 2005; Shapiro, 1972)

Bu cebir içindeki (P, ∗) ve (A,+) grupları izomorf olup bunun için L : P → A

dönüșümü ∀f, t ∈ P için L(f ∗ t) = L(f) + L(t) operatörü tanımlanmıștır. L

logaritma operatörü; ∀f ∈ P için ve n > 1 için

Lf(n) =
X

djn

f(d)f ��1
�n
d

�
log d

șeklindedir. (Elliott, 2008; Rearick, 1968)

Bu L operatörü kullanılarak ters operatör olan üstel operatör (E) tanımlanmıș

böylece yeni bir trigonometrik operatör ailesi ortaya çıkmıștır. Analizdeki elementer

hiperbolik trigonometrik fonksiyonların tanımına paralel olarak A-dan A-ya içine bir

dönüșümle sinüs (S), kosünüs (C) ve tanjant (T ) operatörleri ∀g ∈ A için

Sg =
1

2
(Eg − E(−g))

Cg =
1

2
(Eg + E(−g))

1



ve

Tg = Sg ∗ (Cg)�1

olarak tanımlanır. ∀g ∈ A için Cg(1) = cosh g(1) > 0 olduğundan Tg de (Cg)�1

tanımlıdır ve kullanılmıștır. (Rearick, 1968)

(Stakhov ve Rozin, 2005) de, x ∈ R ve α Altın oran olmak üzere, sinüs Fibonacci

hiperbolik ve cosinüs Fibonacci hiperbolik fonksiyonları için

sF (x) =
α2x − α�2x

√
5

cF (x) =
α2x+1 + α�(2x+1)

√
5

tanımlarını vermiș ve sinüs Lucas hiperbolik ve cosinüs Lucas hiperbolik fonksiyonları

için,

sL(x) = α2x+1 − α�(2x+1)

cL(x) = α2x + α�2x

tanımlarını vermiștir. Daha sonra klasik hiperbolik fonksiyonların ve Fibonacci

ve Lucas sayı dizilerinin özelliklerini birleștiren yeni bir hiperbolik fonksiyon ailesi

üzerine yapılan bazı çalıșmaların sonuçlarını sunmuștur. Bu tanımlanan fonksiyon

ailesi kullanılarak klasik hiperbolik fonksiyon özdeșliklerinin hiperbolik Fibonacci

ve Lucas fonksiyonları için ayrı bir analojisine dikkat çekerek özdeșliklerin sağlanıp

sağlanmadığını incelemișlerdir.

Aynı zamanda (Stakhov ve Rozin, 2005) de, x ∈ R ve α Altın oran olmak üzere,

simetrik sinüs Fibonacci hiperbolik ve simetrik cosinüs Fibonacci hiperbolik fonksi-

yonları için,

sFs(x) =
2√
5
sh (ln(α) · x)

cFs(x) =
2√
5
ch (ln(α) · x)
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tanımlanmıș ve simetrik sinüs Lucas hiperbolik ve simetrik cosinüs Lucas hiperbolik

fonksiyonları için,

sLs(x) = 2sh (ln(α) · x)

cLs(x) = 2ch (ln(α) · x)

tanımlarını vermiștir. Bu fonksiyon ailesi kullanılarak klasik hiperbolik fonksiyon

özdeșliklerinin simetrik Fibonacci ve Lucas hiperbolik fonksiyonları için ayrı bir

analojisine dikkat çekerek özdeșliklerin sağlanıp sağlanmadığını incelemișlerdir.

(Stakhov ve Aranson, 2011)’ de hiperbolik Fibonacci ve Lucas λ- fonksiyonların

üstteki (Stakhov ve Rozin, 2005) çalıșmasının devam niteliğinde yapmıștır. Burada

x ∈ R ve φ Altın oran olmak üzere Fibonacci λ- fonksiyonları

sF�(x) =
φx

� − φ�x
�√

4 + λ2

cF�(x) =
φx

� + φ�x
�√

4 + λ2

șeklinde tanımlanıp Lucas λ- fonksiyonları da

sL�(x) = φx
� − φ�x

�

sL�(x) = φx
� + φ�x

�

șeklinde tanımlanmıștır. Bu operatörler yardımıyla klasik hiperbolik fonksiyon özdeș-

liklerin bu yeni Fibonacci ve Lucas λ- fonksiyonları için de benzer özdeșliklerin

sağladığı gösterilmiștir.

(Guncan ve Erbil, 2014)’ de (Stakhov ve Rozin, 2005; Stakhov ve Aranson, 2011)

makalerinden yararlanılarak Burada x ∈ R ve φ Altın oran olmak üzere hiperbolik

3



Fibonacci q- fonksiyonlarını

sinFqh(x) =
φ2x

q − φ�2x
qp

1 + 4qn�2

cosFqh(x) =
φ2x+1

q + φ
�(2x+1)
qp

1 + 4qn�2

șeklinde tanımlanmıștır. Bu operatörler yardımıyla klasik hiperbolik fonksiyon özdeș-

liklerin bu yeni Fibonacc q- fonksiyonları için de benzer özdeșliklerin sağladığı göste-

rilmiștir.

(Falcon ve Plaza, 2008)’ de klasik hiperbolik fonksiyonların bir uzantısı tanıtılmıș

ve çalıșmalar sonucunda x ∈ R ve σ Altın oran olmak üzere,

sF (x) =
σ2x

k − σ�2x
k√

k2 + 4

cF (x) =
σ

(2x+1)
k + σ

�(2x+1)
k√

k2 + 4

șeklinde yeni operatörler tanımlanarak genelleștirilmiș k- Fibonacci hiperbolik fonksi-

yonların bazı özellikleri incelenmiștir. Bunların yanında (Stakhov ve Rozin, 2005,

2006) makalelerde benzer çalıșmalar yapılmıștır.

(Azman, 2014)’ de (Falcon ve Plaza, 2008) makalesinden yararlanarak k - Lucas

hiperbolik fonksiyonların bazı rekürans ve hiperbolik özelliklerinden, yarı- sinüs

k - Lucas fonksiyonlarından ve k -Lucas hiperbolik fonksiyonları için 3 boyutlu

eğri ve yüzeylerden bahsedilmiștir. Sonra hiperbolik fonksiyon tanımını üçüncü

mertebeden rekürans dizilerine genișletmeye çalıșmıștır. Daha sonra, yeni yarı-

hiperbolik Tribonacci fonksiyonlarının

sTh(x) = λpx − rx(ψ cos xθ + γ sin xθ)

cTh(x) = λpx + rx(ψ cosxθ + γ sin xθ)

4



ve yarı- hiperbolik Tribonacci- Lucas fonksiyonlarının

sTLh(x) = λ
′

px − rx(ψ
′

cosxθ + γ
′

sin xθ)

cTLh(x) = λ
′

px + rx(ψ
′

cos xθ + γ
′

sin xθ)

tanımlarını verip, benzer șekilde, bu fonksiyonların rekürans ve hiperbolik özellikle-

rinden bahsetmiștir.

Bu çalıșmada (Rearick, 1968)’ de tanımları verilen logaritmik trigonometrik ve

hiperbolik trigonometrik operatörlerin özellikleri incelendi ve analizdeki elementer

trigonometrik ve elementer hiperbolik fonksiyonların sağladığı özdeșliklerin benzerle-

rinin bu yeni operatör ailesi içinde sağlanıp sağlanmadığının kontrolü yapıldı. Daha

sonra bu operatörler kullanılarak yeni özdeșlikler elde edildi.

Hiperbolik tigonometrik operatörlerin analizdeki klasik hiperbolik fonksiyonlar ile

olan ilișkilerinin veya onların kendi aralarındaki ilișkilere benzer ilișkilerin varlığının

tespit edilmesi sayılar teorisi ve sayı dizileri için de çok önemlidir. Çünkü aritmetik

fonksiyonlar olan Fibonacci ve Lucas polinomları yukarıda tanımlanan operatörlere

göre biri diğerinin logaritmasıdır. Bu dönüșüm kullanılarak sayı dizilerin yeni bazı

özelliklerinin de ortaya çıkabileceği düșünülmektedir.

Tezin Yapısı

Bu tez çalıșması altı bölümden olușmaktadır. Birinci bölümde kısa olarak tezde

ișlenecek konulardan bahsedilerek tezin yapısı ve ișleyiși anlatılmıștır. İkinci bölüm

de aritmetik fonksiyon tanımı yapılarak aritmetik fonksiyon örneklerine yer verilmiș

ve üzerinde çalıșılacak aritmetik fonksiyonlar kümesine açıklık getirilmiștir. Daha

sonra aritmetik fonksiyonların Dirichlet çarpımı ve aritmetik fonksiyonlar üzerinde

bazı operatörlerin çeșitli uygulamalarından bahsedilmiștir. Rearick tarafından arit-

metik fonksiyonlar üzerinde tanımlanan logaritma operatörü tanımına ve bu logarit-

ma operatörü kullanılarak ters operatör olan üstel operatör tanımlarına yer verilmiș-

tir. Logaritma ve üstel operatörler kullanılarak yeni bir trigonometrik operatörler

ailesini elde etmek için logaritmik ve üstel operatörlerin birbirleriyle olan ilișkilerin-

5



den yararlanarak aritmetik fonksiyonların genel kuvvetlerin özellikleri ve örneklerine

yer verilmiștir. Ardından Rearick tarafından tanımlanan analizdeki elementer hiper-

bolik trigonometrik fonksiyonların tanımına paralel olan yeni trigonometrik opera-

törler ailesi tanıtılmıș ve bu operatörlerin temel tanım, teorem ve özellikleri üzerinde

durulmuștur.

Üçüncü bölümde Rearick tarafından elde edilen trigonometrik operatörleri kullanıla-

rak, hiperbolik trigonometrik operatörlerin analizdeki klasik hiperbolik fonksiyonlar-

la olan ilișkilerinden yararlanılarak yeni bazı özdeșlikler elde edilmiștir. Dördüncü

bölümde Huilan Li ve Trueman MacHenry’i tarafından tanımlanan bir aritmetik

fonksiyon olan izobarik polinomlar üzerinde LOG ve EXP operatörleri tanımlarına

yer verilmiștir. LOG ve EXP operatörlerin anlașılırlığını kolaylaștırmak adına izoba-

rik polinomun, Core polinomun, Companion matrisin ve Convolisyon çarpımın tanım-

larına yer verilmiștir.

Beșinci bölümde izobarik halkalarda Log ve Exp operatörleri tanıtılmıștır ve bu

operatörler yardımıyla Fibonacci ve Lucas polinomları biri diğerinin logaritması

olması durumuna dikkat çekilmiștir. Ardından Huilan Li ve Trueman MacHenry’i

tarafından tanımlanan Log ve Exp operatörleri arasındaki ilișkiden yararlanılarak

yeni hiperbolik trigonometrik fonksiyonların varlığı tespit edilmiștir. Sonuç kısmında

ise elde edilen özdeșliklerin öneminden bahsedilmiștir ve uygulanabileceği yeni bazı

ilișkilerin varlığı gösterilmiștir.
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2. GENEL BİLGİLER

2.1. Aritmetik Fonksiyonlar

Matematiğin tüm alanlarında temel olușturan fonksiyon konusu sayılar teorisinde

de aritmetik fonksiyon olarak ele alınmıștır. Özel bir fonksiyon türü olan aritmetik

fonksiyonun tanımı verilerek bazı temel aritmetik fonksiyonlar ve bunlarla ilgili

örneklere bakılacaktır.

Tanım 2.1.1. Pozitif tam sayılar kümesinden reel veya kompleks sayılar kümesine

tanımlanan fonksiyonlara aritmetik fonksiyon denir. (Apostol, 1976)

Burada f (n)’nin bir aritmetik özelliği göstermesi gerekmez. Tüm reel değerli aritme-

tik fonksiyonlar cümlesini A ile gösterelim. Yani, A cümlesi f : Z+ → R șeklinde

tanımlı tüm fonksiyonlar cümlesi olsun. Bu çalıșmada değer kümesi R olarak alınacak

ve karmașık sayılarla çalıșılmayacaktır. Ayrıca f(1) > 0 olacak șekildeki tüm

aritmetik fonksiyonlar cümlesini P ile gösterilir. Bunun bir alt cümlesi olan ve

f(1) = 1 ve (m,n) = 1 olmak üzere f(mn) = f(m)f(n) șartını sağlayan aritmetik

fonksiyonlar cümlesine de çarpımsal fonksiyonlar cümlesi denir ve M ile gösterilir.

Sonuç olarak M ⊂ P ⊂ A olur.

Tanım 2.1.2. p1, p2, · · · , pk asal sayılar olmak üzere her n = pa1

1 , · · · , pak

k pozitif

tam sayısı için

µ(n) =

8
>>><

>>>:

1, n = 1

(−1)k, a1 = a2 = · · · = ak = 1

0, diğer durumlarda

biçiminde tanımlanan fonksiyona µ Möbius fonksiyonu denir. (Apostol, 1976)

Tanımdan da anlașılacağı gibi n pozitif tam sayısının çarpanlarından en az biri tam

kare içeriyorsa µ(n) = 0 olacaktır.

İlk 10 sayının µ Möbius fonksiyonu altındaki görüntüleri așağıdaki gibidir:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

µ(n) 1 −1 −1 0 −1 1 −1 0 0 1
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Tanım 2.1.3. n ∈ Z+ olmak üzere n den küçük veya eșit, n ile aralarında asal

olan pozitif tam sayıların sayısını veren fonksiyona Euler fonksiyonu denir ve ϕ ile

gösterilir. (Apostol, 1976)

Yani A = {d : (d, n) = 1, 0 < d < n} olmak üzere ϕ(n) = s(A) dır.

İlk 10 sayının Euler ϕ fonksiyonu altındaki görüntüleri așağıdaki gibidir:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ϕ(n) 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4

Tanım 2.1.4. k, negatif olmayan bir tam sayı ve n ∈ Z+ olmak üzere n nin bütün

pozitif bölenlerinin k. kuvvetlerinin toplamı olarak tanımlanan fonksiyona bölen

fonksiyon denir ve σk ile gösterilir. Yani n ∈ Z+ için

σk(n) =
X

djn

dk

olur. Özel olarak σ(n) = σ1(n), n nin bölenlerinin toplamı ve τ(n) = σ0(n), n nin

bölenlerinin sayısını veren fonksiyondur. (Apostol, 1976)

Örnek 2.1.5. n = 12 için τ(n), σ(n), σ2(n) değerlerini bulalım:

τ(12) = σ0(12) =
X

dj12

d0 =
X

dj12

1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 6

σ(12) = σ1(12) =
X

dj12

d1 = 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 12 = 28

σ2(n) =
X

dj12

d2 = 12 + 22 + 32 + 42 + 62 + 122 = 210

Tanım 2.1.6. k, negatif olmayan bir tam sayı olmak üzere ζk(n) = nk biçiminde

tanımlanan aritmetik fonksiyona kuvvet fonksiyonu denir. Özel olarak k = 0 olması

durumunda ζ = ζ0 ile gösterilir ve Zeta fonksiyonu adını alır. Her n ∈ Z+ için

ζ(n) = 1 dir. (Apostol, 1976)

Tanım 2.1.7. n ∈ Z+ olmak üzere,

Λ(n) =

8
<

:
log p, n = pm (m ≥ 1)

0, diger durumlarda
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șeklinde tanımlanan aritmetik fonksiyona Mangoldt fonksiyonu denir.

(Apostol, 1976)

2.2. Aritmetik Fonksiyonların Dirichlet Çarpımı

Aritmetik fonksiyonlar üzerine tanımlanan Dirichlet çarpım yardımıyla yeni bir

aritmetik fonksiyon elde edilmektedir. Böylece aritmetik fonksiyonlar üzerinde tanım-

lı Dirichlet çarpım ile Dirichlet terse sahip aritmetik fonksiyonların kümesi bir grup

yapısı teșkil etmektedir. Ayrıca çarpımsal fonksiyonlar kümesi bu grup için alt grup

tanımlayacaktır.

Tanım 2.2.1. f ve g aritmetik fonksiyonlar olmak üzere her n ∈ Z+ için,

h(n) =
X

djn

f(d)g(
n

d
)

biçiminde tanımlı h fonksiyonuna f ile g nin Dirichlet çarpımı (Dirichlet konvolusyon)

denir ve h = f ∗ g ile gösterilir. (Apostol, 1976)

h fonksiyonu da n ∈ Z+ için tanımlı olduğundan bir aritmetik fonksiyondur ve A

nın bir elemanıdır. Tanımın sağ tarafı elementer toplam ve çarpım olduğundan

konvolusyon ișlemi iyi tanımlıdır.

Örnek 2.2.2. n = 20 olsun.

(f ∗ g) (20) =
X

dj20

f(d)g

�
20

d

�

= f (1) g (20) + f (2) g (10) + f (4) g (5)

+f (5) g (4) + f (10) g (2) + f (20) g (1)

= . . .

Örnek 2.2.3. Tanım 2.1.6 de verilen ζ fonksiyonu için

(ζk ∗ ζ) (n) =
X

djn

ζk(d)ζ(
n

d
) =

X

djn

dk · 1 =
X

djn

dk = σk(n)

olup buradan σk = ζk ∗ ζ olduğu görülür.
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Șimdi Aritmetik fonksiyonlar kümesinin bazı özelliklerini inceleyelim.

Teorem 2.2.4. (A, ∗) cebirsel yapısı değișmelidir.

İspat. Fonksiyonlar yer değișince sadece toplamdaki terimlerin sırası değișir. Bu

nedenle değișme özelliği vardır.

Teorem 2.2.5. (A, ∗) cebirsel yapısı birleșmelidir.

İspat. f, g, h ∈ A için f ∗ g = F ve g ∗ h = G olsun. Buradan

[(f ∗ g) ∗ h] (n) = [F ∗ h] (n) =
X

dd3=n

F (d)h(d3)

=
X

dd3=n

(
X

d1d2=d

f(d1)g(d2))h(d3)

=
X

d1d2d3=n

f(d1)g(d2)h(d3) (2.2.1)

olur. Diğer yandan

[f ∗ (g ∗ h)] (n) = [f ∗G] (n) =
X

d1d=n

f(d1)G(d)

=
X

d1d=n

f(d1)

"
X

d2d3=d

g(d2)h(d3)

#

=
X

d1d2d3=n

f(d1)g(d2)h(d3) (2.2.2)

olup (2.2.1) ve (2.2.2) ifadeleri eșit olduğundan birleșme özelliği vardır.

Teorem 2.2.6. A kümesi üzerinde ∗ ișleminin toplama üzerine soldan ve sağdan

dağılma özelliği vardır.
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İspat. Her f, g, h ∈ A için

[f ∗ (g + h)](n) =
X

djn

f(d)(g + h)(
n

d
)

=
X

djn

f(d)
h
g(
n

d
) + h(

n

d
)
i

=
X

djn

h
f(d)g(

n

d
) + f(d)h(

n

d
)
i

=
X

djn

f(d)g(
n

d
) +

X

djn

f(d)h(
n

d
)

= (f ∗ g) (n) + (f ∗ h) (n)

= [(f ∗ g) + (f ∗ h)] (n)

olup dağılma özelliği vardır ve sağdan dağılma özelliğide benzer șekilde görülür.

Teorem 2.2.7. (A, ∗) cebirsel yapısının birim elemanı

δ =

8
<

:
1, n = 1

0, diğer durumlarda

șeklinde tanımlanan aritmetik fonksiyondur.

İspat. ∀f ∈ A için,

(f ∗ δ) (n) =
X

djn

f(d)δ
�n
d

�
= f(n)δ(1) + 0 + ...+ 0 = f(n)

ve bu ișlem değișmeli olduğundan δ birim elemandır.

Sonuç 2.2.8. (A, ∗) cebirsel yapısı değișmeli monoiddir.

Teorem 2.2.9. (A, ∗) cebirsel yapısında f(1) 6= 0 olan her fonsiyonun tersi vardır.

Bu ters f ��1 ile gösterilir ve

f ��1(n) =

8
>><

>>:

1
f(1) , n = 1

− 1
f(1)

P

djn
d<n

f(n
d )f ��1(d), n > 1

eșitliği ile bulunur. Buna f fonksiyonunun Dirichlet tersi denir.
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İspat. Teorem 2.2.7 eșitliğini dikkate alırsak, n = 1 için

X

dj1

f(1)f ��1(
1

d
) = δ(1) = 1

dir. Burada

f(1)f ��1(1) = 1

olup

f ��1(1) =
1

f(1)

elde edilir. Șimdi n den küçük tüm tam sayı değerleri için eșitliğin doğruluğunu

kabul edelim. O halde n için yazılan

X

djn

f(n)f ��1(
n

d
) = δ(n) = 0

ifadesi açılırsa

f(1)f ��1(n) + · · · + f(n)f ��1(1) = 0

olur. Bu eșitlikte f ��1(n) yanlız bırakılırsa

f ��1(n) = − 1

f(1)

X

djn
d<n

f(
n

d
)f ��1(d)

olup kabulümüzle birlikte eșitliğin sağındaki her değer bilindiğinden ispat tamamlanmıș

olur.

Șimdi (P, ∗) ve (M, ∗) cebirsel yapılarını inceleyelim.

Teorem 2.2.10. (P, ∗) bir gruptur.

İspat. Grup șartlarının sağlandığını gösterelim:

1. ∀f, t ∈ P için f ∗ t ∈ P olduğunu gösterelim. f(1) > 0, t(1) > 0 olsun.

(f ∗ t) (1) =
X

dj1

f(d)t

�
1

d

�

= f(1)t(1) > 0

12



olup f ∗ t ∈ P dir.

2. Teorem 2.2.7 de gösterildiği üzere δ birim elemandır.

3. Teorem 2.2.9 belirtildiği gibi f(1) 6= 0 olan her aritmetik fonksiyonun tersi

bulunduğu ve P kümesinin her f elemanı için f(1) > 0 olduğundan P kümesinin

her elemenın tersi vardır.

4. (A, ∗) birleșmeli ve P ⊂ A olduğundan (P, ∗) birleșmelidir.

Șimdi de (M, ∗) cebirsel yapısını inceleyelim.

Tanımda da verildiği gibi her f çarpımsal fonksiyonu için f(1) = 1 dir. Çünkü, her

n ∈ Z için (n, 1) = 1 olup f çarpımsal fonksiyon olduğundan

f(n) = f(n.1) = f(n)f(1) ⇒ f(n) − f(n)f(1) = 0 ⇒ f(n)(1 − f(1)) = 0

olur. Ayrıca f çarpımsal olduğundan ∀n ∈ Z için f(n) 6= 0 olup 1 − f(1) = 0 ve

f(1) = 1 bulunur.

Teorem 2.2.11. (M, ∗) cebirsel yapısı bir gruptur.

İspat. Grup șartlarının sağlandığını gösterelim:

1. f, t ∈ M =⇒ f ∗ t ∈ M olduğunu gösterelim. k = f ∗ t ve (m,n) = 1 olmak

üzere k(mn) =
P

cjmn f(c)t(mn
c ) olup burada mn nin her c böleni c = ab

biçiminde ve a|m ve b|n dir. Ayrıca (a, b) = 1 ve (m
a ,

n
b ) = 1 olur. Buradan

k(mn) =
X

abjmn

f(ab)t(
mn

ab
) =

X

ajm
bjn

f(a)f(b)t(
m

a
)t(
n

b
)

=
X

ajm

f(a)t(
m

a
)
X

bjn

f(b)t(
n

b
) = k(m)k(n)

olur. Böylece

(f ∗ t)(mn) = [(f ∗ t)(m)][(f ∗ t)(n)]

elde edilir.

2. Teorem 2.2.7 de gösterildiği üzere δ birim elemandır.
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3. Teorem 2.2.9 dan ve f(1) = 1 6= 0 olduğundan her elemanın tersi vardır.

4. (A, ∗) birleșmeli ve M ⊂ A olduğundan (M, ∗) birleșmelidir.

Tanım 2.2.12. A kümesi üzerindeki toplama ve çarpma ve bir K cisminin elemanla-

rıyla çarpma ișlemine göre așağıdaki șartları sağlıyorsa, A ya K cismi üzerinde bir

cebir denir.

1. A kümesi toplama ve K cisminin elemanları ile skaler çarpma ișlemine göre

bir vektör uzayıdır.

2. A kümesi toplama ve çarpma ișlemi ile bir halkadır.

3. Her λ ∈ K ve a, b ∈ A için λ(ab) = a(λb) = (λa)b eșitliği sağlanır.

(Vinberg, 1999)

Teorem 2.2.13. A kümesi R üzerinde bir cebirdir.

Yani (A,+, ∗, ·) cebirsel yapısında

1. (A,+) kümesi (R,+, ·) cismi üzerinde bir vektör uzayıdır.

2. (A,+, ∗) bir halkadır.

3. A ve R nin elemanları arasında R × A −→ A ișlemini λ ∈ R ve h ∈ A için

(λ, h) −→ λh olarak tanımlarsak her λ ∈ R ve h, g ∈ A için

λ(h ∗ g) = h ∗ (λg) = (λh) ∗ g

șartları sağlanır. (Rearick, 1968)

İspat. Cebir șartlarının sağlandığını gösterelim:

1. A kümesi R üzerinde bir vektör uzayıdır.

(a) ∀h, g ∈ A için h + g ∈ A olup kapalılık özelliği sağlanır.

(b) ∀h, g ∈ A için h + g = g + h olduğundan değișme özelliği vardır.
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(c) ∀r, g, h ∈ A için (r + g) + h = r + (g + h) șartını sağladığından birleșme

özelliği vardır.

(d) ∀h ∈ A için h + e = e + h = h olacak șekilde e ∈ A mevcut olup e = 0

fonksiyonu birim elemandır.

(e) ∀h ∈ A için h + h
′

= h
′
+ h = 0 olacak șekilde h′

= −h ∈ A olup −h
fonksiyonu h nin toplamsal tersidir.

(f) α ∈ R ve ∀h ∈ A için α · h ∈ A olup kapalıdır.

(g) α ∈ R ve ∀h, g ∈ A için α(h+ g) = αh+ αg dır.

(h) α, β ∈ R ve ∀h ∈ A için (α + β)h = αh+ βh dir.

(i) α, β ∈ R ve ∀h ∈ A için (αβ)h = α (βh) dir.

(j) ∀h ∈ A için 1 ·h = h olacak șekilde 1 ∈ R mevcut olup bu reel 1 sayısıdır.

2. (A,+) nın değișmeli bir grup olduğunu biliyoruz. Diğer taraftan ∀h, g ∈ A için

h ∗ g ∈ A olduğundan kapalılık özelliği sağlanır. Teorem 2.2.5, 2.2.6 ve 2.2.4

dan birleșme, dağılma ve değișme özellikleri sağlanır. Ayrıca Teorem 2.2.7 den

birim de mevcuttur. O halde A kümesi fonksiyonlarda toplama ve Dirichlet

çarpım ikili ișlemleri ile değișmeli ve birimli bir halkadır.

3. ∀λ ∈ R ve h, g ∈ A için λ(h ∗ g) = h ∗ (λg) = (λh) ∗ g olduğunu gösterelim.

Her n pozitif tamsayısı için

[λ(h ∗ g)] (n) = λ
X

djn

h(d)g(
n

d
)

=
X

λ

djn

h(d)g(
n

d
)

= [(λh) ∗ g] (n) (2.2.3)

ve

[λ(h ∗ g)] (n) = λ
X

djn

h(d)g(
n

d
)

=
X

djn

h(d)λg(
n

d
)

= [h ∗ (λg)] (n) (2.2.4)
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olup (2.2.3) ve (2.2.4) den istenilen eșitliğin sağlandığı görülür. O halde

(A,+, ∗, ·) bir cebirdir.

Örnek 2.2.14. (R,+, ·) reel sayılar halkası R üzerinde bir vektör uzayı olup skalerle

çarpma ve çarpma R ’deki tanımlanan çarpma olarak alınırsa o takdirde (R,+, ·) ,

R üzerinde bir cebirdir.

2.3. Logaritma Operatörü

Bu bölümdeki ilk amacımız P ve M çarpımsal grupların izomorf yapılar olduğunu

göstererek yukarıdaki (A,+, ∗, ·) cebir yapısına katkı sağlamaktır.

Teorem 2.3.1. (P, ∗) ≅ (M, ∗) ≅ (A,+) dır.

Bu teoremin ispatı daha sonra tamamlanacaktır. Bu teoremin ispatı için alt yapı

hazırlayalım.

(P, ∗) ve (A,+) gruplarının izomorfluğunu göstermek için L : P → A dönüșümü her

f, t ∈ P için

L(f ∗ t) = Lf + Lt

șartını sağlayacak șekilde bir operatör gereklidir. Burada operatör ifadesi dönüșümün

A nın bir alt kümesinden A ya tanımlı olduğu için kullanılmıștır. Bu L operatörü

kullanılarak üstel ve trigonometrik operatörler tanımlanmıș, böylece Teorem 2.3.1

ile benzer sonuçların ispatlanması mümkün olmuștur. (Rearick, 1968)

Tanım 2.3.2. f ∈ P olmak üzere

Lf(n) =

8
><

>:

P

djn
f(d)f ��1(n

d ) log d, n > 1

log f(1), n = 1

(2.3.5)

operatörüne logaritma operatörü denir. (Rearick, 1968)

Örnek 2.3.3. Her n tam sayısı için f(n) = 1 olsun. Bu takdirde Lf fonksiyonunu

bulalım. Fonksiyonun bazı değerlerindeki tersleri

f ��1(1) =
1

f(1)
= 1
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f ��1(2) = − 1

f(1)

X

dj2
d<2

f(
2

d
)f ��1(d) = − 1

f(1)
[f(2)f ��1(1)] = −1

f ��1(3) = − 1

f(1)

X

d j3
d<3

f(
3

d
)f ��1(d) = − 1

f(1)
[f(3)f ��1(1)] = −1

f ��1(4) = − 1

f(1)

X

dj4
d<4

f(
4

d
)f ��1(d) = − 1

f(1)
[f(4)f ��1(1) + f(2)f ��1(2)]

= −1[1.1 + 1.(−1)] = 0

f ��1(6) = − 1

f(1)

X

dj6
d<6

f(
6

d
)f ��1(d)

= − 1

f(1)
[f(6)f ��1(1) + f(3)f ��1(2) + f(2)f ��1(3)]

= −1[1.1 + 1.(−1) + 1.(−1)] = 1

olur. Buradan

Lf(1) = log f(1) = log 1 = 0

Lf(2) = f(1)f ��1(2) log 1 + f(2)f ��1(1) log 2 = 0 + 1.1. log 2 = log 2

Lf(3) = f(1)f ��1(3) log 1 + f(3)f ��1(1) log 3 = 0 + 1.1. log 3 = log 3

Lf(4) = f(1)f ��1(4) log 1 + f(2)f ��1(2) log 2 + f(4)f ��1(1) log 4

= 0 + 1.(−1) log 2 + 1.1.2 log 2 = log 2

Lf(6) = f(1)f ��1(6) log 1 + f(2)f ��1(3) log 2

+f(3)f ��1(2) log 3 + f(6)f ��1(1) log 6

= 0 + 1 · (−1) · log 2 + 1 · (−1) · log 3 + 1 · 1 · log 6

= − log 2 − log 3 + log 6

= 0
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șeklinde elde edilir. Bu değerlerin ilk 10 tanesi

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Lf(n) 0 log 2 log 3 log 2 log 5 0 log 7 log 2 log 3 0

olup alıșılmıș Λ-Mangoldt fonksiyonu elde edilmiș olur. Dolayısıyla Lf(n) = Λ(n)

dir. (Rearick, 1968)

Örnek 2.3.4. Șimdi φ fonksiyonunu için Lφ logaritmasını inceleyelim.

φ��1(2) = − 1

φ(1)

X

dj2
d<2

φ(
2

d
)φ��1(d)

= − 1

φ(1)
φ(2)φ��1(1) = (−1) · 1 · 1 = −1

φ��1(4) = − 1

φ(1)

X

dj4
d<4

φ(
4

d
)φ��1(d)

= −
�
φ(4)φ��1(1) + φ(2)φ��1(2)

�

= −[2 + 1 · (−1)] = −1

Șimdi bu değerleri kullanarak logaritmalarını hesaplayalım.

Lφ(1) = logφ(1) = log 1 = 0

Lφ(2) =
X

dj2

φ(d)φ��1(
2

d
) log d

= φ(1)φ��1(2) log 1 + φ(2)φ��1(1) log 2

= 0 + 1 · log 2 = log 2
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Lφ(4) =
X

dj4

φ(d)φ��1(
4

d
) log d

= φ(1)φ��1(4) log 1 + φ(2)φ��1(2) log 2 + φ(4)φ��1(1) log 4

= 0 + 1 · (−1) log 2 + 2 · 1 · log 4

= − log 2 + 4 log 2 = 3 log 2

Lφ(8) =
X

dj8

φ(d)φ��1(
8

d
) log d

= φ(1)φ��1(8) log 1 + φ(2)φ��1(4) log 2

+φ(4)φ��1(2) log 4 + φ(8)φ��1(1) log 8

= 0 + 1 · (−1) log 2 + 2 · (−1) · log 4 + 4 · 1 · log 8

= − log 2 − 4 log 2 + 12 log 2

= 7 log 2

Teorem 2.3.5. ∀f, t ∈ P için

L(f ∗ t) = Lf + Lt (2.3.6)

dir. (Rearick, 1968)

İspat. n = 1 iken

L(f ∗ t)(1) = log(f ∗ t)(1) = log(f(1)t(1)) = log f(1) + log t(1) = Lf(1) + Lt(1)

olup eșitlik sağlanır. Diğer durumlarda yukarıdaki eșitliği gösterebilmek için n > 1

iken λf(n) = f(n) logn olacak șekilde λ : A→ A operatörü tanımlayıp ișlemlerimizde

kullanalım. Burada

[f ��1 ∗ λf ](n) =
X

djn

f ��1(
n

d
)λf(d) =

X

djn

f ��1(
n

d
)f(d) log d = Lf(n)

olduğundan L(f)(n) = [f ��1 ∗ λf ](n) dir.
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Ayrıca

λ(f ∗ t) = t ∗ λf + f ∗ λt (2.3.7)

eșitliğinin de sağlandığını șöyle gösterebiliriz.

[(t ∗ λf) + (f ∗ λt)] (n) = (t ∗ λf)(n) + (f ∗ λt)(n)

=
X

djn

t(d)λf(
n

d
) +

X

djn

f(d)λt(
n

d
)

=
X

djn

t(d)f(
n

d
) log

n

d
+
X

djn

f(d)t(
n

d
) log

n

d

Son ifadede
P

djn
t(d)f(n

d ) log n
d =

P

djn
f(d)t(n

d ) log d eșitliğini kullanırsak

=
X

djn

f(d)t(
n

d
) log d+

X

djn

f(d)t(
n

d
) log

n

d

=
X

djn

f(d)t(
n

d
)[log d+ log

n

d
]

=
X

djn

f(d)t(
n

d
) logn

= (f ∗ t)(n) logn

= λ(f ∗ t)(n)

olur. Eğer f, t ∈ P için (2.3.7) eșitliğinin her iki tarafını (f ��1 ∗ t��1) ile Dirichlet

çarpımı ile çarparsak

(f ∗ t)��1 ∗ λ(f ∗ t) = (f ��1 ∗ t��1) ∗ [(t ∗ λf) + (f ∗ λt)] (2.3.8)

eșitliği elde edilir, Dirichlet çarpımı değișmeli ve (A,+, ∗, ·) cebir olduğundan

(f ∗ t)��1 ∗ λ(f ∗ t) =
�
(f ��1 ∗ t��1) ∗ (t ∗ λf)

�
(2.3.9)

+
�
(f ��1 ∗ t��1) ∗ (f ∗ λt)

�

= f ��1 ∗ λf + t��1 ∗ λt
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olur. Șimdi (f ∗ t) = k olsun. Bu durumda (2.3.8) ifadesi

k��1 ∗ λk = f ��1 ∗ λf + t��1 ∗ λt

șekline gelir. Buradan

Lk(n) = Lf(n) + Lt(n)

olup

L(f ∗ t)(n) = Lf(n) + Lt(n)

elde edilir ki ispat tamamlanmıș olur.

L operatörünün örtenliğini göstermek için așağıdaki teoremi verelim.

Teorem 2.3.6. Her bir h ∈ A için h = Lf olacak șekilde tek bir f ∈ P vardır.

(Rearick, 1968)

İspat. Bu ispatı tümevarım metodu kullanarak yapalım.

L : P → A nın bir operatör olduğunu biliyoruz. Bir ters operatör tanımlayarak L

nin birebir ve örten olduğunu göstereceğiz. Bu operatöre daha sonra exp operatörü

diyeceğiz.

f(1) = exp h(1) = Eh(1) olarak tanımlayalım. Kabul edelim ki n > 1 olsun ve

∀v < n için tümevarımla f(v) nın tanımlı olsun. Buradan ∀v < n için,

δ(v) = (f ∗ f ��1)(v) =
X

djv

f ��1(d)f(
v

d
) (2.3.10)

eșitliği kullanılarak rekürans ilișkisi yardımıyla f ��1(v) hesaplanabilir.

Bu durumda ∀ v < n için f(v) ve f ��1(v) bilinmekte olup bunları kullanarak n tam

sayısı için h = Lf șartını sağlayacak bir f(n) bulalım. Bunun için

h = Lf ⇒ h(n) = Lf(n)

⇒ h(n) =
X

djn

f(d)f ��1(
n

d
) log d

ifadesinden

h(n) = f(1)f ��1(n) log 1 + ...+ f(n)f ��1(1) logn
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elde edilir. Son eșitlikte f(n) yi yalnız bırakırsak her h için f bulunmuș olur. Böylece

ispat tamamlanır.

Bu tümevarım bize f nin nasıl üretilebileceğini gösteriyor. Aynı zamanda da f nin

tekliğini garanti ediyor. Çünkü f(n) her basamakta tek șekilde elde edilmektedir.

Böylece birebir L operatörünün olduğu da gösterilmiș olur. Dolayısıyla Teorem 2.3.5

ve Teorem 2.3.6 den

L(f ∗ t) = L(f) + L(t)

olup (P, ∗) ∼= (A,+) izomorfizması ispat edilmiș olur.

Șimdi P kümesinin f(1) > 0 olan tüm aritmetik fonksiyonlar kümesi olduğunu

hatırlatarak așağıdaki teoremi verelim.

Teorem 2.3.7. p bir asal sayı ve k ∈ Z olmak üzere, f ∈ P nin çarpımsal olması

için gerek ve yeter șart N 6= pk iken Lf(N) = 0 olmasıdır. (Rearick, 1968)

İspat. ⇒) f çarpısal olsun. Öyleyse f(1) = 1 ve Lf(1) = log f(1) = log 1 = 0 olur.

Șimdi N > 1 olsun. k ∈ Z için N 6= pk alalım. Bu durumda N = mn, (m,n) =

1, m > 1, n > 1 olarak yazılabilir. Burada Lf(N) = 0 olduğunu gösterelim. N =

mn nin her d böleni d1d2 = d ve d1|m, d2|n șeklinde ifade edilebilir ki burada

(d1, d2) = ( m
d1
, n

d2
) = 1 dir. Böylece

Lf(N) =
X

djN

f(d)f ��1(
N

d
) log d

=
X

d1d2jmn

f(d1d2)f
��1(

mn

d1d2
) log(d1d2)

=
X

d1jm

X

d2jn

f(d1)f(d2)f
��1(

m

d1
)f ��1(

n

d2
)(log d1 + log d2)
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=
X

d1jm

X

d2jn

f(d1)f(d2)f
��1(

m

d1
)f ��1(

n

d2
)(log d1)

+
X

d1jm

X

d2jn

f(d1)f(d2)f
��1(

m

d1
)f ��1(

n

d2
)(log d2)

=
X

d1jm

f(d1)f
��1(

m

d1
)(log d1)

X

d2jn

f(d2)f
��1(

n

d2
)

+
X

d1jm

f(d1)f
��1(

m

d1
)
X

d2jn

f(d2)f
��1(

n

d2
)(log d2)

= Lf(m)
X

d2jn

f(d2)f
��1(

n

d2
) +

X

d1jm

f(d1)f
��1(

m

d1
)Lf(n)

= Lf(m)δ(n) + δ(m)Lf(n)

= Lf(m).0 + 0.Lf(n)

= 0

elde edilir.

⇐ Diğer taraftan N 6= pk için Lf(N) = 0 olduğunu kabul edip f nin çarpımsal

olduğunu gösterelim. Kabulden 1 6= pk için Lf(1) = 0 olduğundan log f(1) = 0 olup

f(1) = 1 olur ki f nin çarpımsallığı bunu gerektirir.

N > 1 alalım, pr|N ve pr+1 ∤ N olacak șekildeki p asalları için t(N) =
Q

pjN f(pr)

fonksiyonunu tanımayalım ve t(1) = 1 olduğunu kabul edelim. Burada t nin çarpımsal

bir fonksiyon ve f = t olduğunu gösterirsek ispat tamamlanmıș olur.

Önce ispatımızı p, q asal ve N = pk için yapalım;

t(pk) =
Y

qjpk

f(qr) = f(pk)

olup

t(pk) = f(pk) (2.3.11)

elde edilir. Yani asalların kuvvetleri için t ve f fonksiyonları eșittir.

Șimdi t��1(pk) = f ��1(pk) olduğunu tümevarımla gösterelim.
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Öncelikle n = p0 = 1 için t(1) = f(1) olup

t��1(1) =
1

t(1)
=

1

f(1)
= f ��1(1)

olur. Sonra n = p için t��1(p) yi hesaplayalım. (2.3.11) den f(p) = t(p) ve Teorem

2.2.9 den n > 1 için

f ��1(n) = − 1

f(1)

X

d|n
d < n

f(
n

d
)f ��1(d)

olduğundan

t��1(p) = − 1

t(1)
t(p)t��1(1) = − 1

f(1)
f(p)f ��1(1) = f ��1(p)

eșitliğinden

t��1(p) = f ��1(p)

elde edilir. Tümevarım için pk dan küçük her tamsayı için eșitliğin sağlandığını

kabul edelim. Bu durumda kabulden ve (2.3.11) den

t��1(pk) = − 1

t(1)

X

d|pk

d < pk

t(
n

d
)t��1(d) = − 1

f(1)

X

d|pk

d < pk

f(
n

d
)f ��1(d) = f ��1(pk)

olur ve N = pk için

f ��1(N) = t��1(N)

bulunur.

Șimdi t fonksiyonunun çarpımsal olduğunu gösterelim. N = pk1

1 p
k2

2 ...p
kr
r için

t(pk1

1 p
k2

2 ...p
kr

r ) =
Y

pjN

f(pr) = f(pk1

1 )f(pk2

2 )...f(pkr

r ) = t(pk1

1 )t(pk2

2 )...t(pkr

r )
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olup t çarpımsaldır. O zaman son olarak ∀N için f(N) = t(N) eșitliğinin sağlanıp

sağlanmadığına bakmalıyız. Teoremin hipotezini t fonksiyonu için uygularsak ki t

fonksiyonu çarpımsal bir fonksiyon olduğundan, t çarpımsal ise N 6= pk için Lt(N) =

0 dır. Kabulde N 6= pk için Lt(N) = 0 idi. O halde bu iki fonksiyon her durumda

eșittir. Yani N 6= pk için

Lf(N) = Lt(N)

olduğundan Teorem 2.3.6 den dolayı her durumda

f = t

elde edilir.

Șimdi Lf operatörünü çalıștırarak anlamaya çalıșalım.

Örnek 2.3.8. f çarpımsal olsun. Bu durumda f(1) = 1 = f ��1(1) olup buradan

L(f(2)) =
X

dj2

f(d)f ��1(
2

d
) log d

= f(1)f ��1(2) log 1 + f(2)f ��1(1) log 2

= f(2) log 2 6= 0

ve

L(f(5)) =
X

dj5

f(d)f ��1(
5

d
) log d

= f(1)f ��1(5) log 1 + f(5)f ��1(1) log 5

= f(5) log 5 6= 0
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elde edilir. Ayrıca ispat metodunu kullanarak

Lf(10) =
X

dj10

f(d)f ��1(
10

d
) log d

=
X

d1j2

X

d2j5

f(d1)f(d2)f
��1(

2

d1
)f ��1(

5

d2
)(log d1 + log d2)

=
X

d1j2

[

�
f(d1)f(1)f ��1(

2

d1
)f ��1(5)(log d1 + log 1)

�

+

�
f(d1)f(5)f ��1(

2

d1
)f ��1(1)(log d1 + log 5)

�
]

= f(1)f(1)f ��1(2)f ��1(5)(log 1 + log 1)

+f(1)f(5)f ��1(2)f ��1(5)(log 1 + log 5)

+f(2)f(1)f ��1(1)f ��1(5)(log 2 + log 1)

+f(2)f(5)f ��1(1)f ��1(5)(log 2 + log 5)

= f(2)f ��1(1) log 2(f(1)f ��1(5) + f(5)f ��1(1))

+f(5)f ��1(1) log 5(f(1)f ��1(2) + f(2)f ��1(1))

= L(f(2))δ(5) + L(f(5))δ(2)

= L(f(2)) · 0 + L(f(5)) · 0

= 0

olduğu görülür. Daha basit olarak Teorem 2.2.9 den p asalı için f ��1(p) = −f(p)

olup

Lf(10) =
X

dj10

f(d)f ��1(
10

d
) log d

= f(1)f ��1(10) log 1 + f(2)f ��1(5) log 2

+f(5)f ��1(2) log 5 + f(10)f ��1(1) log 10

= f(2)f ��1(5) log 2 + f(5)f ��1(2) log 5 + f(10)

= f(2)(−f(5)) log 2 + f(5)(−f(2))(1 − log 2) + f(10)

= −f(2)f(5) log 2 + f(2)f(5) log 2 − f(5)f(2) + f(10)

= 0
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elde edilir.

Sonuç 2.3.9. K = {h ∈ A; h(n) = 0, n 6= pk} olacak șekilde bütün reel aritmetik

h fonksiyonların cümlesi ise Teorem 2.3.7, (M, ∗) grubunun logaritma operatörü

altında (K,+) grubuna izomorf olduğunu gösterir. Yani, (M, ∗) ve (K,+) grupları

için L : M → K dönüșümü L(f ∗ t) = L(f) + L(t) bir izomorfizmadır.

Bu grup H(n) = h(kn) ({kn} artan sırada asal kuvvetlerin dizisi) olacak șekilde ki

h↔ H eșleșmesi altında (A,+) grubuna izomorftur.

(K,+) ∼= (A,+)

h ↔ H

{kn} = 20, 21, 23 · · ·

Dolayısıyla (M, ∗) ∼= (A,+) dır.

(M, ∗) ∼= (A,+) için kullanılan metotla (P, ∗) ∼= (M, ∗) ∼= (A,+) elde edilir. Böylece

Teorem 2.3.1 in ispatı tamamlanmıș olur. (Rearick, 1968)

Tanım 2.3.10. Eğer g ∈ A ise g = Lf olacak șekilde ifade edilen P nin tek türlü

belirli f elemanı Eg olarak tanımlanır. Yani

g = Lf ⇔ f = Eg

dır. Bu dönüșüme Üstel operatör denir. (Rearick, 1968)

Teorem 2.3.5 i kullanarak E(g + h) = Eg ∗ Eh olduğunu gösterelim. Her g, h ∈ A

için g = Lf ve h = Lt olacak șekilde f, t ∈ P olduğunu biliyoruz. Bu durumda

Tanım 2.3.10 gereği f = Eg ve t = Eh olur. Teorem 2.3.5 den L(f ∗ t) = Lf + Lt

olup buradan

E(L(f ∗ t)) = E(Lf + Lt)

⇒ f ∗ t = E(g + h)

⇒ Eg ∗ Eh = E(g + h)
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elde edilir. Yani L homomorfizma ise L nin tersi olanE dönüșümü de homomorfizma-

dır. Teorem 2.3.6 ve Tanım 2.3.10 dan dolayı ∀f ∈ P için L : P → A dönüșümü

altında E(Lf) = f dır ve ∀g ∈ A için E : A→ P dönüșümü altında L(Eg) = g dır.

Ayrıca z = 0 fonksiyonu ve E homomorfizma olduğundan Ez = δ ve L(δ) = z olur.

(Rearick, 1968)

2.4. Aritmetik Fonksiyonların Genel Kuvvetleri

Bu kısımda ilk olarak cebirde çok iyi bilinen bir tanımı vererek aritmetik fonksiyonla-

rın kuvvetlerine geçelim.

Tanım 2.4.1. F , p asal karakteristikli sonlu bir cisim olsun. ϕp : F → F her a ∈ F

için ϕp = ap biçiminde tanımlı dönüșüm F nin bir otomorfizmasıdır. Bu dönüșüme

Frobenius otomorfizması denir. (Fraleigh, 1994)

Örnek 2.4.2. (Z5,+, .) cismi üzerinde ϕ : Z5 → Z5 dönüșümünü alalım. ∀ā ∈ Z5

için ϕ(ā) = (ā)5 dönüșümü bir otomorfizmadır, gösterelim.

ϕ(ā+ b) = ϕ(a+ b) = (a+ b)5

= (ā)5 + 5(ā)4b+ 10(ā)3(b)2 + 10(ā)2(b)3 + 5(ā)(b)4 + (b)5

= (ā)5 + (b)5 = ϕ(ā) + ϕ(b)

ve

ϕ(ā⊙ b) = ϕ(a · b) = (a · b)5 = (ā)5 · (b)5 = ϕ(ā) · ϕ(b)

olup ϕ bir halka homomorfizmasıdır. Ayrıca

ϕ(0) = 0
5

= 0

ϕ(1) = 1
5

= 1

ϕ(2) = 2
5

= 2

ϕ(3) = 3
5

= 3

ϕ(4) = 4
5

= 4

elde edilir. Burada Fermat teoreminden her a tam sayısı için a5 ≡ a(5) olduğu da

görülmektedir. Hesaplamadan ϕ fonksiyonunun örten ve birebir olduğu açıktır. Bu

nedenle ϕ bir otomorfizmadır.
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Tanım 2.4.3. f ∈ P ve r ∈ R ise f r = E(rLf) olarak tanımlanır.

f �r = E(rLf) ifadesini analizdeki er log f = elog fr

= f �r eșitliğine benzetebiliriz.

Logaritma ve üstel fonksiyonlar düșünüldüğünde bu tanımın anlamlı olduğu ve

benzerliği görülmektedir. (Rearick, 1968)

Teorem 2.4.4. Her bir r ∈ R\{0} için ϕ : P → P , ϕ(f) = f �r dönüșümü (P, ∗)
den (P, ∗) ye bir izomorfizmadır. Bu bir Frobenius otomorfizasıdır. (Rearick, 1968)

(A,+, ∗, ·) cebirinin cebirsel özellikleri bize üstel fonksiyondakilere benzer özellikler

verir. Mesela,

(f r)s = f rs

f r+s = f r ∗ f s

(f ∗ t)r = f r ∗ tr

ve r ∈ Z+ için

f r = E(rLf)

= E(Lf + · · · + Lf) (r tane)

= E(Lf) ∗ · · · ∗ E(Lf)

= f ∗ · · · ∗ f

olur.

r = −1 için,

f ∗ f ��1 = E(L(f ∗ f ��1)) = E(Lf + Lf ��1) = E(Lf) ∗ E(Lf ��1)

= E(Lf) ∗ E(−Lf) = E(Lf + (−Lf))

= E(Lf − Lf) = Ez = δ

olur. Bu da bize f ��1 operatörünün önceden tanımlanmıș olan konvolisyon tersi ile

aynı olduğunu gösterir. Ayrıca f ∈ P için f r ∈ P olur. Verilecek herhangi bir r 6= 0
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ve herhangi bir f ∈ P için tr = f ise t için tek bir çözüm vardır ve t = f � 1

r dir.

Çünkü ϕ otomorfizması 1-1 ve örtendir.

Özel olarak f ∈ P tek karaköke sahiptir ve bu kök f � 1

2 ∈ P șeklinde gösterilir.

Diğer yandan f çarpımsal bir fonksiyon ise r ∈ Z için f �r nin de çarpımsal olduğu

șöyle gösterilebilir. f çarpımsal ise (m,n) = 1 için f(mn) = f(m) ∗ f(n) dir.

Buradan

f r(mn) = E (rLf(mn))

= E (Lf(mn) + Lf(mn) + · · ·+ Lf(mn)) (r tane)

= E (Lf(mn)) ∗ E (Lf(mn)) ∗ · · · ∗ E (Lf(mn))

= f(mn) ∗ f(mn) ∗ · · · ∗ f(mn)

= f(m) ∗ f(n) ∗ f(m) ∗ f(n) ∗ · · · ∗ f(m) ∗ f(n)

= f r(m) ∗ f r(n)

olup f �r çarpımsaldır. (Rearick, 1968)

Teorem 2.4.5. f ∈M ise her r reel sayısı için f r ∈M dir. (Rearick, 1968)

İspat. İspatımızı Teorem 2.3.7 den yararlanılarak yapacağız.

f ∈ M ise n 6= pk için Lf(n) = 0 idi. Bu nedenle rLf(n) = 0 olup rLf fonksiyonu

da Teorem 2.3.7 den dolayı çarpımsaldır ve yine aynı teoremin tersinden E(rLf) de

çarpımsaldır. E(rLf) = f r olduğundan f r fonksiyonu da çarpımsal olur.

Sonuç 2.4.6. (P, ∗) ve (A,+) grupları izomorftur ve bu izmorfluk L : P → A, her

f, t ∈ P için

L(f ∗ t) = Lf + Lt

operatörü ile gerçekleșir. Ayrıca E bunun ters operatörüdür. (Rearick, 1968)

2.5. Trigonometrik Operatörler

Aritmetik fonksiyonlar üzerinde A dan A ya dönüșüm altında tanımlanan hiperbolik

trigonometrik fonksiyonlar olan sinüs (S), kosünüs (C) ve tanjant (T ) operatörleri,
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analizdeki elementer hiperbolik trigonometrik fonksiyonların tanımına analoji yapılarak

tanımlanmıștır.

Tanım 2.5.1. Her g ∈ A için sinüs (S), kosünüs (C) ve tanjant (T ) operatörleri

sırasıyla

Sg =
1

2
(Eg − E(−g)) , (2.5.12)

Cg =
1

2
(Eg + E(−g)) (2.5.13)

ve

Tg = Sg ∗ (Cg)��1 (2.5.14)

șeklinde tanımlanır.

∀g ∈ A için Cg(1) = cosh g(1) > 0 olduğundan (2.5.14)’ de (Cg) in değeri sıfırdan

farklı olup Tg operatörü her zaman iyi tanımlıdır. (Rearick, 1968)

Teorem 2.5.5 nin ispatı için önce iki tane Lemma verelim.

Lemma 2.5.2. Her h ∈ A için

Sh+
�
(Sh)�2 + δ

�� 1

2 = Eh (2.5.15)

eșitliği sağlanır. (Rearick, 1968)
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İspat. Her h ∈ A için

Sh+
�
(Sh)�2 + δ

�� 1

2 =
1

2
(Eh− E(−h)) +

"�
1

2
(Eh− E(−h))

��2

+ δ

#� 1

2

=
1

2
(Eh− E(−h))

+

��
Eh ∗ Eh− 2Eh ∗ E(−h) + E(−h) ∗ E(−h)

4

�
+ δ

�� 1

2

=
1

2
(Eh− E(−h)) +

�
E(2h) − 2E(h− h) + E(−2h)

4
+ δ

�� 1

2

=
1

2
(Eh− E(−h)) +

�
E(2h) − 2Ez + E(−2h)

4
+ δ

�� 1

2

=
1

2
(Eh− E(−h)) +

�
E(2h) − 2δ + E(−2h)

4
+ δ

�� 1

2

=
1

2
(Eh− E(−h)) +

�
E(2h) − 2δ + E(−2h) + 4δ

4

�� 1

2

=
1

2
(Eh− E(−h)) +

�
E(2h) + 2δ + E(−2h)

4

�� 1

2

=
1

2
(Eh− E(−h)) +

"�
E(h) + E(−h)

2

��2
#� 1

2

=
1

2
(Eh− E(−h)) +

E(h) + E(−h)
2

=
2E(h)

2

= E(h)

olur ki bu da Lemmada istenendir.

Teorem 2.5.3. Her h, g ∈ A için

S(h+ g) = Sh ∗ Cg + Sg ∗ Ch

ve

C(h+ g) = Ch ∗ Cg + Sh ∗ Sg

eșitlikleri sağlanır.
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İspat. Her h, g ∈ A için

Sh ∗ Cg + Sg ∗ Ch =
Eh−E (−h)

2
∗ Eg + E (−g)

2
+
Eg − E (−g)

2
∗ Eh+ E (−h)

2

=
1

4
[(Eh ∗ Eg + Eh ∗ E (−g) −E (−h) ∗ Eg − E (−h) ∗ E (−g))

+Eh ∗ Eg + Eg ∗ E (−h) − E (−g) ∗ Eh−E (−g) ∗ E (−h)]

=
1

4
[E(h + g) + E(h− g) − E(−h + g) − E(−h− g)]

+
1

4
[E(h+ g) + E(g − h) − E(−g + h) − E(−g − h)]

=
1

4
[2E(h+ g) − 2E(−h− g)]

=
1

2
[E(h + g) − E(−h− g)]

= S(h+ g)

elde edilir. Ayrıca

Ch ∗ Cg + Sh ∗ Sg

=
Eh + E(−h)

2
∗ Eg + E(−g)

2
+
Eh− E(−h)

2
∗ Eg −E(−g)

2

=
Eh ∗ Eg + Eh ∗ E(−g) + E(−h) ∗ Eg + E(−h) ∗ E(−g)

4

+
Eh ∗ Eg − Eh ∗ E(−g) − E(−h) ∗ Eg + E(−h) ∗ E(−g)

4

=
E (h + g) + E(h− g) + E(−h + g) + E(−h− g)

4

+
E (h + g) − E(h− g) −E(−h + g) + E(−h− g)

4

=
2E (h+ g) + 2E(−h− g)

4

=
E (h + g) + E(−(h + g))

2

= C(h+ g)

ile ispat tamamlanır.
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Lemma 2.5.4. Her h, g ∈ A için

S(h+ g) = Sh ∗
�
(Sg)�2 + δ

�� 1

2 + Sg ∗
�
(Sh)�2 + δ

�� 1

2

eșitliği sağlanır. (Rearick, 1968)

İspat. Her h, g ∈ A için

Sh ∗
�
(Sg)�2 + δ

�� 1

2 + Sg ∗
�
(Sh)�2 + δ

�� 1

2

= Sh ∗ (Eg − Sg) + Sg ∗ (Eh− Sh)

= Sh ∗
�
Eg − Eg − E (−g)

2

�
+ Sg ∗

�
Eh− Eh− E (−h)

2

�

= Sh ∗
�
Eg + E (−g)

2

�
+ Sg ∗

�
Eh+ E (−h)

2

�

= Sh ∗ Cg + Sg ∗ Ch

= S(h+ g) (Teorem 2.5.3 den)

elde edilir.

Teorem 2.5.5. Her h, g ∈ A için � ișlemi

h� g = h ∗
�
g�2 + δ

�� 1

2 + g ∗
�
h�2 + δ

�� 1

2

șeklinde tanımlanırsa (A, � ) grubu ile (A,+) grubu izomorf olur. (Rearick, 1968)

İspat. ∀h ∈ A için h→ Sh kuralı ile tanımlanan S : (A, � ) → (A,+) dönüșümünün

izomorfizma olduğunu gösterelim.

a)S birebirdir, gösterelim. Her h, g ∈ A için

Sh = Sg

⇒ (Sh)�2 = (Sg)�2

⇒ (Sh)�2 + δ = (Sg)�2 + δ

⇒
�
(Sh)�2 + δ

�� 1

2 =
�
(Sg)�2 + δ

�� 1

2
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⇒ Sh+
�
(Sh)�2 + δ

�� 1

2 = Sg +
�
(Sg)�2 + δ

�� 1

2 (Sh = Sg idi)

⇒ Eh = Eg (Lemma 2.5.2 den)

⇒ h = g (E birebir)

b)S örtendir, gösterelim. ∀g ∈ A için Sh = g olacak șekilde en az bir h ∈ A vardır

ki bu h = L
�
g + (g�2 + δ)

� 1

2

�
dir. Șöyle ki

h = L
�
g +

�
g�2 + δ

�� 1

2

�

⇒ Eh = E
�
L
�
g +

�
g�2 + δ

�� 1

2

��

⇒ Eh = g +
�
g�2 + δ

�� 1

2

Burada (2.5.15) eșitliğini yerine yazarsak

⇒ Sh+
�
(Sh)�2 + δ

�� 1

2 = g +
�
g�2 + δ

�� 1

2

⇒ Sh = g

bulunur ki bu da S fonksiyonunun örtenliğini gösterir.

c)S fonksiyonu homomorfizmadır. Yani S(h + g) = Sh� Sg eșitliğinin sağlandığını

gösterelim:

S(h + g) = Sh ∗
�
(Sg)�2 + δ

�� 1

2 + Sg ∗
�
(Sh)�2 + δ

�� 1

2 (Lemma 2.5.4)

= Sh� Sg (Tanımdan)

Böylece S izomorfizma olur.

Benzer düșünce ile T operatöründen de bir sonuç elde edilir. Önce iki tane Lemma

verelim.

Lemma 2.5.6. Her h ∈ A için E(2h) = (δ + Th) ∗ (δ − Th)��1 dir.

(Rearick, 1968)
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İspat. Her h ∈ A için

(δ + Th) ∗ (δ − Th)��1 = E
�
L
�
(δ + Th) ∗ (δ − Th)��1��

= E
�
L (δ + Th) + L (δ − Th)��1�

= E [L (δ + Th) − L (δ − Th)]

= E

�
L

�
δ +

Sh

Ch

�
− L

�
δ − Sh

Ch

��

= E

�
L

�
Ch+ Sh

Ch

�
− L

�
Ch− Sh

Ch

��

= E [L (Ch+ Sh) − L (Ch) − L (Ch− Sh) + L (Ch)]

= E [L (Ch+ Sh) − L (Ch− Sh)]

= E

2

4 L
�1

2 (Eh+ E(−h)) + 1
2 (Eh− E(−h))

�

−L
�1

2 (Eh+ E(−h)) − 1
2 (Eh−E(−h))

�

3

5

= E [L (E(h) − L(E(−h))]

= E (h− (−h))

= E(2h)

olur.

Lemma 2.5.7. T operatörü birebirdir. (Rearick, 1968)
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İspat. Her h, g ∈ A için

Th = Tg

⇒ Sh ∗ (Ch)��1 = Sg ∗ (Cg)��1

⇒ Sh ∗ Cg = Sg ∗ Ch

⇒
�
1

2
(Eh−E(−h))

�
∗
�
1

2
(Eg + E(−g))

�

=

�
1

2
(Eh + E(−h))

�
∗
�
1

2
(Eg − E(−g))

�

⇒ Eh ∗ Eg + Eh ∗E(−g) − E(−h) ∗ Eg − E(−h) ∗ E(−g)

= Eh ∗ Eg − Eh ∗ E(−g) + E(−h) ∗ Eg − E(−h) ∗ E(−g)

⇒ Eh ∗ E(−g) −E(−h) ∗ Eg = −Eh ∗ E(−g) + E(−h) ∗ Eg

⇒ E(h− g) −E(−h + g) = −E(h− g) + E(−h + g)

⇒ 2E(h− g) = 2E(−h+ g)

⇒ E(h− g) = E(−h + g) ⇒ h− g = −h + g ⇒ h = g

olup T operatörü birebirdir.

Teorem 2.5.8. V = {h ∈ A : −1 < h(1) < 1} olsun. V üzerinde △ ișlemi her h, g ∈
V için

h△g = (h+ g) ∗ (δ + h ∗ g)��1

șeklinde tanımlanırsa (V,△) grubu ile (A,+) grubu izomorf olur. (Rearick, 1968)

İspat. ∀h ∈ V için h→ Th kuralı ile tanımlanan T : (V,△) → (A,+) dönüșümünün

izomorfizma olduğunu gösterelim.

Șimdi T operatörünün bir homomorfizma olduğunu gösterelim. Her h, g ∈ A için

T (h+ g) = S (h + g) ∗ C (h + g)��1 =
S (h+ g)

C (h + g)

=
Sh ∗ Cg + Sg ∗ Ch
Ch ∗ Cg + Sh ∗ Sg (Teorem 2.5.3 den)
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=

�
Sh ∗ Cg + Sg ∗ Ch

Ch ∗ Cg

�
∗
�

Ch ∗ Cg
Ch ∗ Cg + Sh ∗ Sg

�

=

�
Sh ∗ Cg + Sg ∗ Ch

Ch ∗ Cg

�
∗
�
Ch ∗ Cg + Sh ∗ Sg

Ch ∗ Cg

���1

=

�
Sh

Ch
+
Sg

Cg

�
∗
�
δ +

Sh

Ch
∗ Sg
Cg

���1

= (Th+ Tg) ∗ (δ + Th ∗ Tg)��1 = Th△Tg

olup T homomorfizmadır.

T : A→ V operatörünün Lemma 2.5.7 den birebir olduğunu biliyoruz. Șimdi örten

olduğunu ispatlayalım:

∀g ∈ V için Th = g olacak șekilde en az bir h ∈ A vardır. Bu h, 2h = L(δ + g) −
L(δ − g) eșitliğini sağlayan dönüșümdür, gösterelim. ∀g ∈ V için

2h = L(δ + g) − L(δ − g)

⇒ 2h = L(δ + g) + L(δ − g)��1

⇒ 2h = L
�
(δ + g) ∗ (δ − g)��1�

⇒ E (2h) = E
�
L
�
(δ + g) ∗ (δ − g)��1��

⇒ E (2h) = (δ + g) ∗ (δ − g)��1

olur. Lemma 2.5.6 den

(δ + Th) ∗ (δ − Th)��1 = (δ + g) ∗ (δ − g)��1

olup buradan Th = g elde edilir. Dolayısıyla T operatörü örtendir.

Sonuç olarak T operatörü birebir, örten bir homomorfizma olduğundan bir izomorfiz-

madır.
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3. HİPERBOLİK TRİGONOMETİK FONKSİYONLAR

Bu bölümde, klasik analizdeki bazı özdeșliklere benzer olan ve hiperbolik trigono-

metrik operatörler arasında geçerli bazı özdeșlikleri inceleyeceğiz.

3.1. Hiperbolik Trigonometrik Fonksiyonlar Arasındaki Bazı Özdeșlikler

Teorem 3.1.1. Her h ∈ A için Ch�2 − Sh�2 = δ dir.

İspat. Her h ∈ A için

Ch
∗2 − Sh�2 =

�
Eh+ E(−h)

2

��2

−
�
Eh− E(−h)

2

��2

=

�
Eh ∗ Eh + 2Eh ∗ E(−h) + E(−h) ∗ E(−h)

4

�

−
�
Eh ∗ Eh− 2Eh ∗ E(−h) + E(−h) ∗ E(−h)

4

�

=
E(2h) + 2E(h− h) + E(−2h)

4

−E(2h) − 2E(h− h) + E(−2h)

4

=
E(2h) + 2Ez + E(−2h) − E(2h) + 2Ez − E(−2h)

4

=
E(2h) + 2δ + E(−2h) − E(2h) + 2δ −E(−2h)

4

= δ

elde edilir.

Teorem 3.1.2. Her h ∈ A için S(2h) = 2(Sh ∗ Ch) dir.
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İspat. Her h ∈ A için

2(Sh ∗ Ch) = 2

�
Eh− E(−h)

2
∗ Eh+ E(−h)

2

�

= 2

�
Eh ∗ Eh + Eh ∗ E(−h) −E(−h) ∗ Eh− E(−h) ∗ E(−h)

4

�

=
1

2
(E(2h) + E(h− h) −E(−h + h) − E(−2h))

=
1

2
(E(2h) −E(−2h))

= S(2h)

elde edilir.

Teorem 3.1.3. Her h ∈ A için C(2h) = 2(Ch)�2 − δ dir.

İspat. Her h ∈ A için

2(Ch)�2 − δ = 2

�
Eh+ E(−h)

2

��2

− δ

= 2

�
Eh ∗ Eh + 2Eh ∗ E(−h) + E(−h) ∗ E(−h)

4

�
− δ

= 2
E(2h) + 2E(h− h) + E(−2h)

4
− δ

=
1

2
(E(2h) + 2Ez + E(−2h)) − δ

=
1

2
(E(2h) + 2δ + E(−2h)) − δ

=
E(2h) + 2δ + E(−2h) − 2δ

2

=
E(2h) + E(−2h)

2

= C(2h)

elde edilir.

Teorem 3.1.4. Her h ∈ A için C(2h) = Ch�2

+ Sh�2 dir.
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İspat. Her h ∈ A için

Ch�2

+ Sh�2 =

�
Eh+ E(−h)

2

��2

+

�
Eh− E(−h)

2

��2

=

�
Eh ∗ Eh+ 2Eh ∗E(−h) + E(−h) ∗ E(−h)

4

�

+

�
Eh ∗ Eh− 2Eh ∗ E(−h) + E(−h) ∗ E(−h)

4

�

=
E(2h) + 2E(h− h) + E(−2h)

4

+
E(2h) − 2E(h− h) + E(−2h)

4

=
E(2h) + 2Ez + E(−2h) + E(2h) − 2Ez + E(−2h)

4

=
E(2h) + E(−2h) + E(2h) + E(−2h)

4

=
2E(2h) + 2E(−2h)

4

= C(2h)

elde edilir.

Teorem 3.1.5. Her h ∈ A için C(2h) = 2(Sh)�2 + δ dir.

İspat. Her h ∈ A için

2(Sh)�2 + δ = 2

�
Eh− E(−h)

2

��2

+ δ

= 2

�
Eh ∗ Eh− 2Eh ∗ E(−h) + E(−h) ∗ E(−h)

4

�
+ δ

= 2
E(2h) − 2E(h− h) + E(−2h)

4
+ δ

=
E(2h) − 2Ez + E(−2h)

2
+ δ

=
E(2h) − 2δ + E(−2h)

2
+ δ

=
E(2h) − 2δ + E(−2h) + 2δ

2

=
E(2h) + E(−2h)

2

= C(2h)
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elde edilir.

S(h+ g) = Sh∗Cg+Ch∗Sg ve C(h+ g) = Ch∗Cg+Sh∗Sg nin ispatları Teorem

2.5.3 de verilmiști, șimdi benzer diğer özdeșlikleri verelim.

Teorem 3.1.6. Her h, g ∈ A için S(h− g) = Sh ∗ Cg − Ch ∗ Sg dir.

İspat. Her h, g ∈ A için

Sh ∗ Cg − Ch ∗ Sg

=
Eh− E(−h)

2
∗ Eg + E(−g)

2
− Eh + E(−h)

2
∗ Eg −E(−g)

2

=
Eh ∗ Eg + Eh ∗ E (−g) − E(−h) ∗ Eg − E(−h) ∗ E (−g)

4

−Eh ∗ Eg − Eh ∗ E (−g) + E(−h) ∗ Eg −E(−h) ∗ E (−g)
4

=
E (h + g) + E (h− g) − E(−h+ g) −E(−h− g)

4

−E (h+ g) −E (h− g) + E(−h + g) − E(−h− g)

4

=
2E (h− g) − 2E(−h + g)

4

=
E (h− g) −E(−(h− g))

2

= S(h− g)

elde edilir.

Teorem 3.1.7. Her h, g ∈ A için C(h− g) = Ch ∗ Cg − Sh ∗ Sg dir.
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İspat. Her h, g ∈ A için

Ch ∗ Cg − Sh ∗ Sg

=
Eh+ E(−h)

2
∗ Eg + E(−g)

2
− Eh− E(−h)

2
∗ Eg −E(−g)

2

=
Eh ∗ Eg + Eh ∗ E(−g) + E(−h) ∗ Eg + E(−h) ∗ E(−g)

4

−Eh ∗ Eg − Eh ∗ E(−g) −E(−h) ∗ Eg + E(−h) ∗ E(−g)
4

=
E (h + g) + E(h− g) + E(−h + g) + E(−h− g)

4

−E (h+ g) −E(h− g) − E(−h + g) + E(−h− g)

4

=
2E (h− g) + 2E(−h + g)

4

= C(h− g)

elde edilir.

Teorem 3.1.8. Her h, g ∈ A için Sh+ Sg = 2
�
S
�h+g

2

�
∗ C

�h�g
2

��
dir.

İspat. Her h, g ∈ A için

2

�
S

�
h+ g

2

�
∗ C

�
h− g

2

��

= 2

 
E
�h+g

2

�
− E(�h�g

2 )

2
∗ E

�h�g
2

�
+ E(�h+g

2 )

2

!

= 2

0

@
1
4

�
E
�h+g

2

�
∗ E

�h�g
2

�
+ E

�h+g
2

�
∗ E(�h+g

2 )
�

+1
4

�
−E(�h�g

2 ) ∗ E
�h�g

2

�
− E(�h�g

2 ) ∗ E(�h+g
2 )

�

1

A

= 2

0

@
1
4

�
E
�h+g

2 + h�g
2

�
+ E(h+g

2 + �h+g
2 )

�

+1
4

�
−E(�h�g

2 + h�g
2 ) − E(�h�g

2 + �h+g
2 )

�

1

A

= 2

�
E(h) + E(g) −E(−g) − E(−h)

4

�

=
E(h) + E(g) − E(−g) −E(−h)

2

=
E(h) −E(−h)

2
+
E(g) − E(−g)

2

= Sh+ Sg

elde edilir.

43



Teorem 3.1.9. Her h, g ∈ A için Sh− Sg = 2
�
C
�h+g

2

�
∗ S
�h�g

2

��
dir.

İspat. Her h, g ∈ A için

2

�
C

�
h+ g

2

�
∗ S
�
h− g

2

��

= 2

 
E
�h+g

2

�
+ E(�h�g

2 )

2
∗ E

�h�g
2

�
− E(�h+g

2 )

2

!

= 2

0

@
1
4

�
E
�h+g

2

�
∗ E

�h�g
2

�
−E

�h+g
2

�
∗ E(�h+g

2 )
�

+1
4

�
E(�h�g

2 ) ∗ E
�h�g

2

�
− E(�h�g

2 ) ∗ E(�h+g
2 )

�

1

A

= 2

0

@1

4

2

4 E
�h+g

2 + h�g
2

�
− E(h+g

2 + �h+g
2 )

+E(�h�g
2 + h�g

2 ) − E(�h�g
2 + �h+g

2 )

3

5

1

A

= 2

�
E(h) − E(g) + E(−g) − E(−h)

4

�

=
E(h) −E(−h)

2
− E(g) − E(−g)

2

= Sh− Sg

elde edilir.

Teorem 3.1.10. Her h, g ∈ A için Ch+ Cg = 2
�
C
�h+g

2

�
∗ C

�h�g
2

��
dir.

İspat. Her h, g ∈ A için

2

�
C

�
h + g

2

�
∗ C

�
h− g

2

��
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= 2

 
E
�h+g

2

�
+ E(�h�g

2 )

2
∗ E

�h�g
2

�
+ E(�h+g

2 )

2

!

= 2

0

@
1
4

�
E
�h+g

2

�
∗ E

�h�g
2

�
+ E

�h+g
2

�
∗ E(�h+g

2 )
�

+1
4

�
E(�h�g

2 ) ∗ E
�h�g

2

�
+ E(�h�g

2 ) ∗ E(�h+g
2 )

�

1

A

= 2

0

@
1
4

�
E
�h+g

2 + h�g
2

�
+ E(h+g

2 + �h+g
2 )

�
+

1
4

�
E(�h�g

2 + h�g
2 ) + E(�h�g

2 + �h+g
2 )

�

1

A

= 2

�
E(h) + E(g) + E(−g) + E(−h)

4

�

=
E(h) + E(−h)

2
+
E(g) + E(−g)

2

= Ch+ Cg

elde edilir.

Teorem 3.1.11. Her h, g ∈ A için Ch− Cg = 2
�
S
�h+g

2

�
∗ S
�h�g

2

��
dir.

İspat. Her h, g ∈ A için

2

�
S

�
h + g

2

�
∗ S
�
h− g

2

��

= 2

 
E
�h+g

2

�
− E(�h�g

2 )

2
∗ E

�h�g
2

�
−E(�h+g

2 )

2

!

= 2

0

@
1
4

�
E
�h+g

2

�
∗ E

�h�g
2

�
−E

�h+g
2

�
∗ E(�h+g

2 )
�

+1
4

�
−E(�h�g

2 ) ∗ E
�h�g

2

�
+ E(�h�g

2 ) ∗ E(�h+g
2 )

�

1

A

= 2

0

@
1
4

�
E
�h+g

2 + h�g
2

�
−E(h+g

2 + �h+g
2 )

�

+1
4

�
−E(�h�g

2 + h�g
2 ) + E(�h�g

2 + �h+g
2 )

�

1

A

= 2

�
E(h) − E(g) − E(−g) + E(−h)

4

�

=
E(h) + E(−h)

2
− (E(g) + E(−g))

2

= (Ch− Cg)

elde edilir.

Teorem 3.1.12. Her h, g ∈ A için T (h+ g) = T h+T g
�+T h�T g dir.
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İspat. Her h, g ∈ A için

Th+ Tg

δ + Th ∗ Tg =

Sh
Ch + Sg

Cg

δ + Sh
Ch ∗ Sg

Cg

=

Sh�Cg+Sg�Ch
Ch�Cg

δ + Sh�Sg
Ch�Cg

=

Sh�Cg+Sg�Ch
Ch�Cg

Ch�Cg+Sh�Sg
Ch�Cg

=
Sh ∗ Cg + Sg ∗ Ch
Ch ∗ Cg + Sh ∗ Sg =

S(h+ g)

C(h+ g)
= T (h+ g)

elde edilir.

Teorem 3.1.13. Her h, g ∈ A için T (h− g) = T h�T g
��T h�T g dir.

İspat. Her h, g ∈ A için

Th− Tg

δ − Th ∗ Tg =

Sh
Ch − Sg

Cg

δ − Sh
Ch ∗ Sg

Cg

=

Sh�Cg�Sg�Ch
Ch�Cg

δ − Sh�Sg
Ch�Cg

=

Sh�Cg�Sg�Ch
Ch�Cg

Ch�Cg�Sh�Sg
Ch�Cg

=
Sh ∗ Cg − Sg ∗ Ch
Ch ∗ Cg − Sh ∗ Sg =

S(h− g)

C(h− g)
= T (h− g)

elde edilir.

Teorem 3.1.14. Her h, g ∈ A için Th+ Tg = S(h+g)
Ch�Cg dir.

İspat. Her h, g ∈ A için

Th+ Tg =
Sh

Ch
+
Sg

Cg
=
Sh ∗ Cg + Sg ∗ Ch

Ch ∗ Cg

=
S (h+ g)

Ch ∗ Cg (Teorem 2.5.3 dan)

elde edilir.

Teorem 3.1.15. Her h, g ∈ A için Th− Tg = S(h�g)
Ch�Cg dir.

İspat. Her h, g ∈ A için

Th− Tg =
Sh

Ch
− Sg

Cg
=
Sh ∗ Cg − Sg ∗ Ch

Ch ∗ Cg

=
S (h− g)

Ch ∗ Cg (Teorem 2.5.3 dan)

elde edilir.
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Teorem 3.1.16. Her h ∈ A için Eh = Ch+ Sh dir.

İspat. Her h ∈ A için

Ch+ Sh =
Eh+ E(−h)

2
+
Eh− E(−h)

2
=

2Eh

2
= Eh

elde edilir.

Teorem 3.1.17. Her h ∈ A için E(−h) = Ch− Sh dir.

İspat. Her h ∈ A için

Ch− Sh =
Eh+ E(−h)

2
− Eh−E(−h)

2
=

2E(−h)
2

= E(−h)

elde edilir.

Teorem 3.1.18. Her h ∈ A için Sh =
q

1
2 (C (2h) − δ) dir.

İspat. Her h ∈ A için

r
1

2
(C (2h) − δ) =

s
1

2

�
E (2h) + E(−2h)

2
− δ

�

=

r
E (2h) + E(−2h)

4
− δ

2

=

r
E (2h) + E(−2h) − 2δ

4

=

s�
E (h) − E(−h)

2

�2

=
E (h) − E(−h)

2

= Sh

elde edilir.

Teorem 3.1.19. Her h ∈ A için Ch =
q

1
2 (C (2h) + δ) dir.
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İspat. Her h ∈ A için

r
1

2
(C (2h) + δ) =

s
1

2

�
E (2h) + E(−2h)

2
+ δ

�

=

r
E (2h) + E(−2h)

4
+
δ

2

=

r
E (2h) + E(−2h) + 2δ

4

=

s�
E (h) + E(−h)

2

�2

=
E (h) + E(−h)

2

= Ch

elde edilir.

Teorem 3.1.20. Her h ∈ A için Sh = T h√
��(T h)∗2

dir.

İspat. Her h ∈ A için

Th
q
δ − (Th)�2

=
Sh
Chq

δ −
� Sh

Ch

��2
=

Sh
Chq

δ − Sh∗2

Ch∗2

=
Sh
Chq

Ch∗2�Sh∗2

Ch∗2

=
Sh
Chq

�
Ch∗2

=
Sh
Ch
�

Ch

= Sh

elde edilir.

Teorem 3.1.21. Her h ∈ A için Ch = �
2
√

��(T h)∗2
dir.

İspat. Her h ∈ A için

δ

2

q
δ − (Th)�2

=
δ

2

q
δ −

� Sh
Ch

��2
=

δ

2

q
δ − Sh∗2

Ch∗2

=
δ

2

q
�

Ch∗2

=
δ
�

Ch

= Ch

elde edilir.

Teorem 3.1.22. Her h ∈ A için [Ch+ Sh]n = C(nh) + S(nh) dir.
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İspat. Her h ∈ A için

[Ch+ Sh]n =

�
Eh+ E(−h)

2
+
Eh− E(−h)

2

�n

=

�
2Eh

2

�n

= [Eh]n

= Eh ∗ Eh ∗ · · · ∗ Eh

= E(nh)

elde edilir. Ayrıca

C(nh) + S(nh) =
E(nh) + E(−nh)

2
+
E(nh) −E(−nh)

2

= E(nh)

ile ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.23. Her h ∈ A için [Ch− Sh]n = C(nh) − S(nh) dir.

İspat. Her h ∈ A için

[Ch− Sh]n =

�
Eh+ E(−h)

2
− Eh− E(−h)

2

�n

=

�
2E(−h)

2

�n

= [E(−h)]n

= E(−h) ∗ E(−h) ∗ · · · ∗ E(−h)

= E(−nh)

elde edilir. Ayrıca

C(nh) − S(nh) =
E(nh) + E(−nh)

2
− E(nh) − E(−nh)

2

= E(−nh)

ile ispat tamamlanır.
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Sonuç 3.1.24. Bu kesimde yazdığımız özdeșlikleri bir tablo halinde söyle yazabiliriz.

1 (cosh x)2 − (sinh x)2 = 1 Ch
∗2 − Sh�2 = δ

2 sinh(2x) = 2 sinh x · cosh x S(2h) = 2(Sh ∗ Ch)
3 cosh 2x = 2(cosh x)2 − 1 C(2h) = 2(Ch)�2 − δ

4 cosh(2x) = (cosh x)2 + (sinh x)2 C(2h) = Ch
∗2

+ Sh�2

5 cosh(2x) = 2(sinh x)2 + 1 C(2h) = 2(Sh)�2 + δ

6 sinh(x− y) = sinh x. cosh y − sinh y. coshx S(h− g) = Sh ∗ Cg − Ch ∗ Sg
7 cosh(x− y) = cosh x. cosh y − sinh x. sinh y C(h− g) = Ch ∗ Cg − Sh ∗ Sg
8 sinh x+ sinh y = 2. sinh

�x+y
2

�
. cosh

�x�y
2

�
Sh+ Sg = 2

�
S
�h+g

2

�
∗ C

�h�g
2

��

9 sinh x− sinh y = 2. cosh
�x+y

2

�
. sinh

�x�y
2

�
Sh− Sg = 2

�
C
�h+g

2

�
∗ S
�h�g

2

��

10 cosh x+ cosh y = 2. cosh
�x+y

2

�
. cosh

�x�y
2

�
Ch+ Cg = 2

�
C
�h+g

2

�
∗ C

�h�g
2

��

11 cosh x− cosh y = −2. sinh
�x+y

2

�
. sinh

�x�y
2

�
Ch− Cg = 2

�
S
�h+g

2

�
∗ S
�h�g

2

��

12 tanh(x+ y) = tanh x+tanh y
1+tanh x: tanh y T (h+ g) = T h+T g

�+T h�T g

13 tanh(x− y) = tanh x�tanh y
1+tanh x: tanh y T (h− g) = T h�T g

��T h�T g

14 tanh x+ tanh y = sinh(x+y)
cosh x: cosh y Th+ Tg = S(h+g)

Ch�Cg

15 tanh x− tanh y = sinh(x�y)
cosh x: cosh y Th− Tg = S(h�g)

Ch�Cg

16 ex = cosh x+ sinh x Eh = Ch+ Sh

17 e�x = cosh x− sinh x E(−h) = Ch− Sh

18 sinh x =
q

1
2 (cosh 2x− 1) Sh =

q
1
2 (C (2h) − δ)

19 cosh x =
q

1
2 (cosh 2x+ 1) Ch =

q
1
2 (C (2h) + δ)

20 sinh x = tanh x√
1�(tanh x)2

Sh = T h√
��(T h)�2

21 cosh x = 1√
1�(tanh x)2

Ch = �
2
√

��(T h)∗2

22 [cosh x± sinh x]n = cosh(nx) ± sinh(nx) [Ch± Sh]n = C(nh) ± S(nh)
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4. İZOBORİK POLİNOMLAR ÜZERİNDE LOG VE EXP

OPERATÖRLERİ

Huilan Li ve Trueman MacHenry ’i Rearick’in çalıșmalarından esinlenerek aritmetik

fonksiyonlar üzerinde tanımlanan logaritma ve üstel fonksiyonlarını kullanarak yeni

iki operatör olan LOG ve EXP operatörlerini tanımladılar. Burada LOG operatörü

genelleștirilmiș Lucas polinomlarını veren genelleștirilmiș Fibonacci polinomlarında

çalıșır. EXP operatörü LOG operatötünün tersidir. Özellikle bu çalıșmada bir

aritmetik fonksiyon olan genelleștirilmiș Fibonacci polinomların Dirichlet çarpımının

LOG operatörü altında bu fonksiyonlarının logaritmalarının toplamlarına geçiși sağ-

ladığı gösterilmiștir. Aynı zamanda aritmetik fonksiyon olan genelleștirilmiș Lucas

polinomlarının toplamının EXP operatörü altında bu fonksiyonlarının üstellerinin

Dirichlet çarpımlarına geçiș sağladığı da gösterilerek operatörlerin nasıl çalıștıklarına

açıklık getirilmiștir. Bu yapı logaritma ve üstel aritmetik fonksiyonları arasındaki

ilișkiyi daha rahat görebilmek içindir. Huilan Li ve Trueman MacHenry ’i Dirichlet

çarpımı altında çarpımsal fonksiyonların grup yapılarının toplama altındaki fonksiyon

gruplarına izomorf olduklarının farklı ispatlarını vererek daha detaylı olarak anlatmıș-

lardır. Ayrıca bu çalıșmada Huilan Li ve Trueman MacHenry ’i halka özelliklerini

kullanarak yeni yapılar ortaya çıkarmıșlardır.

Huilan Li ve Trueman MacHenry ’i bir monik polinom verildiğinde onun sonsuz

çarpımının matrisi ağırlık izobarik polinomların grubu içerisine yerleștirilebileceğini

ifade etmișlerdir. Bu sayede bu monik polinom teoremi ve onun Companion matrisi

bize farklı bir matris ( Different matris) ve farklı bir sonsuz matris verdiğini kolaylıkla

göstermiștir. Different matrisin determinantı yukarıda bahsedilen monik polinomun

diskriminantıdır ve böylece LOG operatörünün sonsuz Companion matrislere uygula-

dığımızda sonsuz different matris olduğu gösterilmiștir.

4.1. İzobarik Polinomlar

k baștan belirlenen sabit pozitif tam sayı olmak üzere derecesi k ve izobarik derecesi

n olan
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Pk;n(t1, ..., tk) =
X

�‘n

C�t
�1

1 ...t�k
k

polinom formuna izobarik polinom denir. Burada αi tüm (1 ≤ i ≤ k) için negatif

olmayan tam sayıdır. Bu çalıșmamız da, α ⊢ n ve | α | notasyonları sırasıyla

kP

j=1
jαj = n ve

kP

j=1
αj yerine kullanılacaktır. Yani | α |= α1 + ... + αk ve

α ⊢ n = 1.α1 + 2.α2 + ... + k.αk dır. (Li ve MacHenry, 2013)

Tanım 4.1.1. k > 2 șeklinde bir tam sayı ve

P (x; t1, ..., tk) = xk − t1x
k�1 − ...− tk

polinomu verilsin. t = (t1, ..., tk) olmak üzere Fibonacci polinomu Fk;n(t) așağıdaki

gibi tanımlanır.

Fk;0(t) = 0

Fk;1(t) = 1

Fk;n(t) = Fk�1;n(t) , 1 6 n < k

Fk;n(t) =

kX

i=1

tiFk;n�i(t) , n ≥ k.

(MacHenry, 2000)

Örnek 4.1.2. t = (t1, ..., tk) olmak üzere n = 4 için Fk;4(t) Fibonacci polinomu

bulalım.

Fk;n+1(t) = t1Fk;n(t) + t2Fk;n�1(t) + ...+ tkFk;n�k+1(t)
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șeklinde tanımlı olan Fibonacci polinomu

Fk;n(t) = 0 , n < 0

Fk;1(t) = 1

Fk;2(t) = t1Fk;1(t) + t2Fk;0(t) = t1.1 = t1

Fk;3(t) = t1Fk;2(t) + t2Fk;1(t) + t3Fk;0(t) = t1.t1 + t2.1 = t21 + t2

Fk;4(t) = t1Fk;3(t) + t2Fk;2(t) + t3Fk;1(t) + t4Fk;0(t)

= t1.(t
2
1 + t2) + t2.t1 + t3.1

= t31 + 2.t2.t1 + t3

hesaplanarak bulunur. Aynı zamanda k = 2 ve n = 4 için Fk;4(t) Fibonacci

polinomunu çalıștıralım.

F2;1(t) = 1

F2;2(t) = t1

F2;3(t) = t1F2;2(t) + t2F2;1(t) = t21 + t2

F2;4(t) = t1F2;3(t) + t2F2;2(t) = t1.(t
2
1 + t2) + t2.t1 = t31 + 2.t2.t1

elde edilir.

Tanım 4.1.3. k > 2 șeklinde bir tam sayı ve

P (x; t1, ..., tk) = xk − t1x
k�1 − ...− tk

polinomu verilsin. t = (t1, ..., tk) olmak üzere Lucas polinomu Gk;n(t) așağıdaki gibi

tanımlanır.
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Gk;0(t) = k

Gk;1(t) = t1

Gk;n(t) = Gk�1;n(t) , 1 6 n < k

Gk;n(t) =
kX

t=1

tiGk;n�i(t) , n ≥ k.

(MacHenry, 2000)

Tanım 4.1.4. k > 2 șeklinde bir tam sayı ve

P (x; t1, ..., tk) = xk − t1x
k�1 − ...− tk

polinomu verilsin. t = (t1, ..., tk) olmak üzere Lucas polinomu Gk;n(t) așağıdaki gibi

tanımlanır.

Gk;0(t) = k

Gk;1(t) = t1

Gk;2(t) = t1Gk;1(t) + 2t2

Gk;3(t) = t1Gk;2(t) + t2 Gk;1(t) + 3t3

Gk;4(t) = t1Gk;3(t) + t2 Gk;2(t) + t3 Gk;1(t) + 4t4
...

Gk;k�1(t) = t1Gk;k�2(t) + t2 Gk;k�3(t) + ...+ tk�2 Gk;1(t) + tk�1(k − 1)

olmak üzere n > k için;

Gk;n(t) =

kX

t=1

tiGk;n�i(t)

dır. (Șahin, 2013)
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Örnek 4.1.5. t = (t1, ..., tk) olmak üzere k = 2 ve n = 4 için G4;4(t) Lucas

polinomunu bulalım.

G2;0 = 2

G2;1 = t1

G2;2 = t1G2;1 + t2G2;0 = t21 + 2t2

G3;0 = 3

G3;1 = G2;1 = t1

G3;2 = G2;2 = t21 + 2t2

G4;0 = 4

G4;1 = t1

G4;2 = G3;2 = t21 + 2t2

G4;3 = G3;3

= t1G3;2 + t2G3;1 + t3G3;0

= t31 + 2t1t2 + t1t2 + 3t3

= t31 + 3t1t2 + 3t3

G4;4 = t1G4;3 + t2G4;2 + t3G4;1 + t4G4;0

= t1(t
3
1 + 3t1t2 + 3t3) + t2(t

2
1 + 2t2) + t3t1 + 4t4

= t41 + 4t21t2 + 4t1t3 + 2t22 + 4t4

elde edilir

Teorem 4.1.6. Genelleștirilmiș Fibonacci ve Lucas polinomları Fk;n(t) ve Gk;n(t)

olmak üzere (n, k ∈ N, n ≥ 1) ve Fk;0 = 1 ve Gk;0 = k bașlangıç koșulları için

sırasıyla

Fk;n =
X

�‘n

(
j�j

α1, ..., αk)t
�1

1 ...t�k
k

Gk;n =
X

�‘n

(
j�j

α1, ..., αk)
n

| α |t
�1

1 ...t�k
k
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dır.Burada ai tüm (1 ≤ i ≤ k) için negatif olmayan tam sayıdır. Bu çalıșmada,

α ⊢ n ve | α | notasyonları sırasıyla
kP

j=1
jαj = n ve

kP

j=1
αj yerine kullanılacaktır.

Yani | α |= α1 + ...+ αk ve α ⊢ n = 1.α1 + 2.α2 + ...+ k.αk dır.

(MacHenry ve Wong, 2012)

Örnek 4.1.7. Yukarıda verilen teorem için k = 3 , n = 5 için örnek verelim. İlk

önce Genelleștirilmiș Fibonacci polinomu için çalıștıralım. Burada

α ⊢ n = {(α1, α2, α3) | α1 + 2α2 + 3α3 = 5 , α1, α2, α3ǫN}

= {(1, 2, 0), (3, 1, 0), (5, 0, 0), (0, 1, 1), (2, 0, 1)}

olacak șekilde,

F3;5 =
X

�‘5

(
j�j

α1α2α3)t
�1

1 t�2

2 t�3

3

=

�
3

1 2 0

�
t11t

2
2t

0
3 +

�
4

3 1 0

�
t31t

1
2t

0
3

+

�
5

5 0 0

�
t51t

0
2t

0
3 +

�
2

0 1 1

�
t01t

1
2t

1
3 +

�
3

2 0 1

�
t11t

2
2t

0
3

= t51 + 3t1t
2
2 + 2t2t3 + 4t31t2 + 3t21t3

ifadesi elde edilir. Șimdi de Genelleștirilmiș Lucas polinomunu k = 3 ve n = 5 için

çalıștıralım.

G3;5(t) =
X

�‘5

5

| α |(
j�j

α1α2α3)t
�1

1 t�2

2 t�3

3

Burada,

α ⊢ n = {(α1, α2, α3) | α1 + 2α2 + 3α3 = 5 , α1, α2, α3ǫN}

= {(1, 2, 0), (3, 1, 0), (5, 0, 0), (0, 1, 1), (2, 0, 1)}
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olacak șekilde,

G3;5(t) =

�
5

5 0 0

�
5

5
t51t

0
2t

0
3 +

�
3

1 2 0

�
5

3
t11t

2
2t

0
3

+

�
2

0 1 1

�
5

2
t01t

1
2t

1
3 +

�
2

2 0 0

�
5

2
t21t

0
2t

0
3 +

�
4

3 1 0

�
5

4
t31t

1
2t

0
3

=
5!

0!0!5!
t51 +

3!

1!2!0!

5

3
t11t

2
2 +

2!

0!1!1!

5

2
t12t

1
3 +

2!

2!0!0!

5

2
t21 +

4!

3!1!0!

5

4
t31t

1
2

= t51 + 5t1t
2
2 + 5t2t3 + 5t21 + 5t31t2

ifadesi elde edilir.

Lemma 4.1.8.
∂Gk;n

∂tj
= nFk;n�j

(Li ve MacHenry, 2013)

İspat.

∂Gk;n

∂tj
=

∂

∂tj

X

�‘n

n

| α |(
j�j

α1, ..., αk)t
�1

1 ...t�k
k

= n
X

�‘n
�j 6=0

| α |!
α1!...αk!

αj

| α |t
�1

1 ...t
�j−1

j ...t�k
k

= n
X

�‘n
�j 6=0

(| α | −1)!

α1!...(αj − 1)!...αk!
t�1

1 ...t
�j−1

j ...t�k
k

= n
X

�‘n�j

| β |!
β1!...βk!

t
�1

1 ...t
�k
k

= n
X

�‘n�j

� | β |
β1, ..., βk

�
t
�1

1 ...t
�k
k

= nFk;n�j

Örnek 4.1.9. Yukarıda ispatladığımız lemmaya n = 3 ve j = 1 için örnek verelim.

Șimdi
∂Gk;3

∂t1
= 3.Fk;2

olduğunu gösterelim. Burada Gk;3 Lucas polinomu Gk;3 = t31 + 3t1t2 + 3t3
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șeklindedir. Șimdi ispatımı eșitlikleri ayrı ayrı gösterip sonuçlarının eșitliğini göstererek

tamamlamıș olacağız.

∂Gk;3

∂t1
=

∂(t31 + 3t1t2 + 3t3)

∂t1
(4.1.16)

= 3t21 + 3t2

3Fk;2 = 3(t21 + t2) = 3t21 + 3t2 (4.1.17)

bulunur. Böylece [4.1.16] = [4.1.17] eșitliğinden eșitliğin sağlandığı gösterilmiș oldu.

4.2. Core polinomu ve Companion matris

Genelleștirilmiș Fibonacci ve Lucas dizilerinin k dereceden kontroller Core polinomu

Xk − t1X
k�1 − t2X

k�2 − · · · − tk

șeklindedir. Açık olarak, Generic Core olarak adlandırdığımız bu polinomu, yeni tj

katsayılı değișkenleri içeren bir Core polinomu belirtmek için așağıdaki kıstaslara

sahibiz. Core polinomu [t1, · · · , tk] notasyonu ile kısaltılmalıdır. Böylece her Core

polinomu sayesinde așağıdaki gibi bir matrise sahibiz.

A =

2

666666666
4

0 1 0 ... 0 0

0 0 1 ... 0 0
...

...
... ...

...
...

0 0 0
. . . 0 1

tk tk�1 tk�2 ... t2 t1

3

777777777
5

k�k

Tamamlayıcı matrisin son satırı ile yani [t1, · · · , tk] matrisini A ile ișleme tuttuğu-

muzda bu ișlem sonucunda elde edilen A matrisine satır olarak ekleyerek (A2)k+1xk

matrisi elde edilir.Bu ișlemi sonsuz defa tekarladığımızda A matrisinin tersi olan

58



A�1 =

2

666666666
4

−tk�1t
�1
k −tk�2t

�1
k 0 ... t1t

�1
k t�1

k

1 0 0 ... 0 0

0 1 0 ... 0 0
...

...
... . . . ...

...

0 0 0 ... 1 0

3

777777777
5

k�k

matrisi elde edilir. [t1, · · · , tk] matrisini A�1 ile ișleme tabi tutulup bu ișlem sonsuz

kez tekrar edilir. Bu durumda A matrisine yukarı doğru sonsuz matris eklenir ve bu

ișlem sayesinde yukarı ve așağı doğru eklenen satırlarla birlikte

A1 =

2

666666666666666666666
4

· · · · · · · · · · · ·
(−1)k�1S(�2;1k−1) · · · −S(�2;1) S(�2)

(−1)k�1S(�1;1k−1) · · · −S(�1;1) S(�1)

(−1)k�1S(0;1k−1) · · · −S(0;1) S(0)

(−1)k�1S(1;1k−1) · · · −S(1;1) S(1)

(−1)k�1S(2;1k−1) · · · −S(2;1) S(2)

(−1)k�1S(3;1k−1) · · · −S(3;1) S(3)

(−1)k�1S(4;1k−1) · · · −S(4;1) S(4)

· · · · · · · · · · · ·

3

777777777777777777777
5

=
�
(−1)k�jS(n;1k−j)

�
1xk

matrisi elde edilir. (Șahin, 2013)

4.3. Convolisyon Çarpım

P ve P 0 , W de tanımlı iki polinom olmak üzere bu iki polinomun konvolisyon

çarpımı

Pn ∗ P ′

n =
nX

j=0

PjP
′

n�j

șeklinde tanımlıdır. Özellikle, F ve F ′ polinomları sırasıyla [t1;:::;tk] ve [t
′

1;:::;t
0
k] için

GFP fonksiyonu

Fn ∗ F ′

n =

nX

j=0

FjF
′

n�j

șeklindedir. (Li ve MacHenry, 2013)
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5. İZOBORİK HALKALARDA LOG VE EXP OPERATÖRLERİ

5.1. LOG ve EXP

Rearick’in çalıșmalarında ilk olarak aritmetik fonksiyonlar üzerinde logaritma ve

üstel operatörleri tanımlanmıștır. Bu logaritma ve üstel operatörler biri diğerinin

tersi olan operatörlerdir. Bu logaritma operatörü aritmetik fonksiyonların dirichlet

çarpımını A daki toplama ișlemine geciși sağlayan bir operatördür. Üstel operatör ise

aritmetik fonksiyonların toplamlarını Dirichlet çarpımına götüren bir operatördür.

İfade edilen bu operatörler L ve E operatörleridir. MacHenry ve Li, Üstel operatörü-

nü kullanarak analizdeki elementer trigonometrik ifadeler olan "sinüs", "cosinüs" ve

"tanjant" ifadelerini tanımlamıșlardır. MacHenry ve Li bu çalıșmasında, Rearick’in

çalıșmalarında gösterdiği L ve E aritmetik fonksiyon grup yapılarının izomorfik

olduğuna tekrar değinerek bu yapıların izomarfizma yapıları olduğunu detaylı olarak

anlatmıșlardır.

MacHenry ve Li, izobarik halka tanımlarını daha geniș bir șekilde açıklamaya çalıșa-

rak izobarik halka yapısının anlașılırlığını sağlamaya çalıșmıșlardır.

MacHenry ve Li, bu çalıșmasında L ve E operatörleri tanımlanırken Rearick’in

çalıșmarında kullandığı LOG ve EXP operatörlerinden esinlenerek ortaya çok daha

farklı olan yeni L ve E operatörlerini tanımladılar. Burada L ve E sırasıyla izobarik

dereceli operatörlerdir.(Li ve MacHenry, 2013)

Tanım 5.1.1. Sabit bir k ve n ≥ 1, Ağırlıklı izobarik polinomların kümesi W de

tanımlı Pn polinomları, i > k ve ti = 0 için

L(Pn) = −tn�1P1 − 2tn�2P2 − ...− (n− 1)t1Pn�1 + nPn

șeklinde tanımlıdır. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.1.2. Sabit bir k için n ≥ 1,

L(Pn) = −tk�1Pn�k+1 − 2tn�2P2 − ...− (k − 1)t1Pn�1 + kPn
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dır. Genel olarak, herhangi bir n için bu tanım

L(Pn) = −tk�1Pn�k+1 − 2tn�2P2 − ...− (k − 1)t1Pn�1 + kPn

șeklinde olup bu yüzden

L(Fk;0) = k

[t1, ..., tk] için F polinomunun özü göz önünde tutulabilir. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.1.3.

L(Fn) = Gn

(Li ve MacHenry, 2013)

İspat. Açık bir biçimde L(Fk;0) = Gk;0 ve L(Fk;1) = Gk;1 dır. Dahası L bir lineer

operatör olmasından dolayı, tümevarımla

L(Fn) = L(t1Fn�1 + t2Fn�2 + ... + tnF0)

= t1L(Fn�1) + t2L(Fn�2) + ...+ tnL(F0)

= t1Gn�1 + t2Gn�2 + ... + tnG0

= Gn

elde edilir.

Matris gösterimi yardımıyla da biri diğerinin tersi olduğu çok rahatlıkla gösterilebilir.

L(Pn) operatörünün ayrıca yazılı matrisi,

Ln =

2

666666666
4

1 0 0 ... 0

−t1 2 0 ... 0

−t2 −2t1 3 ... 0
...

...
... . . . ...

−tn�1 −2tn�2 −3tn�3 ... n

3

777777777
5
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vektör operatörü (P1, ..., Pn) dir.

En =

2

6666666664

1 0 0 ... 0

1
2F1

1
2 0 ... 0

1
3F2

1
3F1

1
3 ... 0

...
...

... . . . ...
1
nFn�1

1
nFn�2

1
nFn�3 ... 1

n

3

7777777775

Bu matris açıkca Ln matrisinin tersidir.

Tanım 5.1.4. Sabit k için , E(Gk;0) = 1,

E(Gk;n) =
1

n
(Fk;n�1Gk;1 + Fk;n�2Gk;2 + ...+ Fk;1Gk;n�1 +Gk;n)

dir. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.1.5. F ve G polinomlarının biri diğerinin tersini L ve E operatörleri

yardımıyla sağlanır.

L(Fn) = Gn

E(Gn) = Fn

dir.

A1 sonsuz companion matrisi ile kodlanmıș GFP nin LOG operatörü bölüm 4.2 ve

Lemma 5.1.3 dikkate alınarak çok rahatlıkla gösterilmiștir.

λFn = nFn tanımı basit bir hesaplama ile gösterilebilir. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.1.6. n ≥ 1 için,

L(Fn) = Fn ∗ λFn

Fn, Fn nin dirichlet tersidir. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.1.7. n ≥ 1 için,

λ(P
′

n ∗ P ′′

n ) = P
′

n ∗ λP ′′

n + P
′′

n ∗ λP ′

n
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Sırasıyla [t
′

1, ..., t
′

k] ve [t
′′

1 , ..., t
′′

k] olmak üzere F ′ ve F
′′ polinomları GFP dır. Daha

sonra n dereceden bu iki polinomun Dirichlet çarpımı F ′ ∗ F ′′ , GFP tarafından

indüklenmiștir. Aynı zamanda sırasıyla [t
′

1, ..., t
′

k] ve [t
′′

1 , ..., t
′′

k ] olmak üzere G′ ve

G
′′ için de geçerlidir. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.1.8. n ≥ 1 için,

L(F
′

n ∗ F ′′

n ) = L(F
′

n) + L(F
′′

n )

E(G
′

n +G
′′

n) = E(G
′

n) ∗ E(G
′′

n)

(Li ve MacHenry, 2013)

İspat. Lemma 5.1.6 den

L(F
′

n ∗ F ′′

n ) = F
′

n ∗ F ′′

n ∗ λ(F
′

n ∗ F ′′

n )

dir. Lemma 5.1.7 den

F
′

n ∗ F ′′

n ∗ λ(F
′

n ∗ F ′′

n ) = F
′

n ∗ F ′′

n ∗ (F
′

n ∗ λF ′′

n + F
′′

n ∗ λF ′

n)

= F
′

n ∗ F ′′

n ∗ F ′

n ∗ λF ′′

n + F
′

n ∗ F ′′

n ∗ F ′′

n ∗ λF ′

n

= F
′′

n ∗ λF ′′

n + F
′

n ∗ λF ′

n

elde edilir. Böylece bu

L(F
′

n ∗ F ′′

n ) = L(F
′

n) + L(F
′′

n )

E
�
L(F

′

n ∗ F ′′

n )
�

= E
�
L(F

′

n) + L(F
′′

n )
�

F
′

n ∗ F ′′

n = E
�
L(F

′

n) + L(F
′′

n )
�

E(G
′

n) ∗ E(G
′′

n) = E(G
′

n +G
′′

n)

dir.

P ∈W için P nin Dirichlet kuvveti P �r dir.
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Sonuç 5.1.9. n ≥ 1 için

L(F �r
n ) = rL(Fn)

E(rGn) = E(Gn)�r

İspat: r ∈ N , Lemma 5.1.8 ve tanımdan hareketle

L(F �r
n ) =

X
L(Fn) = rL(Fn)

ve

E(rGn) = E(rL(Fn)) = E(L(F �r
n )) = F �r

n = E(Gn)�r

dir. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.1.10. L , M den S ye doğru bir local izomorfizmasıdır. S, GLP ile

temsil edilmiș local bir Gk;n tam sayıları polinomuna sahiptir.

(Li ve MacHenry, 2013)

İspat. Lemma 5.1.3 ve Lemma 5.1.5 de açık olarak görülebilir.

Tanım 5.1.11. f bir aritmetik fonksiyon,

Lf(n) =
X

djn

f(d)f�1(
n

d
) log d n > 1

Lf(1) = log f(1)

(Rearick, 1968)

Rearick’ den uyarlanmıș çarpımsal fonksiyonların logaritması ilk p için bu tanımdaki

yapılar șeklindedir. Burada

n ≥ 1 içinLf(pn) =
X

j=0

f(pj)f�1(pn�j) log pj

dir.

n ≥ 0 için Lf(p0) = log f(p0)
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elde edilir. Sonra her bir asal p için f lrp−→
F gidiyorken

n ≥ 1 için Lf(n) =

nX

j=0

jFjFn�j log p

en sonunda log p ,

n ≥ 1 için Lf(n) =

nX

j=0

jFjFn�j

dir. (Li ve MacHenry, 2013)

5.2. LOG ve EXP nin Diğer Özellikleri

Tanım 5.2.1. LOG ve EXP operatörlerinin sırası ile açıklamasındaki kullanıșlılığı

eski tanımları takip eder. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.2.2.

G1 = F1

G2 = −F 2
1 + 2F2

G3 = F 3
1 − 3F1F2 + 3F3

G4 = −F 4
1 + 4F 2

1F2 − 2F 2
2 − 4F1F3 + 4F4

ve genellersek

Gn =
X

�‘n

n(−1)j�j+1
�| α | −1

α1;:::;αk

�
F �1

1 ...F �k

k

dır. Yukarıdaki genel ifadedeG nin tanımı Lemma 5.2.2 in (−1)
|α|+1 göre değiștirilmiș

ișaretlerle F ye göre yapılmıș ve bu durum așağıdaki gibi ifade edilmiștir. Verilen

(1�1 , 2�2, ..., k�k) olmak üzere P ∈W için P � = P �1

1 P �2

2 ...P �k

k șeklinde ifade edilir.

(Li ve MacHenry, 2013)
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Sonuç 5.2.3.

F1 = G1

F2 =
1

2!
G2

1 +
1

2
G2

F3 =
1

3!
G3

1 +
1

2
G1G2 +

1

3
G3

F4 =
1

4!
G4

1 +
1

4
G2

1G2 +
1

8
G2

2 +
1

3
G1G3 +

1

4
G4

ve genellersek

Fn =
X

�‘n

1

z(α)
G�1

1 ...G�k

k

dır. (Li ve MacHenry, 2013)

Sonuç 5.2.4.

E(Gn) =
X

�‘n

1

z(α)
G�1

1 ...G�k

k

(Li ve MacHenry, 2013)

5.3. Hiperbolik Trigonometrik Fonksiyonlar

E nin șartları standart tanımlardaki fonksiyonlara benzer hiperbolik sinüs ve hiperbolik

cosinüs tanımlarken F ve G yi göz önüne alınır.

Tanım 5.3.1.

C(G) =
1

2
(E(G) + E(G))

S(G) =
1

2
(E(G) − E(G))

E(G) = F ve Fn = −tn olduğundan kolayca görülebilir.

(Li ve MacHenry, 2013)
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Lemma 5.3.2.

C(G) =
1

2
(Fn − tn)

S(G) =
1

2
(Fn + tn)

(Li ve MacHenry, 2013)

Teorem 5.3.3. δ fonksiyonun değerleri (1, 0, 0, ..., 0, ...) için

C(G)�2 − S(G)�2 = δ

șeklindedir. (Li ve MacHenry, 2013)

İspat.

C(G)�2 − S(G)�2 = C(G) ∗ C(G) − S(G) ∗ S(G)

=
1

2
(E(G) + E(G)) ∗ 1

2
(E(G) + E(G))

−1

2
(E(G) − E(G)) ∗ 1

2
(E(G) − E(G))

=
1

4
(E(G) ∗ E(G) + 2(E(G) ∗ E(G)) + E(G) ∗ E(G))

−1

4
(E(G) ∗ E(G) − 2(E(G) ∗ E(G)) + E(G) ∗ E(G))

=
4

4
(E(G) ∗ E(G))

= (E(G) ∗ E(G))

= δ

Teorem 5.3.4. F ve G [t1;:::;tk] indüklenmüș ve F ′ ve G′ �
t
′

1;:::;t
0
k

�
indüklenmiștir.

ve L(F ) = G ve L(F
′
) = G

′

C(G+G
′

) = C(G) ∗ C(G
′

) + S(G) ∗ S(G
′

)

(Li ve MacHenry, 2013)
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İspat.

C(G+G
′

) =
1

2
(E(G+G

′

) + E(G+G
′))

=
1

2
(E(G) ∗ E(G

′

) + E(G) ∗ E(G′)

C(G) ∗ C(G
′

) + S(G) ∗ S(G
′

) =
1

2
(E(G) + E(G)) ∗ 1

2
(E(G

′

) + E(G′))

+
1

2
(E(G) − E(G)) ∗ 1

2
(E(G

′

) − E(G′))

=
1

4
(E(G) ∗ E(G

′

) + E(G) ∗ E(G′)

+E(G) ∗ E(G
′

) + E(G) ∗ E(G′))

+
1

4
(E(G) ∗ E(G

′

) − E(G) ∗ E(G′)

−E(G) ∗ E(G
′

) + E(G) ∗ E(G′))

=
1

4
(2(E(G) ∗ E(G

′

)) + 2(E(G) ∗ E(G′)))

=
1

2
(E(G) ∗ E(G

′

) + E(G) ∗ E(G′))

=
1

2
(E(G) ∗ E(G

′

) + E(G) ∗ E(G′)

dır.

Teorem 5.3.5.

S(G+G
′

) = S(G) ∗ C(G
′

) + C(G) ∗ S(G
′

)

(Li ve MacHenry, 2013)
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İspat.

S(G) ∗ C(G
′

) + C(G) ∗ S(G
′

) =
1

2
(E(G) − E(G)) ∗ 1

2
(E(G

′

) + E(G′))

+
1

2
(E(G) + E(G)) ∗ 1

2
(E(G

′

) − E(G′))

=
1

4
(E(G) ∗ E(G

′

) + E(G) ∗ E(G′)

−E(G) ∗ E(G
′

) − E(G) ∗ E(G′))

+
1

4
(E(G) ∗ E(G

′

) − E(G) ∗ E(G′)

+E(G) ∗ E(G
′

) − E(G) ∗ E(G′))

=
1

4
(2(E(G) ∗ E(G

′

)) − 2(E(G) ∗ E(G′)))

=
1

2
(E(G) ∗ E(G

′

) − E(G) ∗ E(G′))

=
1

2
(E(G) ∗ E(G

′

) − E(G) ∗ E(G′)

elde edilir.

Teorem 5.3.6.

S(2G) = 2(S(G) ∗ C(G))

İspat.

2(S(G) ∗ C(G)) = 2(
1

2
(E(G) − E(G)) ∗ 1

2
(E(G) + E(G)))

=
1

2
(E(G) − E(G)) ∗ (E(G) + E(G))

=
1

2
(E(G) ∗ E(G) + E(G) ∗ E(G) − E(G) ∗ E(G) − E(G) ∗ E(G))

=
1

2
(E(2G) − E(2G))

= S(2G)

Teorem 5.3.7.

C(2G) = 2(C(G))�2 − δ
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İspat.

2(C(G))�2 − δ = 2

�
1

2
(E(G) + E(G))

��2

− δ

=
1

2

�
E(G) + E(G)

��2
− δ

=
1

2
(E(G) ∗ E(G) + 2E(G) ∗ E(G) + E(G) ∗ E(G) − 2δ)

=
1

2
(E(2G) + 2δ + E(2G) − 2δ)

=
1

2
(E(2G) + E(2G))

= C(2G)

Teorem 5.3.8.

C(2G) = (C(G))�2 + (S(G))�2

İspat.

(C(G))�2 + (S(G))�2 =

�
1

2
(E(G) + E(G))

��2

+

�
1

2
(E(G) − E(G))

��2

=
1

4

��
E(G) + E(G)

��2
+
�
E(G) − E(G)

��2
�

=
1

4
(E(G) ∗ E(G) + 2E(G) ∗ E(G) + E(G) ∗ E(G)

+E(G) ∗ E(G) − 2E(G) ∗ E(G) + E(G) ∗ E(G))

=
1

4
(E(2G) + E(2G) + E(2G) + E(2G))

=
1

4
(2
�
E(2G) + E(2G)

�
)

=
1

2
(E(2G) + E(2G))

= C(2G)

elde edilir.

Teorem 5.3.9.

C(2G) = 2(S(G))�2 + δ
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İspat.

2(S(G))�2 + δ = 2

�
1

2
(E(G) − E(G))

��2

+ δ

=
1

2
(
�
E(G) − E(G)

��2
) + δ

=
1

2
(E(G) ∗ E(G) − 2E(G) ∗ E(G) + E(G) ∗ E(G) + 2δ)

=
1

2
(E(2G) − 2δ + E(2G) + 2δ)

=
1

2
(E(2G) + E(2G))

= C(2G)

71



6. TARTIȘMA VE SONUÇ

Bu tez çalıșmasında ∀g, h ∈ A için (g ∗ h) (n) =
P

djn g(d)h
�n

d

�
șeklinde tanımlanan

Dirichlet çarpımı olmak üzere, Rearick’in çalıșmalarında gösterildiği üzere (A,+, ∗, ·)
bir cebir yapısı içinde ki (P, ∗) ve (A,+) grupları izomorf olup bunun için L : P → A

dönüșümü ∀f, t ∈ P için L(f∗t) = L(f)+L(t) operatörü tanımlanmıș ve L logaritma

operatörü; ∀f ∈ P için ve n > 1 için

Lf(n) =
X

djn

f(d)f ��1
�n
d

�
log d

șeklinde olduğu gösterilmiștir. Rearick, bu L operatörü kullanılarak yeni ters opera-

tör olan üstel operatör E tanımlanmıș böylece yeni bir trigonometrik operatör

ailesi ortaya çıkmıștır. Bu tez çalıșmasında analizdeki hiperbolik trigonometrik

fonksiyonların tanımına paralel olarak A-dan A-ya içine bir dönüșüm tanımlanarak

sinüs (S), kosünüs (C) ve tanjant (T ) operatörleri ∀g ∈ A için,

Sg =
1

2
(Eg − E(−g))

Cg =
1

2
(Eg + E(−g))

ve

Tg = Sg ∗ (Cg)�1

olarak tanımlanır ve ∀g ∈ A için Cg(1) = cosh g(1) > 0 olduğundan Tg de (Cg)�1

tanımlıdır ve kullanılmıștır.

Tanımları verilen logaritmik ve hiperbolik trigonometrik operatörlerin özelliklerinin

incelemesi ve analizdeki klasik trigonometrik özelliklerin sağlanıp sağlanmadığının

kontrolü bu tezin amaçlarından olup elde edilen özellikler incelenerek ispatları açılıp

bazı ilișkiler elde edilmiștir.

Hiperbolik tigonometrik operatörlerin, analizdeki klasik hiperbolik fonksiyonlar ile

olan ilișkilerinin veya onların kendi aralarındaki ilișkilere benzer ilișkilerin varlığının

tespit edilmesi, sayılar teorisi ve sayı dizileri için de çok önemli olup aritmetik

fonksiyonlar olan Fibonacci ve Lucas sayı dizileri yukarıda tanımlanan operatörlere
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göre biri diğerinin logaritmasıdır ve bu dönüșüm kullanılarak sayı dizilerinin yeni

bazı özelliklerinin de ortaya çıkabileceği düșünülebilir.

Ayrıca bu tez çalıșmasında Huilan Li ve Trueman MacHenry ’i Rearick’in çalıșmala-

rından hareketle aritmetik fonksiyonlar üzerinde tanımlanan logaritma ve üstel fonk-

siyonları kullanılarak yeni iki operatör olan LOG ve EXP operatöri tanımlanmıș

analizdeki klasik hiperbolik fonksiyonlarla olan ilișkilerden yararlanılarak yeni özdeș-

likler elde edilmiștir. Burada tanımlanan operatörler yardımıyla Fibonacci ve Lucas

sayı dizilerinin birbirleri arasındaki ilișkiden hareketle yeni özelliklerin bulunması

üzerinde çalıșılabilir.
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