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1. GIRIS

Ozel bir fonksiyon tiirii olan aritmetik fonksiyonlar, pozitif tam sayilar kiimesinden
reel veya kompleks sayilar kiimesine tanimlanan fonksiyonlardir ve bu fonksiyonlar
kiimesi A ile gosterilmektedir. (Amitsur, 1956-57; Cashwell ve Everrett, 1959;
Hardy ve Wrigh, 1954; McCarthy, 1986). Bu ¢alismada sadece reel degerli aritmetik
fonksiyonlarla ilgilenilmistir. Bu fonksiyonlar kiimesi iizerinde Vg, h € A i¢in

(gxh)(n) = den g(d)h g seklinde tanimlanan Dirichlet carpiminda toplam, n
pozitif tam sayisinin pozitif bolenleri tizerinden yapilmaktadir. Bu islemde birim
eleman §(1) = 1 ve 1’ den biiyiik her tam say1 igin 6(n) = 0 olarak tanimh aritmetik
fonksiyondur. Elde edilen (A, x) cebirsel yapist bir Abel monoid yapisi olup her
elemanin tersi yoktur. A nin tersinir elemanlar1 P = {g € A : g(1) > 0} kiimesi olup
buradaki fonksiyonlarin tersi Dirichlet ters (g ') olarak gosterilmektedir. Aritmetik
fonksiyonlar kiimesi iizerindeki toplama ile birlikte (A, +, %) birimli ve degismeli bir
halkadir. Birimli ve degismeli halka olan aritmetik fonksiyonlar halkasina skaler
ile garpim da eklenirse (A,+,x,-) bir cebir olur.(Apostol, 1971; Carroll ve Gioia,
1975; Ferrero, 1980; MacHenry, 2000; MacHenry ve Tudose, 2005; Shapiro, 1972)
Bu cebir igindeki (P, %) ve (A,+) gruplari izomorf olup bunun igin L : P — A
doniistimii Vf,t € P igin L(f xt) = L(f) + L(t) operatorii tammmlanmistir. L

logaritma operatori; Vf € P icin ve n > 1 i¢in

seklindedir. (Elliott, 2008; Rearick, 1968)

Bu L operatorii kullanilarak ters operator olan iistel operatér (E) tanimlanmis
béylece yeni bir trigonometrik operator ailesi ortaya ¢ikmistir. Analizdeki elementer
hiperbolik trigonometrik fonksiyonlarin tanimina paralel olarak A-dan A-ya igine bir

doniistimle siniis (.5), kosiintis (C) ve tanjant (7') operatorleri Vg € A igin

Sg= 5 (Eg— E(—g))

|~

Cg= % (Eg + E(—g))



ve

Tg=Sgx*(Cg) *

olarak tanmmlanir. Vg € A icin Cg(1) = coshg(1) > 0 oldugundan Tg de (Cg) *

tanimhidir ve kullamlmistir. (Rearick, 1968)

(Stakhov ve Rozin, 2005) de, € R ve o Altin oran olmak {izere, siniis Fibonacci

hiperbolik ve cosiniis Fibonacci hiperbolik fonksiyonlari igin

2X 2X
sF(x) = a \/;

2x+1 (2x+1)
F(z) — « + «

V5

tanimlarini vermis ve siniis Lucas hiperbolik ve cosiniis Lucas hiperbolik fonksiyonlar:

i¢in,

SL({E) il a2x+1 —« (2x+1)

cL(z) = o™ +a

tanmimlarin1 vermistir. Daha sonra klasik hiperbolik fonksiyonlarin ve Fibonacci
ve Lucas say1 dizilerinin ozelliklerini birlestiren yeni bir hiperbolik fonksiyon ailesi
lizerine yapilan bazi ¢alismalarin sonuclarmi sunmustur. Bu tanimlanan fonksiyon
ailesi kullanilarak klasik hiperbolik fonksiyon o6zdesliklerinin hiperbolik Fibonacci
ve Lucas fonksiyonlari icin ayr1 bir analojisine dikkat cekerek 6zdesliklerin saglanip

saglanmadigini incelemislerdir.

Aym zamanda (Stakhov ve Rozin, 2005) de, x € R ve « Altin oran olmak {izere,
simetrik sintis Fibonacci hiperbolik ve simetrik cosiniis Fibonacci hiperbolik fonksi-

yonlari igin,

sFs(x) = —=sh(In(a)- )

w%w
A

cFs(x) = %Ch (In(a) - x)



tanimlanmis ve simetrik siniis Lucas hiperbolik ve simetrik cosiniis Lucas hiperbolik

fonksiyonlar: igin,

sLs(x) = 2sh(In(a)-x)
cLs(x) = 2ch(In(a) - )

tanimlarmi vermistir. Bu fonksiyon ailesi kullamlarak klasik hiperbolik fonksiyon
ozdesliklerinin simetrik Fibonacci ve Lucas hiperbolik fonksiyonlar: icin ayri bir

analojisine dikkat cekerek ozdesliklerin saglanip saglanmadigini incelemislerdir.

(Stakhov ve Aranson, 2011)" de hiperbolik Fibonacci ve Lucas \- fonksiyonlarin
tistteki (Stakhov ve Rozin, 2005) galismasinin devam niteliginde yapmistir. Burada

x € R ve ¢ Altin oran olmak iizere Fibonacci A- fonksiyonlar

oF (z) = %
Flz) = £

VAT X

seklinde tanimlanip Lucas A- fonksiyonlar: da

sL (z) = ¢ —¢
sL (z) = ¢"+¢

seklinde tanmimlanmistir. Bu operatorler yardimryla klasik hiperbolik fonksiyon 6zdes-
liklerin bu yeni Fibonacci ve Lucas A- fonksiyonlar: icin de benzer ozdesliklerin

sagladigl gosterilmistir.

(Guncan ve Erbil, 2014)” de (Stakhov ve Rozin, 2005; Stakhov ve Aranson, 2011)

makalerinden yararlanilarak Burada = € R ve ¢ Altin oran olmak tizere hiperbolik



Fibonacci ¢- fonksiyonlarini

2X ¢ 2x
sin Fyh(z) = Pe——=Vu
1+4¢n 2
2x+1 (2x+1)
+
cos Fyh(z) = % DL
1+4¢n 2

seklinde tanimlanmistir. Bu operatorler yardimiyla klasik hiperbolik fonksiyon 6zdes-
liklerin bu yeni Fibonacc ¢- fonksiyonlar: igin de benzer 6zdesliklerin sagladig: goste-

rilmistir.

(Falcon ve Plaza, 2008)’ de klasik hiperbolik fonksiyonlarin bir uzantisi tanitilmis

ve calismalar sonucunda = € R ve o Altin oran olmak fizere,

2X 2x
o — 0
sF(z) = AR +k4
(2x+1) (2x+1)
F(z) = Ok + oy

VT

seklinde yeni operatorler tanimlanarak genellestirilmis A- Fibonacci hiperbolik fonksi-
yonlarm bazi ozellikleri incelenmistir. Bunlarmm yaninda (Stakhov ve Rozin, 2005,

2006) makalelerde benzer galismalar yapilmistir.

(Azman, 2014)" de (Falcon ve Plaza, 2008) makalesinden yararlanarak k - Lucas
hiperbolik fonksiyonlarin bazi rekiirans ve hiperbolik ozelliklerinden, yari- siniis
k - Lucas fonksiyonlarindan ve k -Lucas hiperbolik fonksiyonlari igin 3 boyutlu
egri ve yuzeylerden bahsedilmistir. Sonra hiperbolik fonksiyon tanimini tigiincii
mertebeden rekiirans dizilerine genisletmeye c¢alismistir. Daha sonra, yeni yari-

hiperbolik Tribonacci fonksiyonlarinin

sTh(z) = \p* —r*(¢p cos 20 + v sin x6)

cTh(z) = Mp*+r*(¢ coszh + ~ysin x6)



ve yari- hiperbolik Tribonacci- Lucas fonksiyonlarinin

STLh(z) = Xp*— 1@ coszb 4+~ sin z0)

¢TLh(x) = Xp*+ 1%t coszf + ~ sinzh)

tanimlarimi verip, benzer sekilde, bu fonksiyonlarin rekiirans ve hiperbolik ozellikle-

rinden bahsetmistir.

Bu calismada (Rearick, 1968)’ de tammlar1 verilen logaritmik trigonometrik ve
hiperbolik trigonometrik operatorlerin ozellikleri incelendi ve analizdeki elementer
trigonometrik ve elementer hiperbolik fonksiyonlarin sagladig: 6zdesliklerin benzerle-
rinin bu yeni operator ailesi i¢inde saglanip saglanmadiginin kontrolii yapildi. Daha
sonra bu operatorler kullanilarak yeni 6zdeslikler elde edildi.

Hiperbolik tigonometrik operatorlerin analizdeki klasik hiperbolik fonksiyonlar ile
olan iliskilerinin veya onlarin kendi aralarindaki iliskilere benzer iliskilerin varhgimnin
tespit edilmesi sayilar teorisi ve say1 dizileri i¢in de ¢ok 6énemlidir. Ciinkii aritmetik
fonksiyonlar olan Fibonacci ve Lucas polinomlar: yukarida tanimlanan operatorlere
gore biri digerinin logaritmasidir. Bu dontisiim kullanilarak say1 dizilerin yeni bazi

ozelliklerinin de ortaya ¢ikabilecegi dusiiniilmektedir.

Tezin Yapisi

Bu tez calismasi alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde kisa olarak tezde
islenecek konulardan bahsedilerek tezin yapisi ve isleyisi anlatilmstir. Ikinci béliim
de aritmetik fonksiyon tanimi yapilarak aritmetik fonksiyon érneklerine yer verilmis
ve lizerinde calisilacak aritmetik fonksiyonlar kiimesine aciklik getirilmistir. Daha
sonra aritmetik fonksiyonlarin Dirichlet ¢carpimi ve aritmetik fonksiyonlar tizerinde
bazi operatorlerin cesitli uygulamalarindan bahsedilmistir. Rearick tarafindan arit-
metik fonksiyonlar tizerinde tanimlanan logaritma operatori tanimina ve bu logarit-
ma operatori kullanilarak ters operator olan iistel operator tanimlarina yer verilmis-
tir. Logaritma ve tistel operatorler kullanilarak yeni bir trigonometrik operatorler

ailesini elde etmek i¢in logaritmik ve tistel operatorlerin birbirleriyle olan iliskilerin-



den yararlanarak aritmetik fonksiyonlarin genel kuvvetlerin 6zellikleri ve 6rneklerine
yer verilmistir. Ardindan Rearick tarafindan tanimlanan analizdeki elementer hiper-
bolik trigonometrik fonksiyonlarin tanimina paralel olan yeni trigonometrik opera-
torler ailesi tanitilmis ve bu operatorlerin temel tanim, teorem ve o6zellikleri iizerinde
durulmustur.

Uciincii boliimde Rearick tarafindan elde edilen trigonometrik operatérleri kullanila-
rak, hiperbolik trigonometrik operatorlerin analizdeki klasik hiperbolik fonksiyonlar-
la olan iliskilerinden yararlamlarak yeni baz1 6zdeslikler elde edilmistir. Dordiincii
boliimde Huilan Li ve Trueman MacHenry’i tarafindan tanimlanan bir aritmetik
fonksiyon olan izobarik polinomlar tizerinde LOG ve EXP operatorleri tanimlarina
yer verilmistir. LOG ve EXP operatorlerin anlasihirhigimi kolaylastirmak adina izoba-
rik polinomun, Core polinomun, Companion matrisin ve Convolisyon ¢arpimin tanim-
larma yer verilmistir.

Besinci boliimde izobarik halkalarda Log ve Exp operatorleri tamitilmistir ve bu
operatorler yardimiyla Fibonacci ve Lucas polinomlar:t biri digerinin logaritmasi
olmasi durumuna dikkat ¢ekilmistir. Ardindan Huilan Li ve Trueman MacHenry’i
tarafindan tamimlanan Log ve Exp operatorleri arasindaki iliskiden yararlanilarak
yeni hiperbolik trigonometrik fonksiyonlarin varhg: tespit edilmistir. Sonuc kisminda
ise elde edilen o6zdesliklerin 6neminden bahsedilmistir ve uygulanabilecegi yeni bazi

iliskilerin varhgy gosterilmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Aritmetik Fonksiyonlar

Matematigin tiim alanlarinda temel olusturan fonksiyon konusu sayilar teorisinde
de aritmetik fonksiyon olarak ele alimmistir. Ozel bir fonksiyon tiirii olan aritmetik
fonksiyonun tanimi verilerek bazi temel aritmetik fonksiyonlar ve bunlarla ilgili

orneklere bakilacaktuir.

Tanim 2.1.1. Pozitif tam sayilar kiimesinden reel veya kompleks sayilar kiimesine

tanmmlanan fonksiyonlara aritmetik fonksiyon denir. (Apostol, 1976)

Burada f (n)’nin bir aritmetik 6zelligi gostermesi gerekmez. Tim reel degerli aritme-
tik fonksiyonlar ciimlesini A ile gésterelim. Yani, A ciimlesi f : Z* — R seklinde
tanimh tiim fonksiyonlar ctimlesi olsun. Bu ¢alismada deger kiimesi R olarak alinacak
ve karmasik sayilarla galisilmayacaktir. Ayrica f(1) > 0 olacak sekildeki tiim
aritmetik fonksiyonlar ciimlesini P ile gosterilir. Bunun bir alt ctimlesi olan ve
f(1) =1 ve (m,n) = 1 olmak tizere f(mn) = f(m)f(n) sartin saglayan aritmetik
fonksiyonlar ctimlesine de ¢arpimsal fonksiyonlar ciimlesi denir ve M ile gosterilir.

Sonug olarak M C P C A olur.

Tamim 2.1.2. py,py,-- -, pk asal sayilar olmak tizere her n = p{', -+ pp* pozitif

tam sayis1 i¢in

8
§ 1, n=1
§(—1)k, ag=ay=---=aqax=1

0, diger durumlarda

bigiminde tanimlanan fonksiyona g Mobius fonksiyonu denir. (Apostol, 1976)
Tanimdan da anlasilacagi gibi n pozitif tam sayisinin carpanlarindan en az biri tam

kare igeriyorsa p(n) = 0 olacaktir.

Ik 10 sayimmn 1 Mobius fonksiyonu altindaki gortintiileri asagidaki gibidir:

n 1 2 3 4 5 6 7 89 10
pun) 1 =1 =1 0 =1 1 =1 0 0 1



Tamim 2.1.3. n € Z* olmak iizere n den kiicitk veya esit, n ile aralarinda asal
olan pozitif tam sayilarin sayisim1 veren fonksiyona Euler fonksiyonu denir ve ¢ ile
gosterilir. (Apostol, 1976)

Yani A ={d: (d,n) =1, 0 < d < n} olmak iizere p(n) = s(A) dir.

Ik 10 sayimn Euler ¢ fonksiyonu altindaki goriintiileri asagidaki gibidir:

n 123456789 10

pn) 11 2 2 4 2 6 46 4
Tamim 2.1.4. k, negatif olmayan bir tam say1 ve n € Z* olmak iizere n nin biitiin
pozitif bolenlerinin k. kuvvetlerinin toplami olarak tanimlanan fonksiyona bdlen

fonksiyon denir ve oy ile gosterilir. Yani n € Z"* i¢in
>

ak(n) = dk

djn

olur. Ozel olarak o(n) = o1(n), n nin bolenlerinin toplami ve 7(n) = oo(n), 7 nin

bélenlerinin sayisim veren fonksiyondur. (Apostol, 1976)

Ornek 2.1.5. n = 12 icin 7(n), o(n), o2(n) degerlerini bulahm:

=< =<
7(12) = 00(12)= d°= 1=1+14+1+14+1+1=6
g1<2 dj12
o(12) = 01(12)= d*'=1+2+3+4+6+12=28
> dj12
oa(n) = d? =12 +2% 4 32 + 42 + 6% + 122 = 210
dj12

Tanmim 2.1.6. k, negatif olmayan bir tam say1 olmak iizere (x(n) = n¥ biciminde
tanimlanan aritmetik fonksiyona kuvvet fonksiyonu denir. Ozel olarak k = 0 olmas
durumunda ( = (g ile gosterilir ve Zeta fonksiyonu adimi alir. Her n € Z" icin

((n) =1 dir. (Apostol, 1976)

Tanim 2.1.7. n € Z* olmak iizere,

8
< logp, n=p™ (m>1)

Aln) = _

- 0, diger durumlarda

8



seklinde tanimlanan aritmetik fonksiyona Mangoldt fonksiyonu denir.

(Apostol, 1976)

2.2. Aritmetik Fonksiyonlarin Dirichlet Carpimi

Aritmetik fonksiyonlar iizerine tanimlanan Dirichlet ¢arpim yardimiyla yeni bir
aritmetik fonksiyon elde edilmektedir. Boylece aritmetik fonksiyonlar iizerinde tanim-
I1 Dirichlet carpim ile Dirichlet terse sahip aritmetik fonksiyonlarin kiimesi bir grup
yapisi teskil etmektedir. Ayrica ¢arpimsal fonksiyonlar kiimesi bu grup igin alt grup

tanimlayacaktir.

Tamim 2.2.1. f ve g aritmetik fonksiyonlar olmak tizere her n € Z* igin,

bigiminde taniml A fonksiyonuna f ile g nin Dirichlet garpimi (Dirichlet konvolusyon)

denir ve h = f « g ile gosterilir. (Apostol, 1976)

h fonksiyonu da n € Z* i¢in tamimh oldugundan bir aritmetik fonksiyondur ve A
nin bir elemanidir. Tanimin sag tarafi elementer toplam ve ¢arpim oldugundan

konvolusyon islemi iyi tanimlidir.
Ornek 2.2.2. n = 20 olsun.

>
(Fr)20) = fidg 5

dj20

= f(g(20)+f(2)g(10) + f(4) g (5)
+/(5)g4) + f(10)g(2) + f(20) g (1)

Ornek 2.2.3. Tamim 2.1.6 de verilen ¢ fonksiyonu igin

X XX XX
(GxQ)(n) = Gld)C(5)= d-1=  d“=ou(n)

djn djn djn

aul3

olup buradan oy = (k * ¢ oldugu goriiliir.



Simdi Aritmetik fonksiyonlar kiimesinin bazi ¢zelliklerini inceleyelim.
Teorem 2.2.4. (A, ) cebirsel yapisi degismelidir.

ispat. Fonksiyonlar yer degisince sadece toplamdaki terimlerin sirasi degisir. Bu

nedenle degisme ozelligi vardir.
Teorem 2.2.5. (A, ) cebirsel yapisi birlesmelidir.

Ispat. f,g,h € Aicin f*g= F ve g+ h = G olsun. Buradan

>
[(fxg)*hl(n) = [Fxh](n)= F(d)h(ds)

> > dds=n
= ( f(d1)g(dz))h(d3)

i dids=d
= f(d1)g(d2)h(ds) (22.1)

d1d2d3=n

olur. Diger yandan

>
[flgxh)](n) = [f+G](n)= f(d1)G(d)

o did=n #
X X
— f(d1) g(d2)h(ds)
hisp dads=d

= f(d)g(dz)h(ds) (2.2.2)
did2d3=n

olup (2.2.1) ve (2.2.2) ifadeleri esit oldugundan birlesme 6zelligi vardir.

Teorem 2.2.6. A kiimesi lizerinde * isleminin toplama iizerine soldan ve sagdan

dagilma ozelligi vardir.
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Ispat. Her f,g,h € A icin

[fxlg+mln) = fld)(g+h)

djn djn
= (fxg)(n)+(f*h)(n)
= [(fxg) + ([ =h)](n)

olup dagilma ozelligi vardir ve sagdan dagilma ozelligide benzer sekilde goriilir.

Teorem 2.2.7. (A, *) cebirsel yapisinin birim elemani

8

<1,
0= _

- 0, diger durumlarda

n=1

seklinde tanimlanan aritmetik fonksiyondur.
Ispat. Vf € A icin,
>
(fx0)(n) = f(d)s

djn

— f()5(1) + 0+ ...4+0 = f(n)

al3

ve bu islem degismeli oldugundan ¢ birim elemandir.
Sonug 2.2.8. (A, ) cebirsel yapisi degismeli monoiddir.

Teorem 2.2.9. (A, x) cebirsel yapisinda f(1) # 0 olan her fonsiyonun tersi vardir.

Bu ters f 1 ile gosterilir ve

8
1 S Pﬁ), n=
fom =g _ﬁd- FOYF Yd), n>1

- jn

esitligi ile bulunur. Buna f fonksiyonunun Dirichlet tersi denir.
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ispat. Teorem 2.2.7 esitligini dikkate alirsak, n = 1 icin

=< 1
FF )=o) =1
dj1
dir. Burada
fa)f =1
olup
1y L
P

elde edilir. Simdi n den kiiciik tim tam say1 degerleri icin esitligin dogrulugunu

kabul edelim. O halde n i¢in yazilan

ifadesi acilirsa

olur. Bu esitlikte f *(n) yanhz birakilirsa

1 1 X 14
F =g SR

olup kabuliimiizle birlikte esitligin sagindaki her deger bilindiginden ispat tamamlanmis

olur.
Simdi (P, %) ve (M, *) cebirsel yapilari inceleyelim.
Teorem 2.2.10. (P, %) bir gruptur.

Ispat. Grup sartlarinin saglandigini gosterelim:

1. Vf,t € Pigin f xt € P oldugunu gosterelim. f(1) > 0, ¢(1) > 0 olsun.

(=00 = " pan
dj1

= F)H1) >0



olup f xt € P dir.
2. Teorem 2.2.7 de gosterildigi tizere ¢ birim elemandir.

3. Teorem 2.2.9 belirtildigi gibi f(1) # 0 olan her aritmetik fonksiyonun tersi
bulundugu ve P kiimesinin her f elemani igin f(1) > 0 oldugundan P kiimesinin

her elemenin tersi vardir.
4. (A, x) birlesmeli ve P C A oldugundan (P, *) birlesmelidir.

Simdi de (M, *) cebirsel yapisii inceleyelim.
Tanimda da verildigi gibi her f ¢arpimsal fonksiyonu i¢in f(1) = 1 dir. Clinkii, her

n € Z igin (n,1) = 1 olup f ¢arpimsal fonksiyon oldugundan

f(n) = f(n.1) = f(n)f(1) = f(n) = f(n)f(1) =0 = f(n)(1 - f(1)) =0

olur. Ayrica f carpimsal oldugundan Vn € Z icin f(n) # 0 olup 1 — f(1) = 0 ve
f(1) =1 bulunur.
Teorem 2.2.11. (M, ) cebirsel yapisi bir gruptur.

ispat. Grup sartlarinin saglandigimi gosterelim:

1. f,t e M = fxt € M oldugunu gosterelim. k = f x¢ ve (m,n) = 1 olmak

P
tizere k(mn) = = ;o f(c)t("¢) olup burada mn nin her ¢ béleni ¢ = ab
biciminde ve a|m ve b|n dir. Ayrica (a,b) =1 ve (%, §) = 1 olur. Buradan
> mn, < m,, n
k(mn) = flab)i(—=) = fa)f()t(—)t(7)
: ab _ a’ b
abjmn ajm
bjn
=< o <
= fla)  fO)UT) = k(m)k(n)
ajm bjn

olur. Boylece

elde edilir.
2. Teorem 2.2.7 de gosterildigi tizere ¢ birim elemandir.
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3. Teorem 2.2.9 dan ve f(1) =1 # 0 oldugundan her elemanin tersi vardir.

4. (A, x) birlesmeli ve M C A oldugundan (M, *) birlesmelidir.

Tanim 2.2.12. A kiimesi tizerindeki toplama ve ¢carpma ve bir K cisminin elemanla-
riyla carpma islemine gore asagidaki sartlari saghyorsa, A ya K cismi tizerinde bir

cebir denir.

1. A kiimesi toplama ve K cisminin elemanlar: ile skaler ¢arpma islemine gore

bir vektor uzayidir.
2. A kiimesi toplama ve carpma islemi ile bir halkadir.

3. Her A € K ve a,b € Aigin A(ab) = a(Ab) = (Aa)b esitligi saglanir.
(Vinberg, 1999)

Teorem 2.2.13. A kiimesi R iizerinde bir cebirdir.
Yani (A, +, *, -) cebirsel yapisinda

1. (A, +) kiimesi (R, +, -) cismi {izerinde bir vektor uzayidir.
2. (A, +, *) bir halkadir.

3. A ve R nin elemanlar arasinda R x A — A islemini A € R ve h € A i¢gin

(A, h) — Ah olarak tammlarsak her A € R ve h, g € A igin
Alhxg) = hx(Ag) = (Ah) x g

sartlarn saglanir. (Rearick, 1968)

Ispat. Cebir sartlarinin saglandigini gosterelim:

1. A kiimesi R iizerinde bir vektor uzayidir.

(a) Vh,g € Aicin h+ g € A olup kapalihk 6zelligi saglanir.

(b) Vh,g € Aigin h+ g = g + h oldugundan degisme Ozelligi vardir.

14



(¢) Vr,g,h € Aigin (r + g) + h =r+ (g + h) sartim1 sagladigindan birlesme

ozelligi vardir.

(d) Vh € Aigin h+ e = e + h = h olacak sekilde e € A mevcut olup e = 0

fonksiyonu birim elemandir.

(e) Vh € Aicin h+h' = k" + h = 0 olacak sekilde h' = —h € A olup —h

fonksiyonu h nin toplamsal tersidir.

(f) a € R ve Vh € Aigin a - h € A olup kapahdir.

(g) a €RveVh,g € Aicin a(h+ g) = ah + ag dir.

(h) a,8 € R veVh € Aigin (a+ ) h = ah + (h dir.

(i) a,f0 € R veVh € Aigin (af) h = o (Sh) dir.

(j) Vh € Aicin 1-h = h olacak sekilde 1 € R mevcut olup bu reel 1 sayisidir.

2. (A, +) nin degismeli bir grup oldugunu biliyoruz. Diger taraftan Vh, g € A igin

hx g € A oldugundan kapalilik ozelligi saglanir. Teorem 2.2.5, 2.2.6 ve 2.2.4
dan birlesme, dagilma ve degisme ozellikleri saglanir. Ayrica Teorem 2.2.7 den

birim de mevcuttur. O halde A kiimesi fonksiyonlarda toplama ve Dirichlet

carpim ikili islemleri ile degismeli ve birimli bir halkadir.

3. VA€ R ve h,g € Aigin A(h*g) = h*(Ag) = (Ah) * g oldugunu gosterelim.

Her n pozitif tamsayist igin

Ahxg)l(n) = A" h(d)g(5)

= [(Ah) % g] (n) (2.2.3)

ve

Ahxg)l(n) = A h(d)g(

= [hx(Ag)](n) (2.2.4)
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olup (2.2.3) ve (2.2.4) den istenilen esitligin saglandig1 goriiliir. O halde
(A, 4+, %, ) bir cebirdir.

Ornek 2.2.14. (R, +, -) reel sayilar halkasi R tizerinde bir vektor uzay: olup skalerle
garpma ve ¢arpma R ’deki tanimlanan ¢arpma olarak alimirsa o takdirde (R, +,-) ,

R tizerinde bir cebirdir.

2.3. Logaritma Operatori

Bu boliimdeki ilk amacimiz P ve M carpimsal gruplarin izomorf yapilar oldugunu

gostererek yukaridaki (A, +, %, -) cebir yapisina katk: saglamaktir.
Teorem 2.3.1. (P,x) = (M, *) = (A, +) dir.

Bu teoremin ispati daha sonra tamamlanacaktir. Bu teoremin ispati i¢in alt yapi
hazirlayalim.
(P, *) ve (A, +) gruplarimin izomorflugunu goéstermek icin L : P — A doniisiimi her
f,t € P igin

L(fxt)=Lf+ Lt

sartini saglayacak sekilde bir operator gereklidir. Burada operator ifadesi dontistimiin
A nim bir alt kiimesinden A ya tanimh oldugu i¢in kullamlmistir. Bu L operatorii
kullanmilarak iistel ve trigonometrik operatorler tanimlanmis, boylece Teorem 2.3.1

ile benzer sonuglarin ispatlanmasi miimkiin olmustur. (Rearick, 1968)

Tanim 2.3.2. f € P olmak {izere

Lf(n) = _ dn (2.3.5)
- log f(1), n=1

operatoriine logaritma operatorii denir. (Rearick, 1968)

Ornek 2.3.3. Her n tam sayist icin f(n) = 1 olsun. Bu takdirde Lf fonksiyonunu

bulalim. Fonksiyonun bazi degerlerindeki tersleri

O T
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olur. Buradan

=50 ) FC)F ) = —m[f@)f (D] =-1
_ L0 vy = e =
f1) 7 f(1)
LT = L pwr e o)
fay ,, d f(1)

= T y FE)f ()
1 1 1 1
— _WW’) f M+ fR)f 2+ f2)f (3)]

= —1[1.14+1.(-1)+1.(-1)]=1

Lf(l)=1logf(1) =logl =0

Lf2)=f(1)f 2)logl+ f(2)f *(1)log2 =0+ 1.1.log2 = log 2

Lf(3)=f(1)f *(3)logl+ f(3)f *(1)log3 =0+ 1.1.log3 = log 3

Lf(6)

FOf ) logl+f(2)f *(2)log2+ f(4)f *(1)log4
0+1.(—1)log2+1.1.2]log2 = log 2

= f()f H6)logl+ f(2)f *(3)log2
+f(3)f *(2)log3+ f(6)f *(1)log6
= 04+1-(=1)-log2+1-(=1)-log3+1-1-log6
— —log2—log3+log6
=0
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seklinde elde edilir. Bu degerlerin ilk 10 tanesi

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Lf(n) 0 log2 log3 log2 logh 0 log7 log2 log3 0

olup alisilmis A-Mangoldt fonksiyonu elde edilmis olur. Dolayisiyla Lf(n) = A(n)
dir. (Rearick, 1968)

Ornek 2.3.4. Simdi ¢ fonksiyonunu i¢in L¢ logaritmasim inceleyelim.

6 1) = -1 sk
1 1 _ _
= @()05 H=(1-1-1=-1
1 1 X 4 1

dj4
d<4

= — sW)o (1) +6(2e L2
— Pl (D =1

Simdi bu degerleri kullanarak logaritmalarini hesaplayalim.

Lp(l) =logp(l) =logl =0

< 2
Ly(2) = o(d)p *(5)logd

d
dj2
= ¢(1)¢ *(2)logl+o(2)¢ *(1)log2
= 0+ 1-log2=1log2
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Da 4
Lo(4) = o(d)g 1(g)1ogd

dj4
= o(1)p *(4)logl+06(2)0 *(2)log2+¢(4)¢ *(1)log4
= 0+1-(—1)log2+2-1-log4

= —log2+4log2 = 3log2

x 8
Lo@8) = o(d)g *(5)logd

djs d
= <Z>J(1)¢ "(8)logl+¢(2)¢ *(4)log2

+o(4)¢ (2)logd+6(8)¢ *(1)log8
= 0+1-(—1)log2+2-(—1)-logd+4-1-log8
= —log2—4log2+ 12log?2

= Tlog2
Teorem 2.3.5. Vf,t € P icin
L(f«t)=Lf+ Lt (2.3.6)

dir. (Rearick, 1968)

ispat. n =1 iken

L(f #£)(1) = log(f * £)(1) = log(f(1)t(1)) = log f(1) + log#(1) = Lf(1) + Lt(1)

olup esitlik saglanir. Diger durumlarda yukaridaki esitligi gosterebilmek icin n > 1
iken Af(n) = f(n)logn olacak sekilde A : A — A operatorii tammlayip islemlerimizde

kullanalim. Burada

=< < .,
M) = f M@ = f (G (d)logd = Lf(n)

djn djn

aul3

oldugundan L(f)(n) = [f 1% Af](n) dir.
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Ayrica
AMfxt)=tx\f+ fxX (2.3.7)

esitliginin de saglandigim soyle gosterebiliriz.

[(ExAf) + (f* A (n) = (ExAf)(n) + (f + At)(n)
> >

= t(d))\f(%) + f(d)At(g)
djn din
X x

= t(d)f(g)logg + f(d)t(g)logg
djn djin

P P
Son ifadede  t(d)f(§)logg = f(d)t(F)logd esitligini kullanirsak
djn djn
< . >
= fldt(=)logd+  f(d)i(

. d .
din djn

= f(@t(5)llogd +log 7]
djn

d
r d)t(Z) logn
s os
= (fx*t)(n)logn

= Afxt)(n)

n

7

log i

d

olur. Eger f,t € P igin (2.3.7) esitliginin her iki tarafim (f **¢ 1) ile Dirichlet

carpimi ile carparsak
(f*t) T AMfrt)=(f Tt Hx[(ExAf)+(f* )] (2.3.8)
esitligi elde edilir, Dirichlet ¢arpimi degismeli ve (A, +, *, -) cebir oldugundan

(f*t) YxX(fxt) = (f st Hx(tx)f) (2.3.9)
+ (f st Hys(fx)
= f YsAf4t tx
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olur. Simdi (f *t) = k olsun. Bu durumda (2.3.8) ifadesi
E Ysdk=f YsAf+t Txxt

sekline gelir. Buradan

Lk(n) = Lf(n)+ Lt(n)

olup
L(f =t)(n) = Lf(n)+ Lt(n)

elde edilir ki ispat tamamlanmis olur.

L operatoriiniin ortenligini gostermek icin asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.3.6. Her bir h € A i¢cin h = Lf olacak sekilde tek bir f € P vardur.
(Rearick, 1968)

ispat. Bu ispat1 tiimevarim metodu kullanarak yapalim.

L : P — A ni bir operator oldugunu biliyoruz. Bir ters operator tamimlayarak L
nin birebir ve 6rten oldugunu gosterecegiz. Bu operatore daha sonra exp operatorii
diyecegiz.

f(1) = exph(1) = Eh(1) olarak tamimlayalim. Kabul edelim ki n > 1 olsun ve

Vv < n igin tiimevarimla f(v) mn tanimh olsun. Buradan Vv < n igin,
v
dw)=(f+f D)= [ () (2.3.10)
esitligi kullamlarak rekiirans iliskisi yardimiyla f *(v) hesaplanabilir.

Bu durumda V v < n icin f(v) ve f !(v) bilinmekte olup bunlar1 kullanarak n tam

sayist igin h = Lf sartim saglayacak bir f(n) bulalm. Bunun igin

h = Lf= h(n)=Lf(n)
> n
= by =" f@f (C)logd

djn

ifadesinden



elde edilir. Son esitlikte f(n) yi yalmz birakirsak her A igin f bulunmus olur. Béylece

ispat tamamlanir.

Bu tiimevarim bize f nin nasil tiretilebilecegini gosteriyor. Ayni zamanda da f nin
tekligini garanti ediyor. Ciinkii f(n) her basamakta tek sekilde elde edilmektedir.
Boylece birebir L operatoriiniin oldugu da gosterilmis olur. Dolayisiyla Teorem 2.3.5

ve Teorem 2.3.6 den

L(f *t) = L(f) + L(t)

olup (P, *) = (A, +) izomorfizmas: ispat edilmis olur.
Simdi P kiimesinin f(1) > 0 olan tiim aritmetik fonksiyonlar kiimesi oldugunu

hatirlatarak asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.3.7. p bir asal say1 ve k € Z olmak iizere, f € P nin ¢arpimsal olmasi

igin gerek ve yeter sart N # p* iken Lf(N) = 0 olmasidir. (Rearick, 1968)

Ispat. =) f carpisal olsun. Oyleyse f(1) =1 ve Lf(1) = log f(1) =log1 = 0 olur.
Simdi N > 1 olsun. k € Z igin N # pX alalm. Bu durumda N = mn, (m,n) =
1,m > 1,n > 1 olarak yazilabilir. Burada Lf(N) = 0 oldugunu gosterelim. N =
mn nin her d boleni did, = d ve di|m, dz|n seklinde ifade edilebilir ki burada

(dy,dp) = (2, &) = 1 dir. Boylece

di’ da
< N
Lf(N) = fld) f l(g)logd

N

= f(dad)f ) log(duy)
dydzjmn 12
XX m n

— fdi)f(d2) f 1(d—1)f 1(d—2)(logd1+logd2)
dijm d2jn
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> X< .

- Fld)ff HEF
dijm dajn 1

m n

+ fld)f(d2) f 1(d—)f 1(d—)(10gd2)
S din > 2

= J@)f G)legdr) f(d2)f M)
g ! ¢
) G fd)f () losd)

dijm dajn

n

) (logdy)

X n < m
= Lf(m)  f(do)f l(d—2)+ fd)f 1(d—1)Lf(n)

dajn dijm

= Lf(m)é(n) +o(m)Lf(n)
= Lf(m).0+0.Lf(n)
=0

elde edilir.

< Diger taraftan N # p* icin Lf(N) = 0 oldugunu kabul edip f nin carpimsal
oldugunu gosterelim. Kabulden 1 # pX icin Lf(1) = 0 oldugundan log (1) = 0 olup
f(1) =1 olur ki f nin ¢arpimsalligi bunu gerektirir.

N > 1 alalm, p"|N ve p™?! { N olacak sekildeki p asallari igin t(N) = ijN f(")
fonksiyonunu tamimayalim ve ¢(1) = 1 oldugunu kabul edelim. Burada ¢ nin ¢arpimsal

bir fonksiyon ve f =t oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmis olur.

Once ispatimiz1 p, ¢ asal ve N = pK i¢in yapalim;

Y
tp) = f(d") = f
gjp*
olup
t(p*) = f(p) (2.3.11)

elde edilir. Yani asallarin kuvvetleri i¢in ¢ ve f fonksiyonlar: esittir.

Simdi ¢t (p*) = f (p*) oldugunu tiimevarimla gosterelim.
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Oncelikle n = p° = 1 i¢in ¢(1) = f(1) olup

1 _ 1 _ 1 _ 1
R T

olur. Sonra n = picin t 1(p) yi hesaplayalim. (2.3.11) den f(p) = t(p) ve Teorem
2.2.9den n > 1 igin

=g G )
d|n
d<n
oldugundan
1 1 1 1 1 1
t (p)z—@t(p)t (1)=—m @f “W)=f “0)
esitliginden

elde edilir. Tiimevarim icin p* dan kiigiik her tamsay1 igin esitligin saglandigim

kabul edelim. Bu durumda kabulden ve (2.3.11) den

d|p* d|p*

d < p¥ d < pK

olur ve N = pX icin
fiN)y =t Y(N)
bulunur.
Simdi ¢ fonksiyonunun carpimsal oldugunu gosterelim. N = pifl pgz...p‘ﬁ i¢in
Y

tp s pf) = f(N) = FOE) 5. f (D) = t(PE )t (pK?)...t(pF)
piN

24



olup ¢ garpimsaldir. O zaman son olarak VN icin f(NN) = t(NN) esitliginin saglanip
saglanmadigina bakmaliyiz. Teoremin hipotezini ¢ fonksiyonu i¢in uygularsak ki ¢
fonksiyonu carpimsal bir fonksiyon oldugundan, ¢ carpimsal ise N # pX icin Lt(N) =
0 dir. Kabulde N # p* igin Lt(N) = 0 idi. O halde bu iki fonksiyon her durumda
esittir. Yani N # pX icin

Lf(N)= Lt(N)

oldugundan Teorem 2.3.6 den dolay1 her durumda
f=t

elde edilir.
Simdi Lf operatoriinii ¢calistirarak anlamaya calisalim.

Ornek 2.3.8. f carpimsal olsun. Bu durumda f(1) =1 = f (1) olup buradan

Das 9
L(f(2)) = fla)f 1(3)10gd
dj2

= f()f *(2)logl+ f(2)f *(1)log?2
= f(2)log2#0

ve

Das 5
L(f(5)) = fla)f 1(g)1ogd
djs

= J()f 5)logl+ f(5)f *(1)logh
= (5)log5 #0
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elde edilir. Ayrica ispat metodunu kullanarak

Lf(10)

>

F@)f ) logd
dj10
X X 92 5

f(dy) f(d2)f 1(d_)f (d )(log dy + log dy)

dij2 dj5 ! 2
=< 2

[ fld)f(1)f 1(d—1)f 1(5)(log dy +log1)
dij2

A —

f *(5)(log1+1logl)
2)f *(5)(

f *5)(log2+logl)
(5)(

)f (1) (logdy +log5) |
)(log 1+ log5)

)
)

Y1) f 1(5)(log2 + logb)
(

oldugu goriiliir. Daha basit olarak Teorem 2.2.9 den p asal icin f (p)

olup

Lf(10)

>
F@)f ) logd

dj10
f)f Y10)logl+ f(2)f *(5)log2

)

+f(5)f *(2)logh+ f(10)f *(1)log10

f@2)f '(5)log2+ f(5)f *(2)logh + f(10)

f(2)(=f(5))log2 + f(5)(—f(2))(1 —log2) + f(10)
—f(2)f(5)log2 + f(2)f(5)log2 — f(5)f(2) + f(10)

0
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elde edilir.

Sonug 2.3.9. K = {h € A;h(n) = 0,n # p¥} olacak sekilde biitiin reel aritmetik
h fonksiyonlarin ciimlesi ise Teorem 2.3.7, (M,x*) grubunun logaritma operatorii

altinda (K, +) grubuna izomorf oldugunu gosterir. Yani, (M, x) ve (K, +) gruplar
icin L : M — K doéniisimii L(f = t) = L(f) + L(t) bir izomorfizmadir.

Bu grup H(n) = h(kn) ({kn} artan sirada asal kuvvetlerin dizisi) olacak sekilde ki

h < H eslesmesi altinda (A, +) grubuna izomorftur.

(K.+) = (4,4)
h < H
{kn} = 2°24,2%...

Dolayisiyla (M, ) = (A, +) dir.
(M, %) = (A, +) i¢in kullamlan metotla (P, %) = (M, x) = (A, +) elde edilir. Boylece

Teorem 2.3.1 in ispat1 tamamlanmis olur. (Rearick, 1968)

Tanim 2.3.10. Eger g € A ise ¢ = Lf olacak sekilde ifade edilen P nin tek tiirli

belirli f eleman1 Fg olarak tanimlanir. Yani
g=Lf = f=Eg

dir. Bu doniisiime Ustel operator denir. (Rearick, 1968)

Teorem 2.3.5 i kullanarak FE(g + h) = Eg x Eh oldugunu gosterelim. Her g,h € A
icin g = Lf ve h = Lt olacak sekilde f,t € P oldugunu biliyoruz. Bu durumda
Tanim 2.3.10 geregi f = Eg ve t = Eh olur. Teorem 2.3.5 den L(f xt) = Lf + Lt
olup buradan

E(L(fxt)) = E(Lf + Lt)

= f[f*xt=E(g+h)

= Eg+Eh=E(g+h)
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elde edilir. Yani L homomorfizma ise L nin tersi olan £ doniisiimii de homomorfizma-
dir. Teorem 2.3.6 ve Tanim 2.3.10 dan dolay1 Vf € P i¢in L : P — A doniisiimii
altinda E(Lf) = f dir ve Vg € Aigin £ : A — P doniisiimii altinda L(Eg) = g dir.
Ayrica z = 0 fonksiyonu ve £ homomorfizma oldugundan Ez = § ve L(§) = z olur.

(Rearick, 1968)

2.4. Aritmetik Fonksiyonlarin Genel Kuvvetleri

Bu kisimda ilk olarak cebirde ¢ok iyi bilinen bir tanimi vererek aritmetik fonksiyonla-

rin kuvvetlerine gegelim.

Tanim 2.4.1. F, p asal karakteristikli sonlu bir cisim olsun. ¢p : F' — F her a € F
icin pp = aP biciminde tanimh doniisiim /' nin bir otomorfizmasidir. Bu doniistime

Frobenius otomorfizmasi denir. (Fraleigh, 1994)

Ornek 2.4.2. (Zs,+,.) cismi iizerinde ¢ : Zs — Zs doniisiimiinii alahm. Va € Zs

i¢in ¢(a) = (@)® doniistimii bir otomorfizmadir, gosterelim.

o@+b) = pla+bd) =(a+b)?

= (a)®+5(a)*b+ 10(a)3(b)* + 10(a)?(0)* + 5(a)(b)* + (b)°

= (@)°+(0)° = (@) + ¢(d)

ve

p(@a®b) = ¢(a-b) = (a-)°= (@] (5)° =@ @)

olup ¢ bir halka homomorfizmasidir. Ayrica

p(0)=0"=0
eI =T =1
p2) =2 =2
0(3)=3" =3
p(d) =1 =1

elde edilir. Burada Fermat teoreminden her a tam sayisi icin a® = a(5) oldugu da
goriilmektedir. Hesaplamadan ¢ fonksiyonunun orten ve birebir oldugu agiktir. Bu

nedenle ¢ bir otomorfizmadir.
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Tanim 2.4.3. f € Pver € Rise ff = E(rLf) olarak tanimlanir.

f " = E(rLf) ifadesini analizdeki e"'®T = 097" = f ¥ csitligine benzetebiliriz.
Logaritma ve tistel fonksiyonlar diistiniildiigiinde bu tanimim anlamli oldugu ve

benzerligi goriilmektedir. (Rearick, 1968)

Teorem 2.4.4. Her bir r € R\{0} i¢in ¢ : P — P, p(f) = f " dontsimi (P, )

den (P, *) ye bir izomorfizmadir. Bu bir Frobenius otomorfizasidir. (Rearick, 1968)

(A, 4+, %, ) cebirinin cebirsel ézellikleri bize tistel fonksiyondakilere benzer ozellikler

verir. Mesela,

(fl’)s — er
fr+s — fr * fs
(Fxt) = [Tt

ve r € Z* igin

= E(rLf)
= E(Lf+---+Lf) (rtane)
= E(Lf)*---xE(Lf)

olur.

r = —1 igin,

fxf ' = E(L(fxf ") =ELf+Lf ')=E(Lf)*ELf *)
= E(Lf)* E(—Lf) = E(Lf+ (=Lf))
= B(Lf-Lf)=FEz=$§

olur. Bu da bize f ! operatoriiniin 6nceden tanimlanmis olan konvolisyon tersi ile

ayni oldugunu gosterir. Ayrica f € P icin f" € P olur. Verilecek herhangi bir r # 0
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ve herhangi bir f € P i¢in t" = f ise t i¢in tek bir ¢oziim vardir ve t = f rdir.
Ctunkii ¢ otomorfizmasi 1-1 ve ortendir.

Ozel olarak f € P tek karakoke sahiptir ve bu kok f 2eP seklinde gosterilir.
Diger yandan f carpimsal bir fonksiyon ise r € Z i¢in f " nin de ¢arpimsal oldugu
soyle gosterilebilir. f carpimsal ise (m,n) = 1 i¢gin f(mn) = f(m) * f(n) dir.

Buradan

ff(mn) = E(rLf(mn))
= E(Lf(mn)+ Lf(mn)+---+ Lf(mn)) (r tane)
= E(Lf(mn))* E(Lf(mn))*---* E(Lf(mn))
= f(mn)* f(mn)*---x f(mn)
= f(m) = f(n)* f(m) s f(n)*---x f(m) * f(n)
= f(m)* f'(n)

olup f " carpimsaldir. (Rearick, 1968)

Teorem 2.4.5. f € M ise her r reel saywsi igin f" € M dir. (Rearick, 1968)

ispat. Ispatimizi Teorem 2.3.7 den yararlamlarak yapacagiz.
f € Misen # p*icin Lf(n) = 0 idi. Bu nedenle rLf(n) = 0 olup rLf fonksiyonu
da Teorem 2.3.7 den dolay1 ¢arpimsaldir ve yine ayni teoremin tersinden FE(rLf) de

carpimsaldir. E(rLf) = f" oldugundan f" fonksiyonu da ¢arpimsal olur.

Sonug 2.4.6. (P, *) ve (A,+) gruplari izomorftur ve bu izmorfluk L : P — A, her
f,t € Pigin
L(fxt)=Lf+ Lt

operatori ile gerceklesir. Ayrica E bunun ters operatoriidiir. (Rearick, 1968)

2.5. Trigonometrik Operatorler

Aritmetik fonksiyonlar tizerinde A dan A ya doniisiim altinda tanimlanan hiperbolik

trigonometrik fonksiyonlar olan siniis (.5), kosiiniis (C') ve tanjant (") operatorleri,
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analizdeki elementer hiperbolik trigonometrik fonksiyonlarin tanimina analoji yapilarak

tanimlanmistir.

Tamim 2.5.1. Her g € A igin siniis (5), kosiiniis (C) ve tanjant (1) operatorleri

sirasiyla
1
Sg= 3 (Bg— E(~9)). (25.12)
1
Cg= §(Eg+E(—g)) (2.5.13)
ve
Tg=Sg*(Cg) * (2.5.14)

seklinde tanimlanir.

Vg € Aigin Cg(1) = coshg(1) > 0 oldugundan (2.5.14)" de (C'g) in degeri sifirdan
farkli olup T'g operatorii her zaman iyi tanimhdir. (Rearick, 1968)

Teorem 2.5.5 nin ispat1 i¢in once iki tane Lemma verelim.

Lemma 2.5.2. Her h € A igin
Sh+ (Sh)?+6 > =Eh (2.5.15)

esitligi saglanir. (Rearick, 1968)
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Ispat. Her h € A icin

Sh+ (Sh)2+6 *

, #
(Eh— E(=h)) +9¢

[NIES

(Eh — E(—h)) +

NI~ DN~
N —

5 (BEh — E(=h))

N

Ehx Eh —2Eh % E(—h) + E(—h) x E(—h)
1
E(2h) — 2E(h — h) + E(—2h)
1
E(2h) — 2Bz + E(—2h) :
. +6

E(2h) = 25+ B(=2}) , o
4
E(2h) — 26 + E(~2h) + 45 2
4
E(2h) + 26 + E(—2h) *
1

+9

+

(NI

(Eh— E(—h)) + +6

(Eh — E(—h)) +

(Eh — E(—h)) +

(Eh — E(—h)) +

NI= N= N = N

5 (Bh— B(~h)) +

#
E(h)+ E(=h) ?
2
B +2E(—h)

[SIES

olur ki bu da Lemmada istenendir.

Teorem 2.5.3. Her h,g € A igin

ve

esitlikleri saglanir.

S(h+g)=ShxCg+ Sg*Ch

C(h+g)=ChxCg+ ShxSg
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Ispat. Her h, g € A i¢in

Sh*C’g—l—Sg*C'h:Eh_E(_h) *E9+E(—g)+Eg—E(—g)*Eh+E(_h)

2 2 2 2

— %[(Eh*Eg—l—Eh*E(—g)—E(—h)*Eg—E(_h)*E(—g))

+FEhx Eg+ Eg* E(—h) — E(—g)* Eh — E(—g) * E(—h)]

_ i[E(h%—g)%—E(h—g)—E(—h+9)_E(_h_9)]
% (E(h+g)+ E(g—h) — E(—g + h) — E(—g — h)]

_ i[2E(h+g)—2E(—h—9)]

- %[E(thg)—E(—h—g)]

= S(h+g)

elde edilir. Ayrica

ChxCg+ Shx*Sg
_ Eh+E(~h) Eg+E(-g) FEh—E(~h) Eg—E(—g)
- 2 i 2 * 2 . 2
Eh* Eg+ Ehx E(—g) + E(—h) * Eg+ E(—h) * E(—g)
4
+Eh x Eg— Ehx E(—g) — E(—h) * Eg+ E(=h) x E(—g)
4
E(h+g)+EMh—g)+E(-h+g)+ E(-h—g)
4
+E(h+g)—E(h—g)—E(—h+9)+E(—h—g)
4
2E (h+g) +2E(=h —g)
4
E(h+g)+E(=(h+g)
2
= Clh+yg)

ile ispat tamamlanir.
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Lemma 2.5.4. Her h,g € A i¢in
S(h+g)=Sh* (Sg)>+06 *+Sg* (Sh)?+0

esitligi saglanir. (Rearick, 1968)

Ispat. Her h, g € A i¢in

Shx (Sg) 2435 *+Sgx (Sh) 245 °
= Shx(Eg—Sg)+ Sg*(Eh— Sh)

= Shx Eg_w + Sg * Eh_w
_ Sha Eg+ E(—g) L Sgx Eh+ E (—h)
2 2
= ShxCg+ Sg*Ch
= S(h+yg) (Teorem 2.5.3 den)

elde edilir.

Teorem 2.5.5. Her h,g € Aigin  islemi

h g=h% g?+49§ %—I—g* h246 :

seklinde tamimlanmirsa (A, ) grubu ile (A4, +) grubu izomorf olur. (Rearick, 1968)

Ispat. Vh € Aicin h — Sh kurah ile tammlanan S : (4, ) — (A, +) doniisiimiiniin

izomorfizma oldugunu gosterelim.

a).S birebirdir, gosterelim. Her h, g € A igin

Sh = Sg
= (Sh) *=(Sg) *
= (Sh)?+d6=(S9)%+4
— (SR 245 "= (Sq) 246 ?
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= Sh+ (Sh)?+d *=8g+ (Sg)?+d *  (Sh=Sgidi)
= FEh=Eg (Lemma 2.5.2 den)

= h=g (E birebir)

b)S ortendir, gosterelim. Vg € A igin Sh = g olacak sekilde en az bir h € A vardir
kibuh=L g+ (g2+06) 2 dir. Soyleki

1
h = L g+ g*+6
= FEh=E L g+ g%+5¢ :

1
= Eh=g+ g?+6 >
Burada (2.5.15) esitligini yerine yazarsak

= Sh+ (Sh)248 "=g+ g244 °

= Sh=g

bulunur ki bu da S fonksiyonunun ortenligini gosterir.
¢)S fonksiyonu homomorfizmadir. Yani S(h + ¢g) = Sh Sg esitliginin saglandigin

gosterelim:

o

S(h+g) = Shx (Sg) 46 24 S8gx (Sh) 245 2 (Lemma 2.5.4)
= Sh Sy (Tanimdan)
Boylece S izomorfizma olur.

Benzer diisiince ile T" operatortiinden de bir sonug elde edilir. Once iki tane Lemma

verelim.

Lemma 2.5.6. Her h € A icin E(2h) = (0 +Th) % (6 — Th) * dir.
(Rearick, 1968)
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Ispat. Her h € A icin

(0+Th)*«(5—Th) * = E L (0+Th)*(6—Th) *
— E L(6+Th)+L(6—Th) *
— E[L(64Th)— L (6 —Th)]

Sh Sh

- E L “ﬁ L 5_E
Ch + Sh Ch — Sh

= b L Ch - L Ch

= E[L(Ch+ Sh)—L(Ch) — L(Ch— Sh) + L(Ch)]
= EY.(Ch+Sh)— L(Ch— Sh) 3
L 3(Eh+E(=h))+3(Eh—E(=h)) g
—L 3 (Eh+ E(=h)) — 3 (Eh — E(—h))

= E[L(E(h) = L(E(=h))]

- g4

= E(h—(=h))
— E(2h)

olur.

Lemma 2.5.7. T operatorii birebirdir. (Rearick, 1968)
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Ispat. Her h, g € A i¢in

Th = Tg
= Shx(Ch) "= Sgx*(Cg)
— ShxCg=Sg*Ch
= S (Bh—E(-h) « 5 (Eg+ E(~g))
= S(BR+E(-B) = o (Bg— B(~g))
= Eh+Eg+ Eh*E(—g) — E(—h) x Eg — E(—h) * E(—g)
= FEhxFEg— Eh*xE(—g)+ E(—h)x Eg— E(—h) * E(—g)
= FEhxE(—g)— E(—h)*Eg=—FEhx*x E(—g)+ E(—h) x Eg
= Fh-g9g)—FE(-h+g)=—-E(h—-g)+ E(-h+g)
= 2E(h—g)=2E(—h+g)
= FEh-g)=E(-h+g9)=h—g=—-h+g=>h=g

olup T operatorii birebirdir.

Teorem 2.5.8. V ={h € A: -1 < h(l) < 1} olsun. V iizerinde A islemi her h, g €
V i¢in
hisg=(h+g)+ (O +h+g) *

seklinde tanmmmlamirsa (V, A) grubu ile (A4, +) grubu izomorf olur. (Rearick, 1968)

Ispat. VA € V icin h — Th kurali ile tammlanan T : (V, A) — (A, +) doniisiimiiniin

izomorfizma oldugunu gosterelim.

Simdi 7" operatoriiniin bir homomorfizma oldugunu gosterelim. Her h, g € A igin

S (h+
T(h+g) = S(h+g)*0(h+g) 12%
_ ShxCg+Sg*xCh
= Ch+Cg15h+5g (Teorem 2.5.3 den)
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ShxCg+ Sg*Ch ChxCyg

- ChCyg * Ch+Cg+ ShxSg
_ ShxCg+SgxCh  ChxCg+ShxSg !
ChxCyg ChxCyg
Sh _ Sg Sh Sg '

= (Th+Tg)* (6 +ThxTg) *=ThATg

olup 1" homomorfizmadir.

T : A — V operatoriiniin Lemma 2.5.7 den birebir oldugunu biliyoruz. Simdi 6rten
oldugunu ispatlayalim:

Vg € V i¢in Th = g olacak sekilde en az bir h € A vardir. Bu h, 2h = L(§ + g) —

L(6 — g) esitligini saglayan doéniisiimdiir, gosterelim. Vg € V i¢in

2h = L(6+g)—L(6—g)
2h=L(6+g)+L(6—g) *

2h=L (6+g)*x(6—g) *
= FEQh)=E L 0+g)*x(6—g) *
= E@2h)=(@+g)x0—g) *
olur. Lemma 2.5.6 den
(0+Th)x(6—Th) '=(+¢g)x(6—g) *

olup buradan T'h = g elde edilir. Dolayisiyla T" operatorii ortendir.
Sonug olarak T" operatorii birebir, 6rten bir homomorfizma oldugundan bir izomorfiz-

madair.
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3. HIPERBOLIK TRIGONOMETIK FONKSIYONLAR

Bu boliimde, klasik analizdeki baz1 6zdesliklere benzer olan ve hiperbolik trigono-

metrik operatorler arasinda gecerli bazi 6zdeslikleri inceleyecegiz.

3.1. Hiperbolik Trigonometrik Fonksiyonlar Arasindaki Bazi 0zde§likler
Teorem 3.1.1. Her h € A icin Ch * — Sh 2 = § dir.
Ispat. Her h € A icin

Cht _n? — Eh+2E(—h) * Eh —QE(—h) ?
Ehx Eh+ 2Eh % E(=h) + E(—h)  E(—h)
Ehx Eh — 2Eh E4(—h) + B(—h) * E(—h)
E(2h) +2E(h — h) + E(i2h)
E(2h) — 2E(%L — h) + E(—2h)
E(2h) + 2Bz + é(—%) — E(2h) +2Ez — E(—2h)
E(2h) + 26+ E(—2h) — Z%E(Qh) +25 — E(—2h)
4

elde edilir.

Teorem 3.1.2. Her h € A igin S(2h) = 2(Sh x Ch) dir.
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Ispat. Her h € A icin

Eh—E(<h) Eh+ E(-h)

2(Sh«Ch) = 2

2 2
_, EhxBh+ Bhx E(=h) = E(~h) + Eh — B(=h) + E(~h)
B 4
_ % (E(2h) + E(h— h) — E(—h + h) — B(—2h))
_ % (E(2h) — E(—2h))

— S(2h)

elde edilir.
Teorem 3.1.3. Her h € A igin C(2h) = 2(Ch) 2 — § dir.
Ispat. Her h € A icin

Eh+ E(=h) *?
Eh * éh +2Eh * E(—h) + E(=h) * E(~h)
E(2h) 4+ 2E(h — h) + E4(—2h)
(E(2h) + 2Ez4+ E(—2h)) = §

20Ch)2 -6 = 2 )

= 2 —0

-0

(E(2h) + 20 + E(—2h)) — 0

(2h) + 20 + E(—2h) — 26
2

E(2h) + E(—2h)

2

2
1
2
1
2
E

— C(2h)

elde edilir.

Teorem 3.1.4. Her h € A igin C(2h) = Ch * + Sh 2 dir.
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Ispat. Her h € A icin

Eh+E(=h) *  Eh—E(=h) ?
Ehx Eh+ 2Eh « E(—h) + E(—h) x E(—h)
4
Ehx Eh — 2Eh x« E(—h) + E(—h) * E(—h)
4
E(2h) +2E(h — h) + E(—2h)
4
E(2h) — 2E(h — h) + E(—2h)
i 4
E(2h) +2Ez+ E(—2h) + E(2h) — 2Ez + E(—2h)
4
E(2h) + E(—2h) + E(2h) + E(—2h)
4
2E(2h) 4+ 2E(—-2h)
4

Ch>+Sh? =

— C(2h)

elde edilir.

Teorem 3.1.5. Her h € A igin C(2h) = 2(Sh) 2 + ¢ dir.
Ispat. Her h € A icin
Eh— E(—h) *°

2
Eh+ Eh — 2Eh % E(—h) + E(—h) x E(—h)

2(Sh) 2 +4 = 2 +6

= 2 1 +9
_ L B@h) - 2E(h4— h)+ E(=2h) |
_ B(@h)-2B:+ B(-2)

2
E(2h) — 26 + E(—2h)
— 5 +0
E(2h) — 25 + E(—2h) + 20
2
E(2h) + E(—2h)

2

— C(2h)

41



elde edilir.

S(h+g)=Sh*Cg+ChxSgve C(h+g) = ChxCg+ Shx*Sg nin ispatlar1 Teorem

2.5.3 de verilmisti, simdi benzer diger ¢zdeslikleri verelim.
Teorem 3.1.6. Her h,g € Aigin S(h—g) = ShxCg— Ch x Sg dir.

Ispat. Her h, g € A i¢in

Sh+xCg—ChxSg
Eh — E(—h) . Eg+ E(—g) FEh+E(-h) . Eg— E(—g)

_ Ehx ég +Eh+E (—?q) — B(—h) Ei] — E(—h) % E%—g)
 Ehx Eg— Eh*E(—yg) +4E(—h) x BEg — BE(=h) * E (—g)

_ E(h+g)+E(h—g)—E(—h4+g)—E(—h—g)
_E(h+g)—E(h—g)iE(—thg)—E(—h—g)

y 2E(h—g)—2E(—h+g)4

_ E(h—g)—%E(—(h—g))

= S(h—yg) 2

elde edilir.

Teorem 3.1.7. Her h,g € Aigin C'(h — g) = ChxCg — Sh x Sg dir.
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Ispat. Her h, g € A i¢in

ChxCg— ShxSg
Eh + E(—h) § Eg+ E(—g) _ Eh— E(—h) . Eg— E(—g)

2 2 2 2
Ehx Eqg+ Ehx E(—g) + E(—h) * Eg+ E(—h) * E(—g)

_ Ehx Eg— Ehx E(—g) —%(—h) x Eg+ E(—h)* E(—g)
Eqpug+EM—gyhﬂ—f+m+E@%—g)
EUHﬁﬁ—EW—gffEeh+m+EW%—g)
ﬂﬂh—@+ﬂE@h+gﬁ
4

= C(h—g)

elde edilir.

Teorem 3.1.8. Her h,g € Aicin Sh+Sg=2 S h% * C % dir.

Ispat. Her h, g € A icin

2 9 h+g %« C h—g
2 2 '
o, BB B p
2 2
@) 1
lEhﬂ*EM_i_Em*E(h_
_ 9@ 4 2 2 2 A

2
+%—E(g%*Ebg-—E(g%*E@%ﬂ)
1 h+ h h+ h+

_,e 1ETAE TEGR Y A

+% _E(Mth—zg)_E( h2g+ h2+g)

E(h) + E(g) — E(=g) — E(-h)

= 2
4
_ E(h)+ E(g) — E(=g) — E(=h)
2
_ E() - E(=h)  Elg) — E(-9)
2 2
= Sh+ Sg

elde edilir.
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Teorem 3.1.9. Her h,g € Aicin Sh—Sg=2 C h—;“g xS N9 dir.

Ispat. Her h, g € A i¢in

h h—
2 C bty s 29
2 2 .
_, B 4By B - pp
2 2
0 1
_ Lo 1B BT - N apn
o+2% BE(-59)«E M0 — p(-5o *E(ﬁ)
. 2@14 b h_?th_zg _E(h% h2+g) 5A
POAB( ) - B )

— 2
4
_ E(h) - E(=h) E(g) - E(-y9)
2 2
= Sh—Sg

elde edilir.

Teorem 3.1.10. Her h,g € Aicin Ch+Cg=2 C h% * C' th dir.

Ispat. Her h, g € A i¢in
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2

O 1
:2@%E%*Eh_2g+Eh_?*E(h2+g)A

o+% E(—52)x E %59 + B( hzg)*E(lh%)
Lot E RN BRI 1,

P 4 B )
_ E(h) + E(g) + E(—=g) + E(=h)
4

elde edilir.

Teorem 3.1.11. Her h,g€ Aigcin Ch—Cg=2 S h% xS th dir.

Ispat. Her h, g € A icin

— 2 2 2 2
= 2 5 * 5

0] 1
_ e LE ™9 g N0 _p My p(Bx) A

o+ B B b B0 B

h+ h h+ h+
e PETEm -ECReSY
+% _E(%+h79)+E( hzg+ h2+g)
_ 5 Eh) - EBlg) ~ E(~g) + E(=h)
4
_ B+ E(=h)  (E(g)+E(=9)
2 2

= (Ch—-Cy)

elde edilir.

Teorem 3.1.12. Her h,g € Ai¢in T(h+ g) = I%Tng dir.

45



Ispat. Her h, g € A i¢in

Sh Sg Sh Cg+Sg Ch Sh Cg+Sg Ch
Th+Tyg chTC _ ~ chcg _ _ Chcg
Sh . Sg Sh Sy Ch Cg+5h Sg
* =21 >9
O0+ThxTg &+ gp* 9 0+ Ehcg Ch Cg

_ ShxCg+Sg*Ch _ S(h+g)
 Ch+xCg+ShxSg C(h+yg)

=T(h+g)
elde edilir.

Teorem 3.1.13. Her h,g € A i¢in T(h — g) = TQhTng dir.

Ispat. Her h, g € A i¢in

Sh  Sg Sh Cg Sg Ch Sh Cg Sg Ch
Th—Tg  ¢h ¢ _  <¢chcg _  cChcg
6 —Th+*Tg §—_Sh,Se 5 _ShSq — ChCg ShSg

h

(=]

Ch Cg Ch Cg

_ ShxCg—Sg+Ch S(h—yg)
" Ch+Cg—Sh*Sg C(h—g)

=T(h—g)
elde edilir.

Teorem 3.1.14. Her h,g € Aigcin Th+Tg = SC(:Egg) dir

Ispat. Her h, g € A icin

Sh+Sg ShxCg+ Sg*Ch
Ch Cyg ChxCyg
S(h+g)

= CTh+Cyg (Teorem 2.5.3 dan)

Th+Tg =

elde edilir.

Teorem 3.1.15. Her h,g € Aicin Th —Tg S(h g) dir.

Ispat. Her h, g € A i¢in

Sh  Sg ShxCg—SgxCh

Th-Tg = 2229 _
97 ThCy Ch+Cyg
= i'(hh*_C’g) (Teorem 2.5.3 dan)

elde edilir.
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Teorem 3.1.16. Her h € A i¢cin Fh = Ch + Sh dir.
Ispat. Her h € A icin

Ch b Sh— Eh+2E(—h) | Bh —2E(—h) _ 2§h .

elde edilir.
Teorem 3.1.17. Her h € A i¢gin E(—h) = Ch — Sh dir.
Ispat. Her h € A icin

Eh+E(=h) Eh—E(-h) _2E(-h)

Ch— Sh = 2 5 g = E(—h)
elde edilir.
G 4
Teorem 3.1.18. Her h € A i¢in Sh = 1 (C(2h) — 6) dir.
Ispat. Her h € A icin
r S
1 1 E(2h)+ E(—2h)
5 (C(2h) —0) = 5 5 0
r
B E(2h) + E(=2h) ¢
r 4 2
B E (2h) + E(—2h) — 20
s 4
_ EW-E(h °
B 2
_ E(h) - E(=h)
B 2
= Sh
elde edilir.
q

Teorem 3.1.19. Her h € A icin Ch = 1 (C'(2h) 4 0) dir.
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Ispat. Her h € A icin

r S
1 1 E((2h)+ E(—2h
Leen e = L ECMABECE
2 2 2
r
E (2h) + E(—=2h) ¢
r
B E (2h) + E(—2h) 4+ 2§
s 4
_ EW+ECEh C
B 2
_ EM+E(=h)
B 2
= Ch
elde edilir.
Teorem 3.1.20. Her h € A i¢in Sh = Ve dir
Ispat. Her h € A icin
h h
T
§— (Th)? g— sh 2 5 sho
sh sh sh
_ g Ch _ Ch _ Ch _
~ ch2 she2 _:_Sh
Ch*2 ch  Ch
elde edilir.
Teorem 3.1.21. Her h € A i¢in Ch = 7o dir.
Ispat. Her h € A icin
9 ., 0 ., 0 00
B 2 3 sh 2 25 sm2 a2
(5 - (Th) (5 ~ Ch 6 ~ Ch*2 Ch*2 Ch

elde edilir.

Teorem 3.1.22. Her h € A i¢in [Ch + Sh]" = C(nh) + S(nh) dir.
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Ispat. Her h € A icin

[Ch+ Sh™ =

= FEhxEhx*---xFEh
= E(nh)

elde edilir. Ayrica

Clnh) + S(nh) = LM+ E(nh) | B(nh) - B(-nh)

2 * 2
= FE(nh)

ile ispat tamamlanir.
Teorem 3.1.23. Her h € A icin [Ch — Sh]" = C(nh) — S(nh) dir.
Ispat. Her h € A icin

Eh+ E(=h) Eh—E(=h) "

[Ch— SH" =

elde edilir. Ayrica

E(nh) + E(—nh)  E(nh) — E(—nh)

C(nh) — S(nh) = 5 — 5

= E(—nh)

ile ispat tamamlanir.
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Sonug 3.1.24. Bu kesimde yazdigimiz 6zdeslikleri bir tablo halinde soyle yazabiliriz.

1 (cosh z)? — (sinh z)® = 1 Ch” —Sh?=9¢
2 sinh(2z) = 2sinh x - coshz S(2h) = 2(Sh * Ch)
3 cosh 2z = 2(cosh z)? — 1 C(2h) =2(Ch) 2 —§
4 cosh(2z) = (coshz)? + (sinh z)? C(2h) = Ch™ 4+ Sh ?
5 cosh(2x) = 2(sinh z)? + 1 C(2h) =2(Sh) 2 +§
6 sinh(x —y) = sinh . coshy —sinhy.coshx  S(h—g)=Sh*xCg— Chx Sg
7 cosh(x —y) = coshz.coshy — sinhz.sinhy  C(h—g)=ChxCg— ShxSg
8 sinhz +sinhy = 2.sinh *3¥ _cosh *3* Sh+Sg=2 S % * C th
9 sinhz —sinhy = 2.cosh *3¥ _sinh ** Sh—Sg=2 C % xS Do
10 coshz + coshy = 2.cosh *3¥ .cosh Y Ch+Cg=2 C h% e th
11 coshz —coshy = —2.sinh *3¥ _sinh ¥ Ch—-Cg=2 S % xS th

12 tanh(z +y) = % T(h+g)= I%Tng

13 tanh(z — y) = oabctn T(h—g) = TR

14 tanh x 4+ tanhy = % Th+Tg= i(:zgg)

15 tanhx — tanhy = % Th—Tg= i(: ng)

16 e* = coshx + sinhx Eh =Ch+ Sh

17 e ¥ =coshx —sinhx E(—Q =Ch—Sh

18 sinhz = q%(costh— 1) Sh = q%(C’(?h) —9)

19 coshz = 1 (cosh2z +1) Ch= 1(C(2h)+9)

20 sinhz = — 20X ta(ft‘:n? o Sh= ===

21 coshz = \/ﬁ Ch = 7o

22 [coshz £ sinh z]" = cosh(nz) & sinh(nz) [Ch + Sh]" = C(nh) £ S(nh)
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4. IZOBORIK POLINOMLAR UZERINDE LOG VE EXP
OPERATORLERI

Huilan Li ve Trueman MacHenry ’i Rearick’in ¢alismalarindan esinlenerek aritmetik
fonksiyonlar tizerinde tanimlanan logaritma ve iistel fonksiyonlarin1 kullanarak yeni
iki operator olan LOG ve EXP operatorlerini tanimladilar. Burada LOG operatori
genellestirilmis Lucas polinomlarini veren genellestirilmis Fibonacci polinomlarida
calisir.  EXP operatorii LOG operatotiintin tersidir. Ozellikle bu calismada bir
aritmetik fonksiyon olan genellestirilmis Fibonacci polinomlarin Dirichlet carpiminin
LOG operatorti altinda bu fonksiyonlarimin logaritmalarinin toplamlarina gecisi sag-
ladig1 gosterilmistir. Ayni zamanda aritmetik fonksiyon olan genellestirilmis Lucas
polinomlarinin toplaminin EXP operatori altinda bu fonksiyonlarinin iistellerinin
Dirichlet carpimlarina gecis sagladig1 da gosterilerek operatorlerin nasil calistiklarina
aciklik getirilmistir. Bu yap1 logaritma ve iistel aritmetik fonksiyonlar1 arasimdaki
iliskiyi daha rahat gorebilmek icindir. Huilan Li ve Trueman MacHenry i Dirichlet
carpimi altinda ¢arpimsal fonksiyonlarin grup yapilarinin toplama altindaki fonksiyon
gruplarina izomorf olduklarimin farklh ispatlarini vererek daha detayl olarak anlatmis-
lardir. Ayrica bu ¢ahsmada Huilan Li ve Trueman MacHenry i halka ozelliklerini
kullanarak yeni yapilar ortaya ¢ikarmislardir.

Huilan Li ve Trueman MacHenry ’i bir monik polinom verildiginde onun sonsuz
carpiminin matrisi agirlik izobarik polinomlarin grubu igerisine yerlestirilebilecegini
ifade etmislerdir. Bu sayede bu monik polinom teoremi ve onun Companion matrisi
bize farkli bir matris ( Different matris) ve farkh bir sonsuz matris verdigini kolaylikla
gostermistir. Different matrisin determinanti yukarida bahsedilen monik polinomun
diskriminantidir ve boylece LOG operatoriiniin sonsuz Companion matrislere uygula-

digimizda sonsuz different matris oldugu gosterilmistir.

4.1. Izobarik Polinomlar

k bastan belirlenen sabit pozitif tam say1 olmak tizere derecesi k ve izobarik derecesi

n olan
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x .

“n
polinom formuna izobarik polinom denir. Burada «; tim (1 < i < k) igin negatif

olmayan tam sayidir. Bu calismamiz da, o = n ve | a | notasyonlar: sirasiyla

Fe Fe

Jjog = n ve aj yerine kullamlacaktir. Yani | @ |= aq + ... + ax  ve
=1 j=1
abFn=1a+2a;+ ..+ k.ax dir. (Li ve MacHenry, 2013)

Tanim 4.1.1. k> 2 seklinde bir tam say1 ve
P(x;ty, . ti) = aK —tgak T — L —

polinomu verilsin. ¢ = (¢, ..., t) olmak tizere Fibonacci polinomu Fi.n(t) asagidaki

gibi tamimlanir.

Fk;n(t) = Fx 1;n(t) , 16 n<k
X

Fk;n(t) = tiFion i(t) , n> k.
i=1

(MacHenry, 2000)

Ornek 4.1.2. t = (..., t)) olmak {izere n = 4 icin Fi4(t) Fibonacci polinomu

bulalim.

Fk;n+1(t) = tle;n(t) + t2Fkn 1(t) + ...+t Fkn k+1(t)
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seklinde tanimh olan Fibonacci polinomu

Fen(t) = 0 : n <0
Fei(t) = 1
Fea(t) = t1Fea(t) + taFo(t) = t1.1 =t
Fes(t) = tiFca(t) + toFa(t) + taFio(t) = titi + 2.1 = £ + 15
Fea(t) = t1Fis(t) + taFea(t) + taFiea(t) + taFyo(t)
= t1.(t5+tp) + taty + ta.l
= B+ 21ty +t3
hesaplanarak bulunur. Aymi zamanda k = 2 ve n = 4 igin Fi4(t) Fibonacci

polinomunu ¢ahstiralim.

Fu(t) = 1

Foa(t) = t

Fos(t) = t1Foa(t) +t2Fau(t) = 5 +

Fou(t) = tiFoa(t) +taFoo(t) = t1.(82 +t) +tots = 5 + 241y

elde edilir.

Tanim 4.1.3. k> 2 seklinde bir tam say1 ve

P(x;ty, . ti) = 2K —tga® T — L —

polinomu verilsin. ¢ = (1, ..., t) olmak tizere Lucas polinomu Gy.n(t) asagidaki gibi

taniumlanir.
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Gko(t) = k

Gk;n(t) — Gk 1;n(t) y 1 6 n < k
X

Gk;n(t) = tin;n i(t) ) n > k.
t=1

(MacHenry, 2000)

Tanim 4.1.4. k> 2 seklinde bir tam say1 ve
P(mity, .. ) =K —tgak T — . —

polinomu verilsin. ¢ = (1, ..., &) olmak fizere Lucas polinomu Gk.n(t) asagidaki gibi

tanimlanir.
Gro(t) = k
Gia(t) = t
Gra(t) = t1Gxa(t) + 2t
Gra(t) = t1Gk2(t) + t2 Ga(t) + 3t3
Gra(t) = t1Gya(t) + ta Giolt) + ts Gia () + 4ta

Gk;k 1(t) = thk;k z(t) +to Gk;k 3(t) + ...+t 2 Gk;l(t) + tk 1(/{7 — 1)

olmak tizere n > k igin;

Gk;n(t) = tin;n i(t)

t=1

dir. (Sahin, 2013)
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Ornek 4.1.5. t = (t1,....t) olmak iizere k = 2 ve n = 4 icin Gu4(t) Lucas

polinomunu bulalim.

Goo = 2
G = 1
Gaz = 11Gan +1pGop =] + 2t
Gzo = 3
Gz1 = Gaa1=1
Gaz = Gap=15+2t
Cuo = 4
Gag1 = U
Gao = Gap =15+ 2t
Gaz = Gagz
= t1Gzp + 12G31 + 3G
= 13+ 21ty + t1t, + 3t3
= 3+ 3tyty + 3t3
Gaa = t1Gaz +12Gao + t3Gaa + 14Gap
= t1(t5 + 3taty + 3t3) + ta(t] + 2t5) + taty + 4ty

= 1]+ 4t5ty + Atits + 215 + 4ty

elde edilir

Teorem 4.1.6. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlart Fin(t) ve Gyn(t)

olmak iizere (n,k € N;n > 1) ve Fio = 1 ve Gyo = k baslangi¢ kosullar1 igin

sirasiyla

Fk;n — (O{l’



dir.Burada a; tiim (1 < i < k) i¢in negatif olmayan tam sayidir. Bu calismada,
[

a F n ve | a | notasyonlar1 sirasiyla  joj =n ve aj yerine kullanilacaktir.
j=1 j=1

Yani |a|=a1+...+ax ve abkn=1la+ 2.0+ ..+ k.o dir.
(MacHenry ve Wong, 2012)

Ornek 4.1.7. Yukarida verilen teorem icin k=3 , n =5 icin 6rnek verelim. Ik

once Genellestirilmis Fibonacci polinomu i¢in calistiralim. Burada

a F n={(a,az,a3) | a1+ 20, +3a3 =5, a1,z azeN}

= {(1,2,0),(3,1,0), (5,0,0),(0,1,1),(2,0,1)}

olacak sekilde,

x J J 1 2 3
F3;5 — (a1a2a3)tl tz t3
“5
= 120tﬁﬁ§+ 310tﬁﬁg
5
+ 500tﬁ&&+ Ollt%ﬁ§+ 201tﬁﬁg

= 15 + 3tyt5 + 2otz + A3t + 3tits

ifadesi elde edilir. Simdi de Genellestirilmis Lucas polinomunu k£ =3 ve n = 5 i¢in
calistiralim.
x 5 J J 1 2 3
G3;5(t) = m(ala2a3)tl tz t3
‘5

Burada,

a B n={(a,a,03) | ag +202+3a3 =5, a1, a,azeN}

= {(1,2,0),(3,1,0),(5,0,0),(0,1,1),(2,0,1)}
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olacak sekilde,

5 5 3 5
2 5 0,1,1 2 5 2,040 4 5 3,10
Z 1944 Z1249¢ Z 34l
T o1 2ls Tt 5 gffls T g pfifels
- 0!0!5!t1 + 1!2!0!§t1t2 0!1!1!§t2t3 + 2!0!0!§t1 + 3!1!0!Zt1t2

= 15 + 5tyt5 + Stots + 5t5 + 5t5ty

ifadesi elde edilir.

Lemma 4.1.8.
aGk;n
ot;

(Li ve MacHenry, 2013)
ispat.

Ot; Ot; - | a | b

= an;n j

Ornek 4.1.9. Yukarida ispatladigimiz lemmaya n = 3 ve 7 = 1 i¢in ornek verelim.
Simdi
oty

oldugunu gosterelim. Burada Gy.3 Lucas polinomu Gy.3 = tf + 3t1to + 33
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seklindedir. Simdi ispatimi esitlikleri ayr1 ayr1 gosterip sonuglariin esitligini gostererek
tamamlamis olacagz.
OGy:3 O(t3 + 3tyt, + 3t3)

el o (4.1.16)

= 312 +3t,

3F2 = 3(12 + 1) = 312 + 3t (4.1.17)

bulunur. Boylece [4.1.16] = [4.1.17] esitliginden esitligin saglandig1 gosterilmis oldu.

4.2. Core polinomu ve Companion matris

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin £ dereceden kontroller Core polinomu
X—ty XK Pt X 2ty

seklindedir. Agik olarak, Generic Core olarak adlandirdigimiz bu polinomu, yeni ¢;
katsayili degiskenleri iceren bir Core polinomu belirtmek icin asagidaki kistaslara
sahibiz. Core polinomu [t, - - - , k] notasyonu ile kisaltilmahdir. Béylece her Core

polinomu sayesinde asagidaki gibi bir matrise sahibiz.

2 3
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A—
0 0 0 0 1
tk tk1 tk2 .. T2 U1 K
Tamamlayict matrisin son satir1 ile yani [tq, - - -, t] matrisini A ile isleme tuttugu-

muzda bu islem sonucunda elde edilen A matrisine satir olarak ekleyerek (A?),, 1,

matrisi elde edilir.Bu islemi sonsuz defa tekarladigimizda A matrisinin tersi olan
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2 3
—t 1t T —tk 2t t 0 tit,t et
1 0 0 0 0
Al= 0 1 0 0 0
0 0 0 .. 1 0
k k
matrisi elde edilir. [t1,--- ,#] matrisini A ! ile isleme tabi tutulup bu islem sonsuz

kez tekrar edilir. Bu durumda A matrisine yukar1 dogru sonsuz matris eklenir ve bu

islem sayesinde yukar1 ve asag1 dogru eklenen satirlarla birlikte

2 3
(=D 18 zarny -+ =Sc 2 S 2
(=D 2S¢ ey -+ =Scwy Scp
()% Sy -+ —Sen S
At =8 (1)K LS00y o+ =Samy  Swy L= (—D* ISmiiy 1
(1)K HSewny 0 Sen  Se
(=D *S@aey -+ —S@n  Sw
(=D "S-y 0 —San S

matrisi elde edilir. (Sahin, 2013)

4.3. Convolisyon Carpim

P ve P', W de tanimmh iki polinom olmak iizere bu iki polinomun konvolisyon

¢arpimi
X

PoxPy= PP, ;

!

j=0

----------

GFP fonksiyonu
! X !
Fox F, = FjF,
=0

seklindedir. (Li ve MacHenry, 2013)
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5. IZOBORIK HALKALARDA LOG VE EXP OPERATORLERI

5.1. LOG ve EXP

Rearick’in calismalarinda ilk olarak aritmetik fonksiyonlar izerinde logaritma ve
tistel operatorleri tanimlanmistir. Bu logaritma ve tistel operatorler biri digerinin
tersi olan operatorlerdir. Bu logaritma operatori aritmetik fonksiyonlarin dirichlet
carpimin1 A daki toplama islemine gecisi saglayan bir operatordiir. Ustel operator ise
aritmetik fonksiyonlarin toplamlarii Dirichlet ¢arpimina gotiiren bir operatordiir.
Ifade edilen bu operatorler L ve E operatorleridir. MacHenry ve Li, Ustel operatorii-
ni kullanarak analizdeki elementer trigonometrik ifadeler olan "siniis", "cosiniis" ve
"tanjant" ifadelerini tanimlamislardir. MacHenry ve Li bu calismasinda, Rearick’in
calismalarinda gosterdigi L ve E aritmetik fonksiyon grup yapilarimin izomorfik
olduguna tekrar deginerek bu yapilarin izomarfizma yapilar: oldugunu detayli olarak
anlatmislardir.

MacHenry ve Li, izobarik halka tanimlarimi daha genis bir sekilde agiklamaya ¢alisa-
rak izobarik halka yapisinin anlasihirhgini saglamaya calismislardir.

MacHenry ve Li, bu ¢alsmasinda £ ve £ operatorleri tanimlanirken Rearick’in
calismarinda kullandigit LOG ve EX P operatorlerinden esinlenerek ortaya ¢ok daha
farkli olan yeni £ ve £ operatorlerini tanimladilar. Burada £ ve £ sirasiyla izobarik

dereceli operatorlerdir.(Li ve MacHenry, 2013)

Tanim 5.1.1. Sabit bir £ ve n > 1, Agirlikli izobarik polinomlarin kiimesi W de

tanimh P, polinomlari, ¢ > k£ ve tj =0 igin
/C(Pn):_tn 1P1_2tn 2P2_..._(n_]_)t1Pn 1+nPn

seklinde tamimhdir. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.1.2. Sabit bir k i¢in n > 1,

;C(Pn)z_tk ]_Pn k+1_2tn 2P2__(k_1)tlpn 1+kPn
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dir. Genel olarak, herhangi bir n i¢in bu tanim

seklinde olup bu yiizden

L(Fio) = k

[t1, ..., tk] i¢gin F' polinomunun 6zii gz 6niinde tutulabilir. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.1.3.

(Li ve MacHenry, 2013)

Ispat. Agik bir bicimde L£(Fy.0) = Gko ve L(Fk.1) = Gk dir. Dahasi £ bir lineer

operator olmasindan dolayi, ttimevarimla

L(Fn) = L(t1Fn 1+ taFn 2+ ... 4+ taFp)
= 0L(Fn 1)+ 6L(Fy 2) + ... +tnL(Fp)
= t1Gn 1+ t2Gh 2+ ... +taGo
- G,

elde edilir.
Matris gosterimi yardimiyla da biri digerinin tersi oldugu ¢ok rahatlikla gosterilebilir.

L(Py,) operatoriiniin ayrica yazili matrisi,

2 3
1 0 0 0
—1 2 0 .. 0
Ln=8 —t, -2, 3 . 0
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vektor operatorii (P, ..., Pn) dir.

2 3
1 0 0 0
i 4 0 0
En = %Fg F]_ % 0

an 1 an 2 an 3

Sl

Bu matris agikca L, matrisinin tersidir.

Tanim 5.1.4. Sabit k i¢in , £(Gko) =1,

1
E(Gk;n) = E(Fk;n 1Gk;1 + Fk;n ZGk;Z + ...+ Fk;le;n 1+ Gk;n)
dir. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.1.5. F ve G polinomlarinin biri digerinin tersini £ ve £ operatorleri

yardimiyla saglanir.

dir.

A7 sonsuz companion matrisi ile kodlanmis GF P nin LOG operatérii boliim 4.2 ve
Lemma 5.1.3 dikkate alinarak ¢ok rahatlikla gosterilmistir.

AF,, = nF), tanim basit bir hesaplama ile gosterilebilir. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.1.6. n > 1 igin,
£<Fn) = ?n >k )\Fn

F,, Iy nin dirichlet tersidir. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.1.7. n > 1 igin,
AP, % P)) = P, AP. + P x AP,
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Swraswyla [ty, ..., t,] ve [t1,...,t,] olmak iizere ' ve F" polinomlar1 GF P dir. Daha
sonra n dereceden bu iki polinomun Dirichlet carpimi F' « F* | GFP tarafindan
indiiklenmistir. Aym zamanda sirasiyla [t7, ..., ve [t1,...,t] olmak iizere G’ ve

G" icin de gecerlidir. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.1.8. n > 1 igin,

L(FyxFy) = L(Fy)+L(Fy)

! 1

E(Gp+G) = E(Gy)*E(Gy)

(Li ve MacHenry, 2013)

ispat. Lemma 5.1.6 den
LF,«F)=F % F «XF,%F,)

dir. Lemma 5.1.7 den

E s« F/ s« NFy«Fy) = F,«F % (Fy%AE, +F, %« \F,)

= F «F « F « \F, + F % F « F « \F,

= FE % \E, + F, % \F,
elde edilir. Boylece bu

L(Fy+F,) = L(F,)+ L(F,)
E L(F xF)) = & LE)+L(E)
E xF, = & L(F,)+L(F))

1 / 1

E(Gp) *E(Gy) = E(Gy+G)

dir.

P € W igin P nin Dirichlet kuvveti P " dir.
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Sonug 5.1.9. n > 1 igin

L(F,)") = rL(F)

n

E(rGn) = &(Gn) "

Ispat: » € N, Lemma 5.1.8 ve tammdan hareketle

ve

E(rGn) = E(rL(Fn)) = E(L(F")) = F," = E(Gn)
dir. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.1.10. L , M den S ye dogru bir local izomorfizmasidir. S, GLP ile
temsil edilmis local bir G.n tam sayilar1 polinomuna sahiptir.

(Li ve MacHenry, 2013)
ispat. Lemma 5.1.3 ve Lemma 5.1.5 de agik olarak goriilebilir.

Tanim 5.1.11. f bir aritmetik fonksiyon,

Lf(n) =  f@d)f ((2)logd  n>1

Lf(1) = logf(1)

(Rearick, 1968)
Rearick’ den uyarlanmis ¢arpimsal fonksiyonlarin logaritmasi ilk p i¢in bu tanimdaki

yapilar seklindedir. Burada

> o
n>1 icnLf(p") = fE)f 10" 1) logp!

J=0

dir.
n>0 icin Lf(p°) = log f(3°)
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elde edilir. Sonra her bir asal p i¢in f lr, F' gidiyorken
H

X
n>1 igin Lf(n)= JjEjFn jlogp
j=0
en sonunda logp ,
X
n>1 icin Lf(n)=  jFjF, j
j=0

dir. (Li ve MacHenry, 2013)

5.2. LOG ve EXP nin Diger Ozellikleri

Tanim 5.2.1. LOG ve EX P operatorlerinin sirasi ile agiklamasindaki kullanishhg:
eski tanimlar1 takip eder. (Li ve MacHenry, 2013)

Lemma 5.2.2.
G, = F

Gy, = —FF42F

Gz = I} —3FF, 4 3F;

Gy = —F}+4FF, — 2F? — AFyF3 + 4F,
ve genellersek
>
Go= (e el g g
“n Qg;:z; 0 ! K

la|+1

dir. Yukaridaki genel ifadede G nin tanimi Lemma 5.2.2 in (—1) gore degistirilmis
isaretlerle I ye gore yapilmis ve bu durum asagidaki gibi ifade edilmistir. Verilen
(1 1,22,k *) olmak tizere P € Wicin P = P, 'P,*...F,* seklinde ifade edilir.

(Li ve MacHenry, 2013)
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Sonug 5.2.3.

o= G
1 1
1 1 1
F; = iGi +5G1Ga + 3G
1 1 1 1 1
Fy, = IG‘l‘ - 1GiGz - gGg +3G1Gs + 7Ga
ve genellersek
Fn = x —1 Gll G k
o (@) “
n
dir. (Li ve MacHenry, 2013)
Sonug 5.2.4. &
EGr) = ——G G
n Z(a l cen k

(Li ve MacHenry, 2013)

5.3. Hiperbolik Trigonometrik Fonksiyonlar

& nin sartlar: standart tanimlardaki fonksiyonlara benzer hiperbolik siniis ve hiperbolik

cosiniis tanmimlarken F' ve G yi goz ontine alinir.

Tanim 5.3.1.

E(G)=F ve F,=—t, oldugundan kolayca goriilebilir.
(Li ve MacHenry, 2013)
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Lemma 5.3.2.

C(G) = S(Fn—tn)

S(G) = %(Fﬁtn)

(Li ve MacHenry, 2013)

Teorem 5.3.3. § fonksiyonun degerleri (1,0,0,...,0,...) i¢cin
C(@)?2-8(G)2=6

seklindedir. (Li ve MacHenry, 2013)

ispat .

C(G)2—8(G) % = CG)*C(G) - S(G) * S(Q)

- ;a®+€T®*;&®+?TD
_;am—ET%*QHQ—ETD

— i(g((;) «E(G) +2(E(G) * £(G)) + E(G) x £(G))
_igxa)*gan-%8«%*5K%)+5K3*5“3)

- JEG) <EG)

ve L(F)=G ve L(F) =G

C(G+G)=C(GQ)*C(G)+ S(G) x S(G)

(Li ve MacHenry, 2013)
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ispat .

C(G+G) =

C(G)* C(G) 4 S(G) * S(G")

dar.

Teorem 5.3.5.

;aG+Gd+aG+Gw

%@«n*gaﬁ)+5«n*5«r)

S(G+G)=5(GQ)*«C(G)+ C(G) * S(G)

(Li ve MacHenry, 2013)
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ispat .

S(G)+ C(G) +C(G) * S(G) =

elde edilir.

Teorem 5.3.6.

ispat .

2((G) * C(G))

Teorem 5.3.7.

/

/

23 (E(C) ~ E(0)) * 5 (£(C) + E(Q))
LE(Q) ~ E(@) » (£(C) + E(0)

C2G) = 2(C(G) 2 — 6
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ACE) P ~6 = 2 SEGQ)+EQ) 9

_ % £G)+E@G) -
_ %(5(@)  £(G) +26(Q) + E(G) + E(G) + E(C) — 26)
_ %(5(2G)+25+m—26)
= L(E(6) +E(0))
~ C(0)

Teorem 5.3.8.

C(2G) = (C(G)) 2+ (S(G)) 2
Ispat

elde edilir.

Teorem 5.3.9.

1
4
LE(Q) = £(C) +26(G) +E(G) + E(C) +E(G)

FE(G) % E(GQ) — 26(G) * E(G) + E(G) + ()

1(E(26) + E@G) +£(26) + E(20))

12 £00)