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1.GiRiS

Matematik denildiginde 1ilk akla gelen kesinliktir. Halbuki giinliik hayatta
konusmalarimiz arasinda belirsizlik i¢eren, orta yash insan, uzun zaman, pahali araba,
yiiksek bina gibi anlami kisiden kisiye degisen kelimeler kullanmilir. Klasik
mantigin tanimlayamadigr bu tiir belirsizlikler ¢ogunlukla bilimsel olmayan bir
sey olarak kabul gormesine ragmen, 19. yiizyilin baslarinda bu tiir belirsizlikler
iizerine bir ¢ok filozof kafa yormuslardir. Einstein bu durumu su sekilde ifade
etmistir: “Matematigin  kavramlar1 kesin oldugu siirece gergegi yansitmazlar,
gercegi yansittiklar1 siirece de kesin degillerdir.” 1920’lerde Heisenberg ortaya ilk
belirsizlik kavramini atarak bilimi c¢ok degerlilige zorlamistir. 1930’larin baslarinda
Lukasiewicz ilk iig-degerli mantik sistemini ve ayni donemlerde kuantum filozofu
Black de siirekli degerlere sahip mantigi tanimladi. Pek az batili filozof ¢ok
degerliligi benimsemesine ragmen, Lukasiewicz, Godel ve Black ilk cok degerli
mantik ve kiimeler {izerine teorik olarak calismalarmi siirdiirdiiler, ancak
kendilerine bir uygulama alani bulamadilar. Belirsizligin, modern anlamda
matematiksel olarak modellenmesinde Onemli bir donim noktas,, 1965°te
California Berkeley Universitesi'nden Azeri kokenli Amerikali Matematikgi Liitfi
Askerzade Zadeh’in bulanik mantik ve dolayisiyla bulanik kiime teorisini

tanimlamasiyla baslamistir. (Cagman, 2006)

Bu c¢alismada da bulanik mantik ve bulanik kiimeler iizerine kurulmus olan
bulanik sayilar, bulanik analiz ve bulanik diferansiyel denklemler ve esitsizlikler

konularindan s6z edilmistir.

Kaynak 6zetleri kisminimn birinci boliimiinde, bulanik mantigin tarihgesi ve bulanik

mantik teorisinin ne olduguna kisaca deginilmistir.

Ikinci boliimiinde, bulanik kiime kavrami anlatilmus, iiyelik fonksiyonun ne oldugu,
bunlarin grafikleri, bir bulanik kiimenin seviye kiimeleri, ¢ekirdegi, destegi,
yiiksekligi, normallik ve bos kiime kavramlarindan s6z edilmistir. Bunlara ek olarak
bulanik kiimelerde kesisim, birlesim ve tiimleme islemleri, bunlarin {yelik

fonksiyonlar1 ve grafikleri anlatilmigtir.

Ugiincii  boliimiinde, bir bulanik kiimenin bulamk say:r belirtmesi igin gerekli

kosullar ve bulanik sayilarin grafiklerine yer verilmis, tekil bulanik sayi, ticgensel

1



bulanik sayi, yamuk bulanik sayi, L — R bulanik sayi, Gaussian bulanik say1 ve

istel bulanik say1 gibi bulanik say1 c¢esitlerinden bahsedilmistir.

Doérdiinci  bolimiinde, Zadeh Genisletme prensibi anlatilmig, bu prensip
yardimiyla bulanik sayilarda dort islemin nasil yapilacagi belirtilmistir. Ayrica
r —kesimi ile aralik aritmetigi kullanilarak bulamik sayilarda dort islem
tanimlanmistir. Hukukara farki, g-farki, gH-farki gibi bulanik sayilara 6zgii fark

islemleri anlatilmis ve c¢esitli orneklere yer verilmistir.

Besinci  boliimiinde, bulanik sayilarin  metrik uzayi, normu, limit, yakinsaklik
kavramlar1 ele alinmistir. Hukuhara diferansiyellenebilirligi, Hukuhara tiirevi,
Seikkala tiirevi, genellestirilmis diferansiyellenebilirlik agiklanarak bulanik sayilarda

tiirev islemi anlatilmis ve bulanik integrale deginilmistir.

Altinct boliimiinde, birinci mertebeden bulanik diferansiyel denklemler ve bunlarin

¢Ozlim teknikleri ve ¢oziimlerin grafikleri anlatilmig, 6rneklerle desteklenmistir.

Yedinci bdliimiinde, birinci mertebeden bulanik diferansiyel esitsizlikler anlatilmis,
iki bulanik saymm ve iki bulanik fonksiyonun kiyaslanmasinin nasil yapilacagi

aciklanmastir.

Bulgular kisminda ise biitiin bu literatiir taramalar1 sonucunda elde edilen bilgilerle
alt ve st ¢oziimlerin tanimlar1 verildikten sonra alt ve {ist ¢oziimler metodu ile

baz1 karsilastirma teoremleri ispatlanmistir.



2.GENEL BILGILER

2.1.Bulamik Mantik

2.1.1. Bulanik mantigin tarihcesi

Karmagik bir sistemde eksik bilgi ve olaylardan dolayr kesin matematik yeterli
olmamaktadir. Geleneksel olarak olasilik kurami, kesin olmamay1 ya da belirsizligi
ele almak icin basarili bir yaklasimdir. Ornegin; bir meyve ya elmadir ya da
degildir. Bu durumda olasilik, bazi1 bilgi ya da olaylar1 aciklayabilmek ic¢in
sinirlart agikgca tanimlanabilen iyi bir yaklasimdir. Fakat bir renk kirmizi veya
kirmizims1 olabilir. Krmizi ya da kirmizimsi renklerin  kiimesini tanimlamak
oldukca zordur ve boyle bir durumda olasibik kurammin mimkiin tim
problemleri modelleyemedigi goriiliir. Burada Zadeh’in bulanik mantik ve kiime
teorisi devreye girmektedir. (Paksoy ve ark., 2013)

Zadeh bu teorisinde, matematigin, dil ve insan zekasmi iliskilendirilecegini ve
bulanik mantigin gercek hayatin daha iyi bir modelini olusturdugunu gdstermesine
ragmen bilim camiasindan pek ilgi gormedigi gibi tenkitlerle karsilanmis ve hatta
ABD Ulusal Bilim Vakfi tarafindan kaynaklarin bosa harcanmasma o6rnek olarak
gosterilmisti. 1972°de Ingiltere’de bir buhar makinesi igin, bulanmik mantik teorisi
kullanilarak, bir kontrol edici tasarlanmasi diinyanin ilgisini bu konuya cekmistir.
Bulanik mantigin ilk ticari uygulamasmin, 1980°de Danimarka’da bir ¢imento
fabrikasinin  kontroliinde kullanilmasindan sonra, basta Japonya olmak {izere
diinyadaki cogu iilkeler arastrma ve miihendislik uygulamalariyla bu konuda
biiyiikk gelismeler kat etmislerdir. Ozellikle, elektronik aletlerin ana yapilarini
olusturan transistor veya algoritmalar gibi anahtarlama araclarinda yogun olarak

bulanik mantik kullanilir.(Cagman, 2006)

Bulanik sistemler, endiistriyel proses kontrol sistemlerinde kullanilmasinin yaninda
tahmin etmede, karar vermede, iklimlendirmede, otomobil kontrol sistemleri gibi

mekanik kontrol sistemlerinde ve akilli yapilarda da kullanilabilir.

Gilinlimiizde goriilmeye deger oOrnek bir bulanik sistem Japonya’da Sendai
sehrindeki metro sistemidir. 1987°den beri bulanik kontrol sistem trenlerin
rotalarinda hizla yol almasini, yumusak bir sekilde hizlanmalarini ve frenlemelerini,
istasyona giriglerini, hassas bir sekilde durmalarmi, saniye kaybetmeden ve

yolcular1 sarsmadan gergeklestirmektedir.(Paksoy ve ark., 2013)



Matsushia ve Nissan gibi dev Japon sirketleri, bulamiklik yOntemiyle bu
durumlarina  ulagmiglardir. Matsushia’nin ~ ¢amasir  makinesi  yikanacaklari
degerlendirir ve gerekli olan deterjani, su sicakligin1i ve yikama seklini ayarlar.
Matsushia’nin  on binlerce video kamerasi, kendini tutan elin titremesini,
mercekleri otomatik olarak ayarlayarak net goriintii gosterir. Sony’nin bulanik TV
kontrasti, parlakligi, rengi ve netligi otomatik olarak ayarlar. Mitsubishi Heavy
Industries, ayn1 anda asansore binmek isteyen kalabalig1 tasiyacak asansoriin
verimini artirmak i¢in  bulanik kontrol sistemi tasarlamistir. Amerika’da Otis
Asansor Firmasi, zaman-degisken talep zamanlamasi i¢cin kendi bulanik sistemini
gelistirmistir. Genis bir yelpazede birbirinden ¢ok farkli ilgi alanlarinda ortaya
konan cesitli uygulamalar bulanik mantig1 gittikce artan bir hizda giinlik yasama

dahil etmektedir.(Paksoy ve ark., 2013)

Bulanik teori her bir kelimenin anlaminda sakli olan belirsizligi temsil eden teoridir. Bu
teorinin bir uygulamasi olarak “Bulanik Yapay Zeka’nin gelecekte insanlar ile
bilgisayarlar arasinda kurulacak olan yakin iliskide biiyiikk bir rol oynayacagi
beklenmektedir. Pilav pisirme aletlerinden asansdrlere, arabalarin motor ve siispansiyon
sistemlerinden niikleer reaktorlerdeki sogutma lnitelerine, klimalardan elektrikli
stipiirgelere kadar bulanik mantigm uygulandigi bircok saha mevcuttur. Bu sahalarda
temin ettigi enerji, is giicli ve zaman tasarrufu ise, onun “iktisat” adina ne kadar ¢ok

onem verilmesi gereken bir sistem oldugunu gostermektedir.(Paksoy ve ark., 2013)

Bulanik mantigin gelecekteki uygulama sahalari, daha da genisleyecek gibi
goziikkmektedir. Seker hastalar1 icin viicuttaki insiilin miktarim1 ayarlayarak suni bir
pankreas gorevi yapan minik yapilarin imalinde, prematiire dogumlarda bebegin ihtiyag
duydugu ortami devam ettiren sistemlerin hazirlanmasinda, sularin klorlanmasinda, kalp
pillerinin iretiminde, oda igindeki 1518 miktarinin ayarlanmasinda ve bilgisayar
sistemlerinin sogutulmasinda bulanik mantik ¢ok seyler vaat etmektedir.(Paksoy ve

ark., 2013)

2.1.2. Bulanik mantik

Etrafimizda ilgimizi ¢eken bir¢ok sorunun yorumlanmasinda sayisal bilgiden ziyade
fazlaca kendi goriis, deger yargisi, takdir ve diisiincelerimizi sozel olarak ifade ederek

olaylar1 inceleriz. Bu ifadelerin anlamli olmalar1 ve bagkalarina iletilebilmesi igin



mutlaka her insanin en az bir tane dile ihtiyaci vardir. Dil ne kadar kesin olmayan
kelime ve ciimle ihtiva etse bile, insan iletisiminde ve bilgi akisinda en etkin olan bir
aractir.  Dildeki belirsizliklere ragmen insanoglu onunla birbirini kolayca
anlayabilmektedir. Ornegin "hava sicak" denildiginde herkes hava kelimesinin giinliik
hayattaki kullanimini kesinlikle anlamakta ancak "sicak" kelimesinin ifade ettigi anlam
izafi olarak birbirinden farkli olabilmektedir. Kutuplarda bulunan bir kisinin sicak i¢in
15" C’yi algilamasma karsilik ekvator civarmda yasayan bir kisi i¢in bu 35 C’yi
bulabilir. Arada bircok kisinin goriisii olarak baska dereceler de bulunabilir. Boylece
"sicak" kelimesinin altinda insanlarin ima ettigi sayisal anlayisin bir sonucu olarak
belirsiz bir durum ortaya c¢ikar. Bu rastgele degildir, ancak belirsizdir ve bu sekilde

kelimelerin ima ettigi belirsizliklere bulaniklik denir.

Bulanik mantigin en gecerli oldugu iki durumdan ilki incelenen olaylarin ¢ok karmasik
olmasi1 ve bununla ilgili yeterli bilginin bulunmamasi durumunda kisilerin goriis ve
deger yargilarma yer verilmesi, ikincisi ise insan muhakemesine, kavrayislarina ve karar
vermesine ihtiya¢ gosteren hallerdir. Bulanik mantiktan, karsilasilan her tiirlii sorunun
karmasik da olsa ¢dziilebilecegi anlami ¢ikarilmamalidir. Ancak, en azindan insan
diisiincelerinin incelenen olayla ilgili olarak bazi sézel ¢ikarimlarda bulunmasidan

dolay1 en azindan daha 1yi anlasilabilecegi sonucuna varilabilir.

Glinliik 6rneklerden bir tanesi, bir annenin ¢ocuguna firina koydugu keklerin pigmesi
durumunda firmi1 kapatmasini sdylemesi i¢in ya sayisal olarak sicakligin  hangi
dereceye kadar devam etmesini veya daha basit olarak keklerin {istiiniin acik kahverengi
olmaya baslamasi halinde kapatmasini sdyleyebilir. Bunlardan ikinci tiir bilgi bulaniktir
ve sayisal yonleri ima etmesine ragmen kesinlik olarak bilinmemektedir. Ikinci tiir sdzel
bilginin ise yani renk bilgisinin bir¢ok kisi tarafindan tercih edildigi gercektir. O halde
boyle bilgileri bilgisayarlara tanitarak bulanik islemlerin yapilmasi temin etmek yoluna
gidilmelidir. Iste bu yoldaki en gecerli ydntembilim (metodoloji) bulanik kiime, mantik

ve sistemleridir. (Paksoy ve ark., 2013)

Bulanik mantik ve bulanik kiimeleri, klasik mantik (Aristo mantigl) ve onun
dogurdugu klasik kiimeler ile beraber vermemiz aralarindaki farki gérme ve
karsilastirabilme agisindan kolaylik saglayacaktir. Bilindigi gibi, klasik mantik, yanls
veya dogrudan biri ile betimlenen ve kesin hiikiim bildiren “Ug, ikiden biiyiik bir

tamsayidir.”, “Ali otuz yasindadir.” gibi onerme dedigimiz ifadelerle c¢alisir. Bir x
5



degiskenine bagl, p(x) = x “x, ikiden biyilk bir tamsayidir.”, gq(x) = x “x, otuz
yasindadir.” gibi Onermelere de acik Onermeler denir. Bu Onermelerle matematigin
temel taslarindan biri olan kiimeleri insa ederiz. Klasik kiimelere, “1iyi tanimlanmais
nesneler toplulugudur” denir. Onermeler kesin hiikiim belirttigi igin, bir agik
onermeyi dogru yapan degiskenler iyi tanmimlanmis olurlar ve bunlarm toplulugu

matematikte kiime olarak tanimlanir. (Cagman, 2006)

Klasik mantikta Onermeler ya dogrudur ya yanlistir, {clincii bir alternatifleri
yoktur. Bir Onermenin dogruluk degeri, dogrular icin 1 ve yanlglar igin 0
kullanilr. Klasik mantigin dogurdugu kiimeler, tabiattakinin aksine, yasadigimiz
diinyay1 siyah/beyaz, dogru/yanhs, iyvkotii gibi kategorize ederek ikiye bdlen
birbirine zit ikili kavramlarla insa edilir. Halbuki, ger¢ek diinya siyah ve
beyazdan ibaret degildir. Siyah ile beyazin arasinda sonsuz renk tonu vardir.
Konugsma dilinde ifade edilen iizerinde calistigimiz c¢ogu smiflandirmalarda
kullandigimiz, kesin smirlarla tanimlanamayan ve kisiden kisiye farkli yorumlanan
“cok giizel”, “fazla uzun”, “asir1 sicak” gibi bulanik kavramlar klasik mantigin
ongordiigii sekilde incelenemezler. Iste bu tiir terimlerle ifade edilen “Hava asiri
sicak.”, “Amcam epeyce yasl.” gibi ifadeleri, kesin hiikiim belirtmediginden,
klasik mantik Onerme olarak kabul etmez ve bu kavramlarla da klasik manada

kiime tanimlanamaz. iste bu tiir 6nermelere bulanik &nermeler ve bunlarla ugrasan

mantiga da bulanik mantik denir. (Cagman, 2006)

Bulanik  6nermelerin  dogrulugu veya yanlishigi hakkinda kesin bir sey

s0ylenemeyeceginden dolay1 bunlarin dogruluk degeri,
[01]={x:0<x<1x€ R}

gergel sayilar kiimesinden, bir sayiyla derecelendirilir. Bir bulamik Onerme
derecesine gore hem dogru hem de yanlis olabilir. Bulanik bir 6nerme icin “dogru
degildir” denmis ise bu “yanlistir” anlamina gelmez. Bir 6nerme 0.8 derecesinde
dogru ise aym Onerme 0.2 derecesinde yanlistir. Anlasilacagr gibi, klasik
onermelerdeki celiski ve totoloji burada gecerli degildir. Bu o6zellikten dolayi,
klasik mantikta problem olan paradokslar, hem dogru hem yanlis ya da ne dogru ne
yanlis dogruluk degerine sahip Onermeler, bulanik mantikta dogruluk degeri alarak

biraz da olsa ger¢ek hayata indirgenmis olurlar. (Cagman, 2006)



2.2.Bulanik Kiimeler

Bulanik kiimeler klasik kiimelerin genellestirilmis halidir, dyle ki, evrensel kiime
elemanlarinin belirli bir kiimeye ait veya degil seklinde tasnifi yerine birden fazla
kiimeye dereceli iiyeligine imkan tanimaktadir. Bu nedenle, bulanik kiimeler [0,1]

kapali araliginda degerler {iireten liyelik fonksiyonlar: ile tanimlanmaktadirlar.

Bir bulanik kiime, iiyelik fonksiyonuyla ifade edilen elemanlardan olusan; eger bu
elemanlar kiimeye tam olarak aitse 1 {yelik derecesine sahip, hi¢ ait degilse 0
iiyelik derecesine sahip olan ya da kismi aitlik s6z konusu ise O ile 1 arasinda

iiyelik degerleri alabilen elemanlardir.

Klasik kiimelerde evrensel E kiimesinin bir alt kiimesi U, eger a eleman1 U
kiimesinin Gzelliklerini tasiyorsa o elemani U kiimesinin elemanidir denir ve
sembolik olarak iiye olma durumu a € U, aksi halde o € U biciminde gosterilir.

Kiimenin tiyelik fonksiyonu gosteriminde,
pyE — {0,1}

a elemant U kimesinde, o € U icin puy (o) = 1 degerini alirken, a € U i¢in
Uy ()= 0 degerini alir. Klasik kiimelerde kismi tiyelik s6z konusu degildir. Hassas ve
karmagik sistemlerin klasik kiimeler ile ifadesinin giicliigii ikili yerine coklu, tek

degerlik yerine dereceli liyelik kavrammi giindeme getirmistir.

Bulanik kiimeler, bir yandan giinlik hayatta kullanilan dilsel ifadeleri
matematiksel olarak ifade edebilirken diger yandan belirsizlik igeren ve hassasiyet
gerektiren karmasik sistemlerin modellenmesinde kullanilan bir teori olarak yerini

almigtir.

Tanimm 2.2.1: Bir bulanik kiime py : E — [0,1]ile gosterilir, yy fonksiyonu iyelik
fonksiyonu olarak adlandirilir  ve py (x) degeri, uy lyelik fonksiyonun x degerini
aldiginda karsiik olarak atadigi tyelik  derecesini gostermektedir. Bulamk U
kiimesi, E evrensel kiimesindeki her elemanin iiyelik dereceleriyle birlikte olusturdugu

ikililer kiimesidir.
U= {(xa Uy (X)) X € Ea Uy (X) € [Oal]}

Burada py(x) degeri x’in U kiimesine aitlik derecesini gosterir.
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Bulanik bir kavram icin farkli u; iiyelik fonksiyonlar1 diisiiniilebilir. Onerilecek
iyelik  fonksiyonu nesneldir ve ele alman konuya gore degisiklik
gosterebilmektedir. Ornegin; gen¢ kavramini ele alalim. Herkes bu kavram icin
farkli yas araliklarmmi karsilik olarak ifade edebilmektedir. Bu 6znel ifadeyi tiyelik
fonksiyonu biciminde gen¢ bir kisiden yazmasi istendiginde, gen¢ kavramina

iliskin tiyelik fonksiyonu ve grafigi;

1, eger x <25
40—-x
= , eger 25 <x <40
Hg 25 4
0, eger 40 < x

iiyelik dereceleri
A
1.0
0.6
0.4

0.2

»
>

0 20 40 60 80 100 yas

Sekil 2.2.1: u.; uyelik fonksiyonunun grafigi

Ayni kavram i¢in yash bir kisiden tiyelik fonksiyonu yazmasi istendiginde tiyelik

fonksiyonu ve grafigi

1, eger x <40
80—x’ eger 40<x <60
0 = 40
, =
70 x’ eger 60<x<70
20
0, eger 70 < x



(tiyelik dereceleri)
A
1.0
0.7
0.5
0.3

0.1

100 (yas)

0 20 40 60 70 80
Sekil 2.2.2: uy Uyelik fonksiyonu grafigi

aciklar.
., Asg

Ornek 2.2.1: Bulamk kiimeler —6znel algilar1 matematiksel —olarak

X =[40,100] bir odanin sicaklik diizeyini gosteren aralik olsun. 44, 4,, ..

bulanik kiimeleri smrasiyla soguk, serin, tam kararinda, ilik ve sicak ifadelerini

modellesin.

1,

60—x
X)= ,
Hy (%) 10

Soguk:

Serin:  pu, (x)=

0,
x—80
X) = ,
M (X) 10
1,

Sicak:

eger 40<x <50
eger 50 < x <60

eger 60 < x <100

eger 40 <x <50

eger 50<x <60

eger 60< x <70

eger 70 < x <100

eger 0 <x <80
eger 80<x <90

eger 90 < x <100

seklinde iiyelik fonksiyonlar1 tanimlanabilir.



v

90 100

Sekil 2.2.3: Oda sicakligina iliskin bulanik kiimelerin kullanimina 6rnek

Tanim 2.2.2: U:E - [0,1] bir bulanik kiime olsun. U’'nin seviye kiimeleri
(r-kesimi) (cutU) tyelik derecesi r’den biiyiikk veya esit elemanlarin olusturdugu

alt kiimedir. (Bede, 2013)
u = {x € E: yy(x)=r}, 0<r<i1

U bulanik kiimesinin g¢ekirdegi: (coreU) : Kiimenin iiyelik derecesi 1’e¢ esit olan

elemanlarin olusturdugu alt kiimedir.
U = {x€ E: uy(x) =1} seklindedir.

U kiimesinin destegi : Kiimenin {yelik derecesi 0’dan biiyiikk olan elemanlarin

olusturdugu alt kiimedir.
suppU = {x € E: uy(x) > 0} olarak tanimlanir.

U kiimesinin yiiksekligi : (hgt(U)) : Kiimenin iiyelik derecesinin en biiyiik oldugu

elemana karsilik gelir.

hgt(U)=sup,, (x)
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My (x)

hgt(U)

X
core(U)
-« %
cut(U)
supp(U)

Sekil 2.2.4: Bulanik u kiimesinin temel 6zellikleri (Usanmaz, 2014)

Ornek 2.2. 2: Ornek 2.1 ‘deki serin bulanik kiimesini ele alalim.

Hy, (x) =

0,
x—50
10 °
x—60
10 °
0,

40<x <50

50<x<60

60<x<70

70<x<100

core(A,)={60}, 1/2 _r kesimi (A43)1/2=[55,65],

r —kesimi (4,),=[50 + 1007,70 —10r],0 <r <1 ve supp(4,) = (50,70) olur.

Tanim 2.2.3:(Bos kiime) : Bir U bulamik kiimesi, ancak

ve ancak, Vx € U igin

Uy(x)= 0 1se bos kiime olarak tanimlanabilir.

Tanim 2.2.4:(Normallik): U bir bulanik kiime olsun. Eger uy = {x € E : py(x) = 1}

kiimesi bos kiime degilse A bulanik kiimesi normaldir.
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v
v

a b

Sekil 2.2.5: (a) Normal ve (b) normal olmayan bulanik kiimeler

2.2.1. Bulanik kiimelerde birlesim, kesisim ve tiimleme islemleri

Klasik kiimeler iizerinde tanimlanan temel islemlerden olan birlesim ve kesisim
islemleri bulanik kiimeler tizerinde maksimum ve minimum fonksiyonlar1 kullanilarak
tanimlanmistir. Bunun matematiksel dogrulugunun yaninda insan diislincesine
yatkmhig1 da goriilmektedir. Herhangi bir kimsenin birden ¢ok bulanik Onermeler
kullanarak akil yliriitecegini varsayalim. Eger Onermelerin hepsi ‘“veya” baglaciyla
bagl ise ortak dogruluk degeri olarak, dogruluk durumuna olabildigince yakin
olmak isteneceginden, onermeler icinde dogruluk degeri maksimum olaninki
secilecektir. Eger Onermelerin hepsi “ve” baglaciyla bagli ise ortak dogruluk degeri
olarak, en kotli durum bilinmek isteneceginden, dnermeler iginde minimum olaninki

secilecektir.(Cagman, 2006)

E evrensel kiimesinde verilen herhangi iki bulanik U ve V kiimelerinin iiyelik

fonksiyonlarmin grafikleri

v

olmak iizere;

birlesim ve kesigimlerinin lyelik fonksiyonlar1 sirasiyla Vx € E i¢in
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Kunv ()= min{uy (x), ty (x)} ve pyuy (X) = max{ uy (x), py (%)}

olarak tanimlanir.(Cagman, 2006)

v

Sekil 2.2.6: U ve V bulanik kiimelerinin birlesim ve kesisimi

Bulanik kiimelerin kapsama ve esitligi direkt elemanlarm tiyelik derecelerine
baghdir, yani V x € E igin py(x) <py(x) ise U € V olur, benzer sekilde
Uy () =uy(x) ise U =V olur.

E evrensel kiimesi tlizerinde tanimli herhangi bir bulanik U kiimesinin tiimleyeninin
tiyelik fonksiyonu da Vx € Eigin pys(x)=1— uy (x) bigiminde tanimlanir.
(Cagman, 2006)

v

Sekil 2.2.7: Bulanik kiimelerde kapsama islemi

Klasik kiimeler teorisinden bilinen kiime islemlerinin 06zellikleri, iki 6zellik

disinda, bulanik kiimeler i¢in de gegerlidir. Klasik kiimeler i¢in saglanan
UUU=EveUNU =09

ozellikleri bulanik kiime teorisinin en oOnemli ayirt edici karakteristigini ortaya
koyarlar ve bulanik kiimeler i¢in gecerli degillerdir. Ciinkii; her ne kadar tyelik

degerleri olasilikta oldugu gibi [0,1] araliginda deger alsa da bir bulanik kiimenin
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elemanlarinin lyelik dereceleri toplami olasilikta oldugu gibi bu aralikta bulunma
zorunlulugu yoktur. Hatta bir kiimenin esitliklerden ne kadar saptigi bulamikligmin
Olciisiidiir.(Cagman, 2006)
1, eger 40<x <50
00— eger 50<x<60 ve

Ornek2. 2.3: py (x)= 0
0, eger 60<x<100

0, eger 40 <x <50

x1—050’ eger 50<x <60
X)=
Ha, (X) 60

10

eger 60< x <70

2

0, eger 70 < x <100

bulanik kiimelerini diisiinelim:

Bunlarin birlesimi,

.,  40<x<50
X230 sh<x<ss
10
Ua, U Uga, (x)= xl—OSO’ 55<x<60

x—60 60 < x <70

- 5

10

0, 70<x <100

0, 40<x<350

x;?{ 50 < x <55
Ua, N Uga, ()= —50

10

55<x<60

2

0, 60 < x <100

A; kiimesinin tlimleyeni
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0, 40<x<50

Kot = ,  50<x<60
L 60 <x <100

seklindedir.

2.3.Bulanik Sayilar

Tanimm 2.3.1: Bir u: R — [0,1] bulanik kiimesini diislinelim. u asagidaki sartlari

saglarsa bir bulanik sayidir.

1) u normaldir, yani 3 x, € R vardir ki u(x,) = 1 “dir.

ii) u bulanik konvekstir soyle ki; Vt € [0,1], Vx,y ER

u(tx + (1—-t)y) = min{u (x),u(y)}

iii) u, R’ de iistten yar1 siireklidir, yani;

Ve>0 ve 38>0 igin u(x) — u(xy) < e velx— xo/l <8 olur.

iv) u'nun destegi kompakttir, yani; c/{x € R : u(x) > 0} kompakttir. Burada
cl(4), A kiimesinin kapanigmi simgeler. (Bede, 2013)

Bulanik sayilarin uzaymi Rs ile gosterecegiz.
Ornek 2.3.1 :u: R— [0,1] bulanik kiimesi iiyelik fonksiyonu

0, x<0

¥, 0<x<l
2-x), 1<x<2

0, x=>2

u(x) =

olan bir bulanik sayidir. Uyelik fonksiyonunun grafigi;
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1.0

0.7

0.5

0.3

0.1

v

0 02 04 06 08 10 12 14 16 1.8 2.0

Sekil 2.3.1: Ornek 2.3.1°deki fonksiyonun iiyelik fonksiyonunun grafigi

Ornek 2.3.2: Bulanik kiime olan

0, x<0O0
x, 0<x<lI
u(x) = I, 1<x<L5
(2,5-x), 15<x<2}5
0, x>25

ifadesi bir bulanik sayidir.

Uyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir:

y
o

0,5

\ 4

0 0,5 1,0 L5 2,0 2,5

Sekil 2.3.2: Ornek 3.2°deki fonksiyonun iiyelik fonksiyonunun grafigi
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Ornek 2.3.3: Sekil 3.3’deki bulamk kiime bulamk konveks olmadigindan bulanik
say1 da degildir.

1.0

»
>

Sekil 2.3.3: Bulanik say1 olmayan bulanik kiimeye ornek
Not 2.3.1: Her reel say1ayn1 zamanda bir bulanik sayidir. yani; RC Rf. Ayrica, her
x € Rigin R={X(y;: x € R } olarak tanimlanir ve X, bir tekil bulanik sayidir.

A

1.0
0.7
0.5

0.3

v

0 02 04 06 08 1.0

Sekil 2.3.4: Tekil bulanik say1

Not 2.3.2 : Bulanik sayilar kapali araliklara genellestirilebilir. Reel araliklarin

kiimesi bulanik sayilar kiimesinin alt kiimesidir. I, reel araliklarin kiimesi olsun.

H:{X[a,b]: [a,b] cCR }
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1.04
0.7
0.5

0.3

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Sekil 2.3.5: Bulanik say1 olarak ifade edilen reel aralik
Teorem 2.3.1: u—,u"* : [0,1] > R asagidaki sartlar1 saglayan fonksiyonlar olsunlar.

() u (r)=u, €R, (0,1] araliginda smirli, azalmayan, soldan siirekli fonksiyon ve

0’da sagdan siirekli

(i) ut(r)= uf € R, (0,1] arahgmnda smirli, artmayan, soldan siirekli fonksiyon

ve 0’da sagdan stirekli
(iii) u7 <uy

O zaman, u;,u;t seklinde simnirlar1 olan u,., r —seviyesine kiimesine sahip u € Ry

bulanik sayis1 vardir.(Goetsel ve Woxman, 1986)
Tanim 2.3.4: L,R : [0,1] — [0,1] iki siirekli, artan fonksiyon olsun ve
L(0) =R(0) =0,L(1) = R(1) = 1 sartlar1 saglansin.

ag <aj < af <a{ reel sayilar olsun. O zaman u: R — [0,1] bulanik kiimesi bir

L — R bulanik say1 olarak adlandirilir, bu bulanik say1

0, x<aq,
x—a, - -
L(—), a,<x<aq
a, —4a,
py(x) = I, a <x<a/
+
a;, —x
R(—2 ), a <x<a,
+ +
a4y — 4
0, a;, <x

seklinde iiyelik fonksiyonuna sahiptir.
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Sembolik olarak, u = (ag,a;,af,ag )Lr yazariz. [ay,af], w'nun cekirdegi ve
a”=a; — ag, at=af — af swrasiyla sol ve sag smrlar olarak adlandirilir.

Eger u bir L — R bulanik sayis1 ise o zaman onun seviye kiimeleri
u.=[ag + L7Y(r)a", af —R™1(r)a*] olarak hesaplanir.

Bir yamuk bulanik say1 a <b<c<d olacak sekilde (a,b,c,d) seklinde

dortlityle simgelendirilir.

0, t<a
I=a  L<i<b
b—a
u(t)= I, b<t<c
d_t, c<t<d
d-c
0, d<t

iyelik fonksiyonudur.
r —seviye klimesinin u¢ noktalar1 u, =a + r(b—a), u) =d-r(d —c)

eger (a,b,c,d) simgesinde b = c ise bulanik sayr iiggensel bulanik say1 olarak

adlandirilir. (a, b, ¢) tgliisii liggensel bulanik sayiyr simgeler.(Dubois ve Prade, 1987)

1.0 b 1.0 b C

-
»

v

0 a C a d

Sekil 2.3.6: Uggensel bulanik Sayi Sekil 2.3.7: Yamuk bulanik Says

Ornek 2.3.4 :L,R: [0,1] —» [0,1], L(x) = R(x) = x? olsun. a; =af =1 ve
a” =1, at =2 oldugunda L — R bulanik sayisinn seviye kiimesi u, = [ V7, 3 - 24/ ]

olur.
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1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

v

0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

Sekil 2.3.6: L-R Bulanik Sayiya Ornek

Not 2.3.3:

( 0, x<x;—ag

| (= x1)2

e 2 , —a0; <x<x
u() =1 ; l '
(x1-20)°
|e 20t x; < x <x;+ao,
k 0, xy+ao.<x

iyelik fonksiyonu ile verilen bulanik sayr Gaussian bulanik sayidir. Burada x;

bulanik saymin ¢ekirdegidir. o; ve o, sag ve sol agiklik, a > 0 degisken degerdir.
A
1.0
0.8
0.6
0.4

0.2

v

0 05 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Sekil 2.3.9: Gaussian bulanik sayiya ornek
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Not 2.3.4:

0, X< Xx, —ao,
X=X
e, X, —aoc, Sx<x,
u(x): X=X
e’ , X, Sx<Xx +ao,
0, X, +aoc, <x

iiyelik fonksiyonu ile verilen bulanik sayir iistel bulanik sayidir. Burada x; bulanik

saymin ¢ekirdegidir. g; ve o, sag ve sol agiklik, a > 0 degisken degerdir.
1.0 4
0.7
0.5
0.3

0.1

v

0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Sekil 2.3.10: Ustel Bulanik Sayiya Ornek

2.4. Bulanik Aritmetik

Uve V 1iki bulanik kiime ise bu kiimelerle dort islem yapabilmeye ihtiyag
duyulmustur. U +V, U —=V,U -V, U/V ifadelerini hesaplamak i¢in iki temel
yontem vardir. (1) genisletme prensibi (2) r-kesimi (seviye kiimesi) ile aralk
aritmetigidir.

2.4.1.Zadeh genisletme prensibi

Tanim 2.4.1.1: (Zadeh Genisletme Prensibi): X ve Y klasik kiimeler, f: X - Y
fonksiyonu verilsin. v = F(u) olacak sekilde F:F(X) — F(Y) (bulanik kiimeler)
fonksiyonuna genisletilebilir. (Zadeh, 1975)

()= {sup{u(x):xeX, f@)=y, [f'(»)=J

0, diger durumlarda
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Burada F(X) ile X iizerinde taniml1 biitiin bulanik kiimeler kiimesi kastedilmektedir.

Zadeh genigletme prensibinin iki boyutta yapilmasi Onemlidir, ¢iinkii bu reel

sayilar arasindaki iglemleri bulanik sayilara genisletmemizi saglar.

Not 2.4.1.1: Her u € F (X) bulanik kiimesi i¢in Zadeh genisletmesi iyi tanimlidir.
f~1(y) #6  oldugunda, {u(x): x € X,f(x) =y} kiimesi bostan farkhdir ve

simirhdir. Dolayisiyla en az bir iist sinwra sahiptir.

Iki boyutlu Zadeh genisletme prensibi ¢ok &nemlidir, ¢iinkii; bu sayede reel sayilar

arasindaki iglemler bulanik sayilar i¢in genisletilebilir.

Tanim 2.4.1.2: f: XxY — Z fonksiyonu, F: A X ) x F(Y) —»% (Z) fonksiyonuna

genisletilebilir, dyle ki w = F(u,v) ve

W (2) - {sup{min{u(xxv(y)}, f)=z  eger [(2) %D

0, digerdurumlarda

olur. (Bede, 2013)

Yukarida tanimlarla verilen Zadeh Genisletme Prensibiyle toplama, c¢ikarma,

carpma ve bdlme islemleri tanimlanmistir.

Uve V iki bulanik kiime olsunlar. U +V =W ise, o zaman W icin iyelik
fonksiyonu

W ={(z,uyy (2): sup {min(uy (x),uy )}, z =x +y, x,v,z € E} olarak tanimlanur.
W=U —V ise ¢ikarma islemi de

W={(z,uw (2): sup {min(uy (), uy M)}, z =x -y, x,y,z € E}

W=U-V ;5 W={(z,uy (2): sup {min(uy (), iy (¥)},z=x-y, x,y,z € E}
Benzer sekilde

W=U/V ; W ={(z,uy (2):sup {min(uy (x),uy y)},z = %, x,y,z € E} olur.

Hepsinde de W bulanik kiimedir. W= U/V icin V ’'nin desteginde sifirin

bulunmadigini kabul ederiz.
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Ornek 2.4.1.1: Uve V bulanik kiimeleri asagidaki gibi verilsin.
U=1{(1,0.2), (3, 0.6), (5,1.0), (6, 0.8), (8, 0.4)}
V= {(5,0), (7, 0.4), (9, 0.8), (10, 1.0), (11, 0.5)}

Bu iki kiimenin toplam1 olan W kiimesini bulalim. Bu islem i¢cin once bu iki bulanik
kiimenin ikiser ikiser eslestirilerek Ogelerinin toplanmasi ve bu toplamaya katilan
Ogelerin iiyelik derecelerinin de minimumlar1 alinarak tek iiyelik derecesine

indirilmeleri gerekmektedir.
W=U+V bulanik kiimesinde 5x5 toplam 25 tane eleman bulunacaktir.

W= {(1+5, 0.2 A 0), (1+7, 0.2A0.4), (149, 0.2 A 0.8), (1+10, 0.2A1.0), (1+11, 0.2A0.5),
(3+5, 0.6A0), (3+7, 0.6A0.4), (3+9, 0.6A0.8), (3+10, 0.6A1.0), (3+11, 0.6A0.5), ( 5+5,
1.0AO), (5+7, 1.0 A0.4), ( 5+9, 1.0A0.8), ( 5+10, 1.0AL.0), (5+11, 1.0A0.5 ), (6+5,
0.8A0), (6+7, 0.8A0.4), ( 6+9, 0.8A0.8), ( 6+10, 0.8A1.0), (6+11, 0.8A0.5), ( 8+5,
0.4A0), (8+7, 0.4A0.4), ( 8+9, (0.4A0.8), (8+10, 0.4A1.0), (8+11, 0.4A0.5)}

Burada A isareti minimumunu almak i¢cin  kullamilmistir. Bu islem de

tamamlandiginda

W= { (6,0, (8, 0.2), (8, 0), (10, 0.2), (10, 0), ( 10, 0.4), (11, 0.2), (11,0),(12, 0.2), (12,
0.6),( 12, 0.4), ( 13, 0.6), ( 13, 0.4), ( 13, 0), ( 14, 0.5), (14, 0.8 ), (15, 1.0),(15, 0.8),
(15, 0.4),(16, 0.5), (16, 0.8), (17, 0.5 ), (17, 0.4), (18, 0.4), (19, 0.4)}

Bu son bulanik kiimede elemanlar1 birbirinin aynisi olan ¢ok sayida 6ge vardir. Bu
ogelerinin birlestirilmesinde maksimum alma islemi uygulanir. Boylece asagidaki

sonu¢ elde edilir.

W= {(6,0), (8, 0.2), (10, 0.4), (11, 0.2), (12, 0.6), (13, 0.6), (14, 0.8), (15, 1.0), (16,0.8),
(17,0.5), (18, 0.4), (19, 0.4)} olarak elde edilir.

Benzer sekilde c¢ikarma, carpma ve bdlme islemlerine de drnekler verilebilir.
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2.4.2. r- kesimi ile arahk aritmetigi

Ik olarak reel sayilardaki aralik aritmetigini kisaca hatirlatalm. [a, b;] ve
[a,, b,] reel sayilarm kapali, sinirli araliklari olsun. Eger * toplama, ¢ikarma,

carpma, bolme islemlerinden birini simgelerse, o zaman [aq, b1] * [az, by] = [a, f ]
[a,f]={a*b:a; < a < bj,a,< b < by}

Eger * bolme islemi ise [a,, b,] araliginda sifir yer almaz.

Buradan

[a1, b1] + [az,b2] = [ay + az, by + b;]

[a1, b1] — [az, b2] = [a; — by, by — ay]

[a1,b1] / [az,by] = [a1,bi] + [, 5]

[ai,bq] - [as, by] = [a, B ] olur. Burada

a = min{a,a,, a,b,,bya,,b, b, }

B = max{a,a,, a,b,, bia,, bib,} seklinde tanimlanir.

Teorem 2.4.2.1: f: R—>R siirekli fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon F: Rs = Rg
bulanik fonksiyonuna genisletilebilir. u € Ry, v =F(u) € Ry, v’nin seviye

kiimeleri v,=f (u,.), Vr € [0,1], v.=[ v/, v;7]

vr=inf{f(x): x € u, }

vi=sup{f(x): x € u,} olur. (Bede, 2013)

u,,r € [0,1] olmak {izere, u’nun seviye kiimelerini simgeler.
Teorem 2.4.2.2: f: R x R—>R siirekli fonksiyonunu diisiinelim. Bunu
F: Rz x Ry 2Rz fonksiyonuna genisletebiliriz. Oyle ki

w = F(u,v) fonksiyonunun her u, v € R i¢in seviye kiimeleri

w,={f(x,y): x € u,,y € v, }olur.
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Bir baska deyisle w,= [w,, w;]
wy=inf{f(x,y):x €Eu,,y €v.}
w =sup { f(x,y):x €Eu,.,y €v,} (Bede, 2013)

Simdi r —kesimi ile aritmetik islemlere bakalim. u ve v iki bulanik say1 olsun. r-

kesimlerinin kapali ve smirhi araliklar oldugunu biliyoruz.
u, = [uy,u], v =[ vy, v5 ] olmak lizere

w=u-+vise w, =u,+ 1,

W=u—"vise W, =U, — 1,

W=Uu-v ise W, =U, ‘v

w=u/v ise w, =u, /v,

Bu yontem genisletme prensibine esdegerdir. Ancak goriiliiyor ki, r —kesimi ile

aritmetik islemler daha kullanishdir.

Ornek 2.4.2.1: u=(-3,-2,—-1) ve v=(4,5,6) iki iicgensel bulamk say1 olsun.

r —kesimini kullanarak u - v’y1 bulalim.

U= [-3+r,—-1—-r] vev,=[4+71r,6—1r] olr

w=1u - v olmak {lizere

w,=[(r=3)(6-7),(-1—=7r)(4+71)],0 <r <1 seklinde elde edilir.

Ornek 2.4.2.2:u=(0,5,10) ve v=(5,10,12) iki {icgensel bulanik sayr olsun.

bunlarin r —kesimleri

u, =[5r,10 —=5r] ve v, = [5r+ 5,12 — 2r ] olur. Bu durumda
[u+v], = [10r + 5,22 —7r]

[u—v],=[7r—12,5—-10r]

[u-v], = [60r- 10r?%,120 — 80r + 107r? ]
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5r 2-r [
,— ] olarak elde edilir.
12-2r r+1

[“/vlr =
Ornek 2.4.2.3: u=(1,2,3) ve v=(2,3,5) iicgensel bulanik sayilar olsunlar.
u + v=(3,58)

2u=(2,4,6)

—2v=(—-10,—6,—4) seklinde de hesaplanabilir.

2.4.3. Bulanik sayilarin hukuhara farki

Zadeh Genisletme Prensibine gore u-u #0 ‘dwr. Bu eksikligi gidermek yeni

farklar ortaya atilmistir.

Tanim 2.4.3.1: Hukuhara farki (H — farky) u ©uv=w © u=v+w olarak

tanimlidir.

Eger u ©y v varsa seviye kiimeleri
[u—v],=[u — v, uf — v ]
seklindedir. (Hukuhara, 1967)

Tanim 2.4.3.2:u,v € Ry iki bulanik say1 icin genellestirilmis Hukuhara fark: (gH-

fark1) w bulanik sayisidir. Oyle ki (eger mevcutsa);

{i) u=v+w
i)v=u—w

UOQ V=W &
bi¢iminde tanimlanir.

Bu fark i¢in seviye kiimeleri ise

[u Ogn vI=Imin {u; — vy, uf — v }, max{u; —v7,uf — v}]olur.

Tanim 2.4.3.3: u, v€ R# bulanik sayilar1 i¢in genellestirilmis fark

[u ©g v],= [inf min {ug —vg, uf — vj}, sup max {uz; —vg, uj — v }l,

B =r seklinde tanimlanmistir.
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Not 2.4.3.1: g-farki her zaman mevcuttur. Ancak H-farki ve gH-farki her kosulda

var olmayabilir.

Ornek 2.4.3.1 : u=(2,3,5,6) yamuk bulanik sayis1 ve v=(0,4,8) iicgensel bulanik
sayisini diisiinelim. Bunlarin gH-farkinin olmadigint gérmek kolaydir. Tersini kabul
edersek, 0 zaman u; —v. <ut — v yada u; —v- =uf — v’ saglanmasina

ihtiya¢ vardur.
Ama gorebiliriz ki

2=ug — vg 2uf —vg =—2 ve —-1=uy—vy < uf

> —uf =1
Her r i¢in ayni esitsizlik saglandigindan bir c¢eliski elde etmis oluruz.

Ornek 2.4.3.2: u=(1,2,3), v=(1,3,5) bulanik sayilar1 i¢in u O v genellestirilmis

Hukuhara farkin1 bulunuz. Hukuhara farki mevcut mudur, inceleyelim.
u=[14+r, 3—1]

v, =[1+2r,5— 2r]

U, — v =-T

uf —vf==-2+r

[u @gH vlp=[-r—-2+r], u @gH v =(—-2,—1,0) seklinde gH-fark1 bulunur.

[u Oy v],=[-1,—2+r] dir. r =0 i¢cin [0,—2] oldugundan Hukuhara farki
yoktur.

Ornek 2.4.3.3:u = (2,5,6,7) ve v=(1,4,5) yamuk ve iicgen bulanik sayilar olsun.

u+v,u—v,—-2u+v,u—u2v—v u-v‘yi hesaplayalm.

v
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u,=2 +3r vy,=1+ 3r
uf =7 —r vi=5-r
u=[2+ 3r,7—r] v,=[1+ 3r,5-1]
olarak bulunur. u ve v ‘nin r —kesimleri ile islem yaparak ;
U, +v.=[3+6r,12—-2r] oldugundanr’ye 0 ve 1 degerleri verilerek
u+v=(3910,12)
U, —v=[—3+4r,6 —4r] oldugundanu —v=(-3,1,2,6)
—2u, —v, =[—13 + 5r,1—=7r] oldugundan —2u + v=(—13,-8,—-6,1)
U, —u=[—-5+4r,5—-4r] oldugundan u —u=(-5,-1,1,5)
2v, — v, =[—=3 +7r,9 — 5r ] oldugundan 2v-v=(-3,49)

U, - v = min{2+9r +9r2,10 + 13r — 3r2,7 + 20r — 3r%,35 — 12r — 3r?},
max {2+ 9r +9r%,10 + 13r — 3r%,7 + 20r — 312,35 - 12r — 3r2})

=[2+9r +972, 35— 12r — 3r?] oldugundan
u-v = (2,20,24,35) olur.

Ornek 2.4.3.4: u=(2,56,8) ve v=(1,4,5) bulanik sayilar1 icin u©yv Hukuhara

farkin1 bulalim:

u,=[2+3r, 8 —2r]

v, =[1+3r, 5—1r] seviye kiimeleridir. 0 <r <1

u©pv =[2+3r—1-3r, 8—=2r—5+2r] = [1,3 —r ] olarak bulunur.
Aralig1 bulanik say1 seklinde yazarsak u©uv =(1,2,3) elde ederiz.

Ornek 2.4.3.5: u=( 4,5,6,8) ve v=(0,5,10) bulamk sayilar1 i¢in u@,v farkmi

bulalim. u©gnv farki var mudir, inceleyelim.

u=[4+r,8—-2r]
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v, =[57,10 — 57 ]

U —v=[4—4r,—2 + 3r]

r=0i¢in 4= u; — vy 2uj —vg=—

r=1i¢in O=u; —vy < uf —uf=

oldugundan gH-farki yoktur.

g-farki her zaman mevcuttur. g-fark: tanimindan u©@,v = [—2 + 37,4 — 4r] bulunur.
Yani ; u©.w = (-2,0,1,4) olur.

Bu farki grafik iizerinde gosterecek olursak;

v

2.5. Bulanik Analiz
2.5.1. Bulanik sayilarin metrik uzayi

Bulanik sayilarda en c¢ok uygulanan metrik Hausdorff uzaklhigidir. Bulanik
sayilar i¢in Hausdorff uzakligi; R™ in kompakt, konveks alt kiimeleri arasindaki
klasik Hausdorff-Pompei uzakligina dayanir. Oncelikle Hausdorff uzakligmi

tanimlayalim:

i) I, R™"in kompakt, konveks, bos olmayan alt kiimeleri ve A € X olsun. bir a

noktasi ile A’daki bir x noktasi arasi uzaklik ;
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d(x,A)=inf{|lx —al :a € A}

seklinde tanimlidir.

ii) A, B € K olsun. A’dan B’ye ve B’den A’ya Hausdorff ayrimi;
d;; (B,A) = sup{d(b,A): b€ B}
dy (A,B) = sup{d(a,B) : a € A}

iii) A, B € K arasindaki Hausdorff Uzaklig ;
du (A4,B) = max {dy(A,B), dj (B,A) }

iv) A=[aq,a,], B=[b;,b, ] iki aralik olmak tizere bunlar arasindaki Hausdorff

uzakligy;
dy (4,B) = max {|a; — by|, la, — b,| } olur. (Bede, 2013)

Hausdorff uzakligmma gore, K tam ayrilabilir metriktir. Simdi bulanik sayilarin

metrik uzayma bakalim.

Tanim 2.5.1.1: Dy, : Ry x R = R U {0} olsun.

Doy (1) =sup max, pouy{ luy — vl luf — vl }
= sup {du(ur, vy)

Burada, u, = [ u;,uf 1, .= [v7, 7] € R ve dy reel araliklarda klasik Hausdorff
uzakligidir. D, , bulamk  sayillar  arasinda  Hausdorff  uzakligi  olarak

adlandirilir.(Diamond ve Kloeden, 2000)

Asagidaki onermede bulanik sayilar arasindaki Hausdorff uzakligina ait ozellikler

verilecektir:

Onerme 2.5.1.1:

i) (Rr, Dy, ) bir metrik uzaydir ve ayrica asagidaki sartlar saglanir.
i) D, (u + w,v + w)=D, (u,v),Vu,v,w € Ry,

iii) Do, (ku,kv) =|k|.Do (u,v),Vu,v € Rrve KER;
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iv) Do (u +v,w+e) < D, (u,w) + Dy, (v,€), Yuv,w,e € Rs (Diamond ve
Kloeden, 2000)

fspat.‘

i) Do (w,v ) =supmax,epq{ [ur — vrl,luf — vl } = 0 oldugunu gormek

kolaydir.
Dp (,v)=0=u; =v7, uf=v+,r € [0,1]
Ayrica aciktir ki Dy, (u,v) =Dy (v,u) olur.
Uggen esitsizliginden;
luy — wrl <luy — vl + vy —wr| <Dg (W,v) + Doy (v, W)
ve
luf — wl <luf — v [+ vy —w'| <Do (u,v) + Do (v, W)
elde edilir.
Sonug olarak (Rf, Dy, ) bir metriktir.
i) Do, () =sup max, gpoy{ uy — vyl luf — v¥l}
— sup max, el uy + wi — vy —wil, [ + wE - vt —w
=D, (u+v,v+w)

iii) Do, (ku,kv )= supmax { |ku; — kvy|, |kuf + kv}|=|k| Dy, (u,v)
r €[0,1]

iv) Uggen esitsizligini kullanarak;
Do (u+v,w+e)<D, (u+v,w+v)+Dy, (W+v,w+e)
=Dy (u,w) + Dy (v,e)

Not 2.5.1.1 : (R#, D, ) bir tam metrik uzaydir ve bu uzayda kapali birim yuvar
kompakt degildir. (Bede, 2013)
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2.5.2. Bulanik sayillarin normu

Bulanik sayilarm normunu ||lul|r = Dy, (u,0), Vue Ry ile gosterelim. Bulanik
norm, ger¢ek anlamda norm olmadigi halde klasik normun o6zelliklerini saglar. Bu

bilinen anlamda norm degildir, ¢iinkii Rr bir vektor uzayr degildir.
Onerme 2.5.2.1: ||. || asagidaki 6zelliklere sahiptir.

)lullr=0 u=0

i) | Aullz = 1A - llullz, VAER ve u € Rg

i) llu + vllz < llull + Ivlls, vV u, v € Re

iv) | llulls = llvll# | < Do (w,v), ¥V u,v € Re

v) Her a ve b (aymt isaretli) i¢cin ve V u € Rf igin

Dy (au,bu)=|b—al - |lullr

vi) Doy (1, 1) = |[u O gy V|7

Not 2.5.2.1: Limit kavrami, bir dizinin Rg'de yakinsakligi ve f :[a,b] - Rs

fonksiyonunun siirekliligi, (R#, Do, ) metrik uzayinda ele alinacaktir.

Ornegin; bir x, noktasinda bulanik degerli bir fonksiyonun siirekliligi Vv £>0, 3
8>0i¢in Do, (f(x), f(x9)) <€, |x— x| <8 olur.

Hausdorff uzakliginin tanimindan

supmax { |, (x) — i (x|, 17 (x) = £ (x0)| } < € yazilir. Buradan

r €[0,1]
£ (x) — fE(xo)| <& Vre[0,1] elde edilir.

Bu gosterir ki { ¥ : r €[0,1]} ailesi es siireklidir. Buradan da bu fonksiyonlarmn

siirekli oldugu sonucu ¢ikarilir.

Tanim 2.5.2.1: Asagidaki ozellikler saglandiginda ( X, +,-,d) bulanik say1 tipli

uzaydir.
( FN-tipli uzay )
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i) (X,d) bir metrik uzay (tam veya degil) ve d, onerme 2.5.1.1 deki ozellikleri

saglar.
ii) +, - islemleri X iizerinde asagidaki ozelliklere sahiptir.
au+v =v+u u+ +w) = (u+v)+w,
b)Hera,b ER,a-b = 0 ve heru € Rr (a+b) - u=(a-u)+(b-u),
c) Her Ae Rve u,v € R igin A(u + v) = Au + Av,
d)Her A, u €ER ve u € Rrigin (Ap) -u = A(u-u).
iii) X de yogun olmayan bir Y < X (+ ve -’ya gore) alt uzay1 vardir dyle ki, higbir
u €X/Y, Xde ters elemana sahip degildir.
Aciktir ki ((Rg, D, ), FN-tipli uzaydir. (Bede, 2013)
Stirekli fonksiyonlar i¢in diizgiin uzaklik f,g:[a,b] — Rg
D (f,g)=sup { D, (f(x),g(x)) : x € [a,b] } seklinde tanimlanmaktadir.
Bu durumda,
(Cla, b],D), FN-tipli uzaydir. Ciinkii (R, D) tam metrik uzay oldugundan
(C(]a, b]; RF, D) de tam metrik uzay oldugu kolaylikla ispatlanabilir.
(C(]a, b]; R#, D) toplama ve skalerle ¢carpma islemlerini asagidaki gibi tanimlariz:
F+9)x) = f(x) + g&)
(A-H(x) = 1 f(x) ozellikleri saglanir.
Ayrica
0:[a,b] = R#,0(t) =0,hert € [a,b] icin,

lfllz=sup {D (0,f(x)): x € [a,b]} olur. (Bede, 2013)
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2.5.3. Bulanik say1 degerli fonksiyonlarin integrali

Kolayca goriilebilir ki bulanik say1 degerli fonksiyonlarin integrallerinin tanimlar1 ciddi

problemlere yol agmaz. Asagida Aumann ve Riemann integralleri tanimlanmaistir.
Tanim 2.5.3.1: eger r € [0,1] i¢in [f(x)], seviye kiimesi dlgiilebilirse,

fila,b] = Ry tasviri giiclii dlciilebilir olarak adlandirilir. Buradaki Slgiilebilirlik
Borel olciilebilirligidir.

Eger h: [a, b] — Ry integrallenebilir fonksiyonu varsa dyle ki;
f:[a,b] = Rg tasviri sinirh integrallenebilir olarak isimlendirilir,

Giicli olgtilebilir ve smirh Olciilebilir bulanik degerli fonksiyon integrallenebilir

olarak adlandirilir.

f:[a,b] = Ry fonksiyonunun bulanik Aumann integrali

b r b
[(FA)j f(x)dx] =j [f ()] dx,r € [0,1]

esitligi ile tanimmlanir.(Diamond ve Kloeden, 2000)

Tanim 2.5.3.2: f:[a,b] > Rs [a,b] € R fonksiyonu Riemann integrallenebilir

olarak adlandirilir, eger asagidaki ozellikleri saglayan 1€ Ry varsa:
V € >0 ve3d >0 vardir 6yle ki; [a,b]’nin her boliintlisii i¢in

dia=xy < <x,=bvenormv(d) <d ve her & noktasi icin & € [x;,X;41],

1=0,1,...,n-1
Do (BP0 fED (Xip1 —xpy, 1) < €

O zaman [ = (FR) f; f(x)dx ile simgelenen integrali bulanik Riemann integrali

olarak adlandiririz.(Gal, 2000)

34



2.5.4. Bulanik say1 degerli fonksiyonlarin diferansiyellenebilirligi

Hukuhara Diferansiyellenebilirligi

Tanim 2.5.4.1: f: (a,b) = Rs fonksiyonu yeterince kiiciik h >0 igin
f(x+h) © f(x) ve f(x) © f(x+h) var ve f'(x) € R mevcutoyle ki

limh—)O f(x+h)he f ) — limh—)O f(x) @}{(X+h) — fl (X)
oluyorsa f' (x)’e f’in x noktasinda Hukuhara tiirevi denir. (Hukuhara, 1967)

Tanim 2.5.4.2: f : (a,b) » Rs bulanik fonksiyonunun Seikkala tiirevi

[ @ = [ @), ()], 0sr<1
olarak tanimlanir. (Bede, 2013)

Not 2.5.4.1: Kabul edelim ki, f,"(x) ve f7(x) fonksiyonlar1 x’e gore siirekli
diferansiyellenebilir, r € [0,1]’e gbre diizgiin diferansiyellenebilir olsun. O zaman
f’nin Hukuhara diferansiyellenebilir olmasi i¢cin gerek ve yeter sart Seikkala

diferansiyellenebilir olmasidir.

Gergekten eger; f, Hukuhara diferansiyellenebilirse;

_ L N .
Bu, f’nin Seikkala diferansiyellenebilir oldugunu gosterir.

Eger f, Seikkala diferansiyellenebilir ise f,*(x) — f,7(x) > 0, olmasi durumu
f(x+h) © f(x) Hukuhara farkinin mevcudiyetini gerektirir ve h — 0 i¢in limit

alirsak Hukuhara diferansiyelini elde ederiz.
Ornek 2.5.4.1:

i) f(t)= (x(t),y(t),z(t)) Ucgensel degerli fonksiyon, eger f  Hukuhara
diferansiyellenebilir ve x,y,z reel degerli diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise o

zaman f' (t) =(x'(t),y'(t), z'(t)) bir iiggensel bulanik sayidir.

ii) f(t) = (—e%,0,et) olsun. Fakat f’ (t) = (—et, 0, et) oldugundan hem
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f'(t) = f(t) hem de f’ (t) = —f(t) celiskisi vardir.

iii) £ (t) = (1,23)e P olsun. f' (t) = (—e”t, —2e7t, —3e~ ) bulanik say
degildir. Bu Ornekten de goriilebilecegi gibi her Seikkala diferansiyellenebilen
bulanik degerli fonksiyonun Hukuhara tiirevi olmayabilir ama her Hukuhara

tiirevlenebilir fonksiyonun Seikkala tiirevi vardir.

Genellestirilmis diferansiyellenebilirlik

Tanim 2.5.4.3: f: (a,b) = Rr ve x, € (a,b) olsun. f, x,’da kuvvetli genellestirilmis

diferansiyellenebilir deriz, eger f'(x,) € Rr varsa Oyle ki;

i) Her yeterince kiigik h >0 i¢in 3 f (xo + h) © f(xo) ve f(xy) © f(xo- h)ve

D metriginde limitler

hmh—)O f(xo+ h)he f(xo) . hmh—)O f(xo) @;(Xo— h) — f,(xo)
ii) Her yeterince kiicik h>0 icin, 3f(xy) © f(xo+h),f(xo—h) © f(xp)
farklar1 var ve limitler

[(x0)Of (xo+h)

fxo—R)Of (x0) '
- [C0mWOTED) — f1(x,)

= limh_)o _n

limy,_,,

iii) her yeterince kiicik h >0 icin 3f (xo+h) © f(xo),f (xo—h) © f(xp)

farklar1 var ve limitler

f(xot h)@f(xo): lim f(xo—h)Of (x0) — fl (XO)

lim i

iv)her yeterince kiigik h >0 i¢in 3 f(xg) © f(xo +h) ve f(xy) © f(xy —
h) farklar1 var ve

[C0OfCoth) _ o [Go)Of(xosh) _ ¢

" ho . "(xo) olur.

limy,_,,

Paydadaki h ve —h, s1ras1yla% ve —%’ 1 ifade eder. (Bede ve Gal, 2010)

Onerme 2.5.4.1: Eger u(t) = (x(t),y(t),z(t)) ticgensel bulanmk degerli fonksiyon

olsun. O zaman
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1) u (1)-diferansiyellenebilir (Hukuhara diferansiyellenebilir) ise 0 zaman

u = (x',y',z") olur.
ii) eger u (ii)-diferansiyellenebilir ise o zaman u'= (Z',y’,x") olur. (Bede, 2013)

Ispat: ii) u(t) © u(t + h) H-farklar1 var olsun. O zaman;

Cu(®)©Ou(t+h)
lim
h—-0 —h

(x(t) —x(t+ h),y(t) —y(t+ h),z(t) — z(t + h))

=i
oo —h
s z(t+h)—z(t) y(t+h)—y(t) x(t+h)—x(t)
—llrnh_>0 ( _h ’ _n ’ _h )
— (Z’, yl’ xl)
u(t—h)—u(t)

Benzer sekilde lim,_,, =(z',y',x") olur.

-h
Tanim 2.5.4.4: f : (a,b) —» Ry fonksiyonunun gH-tiirevi

, . f(x+h)OgH f (x)
fyHZ limy,_, o -

=[min { (f7)" (), fH)" (%) }, max { (f7) (x), f)" (%) }]
olur.

Tanim 2.5.4.5: f : (a,b) = Ry fonksiyonunun g-tiirevi

[fg 1= [ infgs, min{ (f5)'(x),  (fg)'(x) }, supgsy max{ (fz)'(x), (fg)'(x) }]

olur.

Ornek 2.5.4.2.: f : [-2,2] » Ry bulanik degerli fonksiyonunu diisiiniirsek

3 3 3
fO) = (5 S+ +3, 5 +4)

3
fr (x)zx? +r(x+3), F(xX)=Q—-7r)x? +xr +4-r ile seviye kiimesi

belirlenir.

) x)=x*+r
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FY=(2-nx*+r

[ =2,—1] wve [1,2] araliklarinda fonksiyon gH-diferansiyellenebilirdir ayni
zamanda Hukuhara diferansiyellenebilirdir. [ —1,1] araliginda gH-

diferansiyellenebilir degildir ama g-diferansiyellenebilirdir. (Bede, 2013)

Ornek 2.5.4.3: f(x) = (1,2,3,5) - sinx fonksiyonunun Hukuhara tiirevini bulalim:
f(x) = (sinx,2sinx, 3sinx, 5sinx)

fr~ (X) =sinx + rsinx

it (x) = S5sinx - r - 2sinx

Bunlarin tiirevini alirsak

() (x) =cosx - rcosx = (1 —7r) cosx

() (x)=5cosx - 2rcosx = (5 — 2r)cosx oldugundan

[fa(x)] = [(1 =) cosx, (5 — 2r)cosx ] olur.

2.6. Birinci Mertebeden Bulanik Diferansiyel Denklemler

2.6.1. Hukuhara diferansiyellenebilirligi ile bulanik diferansiyel denklem c¢oziimii

x'=f(t,x), x(ty) = xo € Rr bulanik baslangic deger problemini Hukuhara
diferansiyellenebilirligi altinda diisiinecegiz. f : R x R — R fonksiyonunun siirekli
oldugunu kabul edelim. Asagidaki yardimci O6nerme bulanik diferansiyel denklemi
integral ~ denkleme  doniistiiriir. Buradaki  diferansiyellenebilirlik ~ Hukuhara
diferansiyellenebilirligidir. Bulanik  diferansiyel  denklem  Hukuhara  tiirevi

kullanilarak yazilmaktadir.

Yardime1 Onerme 2.6.1.1:t, € Rve f : Rx Rr — Ry siirekli olmak iizere asagidaki

bulanik diferansiyel denklem
x'=f(t,x), x(ty) = x0€ Rg, [toy, t;] SR aralig1 lizerinde

x(t)=xy + ftto f(s,x(s))ds integral denklemine denktir,(Bede, 2013)

Ispat: x, x'= f(t,x), x(ty) = xo € Re ‘nin bir ¢dziimii olsun.
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jtx’(s)ds = jtf(s,x(s))ds

0

x(t) Oxy = ftz f(s,x(s))ds

x(t)=xo + ftz f(s,x(s))ds

Karsit olarak integral denklemin x ¢0ziimii icin
x(t+h)=xq+ ftz f(s,x(s))ds

ve

limy,_, w =limy,_, hl ftHh f(s,x(s))ds

Buradan goriiliiyor ki

t+h

D[ [, f(s,x(s)ds,h- f(t,x(D))]

t+h

=D [ft £(s,x(s))ds, ftth(t,x(t))ds

< ftt+h D (f(s,x(s)),f(t, x(t))) ds

t+h

< [, w(f(6x(®) h)ds = h-w(f(t,x()), )

w(f(t,x(t)),h),f (t x(t)) fonksiyonunun siirekli modiiliinii simgelemek iizere
f(t,x(t)) surekli,t € [ty,t1])

O zaman
limy, o D (XS (¢, x(1))

=lirnh_>0% h -w(f(t,x(t)),h) =0 olur ve bu gdsterir ki

x, x'=f(t,x), x(ty) = x0€ R bulanik baglangic deger probleminin ¢6ziimiidiir.

Yardima Onerme 2.6.1.2: Ry = [to,to + p] X B (x0,q) ve

f : Ry = Ry siirekli ve asagidaki Lipschitz sartin1 sagladigini varsayalim.
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Vv (t,x),(t,y) € Ryicin3 L > 0 dyle ki;

D(ftx),f(t.y)) <L -D(xy),

Bu durumda f smirhdir. Yani D(f(t,x),0) < M olacak sekilde bir M > 0
vardir.(Lupulescu, 2000)

Ispat: D(f (t,%),0) < D(f(t,x),f(t.x0)) + D (f (t,x,),0) yazilabilecegini

biliyoruz.

t € [ty to+p]icin

reel fonksiyon D ( f(t, xp),0 ) smirhidir, yani,

D (f(t,xy),0) < M; olacak sekilde bir M;vardir. Buradan

D(f(tx),0) <L-D(x,x9) + My <Lqg + My = M oldugundan f snirhdur.

Teorem 2.6.1.1: Kabul eldim ki Ry = [to,to + p] X B (x0,p), p >0, xy € Re
ve f:Ry- Ry siirekli olsun ve asagidaki Lipschitz sarti1 saglansin. (Burada

B (x0,p ), xo merkezli p yarigapli yuvari temsil eder.)

D(f(t,x),f(t,y))<L:- D(x,¥),V (t,x),(t,y) €ER, olacak sekilde bir L > 0 sabiti

var olsun.

O zaman bulanik Dbaslangic deger problemi x'(t) = f(t,x), x(ty) = xo,
[to, to T k], k>0 araliginda tek ¢oziime sahiptir. (Wu ve ark., 1996)

Ispat: Ky= C ([to,to+P], Rp ) olsun ve P: K,— K, operatdrinii sdyle

tanimlayalim:
P(x0) () = xo
P(x)(t) = xo + ftf)f(s,x(s))ds

P’nin 1yi tanimli oldugunu gérmek kolaydir. 2.6.1.2 yardimci 6nermesinden ve
Lipschitz sartindan, f smirhdir ve ayrica P smirhdir. Soyle ki yardimer dnerme

2.6.1.2°den

D (P(x)(6),%0) < [, D(f(s,x(s)),0)ds < M (¢t —to)
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Burada M= sup; x)er, D (f (t, x), 0) dir.
Kabul edelimki d = min { p, % Yve Ky = C([to, to +d],B(xg,q)) olsun.

P: K, - C([ty, ty +d], Rr) olsun. D(p(x)(t),xq) < q ve verilen x € K; icin
P(x) € K;’dir. Bir tam metrik uzaym kapali bir alt kiimesi oldugundan K; bir tam

metrik uzaydir.

P’nin bir bilizisme oldugunu ispatlayalim:
D(P)(),P(y)() < jD(f(S,X(S),f(S’y(S))dS < 2L(t-t) D (% y)

k = min{d, i } secelim ve K, = C ([to, to + k], B(xo,q)) olmak iizere P tasvirini

P: K, — K, biciminde smirlayalim. Bu durumda P’nin bir biiziisme oldugunu elde
ederiz. Banach sabit nokta teoreminden bir x' € K, vardir, 6yle ki P(x*) = x*, burada
x integral denklemin ¢oziimiidir. Son olarak yardimc1 6nerme 2.6.1.1°den
x*, [ to, to + k] tzerinde x' (t) = f(t,x), x(t;) = x, bulamk baslangic deger
probleminin de ¢Oziimiidiir. Banach sabit nokta teoreminin sonucu olarak, sabit

nokta P’nin tekligi sonucu ¢ikarilir.

Teorem 2.6.2.2: Ry = [to,to + P] X B (x0,p), >0, xo € Rrve f:Ry— Ry

siirekli olsun. Oyle ki

f.)r = (txr, x5, £ (L xe, %) ], r €[0,1],

Eger f,m(t,x7,x0), it (t, x5, x5), r € [0,1] es siirekliyse (Yani; V&> 0,3 86>0
oyle ki vr € [0,1]

1Ct, 7, x5) — (to, (x0)7, (x0)F) Il < & oldugunda

|~ (& x7, %) — i (tx7,x7)| <€ olur.)

ve ikinci ve tiglincii bilesene gore diizgiin Lipschitz sartini1 saglar; yani,
vV (t,x),(t,y) € Ry ve Vr€[0,1]igin, bir L >0 sabiti vardir dyle ki;

|57 xm, xD) = F& v, v S L =71+ 1xf — y71),
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O zaman bulanik baslangic deger problemi x'(t) = f(t,x), x(ty) = xo,
[to,to t k], k > 0 araliginda tek ¢Oziime sahiptir.

Ayrica tek ¢Oziimiin seviye kiimesix, =[x, x; ],

{(xr‘)’ =X x) 0.1]

()" = (8 x50, %)
adi diferansiyel denklem sistemiyle karakterize edilir. (Bede, 2008)

Ornek 2.6.1.1 : u' =—u+2e7t(—1,0,1),u(0) =(—1,0,1) bulanik baslangi¢c deger
problemini diistinelim.Teoremin 2.6.1.1°in sartlar1 saglanir ve Onerme 2.5.4.1’den

yola ¢ikarak u = (x,y,z) formunda liggensel bir ¢6ziim arastiracagiz. Denklemi

x'= —z—2et
y'= -y
z'= —x+2et

formunda adi diferansiyel denklem sistemine ¢evirirsek buradan ¢oziim
u(t)=(et—2e%0,2et — e t) ,t € (0,)
seklinde olur.

Coziime ait grafik asagida verilmistir.
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Sekil 2.6.1.1: Bulanik diferansiyel denklemin Hukuhara ¢6ziimii



Ornek 2.6.1.2:u’ —2e~t (—1,0,1) = —u, u(0) = (—1,0,1) denklemini ele alalim. Bu

durumda asagidaki adi diferansiyel denklem sistemine doniistir.

x'—2et=—z
y'= -y
z' +2e7t=—x

Buradan ¢oziim olarak u(t) = (e7¢,0, et ) elde edilir. Fakat bu durumda

u(t+h) ©u(t) ve u(t) © u(t+h) H-farklari mevcut olmayacagindan u,
H- diferansiyellenebilir olmayacaktir.(Sevim, 2012)

Ornek 2.6.1.3: u' +u=2e7%(—1,0,1), u(0) = (—1,0,1) biciminde olsun. O halde
denklemin ¢oziimii u(t) = (—1,0,1)e t(1 + 2t) bi¢iminde elde edilir.

t yerine t+ h almirsa u(t + h) = (—1,0,1)e *""(1 + 2t + 2h) olacak sekilde elde
edilir. u(t + h) © u(t)= [2he "t +2t+1)e t (e ™ — 1)](—1,0,1) H-fark1 vardr.
Benzer sekilde u(t) © u(t — h) H-farkin1 da gorebiliriz. Boylece u(t) denklemin

bir ¢oziimiidiir. (Sevim, 2012)

Ornek 2.6.1.4: u'= —u(2,3,4), u(0) = (—=1,0,1) bulanik diferansiyel denklemini ele

alalim.

u(t) = ce t@34 4(0) = (-1,0,1)
—4-t)

u(t) = (c;e™% c,3e73 cqe

u(t)= (—e %,0,e™*) olarak 06zel ¢oziim elde edilir. t yerine t+ h alarak
Hukuhara farkim  uyguladigimizda u(t + h) —u(t) = (2e7%t, 0, —4e~* )olur.

Denklemin Hukuhara diferansiyellenebilirligine sahip olmadig1 goriiliir.
2.6.2. Zadeh genisletme prensibi ile diferansiyel denklem c¢oziimii
Teorem 2.6.2.1: Kabul edelim ki

filtoto +p] X [x0-q, %9 +q] X B(apr) » R

(burada BR" (a,,7) = {a ER": |la —ayll <t} € R" Oklid normuyla birlikte ||. ||
R™’de kapali yuvar1 simgeler.)
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Ikinci degiskene gdre f’nin Lipschitz oldugunu kabul edelim.

Bir Lyvardir oyle ki ||f(t,x,a) — f(t,y, )|l < Li llx — yll.

Ayrica Ugiincii degiskene gore f Lipschitz sartini saglar. Yani,

lf(t,x,a) — f(t,y,D)I < L, |lla — b|| olacak sekilde L, vardir. O zaman
x" = f(t,x,a),x(ty) = x, baslangic deger problemi tek ¢dziime sahiptir.
Ayrica bu ¢ozlim baslangi¢ kosuluna ve parametreye gore siireklidir.

(Diamond ve Kloeden, 2000)

Tanim 2.6.2.1: A, X, € Rebulanik sayilar ve f, f fonksiyonunun Zadeh genisletmesi
olsun. X'=f (t,X,4),X(t,) = Xo, X :[toto+p]— Re coziimine sahiptir. X ise

x'" =f(t,x,a),x(ty) = xo klasik probleminin ¢dziimii olan

x:[to,to + p] = R ‘nin Zadeh genislemesidir. (Bede, 2013)

Teorem 2.6.2.2: f: [to, to +p] X [x0-q,%0 + q] X B (ay,r) =R olsun.
f’nin ikinci ve iigincii bilesenlere gore Lipschitz oldugunu kabul edelim. Yani;
Bir L; > 0 vardir dyle ki ||f(t,x,a) — f(t,y,a)|| < Ly |[x — yl| ve
If(t,x,a) — f(t,y,D)|| < L, |la — bl olacak sekilde L, > 0 vardir. O zaman

X' =f (t,X,A),X(ty) = X, ; iyi tanimh ve siireklidir. Ayrica X’in  seviye
kiimeleri

XT = X(t, (XO)T'AT) = {x(t'XO' a) t Xo € (XO)Tfa € AT }' x(t'XO' a)'
x"=f (t,x,a) x(ty) = x, klasik probleminin tek ¢Oziimiidiir. (Bede, 2013)

Ispat: Teorem 2.6.2.1°¢ gore, x' = f(t,x,a),x(t;) = x, problemi tek ¢dziime
sahiptir. Teorem 2.4.2.2 ‘den x (t,xy,a )’nin Zadeh genisletmesi tektir, iyi tanimlidir
ve stireklidir. Bunu X(t,xq,A ) ile simgeleyelim, Ayrica Teorem 2.4.2.2’den

r € [0,1] olmak {izere seviye kiimesi

X, = x(t,(x0)rAr) = {x(t,x9,a) : X9 € Xg,a € A} olur.
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x'=—(1,23).x

2(0) = (1,2.3) bulanik baslangic deger problemini ele alalim.

Ornek 2.6.2.1: {
Genisletme prensibini kullanarak bu problemi

{x N :a.x baslangic deger problemine doniistirdiigiimiizde ¢oziim
x(0) = x,

—at

x(t) = xpe olur.

Zadeh genisletme prensibiyle bulanik ¢ozimii x(t) = (1,2,3) e"(+23¢ olarak elde

ederiz.
Seviye kiimelerini yazacak olursak
x(O)y =(1+71)e Gt

x(t)f= (3 —1) e~ (1#Mt  geklinde elde ederiz.

3.0

2.5

2.0 xg (t)

1,5

1.0 Y

0.5 xo(t)

»
>

0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0

Sekil 2.6.2.1: Bir bulanik diferansiyel denklemin Zadeh genisletmesine dayali ¢6zimii

Ornek 2.6.2.2: p; =(1,24) ve p, =(1,3,4) iki iiggensel bulanik say1 olmak

uzere
{y’ = p2Xy
y(0) =p,

Bulanik diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.
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xZ
Zadeh Genisletme Prensibiyle denklemin ¢dziimii y=(1,2,4).e >z

olarak bulunur. Seviye kimesi ile yazacak olursak
pi=[14—2r]
po=[2r+1,r+ 4] olur.

Sonug olarak;

xZ
T, e(2T+1)7

yx)” =

xz
y(x)* =(4—-2r) "7 olr.

2.6.3. Giiclii genellestirilmis diferansiyellenebilirlik altinda diferansiyel

denklemler

Yardimer Onerme 2.6.3.1: x € R olsun. Oyle ki x,= [x7, x}], r € [0,1]
fonksiyonlar1  diferansiyellenebilir, x~ artan, x* azalandir, her o € [0,1] i¢in

(x7)' = ¢y ve (x})' < c, olacak sekilde c; > 0 ve c, <0 sabitleri vardir.

fila,b] = Ry t’ye gore siirekli olsun. f; (t) ve f;H(t) seviye kiimeleri,

a €[0,1] ve t €[ ab]ye gore

- +
% ve % smirli kismi tiirevlere sahip

olsun.
Eger
a) xy <xi
veya
b) x{ = x{

ve [f(s)];’in gekirdegi hers € T =[a,b] igin sadece bir elemandan meydana

geliyorsa, o zaman bir h vardir 6yle ki; hert € [a,h]icin h > a olacak sekilde

x O fat f(s)ds H-farki mevcuttur. (Bede ve Gal, 2010)

Ispat: Eger (u™-v~,u*-v*) fonksiyonlar1 bulanik say1 belirtirse, iki bulanik

saymm H-farki u © v vardrr,
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Kabul edelim ki u © v = zolsun. Bu, z + v=u ifadesini gerektirir ve 7- seviye

kiimeleri

[z7. 2t 1+ (o7 v 1= [ur, ]
Bir bagka deyisle

Zr=Uy — Uy

:ug_v;a a €[0,1]

Teorem 2.3.1’den u @ v vardir, (u™ — v—,u” —v*) bir bulanik sayr tanmmlar.
Dahasi, teorem 2.3.1 ‘in gerektirdigi sag ve sol stireklilik saglanir, u © v'nin

varligi

+

v{ — vy <uf —ug ifadesine esit olur. u~ — v~ azalmayan, u™ — vt artmayandir.

Bu sebeple;

x O fat f(s)ds ifadesinin varhgmi ispatlamak igin
[, f(s)ds] - [f, f(s)ds]T < xi — x5 =ap (x1)
| fat f(s)ds]; azalmayan,

— [ fat f(s)ds]t artmayan oldugunu gostermek gerekir.

Ama

[f f(s)ds]a —[f fa (s)ds, f fa' (8)ds] yukaridaki sartlar1 saglar ve
[, saplf()]1ds < cap ([x])

@) - [, 245> 0,va €[0,1]

(xa)'—ftaf“(s)d <0,Va €[0,1]ye esittir.

f siirekli oldugundan smirhdir ve ¢ap[f(t)], fonksiyonu da smrlidr.

cap[f(t)]y < M, t € [a,b] olacak sekilde bir M sayisi var olsun.
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Ayrica her zaman fat cap[f(s)];ds < M(t — a) olur.
Teoremin ifadesindeki a sikkmnin varligini kabul edelim.

O zaman, her t € [a,a + ¢ap([x];) / M ] oldugunda, M(t —a) < c¢ap([x];) elde

ederiz.
Yukaridaki esitsizlikten fat cap[f(s)]1ds < cap([x];) kolayca elde edilir.
Kabul edelimki M;,M, >0 ve Vs € [ab]ve a € [0,1] igin

Afs(s)
<My ve |

|m < M,olsun.

Jda

Her a € [0,1] i¢in (x;)’ = ¢; oldugundan

f:%ds <(t—a)M;<c; <(xz),Vt€[aa +1Cw_1 ] elde ederiz. Bu ise
1

Her a €[0,1] ve t €] a, a+lcw—1] icin x; — f:fa‘(s)ds, a’ya gOre azalmayan
1
olmasini gerektirir.

Benzer olarak, her a € [0,1] i¢in (x})’ < ¢, oldugundan

+
—f;% < (t—a)M, < |cy| < —(x2) elde ederiz.

Ohalde Vt € [a,a+|lcw—2|] ve her a €[0,1] icin
2
Xy — fta f;t(s)ds, a’ya gore artmayandir.
Yukaridaki sonuglardan her t € [a, h] i¢in, x © fat f(s)ds mevcuttur, Buradan

h = min {1Cw_11’ %, —wpgx])l 1>0

Eger b sartin1 kabul edersek bu durumda her s € [a, b] i¢in ¢cap([f(s)];) )=0, ve
her ¢ € [a,b] icin J;" gap([f(s)])ds = cap( [x]1)=0,

Diger iki esitsizlik her t € [a,a + h] i¢in yukaridaki ispata benzer sekilde elde

edilir, burada
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. C [ o .
h = min {M—l, lM—Zl} > (0 olur ve yardimci Onerme ispatlanir.
1 2

Not 2.6.3.1: u bir bulanik say1 olmak tizere u, =[u;,u;} ], r € [0,1] bulanik

saymin seviye kiimeleri olsun. u;f — u; ifadesine ¢ap denir ve ¢ap(u,.) ile gosterilir.

Asagidaki teorem genellestirilmis diferansiyellenebilirlikle verilen bulanik diferansiyel

denklemin ¢oziimlerinin varlik ve tekligiyle iliskilidir.

Teorem 2.6.3.1: Ry = [to,to +p] X B(x0,9), 1,q > 0, xg ERz ve f:Ry > Reg

sirekli ve asagidaki sartlar saglanir:

DD (f(t,x,f(t,y))< L - D(x,y), ¥V (t,x),(t,y) € Ry olacak sekilde bir L > 0

sabiti vardir.

ii) [f(t,X)]e = [ fa (t,x), fiH (t,x) ], f'nin seviye kiimelerinin gdsterimi olsun. O

zaman

fo s fa: Ry »R, @ € [0,1]’e gore smirli kismi tiirevlere sahip olsun, simirlar
(t,x) € Ry’dan ve «a € [0,1]’den bagimsiz.

iii) x; ve x§ fonksiyonlar1 diferansiyellenebilir ve (x,); = c; olacak sekilde

c, >0 var ve (xg)f <c,olacak sekilde ¢, <0 vardir. ayrica asagidaki ihtimaller

s0z konusudur.
a) x] <x{ diryada
b) Eger x{ = x;

ise o zaman [ f(t,x) ]i’in ¢ekirdegi her (t,x) € R, i¢in sadece bir elemandan

olusur.

Bu taktirde bulanik baglangi¢ deger problemi x'(t) = f(t,x),x(ty) = xo k>0
icin [ty, ty + k] araliginda tanimli iki ¢oziime sahiptir. [3]

Ispat : Yardimc1 &nerme 2.6.1.2 ve 2.6.3.1’i kullanacagiz. Teorem 2.6.1.1°deki
varlik sonucu, Hukuhara diferansiyeline sahip ¢6ziimiin varligini1 garantiler. Burada

diger ¢oziimiin varligini ispatlayacagiz.
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Ik olarak, (i) ve (iii) varsayimlarina bakalim. Yardimci &nerme 2.6.3.1

0 < c < p igin ve hert € [ty ty,+c] igin x,© (—ftz F(t,x(t))dt) H-farkinin

varligin1 garantiler.

Ry =[to, to + c] x B( x¢, @), Ko =C ([to, to +c], Rz ) ve
operator Q : Ky, = K,

Simdi

Q(xo) (1) = xo

QX)) = x, O ( ftz F(t,x(t))dt tanimlayalim.

Q, ¢’nin secimiyle birlikte [tg, £y + c] lUzerinde 1iyi tanimhidir. Yardimeci Onerme

2.6.1.2 ve teoremin (i)deki Lipschitz sartindan, f smirhidir ve

D(Q)(6),x%0) < [ D(f(t,x(6)),0)dt < M(t—ty),

burada, M = sup g, D(f(t,x),0)dir ve esitsizlik Yardimci Onerme 2.6.1.2°ye

gore saglanir.
d = min { c, % V ve K;=C ([to,to+ d],B(xp,q)) olsun.

O zaman Q :K; = C([ty, to +d], Rr) kisitlamasiyla D( Q(x)(t),xo) < q elde
ederiz. x € K; gosterir ki Q(x) € K; ve K;,tam metrik uzayin kapali bir alt uzay1

oldugundan tamdir.

Simdi Q’nun bir biiziisme oldugunu gosterelim:
D (QG)(®, e ®) < f; D (f(6,x0). f(t,y(®)) dt
< 2L(t —ty) D(x,y)

Eger k < min { d,i} segersek, Q bir biizlisme olur. Banach sabit nokta teoremi,

Q sabit noktasinin varhigim1 gerektirir. Sonuca varmak i¢in Q’nun sabit noktasinin

Tanim 2.5.3.1’in (i1) sikkindaki gibi genellestirilmis diferansiyellenebilir oldugunu
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gorebiliriz ve bu sabit nokta her t € [ty, to+k] icin x'(t) = f(t,x),x(ty) = X

bulanik baslangic deger probleminin bir ¢oziimiidiir.

Teorem 2.6.3.2: Kabul edelim ki Ry = [to,to+p]xB (x0,q9),p > 0,%, €E Ry ve
V a € [0’1] lgln f: RO_) IRT Oyle kl [f(t’ x)]a: fa_(ta xt;a x;(- )a fa+( ta xt;a x;(- )] Olsun

ve asagidaki ifadeler saglansin.

() f,F(t, x5, x}) essiirekli ve ikinci ve iigiincii bilesene gore diizgiin Lipschitz olsun,

yani; V (t,x), (t,¥) € Ro, & € [0,1] igin

Ifif (6 xz,x3) — fF(tye, yD| <L (xz — vzl +Ixt —yi|) olacak bigimde en az

bir L > 0 mevcuttur.

(ii) £, o7+ Ro— R fonksiyonlar1 a € [0,1]’¢ gore smirli ve kismi tiirevlere sahip ve

bu smirlar a ve (t, x)’den bagimsiz olsun.

(iii) x; ve x¢ fonksiyonlar1 diferansiyellenebilir, her a € [0,1] i¢in ve (xq); = ¢4

icin ¢,;>0, (x0)* <c,i¢in ¢, < 0 olsun.
Ayrica asagidaki thtimalleri diigiinelim:

a) (x0)1 < (x0)1

ya da

b) Eger (xo)7 = (x0)T ise o zaman [(t,x,u)];’in ¢ekirdegi her (t,x) € R, i¢in

sadece bir elemandan olusur. [x]; ve [u]; de sadece bir elemandan olusur.
Bu taktirde
X’(t) :f(t' X), x(tO) =X

bulanik baglangi¢ deger problemi [t,, t, + k] lizerinde asagidaki iki adi diferansiyel

denklem sisteminin birlesimine esittir.

(xz)' = fa (t,xz(8),x3(t))
(x3)' = fa (t,xz (), x5 () , a €[0,1] (1)
Xg (to) = (x0)a xa (to) = (x0)&
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(xx) = fo' (t,xz(8), x5 (1))
(x3)' = fo (t,xz(0),x5(t)) , a €[0,1] )
Xg (to) = (x0)a xa (to) = (x0)&

(Bede, 2008)

Ispat: Teoremin (i) sarti, her sabit @ € [0,1] icin (1) ve (2) denklem sistemlerinin

tek ¢oziimiiniin varligmi garanti eder. Bu ¢dziimleri swrasiyla (x7)Y, (x2)%, (x7)%

ve (x))¥ ile gosterelim. f, ‘nin essiirekliligi, bulanik degerli fonksiyon olan

f’nin siirekliligini garantiler.

f fonksiyonunun (i) kabuliinden dolayr standart Lipschitz sartni sagladigini

soyleyebiliriz. Tim bu sartlar bulanik baslangic deger probleminin x! ve x%

coziimlerinin varlik ve tekligini garantiler.

[xa=[(xDz, (DG ve [x"]o=[(xM)z, (x™)F 1. @ € [0,1] olsun.

Bu taktirde, x‘ Hukuhara diferansiyellenebilir oldugundan

[(xD) e =[((xDz), (xDD)' ] yazalir ve (xD)g, (x))¥, (1) sisteminin ¢dziimleridir.
(x2)%, (x})t sistemin tek ¢oziimii oldugundan

((xHz, HE)Y=((x2)5 (x)H, YV a €[0,1] elde ederiz.

Benzer nedenle (ii)-diferansiyellenebilir ¢6ziim

[ () 7e =MD, (x™)2)'] esitligini saglar.

Bu yiizden ( (%), (x)% )= ((x2)%, (xD)¥), V a € [0,1] olur.

Sonug¢ olarak baslangic deger probleminin ¢oziimleri tam olarak (1) ve (2) de

verilen sistemlerin ¢oztiimleridir.
Teorem 2.6.3.3: Kabul edelim ki Ry=[ to, to + p] x ( B(xo, p) NRy), p > 0,
X9 € Rrve f: Ry = Ry Oyle ki;

fltx)=(f~(t,x7,x'x%), f1(t,x",x%x"), fH(t,x7,x',x*)) olsun ve asagidaki

ifadeler saglansin:
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i) f~, f, f1 siirekli ve iki, ii¢ ve dordiincii bilesenlere gore Lipschitz sartin1 saglasim.

ii) xo=(xg,x3, x§) trivial olmayan bir liggensel say1 dyle ki x5 < x3 <xg

Bu taktirde

(a) Baglangic deger problemi x'(t) = f(t,x), x(ty) =xo [to,to +k] arahgmda

iki tane tlicgensel degerli ¢6ziime sahiptir.
(b) Baslangi¢ deger problemi asagidaki iki adi diferansiyel denkleme esittir.

( x7)' = f7(t, x~,x'x*")
4 D' = f1(t, x7, 2t xt)
|
\

(xY)' = fr(t,x",xLxt) )
x~(ty) = xg, x1(ty) = xd, x7(ty) = x¢
x)' = fr(t,x",x"x*)
4)

x*)' = f~(t,x",x1x™)
x(to) = x5, x1(to) = x§, x*(ty) = x¢

(
j @' = f16x,xhxt)
I
\

Ispat: f iiggensel degerli oldugunda, x'(t) = f(t,x), x(ty) =x, ¢oziimlerinin de
iicgensel degerli oldugunu gormek kolaydwr. (i) ve (i1) sartlar1 bulanik baslangi¢
deger probleminin lokal olarak iki tek ¢Oziimiiniin oldugunu garantiler. Teorem
6.3.2°deki sartlar saglanir ve (1) ve (2) problemleri sirasiyla (3) ve (4)’te verilen
problemlere karsilik gelir ve ispat tamamlanir. (Bede, 2013)

Ornek 2.6.3.1: Homojen denklemle baslayalim.
x'=-x, x(0) =(-1,0,1)

(1)- diferansiyellenebilirligi aslinda Hukuhara diferansiyellenebilirligi oldugundan,

x(t) =et(—1,0,1) ¢oziimii elde edilir.
(ii)-diferansiyellenebilirligi altinda x(t) = e~ (—1,0,1) ¢oziimii elde edilir.

Iki ¢oziim asagidaki sekilde gosterilmistir.
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v

0 02 04 06 08 1.0 12 14 16 18 20
Sekil 2.6.3.1: Bulanik diferansiyel denklemin iki ¢oziimii

(biitiin ¢izgi (i)- diferansiyellenebilir ¢o6zliim, kesikli ¢izgi (ii)-diferansiyellenebilir

¢cOzlimii gostermektedir.)
Ornek 2.6.3.2: x'=—x+e t(—1,0,1), x(0) = (-=1,0,1)

Genellestirilmis  diferansiyellenebilirlik (1) ve (i1) sartlar altinda (1)-

diferansiyellenebilirliginden

ve x(t) = (%e‘t - %et, O,%et - % e t) ¢ozimii elde edilir.
(11)-diferansiyellenebilirliginden

() = —xg +et

X1 ==X
(x0) = x5 — e~

t
ve
x(t) =e (1 —1t)(—1,0,1) ¢oziimiinii elde ederiz.

Bu iki ¢6zlimiin grafigi asagidaki gibidir.
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v

0 01 0203 04 05 06 07 08 09 1.0

Sekil 2.6.3.2: Bulanik diferansiyel denklemin iki ¢oziimii

(biitiin ¢izgi (i)- diferansiyellenebilir ¢oziim, kesikli ¢izgi (ii)-diferansiyellenebilir

¢cOzlimii gostermektedir.)

2.7. Birinci Mertebeden Bulanik Diferansiyel Esitsizlikler

Asagida reel degerli fonksiyonlar i¢in verilen iki 6nermenin ispati kolaylikla yapilabilir.
Yardimar Onerme 2.7.1: u € C*([0,T, R) ve MER, M > 0 &yle ki

u'(t) + Mu(t) < 0,t €[0,T] ve u(0) < 0 veya u(0) < u(T) olsun. Bu taktirde
u(t) < 0 olur.

Yardimer Onerme 2.7.2: u € C'([0,T],R) ve MER, M > 0 &yle ki

u'(t) + Mu(t) = 0,t € [0,T] ve u(0) = 0 veya u(0) = u(T) olsun. Bu
taktirde u(t) = 0 olur.
Tanim 2.7.1: x,y € Rf olsun. x < y olmas1 i¢in gerek ve yeter sart x, < y,-

ve x; < yF, r €[0,1] olmasidir. (Rodriguez-Lopez, 2007b)

Tanim 2.7.2: x,y € Rf olsun. x <y olmasi i¢in gerek ve yeter sart x, = y,
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ve x;t < yF, r€[0,1] olmasidir. Burda x, €y, dir. (Rodriguez-Lopez, 2007b)

Bu iki sirralama arasindaki onemli bir fark; x < xgp oldugunda x < x4 olacak

sekilde bir x bulanik sayis1 yoktur. Yani; bos olmayan kiimeler x, € {0} olur. O

zaman x ,={0}’ dir ve x = xp)’dir. Ayrica x < xgq olacak sekilde bulanik sayilar

vardir. Ornegin; x_q .

Yardimar Onerme 2.7.3: Asagidaki ozellikler gegerlidir.

) x,y ERp, x=y & x <yvex=y

ii) x,y,Z € Rg, x < y oldugundax +z < y + z olur.

1) x,y,ZZWERs, x < yvez <wisex +z < y+w
ivVyx,y ERrp,x <yveM€eR M >0 ise Mx < My olur.
Yardimar Onerme 2.7.4: Asagidaki ozellikler gecerlidir.

) x,y ERp,x=ySx < yvexzy

1) x,9,Z ERs,x < y oldugundax +2z < y + z olur.

) x,y,ZWeERs, x S yvez S wisex +z < y+w

iv)x,y ERrp,x < yve M € R, M > 0 ise Mx < My olur.

Yardimar Onerme 2.7.5: T > 0 ve f,g € C([0,T], Rz ) olmak iizere
t t

f<g=> fo f(s)ds Sfo g(s)ds, t € [0,T]

f<g= fotf(s)ds <f0tg(s)ds, t € [0,T] ozellikleri saglanr.

(Diamond ve Kloeden, 1994)

Teorem 2.7.1: u € CY([0,T,Rz) ve M € R,M > 0

@) u'(t) + Mu(t) = X3, t € [0,T] ve u(0) = Xy ise, o zaman u(t) = X

olur.
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(i) u'(t) + Mu(t) < X3, t € [0,T] ve u(0) < Xy ise, o zaman u(t) < X(p

olur.
Benzer sonuglar < ve > i¢in de gegerlidir.(Rodriguez-Lopez, 2007b)

Ispat: [u(t)],= [uy (), uf(t), r € [0,1] ise o zaman u; ve uf CY([0,T], R)’de

fonksiyonlardir.
(i) ve > esitsizligini diisiinelim. Her r € [0,1] i¢in
W?)'() +Mus (6) 20, (@H)'()+Muf(©) =0, t € [0,T] ve

u;(0) =0,ut(0) >0 ise 7.2.Yardimcit Onermeden u; (t) =0, uf(t) =0 olur ve

u(t) = xgy dir.

> i¢in seviye kiimesinin sol smir1 farkli davramig gosterir.

(uy)' +Muy < 0,t € [0,T], ur(0) <0, 2.7.1.Yardimc1 Onermeden u; < 0 olur.
Bu yiizden u(t) > x (o) ‘dir.

(1))’nin ispat1 benzer sekilde elde edilebilir.

Teorem 2.7.2: u € C1([0,T],Rz)ve M € R, M > 0 dyle ki

u'(t) + Mu(t) = Xy t € [0,T] ve u(0) = u(T) ise o zaman u(t) = Xy olur.

Benzer sekilde > i¢in de gecerlidir.(Rodriguez-Lopez, 2007b)

Ispat: Teorem 2.7.1’in ispatinin benzerini kullanarak, C*([0,T], R )’ye ait olan u;,

u; fonksiyonlarini ve

her r € [0,1] igin = esitsizligini disinelim. (u;)'(t) + Mu, (t) = 0,
WH)'(t) + Muf(t) =0 ve u;y(0) =u,(T), u;(0) =uf(T) oldugundan
ve 2.7.2.Yardimct Onermeden her € [0,1] ve t € [0,T] igin

uy () =0, uf(t) =0 elde ederiz.

Bu dau(t) = X olmasmi saglar.

> i¢in ve seviye klimesinin u, sol smir1 i¢in
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W) () +Mu; <0, uy(0) <u;(T) ve 2.7.1.Yardimec1 Onermeyi uygulayarak
u; <0 elde edilir, bu yiizden u(t) > Xy, olur.

Not 2.7.1: Eger u(0) = u(T) ise o zaman u; (T) < u;-(0) ve uf(T) < u;(0) olur.
Bu yiizden her seviye kiimesinin ¢api ¢ap([u(t)],) =wf(t) —u;(t) t degiskenine

gore artabilir.

Ayrica, u(0) = u(T), [(u(T)], € [u(0)], oldugunu gosterir. Bu u’nun Hukuhara
diferansiyellenebilirligi ile ortaklasa olarak saglar ki [u(t)],=[u(0)], ve bu

ylizden u’nun seviye kiimelerinin ¢api sabittir. ¢ap[u(t)],=cap[u(0)], olur.
Teorem 2.7.3:u € C1([0,T],Rx)ve M € R, M > 0 dyle ki

u'(t) + Mu(t) = Xy ve u(0) <u(T) olsun.

O zaman u(t) < X olur.

Benzer sonuglar kismi siralama > i¢in gegerlidir. u'(t) + Mu(t) < X olmast  u'(t)

+ Mu(t) = xgo olmasim saglar.(Rodriguez-Lopez, 2007b)

Daha oOncesinde bir fonksiyonu xgo; ile nasil kiyaslayacagimizi gordik. Simdi iki
farkl1 bulanik fonksiyonu nasil kiyaslayacagimizi gorecegiz. Reel uzayda, x ve
y’yi kiyaslarken x —y farkim1 sifir fonksiyonla kiyaslariz. Bulamik uzayda, bu

saglanmayabilir, o ylizden Hukuhara farkini diisiinecegiz.

Yardimci Onerme 2.7.6: x,y € Ry ve x Oy y Hukuhara farki var olsun.

X <y ©xOuy < X olur.

Benzer sonu¢ < parcali siralamasi icin de ¢ikarilabilir.(Rodriguez-Lopez, 2007b)

Ispat: (x Oy y)r =[x — ¥7, x5 — y ], herr € [0,1] igin,

Xr Syr Xy —y7 <0
x=y {X,T Sy,j' {X,T— 7:" <0 < x@HySX{O} olur.

< kismi siralamasi icin

Xr 2 Yr {xr‘—yr‘ =0

x<y@{+ +
Xy = Yr x;'—y;'SO
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x Oy y’nin varhg x; —y” <x} — y7 olmasmi saglar. Bundan dolay1
Xy —yr =xf— yf =0,

(x ©g ¥)r = {0} veya (x Ox y) < Xy 1is€ O zaman (x Oy y)= X(o} V€

X =Yy +Xxqbu ylzden x < y olur.

Yardimer Onerme 2.7.7: Kabul edelim ki x,y : [0,T] = Rg diferansiyellenebilir ve
Hukuhara fark fonksiyonu x O y : [0,T] = Rg, (x O y)(t)=x(t) ©Ou y(t),
t € [0,T] ile verilen fonksiyon var ve Hukuhara diferansiyellenebilir olsun. O

zaman

[((x ©u )]y = [()' () — )’ @), (1) (6) — (7)) (B)] olur.(Rodriguez-Lopez,
2007b)

Ispat: ¥V t € [0,T] igin

(x©Ony) (t+h) O (xOny) (1) (x @H y)l(t))

0= limy_ o+ SUPye[o,1] du( h

(e =y (t+R), xf =y ) (t+R)]Ow [(xF —yr) (t+h),(xf —yi) (D]
h

=limy_o+ SUPrejo ) da (.

)

(xOuy)' (D)

r (t+h)—yr (t+h)—x7 +yr (8) N
SO CN O (x O y)7)' (0],

=limy_,o+ SUPye[o,1] Max {

F(t+h) =yt (t+h) —xt +y7 () ,
e A R CEETBIGIE

Bu saglar ki;

- e + .yt
((x O )7 () = limy, o TR0 _ WEX D) = (x2y'(8) — (37)' (1)

\

((x@uy)F) () = (")) — (")'(t) olur.

Not 2.7.2: Rf’deki x ve y elemanlarmi kiyaslamak icin x ©yy veya y Oy x
Hukuhara farklarinin  varhigi gerekli degildir. Eger x, ©y v, veya y,. Oy X,

Hukuhara farklar1 varsa, o zaman bulanik sayilar kiyaslanabilir.
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Ornegin;

Xr OQn ¥r 20, cap(x,) = cap(yr)

Vv Oy x- <0, cap(x,) <cap(y,) ise o zaman x = y’dir.
Eger cap(x;)=¢ap(y,) ise¢ x, Oy yr 20y Oy x, <0
Ornek 2.7.1: x = (0,1,2) iicgensel bulanik sayismi diisiinelim.

t, tel0,1]
x(t) = {2-t, te[l,2]

0, diger durumlarda

Seviye kiimesi x,=[r,2 —r] ile verilir.

Yamuk bulanik say1 y;

7
-7, te[-,1
[ i ]
9
1, te[2,—
y(t) = [ 2]
10—-4¢, te[g,é]
42
0, diger durumlarda
1le tanimlansin.
r+7 10-r

seviye kiimeleri y, =[T’T]’ vr € [0,1].
seviye kiimelerinin caplari; cap(x,)=2 — 2r, gap(yr)zg';l olur.
Vre|o, Z] icin cap( x,-) = cap(y,) olur. x, ©p y, vardir.

r+7 10-r 3r—=7 —-2-3r

xr@Hyr:[raz'r]@H[T' 4 ]:[ 4

1=0

) —_

4

re (Z, 1] i¢in cap(y,) > ¢ap(x,), bu yiizden y, Oy x, vardir ve

r+7 10-r -3a+7 2+3a
yr@er:[Tr 4 ]>0

4 7’ 4 1T

19 [r,2—7r]=]
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Bu gosterir ki x < y dir. (Rodriguez-Lopez, 2007a)
A

1

v

7/4 2 94 52

Sekil 2.7. 1: Iki bulanik saymnm kiyaslanmasina 6rnek

Not 2.7.3: Siralama bagmtis1 < icin, y < x, X, €y, ifadesine esdegerdir. Bu

yiizden cap(y,) <e¢ap(x,), her r i¢in, ve cap(x,) —¢ap(y,-), x ve y’yi kiyaslayabilmek

icin sabit isarete sahip olmalidir.
I=[c,d] oyle ki; eger ¢ <0 < dise I3 0olur.(es olarak; {0} S 1)

Eger cap(y,) =¢ap(x,.) ve x, O ¥ =20, yani x, Oy y, 2 {0} ise o zaman

Yy < x olur.

Eger cap(x,) =cap(y,) ve x, Oy yr <0,yanix, Oy ¥, €{0} ise o zaman
X, Oy ¥ ={0} ve x =y olur.

Eger cap(x,)=cap(y,) ise o zaman X, Oy ¥, 20 & y, Oy x, < 0 olur.

Buday, ©p x,, = {0} ifadesine denktir.
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Ornek 2.7.2:

1
2+, rel-1-]

x(t) = Lorel5.7]

2(t-1), te [%,1]

0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan x yamuk bulanik sayisimi diistinelim.

. . . r—2 2-r
seviye kiimeleri x, = [—=,—]

—t+1, te[0,1]
y()=1 t+1, te[-1,0]

0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan y = (—1,0,1) ii¢cgensel bulanik sayisini diistinelim:
seviye kiimeleriy, = [r — 1,1 —1r] olur.

cap(x,) =2—1r =2 —2r =¢ap(y,) olur. Sonu¢ olarak x, Oy y, farki vardr,
Ayrica, x ©y y farklar1 yoktur,

-2 2—
X Op o=l 5 10ur =11 =11 =[-3,7]
Ve bu kiimelerin ¢aplar1 r’ye gore artandir. Bu ylizden bulanik say1 tanimlamazlar.

Xy O ¥r 2 {0} olmasini kullanarak x > y elde ederiz. (Rodriguez-Lopez, 2007a)

A

v

-1 1
Sekil 2.7. 2: 1ki bulanik saymnin <-karsilastirilmasma drnek
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Ornek 2.7.3: < sralamasi icin x, drnek 2.7.2°deki

y = (0,1,2) ticgensel bulanik sayisini gostersin.

r—2 2-r

2

% On =[5~ 15 1)

’T] ve ¥, = [r,2—7r] her r € [0,1] i¢in.

yamuk bulanik

Xr O ¥r < 0 olur. Dolayisiyla x <y olur. (Rodriguez-Lopez, 2007a)

A

-1

Sekil 2.7. 3: Iki bulanik sayismin kiyaslanmasima drnek

say1y1

Yardimer Onerme 2.7.8: x, v,z € Ry olmak ilizere xOyz ve y©yz Hukuhara

farklar1 var olsun, o zaman

X<y = xOpz <yOyz

Ayni ifade < kismi siralamasi i¢in de gecerlidir.(Rodriguez-Lopez, 2007b)

Ispat: Egerx < y ise x; <y, x5 <y', herr € [0,1] i¢in ve bu yiizden

Xy —yr S ¥ -z

+ +

+
Xy — YVr

< Yr — Z;-
olur. Buradan x@yz <yOpyz elde edilir.
Benzer sekilde x < y olmas1 saglar ki

v < x7 ve x <y dir.

Bu ylizden x;, —z, =y, — z,,

+ + + +
Xy — Zy <yr — Zy
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Eger x Oy z<y Oy z ise 2.7.3.Yardimc1 Onermeyi kullanarak
x= (x Oyz)+(yOpuz)+z = y elde ederiz.

x ve y’nin Hukuhara farkina gerek duyulmayan asagidaki karsilastirma sonuglari

daha kullanighdir.

Cl([c,d], Rg) gosterimi u: [¢, d]— Ry bigiminde tanimlanan siirekli ve Hukuhara

diferansiyellenebilir fonksiyonlarinin kiimesini temsil eder.
Teorem 2.7.4: x,y € C1([c,d], Rz) ve M € R, M > 0 &yle ki;
x'(t)+ Mx(t) <y'(t)+ My(t),t € [c,d],

ve x(c) < y(c) ise

x(t) < y(t)’dir.(Rodriguez-Lopez, 2007b)

Benzer sonuglar < i¢in de gecerlidir.

Ispat: [x(O)],=[ %7 (©), % ()], YO~y (©), 57 (©)]

< kismi siralamasi i¢in ve hera € [0,1] i¢in x7, ¥/, x;, y7 C([c,d],R)de

fonksiyonlar ve

() (@) + Mx (8) < (7)) + My, ()

(D)) + MxF () < () + My (1)

x7 (c) <y () vexf(c) <y (o)

Burdan,

(7 —¥7) (D) + M@y —y)() <0, t € [¢,d], (5 —y7) <O
(f =) (O M =y )0 <0, t € [e,d], (xf —») <0
2.7.1.Yardimc1 Onermeden

O = ¥)O=< 0, (¢ —y)(1) < 0 olur.

Bu ylizden x(t) < y(t) olur.
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< kismi siralamasi igin
()'(© + Mxy (8) = ()" + Myz (0), t € [c,d], x7 () = yr (0),
2.7.2.Yardime1 Onermeden (x5 — y;), x5 (t) — y (t) yi saglar.

Sonug olarak, x(t) < y(t) olur.
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3.BULGULAR
3.1.Birinci Mertebeden Bulamk Diferansiyel Denklemlerde Alt ve Ust Céziimler
Teknigi

Tanim 3.1: f €C([ty, to+p]l X Re,Re),p>0 ve  x' = f(t,x), x(ty) = x,

bulanik baslangic deger problemini ele alalim.

w € CY([ty, T],Rg) olmak iizere, eger

{w' > f(e,w®)), t€ltyto+pl
w(0) = x,

saglaniyorsa w, diferansiyel denklemin bulanik iist ¢6ziimiidiir. (Rodriguez-Lopez,

2007a)

v € CY([ty, T],Rg) olmak iizere, eger

{v’ < f(t, (), t € [ty to +p]

v(0) < xo
saglaniyorsa v, bulanik diferansiyel denklemin bulanik alt ¢oziimiidiir.
(Rodriguez-Lopez, 2007a)

Teorem 3.1: f € C([ty,ty + ] X Re,Rz) ve v,w € CL([ty, to + pl,Rg),
t €[to,to+p] x' =f(tx), x(ty) = x0,t € [ty, to + p] bulanik diferansiyel
denkleminin bulanik alt ve iist ¢6ziimii olsun. Ancak iist ¢6ziim tanimindaki >

yerine > alalim. Yani, w’ > f(t,w) olsun.

Eger v(ty) < w(ty) ise, 0 zaman v(t) < w(t) olur.
Ispat: Kabul edelim ki

w' > f(t,w), v' < f(t,v) ve

v(ty) < w(ty,) olsun.

Kanitlamaliyiz ki v(t) < w(t)

Yani 2.7.6.Yardimc1 Onermeye gore vy (t) < w, (t) ve v (t) < w7 (t) olmalidir.
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Eger bu yanligsa bir t; € [¢t,, ty + p] vardir Oyle ki
vy () = wy () ve v (t) = wi (t1)

v (t) <wy(t) ve vi(t) <wi(t) olur.

Bu yilizden yeterince kiiciik h > 0 i¢in

{v{ (& =) <wr (& = 1) olur. Yani;

vf (ty —h) <w/(ty —h)
v(ty —h) <w(t; — h)’drr. 2.7.8.Yardime1 6nermeden
v(t, —h) ©v(t) <w(t; —h) © w(ty) elde edilir.

Her tarafi —h ile bolersek ve h - 0 icin limit alirsak Tanim5.4.2.1°den

yararlanarak

w(t;1—h)Ow(ty)

v(t1—-h)Ov(ty)
-h —-h

limh_)o < limh_)o

v'(t;) = w'(t;) sonucuna ulasilir.

Burdan yola ¢ikarak

Ft,v(t) 2 v'(t) = w'(t) > f(t, w(t)) = f(t, v(t,)) celiskisi elde edilir.
O halde v(t) < w(t) olur.

Teorem 3.2: f € C([ty,ty +P] X Re,Rz) ve v,w € CL([ty, to + pl,Rg),

x' = f(t,x), x(ty) = x9,t € [ty to + p] bulanik diferansiyel denkleminin alt ve

ist ¢oziimii ve y bulanik diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii olsun.
Ancak v' < f(t,v) ve w' > f(t,w) alalim.
Eger v(ty) < y(ty) < w(ty) oluyorsa o zaman v(t) < y(t) < w(t) olur.

Ispat: Ispat1 sadece y(t) < w(t) icin yapalim. v(t) < y(t) ispatlanirken benzer
sekilde ispat yapilir.

Eger y(ty) < w(ty) ise o zaman Teorem 3.1 saglanir.

Kabul edelim ki, y(t,) = w(t,) olsun.
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z(t) = w(t) © y(t) fonksiyonunu tanimlayalim.
Bu fonksiyonun seviye kiimeleri z, = [z, (t),z(t) ]

{ZF O=w®O-y- O
z7 () = w; (8) — ¥ (1) '

(7 ) (t) = (W) (t0) — () (€0) > f (o), wr (t0)) — f (to, 7 (£0)) = 0

Buradan z; (x)’in [ty tyo+ h] gibi yeterince kiicik bir aralikta artan oldugunu
gorebiliriz. Bu yiizden y, (t, + h) < w, (t; + h) olur. Teorem 3.1°1 uygularsak
goririz ki y, (t) <w,(t, her t€]|[ty+hty+p]icin h yeterince kiiciik

sec¢ildiginde teorem z,- i¢in ispatlanir.

Benzer sekilde,

(z7) (t) = (W) (t) — () (t0) > f(to), Wi (80)) — f(to, y7' (£9)) = 0 olur.

zF (t)’nin [ty ty + h] gibi yeterince kiigiik bir aralikta artan oldugunu gorebiliriz.

Y (to, to + h) < wif(ty, ty + h) olur. Her t € [ty + h,t, + p] icin h yeterince
kiiglik segildiginde, Teorem 3.1°i uygularsak goriiriiz ki y,;¥(t) < w, (t) olur.

{y;(t) < wy (t)
v () < wi ()

oldugundan y(t) < w(t) olur.
Benzer sekilde v(t) < y(t) oldugunu ispatlayabiliriz.
Boylece v(t) < y(t) < w(t) sonucuna ulasiriz.

Teorem 3.3:f € C([ty, to + pl X Rg, Reve v,w € C([ty, to + pl, Rg)

t € [ty to + p] bulanik diferansiyel denklemin bulanik alt ve iist ¢dziimii olsunlar.

Kabul edelim ki f(t,x) © f(t,y) ve x © y Hukuhara farklar1 mevcut ve x =y i¢in
flt,x) © f(t,y) < L-(x ©y) esitsizligi saglanacak sekilde bir L pozitif sabiti var

olsun.

Bu taktirde v(ty) < w(ty) oldugunda v(t) < w(t) olur.

Ispat: Oncelikle W(t) = w(t) + & - e?!t fonksiyonunu tanimlayalim.
Seviye kumeleri [W, (t), w,* (t)] olsun.
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{v’v;(t) =w;(t) + - e?t

olur.
wr(t) =wH(t) + e-e?t

%(W;(t)) = %(w;(t)) + 2Le - e?t

> f(t,wr () + f(t, W7 (t)) + 2Lee? t — £(t, W7 (¢))
> —L(#W7(t) —wy () + f(t, Wy (t) + 2Lee?!t
=f(t, w7 (t)) + Lee?!t
> f (& Wy (1))

Ayrica v (ty) < wy (ty) < Wy~ (ty) olur. Buradan v (t) < w,- (t)

£ - 0 icin v7 (£) < wy (t) elde edilir.

Benzer sekilde;

& () = S (W () + 2Le e
> f(t,w (@) + f(t, W (t)) + 2Lee? t — £(t, Wt (¢))
> —L(WF(t) —w (D) + f(t, W (t) + 2Lee?!
=f(t,wr(t) + Lee?!t
> f (& Wy (6)
Ayrica vt (ty) < wi (ty) < Wt (ty) olur. Buradan vt (t) < w,(t)
€ — 0 icin v,f (t) < w, (t) elde edilir.

2.7.6.Yardimc1 Onermeden v(t) < w(t) elde edilir.

Sonu¢ 3.1: Yukarida ispatlanan teoremlerde elde edilen ayni sonuglar <-kismi

siralamasi i¢in de gegerlidir. Teorem 3.3’1i <-kismi siralamasi i¢in ispatlayalim.
f(t,x) © f(t,y) ve x © y Hukuhara farklar1 mevcut ve
flt,x) © f(t,y) < L-(x ©y) sarti1saglansin. v(t,) < w(t,) oldugunda

v(t) < w(t) esitsizligi saglanir mi, inceleyelim.

69



vy (to) = wy (to)

v(to) Sw(to) < {v;f(to) < wt (to)

W) < f(&wy (0))
W) = f (& w (0))

olur.

w' = f(t,w(t)) o {
Oncelikle W(t) = w(t) + €-e?!t fonksiyonunu tanimlayalim.
Seviye kimeleri [W, (t), w,* (t)] olsun.

~_ - 2Lt
{WT ®=w(t)+ c-e olur.

wr(t) =wH(t) + e-e?t

d d
o~ _ - . 2Lt
T\ W (t)) It (WT (t)) + 2Le-e

< f(t,wy@®) + f(t, W7 (t)) + 2Lee? t — f(t, W7 (¢))
< —L(W7(t) —wy (®) + f(t, Wy (t) + 2Lee?!t
=—f(t, Wy (t)) + 3Lee?t
< f (&, Wy (D)
Ayrica wy (tg) < Wy (ty) < v (t,) ise buradan W, (t) < v (t) olur.
wy (t) < v7 (ty) < Wy () ise € = 0 i¢in v (t,) = W, (t,) elde edilir.
Sonug olarak ¢ = 0 i¢in v, (t) = w, (t) elde edilir.

Benzer sekilde;

() = S (W () + 2Le et
> f(t,wt () + f(t, W () + 2Lee? t — £(t, W, (1))
> —L(WF(t) —w; (D) + f(t, W (t) + 2Lee?!
=f(t,wr(t) + Lee?t

> f (6w, (1))

Ayrica vt (ty) < wi (ty) < Wt (ty) olur. Buradan vt (t) < w,(t)
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€ — 0 icin v,f (t) < w, (t) elde edilir.

2.7.6.Yardimc1 Onermeden v(t) < w(t) elde edilir.

Ornek 3.1: x' = f(t, x) olmak iizere

f(t,x) =x, x(0) = (2,3,4) bulanik baslangi¢c deger problemini ele alalim.

v(t) = (—t? +1)(0,1,2) ve w(t) =e'(5,6,7) fonksiyonlarmi diisiinelim. t € [0,1]
v'(t) = —2t(0,1,2) ve f(t,v) = (—t%+1)(0,1,2) olur.

v'(t) < f(t,v) saglanir mi, inceleyelim.

v'(t) = (0,—2t,—4t)’dir ve seviye kiimeleri
'l = [ ©),. (v ©)] = [-2tr,~2¢2 + 1)
ft,v) =(0,—-t%>+1,-2t*>+2)

£ &) = [(F& )., (F(t, )] | = [(—t> + Dr, (—t? + 1)(2 = 1)] elde ederiz.
Kolayca goriiliir ki, » € [0,1] i¢in

('®). <(F&w), ve (v®) < (f(tv))" olur.
Yani; v' < f(t,v) olur.

Simdi v(0) < x(0) olup olmadigmi inceleyelim.

v(0) = (0,1,2) ise seviye kiimeleri [v(0)], = [r,2 — 7]

x(0) = (2,3,4) ise seviye kiimeleri [x(0)], =[2+71,4—7r] olur. Yine r € [0,1]
i¢cin

(0)y < (x(0); ve (w(0)f < (x(0)); oldugundan v(0) < x(0) olur.

v, bulanik diferansiyel denklemin bulanik alt ¢oziimiidiir.

w'(t) =e'(56,7) ve f(t,w)=e%5,6,7) oldugundan yukaridakine benzer

islemlerle
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w'(t) = f(t,w) w(0) = x(0) elde edilir.

w, bulanik diferansiyel denklemin bulanik iist ¢éziimiidiir.

Bulanik diferansiyel denklemin Lipschitz sartim1 L > 1 i¢in sagladig1 agiktir.
(O], = [r,2 7]

(w()],=[5+17—r1]

Simdi v(0) < w(0) esitsizliginin saglanip saglanmadigina bakalim.

[v(0)]; < [w(0)]; ve [v(0)]f <[w(0)]f oldugundan esitsizlik saglanir.

3.8.1.Teoreme gore v(t) < w(t) olmaldir. Bu esitsizligin saglanip saglanmadigina

bakalim.

[v(®)], = [(=t* + Dr, (=t* + 1) (2 = 7)]

[w()], = [e*(5 + 7),et(7 — )] oldugundan

[v®]r < w®]r ve [®O]F < [w®]f saglanr ve v(t) < w(t)’dir.
Ayrica bulanik diferansiyel denklemin ¢oziimii y(t) = e%(2,3,4) olur.

v, w, y’nin grafigi cizilirse; v(t) < y(t) < w(t) oldugu kolayca goriilebilir.
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w()

@)

— v(t)
0.4 0.8

0.2 0.4 1.0

Sekil 3.1: Ornek 3.1°deki alt ¢oziim, {ist ¢dziim ve ¢dziimiin grafigi
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4.SONUC

Bu tez calismasinda birinci mertebeden bulanik diferansiyel denklemlerde alt ve {ist
cozlimler teknigiyle bazi karsilastirma teoremlerini ispatlamak amaglanmistir. Bu amag
dogrultusunda dncelikle bulanik kiime, bulanik say1, bulanik analiz, bulanik diferansiyel
denklemler ve bulanik diferansiyel esitsizlikler incelenmis ve tezin genel bilgiler

kisminda bu konulara yer verilmistir.

Birinci mertebeden bulanik diferansiyel denklemlerin alt ve {ist ¢éziimleri iizerine
calisiimis ve alt ve list ¢oziimler metoduyla teoremler ispatlanip ve bu teoremlerin
uygulamasi olan bir O0rnege yer verilmistir. Bu calismada gorilmiistiir ki, klasik
diferansiyel denklemlerde gecerli olan alt ve iist ¢oziimler teknigi bulanik diferansiyel

denklemler i¢in de gegerlidir.
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