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Bu çalıșma dört bölümden olușmuștur. Birinci bölüm, giriș için ayrıldı. İkinci
bölümde üçüncü ve son bölüm için gerekli temel tanım, teorem ve kavramlardan
bahsedilmiștir. Üçüncü bölümde bir eǧri boyunca çatı hareketlerin Darboux matris-
leriyle yüksek mertebeden eǧrilik matrisleri arasında bazı baǧıntılar verilmiștir. İlk
olarak En deki Frenet-Serret hareketinin Darboux matrislerinin bileșenleri tanımlan-
mıștır ve böylece bazı sonuçlar elde edilmiștir. Ayrıca En deki eǧri-hiperyüzey çifti
için doǧal çatı alan hareketini sunuyoruz ve buradan bu hareketin Darboux matrisi
ile bu çiftin eǧrilik matrisi arasında bazı baǧıntılar elde edilmiștir. Son bölümde
ise, Cayley formülündeki bir eǧri-hiperyüzey çiftinin eǧrilik matrisini kullanarak bir
șemsiye matris elde edilmiștir. Ayrıca șemsiye hareketinin Darboux matrisi ile eǧrilik
matrisi arasında bir ilișki verilip aynı zamanda bu șemsiye matrisini kullanarak bir
infinitezimal șemsiye matris elde edilmiștir.

2019, 63 sayfa

ANAHTAR KELİMELER: Eğri, Yüzey, Eğrilik, Öklidiyen Hareket, Darboux
Matris, Frenet Çatı Alanı, İkinci Temel Form, Șemsiye Matris.

i



ABSTRACT

M. Sc. Thesis

CURVATURE AND DARBOUX MATRICES OF MOTIONS ALONG A CURVE
IN EUCLIDEAN SPACE

AYLA KILIÇ

Tokat Gaziosmanpasa University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Bahaddin BÜKCÜ
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First we describe entries of the Darboux matrix of the Serret-Frenet motion in En

and hence we obtain some results. Furthermore we introduce motion of the natural
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SİMGE ve KISALTMALAR

Simgeler Açıklamalar

Rn n-boyutlu reel vektör uzayı

En n-boyutlu Öklid uzayı

I(En) En in izometrilerinin cümlesi

R0(n) En de O etrafında dönmelerin cümlesi

O(n) Ortogonal matrislerin cümlesi

T (n) En de ötelemelerin cümlesi

In n× n-tipinden birim matris

GL(n,R) Regüler matrislerin cümlesi

A(n,C) C üzerinde șemsiye matrislerinin cümlesi

A(n) R üzerinde șemsiye matrislerinin cümlesi

TM(P ) M manifoldunun P noktasındaki tanjant uzay

φ(M) M manifoldunun vektör alanlarının uzayı

K(V ) En de bir eğrinin eğrilik matrisi

K(X) Eğri-hiperyüzey ikilisinin eğrilik matrisi

W Darboux matrisi

W (E, V ) Frenet-Serret hareketinin Darboux matrisi

W (E, X) Eğri-hiperyüzey ikilisi için X doğal çatısının

E standart çatısı üzerindeki değișiminin Darboux

matrisi

W (V, X) X doğal çatısının V Frenet çatısı üzerindeki

değișimin Darboux matrisi

W (A) A șemsiye matrisi ile olușan șemsiye hareketinin

Darboux matrisi
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1. GİRİȘ

Evren hareket halindedir. Bu hareket ardıșık dönmeler, ötelemeler ve șekil değiștir-

meler yoluyla yapılır. Cismin katı olduğu kabul edilirse, bu hareket dönme (öteleme)

ve akabinde bir öteleme (dönme) yardımıyla yapılır. Bu nedenle, katı cisimlerin

hareketi fiziksel uzayda önemli bir yer tutar. Bu sayede, bir katı hareket y = Ax+C

șeklinde ifade edilir, burada A ∈ SO(n) dönme matrisini ve C öteleme vektörünü

ifade eder. Bașka bir değișle, y = Ax + C katı hareketleri temsil eder. Burada, A

matrisinin ve C öteleme vektörünün nasıl elde edileceği önemli bir sorudur.

α : I ⊆ R
C∞→ En birim hızlı eğrisi verildiğinde A(s) = [V1(s) V2(s) · · ·Vn(s)]

dönme matrisi, Frenet vektörler alanlarından veya dönmenin ifadesinde kolaylık

sağlayan Cayley formulü kullanılarak eğrilikler matrisinden elde edilmesine karșın,

öteleme vektörü C(s) =
−−−→
Oα(s) vektöründen yani eğrinin kendisi alınarak elde edilir.

En, n-boyutlu Öklid uzayında bir α regüler eğrisinin bir s ∈ I noktasında k1(s),

k2(s), · · · , kn−1(s) gibi (n − 1)−tane eğriliği olduğu ve bu eğriliklerden olușan

matrisinin antisimetrik olduğu iyi bilinen bir husustur.

Özel olarak, E3 deki bir M hiperyüzeyi üzerinde birim hızlı bir α : I ⊆ R
C∞→ M

eğrisi verilsin. Yüzeyin birim normal vektör alanı N ve α eğrisinin teğet vektör alanı

V1 ve N × V1 = Y olmak üzere,

{V1(s), Y (s), N(α(s))}

cümlesi, TE3(α(s)) uzayının bir ortonormal bazı olur. Bu baza (α, M) eğri-yüzey

çiftinin çatısı denir. Burada normal eğrilik denen κn(s), geodezik eğrilik denen κg(s)

ve geodezik burulma denen tr(s) eğrilikleri sırasıyla,

κn(s) = 〈α′′(s), (Noα) (s)〉 , κg = 〈α′′(s), N × V1〉 , tr = − 〈
(Noα)′ (s), N × V1

〉

biçiminde tanımlıdır. Ayrıca, E3 uzayınındaki α eğrisinin κ, τ eğrilikleriyle, șeridin

eğrilikleri olan κg, κn, tr arasında κ2 = κ2
g + κ2

n ve τ = tr +
κgκ

′
n − κnκ

′
g

κ2
bağıntıları

iyi bilinmektedir. Ancak n > 3 için, 1984 yılında Erdoğan Esin and H. Hilmi

Hacısalihoğlu (Esin ve Hacısalihoğlu, 1986a,b) tarafından modern diferensiyel geo-
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metri metoduyla ve 2010 yılında Osman Zeki Okuyucu (Okuyucu, 2010) tarafından

klasik diferensiyel geometri metoduyla genelleștirilmișlerdir.

Bu tez çalıșmasında, 1986 da yapılan çalıșmadan yararlanılarak, yeni bir bakıș açısı

ve uslupla, konu ele alınıp aynı hedeflere ulașılmıștır.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölümde, tezin ileri bölümlerinde kullanılacak olan bazı temel tanım ve teoremler

üzerinde durulacaktır.

2.1. n-Boyutlu Öklid Uzayı En

Tanım 2.1.1. n-boyutlu standart reel vektör uzayı Rn de her x, y ∈ Rn

x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) için

d : Rn × Rn −→ R+ ∪ {0}

d(x, y) = (
n∑

i=1

(xi − yi)
2)

1
2

biçiminde tanımlanan d fonksiyonuna Rn de uzaklık fonksiyonu denir (Hacısalihoğlu,

1980).

Tanım 2.1.2.

d : Rn × Rn −→ R+ ∪ {0}

d(x, y) = ‖x− y‖

olarak tanımlanan uzaklık fonksiyonuna Öklid metriği denir. (Rn, d) ikilisinden

ibaret olan metrik uzaya, n-boyutlu Öklid uzayı denir ve En ile gösterilir

(Hacısalihoğlu, 1980).

Tanım 2.1.3. n-boyutlu Öklid uzayı En de bir nokta X = (x1, ..., xn) olsun.

1 ≤ i ≤ n olmak üzere,

xi : En −→ R

3



bileșenlerine En in i-yinci Öklid koordinat fonksiyonu ve (x1, ..., xn) reel sayılar

n-lisine de bir Öklid koordinat sistemi denir (Hacısalihoğlu, 1980).

Tanım 2.1.4. n-boyutlu Öklid uzayı En de bir sıralı {P0, ..., Pn} nokta (n + 1)-lisi

için eǧer
−−−→{P0P1, ...,

−−−→
P0Pn} vektör sistemi Rn in bir ortonormal bazı ise {P0, ..., Pn}

çatısına bir Öklid çatısı denir (Hacısalihoğlu, 1980).

2.2. En de Hareketler

Tanım 2.2.1. Rn de uzaklık fonksiyonu d olmak üzere

f : En −→ En

fonksiyonu için,

d(f(x), f(y)) = d(x, y), ∀x, y ∈ En

ise f fonksiyonuna En in bir izometrisi denir (Nomizu, 1966).

En in bütün izometrilerinin cümlesi I(En) ile gösterilirse bu cümlenin dönüșümlerin

bileșke ișlemine göre bir grup olduǧu ve üstelik f ∈ I(En) ise f izometrisinin birebir

ve örten olduǧu da söylenebilir.

Tanım 2.2.2. En in bir f izometrisi için eǧer

f(O) = O, O ∈ En

ise f ye O etrafında bir dönme denir (Nomizu, 1966).

En de O etrafında dönmelerin cümlesi RO(n) ile gösterilirse, bu cümle bileșke

ișlemine göre bir grup olup, I(En) in bir altgrubudur.

Teorem 2.2.3. En de

< x, y >=
n∑

i=1

xiyi

4



Öklid iç çarpımını koruyan ortogonal grup O(n) ile, O = (0, ..., 0) noktasını sabit

bırakan dönme grubu RO(n) eșlenebilir (Hacısalihoğlu, 1980).

Teorem 2.2.3. ün ifadesinden, herhangibir RO ∈ RO(n) dönmesinin En deki bir x

noktasının RO altındaki görüntüsü y olmak üzere

y = Ax, A ∈ SO(n)

biçiminde ifade edilebileceǧi anlașılmaktadır.

Tanım 2.2.4. En in bir f izometrisi için eǧer, (x1, ..., xn) olmak üzere

f(x) = (x1 + t1, ..., xn + tn), ti ∈ R, 1 ≤ i ≤ n

ise f ye En de bir öteleme denir (Nomizu, 1966).

En deki bütün ötelemelerin cümlesi T (n) ile gösterilirse, bu cümle dönüșümlerin

bileșke ișlemine göre bir deǧișimli grup olup, I(En) in bir alt grubu olduǧu açıktır.

En in bir izometrisi, RO ∈ RO(n) ve T, T ′ ∈ T (n) olmak üzere,

f = T ◦RO veya f = RO ◦ T ′

biçiminde ifade edilebilir.

Tanım 2.2.5. T ∈ T (n) ve RO ∈ RO(n) olmak üzere,

T ◦RO veya RO ◦ T ′

biçimindeki izometrilere genel izometriler (veya katı hareketler) denir (Nomizu,

1966).

En in bütün genel izometrilerinin grubu R(n) ile gösterilir.
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Teorem 2.2.6. R(n) grubu, her R ∈ R(n) için

R =




t1

.

aij .

.

tn

0 . . . 0 1




, [aij] ∈ O(n), 1 ≤ i, j ≤ n

biçiminde, (n + 1)× (n + 1)-tipinde reel ve regüler matrislerin grubu GL(n + 1,R)

nin bir altgrubu olarak ifade edilebilir (Hacısalihoğlu, 1980).

Teorem 2.2.6. nın ifadesine göre, herhangibir R ∈ R(n) genel izometrisi, En deki

bir x noktasının R altındaki görüntüsü y olmak üzere

y = Ax + t, A ∈ SO(n), t ∈ T (n)

biçiminde ifade edilebilir.

Șimdi n-boyutlu bir Σn referans uzayı gözönüne alalım ve bu uzayı (bütün noktaları

hareketler altında invaryant anlamında) sabit olarak düșünelim. Σn de orĳin olarak

bir keyfi O noktasını seçerek En in herbir P, Q, ... noktasına, bu noktaların Σn de
−→
OP,

−→
OQ, ... yer vektörlerini karșılık getirelim. Σn deki vektörlerin çarpımları Öklid

iç çarpımı anlamındadır.

Tanım 2.2.7. En de

y = Ax + t, A ∈ SO(n), t ∈ T (n)

ile verilen bir genel izometrinin ifadesindeki A ve t operatörleri eǧer ”zaman” ile

özdeșlenebilen bir ”s” parametrisinin fonksiyonları ve üstelik A ya karșılık gelen

ortogonal matrisin determinantı +1 ve bütün karakteristik deǧerleri -1 den farklı ise,

y = Ax + t izometrilerinin sürekli serisine En de bir genel hareket denir (Bottema

ve Roth, 1979).
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y = Ax + t ile verilen bir genel harekette y ∈ Σn, x ∈ En olup, y ve x vektörleri

(veya kolon matrisleri), sırası ile, bir P noktasının Σn ve En deki yer vektörlerini

ifade etmektedirler. Bir genel harekette y = Ax kısmına hareketin dönme kısmı

denir. Bir genel hareketin

y = A(s)x

ile verilen dönme kısmını düșünelim. Hareketli uzayın bir P noktasının hız vektörü

y′ = A′(s)x

ile verilir. Böylece

y′ = A′(s)At(s)y

elde edilmekte olup, burada "At" ile A matrisinin transpozu gösterilmektedir. A

ortogonal bir matris olduǧundan, AAt = In eșitliǧinin her iki tarafının s ye göre

türevi alınır ve

W (s) = A′(s)At(s)

anti-simetrik matrisi tanımlanırsa

y′ = W (s)y

yazılabilir.

Tanım 2.2.8.

y′ = W (s)y

ile verilen W (s) = A′(s)At(s) matrisine A ya karșılık gelen hareketin Darboux

matrisi denir (Bottema ve Roth, 1979).
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Tanım 2.2.9. Birinci mertebeden bir infinitezimal nicelik Σ olmak üzere

A = In + [Σbij] =




1 + Σb11 Σb12 . . . Σb1n

Σb21 1 + Σb22 . . . Σb2n

. . .

. . .

. . .

Σbn1 Σbn2 . . . 1 + Σbnn




matrisine bir infinitezimal matris ve bu matrise karșılık gelen lineer dönüșüme de

bir infinitezimal lineer dönüșüm denir (Courant ve Hilbert, 1953).

İnfinitezimal matrislerin çarpımları deǧișme özeliǧine sahiptir. Bir A = In + [Σbij]

infinitezimal matrisinin tersi ve determinantı, sırasıyla

A−1 = In − [Σbij]

ve

detA = 1 + Σ(b11 + b22 + ... + bnn)

biçimindedir. Ayrıca, "bir infinitezimal matrisin ortogonalliǧi için gerek ve yeter

șart, bu matris ile birim matris arasındaki fark matrisinin bir anti-simetrik matris

olmasıdır" (Courant ve Hilbert, 1953).

2.3. Bir Ortogonal Matris İçin Cayley Formülü

O orĳini etrafında bir dönme hareketi

y = Ax, A ∈ SO(n)

ile verilmekte olup, bir harekette bütün uzaklıklar invaryant kaldıklarından

<
−→
Ox,

−→
Ox >=<

−→
Oy,

−→
Oy >

8



ve kısalık için,
−→
Ox = x,

−→
Oy = y ile gösterilirse

< y, y >=< x, x >

veya

< y − x, y + x >= 0

yazılabilir. Böylece

f = y − x ve g = y + x

vektörleri ortogonal olup, y = Ax eșitliǧi de gözönüne alınarak

f = (A− In)x, g = (A + In)x, < f, g >= 0 (2.3.1)

bulunur. Ax = −x hali hariç tutulursa (yani, A nın karakteristik deǧerlerinden

birisinin -1 olması hali hariç tutulursa); o zaman A+In matrisi regüler olacaǧından,

(2.3.1) in ikinci eșitliǧinden bulunan

x = (A + In)−1g

deǧeri, (2.3.1) in birinci eșitliǧinde yerine yazılırsa

f = (A− In)(A + In)−1g

elde edilir.

(A− In)(A + In)−1 = B (2.3.2)

denirse

f = Bg

9



olur. Bt = −B olduǧundan B matrisi bir anti-simetrik matristir. Diǧer taraftan,

(2.3.2) den

(In −B)A = (In + B) (2.3.3)

yazılabilmekte olup, B bir reel anti-simetrik matris olduǧundan

detB ≥ 0

dır ve böylece det(B − rIn), r ∈ R, negatif olmayan katsayılar ile r ye göre bir

polinomdur. O halde bütün reel karakteristik deǧerler sıfırdır. Böylece özel olarak

r = 1 için

det(B − In) 6= 0

olup, B−In matrisi regülerdir. Bu durumda, In−B matrisinin tersi vardır ve (2.3.3)

den, karakteristik deǧerlerinden birisi -1 olmayan herhangibir ortogonal matris

A = (In −B)−1(In + B) (2.3.4)

biçiminde yazılabilir. Bu formül Cayley formülü olarak bilinmektedir (Bottema ve

Roth, 1979).

2.4. Bir Ortogonal Matrisin Taylor Açılımı

En de bir genel hareket düșünüldüǧünde hareketin A ortogonal matrisi için, genelliǧi

bozmaksızın, s = 0 bașlangıç anında

A(0) = In
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olacak biçimde Σn ve En in orĳinlerinin çakıștıkları düșünülebilir. A ortogonal

matrisinin O noktası civarında Taylor açılımı

A(s) =
∞∑

k=0

1

k
A(k)(0)sk

A(s) = In + A′(0)s +
1

2!
A(2)(0)s2 +

1

3!
A(3)(0)s3 + ...

biçiminde olup, burada A(k)(0), k = 1, 2, ... , bir sabit matristir. Böylece

A′(s) = A′(0) + A(2)(0)s +
3

3!
A(3)(0)s2 + ...

olup,

W (s) = A′(s)At(s)

Darboux matrisi için, s = 0 bașlangıç anında

W (0) = W0 = A′(0)At(0)

ve At(0) = In olduǧundan

W (0) = A′(0)

elde edilir (Bottema ve Roth, 1979).

2.5. Șemsiye Hareketleri

Tanım 2.5.1. S =
[

1 1 . . . 1
]t

∈ Rn
1 olmak üzere

AS = S

11



özeliǧini saǧlayan A ∈ O(n) matrisine șemsiye matrisi denir ve șemsiye matrislerinin

cümlesi A(n) ile gösterilir (Özdamar, 1977).

Teorem 2.5.2. A(n), O(n) in bir altgrubudur (Özdamar, 1977).

Teorem 2.5.3. (Özdamar, 1977) A =
[

aij

]
bir n× n matris olsun. 1 ≤ j, k ≤ n

olmak üzere

A ∈ A(n) ⇐⇒
n∑

i=1

aji = 1,
n∑

i=1

akiaji = δjk

Tanım 2.5.4. En de, A ∈ A(n) olmak üzere


 y

1


 =


 A C

0 1





 x

1




veya

y = Ax + C

ile verilen harekete En de bir șemsiye hareketi denir. Burada x, y ve C

n× 1 matrislerdir (Hacısalihoğlu, 1977).

2.6. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanım 2.6.1. Bir Hausdorff uzayı M olsun. M nin herbir noktası, n-boyutlu

Öklid uzayı En in bir açık altcümlesine homeomorf bir komșluǧa sahip ise M ye

bir n-boyutlu topolojik manifold denir (Matsushima, 1972).

Tanım 2.6.2. Bir n-boyutlu topolojik manifold M olsun. M nin bir V açıǧı

ψ : U −→ V

homeomorfizmi ile En in bir U açıǧına homeomorf olarak verilsin. (U, ψ) ikilisine

M nin bir P noktasındaki koordinat komșuluǧu denir.

12



En deki bir {u1, u2, ..., un} koordinat sistemi için,

ψ : U −→ V

olmak üzere,

xi : ui ◦ ψ−1 : V −→ R, 1 ≤ i ≤ n

biçiminde tanımlı fonksiyonların {x1, x2, ..., xn} cümlesine V de bir lokal koordinat

sistemi denir (Matsushima, 1972).

Tanım 2.6.3. Bir n-boyutlu topolojik manifold M ve Vi ⊂ M açık altcümlelerinin

{Vi} ailesi M nin bir örtüsü olmak üzere, herbir Vi nin En deki bir Ui açık

altcümlesine ψi ile homeomorf olduǧunu düșünelim. Bir indis cümlesi I olmak üzere,

bu biçimde elde edilen (Ui, ψi) koordinat komșuluklarının

A = {(Ui, ψi)|i ∈ I}

ailesine M nin bir atlası denir. Eǧer

ψi(Ui) ∩ ψj(Uj) 6= ∅

olacak șekildeki her (i, j) ∈ I × I için

ψ−1
i ◦ ψj ve ψ−1

j ◦ ψi

fonksiyonları, r ≥ 1 için r defa diferensiyellenebilir ise A ya bir Cr-sınıfından atlas

denir (Matsushima, 1972).

Tanım 2.6.4. Bir n-boyutlu topolojik manifold M olsun. Eǧer, M nin Cr-sınıfından

bir atlası var ise M ye Cr-sınıfından diferensiyellenebilir manifold denir (Matsushima,

1972).

Her r ∈ N için M , Cr-sınıfından bir diferensiyellenebilir manifold ise M ye kısaca

C∞-manifold da denir.
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Tanım 2.6.5. Bir diferensiyellenebilir manifold M , M den R ye bütün

diferensiyellenebilir fonksiyonların cümlesi C∞(M,R) ve P ∈ M olmak üzere

XP : C∞(M,R) −→ R

fonksiyonu, her f, g ∈ C∞(M,R) ve a, b ∈ R için

1)XP (af + bg) = a(XP f) + b(XP g),

2)XP (fg) = (XP f)g(p) + f(p)(XP g)

özeliklerini saǧlıyorsa bu fonksiyona M nin P noktasındaki bir tanjant vektörü denir.

Bu biçimde tanımlı fonksiyonların cümlesi TM(P ) ile gösterilirse,

her XP , YP ∈ TM(P ), f ∈ C∞(M,R) ve a ∈ R için

(XP ⊕ YP )(f) = XP f + YP g

(a¯XP )(f) = aXP f

ișlemleriyle birlikte TM(P ), R üzerinde bir vektör uzayı olup, M nin P noktasındaki

tanjant uzayı adını alır (Matsushima, 1972).

Burada, XP =
∑
i

vi
∂
∂x i
|P olmak üzere XP f ile,

XP f =
∑

i

vi
∂f

∂x i
|P

ifade edilmektedir.

Tanım 2.6.6. Bir diferensiyellenebilir manifold M olsun.

X : M
1:1 örten−→

⋃
P∈M

TM(P )
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P −→ XP ∈ TM(P )

biçiminde tanımlı X dönüșümüne M manifoldu üzerinde bir vektör alanı denir

(Matsushima, 1972).

M üzerindeki X vektör alanlarının cümlesini φ(M) ile gösterirsek, her X, Y ∈ φ(M),

a ∈ R ve P ∈ M için

(X ⊕ Y )(P ) = XP + YP

(a¯X)(P ) = aXP

ișlemleriyle birlikte φ(M) cümlesi R üzerinde bir vektör uzayı olur.

Tanım 2.6.7. Bir diferensiyellenebilir manifold M olsun.

<,>: φ(M)× φ(M) −→ C∞(M,R)

biçiminde, așaǧıdaki özeliklere sahip bir iç çarpım tanımlı ise M ye bir Riemann

manifoldu ve <,> dönüșümüne de M üzerinde metrik tensör, Riemann metriǧi veya

diferensiyellenebilir metrik denir: ∀X, Y ∈ φ(M) ve (a ∈ R) için

1) < X, Y >=< Y, X >

2) < X + Y, Z >=< X, Z > + < Y, Z > , Z ∈ φ(M)

3) < aX, Y >= a < X, Y >

4) < X,X >> 0 ⇐⇒ X 6= 0

5) X, Y vektör alanları diferensiyellenebilir ise

< X, Y >: M −→ R

fonksiyonu da diferensiyellenebilirdir.
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Bu tanımda eǧer (3) özeliǧi yerine,

3’) Her X ∈ φ(M) için, < X, Y >= 0 =⇒ Y = 0

özeliǧi alınırsa M manifolduna bir yarı-Riemann manifoldu denir (Hicks, 1974).

Tanım 2.6.8. Bir yarı-Riemann manifoldu M olmak üzere

D : φ(M)× φ(M) −→ φ(M)

D(X, Y ) = DXY

fonksiyonu, her X, Y, Z ∈ φ(M) ve her f ∈ C∞(M,R) için

1) DX(Y + Z) = DXY + DXZ

2) DX+Y Z = DXZ + DY Z

3) DfXY = fDXY

4) DX(fY ) = fDXY + (Xf)Y

5) DXY −DY X = [X, Y ]

6) X < Y, Z >=< DXY, Z > + < Y,DXZ >

özeliklerini saǧlarsa bu D fonksiyonuna M üzerinde bir Riemann konneksiyonu ve

DX e de, X e göre Riemann anlamında kovaryant türev operatörü denir ve Y =

(y1, ..., yn) vektör alanı diferensiyellenebilir olmak üzere DXP
Y = (XP y1, ..., XP yn)

biçiminde tanımlanır (Hicks, 1974).

Örnek 2.6.9. n-boyutlu Öklid uzayı En de bir Öklid koordinat sistemi {x1, ..., xn}
olmak üzere, φ(En) in bir bazının { ∂

∂x1
, ..., ∂

∂xn
} olduǧu bilinmektedir.

<,>: φ(En)× φ(En) −→ C∞(En,R)

16



fonksiyonu, X =
n∑

i=1

ui
∂

∂xi
, Y =

n∑
j=1

vj
∂

∂xj
olmak üzere

< X, Y >=
n∑

i=1

uivi

biçiminde tanımlanırsa, φ(En) de tanımlanan bu iç çarpım ile En bir Riemann

manifoldu olur (Hicks, 1974).

Tanım 2.6.10. Bir (n-1)-boyutlu diferensiyellenebilir manifold M olmak üzere

f : M −→ En

dönüșümü diferensiyellenebilir ve her P ∈ M için

(f∗)P : TM(P ) −→ TEn(f(P ))

türev dönüșümü birebir ise f(M) = M manifolduna En in bir (n-1)-altmanifoldu

veya bir hiperyüzeyi denir (Hicks, 1974).

Tanım 2.6.11. En in bir hiperyüzeyi M ve M nin birim normal vektör alanı

N = (a1, ..., an) olsun. Her P ∈ M için,

S : TM(P ) −→ TM(P )

S(XP ) = DXP
N

biçiminde tanımlı S dönüșümüne M nin șekil operatörü denir (Hicks, 1974).

Tanım 2.6.12. En in bir hiperyüzeyi M üzerinde

II : φ(M)× φ(M) −→ C∞(M,R)

II(X, Y ) =< S(X), Y >
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biçiminde tanımlı II fonksiyonuna M üzerinde ikinci temel form denir (Hicks, 1974).

Tanım 2.6.13. En de bir hiperyüzey M ve M üzerinde ikinci temel form II olsun.

Bir P ∈ M noktasında iki doǧrultu XP , YP ∈ TM(P ) olmak üzere

II(XP , YP ) = 0

oluyorsa XP ve YP doǧrultularına eșlenik doǧrultular denir (Hicks, 1974).

Tanım 2.6.14. En in bir hiperyüzeyi M , M üzerinde ikinci temel form II ve M

nin birim normal vektör alanı N olsun. En ve M nin Riemann konneksiyonları,

sırası ile, D ve D olmak üzere, her X, Y ∈ φ(M) için

DXY = DXY + II(X,Y )N

denklemine Gauss denklemi denir (Hicks, 1974).

2.7. E3 de Șeridin Eğrilikleri

E3 de bir M yüzeyi içinde birim hızlı bir α : I −→ M eǧrisi verilsin. Y yüzeyin

birim dik vektör alanı N olsun. α eǧrisinin birim teǧet vektör alanı V1 olmak üzere,

(N ◦ α)× V1 = Y

eșitliǧiyle tanımlanan Y vektör alanını göz önüne alalım. Vektörel çarpımın özelikle-

rinden dolayı {V1(s), Y (s), (N ◦ α)(s)} kümesi, TE3(α(s)) uzayının ortonormal bir

tabanı olur. Bu tabana, (α,M) eǧri-yüzey ikilisinin çatısı denir (Sabuncuoğlu, 2004).

Tanım 2.7.1. α : I −→ M birim hızlı bir eǧri olsun.

κη(s) =< α′′, (N ◦ α)(s) >

eșitliǧiyle belirli κη(s) sayısına, (α,M) eǧri-yüzey ikilisinin α(s) noktasındaki normal

eǧriliǧi denir (Sabuncuoğlu, 2004).
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Tanım 2.7.2. α : I −→ M birim hızlı bir eǧri olsun.

κg(s) =< α′′, Y (s) >

eșitliǧiyle belirli κg(s) sayısına, (α,M) eǧri-yüzey ikilisinin α(s) noktasındaki geodizik

eǧriliǧi denir (Sabuncuoğlu, 2004).

Tanım 2.7.3. α : I −→ M birim hızlı bir eǧri olsun.

tr(s) = − < (N ◦ α)′(s), Y (s) >

eșitliǧiyle belirli tr(s) sayısına, (α,M) eǧri-yüzey ikilisinin α(s) noktasındaki geodezik

burulması denir (Sabuncuoğlu, 2004).

Tanım 2.7.4. α : I −→ M birim hızlı bir eǧri olmak üzere, κη, κg, tr fonksiyonlarına,

(α,M) eǧri-yüzey ikilisinin eǧrilikleri denir (Sabuncuoğlu, 2004).

Teorem 2.7.5. α, M içinde birim hızlı bir eǧri olsun. (α,M) eǧri-yüzey ikilisinin

eǧrilikleri, κη, κg, tr olduǧuna göre,

V1 = κgY + κη(N ◦ α)

Y ′ = −κgV1 + tr(N ◦ α)

(N ◦ α) = −κηV1 − trY

dir (Sabuncuoğlu, 2004).

Bu eșitlikler matris formunda




V ′
1

Y ′

(N ◦ α)′


 =




0 κg κη

−κg 0 tr

−κη −tr 0







V1

Y

(N ◦ α)




biçiminde yazılır.
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2.8. En de Eğriler

Tanım 2.8.1. n-boyutlu Öklid uzayı En ve R de bir irtibatlı açık altcümle I olmak

üzere,

α : I −→ En

dönüșümü diferensiyellenebilir ise α(I) cümlesine En de bir eǧri denir ve kısaca α

ile gösterilir (Hicks, 1974).

Tanım 2.8.2. En de bir

α : I −→ En

eǧrisinin birim teǧet vektör alanı

α∗(
∂

∂s
) = U1

ve En deki konneksiyon D olmak üzere

Ui = DU1Ui−1, 1 < i ≤ n

biçiminde tanımlı vektör alanlarından olușan {U1, U2, ..., Un} sistemi lineer baǧımsız

olsun. Bu sisteme Gram-Schmidt metodunun uygulanması ile elde edilen ortonormal

{V1, V2, ..., Vn}

vektör alan sistemine, α eǧrisinin En de Frenet-Serret çatı alan sistemi veya Frenet

çatı alan sistemi denir. Burada U1 = V1 dir (Hicks, 1974).

Tanım 2.8.3. En de bir

α : I −→ En
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eǧrisinin Frenet çatı alan sistemi {V1, V2, ..., Vn} olsun. Bu durumda, 1 ≤ i < n için

ki : I −→ R

ki(s) =< V ′
i (s), Vi+1(s) >

biçiminde tanımlı ki fonksiyonuna, α eǧrisinin i-yinci eǧrilik fonksiyonu ve s ∈ I için

ki(s) reel sayısına da α(s) noktasında α nın i-yinci eǧriliǧi denir (Hicks, 1974).

Tanım 2.8.4. En de bir

α : I −→ En

eǧrisi s yay-parametrisi ile verilmiș olsun. α nın i-yinci eǧrilik fonksiyonu ki ve

Frenet çatı alanı {V1, V2, ..., Vn} olmak üzere, 1 ≤ i ≤ n, k0 = kn = 0 için

DV Vi = V ′
i = −ki−1Vi−1 + kiVi+1

formüllerine Frenet formülleri denir (Hicks, 1974).

Frenet formüllerini,




V ′
1

V ′
2

V ′
3

.

.

.

V ′
n−2

V ′
n−1

V ′
n




=




0 k1 0 . . . 0 0 0

−k1 0 k2 . . . 0 0 0

0 −k2 0 . . . 0 0 0

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

0 0 0 . . . 0 kn−2 0

0 0 0 . . . −kn−2 0 kn−1

0 0 0 . . . 0 −kn−1 0







V1

V2

V3

.

.

.

Vn−2

Vn−1

Vn




(2.8.5)
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formunda ya da basitçe

V ′ = K(V )V

biçiminde matrisler ile yazmak da mümkündür. Buradaki anti-simetrik K(V ) matrisine

En de bir α eǧrisinin eǧrilik matrisi denir.

n = 3 özel hali özel halinde (2.8.6) eșitliǧi




V ′
1

V ′
2

V ′
3


 =




0 k1 0

−k1 0 k2

0 −k2 0







V1

V2

V3




șeklindedir. 1-inci eǧrilik olan k1(s) deǧeri eǧrilik adıyla ve 2-inci eǧrilik olan k2(s)

deǧeri de burulma(torsiyon) adıyla bilinir.

Tanım 2.8.5. En de bir hiperyüzey M olsun. M üzerinde bir

α : I −→ M

eǧrisinin birim teǧet vektör alanı

α∗(
∂

∂s
) = Y1

ve M deki D̄ konneksiyonuna göre

Yi = D̄Y1Yi−1, 1 < i ≤ n− 1

biçiminde tanımlı vektör alanlarından olușan {Y1, Y2, ..., Yn−1} sistemi lineer baǧımsız

olsun. Bu sisteme Gram-Schmidt metodunun uygulanması ile elde edilen ortonormal

{X1, X2, ..., Xn−1}

vektör alan sistemine, α eǧrisinin M hiperyüzeyi üzerinde Frenet çatı alan sistemi

denir. Burada, X1 = Y1 dir (Guggenheimer, 1963).
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Tanım 2.8.6. En de bir hiperyüzey M ve M üzerinde bir

α : I −→ M

eǧrisi verilmiș olsun. α eǧrisinin M deki Frenet çatı alan sistemi {X1, X2, ..., Xn−1}
e, M nin birim normal vektör alanı Xn nin katılmasıyla elde edilen ortonormal

{X1, X2, ..., Xn−1, Xn} sistemine, eǧri-hiperyüzey ikilisi için bir doǧal çatı alanı veya

bir cross-section denir (Guggenheimer, 1963).

Tanım 2.8.7. En de bir hiperyüzey M ve M üzerinde bir

α : I −→ M

eǧrisi verilmiș olsun. (α, M) ikilisi için bir doǧal çatı alanı {X1, ..., Xn−1, Xn} olmak

üzere, 1 ≤ i < n− 1 için

kig(s) =< X ′
i(s), Xi+1(s) >

biçiminde tanımlı

kig : I −→ R

fonksiyonuna, α eǧrisinin i-yinci geodezik eǧrilik fonksiyonu ve s ∈ I için kig(s) reel

sayısına da α(s) noktasında α nın i-yinci geodezik eǧriliǧi denir (Guggenheimer,

1963).

Tanım 2.8.8. En de bir hiperyüzey M ve M üzerinde bir

α : I −→ M
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eǧrisi verilmiș olsun. (α,M) ikilisi için bir doǧal çatı alanı {X1, ..., Xn−1, Xn} in

türev formülleri, 1 ≤ i ≤ n− 1 ve k0g = k(n−1)g = 0 olmak üzere,

DX1Xi = X ′
i = −k(i−1)gXi−1 + kigXi+1 + II(X1, Xi)Xn (2.8.6)

DX1Xn = −II(X1, X1)X1 − II(X1, X2)X2 − ...− II(X1, Xn−1)Xn−1(2.8.7)

ile verilip ve kısalık için II(X1, Xi) = ai (1 ≤ i ≤ n−1) denirse, bu eșitlikler matris

formunda




X ′
1

X ′
2

X ′
3

...

X ′
n−2

X ′
n−1

X ′
n




=




0 k1g 0 . . . 0 0 a1

−k1g 0 k2g . . . 0 0 a2

0 −k2g 0 0 0 a3

...
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0 k(n−2)g a(n−2)

0 0 0 . . . −k(n−2)g 0 a(n−1)

−a1 −a2 −a3 . . . 0 −a(n−1) 0







X1

X2

X3

...

Xn−2

Xn−1

Xn




(2.8.8)

veya kısaca, X ve X ′ kolon vektörlerini göstermek üzere,

X ′ = K(X)X

biçiminde yazılabilir. Buradaki K(X) anti-simetrik matrisine, (α,M) ikilisi için

doǧal çatı alanının Cartan matrisi veya M üzerinde α eǧrisinin eǧrilik matrisi denir

(Guggenheimer, 1963).

Tanım 2.8.9. En in bir hiperyüzeyi M ve M üzerinde bir eǧri

α : I −→ M
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olsun. Bu eǧrinin teǧet vektör alanı T olmak üzere, eǧer T vektör alanı, M nin șekil

operatörü S nin karakteristik vektörlerine karșılık geliyorsa α eǧrisine M üzerinde

bir eǧrilik çizisidir denir (Guggenheimer, 1963).

Bu tanıma göre, M hiperyüzeyi üzerinde eǧrilik çizgilerinin diferensiyel denklemi

S(T ) = aT, a 6= 0 ve a ∈ R

biçimindedir.
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3. EĞRİ BOYUNCA HAREKETLERİN DARBOUX MATRİSLERİ

VE EĞRİLİK MATRİSLERİ

3.1. En de Frenet-Serret Hareketinin Darboux Matrisi

Bu hareket için referans uzayını
∑n sabit uzayı ve hareketli uzayı da En olarak

alalım. Standart (ortonormal) çatıyı E = {O; e1, ..., en}, hareketli (ortonormal)

çatıyı H = {o; x1, ..., xn} ve
∑n uzayında yay-parametresi ile verilmiș bir α eğrisinin

bir Q noktasındaki Frenet çatısını da V = {V1, ..., Vn} ile gösterelim. En de

Frenet-Serret hareketi, x1, ..., xn−1 eksenleri α eǧrisinin V1, ..., Vn−1 vektörleri ile

çakıșacak șekilde dönme yaparken, {x1, ..., xn} hareketli çatısının o orĳini ile birlikte

α eǧrisi boyunca hareketinden olușmaktadır. Böylece, o orĳini α eǧrisinin Q noktası

ile çakıșırken, {x1, ..., xn} çatısı da Q noktasında {V1, ..., Vn} çatısı ile çakıșır. O

halde, bu hareketin geometrisi α eǧrisi ile ilgilidir.

Șimdi, așağıdaki teoremle, En deki α eğrisi boyunca, Frenet-Serret hareketinin açısal

hız matrisinin W (E, V ) Darboux matrisi verilebilir.

Teorem 3.1.1. (Esin, 1982) En de bir α eğrisi boyunca Frenet-Serret hareketinin

W (E, V ) = [wij]n×n Darboux matrisinin wij elemanları,

wij =
n−1∑
r=1

det[Pij(Vr+1), Pij(Vr)]kr (3.1.1)

ile verilebilir; burada Pij(1 ≤ i, j ≤ n) ler, herhangibir U =
n∑

i=1

uiei ∈ TEn(P ) için

Pij : TEn(P ) −→ Sp{ei, ej}

Pij(U) = uiei + ujej

biçiminde tanımlı ortogonal izdüșümleri ve kr de α eǧrisinin r-yinci eǧriliǧini

göstermektedir.



İspat. (V q
1 , ..., V q

n ), 1 ≤ q ≤ n olmak üzere V çatısının herhangi bir Vq vektörünü

temsil etsin. V nin E üzerindeki hareketini ifade eden

E = AV, A ∈ SO(n)

eșitliǧindeki A pozitif ortogonal matrisi yardımıyla En de Frenet-Serret hareketinin

n× n anti-simetrik W (E, V ) Darboux matrisi belirtilir.

A = [vj
i ] =




v1
1 v2

1 . . . vr−1
1 vr

1 vr+1
1 . . . vn

1

v1
2 v2

2 . . . vr−1
2 vr

2 vr+1
2 . . . vn

2

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

v1
i v2

i . . . vr−1
i vr

i vr+1
i . . . vn

i

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

v1
n v2

n . . . vr−1
n︸︷︷︸ vr

n︸︷︷︸ vr+1
n︸︷︷︸ . . . vn

n




Vr−1 Vr Vr+1

Tanım 2.8.4. Frenet formüllerinden,

V ′
r = (V r′

1 , V r′
2 , ..., V r′

i , ..., V r′
n ) = − kr−1(V

r−1
1 , V r−1

2 , ..., V r−1
i , ..., V r−1

n )

+ kr (V r+1
1 , V r+1

2 , ..., V r+1
i , ..., V r+1

n )

V r′
i = −kr−1V

r−1
i + krV

r+1
i (3.1.2)
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yazılabilir. Pozitif ortogonal matrisinin s yay-parametresine göre türevi A′ = [vj′
i (s)]

olmak üzere W (E, V ) = A′At eșitliǧinden,

[wij] = [vr′
i ][vr

j ] = [
n∑

r=1

vr′
i vr

j ]

wij =
n∑

r=1

vr′
i vr

j

elde edilir. Bu (3.1.2) ile birlikte düșünülürse

wij =
n∑

r=1

(−kr−1v
r−1
i + krv

r+1
i )vr

j

wij =
n∑

r=1

krv
r+1
i vr

j −
n∑

r=1

kr−1v
r−1
i vr

j

yazılabilir. Buradan

n∑
r=1

krv
r+1
i vr

j = A

−
n∑

r=1

kr−1v
r−1
i vr

j = B

yazılırsa ve r ≤ i ≤ n için,

A = k1v
2
i v

1
j + k2v

3
i v

2
j + ... + kn−1v

n
i vn−1

j + knv
n+1
i vn

j

B = k0v
0
i v

1
j + k1v

1
i v

2
j + ... + kn−2v

n−2
i vn−1

j + kn−1v
n−1
i vn

j

olur. k0 = kn = 0 olduǧundan

A =
n−1∑
r=1

krv
r+1
i vr

j ve B =
n−1∑
r=1

krv
r
i v

r+1
j
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șeklinde bulunur. O halde

wij =
n−1∑
r=1

(vr+1
i vr

j − vr
i v

r+1
j )kr

elde edilir. Son eșitlikten

wji =
n−1∑
r=1

(vr+1
j vr

i − vr
jv

r+1
i )kr

wji = −
n−1∑
r=1

(vr
jv

r+1
i − vr+1

j vr
i )kr

yazılabilir. Böylece, wij = −wji ya da −W t = W dir. Yani, W anti-simetriktir.

Diğer taraftan bir P noktasındaki TEn(P ) tanjant uzayı için

TEn(P ) = Sp{ei, ej}
⊕

Sp{e1, ..., ei−1, ei+1, ..., ej−1, ej+1, ..., en}

yazılabilir. Üstelik, Pij(U) = uiei + ujej ve 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j için

Pij : TEn(p) −→ Sp{ei, ej}

dönüșümleri lineerdir. Böylece Pij ortogonal izdüșümleri kullanılarak

Pij(Vr+1) = Pij(V
r+1
1 , ..., V r+1

i , ..., V r+1
j , ..., V r+1

n ) = V r+1
i ei + V r+1

j ej

Pij(Vr) = Pij(V
r
1 , ..., V r

i , ..., V r
j , ..., V r

n ) = V r
i ei + V r

j ej

olduǧundan

det[Pij(Vr+1), Pij(Vr)] = det[V r+1
i ei + V r+1

j ej, V
r
i ei + V r

j ej]

dır. Determinant fonksiyonunun lineerliǧinden yukarıdaki ifade

vr+1
i vr

j − vr
i v

r+1
j det(ei, ej)
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halini alır. O halde

vr+1
i vr

j − vr
i v

r+1
j = det[Pij(Vr+1), Pij(Vr)]

olduǧundan

wij =
n−1∑
r=1

det[Pij(Vr+1), Pij(Vr)]kr

elde edilir.

W (E, V ) = [wij]n×n matrisi anti-simetrik olduǧundan i < j elemanlarıyla bellidir.

Bu baǧımsız elemanların sayısı n(n− 1)/2 olup, bu özelikten yararlanarak W (E, V )

matrisini açık bir șekilde (3.1.1) eșitliklerinden yazalım ve yazım kolaylıǧı için

a12 =
n−1∑
r=1

det[P12(Vr+1), P12(Vr)]kr

a13 =
n−1∑
r=1

det[P13(Vr+1), P13(Vr)]kr

a1n =
n−1∑
r=1

det[P1n(Vr+1), P1n(Vr)]kr

a23 =
n−1∑
r=1

det[P23(Vr+1), P23(Vr)]kr

a2n =
n−1∑
r=1

det[P2n(Vr+1), P2n(Vr)]kr

a(n−1)n =
n−1∑
r=1

det[P(n−1)n(Vr+1), P(n−1)n(Vr)]kr

denilirse
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W (E, V ) =




0 a12 a13 . . . a1n

0 a23 . . . a2n

. . . ...

0 a(n−1)n

0




elde edilir.

3.2. Özel Hal ve Sağlama

Önceki kesimde yapılan genellemenin n = 3 özel hal için bilinen 3 × 3 Darboux

matrisine karșılık geldiǧini gösterelim. n = 3 için, (3.1.1) eșitliklerinden

W (E, V ) =




0
2∑

r=1

det[P12(Vr+1), P12(Vr)]kr

2∑
r=1

det[P13(Vr+1), P13(Vr)]kr

0
2∑

r=1

det[P23(Vr+1), P23(Vr)]kr

0




yazılabilir. Matrisimiz anti-simetrik olduǧundan sadece baǧımsız w12, w13, w23 ele-

manlarını hesaplamak yeterlidir. O halde,

w12 =
2∑

r=1

det[P12(Vr+1), P12(Vr)]kr

w12 = det[P12(V2), P12(V1)]k1 + det[P12(V3), P12(V2)]k2

w12 = (v2
1v

1
2 − v1

1v
2
2)k1 + (v3

1v
2
2 − v2

1v
3
2)k2

olup,

A3×3 =




v1
1 v2

1 v3
1

v1
2 v2

2 v3
2

v1
3 v2

3 v3
3



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pozitif ortogonal matrisinin (i, j)-ninci kofaktörü, matrisin (i, j)-ninci elemanına eșit

olacaǧından,

v1
1v

2
2 − v2

1v
1
2 = v3

3

v2
1v

3
2 − v3

1v
2
2 = v1

3

yazılabilir ve böylece,

w12 = −(v3
3k1 + v1

3k2)

elde edilir. Benzer biçimde hesaplama ile,

w13 =
2∑

r=1

[P13(Vr+1), P13(Vr)]kr = v3
2k1 + v1

2k2

w23 =
2∑

r=1

[P23(Vr+1), P23(Vr)]kr = −(v3
1k1 + v1

1k2)

bulunur. O halde,

W (E, V ) =




0 −(v3
3k1 + v1

3k2) v3
2k1 + v1

2k2

v3
3k1 + v1

3k2 0 −(v3
1k1 + v1

1k2)

−(v3
2k1 + v1

2k2) v3
1k1 + v1

1k2 0




olup, bu ise E3 de Frenet-Serret hareketi için bilinen Darboux matrisidir.

3.3. Darboux Matrisi ve Eğrilik Matrisi

Teorem 3.3.1. (Esin, 1982) En de Frenet-Serret çatısının deǧișimini veren K(V )

eǧrilik matrisi ile, En de Frenet-Serret hareketinin W (E, V ) Darboux matrisi arasında

K(V ) = −AtW (E, V )A (3.3.3)

baǧıntısı vardır.
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İspat. E = AV eșitliǧinin her iki yanının s yay-parametresine göre türevi alınırsa,

E çatısı sabit olduǧundan

0 = A′V + AV ′

V ′ = −AtA′V

elde edilir. Ayrıca, V = AtE, W (E, V ) = A′At, V ′ = K(V )V eșitlikleri de gözönüne

alınırsa,

V ′ = −AtA′AtE

= −AtW (E, V )E

K(V )V = −AtW (E, V )E

K(V )AtE = −AtW (E, V )E

K(V )At = −AtW (E, V )

K(V ) = −AtW (E, V )A

elde edilir. Bu da istenilen eșitliktir.

Genelliǧi bozmaksızın, s = 0 bașlangıç anı için, A0 = In olacak biçimde
∑n in ve

En in orĳinlerinin çakıștıkları düșünülebilir. Böylece așaǧıdaki sonucu verebiliriz.

Sonuç 3.3.2. (Esin, 1982) s = 0 bașlangıç anı için, W0(E, V ) ve K0(V ) sırasıyla,

En deki Frenet-Serret hareketinin Darboux matrisi ve En deki eğrinin eğrilik matrisi

olsun. Bu taktirde

K0(V ) = −W0(E, V ) (3.3.4)

dır.

İspat. Genelliği bozmaksızın s = 0 için En ve
∑n bașlangıç orĳinlerinin çakıștığını

yani A0 = In olduğunu kabul edebiliriz. İlk olarak s = 0 a göre (3.3.3) denklemi

yazılırsa

K0(V ) = −At
0 W0(E, V ) A0
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elde edilir. Bu A0 = In ile beraber

K0(V ) = −W0(E, V )

yi gerektirir. Bu da istenilen eșitliktir.

Șimdi En deki bir M hiperyüzeyinde uzanan bir α eğrisini düșünelim. Bu taktirde

(α,M) ikilisi için X = {X1, ..., Xn−1, Xn} doğal çatı alanından bahsedilebilir. X

çatısının α eğrisi boyunca hareketi, ayrıca V çatısının hareketine benzer. O halde,

(α,M) ikilisi için X doǧal çatısının hareketinin W (E, X) ile göstereceǧimiz Darboux

matrisini belirtelim.

Teorem 3.3.3. (Esin, 1982) En in bir M hiperyüzeyi üzerinde bir eǧri α olsun.

(α,M) ikilisi için X = {X1, ..., Xn−1, Xn} doğal çatı alanının eǧri boyunca hareketinin

W (E, X) = [wij]n×n Darboux matrisinin wij elemanları, II(X1, Xr) = ar olmak

üzere,

wij =
n−2∑
r=1

det[Pij(Xr+1), Pij(Xr)]krg −
n−1∑
s=1

as xs
i xn

j (3.3.5)

ile verilebilir; burada Pij (1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j) ler ile ortogonal izdüșümler, krg ile

α eǧrisinin r-yinci geodezik eğriliği ve xk
i (1 ≤ k ≤ n) ile de Xk nın i-yinci bileșeni

gösterilmektedir.

İspat. X çatısının herhangibir Xq (1 ≤ q ≤ n) vektörünün standart E çatısına göre

bileșenlerini (xq
1, ..., x

q
n) ile gösterelim. X in E üzerindeki hareketini veren

E = BX , B ∈ SO(n)
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B = [xj
i ] =




x1
1 x2

1 . . . xr−1
1 xr

1 xr+1
1 . . . xn

1

x1
2 x2

2 . . . xr−1
2 xr

2 xr+1
2 . . . xn

2

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

x1
i x2

i . . . xr−1
i xr

i xr+1
i . . . xn

i

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

x1
n x2

n . . . xr−1
n︸︷︷︸ xr

n︸︷︷︸ xr+1
n︸︷︷︸ . . . xn

n




Xr−1 Xr Xr+1

Tanım 3.3.9 dan,

X ′
r = (Xr′

1 , Xr′
2 , ..., Xr′

i , ..., Xr′
n ) = − k(r−1)g(X

r−1
1 , Xr−1

2 , ..., Xr−1
i , ..., Xr−1

n )

+ krg (Xr+1
1 , Xr+1

2 , ..., Xr+1
i , ..., Xr+1

n )

+ II(X1, (X
r
1 , X

r
2 , ..., X

r
i , ..., X

r
n))Xn

i

Xr′
i = −k(r−1)gX

r−1
i + krgX

r+1
i + II(X1, X

r
i )X

n
i (3.3.6)

yazılır. Pozitif ortogonal B matrisinin s yay-parametresine göre türevi B′ = [xj′
i (s)]

olmak üzere W (E, X) = B′Bt eșitliǧinden,

[wij] = [xr′
i ][xr

j ] = [
n∑

r=1

xr′
i xr

j ]

wij =
n∑

r=1

xr′
i xr

j

wij =
n−1∑
r=1

xr′
i xr

j + xn′
i xn

j
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elde edilir. Bu (3.3.6), (2.8.7) ile birlikte düșünülür ve kısalık için II(X1, X
r
i ) = ar

denilirse,

wij =
n−1∑
r=1

(−k(r−1)gx
r−1
i xr

j + krgx
r+1
i xr

j)−
n−1∑
s=1

asx
s
ix

n
j

elde edilir. k0g = k(n−1)g = 0 olduǧundan,

wij =
n−2∑
r=1

(xr+1
i xr

j − xr
i x

r+1
j )krg −

n−1∑
s=1

asx
s
ix

n
j

bulunur. Burada,

TEn(P ) = Sp{ei, ej}
⊕

Sp{e1, ..., ei−1, ei+1, ..., ej−1, ej+1, ..., en}

yazabiliriz. Üstelik, Pij(U) = uiei + ujej ve 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j için

Pij : TEn(P ) −→ Sp{ei, ej}

dönüșümleri lineerdir. Böylece Pij ortogonal izdüșümleri kullanarak

Pij(Xr+1) = Pij(X
r+1
1 , ..., Xr+1

i , ..., Xr+1
j , ..., Xr+1

n ) = Xr+1
i ei + Xr+1

j ej

Pij(Xr) = Pij(X
r
1 , ..., X

r
i , ..., X

r
j , ..., X

r
n) = Xr

i ei + Xr
j ej

olduǧundan

det[Pij(Xr+1), Pij(Xr)] = det[Xr+1
i ei + Xr+1

j ej, X
r
i ei + Xr

j ej]

dır. Determinant fonksiyonunun lineerliǧinden yukarıdaki ifade

xr+1
i xr

j − xr
i x

r+1
j det(ei, ej)
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halini alır. O halde

xr+1
i xr

j − xr
i x

r+1
j = det[Pij(Xr+1), Pij(Xr)]

olduǧundan

wij =
n−2∑
r=1

det[Pij(Xr+1), Pij(Xr)]krg −
n−1∑
s=1

asx
s
ix

n
j

elde edilir.

(α,M) ikilisi için elde edilen K(X) eǧrilik matrisi ile, elemanları (3.3.5) formülü ile

belirlenen W (E, X) Darboux matrisi arasındaki ilișki așaǧıdaki teoremle verilir.

Teorem 3.3.4. (Esin, 1982) K(X) , (α,M) ikilisinin eğrilik matrisi ve W (E, X) de

α boyunca X in hareketinin Darboux matrisi olsun. Bu taktirde

K(X) = −Bt W (E, X) B (3.3.7)

dır.

İspat. E = BX ifadesinin s ye göre türevi alınırsa, E çatısı sabit olduǧundan

0 = B′ X + B X ′

X ′ = −Bt B′ X

= −Bt B′ Bt E

= −Bt W (E, X) E

Ayrıca X ′ = K(X)X olduğundan
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K(X)X = −Bt W (E, X) E

K(X) Bt E = −Bt W (E, X) E

K(X) Bt = −Bt W (E, X)

K(X) = −Bt W (E, X) B

elde edilir.

Sonuç 3.3.5. (Esin, 1982) W0(E,X), α boyunca s = 0 bașlangıç anı için X

hareketinin Darboux matrisi olsun. Bu taktirde K0(X), s = 0 bașlangıç anında

(α,M) çiftinin eğrilik matrisi olmak üzere

K0(X) = −W0(E,X) (3.3.8)

dır.

İspat. Eğer s = 0 için (3.3.7) teki B0 = In alınırsa, (3.3.8) elde edilir.

Buraya kadar yapılanların yardımıyla, eǧri boyunca ortonormal çatıların Darboux

matrisleri arasında bir ilișki kuralabilir. Dolayısıyla, En de bir eǧrinin yüksek

mertebeden eǧrilikleri ile, Ende bir M hiperyüzeyi üzerindeki bir α eǧrisinin yüksek

mertebeden eǧrilikleri arasında da bir baǧıntı kurulmuș olacaktır. Bunun için (α, M)

ikilisinin doǧal çatı alanı X in, V Frenet çatısı üzerindeki deǧișimini gözönüne

alınmalıdır.

Teorem 3.3.6. (Esin, 1982) X doǧal çatısının V Frenet çatısı üzerindeki

V = CX, C ∈ SO(n)

ile verilen deǧișimin Darboux matrisi

W (V, X) = C ′ Ct
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olsun. W (V, X) ile, W (E, V ) ve W (E, X) Darboux matrisleri arasında

−AtW (E, V )A = W (V, X) − CBtW (E, X)A (3.3.9)

baǧıntısı vardır.

İspat. V = CX in, s ye göre türevi alınırsa,

V ′ = C ′ X + C X ′

elde edilir. Ayrıca Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.4 ün ispatlarından

V ′ = −At W (E, V ) E

X ′ = −Bt W (E, X) E

oldukları görülmüștü. Üstelik X = CtV yazılabilir. Böylece, bu ifadeler V ′ =

C ′ X + C X ′ eșitliğinde yazılırsa

−At W (E, V ) A = W (V, X) − C Bt W (E,X) A

denklemine indirgenir ve bu da ispatı tamamlar.

Sonuç 3.3.7. (Esin, 1982) s = 0 bașlangıç anında Darboux matrisleri arasında

−W0(E, V ) = W0(V, X) − W0(E, X) (3.3.10)

eșitliği mevcuttur.

İspat. s = 0 bașlangıç anı için
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A0 = B0 = C0 = In

olduğundan (3.3.9) dan dolayı ispat açıktır.

Sonuç 3.3.8. (Esin, 1982) Eğrilik matrisleri arasında

K(V ) = C ′ Ct + C K(X) Ct (3.3.11)

eșitliği vardır.

İspat.

−At W (E, V ) A = K(V )

C ′ Ct = W (V, X)

A = B Ct

eșitlikleri (3.3.9) da kullanılırsa,

K(V ) = C ′ Ct + C Bt W (E, X) B Ct

yazılabilir. Ayrıca

−Bt W (E, X) B = K(X)

olduğundan

K(V ) = C ′ Ct + C K(X) Ct

elde edilir.

Sonuç 3.3.9. (Esin, 1982) s = 0 başlangıç anında eğrilik matrisleri arasında
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K0(V ) = W0(V,X) + K0(X) (3.3.12)

eșitliği vardır.

İspat. Bu iddianın doǧruluǧu da yine C0 = In için (3.3.11) den görülmektedir.
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4. n × n-TİPİNDE ȘEMSİYE MATRİSLERİ VE BİR EĞRİNİN

EĞRİLİKLERİ

4.1. Teoremler ve İspatlar

Bu bölümde, En de bir M hiperyüzeyi üzerinde eǧrilik çizgisinden farkı bir α eǧrisi

için, X = {X1, X2, ..., Xn−1, Xn} doǧal çatısının X2, X3, ..., Xn−2 doǧrultularının X1

teǧet doǧrultusu ile eșlenik doǧrultular oldukları kabul edelim. Bu durumda,

II(X1, X2) = II(X1, X3) = ... = II(X1, Xn−2) = 0

olacaǧından, elemanları α eǧrisinin eǧrilik fonksiyonları olan ve (2.8.8) ile belirli

K(X) eǧrilik matrisi




0 k1g 0 . . . 0 II(X1, X1)

−k1g 0 k2g . . . 0 0

0 −k2g 0 . . . 0 0

. . . . .

. . . . .

. . . . .

0 0 0 . . . k(n−2)g 0

0 0 0 . . . 0 II(X1, Xn−1)

−II(X1, X1) 0 0 . . . −II(X1, Xn−1) 0




biçiminde yazılabilir. Șimdi,

kig = bi+2 (1 ≤ i ≤ n− 2)

II(X1, Xn−1) = b1 (4.1.1)

−II(X1, X1) = b2



diyelim. Böylece, bj(1 ≤ j ≤ n) elemanlarına göre

K(X) =




0 b3 0 0 . . . 0 0 −b2

−b3 0 b4 0 . . . 0 0 0

0 −b4 0 b5 . . . 0 0 0

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .

0 0 0 0 . . . 0 bn 0

0 0 0 0 . . . −bn 0 b1

b2 0 0 0 . . . 0 −b1 0




(4.1.2)

biçiminde yeniden yazılabilen n × n anti-simetrik eǧrilik matrisini Cayley formülü

kullanarak așaǧıdaki teorem ile verilen bir șemsiye matrisi elde edebiliriz.

Teorem 4.1.1. (Esin, 1982) n ≥ 3 ve 1 ≤ i ≤ n olmak üzere bi = c ise

A = (In −K(X))−1(In + K(X))

pozitif ortogonal matrisi bir șemsiye matrisidir.

İspat. Tanım 2.5.1. ile verilen șemsiye matrisi olma özeliǧine göre,

S=
[

1 1 . . . 1
]t

∈ Rn
1 olmak üzere AS = S olduǧunu göstermeliyiz.

(In + K(X))S = S + K(X)S
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(In + K(X))S =




1

1

.

.

.

1

1




+ c




0 1 0 . . . 0 0 −1

−1 0 1 . . . 0 0 0

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

0 0 0 . . . −1 0 1

1 0 0 . . . 0 −1 0







1

1

.

.

.

1

1




(In + K(X))S =




1

1

.

.

.

1

1




+ c




1− 1

−1 + 1

.

.

.

−1 + 1

1− 1




(In + K(X))S = S

Böylece, S nin K(X) in çekirdeǧinde olduǧu da görülmektedir. O halde,

(In + K(X))S = S −K(X)S

(In + K(X))S = S

olup, buradan

S = (In −K(X))−1S
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elde edilir. Bu durumda,

AS = (In −K(X))−1(In + K(X))S

AS = (In −K(X))−1S

AS = S

olur. Bu ise, A ortogonal matrisinin bir șemsiye matrisi olması demektir.

n = 3 özel hali için eǧrilik matrisi

K(X) =




0 b3 −b2

−b3 0 b1

b2 −b1 0




biçiminde olup, burada b1 = τg , b2 = kn , b3 = kg ile, sırasıyla, E3 de bir yüzey

üzerine çizilmiș bir eǧrinin geodezik burulması, normal eǧriliǧi ve geodezik eǧriliǧi

gösterilmektedir. Böylece,

I3 −K(X) =




1 −b3 b2

b3 1 −b1

−b2 b1 1




(I3 −K(X))−1 =
1

1 + b2
1 + b2

2 + b2
3




1 + b2
1 b1b2 + b3 b1b3 − b2

b1b2 − b3 1 + b2
2 b2b3 + b1

b1b3 + b2 b2b3 − b1 1 + b2
3




I3 + K(X) =




1 b3 −b2

−b3 1 b1

b2 −b1 1



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olup, bu deǧerler A=(I3 −K(X))−1(I3 + K(X)) Cayley formülünde kullanılırsa,

A =
1

1 + b2
1 + b2

2 + b2
3




1 + b2
1 − b2

2 − b2
3 2(b1b2 + b3) 2(b1b3 − b2)

2(b2b1 − b3) 1− b2
1 + b2

2 − b2
3 2(b2b3 + b1)

2(b3b1 + b2) 2(b3b2 − b1) 1− b2
1 − b2

2 + b2
3




olarak bulunur. b1, b2, b3 yerine c1/c0, c2/c0, c3/c0 almak suretiyle c0, c1, c2, c3 homogen

parametreler ithal edildiǧinde yukarıdaki A matrisi

A =
1

c2
0 + c2

1 + c2
2 + c2

3




c2
0 + c2

1 − c2
2 − c2

3 2(c0c3 + c1c2) 2(−c0c2 + c1c3)

2(−c0c3 + c2c1) c2
0 − c2

1 + c2
2 − c2

3 2(c0c1 + c2c3)

2(c0c2 + c3c1) 2(−c0c1 + c3c2) c2
0 − c2

1 − c2
2 + c2

3




biçiminde yazılabilir. Burada ci(0 ≤ i ≤ 3) parametrelerinin geometrik anlamları

șöyledir: c1, c2, c3 hareketin dönme ekseninin doǧrultusunu verir ve c0 da dönme açısı

ile ilgilidir (Bottema ve Roth, 1979).

Bir șemsiye matrisinin herhangibir satırının (veya, herhangibir kolonunun) elemanlarının

toplamı 1 olmak zorundadır. Bu karakterizasyonu da kullanmak amacıyla, A matrisinin

bir șemsiye matrisi olduǧunu ikinci bir yoldan gösterelim.

A =




a1 a2 a3

a4 a5 a6

a7 a8 a9




denirse,

σ =


 b1 b2 b3

b2 b3 b1




dairesel permütasyonunun kullanılması ile

A =




a1 a2 a3

σ(a3) σ(a1) σ(a2)

σ2(a2) σ2(a3) σ2(a1)



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olduǧu görülür. Böylece, b1 = b2 = b3(= c) alınırsa,

A =
1

1 + 3c2




1− c2 2(c2 + c) 2(c2 − c)

2(c2 − c) 1− c2 2(c2 + c)

2(c2 + c) 2(c2 − c) 1− c2




elde edilir. A matrisinin herhangibir satırının (veya, herhangibir kolonunun) elamanlarının

toplamı 1 e eșit olduǧu görülmektedir. Üstelik,

A =




a1 a2 a3

a3 a1 a2

a2 a3 a1




biçimindedir. Bütün bunlar, A ortogonal matrisinin bir șemsiye matrisi olduǧu

göstermektedir.

Teorem 4.1.2. (Esin, 1982) En de A = (In−K(X))−1(In +K(X)) șemsiye matrisi

ile olușan șemsiye hareketinin Darboux matrisi W (A) ile, eǧrilik matrisi K(X)

arasında, c = c(s) olmak üzere

W (A) =
2c′

c
(In −K(X))−1K(X)(In + K(X))−1 (4.1.3)

baǧıntısı vardır.

İspat. A nın s ye göre türevi alınır

A′ = [(In −K(X))−1]′(In + K(X)) + (In −K(X))−1(In + K(X))′

A′ = (In −K(X))−1(In −K(X))′(In −K(X))−1(In + K(X)) + (In −K(X))−1K ′(X)

A′ = (In −K(X))−1K ′(X)(In −K(X))−1(In + K(X)) + (In −K(X))−1K ′(X)

A′ = (In −K(X))−1K ′(X)[(In −K(X))−1(In + K(X)) + In]
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ve

In = ((In −K(X))−1(In −K(X)))

olduǧu gözönüne alınırsa

A′ = 2(In −K(X))−1K ′(X)(In −K(X))−1

olur. K(X) = cU (U sabit matris) olup, K ′(X) = c′
c
K(X) deǧeri A da yerine

yazılırsa,

A′ = 2
c′

c
(In −K(X))−1K(X)(In −K(X))−1

bulunur. Böylece W (A) = A′At eșitliǧinde At deǧeri yerine yazıldıǧında, W (A)

matrisi așaǧıdaki gibi bulunur:

W (A) = 2
c′

c
(In −K(X))−1K(X)(In −K(X))−1(In + K(X))−1(In −K(X))

W (A) = 2
c′

c
(In −K(X))−1K(X)[(In + K(X))(In −K(X))]−1(In −K(X))

W (A) = 2
c′

c
(In −K(X))−1K(X)[(In −K(X))(In + K(X))]−1(In −K(X))

W (A) = 2
c′

c
(In −K(X))−1K(X)(In + K(X))−1(In + K(X))−1(In −K(X))

W (A) = 2
c′

c
(In −K(X))−1K(X)(In + K(X))−1.

Sonuç 4.1.3. (Esin, 1982) En de, herhangibir s anında, A = (In −K(X))−1(In +

K(X)) șemsiye matrisi ile olușan șemsiye hareketinin Darboux matrisi W (A) ile,

(α,M) ikilisinin X doǧal çatısının E standart çatı alanı üzerindeki hareketinin
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Darboux matrisi W (E, X) arasında X ile E arasındaki, geçiș matrisi B olmak üzere,

W (A) = 2
c′

c
[In + BtW (E, X)B]−1BtW (E,X)B[In −BtW (E,X)B]−1

baǧıntısı vardır.

İspat. E = BX olmak üzere Teorem 3.3.4. den, herhangibir s anı için

K(X) = −BtW (E, X)B

olduǧu biliyoruz. Böylece, (4.1.3) eșitliǧinde K(X) in bu deǧeri kullanılırsa istenen

baǧıntı elde edilmiș olur.

Teorem 4.1.4. (Esin, 1982) En de, A = (In−K(X))−1(In +K(X)) șemsiye matrisi

için, A′At = W (A) olmak üzere, In + W (A)ds matrisi de bir (infinitezimal) șemsiye

matrisidir.

İspat. En de bir infinitezimal hareket için

Y + Y ′ds = AX + C + (A′X + C ′)ds

yazılabilmekte olup, X = At(Y − C) olduǧundan,

Y + Y ′ds = (In + A′Atds)(Y − C) + C + C ′ds

veya A′At = W (A) ifadesinin yazılmasıyla

(Y ′ − C ′)ds = (In + W (A)ds)(Y − C)− (Y − C)

elde edilir. Șimdi buradaki In + W (A)ds matrisini göz önüne alalım. (4.1.3) ile

verilen W (A) için W t(A) = −W (A) olduǧu açıktır. O halde,

(In + W (A)ds)− In = W (A)ds (= anti− simetrik matris)
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olduǧundan, In + W (A)ds matrisi bir infinitezimal ortogonal matristir. Üstelik,[
1 1 . . . 1

]t

∈ Rn
1 için,

[W (A)ds]S = [2
c′

c
(In −K(X))−1K(X)(In + K(X))−1]S

[W (A)ds]S = 2
c′

c
(In −K(X))−1K(X)S

ve S, K(X) in çekirdeǧinde olduǧundan,

[W (A)ds]S = 0

olur. Böylece,

(In + W (A)ds)S = S + [W (A)ds]S

(In + W (A)ds)S = S

elde edilir. O halde, In + W (A)ds matrisi bir (infinitezimal) șemsiye matrisidir.
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5. TARTIȘMA VE SONUÇ

Bu tezde n-boyutlu Öklid uzayında, bir eğri boyunca eğrilik ve Darboux matrislerin-

den ve Șemsiye matrisleri hakında temel bilgilerden bahsedilmiștir. Bu çalıșmayı

yaparken, Prof. Dr. Erdoğan Esin ve Prof. Dr. H. Hilmi Hacısalihoğlu’nun

"Curvature matrices and Darboux matrices of motions along a curve in Euclid" (Esin

ve Hacısalihoğlu, 1986b) ve "Umbrella matrices and higher curvatures of a curve"

(Esin ve Hacısalihoğlu, 1986a) makalelerinden söz edilmiștir. Bu çalıșmada En de

Frenet hareketinin Darboux matris bileșenlerini ve șeridin doğal çatı hareketini bulup

bu hareketin Darboux matrisleriyle, eğrilik matrisi arasındaki bağıntılar verilmiștir.

Bunların yanı sıra, En deki bir șemsiye hareketin Darboux matrislerinden bahsedil-

miștir.
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