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Bu tez çalıșmasında ilk olarak sabit nokta, büzülme dönüșümü gibi temel tanımlar
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SİMGE ve KISALTMALAR

Simgeler Açıklamalar

R Reel sayılar kümesi

R+ Pozitif reel sayılar kümesi

Z Tam sayılar kümesi

N Doğal sayılar kümesi

N0 Negatif olmayan tam sayılar kümesi

Q Rasyonel sayılar kümesi

C Kompleks sayılar kümesi

∞ Sonsuzluk

< Küçük

≤ Küçük veya eșit

> Büyük

≥ Büyük veya eșit

6= Eșit değil

v



1. GİRİȘ

Farklı uzaylardaki sabit veya ortak sabit nokta çalıșmaları üzerindeki sonuçlarla

alakalı sabit nokta teorisi oldukça geniș bir literatüre sahiptir. Son yıllarda, sabit

nokta teoremleri diferensiyel denklemler, integral denklemlerin çözümlerinin varlığı

ve tekliğinin gösterilmesi ve matematiğin diğer birçok branșına uygulanabilir. Sabit

nokta teori ile belli büzülme koșullarını sağlayan kendi içine dönüșümler birçok

uygulamaya sahiptir ve çeșitli çalıșmaların önemli bir sahası olmuștur. (Choudhary

ve Nanda, 1990; He, Song ve Chen; Wataru, 2000) Son zamanlarda, multiplicative

kalkülüs Bashirov, Kurpınar ve Özyapıcı (Bashirov ve ark., 2008) tarafından çalıșıl-

mıștır. Bu yazarlar klasik kalkülüste türev ve integrallerin iyi bilinen özelliklerine

ilișkin sonuçlar ve uygulamalar vermișlerdir. Daha sonra multiplicative kalkülüs

Uzer tarafından kompleks değerli fonksiyonlara genișletilmiștir. Ayrıca Özavșar ve

Çevikel (Ozavsar ve Cevikel, 2017) multiplicative büzülme dönüșümleri kavramını

tanımlayarak tam mul- tiplicative metrik uzaylar üzerindeki dönüșümlerin bazı sabit

nokta teoremlerini ispatlamıșlardır. Agamieza (Ozavsar ve Cevikel, 2017) ve diğerleri

multiplicative hesaplama, iktisat ve finans gibi çeșitli matematiksel alanlarda kullan-

mıșlardır. Florac ve Assep (Florack ve van Assen, 2012) multiplicative hesaplamayı

biyomedikal alanda kullanmıștır. Bashirov ve Rıza (Bashirov ve Rıza, 2011) multipli-

cative Cauchy-Riemann eșitliğinde kullanmıș ve karmașık multiplicative farklı hesap-

ları ortaya koymuștur. Ve aynı zamanda multiplicative hesaplamalar için uygun

olan karmașık dizileri incelemiștir. Mısırlı ve Gurefe (Mısırlı ve Gurefe, 2011)

sayı metodlar ve șu an günümüzde henüz çözümüne ulașamadığımız daha birçok

matematiksel uygulamalarda multiplicative hesaplamayı kullanmıștır. Non-Newto-

nian kalkülüs, Newtoon ve Leibnitz’in alıșılmıș kalkülüsünün bir alternatifidir ve

klasik ișlemler yerine non-Newtonian ișleme dayanarak diferensiyelllenebilme ve

integrallenebilmeyi sağlar. Non-Newtonian kalkülüsün fraktal geometri, görüntü

analizi, ekonomik büyüme, finans, fizikteki dalga teorisi, kuantum fiziği, bilgi tekno-

lojisi gibi farklı alanlarda çok sayıda uygulaması vardır. Non-Newtonian kalkülüs

üzerindeki çalıșmalar 1972 yılında Grosmann ve Katz tarafından bașlatılmıștır.

Çakmak ve Bașar (2002) non-Newtonian metrik kavramı üzerinde çalıșmıș ve bu

uzaya göre Minkowski eșitsizliği ile üșgen eșitsizliği kavramını tanımlamıșlardır.
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Binbașıoğlu, Demiriz ve Türkoğlu (2016) non-Newtonian topolojik yapının inșasını

yaparak Banach sabit nokta teoremini bu uzaylar için ispatlamıșlardır. Böylece

non-Newtonian metrik uzaylardaki sabit nokta teorisinin de temelleri atılmıștır.

Bu tez çalıșmasında sabit nokta teorisi üzerine bir literatür taraması yapılmıștır.

Sabit nokta teorisiyle alakalı temel tanım ve kavramlardan bahsedilmiștir. Non-New-

tonian ve multiplicative metrik uzaylar ile bunların topolojilerinin inșası incelenmiș-

tir. Non-Newtonian metrik uzaylar ve multiplicative metrik uzaylar için çeșitli

büzülme dönüșümlerinden yararlanarak bazı sabit nokta ve ortak sabit nokta teorem-

leri ayrıntılı olarak incelenmiștir.

2



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Temel Tanımlar ve Teoremler

Bu bölümde tezimizin ileri bölümlerinde kullanılacak olan bazı temel tanım, teorem

ve sonuçlar üzerinde durulacaktır.

Tanım 2.1.1. X boș olmayan keyfi bir küme olsun. T : X → X dönüșümünün

bir sabit noktası

T (x) = x

olacak șekildeki x ∈ X noktasıdır. (Soykan, 2012)

Așağıdaki örneklerden de görüleceği gibi T : X → X ile tanımlanan bir T

dönüșümünün herhangi bir sabit noktası olmayabilir, bir sabit noktası olabilir ya

da birden çok sabit noktası olabilir.

Örnek 2.1.2. X = R kümesini göz önüne alalım. t 6= 0 olmak üzere

Tx = t + x

ile tanımlanan T : R→ R öteleme (translation) fonksiyonunun sabit noktası yoktur.

Örnek 2.1.3. {(x, 0) : x ∈ R} kümesinin her bir elemanı

T (x, y) = (x,−y)

ile tanımlı T : R2 → R2 yansıma fonksiyonunun sabit noktasıdır.Yani T fonksiyonunun

sonsuz sayıda sabit noktası vardır.

I , X üzerindeki birim dönüșüm olmak üzere T : X → X dönüșümünün sabit

noktaları aslında

(T − I)(x) = 0 (2.1.1)

denkleminin çözümleridir.O halde bir denklemin çözümünü bulmak için standart bir

teknik, buna karșılık gelen fonksiyonun sabit noktalarını bulmaktır.
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Tanım 2.1.4. (X, d) bir metrik uzay ve T : X → X bir dönüșüm olsun.Eğer her

x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) ≤ ad(x, y)

olacak șekilde bir 0 ≤ a < 1 varsa T ye bir daralma (ya da büzülme) dönüșümü

denir. (Soykan, 2012)

Tanım 2.1.5. X boș olmayan bir küme ve T : X → X bir dönüșüm olsun.

T ◦ T (x) = T (T (x))

ile verilen dönüșümde X den X ’e olup ve bir T nin ikinci iterasyonu adını alır.

Genel olarak n adet T den elde edilen T ◦T ◦T ◦ ... ◦T (x), n. iterasyon adını alır ve

T ◦ T ◦ ... ◦ T (x) = T (T (...T (x)...))

ile verilir ve

T n = T ◦ T ◦ ... ◦ T

șeklinde gösterilir.

Örnek 2.1.6. T (x) = x2 − 1 ile tanımlı T : R → R fonksiyonunun dördüncü

iterasyonu

T 4(x) = T (T (T (T (x)))) = (((x2 − 1)2 − 1)2 − 1)2 − 1

șeklindedir.

Teorem 2.1.7. (Banach Sabit Nokta Teoremi)

(X, d) bir tam metrik uzay olmak üzere T : X → X bir büzülme dönüșümü olsun.

Yani, her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) ≤ k.d(x, y)

olacak șekilde bir k ∈ [0, 1) var olsun. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir.

(Soykan, 2012)

4



Örnek 2.1.8. T (x) = x + 1 ile tanımlı T : R → R fonksiyonunu ele alalım.O

zaman

|T (x)− T (y)| ≤ |x− y| (2.1.2)

dir ve ayrıca T sabit bir noktaya sahip değildir.

Örnek 2.1.9.

T (x) = x + 1− x

1 + |x|
ile tanımlı T : R→ R fonksiyonunu düșünelim.O zaman

|T ′
(x)| = 1− (1 + |x|)−2 < 1

dir ve bu nedenle her x < y için

|T (y)− T (x)| = |y
x
T
′
(t)dt| ≤ y

x
|T ′

(t)dt| < y

x
dt = |y − x|

dir. O halde herhangi x, y için kesin bir eșitsizlik olan

d(T (x), T (y)) < d(x, y)

sağlanır.Bununla birlikte T herhangi bir sabit noktaya sahip değildir.

Örnek 2.1.10. T (x) = x ile tanımlı T : R→ R fonksiyonunu göz önüne alalım.Bu

durumda (2.1.2) eșitliği yine sağlanır. Bütün x ∈ R noktaları T nin sabit noktalarıdır.

O halde sabit nokta tek değildir (yani birden fazladır).

Tanım 2.1.11. (çakıșık nokta, zayıf uyușabirlik, ortak sabit nokta) (Ahmad ve ark.,

2012)

S, T : X → X dönüșümler olsun. x ∈ X için

y = Tx = Sx
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șartı sağlanıyorsa y ye çakıșma noktası, x e de T ve S nin çakıșık noktası denir.

Aynı zamanda T ile S zayıf uyușabilir olur yani X de çakıșık noktaları aynıdır. O

zaman çakıșma noktası olan y bu dönüșümlerin tek ortak sabit noktasıdır.

Tanım 2.1.12. (çakıșık nokta) (Jungck ve Rhoades, 2006)

f, g : X → X

X kümesi üzerinde dönüșümler olsun. ω ∈ X için

fω = gω = z

ise, ω, f ve g nin nin çakıșık noktası adını alır ve z, f ve g nin nin çakıșık noktası

olur.

Tanım 2.1.13. (zayıf uyușabilirlik) (Jungck ve Rhoades, 2006)

f, g : X → X

X kümesi üzerinde dönüșümler olsun. Eğer f ve g her çakıșık noktasında değișmeli

ise zayıf uyușabilir denir.

Tanım 2.1.14. (Ahmad ve ark., 2012)

f ve g, X’in kendi içine birer dönüșümü olsun.

ω = fω = gω

koșulunu sağlayan bir ω ∈ X, f ve g nin ortak sabit noktasıdır.
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2.2. Non-Newtonian Metrik Uzaylar

β = exp fonksiyonu, R+ pozitif reel sayılar kümesini göstermek üzere

β : R −→ R+

x −→ β (x) = ex = y

șeklinde tanımlı bir fonksiyon olsun. Bu β fonksiyonu, bir üreteç olarak eğer ′′∀ x ∈ R
için I (x) = x olmak üzere β = I ′′ șeklinde alınırsa bu taktirde β klasik aritmetiği

üretir. Eğer β = exp alınırsa β geometrik aritmetiği üretir. R (N), non-Newtonian

reel sayıların

R (N) = {β (x) : x ∈ R}

olacak șekilde bir kümesi olarak tanımlansın. β aritmetiğinin tüm kavramları klasik

aritmetiktekilere benzer özelliklere sahiptir. β sıfır, β bir ve bütün β tamsayıları

..., β (−1) , β (0) , β (1) , ..

șeklinde olușturulur.

A aralıklı herhangi bir β üretecini ele alalım. β toplama, β çıkarma, β çarpma, β

bölme, ve β sıralama gibi ișlemleri x, y ∈ R için așağıdaki șekilde yazabiliriz.

β toplama x u y = β
{
β−1 (x) + β−1 (y)

}
,

β çıkarma x
.− y = β

{
β−1 (x)− β−1 (y)

}
,

β çarpma x
.× y = β

{
β−1 (x)× β−1 (y)

}
,

7



β bölme x
.

/y = β
{
β−1 (x)÷ β−1 (y)

}
,

β sıralama x
.
< y = β

{
β−1 (x) < β−1 (y)

}

× ∈ A ⊂ R (N) için x
.×x ile tanımlanan sayı x-in β karesidir ve x2N olarak gösterilir.

√
x

N sembolü de β karesi x e eșit olan β negatif olmayan sayıları için

t = β
{√

β−1 (x)
}

ile gösterilir. Yani herbir t sayısı için t2N = x dir. Bu makale boyunca xpN ile p inci

non-Newtonian kuvveti göstereceğiz. Böylece așağıdakileri elde ederiz.

x2N = x
.× x = β

{
β−1 (x)× β−1 (x)

}
= β

{[
β−1 (x)

]2
}

,

x3N = x2N
.× x = β

{
β−1

{
β

[
β−1 (x)× β−1 (x)

]}× β−1 (x)
}

= β
{[

β−1 (x)
]3

}

...

xpN = x(p−1)N
.× x = β

{[
β−1 (x)

]p}
,

...

Bir x ∈ A ⊂ R (N) sayısının β mutlak değeri β (|β−1 (x)|) olarak tanımlanır ve |x|N
ile gösterilir. Ayrıca

√
x2N

N
= |x|N = β {|β−1 (x)|} dır. Böylece

|x|N = β{
∣∣β−1(x)

∣∣} =





x, x
.
> β(0),

β(0), x = β(0)

β(0)
.− x, x

.
< β(0)

elde edilir.
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Her x1, x2 ∈ A ⊆ R (N) için |.|N non-Newtonian uzaklık fonksiyonu

∣∣∣x1

.− x2

∣∣∣ = β
{∣∣∣β−1 (x1)

.− β−1 (x2)
∣∣∣
}

olarak tanımlanır. Bu uzaklık değișmelidir. Yani

∣∣∣x1

.− x2

∣∣∣ =
∣∣∣x2

.− x1

∣∣∣

koșulunu sağlar.

Herhangi bir z ∈ R (N) alalım. Eğer z
.
> β (0) ise z non-Newtonian pozitif reel

sayı olarak adlandırılır; eğer z
.
< β (0) ise z non-Newtonian negatif sayı olarak

adlandırılır ve eğer z = β (0) ise o halde z non-Newtonian nötr reel sayıdır. non-New-

tonian pozitif reel sayılar R+ (N) ve non-Newtonian negatif reel sayılar R− (N) ile

gösterilir. Klasik hesaplamalarda ortaya konulan belirgin özellikler, non-Newtonian

hesaplamalarda da verilebilir.

Önerme 2.2.1. Her x, y ∈ R (N) için
∣∣∣x .× y

∣∣∣
N

= |x|N
.× |y|N dır. (Çakmak ve

Bașar, 2012)

Önerme 2.2.2. Non-newtonian |.|N uzaklığına göre üçgen eșitsizliği her x, y ∈ R (N)

için

∣∣∣x .
+ y

∣∣∣
N

.≤ |x|N
.
+ |y|N

șeklinde tanımlanır. (Çakmak ve Bașar, 2012)

non-Newtonian metrik uzaylar , metrik uzaylara bir alternatif olarak düșünülebilir.

Tanım 2.2.3. X 6= ∅ bir küme olsun.

Eğer bir dN : X ×X −→ R+ (N) fonksiyonu ∀x, y, z ∈ X

(NM1) dN (x, y) = β (0) =
.

0 ⇐⇒ x = y

(NM2) dN (x, y) = dN (y, x)

(NM3) dN (x, y)
.≤ dN (x, z)

.
+ dN (z, y)

koșullarını sağlıyorsa X üzerinde non-Newtonian metrik uzay olarak adlandırılır ve
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burada (X, dN) ikilisi non-Newtonian metrik uzay adını alır. (Çakmak ve Bașar,

2012)

Önerme 2.2.4. R (N) üzerinde her x ∈ R (N) için

dN (x, y) =
∣∣∣x .− y

∣∣∣
N

șeklinde tanımlanan dN non-Newtonian metriğini düșünürsek (R (N) , dN) non-New-

tonian bir metrik uzaydır. (Çakmak ve Bașar, 2012)

Tanım 2.2.5. X, R (N) üzerinde bir vektör uzayı olsun. Eğer her x, y ∈ X için ve

λ ∈ R (N) için ||.||N : X −→ R+ (N) fonksiyonu

(NN1) ||.||N = 0 ⇐⇒ x =
.

0

(NN2)
∣∣∣∣λ .× x

∣∣∣∣
N

= |λ|N
.× ||x||N

(NN3)
∣∣∣∣x .

+ y
∣∣∣∣

N
≤ ||x||N

.
+ ||y||N

aksiyomlarını sağlıyorsa o halde ||.||N X üzerinde negatif olmayan bir non-Newtonian

norm olarak adlandırılır ve (X, ||.||N) non-Newtonian normlu uzaydır. (Çakmak ve

Bașar, 2012)

Not 2.2.6. Burada X üzerinde her ||.||N non-Newtonian normun

dN (x, y) =
∣∣∣
∣∣∣x .− y

∣∣∣
∣∣∣
N

x, y ∈ X

eșitliğiyle X üzerinde bir non-Newtonian dN metriğini ürettiğini görmek kolaydır.

(Çakmak ve Bașar, 2012)

Önerme 2.2.7. (X, dN) non-Newtonian bir metrik uzay olsun. O halde her x, y, z ∈
X için ∣∣∣dN (x, z)

.− dN (y, z)
∣∣∣
N

.≤ dN (x, y)

eșitsizliği elde edilir. (Çakmak ve Bașar, 2012)
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İspat. non-Newtonian üçgen eșitsizliğine göre

dN(x, z)
.≤ dN(x, y)

.
+ dN(y, z) ⇒ dN(x, z)

.− dN(y, z)
.≤ dN(x, y)

dN(y, z)
.≤ dN(y, x)

.
+ dN(x, z) ⇒ dN(y, x)

.− dN(x, z)
.≤ dN(y, x)

elde ederiz. Böylece |.|N nın tanımından ve yukarıdaki eșitsizlikten dolayı

∣∣∣dN(x, z)
.≤ dN(y, z)

∣∣∣
N

.≤ dN(x, y)

sonucuna varırız.

Tanım 2.2.8. (X, dN) non-Newtonian bir metrik uzay x ∈ X ve ε
.
>

.

0 olsun.

BN
ε =

{
y ∈ X : dN (x, y)

.
< ε

}

șeklinde tanımlanan küme x merkezli ε yarıçaplı non-Newtonian açık yuvar diye

adlandırılır. Benzer șekilde non-Newtonian kapalı yuvar ise

−
B

N

ε (x) =
{

y ∈ X : dN (x, y)
.≤ ε

}

șeklinde tanımlanır. (Çakmak ve Bașar, 2012)

Örnek 2.2.9. (R+ (N) , dN) non-Newtonian metrik uzayını düșünelim. dN tanımın-

dan x0 merkezli ε
.
>

.

1 yarıçaplı açık yuvarın
(
x0

.− ε, x0

.
+ ε

)
⊂ R+ (N) șeklinde

olduğu görülür. (Çakmak ve Bașar, 2012)

Tanım 2.2.10. (X, dN) non-Newtonian bir metrik uzay ve A ⊂ X olsun. O halde

BN
ε (x) ⊂ A olacak șekilde bir ε

.
>

.

1 varsa x ∈ A noktası A’ nın non-Newtonian

iç noktası adını alır. A’ nın bütün iç noktalarının kümesi A nın non-Newtonian içi

olarak adlandırılır ve intN (A) ile gösterilir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

Tanım 2.2.11. (X, dN) bir non-Newtonian metrik uzay ve A ⊂ X olsun. Eğer A’

nın her noktası A’ nın bir non-Newtonian iç noktası ise yani A = intN (A) ise o

halde A’ non-Newtonian bir açık küme olarak adlandırılır.(Çakmak ve Bașar, 2012)
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Lemma 2.2.12. (X, dN) bir non-Newtonian metrik uzay olsun. X’in her non-

Newtonian açık yuvarı non-Newtonian açık kümedir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

İspat. x ∈ X ve BN
ε (x) non-Newtonian açık bir yuvar olsun.

y ∈ BN
ε (x) için δ = ε

.− dN(x, y) ve z ∈ BN
δ (y) olursa o halde

dN(y, z)
.≤ ε

.− dN(x, y)

dir. Buradan da

dN(x, z)
.≤ dN(x, y)

.
+ dN(y, z)

.
< ε

sonucuna varırız. Elde edilen bu sonuç z ∈ BN
ε (x) olduğunu gösterir. Yani BN

δ (y) ⊂
BN

ε (x) dır. Böylece BN
ε (x) non-Newtonian açık bir kümedir.

Lemma 2.2.13. (X, dN) non-Newtonian bir metrik uzay olsun. O halde X ve ∅
non-Newtonian açık kümelerdir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

Lemma 2.2.14. non-Newtonian açık kümelerin (sayılabilen veya sayılamayan) aile-

sinin sonlu birleșimi de bir açık kümedir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

Lemma 2.2.15. non-Newtonian açık kümelerin ailesinin herhangi bir sonlu kesișimi

yine non-Newtonian bir açık kümedir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

İspat. B1 ve B2 iki non-Newtonian açık küme ve y ∈ B1 ∩ B2 olsun. O halde

δ1, δ2

.≥ 0 vardır öyleki

BN
δ1

(y) ⊂ BN
1 ve BN

δ2
(y) ⊂ BN

2

dır. δ, δ1 ve δ2 den daha küçük alınırsa

BN
δ (y) ⊂ BN

1 ∩BN
2

dır. Bu yüzden de non-Newtonian açık kümelerin bütün sonsuz elemanlarının kesișimi

non-Newtonian açık kümedir.

Teorem 2.2.16. Her non-Newtonian metrik uzay non-Newtonian açık kümelerin

kümesi olarak alınırsa bir non-Newtonian topolojik uzaydır.(Çakmak ve Bașar, 2012)
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İspat. Șu ana kadar elde ettiğimiz sonuçlar bu teoremi ispatlar.

Tanım 2.2.17. (X, dN) bir non-Newtonian metrik uzay olsun. ε
.
> 0 olmak üzere

(
BN

ε � {x}
) ∩ S = ∅ olması için gerek ve yeter șart x ∈ X nin S ⊂ X kümesinin

bir yığılma (limit) noktası olmasıdır. S kümesinin bütün non-Newtonian yığılma

(limit) noktalarının kümesi S
′ ile gösterilir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

Tanım 2.2.18. (X, dN) bir non-Newtonian metrik uzay olsun. Eğer S bütün

non-Newtonian limit noktalarını içeriyorsa o halde S ⊂ X, (X, dN) de non-Newtonian

kapalı kümedir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

Önerme 2.2.19. (X, dN) bir non-Newtonian metrik uzay ve S ⊂ X olsun. O halde

S ∪ S ′ bir non-Newtonian kapalı kümedir. Bu küme S kümesinin non-Newtonian

kapanıșı diye adlandırılır ve
−
SN ile gösterilir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

Önerme 2.2.20. (X, dN) non-Newtonian metrik uzay ve S ⊂ X olsun. S kümesi

non-Newtonian kapalı kümedir ⇐⇒ S nin tümleyeni olan X�S, non-Newtonian

açık kümedir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

Tanım 2.2.21.
(
X, dX

N

)
ve

(
Y, dY

N

)
iki tane non-Newtonian metrik uzay ve f :

X −→ Y bir fonksiyon olsun.

Eğer ∀ ε
.
>

.

0 için δ
.
>

.

0 var öyle ki f
(
BN

δ (x)
) ⊂ BN

ε (f (x)) ise o halde f , x ∈ X

de non-Newtonian süreklidir denir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

Örnek 2.2.22. (X, dN) non-Newtonian metrik uzayı verilsin ve X ×X üzerinde

p ((x1, x2) , (y1, y2)) = dN (x1, y1)
.
+ dN (x2, y2)

eșitliğiyle bir p non-Newtonian metriğini tanımlayalım. O halde

dN : X ×X −→ (
R+ (N) , |.|N

)

non-Newtonian metriği X × X de non-Newtonian süreklidir. Bunu göstermek için

(y1, y2) , (x1, x2) ∈ X ×X alalım.

∣∣∣dN (y1, y2)
.− dN (x1, x2)

∣∣∣
.≤ dN (x1, y1)

.
+ dN (x2, y2)
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olduğundan dN nin X ×X de non-Newtonian süreklidir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

Tanım 2.2.23. Eğer ∀ε .
>

.

0 için n0 = n0 (ε) ∈ N ve x ∈ X var öyle ki n > n0 için

dN (xn, x)
.
< ε oluyorsa (xn) dizisi bir X = (X, dN) metrik uzayında yakınsaktır

denir ve lim
n→∞

xn = x ya da n → ∞ iken xn
N−→ x șeklinde gösterilir.(Çakmak ve

Bașar, 2012)

Tanım 2.2.24. Eğer her ε
.
>

.

0 için ∃n0 = n0 (ε) var öyle ki ∀m,n
.
> n0 iken

dN (xn, xm)
.
< ε ise (xn) dizisi X = (X, dN) non-Newtonian metrik uzayında

non-Newtonian Cauchy dizisi adını alır.

Benzer șekilde eğer her BN
ε (x) non-Newtonian açık yuvarı için n > n0 ve xn ∈

BN
ε (x) olacak șekilde bir n0 doğal sayısı varsa (xn) dizisinin x’e non-Newtonian

yakınsak olduğu söylenebilir.

Eğer X’ deki her non-Newtonian Cauchy dizisi yakınsak ise X uzayının non-Newtonian

tam olduğu söylenebilir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

Önerme 2.2.25.
(
R (N) ,

.
+,

.×
)
bir tam uzaydır.(Çakmak ve Bașar, 2012)

Önerme 2.2.26. X = (X, dN) bir non-Newtonian metrik uzay olsun. O halde

(i) X’ deki yakınsak bir dizi sınırlıdır ve limiti tektir

(ii) X’ deki yakınsak bir dizi X’ de bir Cauchy dizisidir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

Lemma 2.2.27. (X, dN) bir non-Newtonian metrik uzay , (xn) X’ de bir dizi ve

x ∈ X olsun. O halde

xn
N−→ x (n −→∞) ⇐⇒ dN (xn, x)

N−→ .

0 (n −→∞) .

(Çakmak ve Bașar, 2012)

İspat. (xn) dizisinin x’e non-Newtonian yakınsak olduğunu varsayalım. Yani ∀ε .
>

.

1

için bir n0 doğal sayısı var olsun ve n > 0 iken (dN(xn, x)
.
< ε) olsun.

Böylece ∀n > n0 için − ε
.
< dN(xn, x)

.
< ε
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eșitsizliğini elde ederiz. Bu ise

∀n > n0 için |dN(xn, x)|N
.
< ε

demektir. Elde edilen bu sonuç dN(xn, x) dizisinin
.

0’a non-Newtonian yakınsak

olduğunu gösterir.

Lemma 2.2.28. (X, dN) bir non-Newtonian metrik uzay ve (xn) X’de bir dizi

olsun. Eğer (xn) dizisi non-Newtonian yakınsak ise o halde non-Newtonian yığılma

noktası tektir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

Teorem 2.2.29.
(
X, dX

N

)
ve

(
Y, dY

N

)
iki non-Newtonian metrik uzay, f : X −→ Y

bir dönüșüm ve (xn), X’de herhangi bir dizi olsun. O halde f , x ∈ X noktasında

non-Newtonian süreklidir ancak ve ancak her (xn) dizisi için n −→∞ iken xn −→ x

olduğunda f (xn)
N−→ f (x) dir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

İspat. f ’nin x noktasında non-Newtonian sürekli ve xn
N→ x olduğunu varsayalım.

f ’nin non-Newtonian sürekli olmasından dolayı ∀ε .
>

.

0 için δ
.
>

.

0 vardır öyleki

f(BN
δ (x)) ⊂ BN

ε (f(x)).

xn
N→ x (n →∞) olduğundan n > n0 olacak șekilde bir xn bulamayız ki xn ∈ BN

ε (x)

olsun. Yukarıdaki sonuçlardan dolayı

f(xn) ∈ BN
ε (f(x))

ve böylece

f(xn)
N→ f(x)(n →∞)

bulunur.

Tersine olarak f ’nin x’de non-Newtonian sürekli olmadığını varsayalım. Yani bir

ε
.
>

.

1 var 3 her bir ∀ δ
.
>

.

1 için

dX
N(x

′N , x)
.
< δ
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koșulunu sağlayan x
′ ∈ X için var fakat dY

N(f(x
′
), f(x))

.≥ ε olsun. Șimdi (δn) reel

sayılarından herhangi bir dizi olușturalım öyleki δn
N→ .

0 ve her n için δn

.≥ .

0 olsun.

Her n için seçilen n
′ yukarıdaki eșitsizliği sağlar ve x

′
n ile gösterilir. Burada x

′
n

N→ x

olduğu açıktır fakat f(x
′
n), f(x)’e non-Newtonian yakınsak değildir. Bu yüzden eğer

f non-Newtonian sürekli değilse o halde xn
N→ x olacak șekilde her (xn) dizisi

f(xn)
N→ f(x)

koșulunu sağlamaz.

Bunun karșıt tersini alarak teoremin koșulunun ispatlandığı görülür.

Teorem 2.2.30. (X, dN) bir non-Newtonian metrik uzay ve S ⊂ X olsun. O halde

(i) Bir x ∈ X noktası
−
S ye aittir ⇐⇒ S de xn

N−→ x (n −→∞) olacak șekilde

bir (xn) dizisi vardır

(ii) S kümesi non-Newtonian kapalıdır ⇐⇒ S deki her non-Newtonian yakınsak

dizi S ye ait olan bir non-Newtonian limit noktasına sahiptir.(Çakmak ve

Bașar, 2012)

İspat. (i) x ∈ S olsun. Eğer her n için xn = x olan bir (xn) olduğunu düșünürsek o

halde bu S de xn
N→ x koșulunu sağlayan bir dizi olur. x ∈ S

′
N olsun. Böylece

her εn =
.

1
.
+

.

1
.

/
.
n için BN

εn
(x) ∩ S 6= ∅ dır. xn ∈ BN

εn
(x) ∩ S seçersek S de

bir (xn) dizisi olușturabiliriz ve xn
N→ x (n →∞). Bunun yakınsaklığı kolayca

ispat edilebilir.

(ii) (i) den kolayca görülür.

Tanım 2.2.31. (X, dN) bir non-Newtonian tam metrik uzay ve T : X −→ X

herhangi bir dönüșüm olsun. T dönüșümü k ∈ R (N) sayısıyla birlikte eğer her

x, y ∈ X için

d (T (x) , T (y))
.≤ k

.× d (x, y)

oluyorsa non-Newtonian Lipschitz koșulunu sağlar. Burada k
.
<

.

1 ise , T bir

non-Newtonian büzülme dönüșümü olarak adlandırılır.(Çakmak ve Bașar, 2012)

16



2.3. Multiplicative Metrik Uzaylar

Tanım 2.3.1. X boștan farklı bir küme olsun. Așağıdaki șartları sağlayan d :

X ×X → R dönüșümüne multiplicative metrik denir.

(m1) ∀ x, y ∈ X için d(x, y) ≥ 1 ve d(x, y) = 1 ⇐⇒ x = y

(m2) ∀ x, y ∈ X için d(x, y) = d(y, x)

(m3) ∀ x, y, z ∈ X için d(x, z) ≤ d(x, y).d(y, z) (multiplicative üçgen eșitsizliği)

(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Örnek 2.3.2. Rn
+ pozitif reel sayıların n inci kuvvetlerinin koleksiyonu olsun.

x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn)εRn
+ ve |.|∗ : R+ → R+

|a|∗ =





a a ≥ 1 ise
1
a

a < 1 ise

olmak üzere

d∗(x, y) =

∣∣∣∣
x1

y1

∣∣∣∣
∗
.

∣∣∣∣
x2

y2

∣∣∣∣
∗
...

∣∣∣∣
xn

yn

∣∣∣∣
∗

șeklinde tanımlanan d∗ : Rn
+ → Rn

+ fonksiyonunu alalım. Bu șekilde tanımlanan d∗

ın multiplicative metriğin bütün șartlarını sağladığı açıktır. (Ozavsar ve Cevikel,

2017)

Örnek 2.3.3. a > 1 sabit bir reel sayı olsun. O halde

da(x, y) := |x− y|a :=
n

Π
i=1

∣∣∣∣
axi

ayi

∣∣∣∣
∗

șeklinde tanımlanan da : R+
n → R+

n fonksiyonu multiplicative metrik uzay șartlarını

sağlar. da’nın

n

Π
i=1

∣∣∣∣
axi

ayi

∣∣∣∣
∗

= a
n
Σ

i=1
|xi−yi|

koșulunu sağladığı görülebilir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)
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Önerme 2.3.4. (X, d) multiplicative bir metrik uzay olsun. O halde ∀ x, y, z ∈ X

için ∣∣∣∣
d(x, z)

d(y, z)

∣∣∣∣
∗
≤ d(x, y)

eșitsizliği sağlanır.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

İspat. Multiplicative üçgen eșitsizliğine göre așağıdakileri yazabiliriz.

d(x, z) ≤ d(x, y).d(y, z) ⇒ d(x, z)

d(y, z)
≤ d(x, y) (2.3.3)

d(y, z) ≤ d(y, x).d(x, z) ⇒ 1

d(x, y)
≤ d(x, z)

d(y, z)

Böylece |.|∗ tanımından ve (2.3.3) den

1

d(x, y)
≤ d(x, z)

d(y, z)
≤ d(x, y) ⇔

∣∣∣∣
d(x, z)

d(y, z)

∣∣∣∣
∗
≤ d(x, y)

elde ederiz.

Tanım 2.3.5. (X, d) multiplicative metrik uzay x ∈ X ve ε > 1 olsun

Bε(x) = {yεX | d(x, y) < ε}

șeklinde tanımlanan küme x merkezli ε yarıçaplı multiplicative açık yuvar olarak

adlandırılır. Benzer șekilde multiplicative kapalı yuvar da

−
Bε(x) = {yεX | d(x, y) ≤ ε}

șeklinde tanımlanır.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Örnek 2.3.6. (R+d∗) multiplicative metrik uzayını düșünelim. d∗ ın tanımından

(x0

ε
, x0.ε) ⊂ R+ olmak üzere x0 merkezli ε > 1 yarıçaplı multiplicative açık yuvarlarının

varlığı görülebilir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Tanım 2.3.7. (X, d) multiplicative metrik uzay ve A ⊂ X olsun. Eğer bir x ∈ A

noktası için ε > 1 olmak üzere Bε(x) ⊂ A koșulu sağlanıyorsa bu x noktası A’nın
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bir iç noktasıdır. A’nın bütün iç noktalarının koleksiyonuna A’nın multiplicative içi

denir ve int(A) = A ile gösterilir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Tanım 2.3.8. (X, d) bir multiplicative metrik uzay ve A ⊂ X olsun. A’nın bütün

noktaları multiplicative iç nokta ise int(A) = A olup A multiplicative açık kümedir.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

Lemma 2.3.9. (X, d) multiplicative metrik uzay olsun. X’in her bir multiplicative

açık yuvarı multiplicative açık kümedir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

İspat. x ∈ X ve Bε(x) multiplicative açık yuvar olsun. y ∈ Bε(x) için, eğer δ = ε
d(x,y)

ve z ∈ Bδ(y) olursa o halde d(y, z) < ε
d(x,y)

dır. Buradan

d(x, z) < d(x, y).d(y, z) < ε

elde edebiliriz.

Yani z ∈ Bε(x) olduğunu gösterir. Bu da Bδ(y) ⊂ Bε(x) anlamına gelir. Böylece

Bε(x) multiplicative açık kümedir.

Lemma 2.3.10. (X, d) multiplicative metrik uzay olsun. O halde X ve ∅multiplicative

açık kümedir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Lemma 2.3.11. Multiplicative açık kümelerin ailesinin sayılabilir veya sayılamaz

sonlu birleșimi de bir multiplicative açık kümedir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Lemma 2.3.12. Multiplicative açık kümeler ailesinin her sonlu kesișimi de multipli-

cative açık kümedir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

İspat. B1 ve B2 iki multiplicative açık küme ve y ∈ B1 ∩ B2 olsun. O halde

Bδ1(y) ⊂ B1 ve Bδ2(y) ⊂ B2 olacak șekilde δ1, δ2 > 1 vardır. δ1 ve δ2, δ dan daha

küçük oldukları için Bδ(y) ⊂ B1 ∩ B2 elde ederiz. Böylece her sonlu multiplicative

açık kümeler dizisinin kesișimi multiplicative açık kümedir.

Teorem 2.3.13. Her multiplicative metrik uzay bütün multiplicative açık kümelerin

ailesini baz kabul eden bir topolojik uzaydır.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

İspat. Șu ana kadar elde ettiğimiz sonuçlar bunu ispatlar.
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Tanım 2.3.14. (X, d) multiplicative metrik uzay olsun. Bir x ∈ X noktasının

S ⊂ X in multiplicative limit noktası olması için gerek ve yeter koșul ∀ ε > 1 için
(
Bε(x)\ {x} ) ∩ S 6= ∅ olmasıdır. S kümesinin multiplicative limit noktalarının

kümesi S
′ ile gösterilir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Tanım 2.3.15. (X, d) multiplicative metrik uzay olsun. Eğer S bütün multiplicative

limit noktalarını içerirse S ⊂ X , (X, d) de multiplicative kapalı kümedir.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

Multiplicative kapalı kümelerin tanımından așağıdaki önermeleri kolayca ispatla-

yabiliriz.

Önerme 2.3.16. (X, d) multiplicative metrik uzay ve S ⊂ X olsun. O halde S∪S
′

multiplicative kapalı bir kümedir. Bu küme S kümesinin multiplicative kapanıșı

diye adlandırılır ve
−
S ile gösterilir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Önerme 2.3.17. (X, d) multiplicative metrik uzay ve S ⊂ X olsun. S multiplicative

açıktır ancak ve ancak X/S kapalı ise.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Tanım 2.3.18. (X, dx) ve (Y, dy) iki multiplicative metrik uzay ve f : X → Y bir

dönüșüm olsun. Eğer ∀ε > 1 için bir δ > 1 var öyle ki (f(Bδ(x)) ⊂ Bε(f(x)))

koșulunu sağlıyorsa f, x ∈ X de multiplicative süreklidir denir.(Ozavsar ve Cevikel,

2017)

Tanım 2.3.19. (X, d) multiplicative metrik uzayı verilsin. X × X üzerinde bir

multiplicative metriği

ρ((x1, x2), (y1, y2)) = d(x1, y1).d(x2, y2)

șeklinde tanımlayalım. O halde d : X × X → ([1,∞) , |.|∗) multiplicative metriği

X × X üzerinde multiplicative süreklidir. Bunu göstermek için (y1, y2), (x1, x2) ∈
X ×X olsun.

∣∣∣∣
d(y1, y2)

d(x1, x2)

∣∣∣∣
∗
≤ d(x1, x2).d(y1, dy2)

elde ettiğimiz için d nin X×X üzerinde multiplicative süreklidir.(Ozavsar ve Cevikel,

2017)
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Tanım 2.3.20. (X, dx) multiplicative bir metrik uzay, (Y, dy) bir metrik uzay ve f :

X → Y bir dönüșüm olsun. ∀ ε > 0 için f(Bδ(x)) ⊂ Bε(f(x)) olacak șekilde δ > 1

varsa o halde f nin x ∈ X de yarı multiplicative sürekli olduğunu söyleyebiliriz.

Aynı șekilde benzer șartlar sağlanırsa g : Y → X fonksiyonunun da y ∈ Y de yarı

multiplicative sürekli olduğu söylenir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Örnek 2.3.21. f : (R+, |.|∗) → (R, |.|∗), f(x) = ln(x) șeklinde tanımlı bir fonksiyon

ve ε > 0, |ln(x)− ln(y)| < ε olsun. Eğer δ = eε olursa o halde
∣∣∣x

y

∣∣∣
∗

< δ elde ederiz.

Bu ise bize f nin R+ üzerinde yarı multiplicative sürekli olduğunu gösterir.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

Örnek 2.3.22. [a, b] ⊂ R ve C∗ [a, b] , [a, b] den R+ e olan bütün yarı multiplicative

sürekli fonksiyonların koleksiyonu olsun. O halde

d(f, g) = max
x∈[a,b]

∣∣∣∣
f(x)

g(x)

∣∣∣∣
∗
; f, g ∈ C∗ [a, b]

dönüșümü C∗ [a, b] üzerinde multiplicative bir metriktir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Tanım 2.3.23. (X, d) multiplicative metrik uzay, (xn) bir dizi ve x ∈ X olsun.

Her multiplicative Bε(x) açık yuvarı için n ≥ N olacak șekilde bir N doğal sayısı

var ve xn ∈ Bε(x) oluyorsa xn, x noktasına multiplicative yakınsaktır denir ve

xn →∗ x(n →∞) ile gösterilir.

Lemma 2.3.24. (X, d) multiplicative metrik uzay, (xn) X’de bir dizi ve x ∈ X

olsun. O halde

xn →∗ x(n →∞) ⇔ d(xn, x) →∗ 1(n →∞)

dır.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

İspat. (xn) dizisinin x noktasına multiplicative yakınsak olduğunu varsayalım. Yani

∀ ε > 1 için n ≥ N olacak șekilde bir N doğal sayısı var öyle ki d(xn, x) < ε olsun.

Böylece

∀n ≥ N icin
1

ε
< d(xn, x) < 1
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eșitsizliği elde edilir. Bunun anlamı ∀n ≥ N için |d(xn, x)|∗ < ε. Yani d(xn, x) dizisi

1 noktasına multiplicative yakınsaktır.

Lemma 2.3.25. (X, d) multiplicative metrik uzay (xn) X’de bir dizi olsun. Eğer

(xn) dizisi multiplicative yakınsak ise o halde multiplicative limit noktası tektir.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

İspat. (xn) →∗ x ve (xn) →∗ y (n → ∞) olacak șekilde x, y ∈ X alalım. ∀ε > 1

için bir N doğal sayısı vardır öyleki ∀n ≥ N için d(xn, x) <
√

ε ve d(xn, y) <
√

ε

elde edilir. Ayrıca

d(x, y) ≤ d(xn, x).d(xn, y) < ε

dır. ε keyfi olduğundan d(x, y) = 1 dir. Böylece x = y dır.

Teorem 2.3.26. (X, dX) ve (Y, dY ) iki multiplicative metrik uzay olsun. f : X → Y

bir dönüșüm ve (xn), X’de herhangi bir dizi olsun. O halde f , x ∈ X noktasında

multiplicative süreklidir ancak ve ancak xn →∗ x (n → ∞) olacak șekilde her (xn)

dizisi için f(xn) →∗ f(x) dir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

İspat. f ’nin x noktasında multiplicative sürekli ve xn → x (n → ∞) olduğunu

varsayalım. f nin multiplicative sürekliliğinden ∀ε > 1 için δ > 1 vardır öyleki

f(Bδ(x)) ⊂ B(f(x)) dır. xn →∗ x(n → ∞) olduğundan dolayı öyle bir N vardır

ki n ≥ N , xn ∈ Bδ(x) sağlanır. Yukarıdaki sonuçlar üzerinden șunu diyebiliriz ki

f(xn) ∈ Bε(f(x)) ve bu yüzden f(xn) →∗ f(x) (n →∞) dır.

Karșıt olarak f ’nin x noktasında multiplicative sürekli olmadığını varsayalım. Yani

her δ > 1 için bir ε > 1 ve dX(x
′
, x) < δ koșulunu sağlayan x

′ ∈ X var fakat

dY (f(x
′
), f(x)) ≥ ε (2.3.4)

olsun. Șimdi her n için δn > 1 ve δn → 1 olmak üzere (δn) reel sayılarının keyfi

dizisini alalım. Her n için (2.3.4) eșitsizliğini sağlayan x
′ ’i seçelim ve bunu x

′
n ile

gösterelim. x
′
n →∗ x olduğu fakat f(x

′
n), f(x)’e multiplicative yakınsak olmadığı

açıktır. Bu yüzden eğer f multiplicative sürekli değilse o halde her xn →∗ x dizisi
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f(xn) →∗ f(x) koșulunu sağlamaz. Bunu kanıtlamak için karșıt tersini ıspatlamak

yeterlidir.

Teorem 2.3.27. (X, dx) ve (Y, dy) sırasıyla alıșılmıș metrik uzay ve multiplicative

metrik uzay olsun. f : X → Y bir dönüșüm ve (xn), X de herhangi bir dizi olsun.

O halde f , x ∈ X noktasında yarı multiplicative süreklidir ancak ve ancak xn → x

(n →∞) olacak șekilde her (xn) dizisi için f(xn) →∗ f(x) dır.(Ozavsar ve Cevikel,

2017)

Teorem 2.3.28. (X, d) multiplicative metrik uzay ve S ⊂ X olsun. O halde

(i) Bir x ∈ X noktası
−
S nin elemanıdır⇔ S de bir (xn) dizisi var öyleki xn →∗ x

(n →∞) dır.

(ii) S kümesi multiplicative kapalıdır⇔ S de her multiplicative yakınsak dizi yine

S’ye ait olan multiplicative bir limit noktasına sahiptir.

(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

İspat. (i) x ∈ X olsun. Eğer her n için xn = x olacak șekilde bir (xn) dizisini

düșünürsek bu S’de xn →∗ x olacak șekilde bir dizidir. x ∈
′

S olsun. Bu

durumda her εn = 1 + 1
n
için BεN

(x) ∩ S 6= ∅ dır. xnεBεN
(x) ∩ S seçilirse

S de xn →∗ x (n → ∞) olacak șekilde bir (xn) dizisi olușturabiliriz. Karșıtın

ispatını yapmak kolaydır.

(ii) (i) den yapılabilir.

Tanım 2.3.29. (X, d) bir multiplicative metrik uzay ve (xn), X de bir dizi olsun.

Her ε > 1 için bir nεN var öyleki m,n ≥ N için d(xm, xn) < ε oluyorsa, bu dizi

multiplicative Cauchy dizisidir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Teorem 2.3.30. (X, d) multiplicative metrik uzay ve (xn), X de bir dizi olsun.

Bu dizi multiplicative yakınsak ise multiplicative bir Cauchy dizisidir.(Ozavsar ve

Cevikel, 2017)

İspat. xn →∗ x olacak șekilde x ∈ X alalım. Bundan dolayı her ε < 1 için bir N

doğal sayısı vardır öyleki her m,n ≥ N için d(xn, x) <
√

ε ve d(xm, xn) <
√

ε dir.

Multiplicative üçgen eșitsizliğine göre
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d(xn, xm) ≤ d(xn, x).d(x, xm) <
√

ε.
√

ε = ε

elde ederiz. Böylece (xn) multiplicative Cauchy dizisidir.

Teorem 2.3.31. A, R+ nın boș olmayan bir alt kümesi olsun. O halde s = sup A

olması için gerek ve yeter șart

(i) Her a ∈ A için a ≤ s dir.

(ii) Her ε > 1 için
∣∣ s
a

∣∣∗ < ε olacak șekilde en az bir a ∈ A noktası vardır.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

İspat. s = sup A olsun. O halde supremumun tanımından (i) șartı açıktır. (ii)

nin ispatı için bir ε > 1 var olsun öyleki
∣∣ s
a

∣∣∗ < ε olacak șekilde A kümesinde

hiçbir a olmasın. Eğer böyle bir durum varsa o halde s
ε
aynı zamanda A dizisi

için en üst sınırdır. Fakat bu durum imkansızdır. Çünkü s, A nın en küçük üst

sınırıdır. Karșıtının ispatı için s sayısının hem (i) hem de (ii) koșullarını sağladığını

varsayalım. (i) ye göre s, A kümesi için bir üst sınırdır. Eğer s 6= sup A ise o halde

s > sup A anlamına gelir. Fakat bu sonuç imkansızdır. Bu yüzden s = sup A dır.

Teorem 2.3.32. A, R+ nın boș olmayan bir alt kümesi olsun. O halde m = inf A

olması için gerek ve yeter șart

(i) ∀a ∈ A için m ≤ a dır.

(ii) ∀ε > 1 için
∣∣ a
m

∣∣∗ < ε olacak șekilde bir a ∈ A noktası vardır.(Ozavsar ve

Cevikel, 2017)

İspat. s = sup A olsun. O halde supremumun tanımından (i) șartı açıktır. (ii) nin

ispatı için bir ε > 1 var olsun öyleki
∣∣ s
a

∣∣∗ < ε olacak șekilde A kümesinde hiçbir

a olmasın. Eğer böyle bir durum varsa o halde s
ε
aynı zamanda A dizisi için en

üst sınırdır. Fakat bu durum imkansızdır. Çünkü s, A nın en küçük üst sınırıdır.

Karșıtının ispatı için s sayısının hem (i) hem de (ii) sağladığını varsayalım. (i) ye

göre s, A kümesi için bir üst sınırdır. Eğer s 6= sup A ise o halde s > sup A

anlamına gelir. Fakat bu sonuç imkansızdır. Bu yüzden s = sup A dır.
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Tanım 2.3.33. (X, d) multiplicative metrik uzay ve A ⊂ X olsun. Eğer x ∈ X için

bir M > 1 var öyleki A ⊆ BM(x) ise A kümesi multiplicative sınırlıdır.(Ozavsar ve

Cevikel, 2017)

Teorem 2.3.34. Multiplicative bir Cauchy dizisi multiplicative sınırlıdır.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

İspat. (X, d) multiplicative metrik uzay ve (xn) bu metrik uzayda bir multiplicative

Cauchy dizisi olsun. Multiplicative Cauchy dizisinin tanımından ε = 2 > 1 için bir

n0 doğal sayısı vardır öyleki her m,n ≥ n0 için d(xn, xm) < 2 sağlanır.

M = max {2, d(x1, xn0), ..., d(xn0−1, xn0)}

șeklinde alınırsa her n ∈ N için d(xnxn0) < M olduğu açıktır. Bu nedenle

∀ m,n ∈ N için d(xn, xm) ≤ d(xn, xn0).d(xm, xn0) < M2

elde edilir. Bu da bu dizinin multiplicative sınırlı olduğunu gösterir.

Teorem 2.3.35. (xn) ve (yn) bir (X, d) multiplicative metrik uzayında multiplicative

Cauchy dizileri olsun. Bu taktirde (d(xn, yn)) dizisi (R+, d∗) multiplicative metrik

uzayında multiplicative Cauchy dizisi olur.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

İspat. Multiplicative ters üçgen eșitsizliğine göre

d∗(d(xn, yn), d(xm, ym)) =

∣∣∣∣
d(xn, yn)

d(xm, ym)

∣∣∣∣
∗

≤
∣∣∣∣

d(xnyn)

d(xm, yn)

∣∣∣∣
∗
.

∣∣∣∣
d(xm, yn)

d(xm, ym)

∣∣∣∣
∗

≤ d(xn, xm).d(yn, ym)

elde edilir.

(xn) ve (yn) multiplicative Cauchy dizileri olduklarından her ε > 1 için bir N ∈ N
vardır öyle ki ∀ n,m ≥ N için d(xn, xm) <

√
ε ve d(ynym) <

√
ε dır. Bu sonuç
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∀ n,m ≥ N için d∗(d(xn, yn), d(xm, ym)) < ε olduğunu gösterir. Bu da d(xn, yn) in

bir multiplicative Cauchy dizisi olduğunu gösterir.

Lemma 2.3.36. (X, d) bir multiplicative metrik uzay ve (xn), X de bir dizi olsun.

O halde (xn) multiplicative bir Cauchy dizisidir ancak ve ancak d(xn, xm) →∗ 1

(m,n →∞) dır.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

İspat. (xn) multiplicative bir Cauchy dizisi olsun. O halde her ε > 1 için bir N

vardır öyleki her m,n ≥ N için d(xn, xm) < ε dır. Bu nedenle |.|∗ nın tanımından

n,m ≥ N için |d(xn, xm)|∗ < ε sonucunu elde ederiz. Bu sonuç ise (R+, |.|∗) de

d(xn, xm) →∗ 1 (m,n →∞) olduğunu ortaya koyar.

Teorem 2.3.37. (X, d) multiplicative metrik uzay olsun. (xn) ve (yn) de X de iki

tane dizi öyleki x, y ∈ X için xn →∗ x, yn →∗ y olsun. O halde

d(xn, yn) →∗ d(x, y)(n →∞)

dır.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

İspat. xn →∗ x ve yn →∗ y (n →∞) olsun. Yani ∀ε > 1 için bir N ∈ N var öyleki

n ≥ N için d(xn, x) <
√

ε ve d(yn, y) <
√

ε alalım. Öte yandan multiplicative

üçgen eșitsizliğine göre

d(xn, yn) ≤ d(xn, x).d(x, y).d(yn, y)

d(x, y) ≤ d(xn, x).d(xn, yn).d(yn, y)

dır. Bu sonuç ise

d(xn, yn)

d(x, y)
≤ d(xn, x).d(yn, y),

d(x, y)

d(xn, yn)
≤ d(xn, x).d(yn, y)

olduğunu gösterir.

26



|.|∗ mutlak değer fonksiyonunun tanımından her n ≥ N için

∣∣∣∣
d(xn, yn)

d(x, y)

∣∣∣∣
∗
≤ d(xn, x).d(yn, y) < ε

dır. Bu ise (R+, |.|∗) de d(xn, yn) →∗ d(x, y) (n →∞) olduğunu gösterir.

Teorem 2.3.38. (xn), (X, d) multiplicative metrik uzayında bir multiplicative Cauchy

dizisi olsun. Eğer (xn) dizisi (xnk
) alt dizisi var öyleki xnk

→∗ x (n →∞) dır.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

İspat. (xn) bir multiplicative Cauchy dizisi ve ε > 1 olsun. O halde m,n ≥ N için

d(xn, xm) <
√

ε olacak șekilde bir N ∈ N doğal sayısı vardır. (xnk
), (xn) in bir alt

dizisi öyleki xnk
→∗ x (n → ∞) olsun. Bu taktirde k1 ∈ N vardır öyleki ∀k ≥ k1

için d(xnk
, x) <

√
ε dır. Dahası k2 ∈ N vardır k1 ∈ N vardır öyleki ∀k ≥ k2 için

nk ≥ N olmak üzere limk→∞ nk = ∞ ve k2 ∈ N dır. Böylece

∀ k ≥ max {n, k1, k2} için d(xk, x) ≤ d(xk, xnk
).d(xnk

, x) <
√

ε.
√

ε = ε

elde ederiz. Bu ise xn →∗ x (n →∞) olduğunu gösterilir.

Lemma 2.3.39. R deki her dizi monoton bir alt diziye sahiptir.(Ozavsar ve Cevikel,

2017)

Lemma 2.3.40. (R+, |.|∗) de bir monoton multiplicative sıralı dizisi multiplicative

yakınsaktır.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

İspat. (xn) R+ de artan multiplicative sınırlı bir dizi ve x = sup xn olsun. xn →∗ x

(n → ∞) olduğunu gösterelim. Supremumun multiplicative karakterizasyonundan

her ε > 1 için
∣∣xn

x

∣∣∗ < ε olacak șekilde xn vardır. n = N olsun. O halde

monotonluktan her m > n için xm > xN dir. Fakat xm < x olduğundan bu sonuç

her m > N için
∣∣xm

x

∣∣∗ < ε olduğunu gösterir. Böylece xn →∗ x(n →∞) dır.

Șu ana kadar elde ettiğimiz sonuçların genel özetleri Bolzano-Weierstrass teoreminin

multiplicative kısımlarıdır.

Sonuç 2.3.41. (R+, |.|∗)’de bir multiplicative sınırlı dizi, multiplicative yakınsak alt

diziye sahiptir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)
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Tanım 2.3.42. Bir multiplicative metrik uzaydaki her multiplicative Cauchy dizisinin

x ∈ X’e yakınsak olduğunu düșünürsek X kümesi kapalıdır. Eğer multiplicative

metrik uzaydaki her multiplicative Cauchy dizisi x ∈ X noktasına multiplicative

yakınsak ise o zaman bu multiplicative metrik uzay tamdır.(Ozavsar ve Cevikel,

2017)

Tanım 2.3.43. Șimdiye kadar elde ettiğimiz bütün sonuçlar (R+, |.|∗) nın tam

olduğunu gösterir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Teorem 2.3.44. (X, d) tam bir multiplicative metrik uzay ve S ⊂ X olsun. O halde

(S, d) kapalıdır ancak ve ancak S multiplicative kapalıdır.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

İspat. Teorem 2.3.30 ve Teorem 2.3.32 den görülür.

Tanım 2.3.45. (X, d) multiplicative metrik uzay olsun. Eğer bir λ ∈ [0, 1) reel

sayısı var öyleki

∀ x, y ∈ X için d(f(x1), f(x2)) ≤ d(x1, x2)
λ

koșulu sağlanıyorsa f : X → Y multiplicative büzülme dönüșümü olarak adlandırılır.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

Tanım 2.3.46. S ve T nin (X, d) multiplicative metrik uzayında kendi içine dönüșüm

olduklarını varsayalım. Eğer ∀ x ∈ X için STx = TSx koșulu sağlanırsa S ve T

değișmeli dönüșümler olarak adlandırılır.(Gu, Cui ve Wu)

Tanım 2.3.47. S, T nin (X, d) multiplicative metrik uzayında iki kendi içine

dönüșüm olduğunu varsayalım. Eğer ∀ x ∈ X için d(STx, TSx) ≤ d(Sx, Tx) koșulu

sağlanırsa S ve T nin zayıf değișmeli dönüșümler olarak adlandırılır.(Gu, Cui ve

Wu)

Uyarı 2.3.48. Değișmeli dönüșümler zayıf değișmeli olmak zorundadır ancak tersi

her zaman doğru değildir.

Tanım 2.3.49. S ve T (X, d) multiplicative metrik uzayında iki kendi içine dönüșüm

olsun. Eğer ∀ x ∈ X için R > 0 ve d(STx, TSx) ≤ Rd(Sx, Tx) ise S ve T noktasal

zayıf değișmeli olarak adlandırılır.(Pant, 1998, 1999)
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Tanım 2.3.50. S ve T (X, d) multiplicative metrik uzayında kendi içine dönüșümler

olsun. Eğer ∀ x ∈ X için R > 0 var ve d(SSx, TTx) ≤ Rd(Tx, Sx) ise S ve T (P )

tipi R zayıf değișmeli dönüșüm olarak adlandırılır.(Imbad ve Ali, 2006)

Lemma 2.3.51. S ve T (X, d) multiplicative metrik uzayında kendi içine dönüșümler

olsun. Eğer S, T, (P ) tipi R zayıf değișmeli dönüșüm ve {xn}, X üzerinde ∀ z ∈ X

için lim
n→∞

Sxn = z = lim
n→∞

Txn koșulunu sağlayan bir dizi ise T, z noktasında değișmeli

olduğunda lim
n→∞

STxn = Tz dır.(Pant, 1999)

29



3. BULGULAR

3.1. Non-Newtonian Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 3.1.1. T bir non-Newtonian tammetrik uzayında non-Newtonian bir büzülme

dönüșümü olsun. O halde T bir tek sabit noktaya sahiptir.(Çakmak ve Bașar, 2012)

İspat. x0, X’de keyfi bir nokta olsun. {xn}

x0, x1 = Tx0, x2 = Tx1 = T 2x0, ..., xn = T nx0

ile olușturalım. Șimdi (xn) dizisinin non-Newtonian Cauchy dizisi olduğunu gösterelim.

dN(xm, xn) = dN(Tmx0, T
nx0)

= dN(Tmx0, T
mT n−mx0)

.≤ kmN
.× dN(x0, T

n−mx0)

= kmN
.× dN(x0, xn−m)

.≤ kmN
.×

{
dN(x0, x1)

.
+ ...

.
+ dN(xn−m−1, xn−m)

}

.≤ kmN
.× dN(x0, x1)

{ .

1
.
+ k

.
+ k2N

.
+ ...

.
+ kn−m−1N

}

.≤ kmN
.× dN(x0, x1)

1
.− k

Eğer m < n ise o halde kmN
.
<

.

1 ve dN(x0, x1) ∈ R+(N) olduğundan dolayı

kmN
.× dN(x0, x1)
.

1
.− k

elde ederiz. Burada m sayısı yeteri kadar büyük veya küçük seçilebilir. Bu sonuç

ise {xn} non-Newtonian Cauchy dizisi olduğunu gösterir. (X, dN) non-Newtonian

kapalı olduğundan dolayı X’de bir x noktası vardır ve (xn
N→ x) dir. Șimdi x’in T
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dönüșümünün sabit noktası olduğunu gösterelim. Üçgen eșitsizliğinden

dN(x, Tx)
.≤ dN(x, xn)

.
+ dN(xn, Tx)

.≤ dN(x, xn)
.
+ k

.× dN(xn−1, x)

elde ederiz. xn
N→ x olduğundan dolayı dN(x, Tx) =

.

0 ve bu yüzden de Tx = x

dır. Bu x’in T ’nin bir sabit noktası olduğunu gösterir. Șimdi x in bir tek sabit

nokta olduğunu gösterelim. x1 ∈ X’in T ’nin bir diğer sabit noktası olduğunu yani

Tx1 = x1 olduğunu varsayalım. O halde

dN(x, x1) = dN(Tx, Tx1)
.≤ k

.× dN(x, x1)

dir ve k
.
<

.

1 den dolayı dN(x, x1) =
.

0 dır. Böylece x = x1 dir.

Sonuç 3.1.2. Yukarıdaki teoremin varsayımları altında rastgele seçilen x0 ∈ X ile

olușturulan iterasyon dizisinin T ’nin bir tek x noktasına yakınsak olduğu görülür.(Çakmak

ve Bașar, 2012)

Teorem 3.1.3. T bir non-Newtonian tam metrik X uzayından kendisine dönüșüm

ve
−
B

N

.
τ (x0) =

{
x ∈ X : dN (x, x0)

.≤ .
τ
}

kapalı yuvarı üzerinde non-Newtonian bir

büzülme olsun. Ayrıca

d (x0, Tx0)
.
<

( .

1
.− k

)
.
τ

olduğunu varsayalım. O halde

xn = T nx0 = Txn−1

șeklinde tanımlanan iterasyon dizisi bir x ∈
−
B

N

.
τ (x0) noktasına yakınsar ve x, T ’nin

bir tek sabit noktasıdır.(Çakmak ve Bașar, 2012)
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İspat.

dN(xm, xn)
.≤ km

.

×dN(x0, x1)
.

1
.− k

eșitsizliğinde m = 0 alınırsa

dN(xm, xn)
.≤ dN(x0, x1)

.

1
.− k

olur. dN(x0, Tx0)
.
< (

.

1
.− k)

.
τ eșitsizliğinden

dN(x0, xn)
.≤ dN(x0, x1)

.

1
.− k

.
<

.
τ

elde ederiz. Bu sonuçlar bütün xn’lerin
−
B

N

.
τ (x0)’da kapalı olduğunu gösterir. xn → x

ve
−
B

N

.
τ (x0) nın kapalı olmasından dolayı x ∈

−
B

N

.
τ (x0) dır.
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3.2. Multiplicative Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 3.2.1. (X, d) multiplicative metrik uzay ve T : X → X multiplicative bir

büzülme olsun. Eğer (X, d) tam ise T bir tek sabit noktaya sahiptir.(Ozavsar ve

Cevikel, 2017)

İspat. x0 ∈ X noktasını alalım. X’de (xn) dizisini n = 1, 2, 3, ...için xn = fxn−1

olarak tanımlayalım. Buradan T multiplicative büzülme olduğunndan

d(xn+1, xn) ≤ d(xn, xn−1)
λ ≤ d(xn−1, xn−2)

λ2 ≤ ... ≤ d(x1, x0)
λn

sonucuna ulașırız. m, n ∈ N ve m > n olsun. O halde

d(xm, xn) ≤ d(xmxm−1)...d(xn+1, xn)

≤ d(x1, x0)
λm−1+...+λn

≤ d(x1, x0)
λn

1−λ

dır. Bu sonuç d(xm, xn) →∗ 1 (m,n → ∞) olduğunu gösterir. Bu yüzden xn →∗ z

(n →∞) gibi bir z ∈ X sayısı vardır. Dahası

d(Tz, z) ≤ d(Txn, T z).d(Txn, z) ≤ d(xn, z)λ.d(xn+1, z) →∗ 1(n →∞)

dır. Böylece d(Tz, z) = 1 olur. Yani z, T ’nin bir sabit noktasıdır. Bașka bir ifadeyle

Tz = z dir.

Șimdi bașka bir y noktası için Ty = y olsun. Bu taktirde

d(z, y) = d(Tz, Ty) ≤ d(z, y)λ

dır. Böylece d(z, y) = 1 ve y = z dir. Bu sonuç ise z’nin T ’nin bir tek sabit noktası

olduğunu gösterir.

Sonuç 3.2.2. (X, d) tam bir multiplicative metrik uzay olsun. ε > 1 ve x0 ∈ X

için
−
Bε(x0)’in multiplicative kapalı yuvar olduğunu düșünelim. Ayrıca T : X → X

dönüșümünün
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∀ x, y ∈
−
Bε(x0) için d(Tx, Ty) ≤ d(x, y)λ.

büzülme șartını sağladığını varsayalım. Burada λ ∈ [0, 1) bir sabittir ve d(Tx0, x0) ≤
ε1−λ dır. O halde T, x ∈

−
Bε(x0) bir tek sabit noktaya sahiptir.(Ozavsar ve Cevikel,

2017)

İspat. Her x ∈
−
Bε(x0) için Tx ∈

−
Bε(x0) ve

−
Bε(x0)’in tam olduğunu ispat etmek

yeterlidir. Kabul edelim ki (xn),
−
Bε(x0) da bir multiplicative Cauchy dizisi olsun.

Bu taktirde (xn), X’de bir multiplicative Cauchy dizisidir. X’in tamlığından bir

x ∈ X vardır öyleki xn →∗ x X’in tamlığından xn →∗ x, d(xn, x) →∗ 1 olduğundan

d(x0, x) ≤ d(xn, x0).d(xn, x) ≤ d(xn, x).ε

elde ederiz. Böylece d(x0, x) ≤ ε ve xε
−
Bε(x0) dır. Bu ise

−
Bε(x0)’in tam olduğunu

gösterir. Her x ∈
−
Bε(x0) için

d(x0, Tx) ≤ d(Tx0, x0).d(Tx0, Tx) ≤ ε1−λ.d(x0, x)λ ≤ ε1−λ.ελ = ε

olup Tx ∈
−
Bε(x0) dır.

Sonuç 3.2.3. (X, d) bir tam multiplicative metrik uzay olsun. Eğer T : X → X

dönüșümü bazı pozitif n tamsayıları için λ ∈ [0, 1) bir sabit olmak üzere

∀ x, y ∈ X için d(T nx, T ny) < d(x, y)λ

koșulunu sağlıyorsa X’de bir tek sabit noktaya sahiptir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

İspat. Teorem 3.2.1 den T n, z ∈ X’de bir tek sabit noktaya sahiptir ancak ve

ancak T n(Tz) = T (T nz) = Tz dir. Bu nedenle aynı zamanda Tz, T n’nin sabit bir

noktasıdır ve Tz = z olduğundan dolayı z, T nin sabit noktasıdır. Ayrıca T nin

sabit noktası T n’nin de sabit nokta olduğu için T nin sabit noktası bir tektir.
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Teorem 3.2.4. (X, d) bir tam multiplicative metrik uzay olsun. T : X → X

dönüșümünün λ ∈ [0, 1) bir sabit olmak üzere

∀ x, y ∈ X için d(Tx, Ty) ≤ (d(Tx, , x).d(Ty, y))λ

büzülme koșulunu sağladığını varsayalım. O halde T, X’de bir tek sabit noktaya

sahiptir ve herhangi x ∈ X için (T nx) iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakınsaktır.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

İspat. x0 ∈ X seçelim. x1 = Tx0, x2 = Tx1 = T 2x0, ..., xn+1 = Txn = T n+1x0

dizisini olușturalım.

d(xn+1, xn) = d(Txn, Txn−1) ≤ (d(Txn, xn).d(Txn−1, xn−1))
λ

= (d(xn+1, xn).d(xn, xn−1))
λ

elde ederiz. Ayrıca

d(xn+1, xn) ≤ (d(xn, xn−1))
λ

1−λ = d(xn, xn−1))
h

elde ederiz. Buradan h = λ
1−λ

dır. n > m için

d(xn,xm) ≤ d(xn,xn−1).d(xn−1, xn−2)...d(xm+1, xm)

≤ d(x1, x0)
hn−1+hn−2+...+hm ≤ d(x1, x0)

hm

1−h

dır. Elde ettiğimiz bu sonuçlar d(xn, xm) →∗ 1 (n → ∞) olduğunu gösterir. Bu

yüzden de (xn) bir Cauchy dizisidir. X’in tamlığından göre xn →∗ z (n → ∞)

olacak șekilde z ∈ X vardır.

d(Tz, z) ≤ d(Txn, T z).d(Txn, z)

≤ (d(Txn, xn).d(Tz, z))λ.d(xn+1, z)
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olduğundan

d(Tz, z) ≤ (d(Txn, xn)λ.d(xn+1, z))
1

1−λ →∗ 1(n →∞)

elde ederiz. Bu nedenle d(Tz, z) = 1 yani Tz = z dır. Son olarak T ’nin sabit

noktasının bir tek olduğu kolayca görülebilir.

Teorem 3.2.5. (X, d) bir tam multiplicative metrik uzay olsun. T : X → X

dönüșümü așağıdaki büzülme șartını sağladığını varsayalım. λ ∈ [
0, 1

2

)
bir sabit

olmak üzere

∀ x, y ∈ X için d(Tx, Ty) ≤ (d(Tx, y).d(Ty, x))λ

olup T bir sabit noktaya sahiptir ve her x ∈ X için (T nx) iterasyon dizisi bu sabit

noktaya yakınsaktır.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

İspat. x0 ∈ X seçelim x1 = Tx0, x2 = Tx1 = T 2x0, .., xn+1 = Txn = T n+1x0, ...

dizisini olușturalım.

d(xn+1, xn) = d(Txn, Txn−1) ≤ (d(Txn, Txn−1).d(Txn−1, xn))λ

≤ (d(xn+1, xn).d(xn, xn−1))
λ

elde ederiz. Buradan da

d(xn+1, xn) ≤ (d(xn, xn−1))
λ

1−λ = d(xn, xn−1)
h

elde ederiz. Buradan h = λ
1−λ

dır. n > m için

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn−1).d(xn−1, xn−2)...d(xm+1, xm)

≤ d(x1, x0)
hn−1+hn−2+...+hm ≤ d(x1, x0)

hm

1−h

olup d(xn, xm) →∗ 1 (m,n → ∞) olduğunu görülür. Bu nedenle (xn) bir Cauchy

dizisidir. X’in multiplicative tamlığından xn →∗ z (n → ∞) olacak șekilde z ∈ X

vardır.
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d(Tz, z) ≤ d(Txn, T z).d(Txn, z)

≤ (d(Tz, xn).d(Txn, z))λ.d(xn+1, z),

≤ (d(Tz, z).d(xn, z).d(xn+1, z))λ.d(xn+1, z)

den dolayı

d(Tz, z) ≤ (d(xn+1, z).d(xn, z))λ.d(xn+1, z)
1

1−λ →∗ 1(n →∞)

elde ederiz. Buradan d(Tz, z) = 1 yani Tz = z dır. Bu yüzden z, T ’nin bir sabit

noktasıdır. Sonuç olarak T ’nin sabit noktasının bir tek olduğu kolayca gösterilebilir.

Uyarı 3.2.6. Teorem 3.2.1 ,Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5 metrik uzaylardaki büzülme

dönüșümlerinin bazı yakınsak dönüșüm sabit nokta teoremlerini multiplicative metrik

uzaylarına tașır. Așağıdaki iki örnekle konuyu özetleyelim.

x = {(x, 1) ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 2} ∪ {(1, x) ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 2} olsun.

d((a, b), (c, d)) =

(∣∣∣a
c

∣∣∣
∗
.

∣∣∣∣
b

d

∣∣∣∣
∗) 1

3

olacak șekilde tanımlanan d : X ×X → R dönüșümünü düșünelim. O halde (X, d)

bir tam multiplicative metrik uzaydır. T : X → X

T (x, 1) = (1,
√

x) ve T (1, x) = (
√

x, 1)

șeklinde tanımlansın. Bu dönüșüm

Her (a, b), (c, d) ∈ X için d(T (a, b), T (c, d)) ≤ d((a, b), (c, d))λ

multiplicative büzülme șartını sağlar. Burada λ = 1
2
∈ [0, 1) sabittir. T ’nin (1, 1) ∈

X üzerinde bir tek sabit noktaya sahip olduğu açıktır. Eğer X = [0.1, 1] olursa

|.|∗ multiplicative metriğine göre bir multiplicative tam metrik uzaydır. Böylece
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T (x) = ex−1−x3

10 șeklinde tanımlanan T : X → X dönüșümü

∀ x, y ∈ X için
∣∣∣∣
T (x)

T (y)

∣∣∣∣
∗
≤ (

∣∣∣∣
x

y

∣∣∣∣
∗
)λ. (3.2.5)

multiplicative büzülme koșulunu sağlar. Burada λ = 0.997 dir. Son olarak T nin

0.7411317711 ∈ X de bir tek sabit noktaya sahip olduğunu görebiliriz.(Ozavsar ve

Cevikel, 2017)

Teorem 3.2.7. A,B, S ve T bir tam multiplicative metrik uzaydan kendi içine

așağıdaki șartları sağlayan dönüșümler olsun.

a) A(X) ⊂ T (X) ve B(X) ⊂ S(X),

b) d(Ax,By) ≤ {max {d(Sx, Ty), d(Ax, Sx), d(By, Ty), d(Ax, Ty), d(By, Sx)}}λ ,

c) {A, S} ve {B, T} R Zayıf noktasal değișmeli çiftleridir.

d) {A, S} ve {B, T} karșılıklı olarak sürekli çiftlerin uyumlu çiftleridir.

O halde A, B, S, ve T tek ortak sabit noktaya sahiptir.(Shanjit ve ark., 2016)

İspat. X’de x0 keyfi bir nokta için A(X) ⊂ T (X) olduğundan dolayı X de bir x1

noktası vardır. öyleki Tx1 = Ax0 dır ve x1 için X de x2 vardır öyleki Sx2 = Bx1.

Böyle devam edilerek X’de {xn} dizisini

y2n+1 = Tx2n+1 = Ax2n

ve n = 0, 1, 2, ... için y2n+1 = Tx2n = Bx2n−1 șeklinde tanımlayabiliriz. (b) den
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d(y2n, y2n+1) = d(Ax2n−1, Bx2n)

≤ {max {d(Sx2n−1,Tx2n), d(Ax2n−1, Sx2n−1), d(Bx2n, Tx2n) ,

d(Ax2n−1, Tx2n), d(Bx2n, Sx2n−1)}}λ

= {max {d(y2n−1, y2n), d(y2n, y2n−1), d(y2n+1, y2n) ,

d(y2n, y2n), d(y2n+1, y2n−1)}}λ

= {max {d(y2n−1, y2n), d(y2n, y2n+1), 1, d(y2n−1, y2n), d(y2n, y2n+1)}}λ

= dλ(y2n−1, y2n).dλ(y2n, y2n+1)

elde ederiz. Bu sonuç

d(y2n, y2n+1) ≤ d
λ

1−λ (y2n−1, y2n)

olduğunu ortaya koyar.

h = λ
1−λ

olsun. O halde

d(y2n, y2n+1) ≤ dh(y2n−1, y2n) (3.2.6)

dır. Aynı zamanda

d(y2n+1, y2n+2) ≤ dh(y2n, y2n+1) (3.2.7)

dır. (2.1.6) ve (2.1.7) den

d(y2n, y2n+1) ≤ dh(y2n−1, y2n) ≤ ... ≤ dhn

(y1, y0), n ≥ 2 için

dir. m ≥ n gibi pozitif tam sayı olsun. O halde

d(ym, yn) ≤ d(ym, ym−1).d(ym−1, ym−2)...d(yn+1, yn)

≤ dhm−1

(y1, y0).d
hm−2

(y1, y0)...d
hn

(y1, y0)

= dhm−1+hm−2+...+hn

(y1, y0)

≤ d
hn

1−h (y1, y0)
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dır. Bu sonuç m,n → ∞ iken d(ym, yn) → 1 olduğunu ortaya koyar. Böylece

{yn} bir multiplicative Cauchy dizisidir. X’in tamlığından bir z ∈ X vardır öyleki

n →∞ iken yn → z dir. Sonuç olarak Ax2n, Bx2n−1, Sx2n, Tx2n+1 n →∞ iken z’ye

yakınsaktır. Eğer A ve S uyușabilir ise

lim
n→∞

ASx2n = Az

ve lim SAx2n = Sz elde edilir.

A(X) ⊂ T (X) den dolayı X de bir z noktası vardır. Örneğin Az = Tw dir. (b) yi

kullanarak

d(Az, Bw) ≤ {max {d(Sz, Tw), d(Az, Sz), d(Bw, Tw), d(Az, Tw), d(Bw, Sz)}}λ

= {max {d(Az, Az), d(Az, Az), d(Bw, Az), d(Az, Az), d(Bw, Az)}}λ

= {max {1, 1, d(Bw, Az)}}λ

= dλ(Bw, Az)

olduğundan d1−λ(Bw,Az) = 1 elde ederiz.

Bu yüzden Az = Bw olup

Az = Sz = Bw = Tw dir.

A ve S’nin R Zayıf noktasal değișmeliliğinden bir R > 0 var öyleki

d(ASz, SAz) ≤ Rd(Az, Sz)

dir. Buradan ASz = SAz ve SSz = SAz = ASz = AAz elde ederiz.

Benzer șekilde B ve T nin noktasal R Zayıflığına göre

BBw = BTw = TBw = TTw

dir. Tekrar (b) den
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d(Az, AAz) = d(Bw,AAz)

= d(AAz,Bw)

≤ {max {d(SAz, Tw), d(AAz, SAz), d(Bw, Tw) ,

d(AAz, Tw), d(Bw, SAz)}}λ

= {max {d(AAz, Az), d(AAz,AAz), d(Bw, Bw) ,

d(AAz,Az), d(Az, AAz)}}λ

= {max {1, 1, d(AAz, Az)}}λ

elde ederiz. Bu yüzden AAz = Az olup Az = AAz = SAz dır.

Böylece Az , A ve S nin ortak sabit noktasıdır. Tekrar (b) den

d(Bw, BBw) = d(Az,BBw)

≤ {max {d(Sz, TBw), d(Az, Sz), d(BBw, TBw) ,

d(Az, TBw), d(BBw, Sz)}}λ

= {max {d(Bw, BBw), d(Bw, Bw), d(BBw,BBw) ,

d(Bw,BBw), d(BBw, Bw)}}λ

= {max {1, 1, d(BBz, Bw)}}λ

elde ederiz.

Bu yüzden BBw = Bw. Böylece Bw = BBw = TBw olup

Bw, B ve T nin ortak sabit noktasıdır.

Eğer Bw = Az = u ise o halde Au = Su = Bu = Tu = u dır. Dolayısıyla u, A, B,

S ve T nin ortak sabit noktasıdır. Sabit noktanın tekliğini ispat edelim. v, A, B, S
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ve T nin bir bașka ortak sabit noktası olsun. O halde

d(u, v) = d(Au,Bv)

≤ {max {d(Su, Tv), d(Au, Su), d(Bv, Tv), d(Au, Tv), d(Bv, Su)}}λ

= {max {d(u, v), d(u, u), d(v, v), d(u, v), d(v, u)}}λ

= {max {1, 1, d(u, v)}}λ

elde ederiz. Bu yüzden d(u, v) → 1 olup u = v dir.

Bu sonuçlar sabit noktaların tek olduğunu ve ıspatın tamamlandığını gösterir.

Teorem 3.2.8. S, T,A ve B bir X tam multiplicative metrik uzayından kendi içine,

așağıdaki koșulları sağlayan dönüșümler olsun.

(a) S(X) ⊂ B(X) ve T (X) ⊂ A(X),

(b) {A, S} ve {B, T}, (P ) tipi R zayıf değișmeli dönüșüm,

(c) S, T,A ve B den birisi süreklidir,

(c) λ ∈ (
0, 1

2

)
,∀ x, y ∈ X için d(Sx, Ty) ≤



max





d(Ax, By), d(Ax, Sx), d(By, Ty),

d(Sx,By), d(Ax, Ty)









λ

ise

O halde S, T, A ve B X’de bir tek ortak noktalası vardır.(Shanjit ve ark., 2016)

İspat. S(X) ⊂ B(X) olduğundan dolayı x0εX noktasını düșünelim. ∃x1 ∈ X

öyleki Sx0 = Bx1 = y0, ∃x2 ∈ X öyleki Tx1 = Ax2 = y1, ∃x2n+1 ∈ X öyleki

Sx2n = Bx2n+1 = y2n, ∃x2n+2 ∈ X öyleki Tx2n+2 = Ax2n+2 = y2n+1, ...

Șimdi X’de bir {yn} dizisini tanımlayabiliriz.
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d(y2n, y2n+1) = d(Sx2n, Tx2n+1)

≤ {max {d(Ax2n, Bx2n+1), d(Ax2n, Sx2n), d(Bx2n+1, Tx2n+1) ,

d(Sx2n, Bx2n+1), d(Ax2n, Tx2n+1)}}λ

≤ {max {d(y2n−1, y2n), d(y2n−1, y2n), d(y2n, y2n+1) ,

d(y2n, y2n), d(y2n−1, y2n+1)}}λ

≤ {max {d(y2n−1, y2n), d(y2n, y2n+1), 1, d(y2n−1, y2n).d(y2n, y2n+1)}}λ

= dλ(y2n−1, y2n).dλ(y2n, y2n+1)

elde ederiz.

Buradan

d(y2n, y2n+1) ≤ d
λ

1−λ (y2n−1, y2n)

elde ederiz. h = λ
1−λ

olsun. O halde

d(y2n, y2n−1) ≤ d
λ

1−λ (y2n−1, y2n) (3.2.8)

elde ederiz. Aynı zamanda

d(y2n+1, y2n+2) ≤ dh(y2n−1, y2n) (3.2.9)

dır. (2.1.8) ve (2.1.9) dan

n ≥ 2 için d(yn, yn+1) ≤ dh(yn−1, yn) ≤ ... ≤ dhn

(y1, y0)

olduğunu biliyoruz.

m ≥ n olacak șekilde m,n ∈ N olsun. O halde
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d(ym, yn) ≤ d(ym, ym−1).d(ym−1, ym−2)...d(yn+1, yn)

≤ dhm−1

(y1, y0).d
hm−2

(y1, y0)...d
hn

(y1, y0)

≤ d
hn

1−h (y1, y0)

elde ederiz. Bu sonuç m,n →∞ iken d(ym, yn) → 1’i ortaya koyar. Bu yüzden {yn}
multiplicative Cauchy dizisidir. X’in tamlığından bir z ∈ X vardır öyleki n → ∞
iken yn → z dir.

Dahası {Sx2n−1} = {Bx2n−2} = {y2n−1} ve {Tx2n} = {Ax2n−1} = {y2n} , {yn} in

dizileri olduğu için

lim
n→∞

Sx2n−1 = lim
n→∞

Bx2n−2 = lim
n→∞

Tx2n = lim
n→∞

Ax2n−1 = z

elde ederiz.

Durum 1: A nın sürekli olduğunu varsayalım. O halde

lim
n→∞

ASx2n = lim
n→∞

AAx2n = Az

dır. {A, S}, (P ) tipi R zayıf değișmeli dönüșüm olduğu için

d(SSx2n, AAx2n) ≤ Rd(Ax2n, Sx2n)

dır. n →∞ olsun. O halde

lim
n→∞

SAx2n = Az

dır. Șimdi

d(SAx2n, Tx2n+1) ≤ {max {d(AAx2n, Bx2n+1), d(AAx2n, SAx2n), d(Bx2n+1, Tx2n+1),

d(SAx2n, Bx2n+1), d(AAx2n, Tx2n+1)}}λ
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elde ederiz. n →∞ olduğu için

d(Az, z) ≤ {max {d(Az, z), d(Az,Az), d(z, z), d(Az, z), d(Az, z)}}λ

= {max {d(Az, z), 1}}λ

= dλ(Az, z)

dır. Bu sonuç d(Az, z) = 1 için Az = z olduğunu verir.

Tekrar

d(Sz, Tx2n+1) ≤ {max {d(Az, Bx2n+1), d(Az, Sz), d(Bx2n+1, Tx2n+1),

d(Sz, Bx2n+1), d(Az, Tx2n+1)}}λ

elde ederiz. n →∞ alınırsa

d(Sz, z) ≤ {max {d(Az, z), d(z, Sz), d(z, z), d(Sz, z), d(z, z)}}λ

= {max {d(Sz, z), 1}}λ

= dλ(Sz, z)

Bu ise d(Sz, z) = 1 yani Sz = z’yi sağlar. z = Sz ∈ S(X) ⊆ B(X) böylece

∃z∗ ∈ X vardır öyleki z = Bz∗ dır. O halde

d(z, Tz∗) = d(Sz, Tz∗)

≤ {max {d(Az, Bz∗), d(Az, Sz), d(Bz∗, T z∗) ,

d(Sz, Bz∗), d(Az, Tz∗)}}λ

= {max {d(z, Tz∗), 1}}λ

= dλ(z, Tz∗)

Bu ise d(z, Tz∗) = 1 yani Tz∗ = z olduğunu sağlar.

{B, T}, (P ) tipi R zayıf değișmeli dönüșüm olduğu için

d(Bz, Tz) = d(BBz∗, TTz∗) ≤ Rd(Tz∗, Bz∗) = Rd(z, z) = R
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dır. Fakat R > 0 ve d(x, y) ≥ 1 olup yüzden de d(Bz, Tz) = 1 dır. Bu yüzden de

Bz = Tz dır. Son olarak

d(z, Tz) = d(Sz, Tz)

≤ {max {d(Az, Bz), d(Az, Sz), d(Bz, Tz), d(Sz, Bz), d(Az, Tz)}}λ

= {max {d(z, Tz), 1}}λ

= dλ(z, Tz)

elde ederiz. Bu sonuç d(z, Tz) = 1 için Tz = z verir.

Durum 2: B nin sürekli olduğunu varsayarsak Durum 1 deki aynı sonucu elde ederiz.

Durum 3: S nin sürekli olduğunu varsayalım. O halde

lim
n→∞

SAx2n = lim
n→∞

SSx2n = Sz

dır. {A, S}, (P ) tipi R zayıf değișmeli dönüșüm olduğundan dolayı

d(AAx2n, SSx2n) ≤ Rd(Sx2n, Ax2n)

dır. n →∞ iken

lim
n→∞

ASx2n = Sz

dır. Böylece

d(SSx2n, Tx2n+1) ≤ {max {d(ASx2n, Bx2n+1), d(ASx2n, SSx2n), d(Bx2n+1, Tx2n+1) ,

d(SSx2n, Bx2n+1), d(ASx2n, Tx2n+1)}}λ

elde ederiz. n →∞ iken

d(Sz, z) ≤ {max {d(Sz, z), d(Sz, Sz), d(z, z), d(Sz, z), d(Sz, z)}}λ

= {max {d(Sz, z), 1}}λ

= dλ(Sz, z)
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elde ederiz.

Bu sonuç d(Sz, z) = 1 için Sz = z verir.

z = Sz ∈ S(X) ⊆ B(X) olduğundan dolayı ∃z∗ ∈ X vardır öyleki z = Bz∗ dır. O

halde

d(SSxn, T z∗) ≤ {max {d(ASxn, Bz∗), d(ASxn, SSxn), d(Bz∗, T z∗) ,

d(SSxn, Bz∗), d(ASxn, T z∗)}}λ

dır. n →∞ iken

d(Sz, Tz∗) ≤ {max {d(Sz, z), d(Sz, Sz), d(z, Tz∗),

d(Sz, z), d(Sz, Tz∗)}}λ

= {max {d(z, Tz∗), 1}}λ

= dλ(z, Tz∗)

elde edilir. Bu sonuç d(z, Tz∗) = 1 için Tz∗ = z verir.

{B, T}, (P ) tipi R zayıf değișmeli dönüșüm olduğundan dolayı

d(Tz, Bz) = d(TTz∗, BBz∗) ≤ Rd(Bz∗, T z∗) = Rd(z, z) = R

elde ederiz. Fakat R > 0 ve d(x, y) ≥ 1 dır. Bu yüzden d(Bz, Tz) = 1, böylece

Bz = Tz dır.

Son olarak

d(Sxn, T z) ≤ {max {d(Ax2n, Bz), d(Ax2n, Sx2n), d(Bz, Tz),

d(Sx2n, Bz), d(Ax2n, T z)}}λ
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elde edilir. n →∞ iken

d(z, Tz) ≤ {max {d(z, Tz), d(z, z), d(Tz, Tz), d(z, Tz), d(z, Tz)}}λ

⇒ d(z, Tz) ≤ {max {d(z, Tz), 1}}λ

= dλ(z, Tz)

elde ederiz.

Bu sonuç d(z, Tz) = 1 için Tz = z verir.

z = Tz ∈ T (X) ⊆ A(X) olup böylece ∃z∗∗ ∈ X vardır öyleki z = Az∗∗ dır. O

halde

d(Sz∗∗, z) = d(Sz∗∗, z)

≤ {max {d(Az∗∗, Bz), d(Az∗∗, Sz∗∗), d(Bz, Tz),

d(Sz∗∗, Bz), d(Az∗∗, T z)}}λ

= {max {d(z, z), d(z, Sz∗∗), d(Bz,Bz), d(Sz∗∗, z), d(z, z)}}λ

= {max {d(Sz∗∗, z), 1}}λ

= dλ(Sz∗∗, z)

dır. Bu sonuç d(Sz∗∗, z) = 1 için Sz∗∗ = z verir.

{S, A}, (P ) tipi R zayıf değișmeli dönüșüm olduğu için

d(Az, Sz) = d(AAz∗∗, SSz∗∗) ≤ Rd(Sz∗∗, Az∗∗) = Rd(z, z) = R

elde edilir. Böylece Az = Sz dir.

Sz = Tz = Az = Bz elde ederiz. Böylece z, S, T, A ve B nin ortak sabit noktasıdır.

Durum 4: T nin sürekli olduğunu varsayarsak Durum 3 teki aynı sonucu elde ederiz.
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Ek olarak S, T, A ve B’nin bir tek ortak sabit noktasının olduğunu gösterelim. w ∈
X S, T, A ve B’nin bir diğer ortak sabit noktası olsun.

d(z, w) = d(Sz, Tw)

≤ {max {d(Az, Bw), d(Az, Sz), d(Bw, Tw), d(Sz,Bw), d(Az, Tw)}}λ

= {max {d(z, w), 1}}λ

= dλ(z, w)

olup d(z, w) = 1 yani z = w olur. Bu ise çelișkidir.

Bu yüzden S, T,A ve B bir tek ortak sabit bir noktaya sahiptir.

Örnek 3.2.9. X = R klasik metrik uzay olsun. ∀ x, y ∈ X için d(x, y) = e|x−y|

olacak șekilde d : X × X → R+ tanımlansın. (X, d) nin bir tam multiplicative

metrik uzay olduğu açıktır. Așağıdaki dönüșümleri ele alalım. ∀ x ∈ X için

Sx = x, Tx = 1
2
x, Bx = 3x, Ax = 2x dır.

a) SX = TX = BX = AX = A dır. Böylece SX ⊂ BX, TX ⊂ AX dır,

b) {A, S} , {B, T}, (P ) tipi R zayıf değișmeli dönüșümüdür,

c) S, T,A ve B nin birisi süreklidir,

d) λ = 1
3
olsun. O halde

d(Sx, Ty) ≤ {max {d(Ax,By), d(Bx, Tx), d(By, Ty), d(Sx, By), d(Ax, Ty)}}λ

⇒ e|x− 1
2
y| ≤

{
max

{
e|3x−2y|, e|2x|, e| 32y|, e|2y−x|, e|3x− 1

2
y|}}λ

= max
{

e|3x−2y|λ, e|2x|λ, e| 32y|λ, e|2y−x|λ, e|3x− 1
2
y|λ}

dır. Çünkü y = ln x dönüșümü artandır. Böylece

⇔
∣∣∣∣x−

1

2
y

∣∣∣∣ = max

{
|3x− 2y|λ, |2x|λ,

∣∣∣∣
3

2
y

∣∣∣∣λ, |2y − x|λ,

∣∣∣∣3x−
1

2
y

∣∣∣∣λ

}
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olup üç durum vardır:

(i) x ≥ 1
2
y ≥ 0 ya da 1

2
y ≥ x ≥ 0 dır,

(ii) 1
2
y < x < 0 ya da x < 1

2
y < 0 dır,

(iii) x > 0, y < 0 ya da x < 0, y > 0 dır. Her ne durum olursa olsun (iii) eșitsizliği

doğrudur. Bu yüzden ana teoremin bütün șartları sağlanmıștır. Sonuç olarak

S0 = T0 = A0 = B0 = 0 elde ederiz. Böylece 0, S, T, A ve B’nin bir tek ortak

sabit noktasıdır.

(Shanjit ve ark., 2016)

50



4. TARTIȘMA VE SONUÇ

Dört bölümden olușan bu tezin ilk kısmında sabit nokta teorisinin temel tanım ve

teoremleri ile non-Newtonian ve topolojilerinin inșasına yer verildi.

Tezin ikinci kısmında ise non-Newtonian metrik uzaylar ve multiplicative metrik

uzaylarda bazı sabit nokta ve ortak sabit nokta teoremleri incelendi. İncelenen bu

sonuçlar non-Newtonian ve multiplicative metrik uzaylar için temel olușturulabilecek

sonuçlardır. Bunlardan yararlanılarak bazı yeni sabit nokta teoremleri ve sonuçları

verilebilir.
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