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SIMGE ve KISALTMALAR

Simgeler Aciklamalar
R Reel sayilar kiimesi
R+ Pozitif reel sayilar kiimesi
Y/ Tam sayilar kiimesi
N Dogal sayilar kiimesi
Ny Negatif olmayan tam sayilar kiimesi
Q Rasyonel sayilar kiimesi
C Kompleks sayilar kiimesi
00 Sonsuzluk
< Kiciik
< Kiiciik veya esit
> Biytik
> Biiyiik veya esit
=+ Esit degil



1. GIRIS

Farkhh uzaylardaki sabit veya ortak sabit nokta calismalari iizerindeki sonuclarla
alakali sabit nokta teorisi oldukca genis bir literatiire sahiptir. Son yillarda, sabit
nokta teoremleri diferensiyel denklemler, integral denklemlerin ¢oziimlerinin varlig
ve tekliginin gosterilmesi ve matematigin diger bircok bransina uygulanabilir. Sabit
nokta teori ile belli buziilme kosullarini saglayan kendi igine dontisiimler bir¢ok
uygulamaya sahiptir ve ¢esitli calismalarin 6nemli bir sahasi olmustur. (Choudhary
ve Nanda, 1990; He, Song ve Chen; Wataru, 2000) Son zamanlarda, multiplicative
kalkiiliis Bashirov, Kurpinar ve Ozyap101 (Bashirov ve ark., 2008) tarafindan ¢alisil-
nmustir. Bu yazarlar klasik kalkiliiste tiirev ve integrallerin iyi bilinen 6zelliklerine
iliskin sonuclar ve uygulamalar vermislerdir. Daha sonra multiplicative kalkiiliis
Uzer tarafindan kompleks degerli fonksiyonlara genisletilmistir. Ayrica Ozavsar ve
Cevikel (Ozavsar ve Cevikel, 2017) multiplicative biiziilme doniisiimleri kavramin
tanimlayarak tam mul- tiplicative metrik uzaylar tizerindeki dontistimlerin bazi sabit
nokta teoremlerini ispatlamislardir. Agamieza (Ozavsar ve Cevikel, 2017) ve digerleri
multiplicative hesaplama, iktisat ve finans gibi cesitli matematiksel alanlarda kullan-
muslardir. Florac ve Assep (Florack ve van Assen, 2012) multiplicative hesaplamay1
biyomedikal alanda kullanmistir. Bashirov ve Riza (Bashirov ve Riza, 2011) multipli-
cative Cauchy-Riemann esitliginde kullanmis ve karmasik multiplicative farkli hesap-
lar1 ortaya koymustur. Ve aym zamanda multiplicative hesaplamalar i¢in uygun
olan karmasik dizileri incelemistir. Misirth ve Gurefe (Misirth ve Gurefe, 2011)
sayl metodlar ve su an glniimiizde heniiz ¢oziimine ulasamadigimiz daha birgok
matematiksel uygulamalarda multiplicative hesaplamay1 kullanmistir. Non-Newto-
nian kalkiiliis, Newtoon ve Leibnitz’in alisilmis kalkiiliisiiniin bir alternatifidir ve
klasik islemler yerine non-Newtonian isleme dayanarak diferensiyelllenebilme ve
integrallenebilmeyi saglar. Non-Newtonian kalkiiliisiin fraktal geometri, gortinti
analizi, ekonomik biiyiime, finans, fizikteki dalga teorisi, kuantum fizigi, bilgi tekno-
lojisi gibi farkli alanlarda ¢ok sayida uygulamasi vardir. Non-Newtonian kalkiiliis
tizerindeki calismalar 1972 yilinda Grosmann ve Katz tarafindan baslatilmistir.
Cakmak ve Basar (2002) non-Newtonian metrik kavrami tizerinde galismis ve bu

uzaya gore Minkowski esitsizligi ile iisgen esitsizligi kavramim tammlamislardir.



Binbasioglu, Demiriz ve Tiirkoglu (2016) non-Newtonian topolojik yapimin insasin
yaparak Banach sabit nokta teoremini bu uzaylar i¢in ispatlamislardir. Boylece
non-Newtonian metrik uzaylardaki sabit nokta teorisinin de temelleri atilmistir.

Bu tez calismasinda sabit nokta teorisi tizerine bir literatiir taramasi1 yapilmistir.
Sabit nokta teorisiyle alakali temel tanim ve kavramlardan bahsedilmistir. Non-New-
tonian ve multiplicative metrik uzaylar ile bunlarin topolojilerinin insasi incelenmis-
tir. Non-Newtonian metrik uzaylar ve multiplicative metrik uzaylar icin gesitli
biiziilme doniisiimlerinden yararlanarak bazi sabit nokta ve ortak sabit nokta teorem-

leri ayrintili olarak incelenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu boliimde tezimizin ileri boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel tanim, teorem

ve sonuglar lizerinde durulacaktir.

Tanim 2.1.1. X bos olmayan keyfi bir kiime olsun. 7" : X — X doniisiminin

bir sabit noktasi

T (x)=x

olacak sekildeki = € X noktasidir. (Soykan, 2012)
Asagidaki orneklerden de gortilecegi gibi 7" : X — X ile tammlanan bir T
dontisimuniin herhangi bir sabit noktas1 olmayabilir, bir sabit noktasi olabilir ya

da birden ¢ok sabit noktasi olabilir.

Ornek 2.1.2. X = R kiimesini g0z oniine alalim. ¢ # 0 olmak tizere
Tr=t+zx

ile tanimlanan 7" : R — R 6teleme (translation) fonksiyonunun sabit noktasi yoktur.

Ornek 2.1.3. {(z,0) : z € R} kiimesinin her bir elemam

T($7 y) = (LC, _y)

ile tanimh 7" : R? — R? yansima fonksiyonunun sabit noktasidir. Yani T fonksiyonunun

sonsuz sayida sabit noktasi vardir.

I, X tizerindeki birim doniisim olmak iizere T : X — X doniisiimiiniin sabit

noktalar1 aslinda

(T —I)(z) =0 (2.1.1)

denkleminin ¢oztimleridir.O halde bir denklemin ¢6ziimiinti bulmak ic¢in standart bir

teknik, buna karsilik gelen fonksiyonun sabit noktalarim bulmaktir.



Tanim 2.1.4. (X,d) bir metrik uzay ve T': X — X bir doniisiim olsun.Eger her
x,y € X icin
d(Tx, Ty) < ad(z,y)

olacak sekilde bir 0 < a < 1 varsa T ye bir daralma (ya da biiziilme) doniisiimii

denir. (Soykan, 2012)

Tanim 2.1.5. X bos olmayan bir kiitme ve 7" : X — X bir doniistim olsun.
ToT(x)=T(T(x))

ile verilen doniisiimde X den X ’e olup ve bir 7" nin ikinci iterasyonu adini alir.

Genel olarak n adet T' den elde edilen ToT oT o...0T(z), n. iterasyon adin ahr ve
ToTo..oT(x)=T(T(..T(x)...))
ile verilir ve
T"=ToTo..oT
seklinde gosterilir.

Ornek 2.1.6. T(z) = 22 — 1 ile tammh 7 : R — R fonksiyonunun dérdiincii

iterasyonu

T(2) = T(T(T(T(2)))) = (((® — 1) = 1) = 1)> — 1

seklindedir.

Teorem 2.1.7. (Banach Sabit Nokta Teoremi)
(X,d) bir tam metrik uzay olmak {izere 7' : X — X bir biiziilme doniisiimii olsun.
Yani, her z,y € X i¢in

AT, T,) < k.d(z,y)

olacak sekilde bir k& € [0,1) var olsun. Bu durumda 7" bir tek sabit noktaya sahiptir.
(Soykan, 2012)



Ornek 2.1.8. T(z) = z + 1 ile tammh 7 : R — R fonksiyonunu ele alalim.O
zaman

T(x) = T(y)| < |z —y| (2.1.2)
dir ve ayrica T' sabit bir noktaya sahip degildir.

Ornek 2.1.9.
i

Tx)=x+1—
(z) 1+ |z

ile tanimh 7" : R — R fonksiyonunu diistinelim.O zaman
T (@) =1~ (1+]a]) <1

dir ve bu nedenle her x < y icin

T(y) = T(2)] = 127’ ()dt] < LT (B)dt| < Lt = |y — ]

dir. O halde herhangi z,y icin kesin bir esitsizlik olan

d(T(x), T(y)) < d(z,y)

saglanir.Bununla birlikte 7" herhangi bir sabit noktaya sahip degildir.

Ornek 2.1.10. T(x) =z ile tammh 7" : R — R fonksiyonunu g6z 6niine alalim.Bu
durumda (2.1.2) esitligi yine saglanir. Biitiin € R noktalar1 7" nin sabit noktalaridir.

O halde sabit nokta tek degildir (yani birden fazladir).

Tanim 2.1.11. (cakisik nokta, zayif uyusabirlik, ortak sabit nokta) (Ahmad ve ark.,
2012)

S, T : X — X doniisiimler olsun. x € X igin

y="Txr =Sz



sartl saglaniyorsa y ye cakisma noktasi, z e de 7' ve S nin cakisik noktasi denir.
Ayn1 zamanda T ile S zayif uyusabilir olur yani X de ¢akisik noktalar1 aymdir. O

zaman cakisma noktasi olan y bu dontisiimlerin tek ortak sabit noktasidir.

Tanim 2.1.12. (¢akisik nokta) (Jungck ve Rhoades, 2006)
[g: X=X

X kiimesi iizerinde dontisiimler olsun. w € X i¢in
fw=gw==z2
ise, w, f ve g nin nin ¢akisik noktas1 adim alir ve z, f ve g nin nin cakisik noktasi

olur.

Tanim 2.1.13. (zayif uyusabilirlik) (Jungck ve Rhoades, 2006)
frg: X —-X
X kiimesi tizerinde doniistimler olsun. Eger f ve g her cakisik noktasinda degismeli

ise zay1f uyusabilir denir.

Tanim 2.1.14. (Ahmad ve ark., 2012)

f ve g, X’in kendi i¢ine birer doniisiimii olsun.

w= fw=gw

kosulunu saglayan bir w € X, f ve g nin ortak sabit noktasidir.



2.2. Non-Newtonian Metrik Uzaylar

3 = exp fonksiyonu, Rt pozitif reel sayilar kiimesini gostermek iizere

B:R— R
r— ) =" =y

seklinde taniml bir fonksiyon olsun. Bu 3 fonksiyonu, bir iireteg olarak eger "V z € R
icin I () = x olmak tizere 8 = I"” seklinde alimirsa bu taktirde § klasik aritmetigi
tiretir. Eger f = exp almirsa (3 geometrik aritmetigi tiretir. R (N), non-Newtonian

reel sayilarin

R(N) ={6(z): zeR}

olacak sekilde bir kiimesi olarak tanimlansin. 3 aritmetiginin tim kavramlar klasik

aritmetiktekilere benzer ozelliklere sahiptir. 3 sifir, § bir ve biitiin § tamsayilar:

76(_1) ?6(0) 76(1) )

seklinde olusturulur.
A aralikli herhangi bir 3 iiretecini ele alahm. [ toplama, 3 ¢ikarma, § carpma, (3

bolme, ve 3 siralama gibi islemleri x,y € R i¢in asagidaki sekilde yazabiliriz.

B toplama z+y=B{87" (z) + 57 (y)},

B qkarma x—y=0{6""(x)-6"(v)},

B carpmax xy=G{7" () x B~ (y)},



B bolme zfy = 8{87" (x) =57 (v)},

B swalamaz <y=p6{8"(z) <67 (y)}

x € A C R(N)i¢in x x z ile tanimlanan say1 2-in 3 karesidir ve 22" olarak gosterilir.

\/EN sembolii de 3 karesi z e esit olan 3 negatif olmayan sayilar i¢in
t=5{VF ()}

ile gosterilir. Yani herbir ¢ sayisi icin t*¥ = z dir. Bu makale boyunca x*" ile p inci

non-Newtonian kuvveti gosterecegiz. Boylece asagidakileri elde ederiz.

N =z xz=0{f""(x)x 7" (x)} = ﬁ{[ﬁ_l (x)]2},

Y = = B{FHB [0 (@) x 57 @]} x 87 @)} = 8 {57 )]

gPN = @ ON Sy — 3 { [5_1 (x)}p} ’

Bir z € A C R(N) sayisiun 3 mutlak degeri 3 (|67 (z)|) olarak tammlanir ve |z
ile gosterilir. Ayrica v 2N = 2|y = B{I67" (z)|} dir. Boylece

x, x > (0),
|zl = 6{|67"(2)]} = 5(0), z = 3(0)
8(0) -, x < 53(0)

elde edilir.



Her 2,29 € A CR(N) i¢in |.|, non-Newtonian uzaklik fonksiyonu
i e

olarak tanimlanir. Bu uzakhk degismelidir. Yani

X2 - A

Tl — T2

kosulunu saglar.

Herhangi bir z € R(N) alahm. Eger z > (3(0) ise z non-Newtonian pozitif reel
say1 olarak adlandirilir; eger z < (3(0) ise z non-Newtonian negatif say1 olarak
adlandirihir ve eger z = 3 (0) ise o halde z non-Newtonian notr reel sayidir. non-New-
tonian pozitif reel sayilar R™ (N) ve non-Newtonian negatif reel sayilar R~ (N) ile
gosterilir. Klasik hesaplamalarda ortaya konulan belirgin 6zellikler, non-Newtonian

hesaplamalarda da verilebilir.

Onerme 2.2.1. Her z,y € R(N) icin ‘x X y) = |z|y % |yly dir. (Cakmak ve
N
Basar, 2012)

Onerme 2.2.2. Non-newtonian |.| v uzakligina gore ti¢gen esitsizligi her z,y € R (N)

icin

: - :
2 y| < laly+ Iyl
seklinde tanmimlamr. (Cakmak ve Basar, 2012)

non-Newtonian metrik uzaylar , metrik uzaylara bir alternatif olarak distintilebilir.

Tamm 2.2.3. X # () bir kiime olsun.

Eger bir dy : X x X — R (N) fonksiyonu Vz,y, 2z € X
(NM1) dy (z,y) =B(0) =0 < z=y

(NM2) dy (x,y) = dn (y, x)

(NM3) dy (z,y) < dy (z,2) +dy (2,9)

kosullarini sagliyorsa X iizerinde non-Newtonian metrik uzay olarak adlandirihir ve



burada (X,dy) ikilisi non-Newtonian metrik uzay adini alir. (Cakmak ve Basar,

2012)

Onerme 2.2.4. R (N) iizerinde her z € R (N) icin

d () = [o =]

v = el

seklinde tanimlanan dy non-Newtonian metrigini diisiiniirsek (R (N), dy) non-New-
tonian bir metrik uzaydir. (Cakmak ve Basar, 2012)

Tanmim 2.2.5. X, R (N) tizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger her z,y € X i¢in ve

A€ R(N) igin ||.]|y : X — R* (N) fonksiyonu

(NN1) |l.][y =0 <= =0
(NN2) [|A < z|| = Ay > |lzlly
(NN3) ||z +y|[ < lelly + llylly

aksiyomlarini sagliyorsa o halde ||.||, X tizerinde negatif olmayan bir non-Newtonian
norm olarak adlandirilir ve (X, ||.||5) non-Newtonian normlu uzaydir. (Cakmak ve

Basar, 2012)

Not 2.2.6. Burada X fiizerinde her [|.||, non-Newtonian normun
dN@wDZHx4ymV%y€X

esitligiyle X tizerinde bir non-Newtonian dy metrigini tirettigini gormek kolaydir.

(Cakmak ve Basar, 2012)

Onerme 2.2.7. (X, dy) non-Newtonian bir metrik uzay olsun. O halde her x,y, z €
X igin
dN (l’,Z) — dN (ya Z) N S dN (w,y)

esitsizligi elde edilir. (Cakmak ve Basar, 2012)
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ispat. non-Newtonian tiggen esitsizligine gore
dN(xa Z) S dN(xv y) _I— dN(yv Z) = dN(:E7 Z) - dN(yv Z) S dN(xa y)

dN(yaz) S dN(yax) + dN(xVZ) = dN(yax) - dN(x’ Z) S dN(va)

elde ederiz. Boylece |.| nin tammmindan ve yukaridaki esitsizlikten dolay1
dN(xVZ) S dN(y’Z) N S dN<x7y)

sonucuna variriz.

Tamm 2.2.8. (X, dy) non-Newtonian bir metrik uzay 2z € X ve ¢ > 0 olsun.
BN ={ye X dy(z,y) <e}

seklinde tanimlanan kiime x merkezli ¢ yaricaph non-Newtonian acik yuvar diye

adlandirihir. Benzer sekilde non-Newtonian kapali yuvar ise

N

B. (:c):{yeX:dN(x,y) 55}

seklinde tanimlanir. (Cakmak ve Basar, 2012)

Ornek 2.2.9. (R" (N),dy) non-Newtonian metrik uzaym diisiinelim. dy tanmn-
dan zo merkezli e > 1 yaricaph agk yuvarm (a:o — e, + €> C R (N) seklinde
oldugu goriiliir. (Cakmak ve Basar, 2012)

Tanim 2.2.10. (X, dy) non-Newtonian bir metrik uzay ve A C X olsun. O halde
BY () C A olacak sekilde bir e > 1 varsa 2 € A noktast A’ nin non-Newtonian
i¢ noktas1 adini alir. A’ nin biitiin i¢ noktalarinin kiimesi A nin non-Newtonian ici

olarak adlandirilir ve inty (A) ile gosterilir.(Cakmak ve Basar, 2012)

Tanim 2.2.11. (X, dy) bir non-Newtonian metrik uzay ve A C X olsun. Eger A’
nin her noktast A’ nin bir non-Newtonian i¢ noktasi ise yani A = inty (A) ise o

halde A’ non-Newtonian bir agik kiime olarak adlandirilir.(Cakmak ve Basar, 2012)
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Lemma 2.2.12. (X,dy) bir non-Newtonian metrik uzay olsun. X'’in her non-

Newtonian acik yuvar: non-Newtonian acik kiimedir.(Cakmak ve Basar, 2012)

Ispat. = € X ve BN (z) non-Newtonian acik bir yuvar olsun.

y € BN(7) i¢in 6 = ¢ — dn(x,y) ve z € BY(y) olursa o halde
dN(y7Z) S € - dN(ﬁ,Z/)
dir. Buradan da
dN(x7Z) S dN(l’,y) +dN<y7Z) <e

sonucuna variriz. Elde edilen bu sonug 2z € BY (z) oldugunu gosterir. Yani BY' (y) C

BXN(z) dir. Boylece BY (z) non-Newtonian acik bir kiimedir.

Lemma 2.2.13. (X,dy) non-Newtonian bir metrik uzay olsun. O halde X ve ()

non-Newtonian agik kiimelerdir.(Cakmak ve Basar, 2012)

Lemma 2.2.14. non-Newtonian agik kiimelerin (sayilabilen veya sayillamayan) aile-

sinin sonlu birlesimi de bir agik kiimedir.(Cakmak ve Basar, 2012)

Lemma 2.2.15. non-Newtonian acik kiimelerin ailesinin herhangi bir sonlu kesisimi

yine non-Newtonian bir agik kiimedir.(Cakmak ve Basar, 2012)

ispat. B;1 ve By iki non-Newtonian agik kiime ve y € B; N By olsun. O halde
01,09 > () vardir oyleki

By (y) C By ve Bj(y) C By
dir. 4, 0; ve 9o den daha kiigiik alinirsa
By'(y) € BY N By

dir. Bu yiizden de non-Newtonian acik kiimelerin biitlin sonsuz elemanlarimin kesisimi

non-Newtonian acik kiimedir.

Teorem 2.2.16. Her non-Newtonian metrik uzay non-Newtonian agik kiimelerin

kiimesi olarak alinirsa bir non-Newtonian topolojik uzaydir.(Cakmak ve Basar, 2012)
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ispat. Su ana kadar elde ettigimiz sonuglar bu teoremi ispatlar.

Tanim 2.2.17. (X, dy) bir non-Newtonian metrik uzay olsun. £ > 0 olmak fizere
(BN {z}) NS = 0 olmas: i¢in gerek ve yeter sart € X nin S C X kiimesinin
bir yigilma (limit) noktasi olmasidir. S kiimesinin biitiin non-Newtonian yigilma

(limit) noktalarmin kiimesi " ile gosterilir.(Cakmak ve Basar, 2012)

Tanim 2.2.18. (X,dy) bir non-Newtonian metrik uzay olsun. Eger S biitiin
non-Newtonian limit noktalarimi igeriyorsa o halde S C X, (X, dy) de non-Newtonian

kapali kiimedir.(Cakmak ve Basar, 2012)

Onerme 2.2.19. (X, dy) bir non-Newtonian metrik uzay ve S € X olsun. O halde
S U S bir non-Newtonian kapal kiimedir. Bu kiime S kiimesinin non-Newtonian

kapanis1 diye adlandirilir ve S ~ ile gosterilir.(Cakmak ve Basar, 2012)

Onerme 2.2.20. (X, dy) non-Newtonian metrik uzay ve S C X olsun. S kiimesi
non-Newtonian kapali kiimedir <= S nin tiimleyeni olan X \.S, non-Newtonian

acik kiimedir.(Cakmak ve Basar, 2012)

Tamim 2.2.21. (X,dY) ve (Y,dY) iki tane non-Newtonian metrik uzay ve f :
X — Y bir fonksiyon olsun.
Eger Ve >0igind >0 var oyleki f (Bgv (z)) € BY (f (z)) ise o halde f, z € X

de non-Newtonian siireklidir denir.(Cakmak ve Basar, 2012)

Ornek 2.2.22. (X, dx) non-Newtonian metrik uzayi verilsin ve X x X {izerinde

p((z1,22), (Y1, 92)) = dn (21, 91) + d (22, 92)

esitligiyle bir p non-Newtonian metrigini tanimlayalim. O halde

dy : X x X — (R*(N),HN)
non-Newtonian metrigi X x X de non-Newtonian stireklidir. Bunu gostermek icin

(y1,92) , (1, 22) € X x X alalim.

dn (y17y2) - dn ($17$2) S dn (xl,yl) —F dn ($2792)
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oldugundan dy nin X x X de non-Newtonian siireklidir.(Cakmak ve Basar, 2012)

Tanim 2.2.23. Eger Ve > 0 icin ny = ng (¢) e Nve x € X var Oyle kin > ng igin
dy (xn, ) < € oluyorsa (x,) dizisi bir X = (X, dy) metrik uzaymnda yakimsaktir
denir ve nll_{rolo r, = v yadan — oo iken x, LI seklinde gosterilir.(Cakmak ve
Basar, 2012)

Tamim 2.2.24. Eger her ¢ > 0 icin 3ng = ng () var Syle ki Vm,n > ng iken
dy (T, xy) < € ise (z,) dizisi X = (X,dy) non-Newtonian metrik uzaymda
non-Newtonian Cauchy dizisi adin1 alir.

Benzer sekilde eger her BY () non-Newtonian agik yuvari igin n > ng ve x, €
BY (x) olacak sekilde bir ng dogal sayisi varsa (z,) dizisinin x’e non-Newtonian
yakinsak oldugu soylenebilir.

Eger X’ deki her non-Newtonian Cauchy dizisi yakinsak ise X uzayinin non-Newtonian

tam oldugu soylenebilir.(Cakmak ve Basar, 2012)
Onerme 2.2.25. (]R (N), +, >k> bir tam uzaydir.(Cakmak ve Basar, 2012)

Onerme 2.2.26. X = (X, dy) bir non-Newtonian metrik uzay olsun. O halde

(i) X’ deki yakimsak bir dizi siirhdir ve limiti tektir

(ii) X’ deki yakinsak bir dizi X’ de bir Cauchy dizisidir.(Cakmak ve Basar, 2012)

Lemma 2.2.27. (X, dy) bir non-Newtonian metrik uzay , (z,) X’ de bir dizi ve

x € X olsun. O halde

T, LZL’(TL — 0) <= dy (x,,2) l>0(n — 00).
(Cakmak ve Basar, 2012)

Ispat. (7,,) dizisinin x’e non-Newtonian yakinsak oldugunu varsayalhm. Yani Ve > 1

icin bir ng dogal sayis1 var olsun ve n > 0 iken (dy(x,,z) < €) olsun.

Boylece Vn > ng i¢in — ¢ < dy(z,,7) < €
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esitsizligini elde ederiz. Bu ise
Vn > ng igin |dy (2, x)|y <&
demektir. Elde edilen bu sonu¢ dy(z,, ) dizisinin 0’a non-Newtonian yakimsak

oldugunu gosterir.

Lemma 2.2.28. (X,dy) bir non-Newtonian metrik uzay ve (x,) X’de bir dizi
olsun. Eger (x,,) dizisi non-Newtonian yakinsak ise o halde non-Newtonian yigilma

noktas: tektir.(Cakmak ve Basar, 2012)

Teorem 2.2.29. (X, d%) ve (Y, d%) iki non-Newtonian metrik uzay, f : X — Y
bir déniisiim ve (x,), X’de herhangi bir dizi olsun. O halde f, z € X noktasinda

non-Newtonian siireklidir ancak ve ancak her (z,,) dizisi i¢gin n — oo iken z, — x

oldugunda f (x,) Nt (x) dir.(Cakmak ve Basar, 2012)

. : : 4. N g
Ispat. f’nin x noktasinda non-Newtonian siirekli ve x,, — x oldugunu varsayalim.

f’nin non-Newtonian siirekli olmasindan dolay1 Ve > 0 icin ¢ > 0 vardir Syleki

F(B;' (z)) € B (f(x)).

Ty o 1 (n — o0) oldugundan n > ng olacak sekilde bir z,, bulamayz ki z,, € BY ()

olsun. Yukaridaki sonuclardan dolay1

f(xn) € BY(f(2))

ve boylece

Flaa) 2 fz)(n — o)

bulunur.
Tersine olarak f’nin x’de non-Newtonian siirekli olmadigini varsayalim. Yani bir

e > 1 var 3 her bir V¥ § > 1 icin

dX (N, x) <6
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kosulunu saglayan =” € X icin var fakat di (f(z'), f(x)) > € olsun. Simdi (6,) reel
sayllarindan herhangi bir dizi olusturalim oyleki 4, X0 ve her n icin 8, > 0 olsun.
Her n icin secilen n’ yukaridaki esitsizligi saglar ve z,, ile gosterilir. Burada z, RS
oldugu aciktir fakat f(x,), f(z)e non-Newtonian yakinsak degildir. Bu yiizden eger

f non-Newtonian siirekli degilse o halde z,, = z olacak sekilde her (x,,) dizisi

flan) = f(x)

kosulunu saglamaz.

Bunun karsit tersini alarak teoremin kosulunun ispatlandigy gortliir.

Teorem 2.2.30. (X, dy) bir non-Newtonian metrik uzay ve S C X olsun. O halde

(i) Bir € X noktasi S ve aittir <= S de z, -5 x (n — 00) olacak sekilde

bir (z,) dizisi vardir

(ii) S kiumesi non-Newtonian kapalidir <= S deki her non-Newtonian yakinsak
dizi S ye ait olan bir non-Newtonian limit noktasina sahiptir.(Cakmak ve

Basar, 2012)

Ispat. (i) z € S olsun. Eger her n icin x,, =  olan bir (z,,) oldugunu diisiiniirsek o
halde bu S de x,, A kosulunu saglayan bir dizi olur. = € S}V olsun. Boylece
her &, = 1+ 1/n i¢in BY(z)NS # 0 dir. z, € BN(x) NS segersek S de
bir (x,) dizisi olusturabiliriz ve x,, S (n — o0). Bunun yakinsakhig: kolayca

ispat edilebilir.
(ii) (¢) den kolayca goriiliir.
Tanim 2.2.31. (X,dy) bir non-Newtonian tam metrik uzay ve 7' : X — X
herhangi bir déniistim olsun. 7' déniisimii £ € R (N) sayisiyla birlikte eger her
z,y € X icin

d(T (z),T (y)) <k xd(z,y)

oluyorsa non-Newtonian Lipschitz kosulunu saglar. Burada k£ < 1 ise , T bir

non-Newtonian biiziilme déniistimii olarak adlandirilir.(Cakmak ve Basar, 2012)
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2.3. Multiplicative Metrik Uzaylar

Tamim 2.3.1. X bostan farkh bir kiime olsun. Asagidaki sartlari saglayan d :

X x X — R dontisiimiine multiplicative metrik denir.
(ml)V o,y e Xigind(x,y) >1ved(z,y) =l<—=z=y
(m2) V z,y € X i¢in d(z,y) = d(y, z)

(m3) V z,y,z € X i¢in d(x, 2) < d(z,y).d(y, z) (multiplicative ticgen esitsizligi)
(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Ornek 2.3.2. R? pozitif reel sayilarin n inci kuvvetlerinin koleksiyonu olsun.

T = (ﬂfl,l’g, "'7In)7 Yy = (ylvaa 7yn)ERT—|L— ve ||* : R-i- g R-i-

a a >11ise

*
o =4 |
= a <1 ise
a
olmak lizere
x|" |z x, |
1 2 n
d(z,y) = |—| . |—| .. |—
Y1 Y2 Yn

seklinde tammlanan d* : R} — R’} fonksiyonunu alalim. Bu sekilde tamimlanan d*
i multiplicative metrigin biitiin sartlarim sagladigi agiktir. (Ozavsar ve Cevikel,

2017)

Ornek 2.3.3. a > 1 sabit bir reel say1 olsun. O halde

n x; |*

da(xvy) = |‘T - y|a = il;Il

aYi
seklinde tanimlanan d,, : R;" — R " fonksiyonu multiplicative metrik uzay sartlarini

saglar. d, nin

n zi | *

IT

i=1

n
=1

aYi

kosulunu sagladig: goriilebilir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)
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Onerme 2.3.4. (X, d) multiplicative bir metrik uzay olsun. O halde V x,y,z € X

icin

< d(z,y)
esitsizligi saglanir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

ispat. Multiplicative licgen esitsizligine gore asagidakileri yazabiliriz.

d(z,z) < d(z,y).d(y,z) =

< d(z,y) (2.3.3)

d(y,z) <d(y,z).d(z, z) = =

Boylece |.|* tanimindan ve (2.3.3) den

*

1 d(z, z)
i(z,y) = d(y, 2)

d(, z)

T,z
d(y, z)

<d(z,y) & ‘ <d(z,y)

elde ederiz.

Tanim 2.3.5. (X, d) multiplicative metrik uzay x € X ve ¢ > 1 olsun

B.(z) = {yeX | d(v,y) <c¢e}

seklinde tanimlanan kiime x merkezli € yaricapli multiplicative acik yuvar olarak

adlandirilir. Benzer sekilde multiplicative kapali yuvar da

Be(x) = {yeX | d(z,y) < e}
seklinde tanimlamir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Ornek 2.3.6. (R4d*) multiplicative metrik uzayim diisiinelim. d* i tammindan
(%2, m9.€) C Ry olmak iizere zo merkezli ¢ > 1 yarigaph multiplicative acik yuvarlarmin

varligr goriilebilir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Tanim 2.3.7. (X, d) multiplicative metrik uzay ve A C X olsun. Eger bir z € A

noktasi igin € > 1 olmak iizere B.(z) C A kosulu saglaniyorsa bu x noktast A'nin
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bir i¢ noktasidir. A’nin biitiin i¢ noktalarimin koleksiyonuna A’'nin multiplicative igi

denir ve int(A) = A ile gosterilir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Tanim 2.3.8. (X, d) bir multiplicative metrik uzay ve A C X olsun. A'nimn biitiin
noktalar: multiplicative i¢ nokta ise int(A) = A olup A multiplicative acik kiimedir.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

Lemma 2.3.9. (X, d) multiplicative metrik uzay olsun. X’in her bir multiplicative

agik yuvart multiplicative agik kiimedir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Ispat. = € X ve B.(z) multiplicative acik yuvar olsun. y € B.(x) i¢in, eger § = o)

ve z € Bs(y) olursa o halde d(y,z) < Ty dir. Buradan

d(z,z) <d(z,y).d(y,z) <e

elde edebiliriz.
Yani z € B.(z) oldugunu gosterir. Bu da Bs(y) C B.(z) anlamina gelir. Boylece

B.(z) multiplicative agik kiimedir.

Lemma 2.3.10. (X, d) multiplicative metrik uzay olsun. O halde X ve () multiplicative
acik kiimedir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Lemma 2.3.11. Multiplicative acik kiimelerin ailesinin sayilabilir veya sayillamaz

sonlu birlesimi de bir multiplicative agik kiimedir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Lemma 2.3.12. Multiplicative acik kiimeler ailesinin her sonlu kesisimi de multipli-

cative acik kiimedir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

ispat. By ve B, iki multiplicative agik kiime ve y € B; N By olsun. O halde
Bs, (y) C By ve Bs,(y) C By olacak sekilde 01,92 > 1 vardir. 1 ve 0, § dan daha
kiigiik olduklar: i¢in Bs(y) C By N By elde ederiz. Boylece her sonlu multiplicative

acik kiimeler dizisinin kesisimi multiplicative agik kiimedir.

Teorem 2.3.13. Her multiplicative metrik uzay biitiin multiplicative agik kiimelerin

ailesini baz kabul eden bir topolojik uzaydir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Ispat. Su ana kadar elde ettigimiz sonuclar bunu ispatlar.
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Tanim 2.3.14. (X, d) multiplicative metrik uzay olsun. Bir z € X noktasinin
S C X in multiplicative limit noktasi olmasi icin gerek ve yeter kosul V ¢ > 1 icin
(B-(z)\{z}) NS # @ olmasidir. S kiimesinin multiplicative limit noktalarmmn

kiimesi S" ile gosterilir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Tanim 2.3.15. (X, d) multiplicative metrik uzay olsun. Eger S biitiin multiplicative
limit noktalarimi igerirse S C X , (X, d) de multiplicative kapali kiimedir.(Ozavsar
ve Cevikel, 2017)

Multiplicative kapali kiimelerin tamimindan asagidaki onermeleri kolayca ispatla-
yabiliriz.
Onerme 2.3.16. (X, d) multiplicative metrik uzay ve S C X olsun. O halde SU S’

multiplicative kapali bir kiimedir. Bu kiime S kiimesinin multiplicative kapanisi

diye adlandirilir ve S ile gosterilir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Onerme 2.3.17. (X, d) multiplicative metrik uzay ve S C X olsun. S multiplicative

agiktir ancak ve ancak X/S kapali ise.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Tanim 2.3.18. (X,d,) ve (Y,d,) iki multiplicative metrik uzay ve f : X — Y bir
doniisiim olsun. Eger Ve > 1 ig¢in bir § > 1 var 6yle ki (f(Bs(z)) C B:(f(x)))
kosulunu saghyorsa f, z € X de multiplicative siireklidir denir.(Ozavsar ve Cevikel,

2017)

Tanim 2.3.19. (X, d) multiplicative metrik uzay1 verilsin. X x X iizerinde bir

multiplicative metrigi

p((xh x2)7 (yb y2>> = d(xlv yl)'d(x% y2)

seklinde tammlayalim. O halde d : X x X — ([1,00),].|") multiplicative metrigi
X x X itizerinde multiplicative siireklidir. Bunu gostermek igin (y1,y2), (x1,22) €

X x X olsun.

*

'M < d(z1,22).d(y1, dys)

d(fL‘l, LUQ)

elde ettigimiz i¢in d nin X x X tizerinde multiplicative stireklidir.(Ozavsar ve Cevikel,

2017)
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Tanim 2.3.20. (X, d,) multiplicative bir metrik uzay, (Y, d,) bir metrik uzay ve f :
X — Y bir déniistim olsun. Ve > 0i¢in f(Bs(z)) C B:(f(x)) olacak sekilde 6 > 1
varsa o halde f nin x € X de yar1 multiplicative siirekli oldugunu sdyleyebiliriz.
Ayni sekilde benzer sartlar saglanirsa g : ¥ — X fonksiyonunun da y € Y de yar1
multiplicative stirekli oldugu soylenir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Ornek 2.3.21. f: (Ry,|.]") — (R, |.]"), f(z) = In(z) seklinde tanimli bir fonksiyon

*

vee >0, |[In(z) —In(y)| < e olsun. Eger 6 = ¢ olursa o halde < 0 elde ederiz.

z
Y

Bu ise bize f nin R, iizerinde yari multiplicative siirekli oldugunu gosterir.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

Ornek 2.3.22. [a,b] C R ve C*[a, D], [a,b] den R, e olan biitiin yar1 multiplicative

siirekli fonksiyonlarin koleksiyonu olsun. O halde

*

/(@) ; f,9 € Ca,b]

d(f,g) = max o)

z€a,b]

doniisiimii C* [a, b] tizerinde multiplicative bir metriktir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Tanim 2.3.23. (X, d) multiplicative metrik uzay, (z,) bir dizi ve 2 € X olsun.
Her multiplicative B.(z) agik yuvari i¢in n > N olacak sekilde bir N dogal sayist
var ve , € B.(r) oluyorsa x,,  noktasma multiplicative yakinsaktir denir ve

Ty — x(n — 00) ile gosterilir.

Lemma 2.3.24. (X, d) multiplicative metrik uzay, (x,) X’de bir dizi ve z € X
olsun. O halde

Ty =4 (N — 00) & d(zy, x) =4 1(n — 00)
dir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

ispat. (x,,) dizisinin z noktasina multiplicative yakinsak oldugunu varsayalim. Yani
Ve > licin n > N olacak sekilde bir NV dogal sayist var dyle ki d(z,,,z) < e olsun.

Boylece

1
Vn > N icin — < d(z,,z) <1
€
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esitsizligi elde edilir. Bunun anlami Vn > N igin |d(z,, )" < e. Yani d(z,, x) dizisi

1 noktasina multiplicative yakinsaktir.

Lemma 2.3.25. (X, d) multiplicative metrik uzay (x,) X’de bir dizi olsun. Eger
(x,,) dizisi multiplicative yakinsak ise o halde multiplicative limit noktasi tektir.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

Ispat. (z,) —. = ve (z,) —, y (n — 00) olacak sekilde z,y € X alalm. Ve > 1
icin bir N dogal sayisi1 vardir oyleki Vn > N i¢in d(z,,z) < /e ve d(x,,y) < /2
elde edilir. Ayrica

d(z,y) < d(xp, z).d(zs,y) <e
dir. € keyfi oldugundan d(z,y) = 1 dir. Boylece z = y duir.

Teorem 2.3.26. (X, dx) ve (Y, dy) iki multiplicative metrik uzay olsun. f: X — Y
bir déniistim ve (z,), X'de herhangi bir dizi olsun. O halde f, z € X noktasinda
multiplicative siireklidir ancak ve ancak x, —. x (n — o0) olacak sekilde her ()

dizisi i¢in f(z,) —« f(z) dir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Ispat. f’nin 2 noktasmda multiplicative siirekli ve z, — = (n — 00) oldugunu
varsayalim. f nin multiplicative siirekliliginden Ve > 1 i¢in 6 > 1 vardir oyleki
f(Bs(x)) C B(f(x)) dir. z, —, x(n — o) oldugundan dolay1 &yle bir N vardir
kin > N, x, € Bs(x) saglanir. Yukaridaki sonuglar tizerinden sunu diyebiliriz ki
f(zn) € Bo(f(x)) ve bu yiizden f(x,) —« f(z) (n — oo) dir.

Karsit olarak f'nin 2 noktasinda multiplicative stirekli olmadigini varsayalim. Yani

her § > 1 igin bir e > 1 ve dx(2',2) < d kosulunu saglayan &' € X var fakat

/

dy (f(z), f(x)) > € (2.3.4)

olsun. Simdi her n igin 6, > 1 ve 6, — 1 olmak iizere (,) reel sayilarmin keyfi
dizisini alalim. Her n igin (2.3.4) esitsizligini saglayan z'’i segelim ve bunu x, ile
gosterelim. 2, —, x oldugu fakat f(x), f(x)’e multiplicative yakinsak olmadig

aciktir. Bu ylizden eger f multiplicative siirekli degilse o halde her x, —, x dizisi
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f(zy) —« f(x) kosulunu saglamaz. Bunu kanitlamak icin karsit tersini ispatlamak

yeterlidir.

Teorem 2.3.27. (X,d,) ve (Y,d,) sirasiyla alisilmis metrik uzay ve multiplicative
metrik uzay olsun. f: X — Y bir doniisiim ve (z,), X de herhangi bir dizi olsun.
O halde f, * € X noktasinda yar1 multiplicative siireklidir ancak ve ancak z,, — x
(n — o0) olacak sekilde her (z,,) dizisi i¢in f(z,) —« f(z) dir.(Ozavsar ve Cevikel,

2017)

Teorem 2.3.28. (X, d) multiplicative metrik uzay ve S C X olsun. O halde

(i) Bir x € X noktas S nin elemanmdire S de bir (x,,) dizisi var dyleki z,, —, «

(n — oo) dir.

(ii) S kiimesi multiplicative kapaldir< S de her multiplicative yakinsak dizi yine
S’ye ait olan multiplicative bir limit noktasina sahiptir.

(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Ispat. (i) = € X olsun. Eger her n ic¢in z, = z olacak sekilde bir (z,) dizisini
disiiniirsek bu S’de z,, —, x olacak sekilde bir dizidir. z € é olsun. Bu
durumda her e, = 1+ L i¢in B, (2) NS # @ dir. z,eBe,(x) NS segilirse
S de x,, —, x (n — o0) olacak sekilde bir (z,) dizisi olusturabiliriz. Karsitin

ispatim1 yapmak kolaydir.
(i) (i) den yapilabilir.

Tanmim 2.3.29. (X, d) bir multiplicative metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun.
Her ¢ > 1 igin bir neN var dyleki m,n > N i¢in d(z,,,x,) < e oluyorsa, bu dizi

multiplicative Cauchy dizisidir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Teorem 2.3.30. (X, d) multiplicative metrik uzay ve (z,), X de bir dizi olsun.
Bu dizi multiplicative yakinsak ise multiplicative bir Cauchy dizisidir.(Ozavsar ve

Cevikel, 2017)

Ispat. z,, —, = olacak sekilde z € X alalim. Bundan dolay1 her ¢ < 1 i¢in bir N
dogal sayisi vardir 6yleki her m,n > N igin d(z,,x) < /€ ve d(xy,x,) < /€ dir.

Multiplicative licgen esitsizligine gore
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d(Zp, Trm) < d(Tp, 2).d(z, 2) < VEee=¢
elde ederiz. Boylece (x,) multiplicative Cauchy dizisidir.

Teorem 2.3.31. A, R, nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. O halde s = sup A

olmas: i¢in gerek ve yeter sart
(i) Her a € A igin a < s dir.

(ii) Her € > 1 i¢in {i‘* < ¢ olacak sekilde en az bir a € A noktasi vardir.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

Ispat. s = sup A olsun. O halde supremumun tanmndan () sart1 agiktir. (i)
nin ispat1 i¢in bir ¢ > 1 var olsun oOyleki }il* < ¢ olacak sekilde A kiimesinde
hicbir @ olmasm. Eger boyle bir durum varsa o halde 2 aynmi zamanda A dizisi
icin en st sinirdir. Fakat bu durum imkansizdir. Ciinkii s, A nin en kiiciik iist
smiridir. Karsitinin ispati icin s sayisinin hem (¢) hem de (i) kosullarini sagladigin
varsayalim. (i) ye gore s, A kiimesi i¢in bir iist simirdir. Eger s # sup A ise o halde

s > sup A anlamina gelir. Fakat bu sonu¢ imkansizdir. Bu ytizden s = sup A dir.

Teorem 2.3.32. A, R} nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. O halde m = inf A

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(i) Va € Aicin m < a dir.

(ii) Ve > 1 icin ‘%’* < ¢ olacak sekilde bir a € A noktasi vardir.(Ozavsar ve

Cevikel, 2017)

Ispat. s = sup A olsun. O halde supremumun tammindan (i) sart: aciktir. (77) nin
ispat1 i¢in bir ¢ > 1 var olsun oOyleki E‘* < ¢ olacak sekilde A kiimesinde hicbir
a olmasm. Eger boyle bir durum varsa o halde ¢ aym zamanda A dizisi igin en
iist sinirdir. Fakat bu durum imkansizdir. Ciinkii s, A nin en kiigiik iist siniridir.
Kargitinin ispat: igin s sayisinin hem (z) hem de (i7) sagladigim varsayalm. (i) ye

gore s, A kiimesi igin bir tist simirdir. Eger s # sup A ise o halde s > sup A4

anlamina gelir. Fakat bu sonug¢ imkansizdir. Bu yiizden s = sup A dir.
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Tanim 2.3.33. (X, d) multiplicative metrik uzay ve A C X olsun. Eger x € X i¢in
bir M > 1 var dyleki A C By(z) ise A kiimesi multiplicative simirhidir.(Ozavsar ve

Cevikel, 2017)

Teorem 2.3.34. Multiplicative bir Cauchy dizisi multiplicative sinirhdir.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

Ispat. (X,d) multiplicative metrik uzay ve (z,) bu metrik uzayda bir multiplicative
Cauchy dizisi olsun. Multiplicative Cauchy dizisinin tanimindan € = 2 > 1 igin bir

no dogal sayisi vardir dyleki her m,n > ng i¢in d(z,, x,,) < 2 saglanr.

M =max{2,d(x1,Zpny), -, A(Tng—1, Tng) }

seklinde alinirsa her n € N i¢in d(z,x,,) < M oldugu aciktir. Bu nedenle

Vm,n € Nicin d(z,, Zm) < d(@n, Tny)-d(Tm, Tny) < M?
elde edilir. Bu da bu dizinin multiplicative sinirli oldugunu gosterir.

Teorem 2.3.35. (x,,) ve (y,) bir (X, d) multiplicative metrik uzayida multiplicative
Cauchy dizileri olsun. Bu taktirde (d(xp,y,)) dizisi (R, d*) multiplicative metrik

uzaymda multiplicative Cauchy dizisi olur.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Ispat. Multiplicative ters ticgen esitsizligine gore

§ d(n, yn) |

0 (A ) A ) = ﬁ
) *.‘dmm,m*
— |d(Tm, Yn) (T, Ym)

elde edilir.
(z,) ve (y,) multiplicative Cauchy dizileri olduklarindan her ¢ > 1 i¢in bir N € N
vardir 6yle ki V n,m > N i¢in d(zp, z,) < e ve d([ynym) < 4/ dir. Bu sonug
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YV n,m > N igin d*(d(xp, Yn), d(Tm, Ym)) < € oldugunu gosterir. Bu da d(x,,y,) in

bir multiplicative Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Lemma 2.3.36. (X, d) bir multiplicative metrik uzay ve (z,), X de bir dizi olsun.
O halde (z,) multiplicative bir Cauchy dizisidir ancak ve ancak d(x,,xm,) —. 1

(m,n — oo) dir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Ispat. (,) multiplicative bir Cauchy dizisi olsun. O halde her ¢ > 1 igin bir N
vardir 6yleki her m,n > N i¢in d(z,,x,,) < & dir. Bu nedenle |.|" nin tanimindan
n,m > N i¢in |d(z,,z,)|" < € sonucunu elde ederiz. Bu sonug ise (Ry,|.|") de

d(xp, Tm) —« 1 (m,n — 00) oldugunu ortaya koyar.

Teorem 2.3.37. (X, d) multiplicative metrik uzay olsun. (z,) ve (y,) de X de iki

tane dizi oyleki z,y € X i¢in x, —, =, y, —4 y olsun. O halde
(L, yn) =+ d(z,y)(n — o0)

dir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Ispat. 2, —. z ve Y, —+ Y (n — 00) olsun. Yani Ve > 1igin bir N € N var 6yleki
n > N igin d(z,,x) < v/ ve d(yn,y) < /2 alalm. Ote yandan multiplicative

licgen esitsizligine gore

(T, Yn) < d(2p, x).d(2,y).d(Yn,y)

d(z,y) < d(xn, v).d(T0n, Yn)-d(Yn, y)

dir. Bu sonug ise

oldugunu gosterir.
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|.I" mutlak deger fonksiyonunun tanimimdan her n > N i¢in

d *
‘M < d(n, w)-d(yn, y) <e

d(z,y)

dir. Buise (Ry,|.[") de d(zn, yn) —+« d(x,y) (n — 00) oldugunu gosterir.

Teorem 2.3.38. (z,), (X, d) multiplicative metrik uzayinda bir multiplicative Cauchy
dizisi olsun. Eger (z,,) dizisi (x,, ) alt dizisi var 6yleki z,,, —. x (n — 00) dir.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

Ispat. (x,,) bir multiplicative Cauchy dizisi ve ¢ > 1 olsun. O halde m,n > N igin
d(zp, ;) < /c olacak sekilde bir N € N dogal sayist vardir. (x,, ), (x,) in bir alt
dizisi dyleki z,, —. x (n — o0) olsun. Bu taktirde k; € N vardwr 6yleki Vk > ky
i¢in d(z,,,x) < /e dir. Dahasi ky € N vardir k&; € N vardwr 6yleki Vk > ks igin

ng > N olmak tizere limy_,o, ny = oo ve ky € N dir. Boylece

V k> max {n, ki, ko } icin d(zy, x) < d(zg, T, ).d(Tn,, ) < Vene=¢

elde ederiz. Bu ise x,, —, = (n — 00) oldugunu gosterilir.

Lemma 2.3.39. R deki her dizi monoton bir alt diziye sahiptir.(Ozavsar ve Cevikel,
2017)

Lemma 2.3.40. (R,,|.|") de bir monoton multiplicative siral dizisi multiplicative

yakinsaktir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Ispat. (z,) R, de artan multiplicative sinirh bir dizi ve x = sup z,, olsun. z,, —, x
(n — 00) oldugunu gosterelim. Supremumun multiplicative karakterizasyonundan
her ¢ > 1 igin }%"‘* < ¢ olacak sekilde z,, vardir. n = N olsun. O halde
monotonluktan her m > n i¢in z,, > zy dir. Fakat z,, < z oldugundan bu sonug
her m > N i¢in ’%’Lr < ¢ oldugunu gosterir. Boylece x,, —, x(n — oo) dir.

Su ana kadar elde ettigimiz sonuglarin genel 6zetleri Bolzano-Weierstrass teoreminin

multiplicative kisimlaridir.

Sonug 2.3.41. (R, |.|")’de bir multiplicative simrh dizi, multiplicative yakinsak alt
diziye sahiptir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)
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Tanim 2.3.42. Bir multiplicative metrik uzaydaki her multiplicative Cauchy dizisinin
x € X’e yakinsak oldugunu diisiintirsek X kiimesi kapahdir. Eger multiplicative
metrik uzaydaki her multiplicative Cauchy dizisi + € X noktasina multiplicative
yakinsak ise o zaman bu multiplicative metrik uzay tamdir.(Ozavsar ve Cevikel,

2017)

Tanmim 2.3.43. Simdiye kadar elde ettigimiz biitiin sonuglar (R, |.]") mn tam

oldugunu gosterir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Teorem 2.3.44. (X, d) tam bir multiplicative metrik uzay ve S C X olsun. O halde
(S, d) kapalidir ancak ve ancak S multiplicative kapalidir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Ispat. Teorem 2.3.30 ve Teorem 2.3.32 den goriiliir.

Tanim 2.3.45. (X, d) multiplicative metrik uzay olsun. Eger bir A € [0, 1) reel

say1s1 var Oyleki
Va,y € X igin d(f(x1), f(22)) < d(wy, 22)*

kosulu saglaniyorsa f : X — Y multiplicative biiziilme déniistimii olarak adlandirilir.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)

Tanim 2.3.46. S ve T nin (X, d) multiplicative metrik uzayinda kendi igine déniistim
olduklarmni varsayalim. Eger V x € X i¢in STx = T'Sz kosulu saglanirsa S ve T'

degismeli doniisiimler olarak adlandirilir.(Gu, Cui ve Wu)

Tanmim 2.3.47. S, T nin (X,d) multiplicative metrik uzaymda iki kendi igine
doniisiim oldugunu varsayalim. Eger V x € X icin d(STx,TSx) < d(Sz,Tx) kosulu
saglanirsa S ve T nin zayif degismeli doniisiimler olarak adlandirilir.(Gu, Cui ve

Wu)

Uyar: 2.3.48. Degismeli doniistimler zayif degismeli olmak zorundadir ancak tersi

her zaman dogru degildir.

Tamm 2.3.49. S ve T (X, d) multiplicative metrik uzayinda iki kendi i¢ine déniisiim
olsun. Eger V x € X i¢in R > 0 ve d(STx,TSx) < Rd(Sx,Tx) ise S ve T noktasal
zayif degismeli olarak adlandirilir.(Pant, 1998, 1999)
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Tanim 2.3.50. S ve T' (X, d) multiplicative metrik uzayimda kendi i¢ine doniisiimler
olsun. Eger V o € X i¢in R > 0 var ve d(SSxz, TTz) < Rd(Tz,Sz) ise S ve T' (P)
tipi R zayif degismeli doniisiim olarak adlandirilir.(Imbad ve Ali, 2006)

Lemma 2.3.51. S ve T (X, d) multiplicative metrik uzayinda kendi i¢ine doniistimler
olsun. Eger S, T, (P) tipi R zayif degismeli déniistim ve {z,}, X iizerinde V z € X
icin lim Sz, = 2 = lim T'z,, kosulunu saglayan bir dizi ise 7', z noktasinda degismeli

n—oo n—oo

oldugunda lim STz, = Tz dir.(Pant, 1999)

n—oo
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3. BULGULAR

3.1. Non-Newtonian Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 3.1.1. T bir non-Newtonian tam metrik uzayinda non-Newtonian bir biiziilme

doniisiimii olsun. O halde T bir tek sabit noktaya sahiptir.(Cakmak ve Basar, 2012)

Ispat. xo, X de keyfi bir nokta olsun. {z,}
zo, 11 = Txo, o = Ty = T?xq, ..., xn = T 0
ile olusturalim. Simdi (x,,) dizisinin non-Newtonian Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.
AN (T, Tn) = dn(T™ o, T" x0)

= dn(T"xe, T"T" " xy)
S K 5 d(ao, T""20)
= k™Y % dn (20, Tnm)
<K (o, 1) o (T, 7))
< k™Y x dn(xo, 1) {1 +E+EN 4+ 4 k:”_m_lN}

< kmN X d.N(JJ(),Il)

N 1—k

Eger m < n ise o halde k™~ < 1 ve dy(xo,21) € RT(N) oldugundan dolay1

k’mN X dN(l'O,ZL‘l)
1-k
elde ederiz. Burada m sayis1 yeteri kadar biiyiik veya kiigiik secilebilir. Bu sonug

ise {x,} non-Newtonian Cauchy dizisi oldugunu gosterir. (X, dy) non-Newtonian

kapali oldugundan dolayr X'de bir x noktasi vardir ve (z, R x) dir. Simdi 2’in T’
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doniistimiiniin sabit noktasi oldugunu gosterelim. Ucgen esitsizliginden

é dN(xvxn) ‘I’ k: X dN(xn—lyx)

elde ederiz. =z, Xz oldugundan dolay1 dy(z,Tx) = 0 ve bu yiizden de Tz = z
dir. Bu 2’in T"nin bir sabit noktasi oldugunu gosterir. Simdi z in bir tek sabit
nokta oldugunu gosterelim. x; € X’in T"nin bir diger sabit noktasi oldugunu yani

Txy; = zy oldugunu varsayalim. O halde
dy(z,z1) = dy(Tz, Txy) < k X dy(z, 1)

dir ve k < 1 den dolay: dy(z,x1) = 0 dir. Béylece z = z; dir.

Sonug 3.1.2. Yukaridaki teoremin varsayimlar: altinda rastgele secilen zy € X ile
olusturulan iterasyon dizisinin 7"nin bir tek  noktasina yakinsak oldugu goriiliir.(Cakmak

ve Basar, 2012)

Teorem 3.1.3. T' bir non-Newtonian tam metrik X uzayindan kendisine dontisiim
_N
ve B, (zg) = {x € X 1 dy (z,19) < 7"} kapali yuvar iizerinde non-Newtonian bir

biiziilme olsun. Ayrica

d (0, Th,) < (i - k) 7

oldugunu varsayalim. O halde

mn
T, =T1T"xg =Tx,_1

N

seklinde tanimlanan iterasyon dizisi bir z € B, (x) noktasina yakinsar ve z, T"nin

bir tek sabit noktasidir.(Cakmak ve Basar, 2012)
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ispat .

k’deN({.L‘(), [)31)

dN<xm7 xn) S .
1—-k
esitsizliginde m = 0 alinirsa
-~ d
dN (xma xn) S M
1—-k

olur. dy(zo, Tzo) < (1 — k)7 esitsizliginden

dn(xg,z,) < M <T

1—k

N

elde ederiz. Bu sonuglar biitiin z,,’lerin é+ (x0)’da kapali oldugunu gosterir. x,, — z
N N

ve é+ (x¢) nin kapali olmasindan dolay1 x € l_3+ (xg) dur.
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3.2. Multiplicative Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 3.2.1. (X, d) multiplicative metrik uzay ve T': X — X multiplicative bir
biiziilme olsun. Eger (X, d) tam ise T bir tek sabit noktaya sahiptir.(Ozavsar ve
Cevikel, 2017)

Ispat. 7o € X noktasmi alalm. X’de (x,) dizisini n = 1,2,3,...i¢in =, = fx,4

olarak tanimlayalim. Buradan 7" multiplicative biiziilme oldugunndan

2

d($n+1,l‘n> S d(xnaxn—l)A S d(xn—laxn—2))\ S S d(l’l,xo))\

n

sonucuna ulasiriz. m,n € N ve m > n olsun. O halde

A, 72)

IN

d(XmTm_1)--d(xp 11, Ty)

)/\m—1+...+>\”

IA

d($1,$€0

n
d(x1, xo)%

IN

dir. Bu sonug d(z,, x,) —« 1 (m,n — o) oldugunu gosterir. Bu yiizden z,, —, z

(n — o0) gibi bir z € X sayis1 vardir. Dahast

d(Tz, 2) < d(Txy, T2).d(Txy, 2) < d(zn, 2)*.d(2ne1,2) = 1(n — 00)

dir. Boylece d(T'z, z) = 1 olur. Yani z, T"nin bir sabit noktasidir. Baska bir ifadeyle
Tz = z dir.
Simdi baska bir y noktasi i¢in 7'y = y olsun. Bu taktirde

d(z,y) = d(Tz,Ty) < d(z,y)"
dir. Béylece d(z,y) = 1 ve y = z dir. Bu sonug ise z’nin 7"’nin bir tek sabit noktasi

oldugunu gosterir.

Sonug 3.2.2. (X, d) tam bir multiplicative metrik uzay olsun. ¢ > 1 ve zy € X
i¢in éa(xg)’in multiplicative kapali yuvar oldugunu diistinelim. Ayrica 7': X — X

dontisiiminiin
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YVax,ye 1_35(:60) icin d(Tx, Ty) < d(x,y)*.

biiziilme sartin1 sagladigini varsayalim. Burada A € [0, 1) bir sabittir ve d(T'z¢, z¢) <
el™ dir. O halde T, x € 1_35(:60) bir tek sabit noktaya sahiptir.(Ozavsar ve Cevikel,
2017)

Ispat. Her = € 1_35(1'0) icin Tx € 1_35(370) ve és(xo)’in tam oldugunu ispat etmek

yeterlidir. Kabul edelim ki (z,,), B:(xo) da bir multiplicative Cauchy dizisi olsun.
Bu taktirde (z,), X’de bir multiplicative Cauchy dizisidir. X’in tamlhigindan bir
xz € X vardwr 6yleki x,, —, x X’in tamhgindan =, —. z, d(z,,z) —. 1 oldugundan
d(zg,x) < d(xp, x0).d(Tp, x) < d(xy,, 7).
elde ederiz. Boylece d(zg,z) < € ve xeég(xo) dir. Bu ise és(xo)’in tam oldugunu
gosterir. Her z € éa(xo) igin
d(xg, Tx) < d(Txo, 10).d(Txo, Tx) < e d(zg,2)* <™ =¢

olup Tx € és(wo) dur.

Sonug 3.2.3. (X,d) bir tam multiplicative metrik uzay olsun. Eger T': X — X

doniisiimii bazi pozitif n tamsayilari igin A € [0, 1) bir sabit olmak tizere
Va,y € X icind(T"z, T"y) < d(z,y)*

kosulunu sagliyorsa X de bir tek sabit noktaya sahiptir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

ispat. Teorem 3.2.1 den T, z € X’de bir tek sabit noktaya sahiptir ancak ve
ancak T"(Tz) = T(T"z) = Tz dir. Bu nedenle ayn1 zamanda Tz, T"'nin sabit bir
noktasidir ve Tz = z oldugundan dolay1 z, T' nin sabit noktasidir. Ayrica T nin

sabit noktasi 7™ 'nin de sabit nokta oldugu i¢in 7" nin sabit noktasi bir tektir.

34



Teorem 3.2.4. (X,d) bir tam multiplicative metrik uzay olsun. 7 : X — X

doniistimiiniin A € [0,1) bir sabit olmak {izere
Va,y €X icin d(Te,Ty) < (d(T'z,,2).d(Ty,y))*

biiziilme kosulunu sagladigini varsayalim. O halde 7', X’de bir tek sabit noktaya
sahiptir ve herhangi x € X i¢in (T"x) iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsaktir.(Ozavsar

ve Cevikel, 2017)
Ispat. zo € X secelim. z1 = Txg, 22 = Ta1 = T?x0, ., Tpiq = Txp = T g

dizisini olusturalim.

d(xps1,2,) = d(Txp, Tr,q) < (d(T:zcn,acn).d(Txn_l,xn_l))A

= (d(Zpg1, Tn).d(2n, Tp1))

elde ederiz. Ayrica

A

A(Tpi1, ) < (d(Tp, 2p_1))TX = d(2y, Tp_1))"

elde ederiz. Buradan h = ﬁ dir. n > m igin

d(zpxm) < dxnTp-1).d(Tp_1,Tn_2)...d(Tmi1, Tm)
h7,L

< d(wy, wo)THNTE < (@ o) TR

dir. Elde ettigimiz bu sonuglar d(z,,z,,) —. 1 (n — o0) oldugunu gosterir. Bu
yiizden de (z,) bir Cauchy dizisidir. X’in tamhigmdan gore z,, —. z (n — 0)

olacak sekilde z € X vardr.

d(Tz,z) < d(Tx,,Tz).d(Tz,,=2)
< (d(Tn, 20).d(Tz, 2)) . d(2p4e1, 2)

35



oldugundan
d(Tz, 2) < (d(Txp, 20)*-d(Tns1, 2)) T —, 1(n — 00)

elde ederiz. Bu nedenle d(T'z,z) = 1 yani Tz = z dir. Son olarak 7"nin sabit

noktasinin bir tek oldugu kolayca goriilebilir.

Teorem 3.2.5. (X,d) bir tam multiplicative metrik uzay olsun. 7 : X — X
dontisiimi asagidaki biiziilme sartini sagladigini varsayalim. A € [0, %) bir sabit
olmak iizere

Va,y € X icin d(Tx, Ty) < (d(Tz,y).d(Ty,x))*

olup T bir sabit noktaya sahiptir ve her x € X i¢in (T™z) iterasyon dizisi bu sabit
noktaya yakinsaktir.(Ozavsar ve Cevikel, 2017)

Ispat. zy € X secelim 2y = Txg, 25 = Txy = T2z, .., 21 = Txn = T g, ..

dizisini olusturalim.

d(xpi1,x,) = d(Txy, Ta, 1) < (d(T:zsn,T:Bn_l).al(Txn_l,:zsn))A

(d(Tps1, Tp).d(z,, :Jc‘n_l))A

IN

elde ederiz. Buradan da

A

d<xn+l7xn) S (d<x7uxn—l))m = d(l'namn—l)h

elde ederiz. Buradan h = % dir. n > m igin

d(xp, Tp)

IN

ATy, Tp_1).d(Tp_1,Tp—2)...d(Tps1, Tr)
hm

< d(wy, wo)THNTE < (@ o) TR
olup d(zn, ) —4 1 (m,n — o0) oldugunu goriiliir. Bu nedenle (z,) bir Cauchy

dizisidir. X’in multiplicative tamhgindan z,, —, z (n — o00) olacak sekilde z € X

vardir.
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d(Tz,z)

IN

d(Tz,, Tz).d(Txy,, 2)

IN

(d(Tz,2,).d(Txy, 2)).d(Thi1, 2),

IN

(d(T’Z7 Z)'d(wﬂn Z)'d(anrlJ z)))\'d('rn+l7 Z)
den dolay1
d(Tz,2) < (d(@ny1, 2)d(2n, 2) d(@ni1, 2) T =, 1(n — 00)

elde ederiz. Buradan d(T'z,z) = 1 yani Tz = z dir. Bu yiizden z, T"nin bir sabit

noktasidir. Sonug olarak 77nin sabit noktasinin bir tek oldugu kolayca gosterilebilir.

Uyari 3.2.6. Teorem 3.2.1 , Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5 metrik uzaylardaki biiztilme
doniistimlerinin bazi yakinsak dontisiim sabit nokta teoremlerini multiplicative metrik
uzaylarina tasir. Asagidaki iki ornekle konuyu ozetleyelim.

r={(z,1) eR?*:1<z<2}U{(l,z) e R*: 1 <z <2} olsun.

Ih%
“d

olacak sekilde tanimlanan d : X x X — R doéniistimiinii diisiinelim. O halde (X, d)

*

a

d((a,b), (c,d)) = (‘_

C

bir tam multiplicative metrik uzaydir. 7: X — X
T(z,1) = (1,Vz) ve T(1,2) = (Vz,1)
seklinde tanimlansimn. Bu dontisiim
Her (a,b), (c,d) € X icin d(T(a,b),T(c,d)) < d((a,b), (c,d))*

multiplicative biiziilme sartin saglar. Burada A = % € [0, 1) sabittir. T'nin (1,1) €
X {izerinde bir tek sabit noktaya sahip oldugu agiktir. Eger X = [0.1,1] olursa

|.|" multiplicative metrigine gore bir multiplicative tam metrik uzaydir. Boylece
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T(z) = e*'"10 seklinde tammmlanan 7' : X — X doniisiimii

*

T(x)|"
T(y)

A (3.2.5)

YV x,y € X i¢in <(

multiplicative btizilme kosulunu saglar. Burada A = 0.997 dir. Son olarak 7" nin
0.7411317711 € X de bir tek sabit noktaya sahip oldugunu gorebiliriz.(Ozavsar ve
Cevikel, 2017)

Teorem 3.2.7. A, B,S ve T bir tam multiplicative metrik uzaydan kendi igine

asagidaki sartlar1 saglayan doniisiimler olsun.

a) A(X) CT(X) ve B(X) C S(X),

b) d(Az, By) < {max {d(Sz,Ty),d(Az, Sz),d(By, Ty),d(Az, Ty),d(By, Sz)}}*,
c) {A, S} ve {B,T} R Zayif noktasal degismeli ¢iftleridir.

d) {4, S} ve {B, T} karsilikl olarak siirekli ¢iftlerin uyumlu giftleridir.

O halde A, B, S, ve T tek ortak sabit noktaya sahiptir.(Shanjit ve ark., 2016)

Ispat. X’de z, keyfi bir nokta icin A(X) C T(X) oldugundan dolay1 X de bir z;
noktasi1 vardir. oyleki Tx; = Axg dir ve x1 i¢in X de x5 vardir 6yleki Sz = Bxy.

Boyle devam edilerek X’de {z,} dizisini

Yon+1 = T$2n+1 = szn

ven =0,1,2,...i¢in yop41 = Tx2, = Bxg,—; seklinde tanimlayabiliriz. (b) den
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d(Yon, Yont1) = d(Azan-1, Baay)
< {max {d(Swa,—1.Txe,), d(Axay_1, Sxon_1), d(Bxay, Txay) ,
d( Aoy 1, Ta,), d(Baag, Stan—1)}}
= {max {d(y2n—1, Y20), d(Y2n, Y2n-1), d(Y2n+1, Y2n)
d(Yon, Yon), d(Y2n+1, ?/271—1)}}A
= {max {d(y2n-1, Y2n), AY2n: Y2ns1), L A(Y2n-1, Y2n), (Y2, Yans1) }

= d)\(y2n—17 yZn)-d/\ (yzn, y2n+1)

elde ederiz. Bu sonug
A

d(Yon, Yon+1) < A= (Yan—1, Yon)

oldugunu ortaya koyar.

h = 2= olsun. O halde

-
d(Yan, y2n+1) < d"(Yan—1, Y2n) (3.2.6)

dir. Ayni zamanda

d(Yant1, Yant2) < d" (Yo, Yans1) (3.2.7)

dir. (2.1.6) ve (2.1.7) den

d(Yon, Yont1) < dh(an—h Yon) < ... < dhn(yhyo), n > 2 i¢in

dir. m > n gibi pozitif tam say1 olsun. O halde

d(ymayn) S d(ym7ym—1>-d(ym—17ym—2)-'-d(yn+l7yn)
S dhm_l (yh yO)'dhm_2 (yh yO)dhn (yh ?JO)
_ dhm71+hm72+“'+hn(y1 yo)
A"
< dE(yn, yo)
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dir. Bu sonu¢ m,n — oo iken d(ym,y,) — 1 oldugunu ortaya koyar. Boylece
{yn} bir multiplicative Cauchy dizisidir. X’in tamhgmdan bir z € X vardir dyleki
n — oo iken y,, — z dir. Sonug olarak Axs,, Bxa, 1, STo,, TTo,11 n — 00 iken z'ye

yakinsaktir. Eger A ve S uyusabilir ise

lim ASx,, = Az

n—oo

ve lim SAx,, = Sz elde edilir.
A(X) € T(X) den dolay1 X de bir z noktasi vardir. Ornegin Az = Tw dir. (b) yi

kullanarak

d(Az, Bw) < {max{d(Sz,Tw),d(Az,Sz),d(Bw, Tw),d(Az, Tw),d(Bw, Sz)}}"
= {max{d(Az, Az),d(Az, Az),d(Bw, Az),d(Az, Az),d(Bw, Az)}}*
= {max{1,1,d(Bw, Az)}}"
= dMBuw, Az)

oldugundan d'~*(Bw, Az) = 1 elde ederiz.

Bu yiizden Az = Bw olup

Az =Sz = Bw = Tw dir.

A ve S'nin R Zayif noktasal degismeliliginden bir R > 0 var oyleki

d(ASz,SAz) < Rd(Az, Sz)

dir. Buradan ASz = SAz ve SSz = SAz = ASz = AAz elde ederiz.
Benzer sekilde B ve T' nin noktasal R Zayifligina gore

BBw = BTw =TBw =TTw

dir. Tekrar (b) den
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d(Az,AAz) = d(Bw,AAz)
= d(AAz, Bw)
< {max{d(SAz, Tw),d(AAz, SAz),d(Bw, Tw)
d(AAz, Tw), d(Bw, SAz)}}
= {max {d(AAz, Az),d(AAz, AA2), d(Bw, Bw)
d(AAz, Az),d(Az, AA)W}
= {max{1,1,d(AAz, Az)}}*

elde ederiz. Bu ylizden AAz = Az olup Az = AAz = SAz dir.
Boylece Az, A ve S nin ortak sabit noktasidir. Tekrar (b) den

d(Bw, BBw) = d(Az, BBw)
< {max {d(Sz, TBw),d(Az,Sz),d(BBw,TBw) ,
d(Az, TBw),d(BBw, 5z)}}*
= {max {d(Bw, BBw), d(Bw, Bw),d(BBw, BBw) ,
d(Bw, BBw), d(BBw, Bw)}}}
= {max{1,1,d(BBz, Bw)}}*

elde ederiz.

Bu yiizden BBw = Bw. Boylece Bw = BBw = T Bw olup

Bw, B ve T nin ortak sabit noktasidir.

Eger Bw = Az = u ise o halde Au = Su = Bu = Tu = u dir. Dolayisiyla u, A, B,
S ve T nin ortak sabit noktasidir. Sabit noktanin tekligini ispat edelim. v, A, B, S
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ve T' nin bir baska ortak sabit noktasi olsun. O halde

d(u,v) = d(Au, Bv)
< {max {d(Su, Tv), d(Au, Su), d(Bv, Tv), d(Au, Tv), d(Bv, Su)}}*
= {max {d(u,v),d(u,v),d(v,v),d(u,v),d(v,u)}}*
= {max{1,1,d(u,v)}}

elde ederiz. Bu yiizden d(u,v) — 1 olup u = v dir.
Bu sonuclar sabit noktalarin tek oldugunu ve 1spatin tamamlandigini gosterir.

Teorem 3.2.8. S, T, A ve B bir X tam multiplicative metrik uzayindan kendi igine,

asagidaki kosullar1 saglayan dontistimler olsun.

(a) S(X) C B(X) ve T(X) C A(X),

(b) {A,S} ve {B,T}, (P) tipi R zayif degismeli doniisiim,
(c) S,T,A ve B den birisi siireklidir,

d(Az, By),d(Az, Sz),d(By, Ty),

(c) N € (O, %) NVa,y € Xigind(Sz, Ty) < { max
d(Sz, By),d(Az,Ty)

ise
O halde S, T, A ve B X'de bir tek ortak noktalas: vardir.(Shanjit ve ark., 2016)

Ispat. S(X) C B(X) oldugundan dolay: zoeX noktasim diisiinelim. 3z; € X
oyleki Szg = Bxy = 1o, dJxs € X oyleki Txy = Axy = vy, dx9,y1 € X Oyleki
STon = BTont1 = Yon, ITopyo € X Oyleki Txoy 9 = A$2n+2 = Yon+41, .-

Simdi X’de bir {y,} dizisini tanmimlayabiliriz.
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d(?/2my2n+1) = d(5$2n,T$2n+1)

< {max {d(Axan, Brony1), d(Axop, STay,), d(Bxoni1, TTony1) |
d(Stan, Broni1), (Ao, Toni1)}}

< {max {d(y2n-1,Y20), d(Y20n-1, Y2n), d(Y2n, Y2041)
d(Y2n, Y2n), d(Yon—1, y2n+1)}}A

<

= <y2n—1> y2n) d* (Z/Qn, y2n+1)

elde ederiz.

Buradan
A

A(Yon, Yont1) < AT (Yon—1, Yon)

elde ederiz. h = 2= olsun. O halde

1-X
A

d(Yon, Yon—1) < d™*(Yan—1, Y2n)

elde ederiz. Aymi zamanda

d(Yon+1, Yont+2) < d" (Y2n—1, Yon)

dir. (2.1.8) ve (2.1.9) dan

n > 2 i¢in d(yn, Ynt1) < dh(yn—byn) <. < dhn(yhyo)

oldugunu biliyoruz.

m > n olacak sekilde m,n € N olsun. O halde
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{max {d(y2n_1, y2n); d(y2m y2n+1)7 L, d(y2n_1, an)'d(yzm y2n+1)}}A

(3.2.8)

(3.2.9)



d(yma yn) S d(ym7 ym—l)-d(ym—h ym—Z)-~-d(yn+17 yn)
S dhm_l (yh ?JO)-dhm_Q (y17 yO)dhn (yh yO)
< di (y1, o)

elde ederiz. Bu sonug m,n — oo iken d(y,,, y,) — 1'i ortaya koyar. Bu yiizden {y,}
multiplicative Cauchy dizisidir. X’in tamhgindan bir z € X vardir 6yleki n — oo
iken y,, — z dir.

Dahast {Szo, 1} = {BTon_o} = {yon_1} ve {Tx2,} = {Axon_1} = {yon}, {yn} in

dizileri oldugu i¢in

lim Sxy,_1 = lim Bxy,_o = lim Tz, = lim Azg, 1 = 2
n—oo n—oo n—oo

n—oo
elde ederiz.

Durum 1: A nin siirekli oldugunu varsayalim. O halde

lim ASxq, = lim AAx,y, = Az

n—oo

dir. {A, S}, (P) tipi R zayif degismeli doniisiim oldugu i¢in
d(SSLUQn, Aszn) S Rd<A$2n, ngn)

dir. n — oo olsun. O halde

lim SAxzq, = Az

n—oo

dir. Simdi

d(Sszm Tx2n+1) < {max {d(Aszm B$2n+1), d(AA@m SA&U%), d(Bx2n+17 T$2n+1);
d(SAszm B$2n+1)7 d(AA$2n> T$2n+1)}}>\
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elde ederiz. n — oo oldugu i¢in

d(Az,2) < {max{d(Az z),d(Az, Az),d(z,2),d(Az, z),d(Az, z)}}
= {max{d(Az,z),1}}"
= dAz,2)

dir. Bu sonug d(Az, z) = 1 i¢in Az = z oldugunu verir.

Tekrar

d(Sz,Trony1) < {max{d(Az, Broyi1),d(Az,Sz),d(Bxopi1, TTons1),
d(Sz, Brani1), d(Az, T$2n+1)}})\

elde ederiz. n — oo alinirsa

d(Sz,2) < {max{d(Az z),d(z,5%),d(z,z2),d(Sz,2),d(z,2)}}"
= {max{d(Sz,z),1}}}
= dSz,2)

Bu ise d(Sz,z) = 1 yani Sz = z'yi saglar. z = Sz € S(X) C B(X) bdylece
Jz* € X vardir oyleki z = Bz* dir. O halde

d(z,Tz*) = d(Sz,Tz")
< {max{d(Az, Bz*),d(Az, Sz),d(Bz*, Tz*) .
d(Sz, Bz"),d(Az, Tz")}}*
= {max{d(z,Tz"),1}}}
= dMz, Tz

Buise d(z,72*) = 1 yani Tz* = z oldugunu saglar.

{B, T}, (P) tipi R zayif degismeli déniistim oldugu igin

d(Bz,Tz) =d(BBz",TTz") < Rd(Tz",Bz") = Rd(z,z) = R
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dir. Fakat R > 0 ve d(x,y) > 1 olup ylizden de d(Bz,Tz) = 1 dir. Bu yiizden de
Bz =Tz dir. Son olarak

d(z,Tz) = d(Sz,Txz)

< {max{d(Az, Bz),d(Az,Sz),d(Bz,Tz),d(Sz Bz),d(Az, Tz)}}*

= {max{d(z,Tz),1}}"
)

= dMz, Tz

elde ederiz. Bu sonug d(z,7z) = 1 i¢in Tz = z verir.
Durum 2: B nin stirekli oldugunu varsayarsak Durum 1 deki ayni sonucu elde ederiz.

Durum 3: S nin stirekli oldugunu varsayalim. O halde

lim SAxs, = hm SS(EQn — 517

n—oo

dir. {A, S}, (P) tipi R zayif degismeli doniisiim oldugundan dolay:
d(AAQfgn, SSZL'Q”) S Rd(SZBQn, AZEQn)

dir. n — oo iken

lim ASxsy, = Sz

n—oo

dir. Boylece

d(SSJCzn,sznH) < {maX{d(ASiEzmB332n+1)>d(145$2n,55$2n)>d(3$2n+1,T932n+1)>
d(55$2n7B$2n+1),d(AS$2n,T$2n+1)}}/\

elde ederiz. n — oo iken

d(Sz,z) < {max{d(Sz,z),d(Sz,5%),d(z,2),d(Sz z2),d(Sz, z)}}}
= {max{d(Sz,z2),1}}}
= d*Sz,2)
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elde ederiz.

Bu sonug d(Sz,z) =1 igin Sz = z verir.

z =95z € S(X)C B(X) oldugundan dolay1 32* € X vardir dyleki z = Bz* dir. O
halde

d(SSz,,Tz") < {max{d(ASz,,Bz"),d(ASx,,SSx,),d(Bz",Tz") ,
d(SSx,, Bz"),d(ASz,, Tz*)}}

dir. n — oo iken

d(S2,T=") < {max{d(Sz,z),d(Sz,5z),d(=, T="),
d(Sz,z),d(Sz,Tz*)}}/\
= {max{d(z,Tz"),1}}}
= d)‘(z,TZ*)

elde edilir. Bu sonug d(z,Tz*) =1 igin T2* = z verir.

{B, T}, (P) tipi R zayif degismeli déniistim oldugundan dolay1
d(Tz,Bz) =d(TTz*,BBz*) < Rd(Bz*,Tz") = Rd(z,z) = R

elde ederiz. Fakat R > 0 ve d(x,y) > 1 dir. Bu yiizden d(Bz,Tz) = 1, boylece
Bz =Tz dir.

Son olarak

d(Sz,,Tz) < {max{d(Axs,, Bz),d(Axs,, Sta,),d(Bz,Tz),
d(Stan, Bz), d(Axg,, T2)}}
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elde edilir. n — oo iken

d(z,Tz) < {max{d(z,Tz),d(z,2),d(Tz Tz),d(z Tz),d(z Tz)}}"
= d(z,Tz) < {max{d(z,Tz),1}}"

= dMz,T2)

elde ederiz.

Bu sonug d(z,Tz) = 1 i¢in Tz = z verir.

z =Tz € T(X) C A(X) olup boylece 3z** € X vardwr Oyleki z = Az* dir. O
halde

d(Sz™,z) = d(Sz*,2)
< {max {d(Az**, Bz),d(Az", S2™),d(Bz,Tz),
d(Sz™, Bz),d(Az"™ , Tz)}}
= {max{d(z,2),d(z, Sz**),d(Bz, Bz),d(52", 2),d(z, 2)}}}
= {max{d(Sz*,2),1}}"
= dMNS2,2)

dir. Bu sonug d(Sz**, z) = 1 igin Sz** = z verir.

{S, A}, (P) tipi R zayif degismeli doniisiim oldugu igin
d(Az,Sz) = d(AAz™,552") < Rd(Sz"", Az"") = Rd(z,z) = R

elde edilir. Boylece Az = Sz dir.
Sz =Tz = Az = Bz elde ederiz. Boylece z, S, T, A ve B nin ortak sabit noktasidir.

Durum 4: T nin siirekli oldugunu varsayarsak Durum 3 teki ayni sonucu elde ederiz.
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Ek olarak S, T, A ve B’nin bir tek ortak sabit noktasinin oldugunu gosterelim. w €
X S, T, A ve B'nin bir diger ortak sabit noktasi olsun.

d(z,w) = d(Sz,Tw)
< {max{d(Az, Bw),d(Az, Sz),d(Bw, Tw), d(Sz, Bw),d(Az, Tw)}}*
= {max {d(z,w), 1}}*
= dz,w)

olup d(z,w) =1 yani z = w olur. Bu ise geliskidir.

Bu yiizden S, T, A ve B bir tek ortak sabit bir noktaya sahiptir.

Ornek 3.2.9. X = R klasik metrik uzay olsun. V 2,y € X icin d(z,y) = el*¥
olacak sekilde d : X x X — R* tammmlansm. (X,d) nin bir tam multiplicative
metrik uzay oldugu agiktir. Asagidaki dontisiimleri ele alahm. V x € X icin

Sr=ux Tr = %x, Bxr = 3x, Ax = 2x dir.

a) SX =TX =BX = AX = A dir. Boylece SX C BX, TX C AX dur,
b) {A,S},{B,T}, (P) tipi R zayif degismeli doniistimiidiir,

c) S,T, A ve B nin birisi siireklidir,

d) X =3 olsun. O halde

d(Sz,Ty) < {max{d(Az, By),d(Bxz,Tx),d(By,Ty),d(Sz, By),d(Az, Ty)}}*
N e|x—%y| < {max {6|3172y|7 6|2x76|gy|76|2yx|’€|3x_§y|}})\

_ 3 _ _1
_ max{e\?):c Zy\)\’e\chz\’ebyl)\’e\Zy $|A’e’3iﬂ Qy‘)\}

dir. Qiinkii y = Inz doniisiimii artandir. Boylece

=

1 3
T — iy' = max {|3x — 2y| A, [2x| A, ‘gy‘ A2y — x| A,

1
— =yl A
3z 2y' }
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olup ii¢ durum vardir:
(i) xZ%yZOyada%yZmZOdlr,

(ii) iy <z <Oyadaz <3y <O0di,

(iii) + >0,y <Oyadaxz <0,y > 0dw. Her ne durum olursa olsun (i:7) esitsizligi
dogrudur. Bu ytizden ana teoremin biitlin sartlar1 saglanmistir. Sonug olarak

S0 =T0= A0 = B0 = 0 elde ederiz. Boylece 0, S, T, A ve B’nin bir tek ortak
sabit noktasidir.

(Shanjit ve ark., 2016)
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4. TARTISMA VE SONUC

Dort boliimden olusan bu tezin ilk kisminda sabit nokta teorisinin temel tanim ve
teoremleri ile non-Newtonian ve topolojilerinin insasina yer verildi.

Tezin ikinci kisminda ise non-Newtonian metrik uzaylar ve multiplicative metrik
uzaylarda bazi sabit nokta ve ortak sabit nokta teoremleri incelendi. Incelenen bu
sonuclar non-Newtonian ve multiplicative metrik uzaylar i¢in temel olusturulabilecek
sonuclardir. Bunlardan yararlanilarak bazi yeni sabit nokta teoremleri ve sonuglar:

verilebilir.
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