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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

KESISIMSEL ESNEK HALKALAR
UZERINDE

RECEP AYDIN

TOKAT GAZIOSMANPASA UNiVERSITESI FEN BiLIMLERI
ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANTI: DR. OGR. UYESI FILiZ CITAK)

Bu tez calismasinda ilk olarak grup, alt grup, halka ve ideal gibi temel kavramlara
yer verildi. Esnek kiimeler, kesisimsel esnek gruplar ve kesisimsel esnek halkalarla
ilgili genel tanim ve teoremler incelendi. Sonraki boliimde, kesisimsel esnek asal
idealler ve kesisimsel esnek maksimal idealler tanimlanarak baz cebirsel ozellikleri

incelendi.
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(SUPERVISOR: ASST. PROF. DR. FILIZ CITAK)

In the this thesis study, firstly basic concepts such as group, subgroup, ring and
ideal were given. General definitions and theorems about soft sets, soft intersectional
groups and soft intersectional rings were investigated. Finally, some algebraic properties
were investigated by defining soft intersectional prime ideals and soft intersectional

maximal ideals.
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ONSOZ

Bu calismanin baslangicindan bitimine kadar bana hep destek olan, ¢alismanin her
asamasinda engin bilgi ve tecriibesiyle ihtiya¢ duydugum her tirli yardimu ilgiyle
saglayan, degerli goriis ve yonlendirmeleriyle karsilastigim problemlerin ¢oziimiinde
bana rehber olan, yapilan ¢calismanin bilimsel temeller tizerinde sekillenmesini saglayan

tez danmismanim, degerli hocam Dr. Ogr. Uyesi Filiz CITAK a sonsuz tesekkiirlerimi

sunarii.

Yiiksek lisans egitimim boyunca yardimlarini esirgemeyen tiim boéliim hocalarima

ve bugiine kadar daima yanimda olan aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

RECEP AYDIN
TEMMUZ 2019

v



1. GIRIS

Ekonomi, miihendislik, ¢evre bilimi, sosyal bilimler, saglik bilimi ve diger bircok
alanda, arastirmacilar belirsizlige neden olan karmasik yapilarla ilgilenmislerdir.
Fakat klasik yontemlerle bunlarin ¢oztimi imkansiz oldugundan bu tiir problemlerin
¢oziimi i¢in klasik yontemlerin disinda bu belirsizliklere sahip yapilart modellemek
ve sistematik bir ¢oziim meydana getirmek i¢in farkli yontemler gelistirilmistir. Bu
tir yontemlerle ilgilenen teorilerden bazilari olasilik teorisi, bulanik kiimeler teorisi,
esnek kiimeler teorisi gibi teorileridir.

Bulanik kiimeler teorisi ilk olarak 1965 yilinda Lotfi A. Zadeh tarafindan ortaya
konulmus ve daha sonra gelistirilmistir (Zadeh, 1965). Zadeh’in bulamk kiimeler
teorisine gore her sey [0, 1] araliginda belirli bir derece ile gosterilir. Yani, deger
kiimesi [0, 1] kapali araligi olmak iizere bir fonksiyon tanmimlayip bu fonksiyon ile bir

bulanik kiime olusturarak belirsizlige bir ¢oziim sunmustur.

1971 yilinda ise Azriel Rosenfeld ilk olarak bulanik kiimelerde cebirsel yapilari
incelemistir. Yaptigi calisma ile bulanik grup tanimim yaparak baz cebirsel 6zellikleri
ni arastirmistir. (Rosenfeld, 1971).

1975 yilinda Robin Giles bulanik kiime ve ¢ok degerli mantik arasinda gliclii bir
iliski ortaya gikardi. (Giles, 1975). Bulamk mantik, elektronik kontrol sistemleri,

otomotiv endiistrisi fren sistemleri ve ev elektronigi gibi bir ¢ok alanda kullanilmistir.

1982 yilinda Pawlak, kaba kiimeler teorisi tizerine ilk makalesini yazdi ve daha sonra
bunu gelistirdi (Pawlak, 1982). Biswas ve arkadaslar1 ise kaba kiimelerin cebirsel
islemleri {izerine bazi ¢alismalar yapmustir (Biswas, 1994). Bu islemlerle birgok

alanda basarili sonuclar elde edilmistir.

Esnek kiime teorisi ilk olarak 1999 yilinda Molodtsov tarafindan ortaya atildi (Molodt
sov, 1999). Maji ve arkadaslar1 ise 2002 yilinda esnek kiimeler fizerine baz1 tanimlar
yaptilar ve esnek kiime tizerinde baz islemlere yer verdiler (Maji, 2003). Cagman ve
Enginoglu 2010 yilinda Molodtsov'un esnek kiime kavramini yeniden tanimlayarak

birkag yeni sonucun gelistirilmesi i¢in daha islevsel hale getirdiler (Cagman ve Enginog



lu, 2010). Ayni zamanda Cagman ve Enginoglu esnek matrisleri ve bazi islemlerini
tamimladilar (Cagman ve Enginoglu, 2010). Ali ve arkadaslar: 2009 yilinda esnek
kiimeler ile ilgili baz1 farkli islemler verdiler (Ali ve ark., 2009). Sezgin ve Atagiin
de esnek kiime islemleri {izerinde ¢alismalar yapti (Sezgin ve Atagiin, 2011). A.
Kharal ve B. Ahmad esnek kiimeler {izerine doniisiimler tanimladilar (A. Kharal
ve B. Ahmad, 2010). Feng ve arkadaslari esnek kiime, kaba kiime, bulanik kiime
arasindaki iligkiyi incelediler (Feng ve ark., 2010). Maji ve arkadaslar1 bulanik esnek
kiimeleri tamimladilar ve esnek kiimeleri bulanik kiimeler ile birlestirdiler (Maji
ve ark., 2007). Rosenfeld esnek kiimelerin cebirsel yapilarmi kurmak amaciyla
esnek grup islemlerini 6nerdi (Rosenfeld, 1971). Aktas ve Cagman, 2007 yilinda
esnek grubu tanimlayarak esnek kiimeleri bulanik kiimeler ve kaba kiimeler ile
karsilastirdilar ve esnek grubun bazi cebirsel yapilarini incelediler (Aktas ve Cagman,
2007). Yapilan bu galisma ile esnek kiime teorisi cebir alaninda da bir ¢ok galismanin
oniint agmustir (Feng ve ark., 2008; Kazanci ve ark., 2010; Zhan ve Jun, 2010;
Citak ve Cagman, 2017; Citak, 2018; Sezgin ve ark., 2019). Sezgin ve Atagiin
esnek yar1 grup ve bir halkanin esnek ideali kavramlarini tanimladilar (Atagiin ve
Sezgin, 2011). Cagman ve arkadaslar1 esnek kesisimsel gruplar1 ve esnek birlesimsel
gruplar1 tamimladilar (Cagman ve ark., 2012). Acar ve arkadaslar: 2010 yilinda esnek
halkalarmn ilk islemlerini incelediler (Acar ve ark., 2010). Jun ve arkadaslar1 esnek
kiime teorisi uygulamalarim kullanarak BCK/BCI cebirsel yapisim ele aldilar. Feng
ve Jun esnek yar1 halkar1 ve esnek yarihalkalar iizerinde esnek idealleri tanimladilar
(Feng ve Jun, 2008). 2012 yilinda Cagman ve arkadaslar1 kesisimsel esnek gruplari
tamimladi (Cagman ve ark., 2012). Citak ve Cagman 2015 yilinda kesisimsel esnek

halkalar1 tanimlayarak cebirsel 6zelliklerini inceledi (Citak ve Cagman, 2015).

Esnek kiimelerle ilgili ¢alismalar son yillarda artarak devam etmektedir. Bu tez
calismasi dort bolimden olusmaktadir. Ilk boliimde tezin tarihine deginildi. Tezin
ikinci boliimiinde temel tanim ve teoremler, tezin ikinci kisiminda kullanacagimiz
esnek kiimeler ve esnek kiimeler iizerindeki islemleri tanitildi. Kesisimsel esnek

gruplar ve kesisimsel esnek halkalara yer verildi. Kesisimsel esnek idealler incelendi.



Tezin ti¢linct boliimiinde kesisimsel esnek halkalar tizerinde asal ve maksimal ideal

tanimi yapilarak orneklerle agiklandi ve baz1 teoremler ayrintili olarak incelendi.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

Tanim 2.1.1. G bostan farkh bir kiime ve ” -7, G tizerinde tanimh bir ikili islem
olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa (G,-) yapisina bir grup denir (Bilgic,
2012).

1. Yg1,92,93 € G icin (g1 - g2) - g3 = g1 - (g2 - g3) dir( Birlesme 6zelligi).

2. Vg € G i¢in g - eg=¢e¢ - g = g olacak sekilde bir e € G vardir( Birim eleman
ozelligi).

3. Vg€ Giging-g '=g¢g ' g = eqg olacak sekilde bir g € G vardir( Ters eleman

ozelligi).
Ayrica Vgi, g2 € G icin g1 - g2=¢2 - g1 ise G grubuna degismeli grup denir.

Tamim 2.1.2. G bir grup ve H, G nin bostan farkh bir alt kiimesi olsun. A kiimesi
G de tanimlanan isleme gore bir grup oluyorsa H ye G nin bir altgrubu denir ve

H < G ile gosterilir (Bilgig, 2012).

Teorem 2.1.3. G bir grup olsun.
(i) G nin birim eleman tektir.

(ii) Her elemanin tersi tektir.

(iii) Vg € G icin (g7')~! = g dir (Bilgig, 2012).

Tamim 2.1.4. G bir grup ve N < G olsun. Vg € G ve Vn € N icin gng™! € N ise
N ye G nin normal altgrubu denir ve N < G ile gosterilir (Bilgic, 2012).

Tanim 2.1.5. (G, ) ve (H,x) iki grup olsun. f : G — H bir fonksiyon olsun.
Vg1, 92 € Gigin f(g10¢2) = f(g1)xf(g2) ise f ye G den H ye bir grup homomorfizmasi

veya kisaca homomorfizma denir (Bilgig, 2012).

Tanim 2.1.6. f : G — H grup homomorfizmasi birebir ve orten ise f ye bir
izomorfizma denir. Eger G den H ye bir izomorfizma varsa G ile H gruplarina

izomorfiktirler veya es yapilidirlar denir ve G = H ile gosterilir (Bilgic, 2012).



Tamim 2.1.7. R bostan farkli bir kiime ve "+","." R iizerinde tanmiml ikili islem
olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa (R, +,.) yapisina bir halka denir.

1. (R,+) bir abelyen (degismeli) gruptur.

2. Vry, 19,73 € R igin r1.(r9.73) = (r1.72).r3 dir( Birlesme 6zelligi).

3. Vry, e, 3 € Rigin ry.(ro+13) = (r1.72) + (r1.73) ve (ry +13).r3 = (r1.13) + (ra.13)
dir( Sagdan ve soldan dagilma 6zelligi).

Bunlara ek olarak,

4. Vry, 19,73 € Ricin ri.ry = ro.1y ise R ye degismeli halka denir.

5. Vr € Ri¢in r.e = e.r = r olacak sekilde bir e € I var ise e ye birim eleman, R ye

de birimli halka denir (Bilgig, 2012).

Tanim 2.1.8. R bir halka, I da R nin bir alt halkasi olsun. Eger Vr € Ricinrl C [
ise I ya bir sol ideal. Ir C I ise I ya bir sag ideal denir. Eger I hem sag hem de sol
ideal ise I ya kisaca bir ideal denir (Bilgig, 2012).

Tamim 2.1.9. R degismeli bir halka, / # R bir ideal olsun. Eger Vrq,7ry € R icin
riry € I iken m € I veya ry € I ise I ya asal ideal denir (Bilgic, 2012).

Tamim 2.1.10. R bir halka, M # R de onun bir ideali olsun. Eger R nin M ¢ I
olacak sekilde baska bir I 6zideali yoksa M ye maksimal ideal denir (Bilgic, 2012).

2.2. Esnek Kiimeler

Esnek kiimeler iizerindeki ¢alismalar ilk olarak 1999 yilinda Molodtsov tarafindan
baslatilmistir. 2003 yilinda ise Maji ve arkadaslar esnek kiimelerde baz islemleri
tanimlamislardir. Daha sonra 2010 yilinda Cagman ve Enginoglu esnek kiimelerle
ilgili bazi islemleri tanimlamislardir. Bu boliimde yapilan bu ¢alismalar kullanmilarak
esnek kiimeler ile ilgili baz1 tanmim ve teoremlere yer verilecektir. Bu boliimiin
tamaminda, evrensel kiime U, parametreler kiimesi F, U kiimesinin kuvvet kiimesi

P(U) ile gosterilecektir. Ayrica K, L, M C E olarak alinacaktir.

Tanim 2.2.1. K kiimesini U nun kuvvet kiimesiyle eslestiren fonksiyon ¢ : K —
P(U) olsun. (¢, K) = {(k,0(k)) : k € K,p(k) € P(U)} seklinde tanimlanan (¢, K)

kiimesine U iizerinde esnek kiime denir (Molodtsov, 1999)



Ornek 2.2.2. U kiimesi arabalarm kiimesi, E parametreler kiimesi ve K C F olsun.
K={pahali, giizel, otomatik, manuel, ucuz, bakimh} olmak {izere esnek kiimeyi
pahali araba, manuel araba, ucuz araba seklinde tanimlayabiliriz. Daha ayrintih
olarak

U={uy, uy, uz, ug, us} ve K={ky, ko, ks, ks, k5} olmak iizere ky — pahal, ky —
manuel, k3 — otomatik, k4 — ucuz, ks — bakimh

P(kr)={uz, us}, P(ka)={u1, us}, o(ks)={us, ua, us}, (ka)=f{ur, us, us}, p(ks)={ur}
oldugunu kabul edelim. Béylece (¢, K), U {izerinde bir esnek kiimedir.

Tanim 2.2.3. (¢, K) ve (X, L), U tizerinde iki esnek kiime olsun. Eger
1. KCL

2. Yk € K i¢in ¢(k) ve X(k) kiimeleri esitse (¢, K), (X, L) nin esnek alt kiimesidir
denir (Maji ve ark., 2003).

Tamim 2.2.4. (¢, K) ve (X, L), U tizerinde iki esnek kiime olsun. (¢, K),(X, L) nin
alt kiimesi ve (X, L), (¢, K) nin alt kiimesi ise (¢, K) esnek kiimesi (X, L) esnek
kiimesine denktir denir (Maji ve ark., 2003).

Tanim 2.2.5. K={ky, ko, ks, ..., k,, } parametreler kiimesi olsun. K kiimesinin degili
K ile gosterilir. TK={TTky, k2, ks, ..., 1k, } seklinde tamimlanir. Tk; = k; nin
degilidir (i = 1,2,3,...,n) (Maji ve ark., 2003).

Tanim 2.2.6. (¢, K), U tizerinde bir esnek kiime olsun. (@, K) esnek kiimesinin
ttumleyeni (¢, K)° ile gosterilir ve (g, K)¢ = (¢°, 1K) seklinde tamimlanir. Burada
¢ 1K — P(U) doniistimii Vk € 7K igin ¢¢(k) = U — ¢(TTk) ile tammlanir.

©° ye ¢ nin esnek tiimleyen fonksiyonu denir. (¢°)¢ = ¢ ve ((¢, K))¢ = (¢, K) dir
(Maji ve ark., 2003).

Tamim 2.2.7. (¢, K), U lizerinde bir esnek kiime olsun. Vk € K i¢in ¢(k) = 0 ise
(¢, K) esnek kiimesine bos esnek kiime denir. ® ile gosterilir (Maji ve ark., 2003).

Ornek 2.2.8. U={uy, us, us, uy, us } manuel arabalarin kiimesi
K={ hidrolik, ¢elik jant, deri koltuk, cam tavan } parametreler kiimesi olsun.

(¢, K) esnek kiimesi "arabalarin 6zelligi" olarak tanimlanirsa

6



@(hidrolik) —hidrolik araba =

'

¢(cam tavan) —cam tavanl araba =

(

o(gelik jant) —celik janth araba =
deri koltuk) —deri koltuklu araba =
(

=2 S =

Boylece (¢, K)=(p, ®) dir. Yani (¢, K) bos esnek kiimedir.

Tamim 2.2.9. (¢, ), U lizerinde bir esnek kiime olsun. Ve € E i¢in ¢(e) = U ise

(p, E') esnek kiimesine evrensel esnek kiime denir ve (¢, E) ile gosterilir (Maji ve

ark, 2003).

Ornek 2.2.10. U = {uy,ug,us,us} arabalarin kiimesi ve F parametre kiimesi
E={hidrolik, celik janth, deri koltuklu, cam tavanli } olsun. (@, E) esnek kiimesi

asagidaki gibi tanimlansin.

¢(hidrolik) = {uy,ug,uz,us}
o(gelik janth) = {uy, uz, us, uqg}
o(deri koltuklu) = {uq, ug, us, uys}
p(cam tavanl) = {uy,us, ug,us}

(p, E') esnek kiimesi, evrensel esnek kiimedir.

Tanim 2.2.11. (¢, K) ve (X, L), U iizerinde iki esnek kiime olsun. "(¢, K') ve (X, L)'
ifadesi (&, K) A (X, L) ile gésterilir ve (3, K)A(X, L)=(1), K x L) iken V(k,1) € K x L
icin 1(k,1) = @(k) N X(1) seklinde tanmlamr (Maji ve ark., 2003).

Ornek 2.2.12. (3, K) esnek kiimesi "arabalarm fiyatlar' ve (Y, L) 'arabalarm
gekiciligi" olsun.

Kabul edelim ki U={uy, ug, ug, ug, us, ug, uz, us, g, u19 }, K={ pahal, ucuz, ¢ok ucuz},
L={modifiyeli, ucuz, hizli} olsun.

@(pahall)= {uq, us, us}, p(ucuz)= {ug, ug, uip}, P(cok ucuz)= {ug, uy, uz, ug}, X(modifiyeli)=
{ug, us, ur}, x(ucuz)= {us, ug, ug}, x(hizli)={ug, ug, u10} seklinde tanmimlansin.

(¢, K) A (X, L):(J, K x L) olmak tizere



o (pahali, modifiyeli)={us}, ¥(pahali, ucuz)={us}, ¥ (pahal, hizl1)=0, ¢(ucuz, modifiyeli)=0,
J(ucuz, ucuz)={ug}, J(ucuz, hizl)={ug, ug, w10}, J(gok ucuz, modifiyeli)={us, ur},

(¢ok ucuz, ucuz)={us}, 1(¢ok ucuz, hzl)=0 seklindedir.

Tanim 2.2.13. (¢, K) ve (X, L), U lizerinde iki esnek kiime olsun. "(¢, K) veya
(X, L)" ifadesi (3, K)V (%, L) ile gosterilir ve (3, K)V (Y, L)=(J, K x L) iken V(k, 1) €
K x Ligin 9(k,1) = a(k) U X(1) seklinde tanimlanir (Maji ve ark., 2003).

Ornek 2.2.14. Ornek 2.2.15 i kullanalim. (¢, K) esnek kiimesi "arabalarin fiyatlar'

ve (X, L) "arabalarin ozelligi" olsun.

Kabul edelim ki U={uy, ug, ug, ug, us, ug, ur, us, g, U1}, K={ pahal, ucuz, ¢cok ucuz},
L={modifiyeli, ucuz, hizli} olsun.

@(pahall)= {uy, us, us}, p(ucuz)= {ug, ug, uip}, P(cok ucuz)= {usg, uy, uz, ug}, X(modifiyeli)=
{ug, us, ur}, x(ucuz)= {us, ug, ug}, x(hizli)={ue, ug, w10} seklinde tanmimlansin.

(7, K)V (X, L)=(9, K x L) olmak iizere
5(pahah, modifiyeli)={u, us, us, us, ur },
J pahali, ucuz)={uy, us, us, ug, us },

9 pahali, hizh)={uy, ug, us, ug, ug, uip},

Y

ucuz, mOdlﬁyeh):{ufiv Ug, U190, U2, U3, U7}7

)

9

ucuz, hlle):{UG, Ug, U109, Ug, U9, Ulo},

Y(gokucuz,modifiyeli)={us, uy, ur, us, ug, us, ur},
Y¥(gok ucuz, ucuz)={us, uy, ur, us, us, Ug, us },

(

(

(

(ucuz, ucuz)={ug, ug, u1g, Us, Ug, s},

(

(

(

Y(cok ucuz, hizh)={us, uy, ug, uz, us, ug, w10} seklindedir.

Onerme 2.2.15. (3, K) ve (X, L), U fizerinde iki esnek kiime olsun.
L, K) V(L) = (@, K)° A (X L)
2. ((p K) AN (X L)) = (@, K)°V (O L)

(Maji ve ark., 2003).

Ispat. 1.Kabul edelimki (3, K) V (%, L)=(3, K x L) olsun. ¥(k,1) € K x L igin



= ¢k NX()

= (¢, (K x L))
Simdi (Tk, 1) € (K x L) olsun. Bu durumda

O°(Tk, ) = (U —9(k, 1))
= (U—=9(k)n U -Xx(1)
= ¢°(Tk) N x“(TT)

= ok, )

Buradan 9¢ ve (E nin ayni oldugu gortliir.

2 Kabul edelimki (3, K) A (Y, L)=(¢, K x L) olsun. Y(k,1) € K x L icin

(@, K) A (X L) =

= Pk X

= (¢, UK x L))



Simdi (&, 1) € (K x L) olsun. Bu durumda

V(T = (U = bk, 1)
= (U=g¢k)n U -Xx(1)
= P (Tk)nx(T0)

= ¢(Tk, )

Buradan JC ve 5 nin ayni oldugu gortliir.

Tanim 2.2.16. (¢, K) ve (X, L), U tizerinde iki esnek kiime olsun. (¢, K) ve (X, L)
nin birlesimi (1;, M) ile gosterilir. M = K UL ve Ym € M igin

o(m), eger me K — L,
Y(m)= ¢ x(m), egerme L — K

p(m)Ux(m), egerme KNL

seklinde tammlamr. (3, K)J(Y, L)=(¢, M) dir (Maji ve ark., 2003).

Ornek 2.2.17. Ornek 2.2.15 den (3, K)JU(X, L):({/;, M) esnek kiimesi

Y (pahah)= {uy, us, us},

@Z(UCUZ): {ug, ug, u10},
J(gok ucuz)= {ug, uyg, u7, us},

Y(modifiyeli)= {ug, us, ur},
seklinde elde edilir.

Tamim 2.2.18. (¢, K) ve (X, L), U tizerinde iki esnek kiime olsun. (¢, K) ve (X, L)
nin kesisimi (1, M) ile gosterilir. M = K N L ve VYm € M i¢in ¢(m) = @(m) yada
o(m) = X(m) seklinde tanimlanir.(@, K)N(X, L)=(¢, M) dir (Maji ve ark., 2003).

Simdi Cagman ve Enginoglu(2010) tarafindan tanimlanan esnek kiime ve tizerindeki

islemlere yer verecegiz.
)
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Tanim 2.2.19. U evrensel kiime ve E parametre kiimesi olsun. K C E olmak
tzere ¢ : E — P(U) bir fonksiyon olsun. k ¢ K i¢in $(k) = 0 olacak sekilde (g, K)
kiimesine U iizerinde esnek kiime denir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Tanim 2.2.20. K, L C FE olmak tizere (¢, K) ve (X, L), U tizerinde iki esnek kiime
olsun. Ve € E i¢in @(e) C X(e) ise (@, K) ya (X, L) nin esnek alt kiimesi denir ve
(&, K)C(X, L) ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Ornek 2.2.21. U = {uy, ug, us, uq, us, ug} evrensel kilme ve £ = {ey,eq,e3,€4}

parametreler kiimesi olsun. K = {ey,es}, L = {eq, €9, €4} olmak iizere

(957 K) = {(617 {ul})7 (627 {ulv us, u4})}’
(x, L) = {(e1, {ur,us}), (ea, {ur, us, us, ug, us, }), (€4, {us, ug})} esnek kiimleri tanimlansin.

Ve € F i¢in @(e) C X(e) oldugundan (@, K)C(X, L) olur.

Onerme 2.2.22. K,L,M C E olmak iizere (p, K),(X,L) ve ({ﬁv, M), U fizerinde

esnek kiimeler olsun.
1. (3, K)C(3,E)

2. (3,2)C(3, K)

IR

3. (¢, K)<S(p, K)

4. (3, K)C(X, L) ve (X, L)C (1, M) = (3, K)C (¢, M) dir (Cagman ve Enginoglu,
2010).

Ispat. Ve € F i¢in;
1. @(e) C U oldugundan (&, K)C(@, E) dir.
2. 0 C @(e) oldugundan (F, ®)C (P, K) dir.
3. ¢(e) C ¢(e) oldugundan (¢, K)C(, K)
4. @(e) € X(e) ve X(e) C ¥(e) = F(e) C (e) oldugundan (3, K)C(X, L) ve
(X, D)C(&, M) ise (3, K)C(4h, M) olur.

Tamim 2.2.23. (¢, K) ve (X, L), U tzerinde iki esnek kiime olsun.Ye € E igin
o(e) = Xx(e) ise (¢, K) esnek kiimesi (¥, L) esnek kiimesine esittir denir ve (¢, K) =
(X, L) ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

11



Tanim 2.2.24. (¢, K), U izerinde bir esnek kiime olsun. Ve € FE igin ¢%(e) =
U\ ¢(e) seklinde tanimlanan esnek kiimeye (@, K) nin tiimleyeni denir ve (¢, K)®

ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Ornek 2.2.25. Ornek 2.2.2 yi goz ontine alalim.
Buradan (@, E)°={pahal olmayan ={u, us, us }, manuel olmayan ={us, uy, us }, otomatik

olmayan ={uy, us}, ucuz olmayan ={us,us} } elde edilir.
Onerme 2.2.26. (p, K), U tizerinde bir esnek kiime olsun.
L (¢, K)?)® = (¢, K)
2. (¢,9)°= (%, E)
dir (Cagman ve Enginoglu, 2010).
ispat. Ve € E igin
1. (p9)<(e) = p(e) oldugundan ((p, K)9)€ = (¢, K) olur.
2. ¢°(e) =U\ @(e) =U\ 0 =U oldugundan (@, ®)® = (¢, E) olur.

Tamm 2.2.27. ($,K) ve (Y,L), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Iki esnek
kiimenin birlesimi Ve € E i¢in (¢ U X)(e) = @(e) U x(e) seklinde tanimlanir ve
(¢, K)U(X, L) ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Tanim 2.2.28. (3, K) ve (X,L), U iizerinde iki esnek kiime olsun. Iki esnek
kiimenin kesisimi Ve € E icin (¢ N X)(e) = ©(e) N x(e) seklinde tanimlanir ve
(¢, K)N(X, L) ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Onerme 2.2.29. (3, K) ve (, L), U iizerinde iki esnek kiime olsun.
L [(&, K)U(X, L)]* = (&, K)*N(X, L)®
2. [(2, K)N(X, L))° = (2, K)*U(X. L)*®

dir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Ispat. Ve € F i¢in
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L [(GUX)(e)° = [ple) UX(e)]* = ¢°(e)NX*(e) oldugundan
(3, K)U(X, L)]e = (&, K)eN(X, L)® elde edilir.

2 (G = [3e) N T = ()T (e) oldugundan
(2, K)N(X, L)) = (@, K)®U(X, L)® elde edilir.

jS

Onerme 2.2.30. (¢, K), (X, L)ve(zz, M) U iizerinde esnek kiimeler olsun.

L (&, K)O[(X, D)@, M)] = (@, K)OR, DIN[@, K)O(, M)]

2. (&, K)N[(&, L)O(, M)] = [(&, K)A(X, L)]O[(@, K)N(¢, M)]

dir (Cagman ve Enginoglu, 2010). Benzer sekilde sagdan dagilma kurallar1 da

saglanir.
Ispat. Ve € E igin

1.

[FURNP)e) = B(e)URNP)(e)
= 3le) U(e) N (e)]
= [Ble) UX(e)] N [B(e) Ut(e)]
= (U NFUY)(e)
X)

= [(FUR)N@EUD)(e)

olur.  Buradan (&, K)U[(X, L), M)] = [(&, K)U(X, L)A[(&, K)O(, M)]
elde edilir.

FNERUDIE) = Be)n(XUd)(e)
= 3e) N[X(e) Us(e)]
= [3le) NX(e)] U[B(e) Ne(e)]
= (ENN(U@ENY)(e)

(
= [(ENV)U@ENY)(e)
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olur. Buradan (@, K)AIY, L)J(, M)] = (&, K)AR, L)OIE, KA, M)]
elde edilir.

Tanim 2.2.31. (¢, K) ve (X, L), U tzerinde iki esnek kiime olsun. '(p, K) ve
(X, L)" esnek kiimesi Veq,es € E igin (¢ A X)(e1,e2) = @(e1) N X(e2) ile tanimlanir
ve (¢, K) A (X, L) seklinde gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Tanmim 2.2.32. (¢, K) ve (X, L), U lizerinde iki esnek kiime olsun. "(¢, K) veya
(X, L)" esnek kiimesi Ve, es € E icin (¢ V X)(e1,e2) = @(e1) U X(e2) ile tammlanr
ve (¢, K) V (X, L) seklinde gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Onerme 2.2.33. (3, K) ve (X, L), U fizerinde iki esnek kiime olsun.
L (¢, K) v (X, L) = (¢, K)° A (X L)®
2. (g K) A DIF = (9, K)*V (X, L)

dir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Ispat. Ver,e; € E icin

[eVX)]¥(er,e2) = UNI[@VX](er,e2)
= U\ [gp(e1) U X(e2)]
= [U\@(e)]N[U\ X(e2)]
= @(e1) NX"(e2)

= [P®AX"(e1,e2)

oldugundan

(3, K)V (X, L)e = (5, K)® A (X, L)® elde edilir.
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[eAX)](er,e2) = UN\[@AX](er,e2)
= U\ [@(e1) NX(e2)]
= [U\@(e)] U U\ X(e2)]
= @(e1) UX(e2)

= [@®V X(e1,e2)

oldugundan

(@, K)N (X, L)]®= (¢, K)®V (X, L) elde edilir.

2.3. Kesisimsel Esnek Gruplar

Bu bolumde kesisimsel esnek grup, kesisimsel esnek alt grup, normal kesisimsel
esnek alt grup tanimi verilecektir. Daha sonra kesisimsel esnek gruplar tizerindeki
islemlere yer verilecektir. Burada U evrensel kiime ve G grubu parametre kiimesi

olarak alinacaktir.

Tanmim 2.3.1. G bir grup ve (¢, G), U tizerinde bir esnek kiime olsun. Vg, g9, € G
icin ©(g1.92) 2 ©(91)NP(g2) ise (¢, G) ye U lizerinde bir kesisimsel esnek yarigruptur
denir (Cagman ve ark., 2011).

Tanim 2.3.2. (¢, G), U iizerinde bir esnek kiime olsun. Vg, go € G igin
L 9(g1-92) 2 P(g91) Np(g2)
2. ¢g1) = ¢lor)

sartlar saglaniyorsa (¢, G) esnek kiimesine U iizerinde kesisimsel esnek grup denir

(Cagman ve ark., 2011).
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Ornek 2.3.3. G =V, = {e,a,b,c} grubunu alalim. Bu grubun islem tablosu

clc|blale

seklindedir. Ayrica U = {uy, us, us, ug, us} ve
95:{<6G7 U)7 (CL, {U’l’ Uz, Ug, U5}), (b7 {uh Uz, U4}), (Cv {ub U2, U3, U4})} olsun. (&7 G) esnek
kiimesinin kesisimsel esnek grup olup olmadigini inceleyelim.

Oncelikle Vg1, g» € G icin ©(g1.92) 2 ©(g1) N P(g2) sartina bakalim.

Pleg.a) 2 @leg) N@(a)
QO(G) 2 un {ula Ug, Uy, U5}
{ur,ug, ug,us} O {ur,u9, ug, us}
Pla.a) 2 @(a)Np(a)
olea) 2 {ur,ug, us,us} N {ur, ug, ug, us}
U 2 {u17u27u47u5}
@(a.b) 2 @(a)Np(b)
&(C) 2 {u17u27u47u5}m{u17u27u4}

{uy, ug, us,us} O {uqg, ug, uq}

pla.c) 2 @(a)Np(c)
o(b) 2 {ur,ug, ug, us} N {ur, ug, ug, us}
{ur,ug,us}y 2 {ug, ug, ug}
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p(b) Np(c)

{u17 U, U4} N {Ul, Ug, Uz, U4}

pSX
=
NP
U

pY
8
U

U

{U’17u27u47u5} {u17u27u4}

Diger elemanlarda benzer sekilde incelenirse Vgy, g2 € G igin ¢(g1.92) 2 ¢(g1)N@(g2)
oldugu goriiliir. Ayrica V; grubunda her elemanin tersi kendisine esit oldugundan

?(g7") = @(g1) sart1 da saglanmus olur. Béylece (3, G) esnek kiimesi U iizerinde bir

kesisimsel esnek gruptur.

Teorem 2.3.4. (¢,G), U iizerinde bir kesisimsel esnek grup olsun. Bu durumda

Vg € G igin p(eq) 2 ¢(g) dir (Cagman ve ark., 2011).
Ispat. (¢, G) , U iizerinde kesisimsel esnek grup oldugundan Vg € G i¢in

pleg) = ¢

elde edilir.

Teorem 2.3.5. (¢, G), U iizerinde esnek kiime olsun. (@, G), U tizerinde kesisimsel
esnek grup olmasi igin gerek ve yeter sart Vgy, g» € G igin $(g1-95 ") 2 @(91) NP (g2)
olmasidir (Cagman ve ark., 2011).

Ispat. Kabul edelim ki (¢, G), U tzerinde kesisimsel esnek grup olsun.

Vg1, 92 € G igin

Plgr1-9:") 2 2(g1) NPlgz ") 2 @(g1) N P(g2) elde edilir,

Diger taraftan kabul edelim ki Vg, g2 € G icin $(g1 - g5 ") 2 @(g1) N @(g2) olsun.

Oncelikle g; = e alalm.

?(951) 2 @(ga) ve B(g2) = 2((g5 1)) 2 B(g5 ") elde edilir.
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Dolayisiyla $(g2) = @(gy ') olur. Ayrica

Slg1-92) = @lgi- (g2

U

S(g1) N (g )

= ¢(g1) No(g2)

Buradan (@, G), U iizerinde bir kesisimsel esnek grup olur.

Teorem 2.3.6. (¢, G), U iizerinde kesisimsel esnek grup ve ¢g; € G olsun. Vg € G

(Cagman ve ark., 2011).

icin (g1 - g2) 2 @(g2) olmasi igin gerek ve yeter sart ¢(g1) = @(eq) olmasidir

Ispat. Kabul edelim ki Vg1, g» € G icin

©(g1-92) 2 ©(g2) olsun. [k olarak go = eq alalim.@(g1) 2 @(eq) olur. Teorem 2.3.5
den F(g1) = F(eq) di.

Tersine ¢(g1) = p(eg) olsun. Bu durumda

P(g1-92) 2 @(g1) NP(g2)
= Pleq) NP(ga)

= 9(92)

olur.

Teorem 2.3.7. (¢,G) ve (X, H), U iizerinde iki kesisimsel esnek grup olsun. Bu
durumda (¢, G) A (X, H), U tizerinde bir kesisimsel esnek gruptur (Cagman ve ark.,
2011).
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ispat. V(g1,gg), (hl, hg) ceGx H 1gln

¢ AX(g1,h)(g2, ho) ™ = @ AX(9192 " hahy )
= loga ") NX(huhy")
2 (@(g1) Nelg2)) N (X(h1) N X(he))
= (¢(g1) N x (1)) N (6(g2) N X(h2))

= ©AX(g1,h) N@ AX(g2,h2)

olur. Dolaysiyla (¢, G) A (X, H), U iizerinde bir kesisimsel esnek gruptur.

Tamim 2.3.8. (¢, G) ve (X, H), U tzerinde iki kesisimsel esnek grup olsun. (g, G)
ve (X, H) kesisimsel esnek gruplarin carpimi (¢, G) x (X, H) = (¢ x X, G x H) olarak
tamimlanir ve Vgy,¢2 € G i¢in @ X X(g1.92) = ©(g1) X X(g2) seklinde ifade edilir
(Cagman ve ark., 2011).

Teorem 2.3.9. (¢, G) ve (X, H), U iizerinde iki kesisimsel esnek grup olsun. Bu
durumda (¢, G) x (X, H), U x U tuzerinde bir kesisimsel esnek gruptur (Cagman ve
ark., 2011).

Ispat. Y(g1,92), (b1, hs) € G x H icin

P %X X((91,h1)(92,h2)™Y) = @ xX((g195 ", b3 ))
= B(g192") N X(hahy")
2 (@lg1) Nelg2)) N (X(h1) N X(he))
= (¢lg1) N x(h1)) N (@(g2) N X(h2))

= O xX(g1,h1) N@ x X(g2, h2)

olur. Boylece (¢, G) x (X, H), U x U tzerinde kesisimsel esnek gruptur.

Teorem 2.3.10. (¢, G) ve (X, H), U tizerinde iki kesisimsel esnek grup olsun. Bu
durumda (@, G)N(X, H), U iizerinde bir kesisimsel esnek gruptur (Cagman ve ark.,
2011).
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Ispat. V € g1, 95 € G icin

PX(919:) = Pl9195") N X(9195 ")
2 (plg1) N@(g2)) N (X(g1) N X(g2))
= (®(g1) N X(g1)) N (9(g2) N X(g2))

= (8NX)(g91) N (BNX)(g2)

olur. Béylece (@, G)N(X, H), U iizerinde kesisimsel esnek gruptur.
Not 2.3.11. (¢, G)U(X, H), U iizerinde kesisimsel esnek grup degildir.

Ornek 2.3.12. Kabul edelim ki U = Z evrensel kiime ve G = H = Z, parametreler
kiimesinin alt kiimesi olsun. (@, G) ve (x, H) kesisimsel esnek gruplarmi soyle

tanimlayalim.

95(0) =7, 6(1) — {07 1, 2}a 95(2) = {O’ L, 10}7 6 = {07 1}7

%(0) =Z, %(1) = {67 7}7 %(2) — {67 7,10, 12}7 %(3) = {67 7}

Buradan

(@, NN H))(1+2) 2 ((8.GUKX,H) (1) N ((@,UX H))(2)
(3,0, H)(3) = @B)UT3)=1{0,1,2}U{6,7} = {0,1,6,7}

(&, GO, H))(1) N (&, G)U(X, H))(2) = {0,1,6,7,10}

elde edilir.
Béylece (¢, G)U(X, H), U iizerinde kesisimsel esnek grup degildir.

Tanmim 2.3.13. H < G, (¢,G) U iizerinde bir kesisimsel esnek grup ve (x, H),
U tzerinde (@, G) nin bostan farkl esnek alt kiimesi olsun. (x, H), U iizerinde
kesisimsel esnek grup ise (x, H) ye (¢, G) nin U iizerindeki kesisimsel esnek altgrubu

denir. (Y, H)<(@,G) ile gosterilir (Cagman ve ark., 2011).

Teorem 2.3.14. (¢, G), U iizerinde bir kesisimsel esnek grup ve (¥, H),(0,N)(,G)
olsun. Bu durumda (%, H)A(J, N) de (&, G) nin U iizerinde kesisimsel esnek altgrubudur
(Cagman ve ark., 2011).
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Ispat. Vg1, g € G icin

X(9105Y) = X(g195") N9(g195")
D (X(g1) N X(g2)) N (I(g1) NI(g2))
= (X(g1) N (1)) N (X(g2) N I(g2))

= )Néﬁg(gl) N %55@2)

Dolaysiyla (x, H )ﬁ(&, N), (¢,G) nin U tizerinde kesisimsel esnek altgrubudur.

Tanim 2.3.15. (¢, G), U iizerinde bir esnek kiime (kesisimsel esnek grup olmak
zorunda degil) olsun. N < G ve (9, N), ($,G) nin U iizerinde bostan farkli esnek
alt kiimesi olsun. Vg¢;, 9> € G igin 5(9192) = 5(9291) oluyorsa (5, N) ye (¢, G) nin

abelyen esnek alt kiimesi denir (Cagman ve ark., 2011).

Tamm 2.3.16. ($,G), U iizerinde bir kesisimsel esnek grup ve (7, N), (7, @) nin U
tizerinde bostan farkl kesisimsel esnek altgrubu olsun. (9, N), (¢, G) nin U iizerinde
abelyan esnek alt kiimesi ise (15, N) ye (¢, G) nin normal kesisimsel esnek altgrubu

denir. (9, N)<(3,G) ile gosterilir (Cagman ve ark., 2011).

2.4. Kesisimsel Esnek Gruplarin Uygulamalar:

Bu boliimde esnek yan kiime, seviye kiimesi, esnek goriintii, esnek ters goriintii,
¢ekirdek kavramlarina yer verilecek ve bu notasyonlarin kesisimsel esnek grupla
uyumu incelenecektir. Ayrica grup teorisinin kesisimsel esnek gruplarla uyumu icin

uygulamalara yer verilecektir.

Tanim 2.4.1. (¢, G), U iizerinde bir esnek kiime ve A, U nun bir altkiimesi olsun.
(¢, G), esnek kiimesinin seviye kiimesi (¢, G)? ile gosterilir ve (§,G)* = {g € G :
©(g) D A} seklinde tanmimlanir (Cagman ve ark., 2011).

Not 2.4.2. Eger A = (ise (3,G)? = {g € G : &(g) D B}, ($,G) nin dayanag:

olarak adlandirilir.
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Ornek 2.4.3. Kabul edelim ki U = Z evrensel kiime olsun. G = {1,2,3,4,5,6}
parametreler kiimesinin altkiimesi ve A = {2,4,6,8,10}, U nun bir altkiimesi olsun.

(¢, G) esnek kiimesi su sekilde tanimlansin.

o(1) ={1,2,5,6,7}

3(2) = {2,3,4,5,6,8,10}

3(3) = {—6,-4,-2,0,1,2,3,4,6,8,10, 11}
P(4) = {1,2,3,5,6,7}
¢(5):{1245678}

o

£(6)
O halde ((p, G)* ={2,3} ve (5,G)? = {1,2,3,4,5} elde edilir.

Teorem 2.4.4. (¢, G), U iizerinde bir kesisimsel esnek grup ve A C U olsun. Bu
durumda A # @ oldugunda (@, G)#, G nin bir altgrubu olur (Cagman ve ark., 2011).

Ispat. (3, G)* # 0 oldugu aciktir. g1, ¢, € ($,G)* olsun. Buradan 3(g;) D A,
p(g2) 2 A ve

?(g19:") 2 @lg) N&(g; ")
= P(g1) Np(g2)
D A

Béylece g1g; " € (¢, G)? oldugundan (&, G)* nmin G nin bir alt grubu olur.

Tanim 2.4.5. (¢, G), U iizerinde bir esnek kiime olsun. (¢, G) nin ¢ekirdegi (¢, G,)
ile gosterilir ve (¢, Gy) = {g € G : ¢(g9) = p(eq)} seklinde tanimlanmir (Cagman ve
ark., 2011).

Ornek 2.4.6. Kabul edelim ki U = S3 simetrik grubu evrensel kiime ve G = Zg

parametreler kiimesinin altkiimesi olsun. (¢, G) esnek kiimesi su sekilde tanimlansin.

p(0) = {(12), (123), (132)}

(1) = {(13)
P(2) ={(23)}
(3) = {(12), (123), (132)}
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o(4) ={(12),(123), (132)}
p(5) = {(1),(23), (132)}
O halde (¢, G,) = {0, 3,4} olur.

Teorem 2.4.7. (¢,G), U iizerinde bir kesisimsel esnek grup olsun. Bu durumda

(¢, G4), G nin bir altgrubu olur (Cagman ve ark., 2011).

Ispat. (3, G,) # 0 oldugu aciktir. gy, gs € (3, G,) olsun. Buradan

P(g1) = Plea), P(g2) = Pleq) ve

?(g195") 2 Blg)Ndlgat)
= pleq) Nylec)

= oleq)

oleg) 2 95(9192_1) oldugu icin gE(glggl) = ¢(eq), glgg_1 € (¢,G,) olur ve buradan
(¢, G4), G nin bir altgrubudur.

Tanim 2.4.8. (¢, G), U iizerinde bir kesisimsel esnek grup ve g1 € G olsun. (¢, G)
nin sol esnek koseti g5 ile gosterilir ve Vg, € G igin ¢13(g2) = #(g; 'g2) seklinde

tanmimlanir (Cagman ve ark., 2011).

Ornek 2.4.9. Kabul edelim ki U = S; simetrik grubu evrensel kiime ve G = 7Z,

parametreler kiimesinin altkiimesi olsun. (¢, G) esnek kiimesi su sekilde tanimlansin.

P(0) = 53

p(1) = {(12),(23)}

v(2) = {(1),(12),(23), (123)}

»(3) = {(12),(23)}

O halde (¢, G) nin esnek sol koseti

0p = {(0,53), (1,{(12), (23)}), (2,{(1), (12), (23), (123)}), (3,{(12), (23)})}
1o ={(0,{(12), (23)}), (1, 55), (2,{(12),(23)}), (3,{(1), (12), (23), (123) } }
2¢ = {(0,{(1), (12), (23), (123)}), (1, {(12), (23)}, (2, 53), (3,{(12), (23) }) }
3¢ = {(0,{(12), (23)}), (1, {(1), (12), (23), (123)}), (2, {(12), (23)}), (3, S3) }
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Teorem 2.4.10. (p,G), U iizerinde bir kesisimsel esnek grup olsun. O halde
Yg1,92 € G igin 190 = 20 < 91(9, G) = g2(p, G,) dir (Cagman ve ark., 2011).

Ispat. Kabul edelim ki 91% = gop olsun. Buradan Vg3 € G i¢in

919(93) = 922(g3) = 2(91 '93) = P(g5 ' g3) dir.

g3 = g secilirse

P91 'g) = 2(95"'92)

= ¥(eq)

elde edilir. Boylece g; g2 € (&, G.) icin ¢1(3, Gy) = ¢2(5, G.) olur.
Tersine kabul edelimki ve g1(5, G.) = ¢2(%,G,) olsun. Bu durumda g; 'z € (5, G.)
ve g, 'z € (¢, G,) olur. Buradan VYgs € G icin

l9itgs) = @

91 'b9295 " g3))
-1
1

2) N &(g5 " g3)

U
;S

9

(

(
o(ec)

(

(

I
©

)
)

Il
©

= P Y9

g
9o 193
193

Benzer sekilde Vg3 € G igin $(g;'g3) 2 ©(g; 'gs) dir. Bu yiizden Vg3 € G igin

?(95g3) = @(gy tg3) olur ki buda ¢, = ¢»@ anlamina gelir.

x : G bir grup, (¢,G), U lizerinde esnek kiime ve (5, N), (¢, G) nin bostan farkl

esnek alt kiimesi olsun. Asagidaki esitlikler birbirine denktir. Vg, g2 € G icin

1. 5(9192) = §(9291)
2. V(g1g207") = V(g2)

3. U(g19297") 2 V(g0)

4. 5(91929f1) - 5(92)
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Teorem 2.4.11. (¢, G), U lizerinde bir kesisimsel esnek grup ve (9, N), U iizerinde
(¢, G) nin normal kesisimsel esnek altgrubu olsun. Vny,ne € N igin n1p = ne ise
J(ny) = 9(ng) dir (Cagman ve ark., 2011).

Ispat. n1$ = ny@ olsun. Teoremden 2.4.10 dan ny'ny € (3, G,) ve ny'ny € (3, G,)
dir.

(9, N), U iizerinde ($,G) nin normal kesisimsel esnek altgrubu oldugundan * dan

dolay1

Benzer sekilde J(ns) 2 U(ny) dir. Bu yiizden J(ny) = J(ns) olur.

Tanim 2.4.12. f: G — H bir foksiyon ve (¢, G), (X, H), U tizerinde iki esnek kiime
olsun. (¢, G) nin f altindaki esnek gorintiisi f(@, G) ve (X, H) mn f altindaki esnek
ters goriintiisii f~1(X, H) esnek kiimeleridir oyleki sirasiyla Vh € H,

U{P(9) 9 € G flg) =h}, f7H(h)#0

0, diger durumlarda.

f(@,G)(h)=

veVg € Gigin f~1(X(9)) = X(f(g)) seklinde tamimlanir. f(@, G) nin gortintii kiimesi
Im(p, Q) ile gosterilir (Cagman ve ark., 2011).

Ornek 2.4.13. Kabul edelimki U = {uy, us, uz, uy, us, ug, u7 } bir evrensel kiime,
G =1{1,2,3,4,5} ve H = {a,b,¢,3,4,5} parametreler kiimesinin altkiimesi olsun.
(¢, G) ve (X, H) esnek kiimeleri sirasiyla su sekilde tanimlansin.

¢ ={(1,0)(2, {us, ua, ur}), 3, {u1}), (4, {ur, uz, us}), (5, {us})

X = {(a,{us})(6,0), (c,0), (3, {ur, uz, us, ug}), (4, {ur}), (5,0)}

f G — H bir foksiyon olmak fiizere
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f(1)=0,f(2) =3, f(3) =a, f(4) =4, f(5) = a olsun.

Bu durumda f((¢, @) = {(a, {u, u}), (b,0), (¢, 0), (3, {us, us, ur}), (4, {ur}), (5,0)}
FXH) = {(1,0), (2w, u2, ua, u6}), (e, 0), (3, {us}), (4, {uz}), (5, {us})} elde edilir.
Teorem 2.4.14. f : G — H bir foksiyon ve G1,Gy C G ve (p,Gy),(¢,G2), U
iizerinde iki esnek kiime olsun. Buradan (&, G1)C(3, Gs) = f(Z,G1)Cf (3, Gy) dir
(Cagman ve ark., 2011).

Ispat. Vh € H icin
(@, G)(h) = U{(@ G1)(9) 1 g € Gy, f(g) = I}

U{«ﬁ, G2)(9) : g € Ga, f(g) = I}

~—  ~—

N

2.5. Kesisimsel Esnek Halkalar ve Kesisimsel Esnek Idealler

Bu boliimde kesisimsel esnek halkalarin tanimi, kesisimsel esnek halkalar ile ilgili
temel teoremler ve kesisimsel esnek ideal tanimi verilerek kesisimsel esnek ideallerle
ilgili teoremler incelenecektir. Burada U evrensel kiime ve (R, +, -) halkas1 parametre

kiimesi olarak alinacaktur.

Tanmim 2.5.1. R,” +7,7.” ikili islemi ile bir halka ve (¢, R), U bir esnek kiime
olsun. R de ” 47 islemi ile (¢, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek grup ve
R de ”.” islemi ile (@, R), U {izerinde bir kesisimsel esnek yar1 grup ise (¢, R), U

tizerinde kesisimsel esnek halkadir (Citak ve Cagman, 2015).

Teorem 2.5.2. (¢, R), U iizerinde bir esnek kiime olsun. (¢, R), U iizerinde bir

kesisimsel esnek halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vri,ry € R igin
Lop(r —r2) 2 9(r1) N @(re)
2. ¢(r1-r2) 2 @(r1) Ne(ra)

olmasidir (Citak ve Cagman, 2015).
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Ispat. (3, R), U fizerinde bir kesisimsel esnek halka olsun.

P(r1 4+ 12) 2 @(r1) N@(ry) ve g(—r1) = $(r1) oldugundan

P(ri—12) 2 @(r) Np(=rz)

= @(r1) Ne(ra)

elde ederiz. Boylece (@, R), U tizerinde kesisimsel esnek yari grup oldugundan

@(r1m2) 2 ©(r1) N @(re) dir.

Diger taraftan kabul edelim ki Vry, 79 € R igin @(r; —re) 2 ¢(r1) N @(r2) ve

o(rima) 2 @(r1) N@(re) olsun. z = O segelim.

P(Og —1r9) = @(—1rs) D @(ry) ve Vry € R igin
G(r2) = §(—(=12)) 2 P(r2) elde edilir.
Béylece Vry € R igin ¢(—r1) = @(rq) olur.

Ayrica

o(ri+mre) = @(r—(—r2))

P(r1) Np(=12)

U

= @(r)Ne(ra)

elde edilir.

Boylece (¢, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek halka olur.

Tanim 2.5.3. R bir halka ve (¢, R), U iizerinde kesisimsel esnek halka olsun.
Eger Vry,ro € R icin ¢(ry - m2) 2 ¢(r2) ise (¢, R), U tzerinde bir kesisimsel esnek
sol ideal denir.

Eger Vry,ry € R icin ¢(ry - 72) D ¢(r1) ise (¢, R), U tizerinde bir kesisimsel esnek

sag ideal denir.
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Eger (¢, R), U fiizerinde kesisimsel esnek sol ve sag ideal ise (¢, R), U fiizerinde

kesisimsel esnek ideal olarak adlandirihr (Citak ve Cagman, 2015).

Teorem 2.5.4. (p,R), U iizerinde bir kesisimsel esnek halka olsun. (¢, R), U

tizerinde kesisimsel esnek ideal olmasi i¢in gerek yeter sart Vry, 72 € R icin
Lop(r —r2) 2 9(r1) N @(re)
2. ¢(r1-7r2) 2 @(r1) U @(r2)

olmasidir (Citak ve Cagman, 2015).

Ispat. (¢, R), U tizerinde kesisimsel esnek ideal olsun. (¢, R), U {izerinde kesisimsel
esnek halka oldugundan @(r1 — r2) 2 @(r1) N @(r1) oldugunu biliyoruz. Ayrica
P(r1-12) 2 @(r1) ve @(r1 - 12) 2 @(r2) oldugundan @(ry - r2) 2 $(r1) U P(rg) elde
edilir.

Diger taraftan Vry,r, € R igin

o(ry —re) D @(r1) N@(ra) ve @(ry - re2) 2 @(r1) U p(rz) oldugunu kabul edelim.
p(r1-r2) 2 9(r1) U @(rz) 2 ¢(r1)

p(r1-r2) 2 9(r1) U @(ra) 2 (1)

olur. Boylece (¢, R), U {izerinde kesisimsel esnek idealdir.

Teorem 2.5.5. (¢, R), U {izerinde kesisimsel esnek halka (kesisimsel esnek ideal)

olsun. Vr € R igin ¢(0g) 2 @(r) dir (Citak ve Cagman, 2015).

Ispat. Vr € R icin (¢, R), U tizerinde kesisimsel esnek halka (kesisimsel esnek ideal)

olsun. Buradan

¢(0r) = @(r—r) 20(r)Ne(r) = o(r)
elde edilir.

Teorem 2.5.6. R, birimli bir halka olmak tizere (¢, R), U tizerinde kesisimsel esnek
halka (kesisimsel esnek ideal) olsun. Vr € Ricin ¢(r) 2 ¢(1g) dir (Citak ve Cagman,
2015).

Ispat. Kabul edelim ki Vr € R icin, (¢, R), U ftizerinde kesisimsel esnek halka

(kesisimsel esnek ideal) olsun. Buradan ¢(r) = @(r - 1) 2 ¢(1g) elde edlir.
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Teorem 2.5.7. R boliim halkast ve (¢, R), U iizerinde kesisimsel esnek halka olsun.

(¢, R), U tizerinde bir kesisimsel esnek ideali olmasi igin gerek ve yeter sart VOpg #

r € Ricin o(r) = ¢(1g) € ¢(Og) dir (Citak ve Cagman, 2015).

Ispat. (3, R), U fizerinde bir kesisimsel esnek ideal olsun.¥r € R icin
?(Ogr) 2 @(r) oldugundan

©(Or) 2 ¢(1g) olur.

Simdi Og # r € R icin

3(r) = 3(rla) 2 3(1r) ve F(1x) = B(r'r) 2 B(r) oldugundan

p(r) = &(1r) € &(O) olur.

Tersine

1. r1,r9 € R olsun. Eger r; — ry # Opg ise bu durumda

o(r1—ra) = @(1gr)

U
Sy
5
D
3SX
-
N

ve eger 1 — 1o = Op ise bu durumda

55(7”1—7”2) = @(OR)

[V
s
=

U
2
=
D
Y
>
2

olur.

2. ri,rg € R olsun. Eger ry # Op ve 1y = Op ise bu durumda @(rq72)
©(Or) 2 9(1r) = @(r1) ve o(r1r2) = (Or) 2 @(r2) olur. Boylece p(rirs)
95(7’1) U @(7’2) dir.

Eger r # Opg ve ry # Opg ise bu durumda ry7, # Og yada riry = Og olur.

Eger riry # Opg ise bu durumda @(rimy) = @(1g) = @(r1) ve @(rirs)
P(1r) = @(re) dir.
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Eger r17o = Op ise bu durumda
o(rima) = 9(ORr) 2 ©(r1) ve p(rire) = p(Or) 2 @(r2) olur. Boylece g(r113) 2

o(r1)Up(r2) , (¢, R) nin U {izerinde bir kesisimsel esnek ideal olmasini gerektirir.

Teorem 2.5.8. (¢, R), U tizerinde bir kesisimsel esnek halka( kesisimsel esnek ideal)
olsun. Herhangi 1,79 € R igin ¢(r1 — r2) = ¢(Og) ise bu durumda @(ry) = ¢(r2)
dir (Citak ve Cagman, 2015).

Ispat. Herhangi ri,r, € R icin @(ry — ry) = @(Og) oldugunu kabul edelim. Bu

durumda

T —To+ Tg)

e

o(r) =

U
S

r1— 1) N p(ra)

OR) N &(TQ)

[
RS TS

Benzer sekilde

P(ri—12) = @(=(r1 —r2))

kullamlarak @(r9) 2 ¢(r1) elde edilir. Béylece ispat tamamlanir.

Onerme 2.5.9. (3, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek halka(kesisimsel esnek ideal)
olsun 6yleki Vry, 7o € Rigin (¢, R) nin goriintiisi kapsama tarafindan derecelendirilir.
Eger Vri, 1 € R igin ¢(re) D ¢(r1) ise bu durumda o(ry —ro) = @(r1) = @(ra — 1)
dir (Citak ve Cagman, 2015).

Ispat. Kabul edelim ki 71,7, € R icin $(r5) D @(r1) olsun. Bu durumda

U

o(r1 — 1) P(r1) Np(rz)
= o(r)
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ve

o(r) = @(r1—r2+r2)

V)

o(ry —1r2) N @(r2)

r1,79 € Rigin @(r9) D @(r1) ve @(r1 — rg) = @(r1) = @(ro — r1) oldugundan

o(ry —re) C @(ry) dir . Boylece @(r1 — 1) = @(r1) = @(rg — r1) olur.

Teorem 2.5.10. (g, R), U ftzerinde Im(p, R) = {0, A} ile bir kesisimsel esnek
halka (kesisimsel esnek ideal) ) # A C U olsun. Eger (X, R) ve (1, R), U iizerinde
kesisimsel esnek idealler iken (@, R) = (X, R)J(¢, R) ise bu durumda (Y, R)C (¢, R)
va da (¢, R)C(X, R) dir (Citak ve Cagman, 2015).

Ispat. Ispati celiski yontemi ile elde edelim. Kabul edelim ki 71,7 € R i¢in

X(r1) D J(rl) ve 7;;(7”2) D X(r2) olsun.p = YUY olur. Buradan

B(r1) = X(r1) D W(r1) 2 0 ve F(ra) = P(r2) O X(r2) 2 0 dir.

Im(3, R) = {0, A} oldugundan 3(r1) = A = &(rs) = X(r) = $(ra) = F(r1 — 1)
elde edilir.

Onerme 2.5.9 ve bu durumlardan Y(rs) D A = X(r1) ve (r)) D A = ¥(ry) dir.

Baylece x(r1 — 19) = X(re) ve 1b(r; — r9) = ¥(rq) dir. Bundan dolay1 @(r; — o) =
X(r2) U J(rl) C A elde edilir.

Teorem 2.5.11. (3, R) ve (¢, H), U iizerinde iki kesisimsel esnek halka olsun. Bu
durumda (3, R) A (¢, H) da U iizerinde bir kesisimsel esnek halkadir (Citak ve
Cagman, 2015).

Ispat. V(r1,73), (h1, hy) € R x H igin

31



PAV((ri, ) = (r2,ha)) = FAU(ry = ra, by — hy)
= @(r1 —r2) N P(hy — ha)
D (B(r) N (r2)) N (k1) N (ha))
= (@(r) N () N (B(r2) N (ha)
= FAG(r, h) NG AY(ra, ho)

ve

BAP((r1,m2) (b, ha)) = @A P(rars, haha)
= 3(r1r2) N P(hahy)
D (B(r1) N @(ra) N ($(h1) N1 (ha))
= (@(r)) () N (B(r2) N(ha))
= FAU(r,h) NG AY(ra, ha)

Béylece (¢, R) A (QZ, H) da U ftizerinde bir kesisimsel esnek halkadur.

Teorem 2.5.12. (3, R) ve (¢, H), U iizerinde iki kesisimsel esnek ideal olsun.
Bu durumda (3, R) A (¢, H) de U iizerinde bir kesisimsel esnek idealdir (Citak
ve Cagman, 2015).

Ispat. V(ry,73), (he, hy) € R x H icin
GAP((r1,h)(r, ha)) = @A D, huho)
= o(riry) N @Z(hth)

D Fr1) Nd(h)
= 6/\ J(Tla hl)

ve
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BAP((r1,72) (o, h2)) = @A P(rirs, haha)
= 3(r1r2) N P(hahs)
2 @(r2) Np(r)
= B AY(ry, ha)

Bundan dolay1 (3, R) A (1, H) da U iizerinde bir kesisimsel esnek ideal olur.

Teorem 2.5.13. (¢, R) ve (X, R), U fiizerinde iki kesisimsel esnek halka olsun.
Bu durumda (@, R)N(X, R) de U iizerinde bir kesisimsel esnek halkadir (Citak ve
Cagman, 2015).

Ispat. Vri,r € R icin

(BNX)(r1 —712) = @(r1 —1r2) NX(r1 = 12)
2 (@(r1) Ne(r2)) N (X(r) N X(r2))
= (@(r) NX(re)) N (@(r2) N X(r2))
= (@NX)(r1) N (FNX)(r2)

ve

(@NX)(r1.m2) = @(r1.re) N X(ry.72)
2 (p(r) Ne(r2)) N (X(re) N X(r2))
= (@(r1) N X(r1)) N (P(r2) N X(72))

= (@NX)(r1) N (§NX)(r2)

Bundan dolay1 ($, R)N(X, R) de U iizerinde bir kesisimsel esnek halkadur.

Teorem 2.5.14. (p, R) ve (X, R), U tzerinde iki kesisimsel esnek ideal olsun.
Bu durumda (@, R)N(Y, R) de U fizerinde bir kesisimsel esnek idealdir (Citak ve
Cagman, 2015).
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Ispat. Teorem 2.5.13 den (&, R) ve (X, R), U iizerinde iki kesisimsel esnek halka ise
(¢, R)N(X, R) da U iizerinde bir kesisimsel esnek halka oldugunu biliyoruz. Vry,ry €

R i¢in
(@NX)(rir2) = @(rira) N X(r1rs)
2 @(r) Nx(r)
= (@NX)(r1)

(@NX)(rir2) = @(rir2) N X(r172)
2 (p(r) N@(r2)) N (X(r1) N X(72))
= @(r2) N X(r2)

= 9559?(7“2)

Béylece (¢, R)N(X, R) de U iizerinde bir kesisimsel esnek idealdir.

Tanim 2.5.15. R bir halka ve H, R nin bir alt halkasi olsun. (¢, R), U tizerinde bir
kesisimsel esnek halka ve (X, R), (¢, R) nin U iizerinde bir esnek alt kiimesi olsun.
Eger (X, R), U tizerinde bir kesisimsel esnek halka ise (), R),(¢, R) nin U tizerinde
bir kesisimsel esnek alt halkasidir denir (Citak ve Cagman, 2015).

Ornek 2.5.16. U = S; evrensel kiime, R = Z4 ve H = {1,2,3} parametreler
kiimesi olsun. (¢, R) nin U = S; iizerindeki bir kesisimsel esnek halkasi

£(0) = 53

5(1) = {(1), (12), (123), (132)}

#(2) = {(12), (13), (123)}

5(3) = {(12), (23), (123)}

X nin U = Sj3 lizerindeki bir esnek kiimesi

x(1) = {(1),(12), (13), (132)}

X(2) ={(12), (13)}

X(3) = {(12),(13)} ile tammlansin. Buradan (Y, R), U tzerinde (@, R) nin bir

kesisimsel esnek alt halkasidir.
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Teorem 2.5.17. (¢, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek halka ve (¢, R) ve (x, R), U
tizerinde (p, R) nin iki kesisimsel esnek alt halkasi olsun. Bu durumda (¢, RAA(X, R)
U iizerinde (@, R) nin bir kesisimsel esnek alt halkasidir (Citak ve Cagman, 2015).

ispat. r1,T9 € R olsun. Bu durumda

(WOX) (11 —12) = (r1 —12) NX(r1 —12)
D (P(r) N(r2)) N (X(r1) N X(72))

= (¥(r) NXx(r)) N (P(r2) N X(r2))
= (@A) (r) N (WNX)(r2)

ve

WOX)(r1r2) = P(rirs) N X(r1ms)
D (Y(r) NY(r2)) N (X(r1) N X(r2))

= (@(r) N X(r1)) N (P(r2) N X(r2))
= (¥NX)(r1) N (P1X) (r2)

Béylece (1, R)A(X, R) de U iizerinde (@, R) nin bir kesisimsel esnek alt halkasi olur.

Tanim 2.5.18. R bir halka ve (¢, R) ve (X, R), U iki kesisimsel esnek halka olsun.
(0, R)F(X,R), — (¢, R), (¢, R).(X, R) ifadelerini sirasiyla asagidaki gibi tanimlansin.
Vr1 € R igin

o(r1) Fx(r1) = U{p(r2) N X(13) s 72,75 € Ryra Frg =11}
—p(r1) = @(r)
(@x)(r1) = U{&(r2) N X(r3) 1 72,73 € R, rarg =11}

(¢, R) ve (X, R) i¢in toplam, fark ve ¢arpim sirasiyla ¢ + X, ¢ — X, X ile ve (¢, R)
nin negatifi —(@, R) ile ifade edilir (Citak ve Cagman, 2015).
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Teorem 2.5.19. R bir halka ve (3, R), (X, R), (¢, R), U iizerinde kesisimsel esnek
halkalar olsun. Bu durumda @(X + ¢) C (&X) + (@) dir.

ispat. hohs = hy olacak sekilde hi, ho, hs € R alahm.
B+ ) () = U{@(ha) N (X + ©)(hs) : ha,hs € R, ha, by = hy}

ve

Blhe) V(X +0)(hs) = Flha) N{X(r2) N(rs) : 79,75 € Ryra + 73 = hy}
= | J{(@(h2) N X(r2)) N (F(ha) N1h(r3)) 72,75 € Ryra + 15 = hs}
= | J{(@(h2) N X(r2)) N (F(ha) N1)(r3)) : 72,75 € R, hara + hors = hohs}
C | JL(@X(har2)) N (B(hars) : 72,73 € R, hors + hars = hahs}

= (BX+3Y)()

Baylece Vr € R igin ¢(x + IZ) (r) C (px + @1;) (r) elde edilir. Dolayisiyla (X + QZ) -
(PX) + (39) olur.

Teorem 2.5.20. (¢, R), U tzerinde bir kesisimsel esnek sag ideal ve (), R) de bir
kesisimsel esnek sol ideal olsun. Bu durumda PYCENY dir (Citak ve Cagman, 2015).

Ispat. (PX)(r1) = 0 ise PYCENY oldugu acktir. (PX)(r1) # 0 ve (BX)(r1) =
U{p(r2) N X(rs) : 79,73 € R, 1 = 1or3} olsun.
U iizerinde (¢, R) kesisimsel esnck sag ideal ve (X, R) kesisimsel esnek sol ideal

oldugundan

90(7”1) = 5(7“27‘3)

U

P(ra)

ve

X(r1) = X(rors)

U

X(Ta)
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olur. Dolayisiyla

@X)(r1) = (J{B8(r2) NX(rs) | ra.75 € Rory = rars}
C @(r) Nx(ri)

= (ZNX)(r)

olur. Boylece ZYCENY elde edilir.

Tanim 2.5.21. (¢, R), U fiizerinde kesisimsel esnek halka olsun. (¢, R) kiimesinin
gekirdegi (¢, Ry) = {r € R: ¢(r) = p(Or)} olarak tamimlanir (Citak ve Cagman,
2015).

Teorem 2.5.22. (¢, R), U fiizerinde kesisimsel esnek halka olsun. Bu durumda

(¢, Ry) , R nin alt halkasidir (Citak ve Cagman, 2015).

Ispat. O € (3, R.) C R oldugu agiktir. 71,75 € (3, R,) olsun. Bu durumda

@(r1) = @(r2) = p(Og) olur. 11 — 19,172 € (@, Ry) yi sirasiyla

U

P(r1) N@(rz)
= ¢(Or) N $(Or)

P(r1 —ra)

ve

P(rira) 2 @(r1) Np(ra)

olur. Bundan dolay1 (¢, R.), R nin alt halkasidir.

Teorem 2.5.23. (¢, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek halka ve A C ¢(Op) olsun.
Buradan (¢, R)4, R nin bir alt halkasidir (Citak ve Cagman, 2015).
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Ispat. O € ($,R)* C R oldugu agktir.ry,ry € (@, R)* icin $(r) 2 A ve
©o(rq) 2 A. Buradan

P(r—1r2) 2 ¢(r) Np(ra) 2 A

ve

P(rire) 2 p(r) N P(re) 2 A

Béylece 71 — 1o, 7179 € (@, R)* dir. Dolayisiyla (¢, R)#,R nin bir alt halkasidir.

Teorem 2.5.24. (o, R), U {izerinde bir kesisimsel esnek halka ve f : R — H
bir érten homomorfizma olsun. Buradan f(p, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek

halkadir (Citak ve Cagman, 2015).

ispat. f + R — H bir 6rten homomorfizma oldugundan &yle ry,r, € R vardir ki

Vhi, he € H i¢in hy = f(r1) ve hy = f(rq) dir. Buradan

(f(@ R) (b1 —hs) = [ H{B(rs) :m5 € R, f(ry) = hn — ha}
= | H{B0r1 —r2) i 2 € R, f(r1) = ha, f(r2) = ho}
D | J{B(r) N @(ry) : 71,75 € R, f(r1) = ha, f(r2) = o}
= (@) :m € B, fr) =y N ((J f(r2) sy € R, f(r2) = ha})
= (f(@ R))(h) N (f(, R))(ha)

ve

(f(@ R)(lnhy) = | J{B(rs) : vs € R, f(rs) = haha}
= (H@(r1r2) : r1,m2 € R, f(r1) = ha, f(r2) = ho}
o (H@(r) N Bra) s rra € R, f(r) = ha, f(r2) = ha}
= (H&Br) :rm € B, f(r)) = mp) 0 ((J{f(r2) : 72 € R, f(r2) = ha})
= (f(@ R))(h) N (f(, R))(ha)

Buradan f(@, R), U tizerinde bir kesisimsel esnek halkadir.
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Teorem 2.5.25. (¢, R), U fiizerinde bir kesisimsel esnek ideal ve f : R — H
bir érten homomorfizma olsun. Buradan f(p, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek

idealdir (Citak ve Cagman, 2015).

Ispat. Teorem 2.5.24 den gosterilen sartlar altinda f (@, R), U tizerinde bir kesisimsel
esnek halka oldugunu biliyoruz. Kabul edelim ki bazi 1,7 € R igin hy = f(r1) ve
hy = f(rq) olacak sekilde hy, hy € H var olsun. Buradan

(f(@ R)(h1,ha) = | J@(rs) : rs € R, f(rs) = hihs}
= (HB(r1m2)  rma € R, f(r1) = ha, f(r2) = ho}
D (@) N @(ra) : 71,75 € R, f(r1) = ha, f(r2) = ha}
= () s m € R, f(r1) = b}
= (f(@)(h)

ve

(f(@R)(hhs) = | J{B(rs) : 3 € R, f(rs) = hahs}
= (HB(r1m2)  rma € R, f(r1) = ha, f(r2) = ho}
D J@(r) N @(rs) 71,75 € R, f(r1) = ha, f(r2) = ha}
= (J{f(r2) s ma € R, f(ra) = ha}
= (f(¢, R))(h2)

Buradan f(@, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek idealdir.

Teorem 2.5.26. (¢, R), U tzerinde bir kesisimsel esnek halka ve f : R — H bir
homomorfizma olsun. Buradan f~($, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek halkadir

(Citak ve Cagman, 2015).
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Ispat. Vri,r € R icin

FH@)ri—ra) = &(f

ve

FH@)(riry) = @(f(rira))
1) f(r2))
1)) N o(f(r2))

G(r) N fH((r2))

(f

-1

/\/\/‘\/‘\

U
\ B

Buradan f~'(@, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek halkadur.

Teorem 2.5.27. (¢, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek ideal ve f : R — H bir
homomorfizma olsun. Buradan (@, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek idealdir

(Citak ve Cagman, 2015).

ispat. Teorem 2.5.26 dan gosterilen sartlar altinda f~1(@, R), U tizerinde bir kesisimsel

esnek halka oldugunu biliyoruz. Buradan Vry,ry € R icin

FH@)(rire) = &(f(r1))
2 p(r)

= [7(@)(r)
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ve

FH@)(rrs) = G(f(rira))

Buradan f~'(@, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek idealdir.

Tanmim 2.5.28. P, R halkasiin bir ideali olsun. Vr € R i¢in \p : R — P(U)

olmak tlizere

U reP,

)\pl":
3 0, ré¢P

seklinde tanimlanan fonksiyona esnek karakteristik fonksiyon denir.

Teorem 2.5.29. P, R halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda A, karakteristik

fonksiyonu bir kesisimsel esnek halkadir.

Ispat. Oncelikle Vry, 75 € P icin A p(r1—7r2) 2 Ap(r1) N Ap(r2) oldugunu gosterelim.
Vry,re € P igin P ideal oldugundan r; — ry € P olur. Bu durumda Ap(r1) = U ve
Ap(r9) = U ve Ap(ry — ry) = U olur. Boylece Ap(ry — 1r2) 2 Ap(r1) N Ap(ry) elde
edilir.

Vri,re ¢ P igin Ap(ry) = 0 ve Ap(rg) = () olur. Buradan Ap(r1) N Ap(rz) = 0
olacagindan A\p(r; — r3) D Ap(r1) N Ap(r2) elde edilir.

Vry € Pyry ¢ P, igin Ap(ry) = U ve Ap(rg) = (0 olur. Buradan Ap(ry) N Ap(r2) =0

olacagindan A\p(ry —12) 2 Ap(r1) N Ap(r2) elde edilir.

Simdi Vry,re € R igin Ap(ry - 72) 2 Ap(r1) N Ap(r2) oldugunu gosterelim.

Vri,ry € P igin P ideal oldugundan ry - 7o € P olur. O halde Ap(r;) = U ve
Ap(ra) = U ve Ap(ry-12) = U olur. Béylece Ap(r1-72) 2 Ap(r1) N Ap(r2) elde edilir.

Vri,ra ¢ P igin P ideal oldugundan ry - ry € P ve 11 - 79 € P olur. Bu durumda
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Ap(r11re) = U ve Ap(r1) = U ve Ap(re) = 0 olur. Béylece Ap(r1-12) 2 Ap(r1)NAp(r2)
elde edilir.

Teorem 2.5.30. P, R halkasimin bir ideali olsun. Bu durumda A, karakteristik

fonksiyonu bir kesisimsel esnek idealdir.

ispat. Oncelikle Vrq, ry € P icin A p(r1—7r2) 2 Ap(r1) N Ap(r2) oldugunu gosterelim.
Vry,m9 € P igin P ideal oldugundan r — ry € P olur. Bu durumda Ap(r1) = U ve
Ap(r2) = U ve Ap(ry — ) = U olur. Boylece Ap(r1 — 1m2) 2 Ap(r1) N Ap(re) elde
edilir.

Vri,mo € P igin Ap(r1) = 0 ve Ap(r) = 0 olur. Buradan Ap(r1) N Ap(rz) = 0
olacagindan A\p(r; — r3) D Ap(r1) N Ap(r2) elde edilir.

Vry € Pyry & P, icin Ap(ry) = U ve Ap(r9) = 0 olur. Buradan A\p(r1) N Ap(re) = 0

olacagindan A\p(r; —r3) D Ap(r1) N Ap(r2) elde edilir.

Simdi Vry,re € R igin Ap(ry - 19) 2 Ap(r1) ve Ap(ry - r2) 2 Ap(r2) oldugunu

gosterelim.

Vri,re € P igin P ideal oldugundan r; - ro € P olur. O halde Ap(ry) = U ve
Ap(r9) = U ve Ap(r1-m9) = U olur. Boylece Ap(r1-19) 2 Ap(11) ve Ap(r1-1m9) 2 Ap(T2)
elde edilir.

Vri,m9 ¢ P igin P ideal oldugundan 7 -9 € P ve ry - ry € P olur. Bu durumda
Ap(r1-1r9) = U ve Ap(r1) = U ve Ap(re) = () olur. Boylece Ap(ry - 13) 2 Ap(r1) ve

Ap(r1-12) 2 Ap(rs) elde edilir.

42



3. BULGULAR
Bu boliimde kesisimsel esnek halkalar tizerinde asal ve maksimal idealler tanimlanacaktir

ve bunlarla ilgili baz1 temel teoremler ispatlanacaktir.

3.1. Kesisimsel Esnek Halkalar Uzerinde Asal Idealler
Bu bolim boyunca R bir halka olarak alinacaktir.

Tanim 3.1.1. (¢, R) ve (X, R) , U iizerinde iki esnek kiime olsun. Vri, 79 € R igin
o(r1) N x(r2) # 0 ise (¢, R) ve (X, R) ye ortak esnek kiime denir.

Tanim 3.1.2. R bir halka ve (@, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek ideal olsun.
(X, R) ve (¥, R), U iizerinde iki kesisimsel esnek ideal olmak tizere

(X, B)(v, R)C(#, R) iken (X, R)C(&, R) ya da (¢, R)C(@, R) ise (¢, R) ye U iizerinde

bir kesisimsel esnek asal ideal denir.

Teorem 3.1.3. Eger P, R halkasinin bir asal ideali ise bu durumda A\ p karakteristik

fonksiyonu bir kesisimsel esnek asal idealdir.

ispat. (Y, R)(1), R)CAp ve (%, R)gZ)\p, (¥, R)gZAP olacak sekilde (Y, R) ve (¢, R), U
tizerinde ortak kesisimsel esnek idealler olsun. Boylece )Ng(rl)i)\ p(r), ¥ (rg),&_)\p(rz)
olacak sekilde ry, 7y € R vardir. Buradan X(r1) # 0 ve ¢(ry) # 0 olur. Aym
zamanda Ap(r1) # U ve A\p(r2) # U olur. Bundan dolay1 Ap(r1) = 0 ve Ap(r2) =0
olur. Boylece 1 ¢ P ve 5 ¢ P dir. P, R halkasimin bir asal ideali oldugundan
riry ¢ P ve A\p(rima) = 0 dir. (X, R)(J, R)C), oldugundan )Z?Z(rlrg) = () olur.

r3 = riry olsun.

XU(13) = Upyepyry (X(r1) N40(r2)) 2 X(r1) N4)(r2)

elde edilir. (X, R) ve (?Z, R), U iizerinde ortak kesisimsel esnek idealler oldugundan
X(r) N ap(rs) # O elde edilir. Boylece Y)(r172) # 0 olur. Fakat bu bir celiskidir.

Dolayisiyla Ap bir kesisimsel esnek asal idealdir.

Teorem 3.1.4. P, R halkasimin bir ideali olsun. Eger A\p, U tizerinde bir kesisimsel

esnek asal ideal ise bu durumda P bir asal idealdir.



ispat. Ap, U tzerinde bir kesisimsel esnek asal ideal olsun. A ve B, AB C P
olacak sekilde R nin iki ideali olsunlar. Eger r; € R igin AyAp = 0 ise o zaman

(AaAB)(r1) € Ap(r1) olur. Kabul edelim ki (AyAg)(r1) # 0 olsun. Buradan

(AaAg)(r1) = U, oy, {Aa(r2) N AR (r3)}

olur. (AsAp)(r1) # 0 oldugundan

Ur mryrs (A4 (r2) N AB(73) } # 0

olur. Buradan 1 = rors ve Aa(ra) # 0, Ap(r3) # 0 olacak sekilde r9, 73 € R vardir.
Boylece Aa(rg) = U ve Ag(rs) = U olur ki bu da ry € A ve r3 € B olmasim
gerektirir. Buradan r; = ror3 € AB C P olur. Bundan dolay1 Ap(r;) = U olur.
Boylece Vi € R igin (AuAg)(r1) € Ap(ry) olur. Buradan MAsCAp olur. Ap,
U tzerinde bir kesisimsel esnek asal ideal oldugundan A Aé/\ p ya da A Bi)\p olur.
Buradan Vr; € R igin Aa(r1) € Ap(r1) ya da Ag(r1) € Ap(r) olur. Bdylece eger
r1 € Aise Ay(r1) = U ve buradan A\p(r;) = U dur. Bu yiizden r; € P olur.

Benzer sekilde eger v € B ise ry € P olur. Dolaywisiyla A C P ya da B C P olur.

Boylece P, R nin bir asal idealdir.

3.2. Kesisimsel Esnek Halkalar Uzerinde Maksimal Idealler

Tanim 3.2.1. (¢, R), U iizerinde bir esnek kiime ve ) C P C U olsun.

(¢, R)F = {r € R: ¢(r) 2O P} kiimesi seviye kiimesi olarak adlandirilr.

(p, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek sol(sag) ideal olsun. Bu durumda herhangi
) C P C p(Og) igin (@, R)F, U iizerinde bir sol(sag) ideal olur. Buradan (@, R),
U tizerinde (o, R) ye gore seviye sol(sag) ideal olarak adlandirnir. Eger Py, P, €
Im(p, R) ise bu durumda (@, R) = (¢, R)F* dir. Fakat P, = P, olur

Not 3.2.2. (¢, R), U tizerinde bir esnek kiime olsun. (@, R,) kiimesi,
(@, R.) ={re R:o(r) = ¢(Or)}

ile tanimlansin. Eger (¢, R), U iizerinde kesisimsel esnek sol(sag) ideal ise (¢, Ry)

da R nin bir sol(sag) idealdir.
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Lemma 3.2.3. (¢, R) ve (X, R), U {izerinde iki kesisimsel esnek ideal olsunlar. Bu

durumda (¢, R.) N (X, R.) C ((p, R) N (X, R))« olur.
Ispat. Vr € R icin 7 € ($,R.) N (X, R,) olsun. Bu durumda 3(r) = @(Og) ve

X(r) = X(Og) olur. Buradan

(@nx)(r) = @(r)nx(r)
= ©(Or) N X(Or)

= (N X)(Or)

olur. Boylece r € ((¢, R) N (X, R))« olur. Buradan

(@, R) N (X, Rs) € (8, R) N (X R))s
olur.
Genelde bu lemmada esitlik gecerli olmak zorunda degildir.

Ornek 3.2.4. R bir halka olsun. Vr € R icin 3(r) = @ ve eger r # Op ise
X(r) =0, r = Og ise X(r) = U olacak sekilde (@, R) ve (X, R), U iizerinde iki esnek
kiime olsun. Bu durumda (@, R) ve (X, R), U {izerinde kesisimsel esnek ideallerdir.

Buradan (¢, R.) N (X, R«) = RN{Ogr} = {Or} ve ((¢,R) N (X, R))« = R olur.

Lemma 3.2.5. (¢, R) ve (X, R), p(Or) = U = X(Og) olacak sekilde U iizerinde iki
kesisimsel esnek ideal olsunlar. Bu durumda (¢, R,) N (X, R«) = (¢, R) N (X, R))-

olur.

Ispat. 7 € (3, R) N (X, R)). olsun. Bu durumda
(@NX)(r) = (N X)(Or)
olur. Boylece
$(r)NX(r) = @(Or) NX(Or) =U

elde edilir. Dolayisiyla



olur. Buradan
r € (o, Ry) N (X, Rs)

elde edilir. Boylece

(@, R) N (X, R))x € (@, Ri) N (X, Ra)
olur. Ayrica Lemma 3.2.3 den

(@, B.) N (X, Re) € (9, B) N (X R))-

oldugundan

(¢, RN (X, R) = (¢, R) N (X, R))s
olur.

Teorem 3.2.6. (o, R), baz1 r1 € R i¢in ¢(r1) # U olacak sekilde U {izerinde bir
kesisimsel esnek sol(sag) ideal olsun. Bu durumda bazi ry € R icin X(re) # U ve
(3, R)C(X, R) olacak sekilde U iizerinde bir (Y, R) kesisimsel esnek sol(sag) ideali

vardir.

ispat. 1. Durum

©(Og) # U ve ¢(Ogr) C P C U olsun. Vr € R i¢in X(r) = P olacak sekilde (X, R),
U iizerinde bir esnek kiimesi olsun. Buradan Vr € R icin X(r) # U ve (3, R)C(X, R)
olacak sekilde (x, R) , U iizerinde bir kesisimsel esnek sol idealdir.

2. Durum

©(Og) = U olsun. Hipotezden ¢(r) # U olacak sekilde r € R vardur.

o(r) € P C $(Og) olsun. Boylece (¢, R)”, R nin sol idealidir. u € (@, R)”
ise X(u) = U ve u ¢ (¢, R)” ise X(u) = P olacak sekilde (X, R), U iizerinde bir
esnek kiime olsun. Buradan (X, R), U tzerinde bir kesisimsel esnek sol idealdir.
r ¢ (3, R)” oldugundan X(r) = P # U olur. Ayrica (3, R)C(X, R) olur.

Tamim 3.2.7. (p, R), U tizerinde bir kesisimsel esnek ideal olsun. Eger ¢ sabit degil
ve U iizerindeki herhangi (X, R) kesisimsel esnek sol(sag) ideali icin (&, R)C(X, R)
iken ya (¢, R.) = (X, R«) yada (), R) = Ag sartlar1 saglaniyorsa (¢, R) ye U lizerinde

bir kesisimsel esnek maksimal sol(sag) ideal denir.
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Teorem 3.2.8. (p, R), U ftizerinde bir kesisimsel esnek maksimal sol(sag) ideal

olsun. Bu durumda ¢(Og) = U olur.

Ispat. Kabul edelim ki 3(Og) # U olsun. $(Og) € P C U ve ¥r € Ricin X(r) = P
olacak sekilde U iizerinde bir esnek kiime (¥, R) olsun. Buradan (¥, R), U lizerinde
bir kesisimsel esnek ideal olur. Buradan (@, R)C(X, R), (X, R.) = R ve (X, R) # Ar
dir. Béylece (¢, R)C(X,R) fakat (3, R.) # (X, R.) dir. (9, R), U iizerinde bir
kesisimsel esnek maksimal ideal oldugundan (, R) # Ag olur. Bu da (@, R) nin bir

kesisimsel esnek maksimal sol ideal olmasi ile gelisir. Dolayisiyla ¢(Og) = U olur.

Teorem 3.2.9. (¢, R), U {lizerinde bir kesisimsel esnek maksimal sol(sag) ideal

olsun. Bu durumda |Im(p, R)| = 2 dir.

Ispat. Teorem 3.2.8 den $(Op) = U oldugunu biliyoruz. § C P C U igin eger
P € Im(p, R) ise bu durumda (@, R)Y = R oldugunu ispatlayacagiz. ) C P C U ve
P € Im(p, R) olsun. Simdi (, R)”, R nin bir sol idealidir ve P C U oldugundan
(¢, R.) C (¢, R)? olur. r € (¢, R)F ise X(r) = U ver & (¢, R)” ise X(r) = P olacak
sekilde (x, R), U tuzerinde bir esnek kiime olsun. Buradan (x, R), U {izerinde bir
kesisimsel esnek sol idealdir ve (Y, R,) = (@, R)? olur. Bundan dolay1 (&, R)C(X, R)
dir. (@, R) bir kesisimsel esnek maksimal ideal ve (@, R.) C (¢, R)¥ = (X, R.)
oldugundan (X, R) = Ag elde edilir. Boylece Vr € R igin X(r) = U olur. Buradan
(¢, R) = (X, R.) = R olur ki bu da bizim ispatimizdir. Simdi VP, P, € Im(p, R),
0 C P,P, CUicn (p, R)7" = R = (¢, R)™* dir. Fakat P, = P, olur. Boylece
(¢, R) iki degerlidir.

Teorem 3.2.10. (¢, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek maksimal sol(sag) ideal

olsun. Bu durumda (¢, R,), R nin bir maksimal sol(sag) idealidir.

Ispat. (3, R) sabit olmadigimdan (&, R,) # R dir. Teorem 3.2.9 dan (&, R) iki
degerliydi. ) € P C U iken Im(p,R) = {P,U} olsun. (¢, R,) € M olacak
sekilde M, R nin bir sol ideali olsun. P C K C U olmak iizere m € M icin
X(m) =U ve m ¢ M icin x(m) = K olacak sekilde (), R), U iizerinde bir esnek
kiime olsun. Buradan (X, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek sol idealdir. Bundan

dolay1 (&, R)C(X, R) olur. (@, R), U fiizerinde bir kesisimsel esnek maksimal sol
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ideal oldugundan (¢, R.) = (X, R«) ya da (X, R) = Ag dir. (X, R.) = M oldugundan
(@, Ry) = (X, R) ise (¢, R.) = M olur. (X, R) = Agise M = R dir. Boylece (@, R.),

R nin bir maksimal sol idealidir.

Lemma 3.2.11. (¢, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek sol(sag) ideal olsun. Eger

(¢, R.), R nin bir maksimal sol(sag) ideali ise (¢, R) iki degerlidir.

Ispat. (&, R.), R nin bir maksimal sol ideali oldugundan (3, R,) # R dir. Boylece
o(r) # @(Og) olacak sekilde r € R vardir. Buradan (@, R) en az iki degerlidir.
0 C P Cp(Og) ve P e Im(p, R) olsun. Buradan (¢, R)?, (¢, R,) C (@, R)? olacak
sekilde R nin sol idealidir. (@, R,) maksimal sol ideal oldugundan (¢, R)” = R dir.
Boylece eger P, P, € Im(@,R) ve P, # @(Og), Py # @(Og) ise (p,R)" = R =
(@, R)2 dir. Fakat P, = P, olur. Béylece (¢, R) iki degerlidir.

Teorem 3.2.12. (¢, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek sol(sag) ideal olsun. Eger
(¢, Ry), R nin bir maksimal sol(sag) ideali ve (@, R)(Og) = U ise bu durumda

(p, R), U tizerinde bir kesisimsel esnek maksimal sol(sag) idealdir.

Ispat. Lemma 3.2.11 den (&, R) iki degerli idi. § € P C U olmak tizere Im(3, R) =
{P,U} olsun. (@, R)C(X, R) olacak sekilde (Y, R), U fizerinde bir kesisimsel esnek
sol ideal olsun. Buradan x(Og) = U dur. r € (@, R.) olsun. Buradan

U =¢(0r) =¢(r) € x(r)
dir. Boylece
X(r) =U =X(Og)

olur. Bundan dolay1 r € (), R.) dir. Buradan (¢, R,) C (X, R.) dir. (¢, R.), R nin
bir maksimal sol ideali oldugundan (¢, R,) = (¥, R«) ya da (X, R.) = R olur. Eger
(X;R:) = R ise (X, R) = Ag dir. Buradan (¢, R), U iizerinde bir kesisimsel esnek

maksimal sol idealdir.
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4. TARTISMA ve SONUC

Dort bolimden olusan bu tezin ilk bolimiinde temel tamim ve teoremler, tezin
ikinci kisiminda kullanacagimiz esnek kiimeler ve esnek kiimeler tizerindeki islemler
tanitildi. Esnek gruplar, kesisimsel esnek gruplar, esnek halkalar ve kesisimsel esnek

halkalara yer verildi. Kesisimsel esnek idealler incelendi.

Bizde, yapilan bu ¢alismalardan faydalanarak kesisimsel esnek halkalar iizerinde asal

ve maksimal idealleri tanimladik ve bazi cebirsel 6zelliklerini inceledik.

Ulastigimiz bu sonuclar esnek cebirsel yapilar i¢in temel olusturabilecek sonuglardir.

Bu sonugclar kullanilarak esnek cebirsel yapilarin farkh konular: calisilabilir.
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