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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

KESİȘİMSEL ESNEK HALKALAR
ÜZERİNDE

RECEP AYDIN

TOKAT GAZİOSMANPAȘA ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ
ENSTİTÜSÜ

MATEMATİK ANABİLİM DALI

(TEZ DANIȘMANI: DR. ÖĞR. ÜYESİ FİLİZ ÇITAK)

Bu tez çalıșmasında ilk olarak grup, alt grup, halka ve ideal gibi temel kavramlara
yer verildi. Esnek kümeler, kesișimsel esnek gruplar ve kesișimsel esnek halkalarla
ilgili genel tanım ve teoremler incelendi. Sonraki bölümde, kesișimsel esnek asal
idealler ve kesișimsel esnek maksimal idealler tanımlanarak bazı cebirsel özellikleri
incelendi.

2019, 53 Sayfa

ANAHTAR KELİMELER: Esnek küme, kesișimsel esnek grup, kesișimsel esnek
halka, kesișimsel esnek asal ideal, kesișimsel esnek maksimal ideal.
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sağlayan, değerli görüș ve yönlendirmeleriyle karșılaștığım problemlerin çözümünde

bana rehber olan, yapılan çalıșmanın bilimsel temeller üzerinde șekillenmesini sağlayan

tez danıșmanım, değerli hocam Dr. Öğr. Üyesi Filiz ÇITAK’a sonsuz teșekkürlerimi

sunarım.

Yüksek lisans eğitimim boyunca yardımlarını esirgemeyen tüm bölüm hocalarıma

ve bugüne kadar daima yanımda olan aileme sonsuz teșekkürlerimi sunarım.
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1. GİRİȘ

Ekonomi, mühendislik, çevre bilimi, sosyal bilimler, sağlık bilimi ve diğer birçok

alanda, araștırmacılar belirsizliğe neden olan karmașık yapılarla ilgilenmișlerdir.

Fakat klasik yöntemlerle bunların çözümü imkansız olduğundan bu tür problemlerin

çözümü için klasik yöntemlerin dıșında bu belirsizliklere sahip yapıları modellemek

ve sistematik bir çözüm meydana getirmek için farklı yöntemler geliștirilmiștir. Bu

tür yöntemlerle ilgilenen teorilerden bazıları olasılık teorisi, bulanık kümeler teorisi,

esnek kümeler teorisi gibi teorileridir.

Bulanık kümeler teorisi ilk olarak 1965 yılında Lotfi A. Zadeh tarafından ortaya

konulmuș ve daha sonra geliștirilmiștir (Zadeh, 1965). Zadeh’in bulanık kümeler

teorisine göre her șey [0, 1] aralığında belirli bir derece ile gösterilir. Yani, değer

kümesi [0, 1] kapalı aralığı olmak üzere bir fonksiyon tanımlayıp bu fonksiyon ile bir

bulanık küme olușturarak belirsizliğe bir çözüm sunmuștur.

1971 yılında ise Azriel Rosenfeld ilk olarak bulanık kümelerde cebirsel yapıları

incelemiștir. Yaptığı çalıșma ile bulanık grup tanımını yaparak bazı cebirsel özellikleri

ni araștırmıștır.(Rosenfeld, 1971).

1975 yılında Robin Giles bulanık küme ve çok değerli mantık arasında güçlü bir

ilișki ortaya çıkardı. (Giles, 1975). Bulanık mantık, elektronik kontrol sistemleri,

otomotiv endüstrisi fren sistemleri ve ev elektroniği gibi bir çok alanda kullanılmıștır.

1982 yılında Pawlak, kaba kümeler teorisi üzerine ilk makalesini yazdı ve daha sonra

bunu geliștirdi (Pawlak, 1982). Biswas ve arkadașları ise kaba kümelerin cebirsel

ișlemleri üzerine bazı çalıșmalar yapmıștır (Biswas, 1994). Bu ișlemlerle birçok

alanda bașarılı sonuçlar elde edilmiștir.

Esnek küme teorisi ilk olarak 1999 yılında Molodtsov tarafından ortaya atıldı (Molodt

sov, 1999). Maji ve arkadașları ise 2002 yılında esnek kümeler üzerine bazı tanımlar

yaptılar ve esnek küme üzerinde bazı ișlemlere yer verdiler (Maji, 2003). Çağman ve

Enginoğlu 2010 yılında Molodtsov’un esnek küme kavramını yeniden tanımlayarak

birkaç yeni sonucun geliștirilmesi için daha ișlevsel hale getirdiler (Çağman ve Enginoğ
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lu, 2010). Aynı zamanda Çağman ve Enginoğlu esnek matrisleri ve bazı ișlemlerini

tanımladılar (Çağman ve Enginoğlu, 2010). Ali ve arkadașları 2009 yılında esnek

kümeler ile ilgili bazı farklı ișlemler verdiler (Ali ve ark., 2009). Sezgin ve Atagün

de esnek küme ișlemleri üzerinde çalıșmalar yaptı (Sezgin ve Atagün, 2011). A.

Kharal ve B. Ahmad esnek kümeler üzerine dönüșümler tanımladılar (A. Kharal

ve B. Ahmad, 2010). Feng ve arkadașları esnek küme, kaba küme, bulanık küme

arasındaki ilișkiyi incelediler (Feng ve ark., 2010). Maji ve arkadașları bulanık esnek

kümeleri tanımladılar ve esnek kümeleri bulanık kümeler ile birleștirdiler (Maji

ve ark., 2007). Rosenfeld esnek kümelerin cebirsel yapılarını kurmak amacıyla

esnek grup ișlemlerini önerdi (Rosenfeld, 1971). Aktaș ve Çağman, 2007 yılında

esnek grubu tanımlayarak esnek kümeleri bulanık kümeler ve kaba kümeler ile

karșılaștırdılar ve esnek grubun bazı cebirsel yapılarını incelediler (Aktaș ve Çağman,

2007). Yapılan bu çalıșma ile esnek küme teorisi cebir alanında da bir çok çalıșmanın

önünü açmıștır (Feng ve ark., 2008; Kazancı ve ark., 2010; Zhan ve Jun, 2010;

Çıtak ve Çağman, 2017; Çıtak, 2018; Sezgin ve ark., 2019). Sezgin ve Atagün

esnek yarı grup ve bir halkanın esnek ideali kavramlarını tanımladılar (Atagün ve

Sezgin, 2011). Çağman ve arkadașları esnek kesișimsel grupları ve esnek birleșimsel

grupları tanımladılar (Çağman ve ark., 2012). Acar ve arkadașları 2010 yılında esnek

halkaların ilk ișlemlerini incelediler (Acar ve ark., 2010). Jun ve arkadașları esnek

küme teorisi uygulamalarını kullanarak BCK/BCI cebirsel yapısını ele aldılar. Feng

ve Jun esnek yarı halkarı ve esnek yarıhalkalar üzerinde esnek idealleri tanımladılar

(Feng ve Jun, 2008). 2012 yılında Çağman ve arkadașları kesișimsel esnek grupları

tanımladı (Çağman ve ark., 2012). Çıtak ve Çağman 2015 yılında kesișimsel esnek

halkaları tanımlayarak cebirsel özelliklerini inceledi (Çıtak ve Çağman, 2015).

Esnek kümelerle ilgili çalıșmalar son yıllarda artarak devam etmektedir. Bu tez

çalıșması dört bölümden olușmaktadır. İlk bölümde tezin tarihine değinildi. Tezin

ikinci bölümünde temel tanım ve teoremler, tezin ikinci kısımında kullanacağımız

esnek kümeler ve esnek kümeler üzerindeki ișlemleri tanıtıldı. Kesișimsel esnek

gruplar ve kesișimsel esnek halkalara yer verildi. Kesișimsel esnek idealler incelendi.
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Tezin üçüncü bölümünde kesișimsel esnek halkalar üzerinde asal ve maksimal ideal

tanımı yapılarak örneklerle açıklandı ve bazı teoremler ayrıntılı olarak incelendi.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Temel Tanımlar ve Teoremler

Tanım 2.1.1. G boștan farklı bir küme ve ” · ”, G üzerinde tanımlı bir ikili ișlem

olsun. Eğer așağıdaki șartlar sağlanıyorsa (G, ·) yapısına bir grup denir (Bilgiç,

2012).

1. ∀g1, g2, g3 ∈ G için (g1 · g2) · g3 = g1 · (g2 · g3) dir( Birleșme özelliği).

2. ∀g ∈ G için g · eG=eG · g = g olacak șekilde bir e ∈ G vardır( Birim eleman

özelliği).

3. ∀g ∈ G için g ·g−1=g−1 ·g = eG olacak șekilde bir g−1 ∈ G vardır( Ters eleman

özelliği).

Ayrıca ∀g1, g2 ∈ G için g1 · g2=g2 · g1 ise G grubuna değișmeli grup denir.

Tanım 2.1.2. G bir grup ve H, G nin boștan farklı bir alt kümesi olsun. H kümesi

G de tanımlanan ișleme göre bir grup oluyorsa H ye G nin bir altgrubu denir ve

H ≤ G ile gösterilir (Bilgiç, 2012).

Teorem 2.1.3. G bir grup olsun.

(i) G nin birim elemanı tektir.

(ii) Her elemanın tersi tektir.

(iii) ∀g ∈ G için (g−1)−1 = g dır (Bilgiç, 2012).

Tanım 2.1.4. G bir grup ve N ≤ G olsun. ∀g ∈ G ve ∀n ∈ N için gng−1 ∈ N ise

N ye G nin normal altgrubu denir ve N ¢ G ile gösterilir (Bilgiç, 2012).

Tanım 2.1.5. (G,4) ve (H, ?) iki grup olsun. f : G −→ H bir fonksiyon olsun.

∀g1, g2 ∈ G için f(g14g2) = f(g1)?f(g2) ise f ye G den H ye bir grup homomorfizması

veya kısaca homomorfizma denir (Bilgiç, 2012).

Tanım 2.1.6. f : G −→ H grup homomorfizması birebir ve örten ise f ye bir

izomorfizma denir. Eğer G den H ye bir izomorfizma varsa G ile H gruplarına

izomorfiktirler veya eș yapılıdırlar denir ve G ∼= H ile gösterilir (Bilgiç, 2012).
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Tanım 2.1.7. R boștan farklı bir küme ve "+","." R üzerinde tanımlı ikili ișlem

olsun. Eğer așağıdaki șartlar sağlanıyorsa (R, +, .) yapısına bir halka denir.

1. (R, +) bir abelyen (değișmeli) gruptur.

2. ∀r1, r2, r3 ∈ R için r1.(r2.r3) = (r1.r2).r3 dir( Birleșme özelliği).

3. ∀r1, r2, r3 ∈ R için r1.(r2 + r3) = (r1.r2)+ (r1.r3) ve (r1 + r2).r3 = (r1.r3)+ (r2.r3)

dir( Sağdan ve soldan dağılma özelliği).

Bunlara ek olarak,

4. ∀r1, r2, r3 ∈ R için r1.r2 = r2.r1 ise R ye değișmeli halka denir.

5. ∀r ∈ R için r.e = e.r = r olacak șekilde bir e ∈ R var ise e ye birim eleman, R ye

de birimli halka denir (Bilgiç, 2012).

Tanım 2.1.8. R bir halka, I da R nin bir alt halkası olsun. Eğer ∀r ∈ R için rI ⊆ I

ise I ya bir sol ideal. Ir ⊆ I ise I ya bir sağ ideal denir. Eğer I hem sağ hem de sol

ideal ise I ya kısaca bir ideal denir (Bilgiç, 2012).

Tanım 2.1.9. R değișmeli bir halka, I 6= R bir ideal olsun. Eğer ∀r1, r2 ∈ R için

r1r2 ∈ I iken r1 ∈ I veya r2 ∈ I ise I ya asal ideal denir (Bilgiç, 2012).

Tanım 2.1.10. R bir halka, M 6= R de onun bir ideali olsun. Eğer R nin M * I

olacak șekilde bașka bir I özideali yoksa M ye maksimal ideal denir (Bilgiç, 2012).

2.2. Esnek Kümeler

Esnek kümeler üzerindeki çalıșmalar ilk olarak 1999 yılında Molodtsov tarafından

bașlatılmıștır. 2003 yılında ise Maji ve arkadașları esnek kümelerde bazı ișlemleri

tanımlamıșlardır. Daha sonra 2010 yılında Çağman ve Enginoğlu esnek kümelerle

ilgili bazı ișlemleri tanımlamıșlardır. Bu bölümde yapılan bu çalıșmalar kullanılarak

esnek kümeler ile ilgili bazı tanım ve teoremlere yer verilecektir. Bu bölümün

tamamında, evrensel küme U , parametreler kümesi E, U kümesinin kuvvet kümesi

P (U) ile gösterilecektir. Ayrıca K,L, M ⊆ E olarak alınacaktır.

Tanım 2.2.1. K kümesini U nun kuvvet kümesiyle eșleștiren fonksiyon ϕ̃ : K −→
P (U) olsun. (ϕ̃, K) = {(k, ϕ̃(k)) : k ∈ K, ϕ̃(k) ∈ P (U)} șeklinde tanımlanan (ϕ̃,K)

kümesine U üzerinde esnek küme denir (Molodtsov, 1999)
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Örnek 2.2.2. U kümesi arabaların kümesi, E parametreler kümesi ve K ⊆ E olsun.

K={pahalı, güzel, otomatik, manuel, ucuz, bakımlı} olmak üzere esnek kümeyi

pahalı araba, manuel araba, ucuz araba șeklinde tanımlayabiliriz. Daha ayrıntılı

olarak

U={u1, u2, u3, u4, u5} ve K={k1, k2, k3, k4, k5} olmak üzere k1 −→ pahalı, k2 −→
manuel, k3 −→ otomatik, k4 −→ ucuz, k5 −→ bakımlı

ϕ̃(k1)={u2, u4}, ϕ̃(k2)={u1, u3}, ϕ̃(k3)={u3, u4, u5}, ϕ̃(k4)={u1, u3, u5}, ϕ̃(k5)={u1}
olduğunu kabul edelim. Böylece (ϕ̃, K), U üzerinde bir esnek kümedir.

Tanım 2.2.3. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L), U üzerinde iki esnek küme olsun. Eğer

1. K ⊆ L

2. ∀k ∈ K için ϕ̃(k) ve χ̃(k) kümeleri eșitse (ϕ̃,K), (χ̃, L) nin esnek alt kümesidir

denir (Maji ve ark., 2003).

Tanım 2.2.4. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L), U üzerinde iki esnek küme olsun. (ϕ̃,K),(χ̃, L) nin

alt kümesi ve (χ̃, L), (ϕ̃,K) nın alt kümesi ise (ϕ̃,K) esnek kümesi (χ̃, L) esnek

kümesine denktir denir (Maji ve ark., 2003).

Tanım 2.2.5. K={k1, k2, k3, ..., kn} parametreler kümesi olsun. K kümesinin değili

kK ile gösterilir. kK={kk1,kk2,kk3, ...,kkn} șeklinde tanımlanır. kki = ki nin

değilidir (i = 1, 2, 3, ..., n) (Maji ve ark., 2003).

Tanım 2.2.6. (ϕ̃,K), U üzerinde bir esnek küme olsun. (ϕ̃,K) esnek kümesinin

tümleyeni (ϕ̃,K)c ile gösterilir ve (ϕ̃,K)c = (ϕ̃c,kK) șeklinde tanımlanır. Burada

ϕ̃c : kK −→ P (U) dönüșümü ∀k ∈ kK için ϕ̃c(k) = U − ϕ̃(kk) ile tanımlanır.

ϕ̃c ye ϕ̃ nin esnek tümleyen fonksiyonu denir. (ϕ̃c)c = ϕ̃ ve ((ϕ̃,K)c)c = (ϕ̃,K) dır

(Maji ve ark., 2003).

Tanım 2.2.7. (ϕ̃,K), U üzerinde bir esnek küme olsun. ∀k ∈ K için ϕ̃(k) = ∅ ise

(ϕ̃,K) esnek kümesine boș esnek küme denir. Φ ile gösterilir (Maji ve ark., 2003).

Örnek 2.2.8. U={u1, u2, u3, u4, u5} manuel arabaların kümesi

K={ hidrolik, çelik jant, deri koltuk, cam tavan } parametreler kümesi olsun.

(ϕ̃,K) esnek kümesi "arabaların özelliği" olarak tanımlanırsa
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ϕ̃(hidrolik) −→hidrolik araba = ∅
ϕ̃(çelik jant) −→çelik jantlı araba = ∅
ϕ̃(deri koltuk) −→deri koltuklu araba = ∅
ϕ̃(cam tavan) −→cam tavanlı araba = ∅

Böylece (ϕ̃,K)=(ϕ̃, Φ) dır. Yani (ϕ̃,K) boș esnek kümedir.

Tanım 2.2.9. (ϕ̃, E), U üzerinde bir esnek küme olsun. ∀e ∈ E için ϕ̃(e) = U ise

(ϕ̃, E) esnek kümesine evrensel esnek küme denir ve (ϕ̃, Ẽ) ile gösterilir (Maji ve

ark, 2003).

Örnek 2.2.10. U = {u1, u2, u3, u4} arabaların kümesi ve E parametre kümesi

E={hidrolik, çelik jantlı, deri koltuklu, cam tavanlı } olsun. (ϕ̃, E) esnek kümesi

așağıdaki gibi tanımlansın.

ϕ̃(hidrolik) = {u1, u2, u3, u4}
ϕ̃(çelik jantlı) = {u1, u2, u3, u4}
ϕ̃(deri koltuklu) = {u1, u2, u3, u4}
ϕ̃(cam tavanlı) = {u1, u2, u3, u4}

(ϕ̃, E) esnek kümesi, evrensel esnek kümedir.

Tanım 2.2.11. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L), U üzerinde iki esnek küme olsun. "(ϕ̃,K) ve (χ̃, L)"

ifadesi (ϕ̃,K)∧(χ̃, L) ile gösterilir ve (ϕ̃,K)∧(χ̃, L)=(ψ̃,K×L) iken ∀(k, l) ∈ K×L

için ψ̃(k, l) = ϕ̃(k) ∩ χ̃(l) șeklinde tanımlanır (Maji ve ark., 2003).

Örnek 2.2.12. (ϕ̃,K) esnek kümesi "arabaların fiyatları" ve (χ̃, L) "arabaların

çekiciliği" olsun.

Kabul edelim ki U={u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8, u9, u10}, K={ pahalı, ucuz, çok ucuz},

L={modifiyeli, ucuz, hızlı} olsun.

ϕ̃(pahalı)= {u1, u3, u5}, ϕ̃(ucuz)= {u6, u9, u10}, ϕ̃(çok ucuz)= {u2, u4, u7, u8}, χ̃(modifiyeli)=

{u2, u3, u7}, χ̃(ucuz)= {u5, u6, u8}, χ̃(hızlı)={u6, u9, u10} șeklinde tanımlansın.

(ϕ̃,K) ∧ (χ̃, L)=(ψ̃,K × L) olmak üzere
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ψ̃(pahalı, modifiyeli)={u3}, ψ̃(pahalı, ucuz)={u5}, ψ̃(pahalı, hızlı)=∅, ψ̃(ucuz, modifiyeli)=∅,
ψ̃(ucuz, ucuz)={u6}, ψ̃(ucuz, hızlı)={u6, u9, u10}, ψ̃(çok ucuz, modifiyeli)={u2, u7},
ψ̃(çok ucuz, ucuz)={u8}, ψ̃(çok ucuz, hızlı)=∅ șeklindedir.

Tanım 2.2.13. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L), U üzerinde iki esnek küme olsun. "(ϕ̃,K) veya

(χ̃, L)" ifadesi (ϕ̃,K)∨(χ̃, L) ile gösterilir ve (ϕ̃,K)∨(χ̃, L)=(ϑ̃,K×L) iken ∀(k, l) ∈
K × L için ϑ̃(k, l) = ϕ̃(k) ∪ χ̃(l) șeklinde tanımlanır (Maji ve ark., 2003).

Örnek 2.2.14. Örnek 2.2.15 i kullanalım. (ϕ̃,K) esnek kümesi "arabaların fiyatları"

ve (χ̃, L) "arabaların özelliği" olsun.

Kabul edelim ki U={u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8, u9, u10}, K={ pahalı, ucuz, çok ucuz},

L={modifiyeli, ucuz, hızlı} olsun.

ϕ̃(pahalı)= {u1, u3, u5}, ϕ̃(ucuz)= {u6, u9, u10}, ϕ̃(çok ucuz)= {u2, u4, u7, u8}, χ̃(modifiyeli)=

{u2, u3, u7}, χ̃(ucuz)= {u5, u6, u8}, χ̃(hızlı)={u6, u9, u10} șeklinde tanımlansın.

(ϕ̃,K) ∨ (χ̃, L)=(ϑ̃,K × L) olmak üzere

ϑ̃(pahalı, modifiyeli)={u1, u2, u3, u5, u7},
ϑ̃(pahalı, ucuz)={u1, u3, u5, u6, u8},
ϑ̃(pahalı, hızlı)={u1, u3, u5, u6, u9, u10},
ϑ̃(ucuz, modifiyeli)={u6, u9, u10, u2, u3, u7},
ϑ̃(ucuz, ucuz)={u6, u9, u10, u5, u6, u8},
ϑ̃(ucuz, hızlı)={u6, u9, u10, u6, u9, u10},
ϑ̃(çokucuz,modifiyeli)={u2, u4, u7, u8, u2, u3, u7},
ϑ̃(çok ucuz, ucuz)={u2, u4, u7, u8, u5, u6, u8},
ϑ̃(çok ucuz, hızlı)={u2, u4, u6, u7, u8, u9, u10} șeklindedir.

Önerme 2.2.15. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L), U üzerinde iki esnek küme olsun.

1. ((ϕ̃,K) ∨ (χ̃, L))c = (ϕ̃,K)c ∧ (χ̃, L)c

2. ((ϕ̃,K) ∧ (χ̃, L))c = (ϕ̃,K)c ∨ (χ̃, L)c

(Maji ve ark., 2003).

İspat. 1.Kabul edelimki (ϕ̃,K) ∨ (χ̃, L)=(ϑ̃,K × L) olsun. ∀(k, l) ∈ K × L için
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((ϕ̃,K) ∨ (χ̃, L))c = (ϑ̃,K × L)c

= (ϑ̃c,k(K × L))

= (ϕ̃c,kK) ∧ (χ̃c,kL)

= (φ̃,kK × kL)

= ϕ̃c(k) ∩ χ̃c(l)

= (φ̃,k(K × L))

Șimdi (kk,kl) ∈ k(K × L) olsun. Bu durumda

ϑ̃c(kk,kl) = (U − ϑ̃(k, l))

= (U − ϕ̃(k)) ∩ (U − χ̃(l))

= ϕ̃c(kk) ∩ χ̃c(kl)

= φ̃(kk,kl)

Buradan ϑ̃c ve φ̃ nin aynı olduğu görülür.

2.Kabul edelimki (ϕ̃,K) ∧ (χ̃, L)=(ψ̃, K × L) olsun. ∀(k, l) ∈ K × L için

((ϕ̃,K) ∧ (χ̃, L))c = (ψ̃, K × L)c

= (ψ̃c,k(K × L))

= (ϕ̃c,kK) ∨ (χ̃c,kL)

= (φ̃,kK × kL)

= ϕ̃c(k) ∩ χ̃c(l)

= (φ̃,k(K × L))
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Șimdi (kk,kl) ∈ k(K × L) olsun. Bu durumda

ψ̃c(kk,kl) = (U − ψ̃(k, l))

= (U − ϕ̃(k)) ∩ (U − χ̃(l))

= ϕ̃c(kk) ∩ χ̃c(kl)

= φ̃(kk,kl)

Buradan ψ̃c ve φ̃ nın aynı olduğu görülür.

Tanım 2.2.16. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L), U üzerinde iki esnek küme olsun. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L)

nin birleșimi (ψ̃, M) ile gösterilir. M = K ∪ L ve ∀m ∈ M için

ψ̃(m)=





ϕ̃(m), eģ̆er m ∈ K − L,

χ̃(m), eģ̆er m ∈ L−K

ϕ̃(m) ∪ χ̃(m), eģ̆er m ∈ K ∩ L

șeklinde tanımlanır.(ϕ̃,K)∪̃(χ̃, L)=(ψ̃, M) dir (Maji ve ark., 2003).

Örnek 2.2.17. Örnek 2.2.15 den (ϕ̃,K)∪̃(χ̃, L)=(ψ̃, M) esnek kümesi

ψ̃(pahalı)= {u1, u3, u5},
ψ̃(ucuz)= {u6, u9, u10},
ψ̃(çok ucuz)= {u2, u4, u7, u8},
ψ̃(modifiyeli)= {u2, u3, u7},
șeklinde elde edilir.

Tanım 2.2.18. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L), U üzerinde iki esnek küme olsun. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L)

nin kesișimi (ψ̃,M) ile gösterilir. M = K ∩ L ve ∀m ∈ M için ψ̃(m) = ϕ̃(m) yada

ψ̃(m) = χ̃(m) șeklinde tanımlanır.(ϕ̃,K)∩̃(χ̃, L)=(ψ̃, M) dir (Maji ve ark., 2003).

Șimdi Çağman ve Enginoğlu(2010) tarafından tanımlanan esnek küme ve üzerindeki

ișlemlere yer vereceğiz.
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Tanım 2.2.19. U evrensel küme ve E parametre kümesi olsun. K ⊆ E olmak

üzere ϕ̃ : E → P (U) bir fonksiyon olsun. k /∈ K için ϕ̃(k) = ∅ olacak șekilde (ϕ̃,K)

kümesine U üzerinde esnek küme denir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

Tanım 2.2.20. K, L ⊆ E olmak üzere (ϕ̃,K) ve (χ̃, L), U üzerinde iki esnek küme

olsun. ∀e ∈ E için ϕ̃(e) ⊆ χ̃(e) ise (ϕ̃,K) ya (χ̃, L) nin esnek alt kümesi denir ve

(ϕ̃,K)⊆̃(χ̃, L) ile gösterilir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

Örnek 2.2.21. U = {u1, u2, u3, u4, u5, u6} evrensel küme ve E = {e1, e2, e3, e4}
parametreler kümesi olsun. K = {e1, e2}, L = {e1, e2, e4} olmak üzere

(ϕ̃,K) = {(e1, {u1}), (e2, {u1, u3, u4})},
(χ̃, L) = {(e1, {u1, u2}), (e2, {u1, u2, u3, u4, u5, }), (e4, {u4, u6})} esnek kümleri tanımlansın.

∀e ∈ E için ϕ̃(e) ⊆ χ̃(e) olduğundan (ϕ̃,K)⊆̃(χ̃, L) olur.

Önerme 2.2.22. K,L, M ⊆ E olmak üzere (ϕ̃,K), (χ̃, L) ve (ψ̃, M), U üzerinde

esnek kümeler olsun.

1. (ϕ̃,K)⊆̃(ϕ̃, E)

2. (ϕ̃, Φ)⊆̃(ϕ̃,K)

3. (ϕ̃,K)⊆̃(ϕ̃, K)

4. (ϕ̃,K)⊆̃(χ̃, L) ve (χ̃, L)⊆̃(ψ̃, M) ⇒ (ϕ̃,K)⊆̃(ψ̃, M) dir (Çağman ve Enginoğlu,

2010).

İspat. ∀e ∈ E için;

1. ϕ̃(e) ⊆ U olduğundan (ϕ̃,K)⊆̃(ϕ̃, E) dir.

2. ∅ ⊆ ϕ̃(e) olduğundan (ϕ̃, Φ)⊆̃(ϕ̃,K) dir.

3. ϕ̃(e) ⊆ ϕ̃(e) olduğundan (ϕ̃,K)⊆̃(ϕ̃,K)

4. ϕ̃(e) ⊆ χ̃(e) ve χ̃(e) ⊆ ψ̃(e) ⇒ ϕ̃(e) ⊆ ψ̃(e) olduğundan (ϕ̃,K)⊆̃(χ̃, L) ve

(χ̃, L)⊆̃(ψ̃, M) ise (ϕ̃,K)⊆̃(ψ̃, M) olur.

Tanım 2.2.23. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L), U üzerinde iki esnek küme olsun.∀e ∈ E için

ϕ̃(e) = χ̃(e) ise (ϕ̃,K) esnek kümesi (χ̃, L) esnek kümesine eșittir denir ve (ϕ̃,K) =

(χ̃, L) ile gösterilir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).
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Tanım 2.2.24. (ϕ̃,K), U üzerinde bir esnek küme olsun. ∀e ∈ E için ϕ̃c(e) =

U \ ϕ̃(e) șeklinde tanımlanan esnek kümeye (ϕ̃,K) nın tümleyeni denir ve (ϕ̃,K)ec

ile gösterilir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

Örnek 2.2.25. Örnek 2.2.2 yi göz önüne alalım.

Buradan (ϕ̃, E)c={pahalı olmayan ={u1, u3, u5}, manuel olmayan ={u2, u4, u5}, otomatik

olmayan ={u1, u2}, ucuz olmayan ={u2, u4} } elde edilir.

Önerme 2.2.26. (ϕ̃,K), U üzerinde bir esnek küme olsun.

1. ((ϕ̃,K)ec)ec = (ϕ̃,K)

2. (ϕ̃, Φ)ec = (ϕ̃, E)

dir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

İspat. ∀e ∈ E için

1. (ϕ̃c)c(e) = ϕ̃(e) olduğundan ((ϕ̃,K)c)ec = (ϕ̃,K) olur.

2. ϕ̃c(e) = U \ ϕ̃(e) = U \ ∅ = U olduğundan (ϕ̃, Φ)ec = (ϕ̃, E) olur.

Tanım 2.2.27. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L), U üzerinde iki esnek küme olsun. İki esnek

kümenin birleșimi ∀e ∈ E için (ϕ̃ ∪ χ̃)(e) = ϕ̃(e) ∪ χ̃(e) șeklinde tanımlanır ve

(ϕ̃,K)∪̃(χ̃, L) ile gösterilir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

Tanım 2.2.28. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L), U üzerinde iki esnek küme olsun. İki esnek

kümenin kesișimi ∀e ∈ E için (ϕ̃ ∩ χ̃)(e) = ϕ̃(e) ∩ χ̃(e) șeklinde tanımlanır ve

(ϕ̃,K)∩̃(χ̃, L) ile gösterilir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

Önerme 2.2.29. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L), U üzerinde iki esnek küme olsun.

1. [(ϕ̃,K)∪̃(χ̃, L)]ec = (ϕ̃,K)ec∩̃(χ̃, L)ec

2. [(ϕ̃,K)∩̃(χ̃, L)]ec = (ϕ̃,K)ec∪̃(χ̃, L)ec

dir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

İspat. ∀e ∈ E için
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1. [(ϕ̃ ∪ χ̃)(e)]c = [ϕ̃(e) ∪ χ̃(e)]c = ϕ̃c(e)∩̃χ̃c(e) olduğundan

[(ϕ̃,K)∪̃(χ̃, L)]ec = (ϕ̃,K)ec∩̃(χ̃, L)ec elde edilir.

2. [(ϕ̃ ∩ χ̃)(e)]c = [ϕ̃(e) ∩ χ̃(e)]c = ϕ̃c(e)∪̃χ̃c(e) olduğundan

[(ϕ̃,K)∩̃(χ̃, L)]ec = (ϕ̃,K)ec∪̃(χ̃, L)ec elde edilir.

Önerme 2.2.30. (ϕ̃,K), (χ̃, L)ve(ψ̃, M) U üzerinde esnek kümeler olsun.

1. (ϕ̃,K)∪̃[(χ̃, L)∩̃(ψ̃,M)] = [(ϕ̃,K)∪̃(χ̃, L)]∩̃[(ϕ̃,K)∪̃(ψ̃,M)]

2. (ϕ̃,K)∩̃[(ψ̃, L)∪̃(ψ̃, M)] = [(ϕ̃, K)∩̃(χ̃, L)]∪̃[(ϕ̃,K)∩̃(ψ̃, M)]

dir (Çağman ve Enginoğlu, 2010). Benzer șekilde sağdan dağılma kuralları da

sağlanır.

İspat. ∀e ∈ E için

1.

[ϕ̃ ∪ (χ̃ ∩ ψ̃)](e) = ϕ̃(e) ∪ (χ̃ ∩ ψ̃)(e)

= ϕ̃(e) ∪ [χ̃(e) ∩ ψ̃(e)]

= [ϕ̃(e) ∪ χ̃(e)] ∩ [ϕ̃(e) ∪ ψ̃(e)]

= (ϕ̃ ∪ χ̃)(e) ∩ (ϕ̃ ∪ ψ̃)(e)

= [(ϕ̃ ∪ χ̃) ∩ (ϕ̃ ∪ ψ̃)](e)

olur. Buradan (ϕ̃,K)∪̃[(χ̃, L)∩̃(ψ̃,M)] = [(ϕ̃,K)∪̃(χ̃, L)]∩̃[(ϕ̃,K)∪̃(ψ̃,M)]

elde edilir.

2.

[ϕ̃ ∩ (χ̃ ∪ ψ̃)](e) = ϕ̃(e) ∩ (χ̃ ∪ ψ̃)(e)

= ϕ̃(e) ∩ [χ̃(e) ∪ ψ̃(e)]

= [ϕ̃(e) ∩ χ̃(e)] ∪ [ϕ̃(e) ∩ ψ̃(e)]

= (ϕ̃ ∩ χ̃)(e) ∪ (ϕ̃ ∩ ψ̃)(e)

= [(ϕ̃ ∩ χ̃) ∪ (ϕ̃ ∩ ψ̃)](e)
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olur. Buradan (ϕ̃,K)∩̃[(χ̃, L)∪̃(ψ̃,M)] = [(ϕ̃,K)∩̃(χ̃, L)]∪̃[(ϕ̃,K)∩̃(ψ̃,M)]

elde edilir.

Tanım 2.2.31. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L), U üzerinde iki esnek küme olsun. "(ϕ̃,K) ve

(χ̃, L)" esnek kümesi ∀e1, e2 ∈ E için (ϕ̃ ∧ χ̃)(e1, e2) = ϕ̃(e1) ∩ χ̃(e2) ile tanımlanır

ve (ϕ̃,K) ∧ (χ̃, L) șeklinde gösterilir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

Tanım 2.2.32. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L), U üzerinde iki esnek küme olsun. "(ϕ̃,K) veya

(χ̃, L)" esnek kümesi ∀e1, e2 ∈ E için (ϕ̃ ∨ χ̃)(e1, e2) = ϕ̃(e1) ∪ χ̃(e2) ile tanımlanır

ve (ϕ̃,K) ∨ (χ̃, L) șeklinde gösterilir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

Önerme 2.2.33. (ϕ̃,K) ve (χ̃, L), U üzerinde iki esnek küme olsun.

1. [(ϕ̃,K) ∨ (χ̃, L)]ec = (ϕ̃,K)ec ∧ (χ̃, L)ec

2. [(ϕ̃,K) ∧ (χ̃, L)]ec = (ϕ̃,K)ec ∨ (χ̃, L)ec

dir (Çağman ve Enginoğlu, 2010).

İspat. ∀e1, e2 ∈ E için

1.

[ϕ̃ ∨ χ̃)]ec(e1, e2) = U \ [ϕ̃ ∨ χ̃](e1, e2)

= U \ [ϕ̃(e1) ∪ χ̃(e2)]

= [U \ ϕ̃(e1)] ∩ [U \ χ̃(e2)]

= ϕ̃c(e1) ∩ χ̃c(e2)

= [ϕ̃ec ∧ χ̃ec](e1, e2)

olduğundan

[(ϕ̃,K) ∨ (χ̃, L)]ec = (ϕ̃,K)ec ∧ (χ̃, L)ec elde edilir.
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2.

[ϕ̃ ∧ χ̃)]ec(e1, e2) = U \ [ϕ̃ ∧ χ̃](e1, e2)

= U \ [ϕ̃(e1) ∩ χ̃(e2)]

= [U \ ϕ̃(e1)] ∪ [U \ χ̃(e2)]

= ϕ̃ec(e1) ∪ χ̃ec(e2)

= [ϕ̃ec ∨ χ̃ec](e1, e2)

olduğundan

[(ϕ̃,K) ∧ (χ̃, L)]ec = (ϕ̃,K)ec ∨ (χ̃, L)ec elde edilir.

2.3. Kesișimsel Esnek Gruplar

Bu bölümde kesișimsel esnek grup, kesișimsel esnek alt grup, normal kesișimsel

esnek alt grup tanımı verilecektir. Daha sonra kesișimsel esnek gruplar üzerindeki

ișlemlere yer verilecektir. Burada U evrensel küme ve G grubu parametre kümesi

olarak alınacaktır.

Tanım 2.3.1. G bir grup ve (ϕ̃, G), U üzerinde bir esnek küme olsun. ∀g1, g2 ∈ G

için ϕ̃(g1.g2) ⊇ ϕ̃(g1)∩ϕ̃(g2) ise (ϕ̃, G) ye U üzerinde bir kesișimsel esnek yarıgruptur

denir (Çağman ve ark., 2011).

Tanım 2.3.2. (ϕ̃, G), U üzerinde bir esnek küme olsun. ∀g1, g2 ∈ G için

1. ϕ̃(g1 · g2) ⊇ ϕ̃(g1) ∩ ϕ̃(g2)

2. ϕ̃(g1) = ϕ̃(g−1
1 )

șartları sağlanıyorsa (ϕ̃, G) esnek kümesine U üzerinde kesișimsel esnek grup denir

(Çağman ve ark., 2011).
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Örnek 2.3.3. G = V4 = {e, a, b, c} grubunu alalım. Bu grubun ișlem tablosu

• e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

șeklindedir. Ayrıca U = {u1, u2, u3, u4, u5} ve

ϕ̃={(eG, U), (a, {u1, u2, u4, u5}), (b, {u1, u2, u4}), (c, {u1, u2, u3, u4})} olsun. (ϕ̃, G) esnek

kümesinin kesișimsel esnek grup olup olmadığını inceleyelim.

Öncelikle ∀g1, g2 ∈ G için ϕ̃(g1.g2) ⊇ ϕ̃(g1) ∩ ϕ̃(g2) șartına bakalım.

ϕ̃(eG.a) ⊇ ϕ̃(eG) ∩ ϕ̃(a)

ϕ̃(a) ⊇ U ∩ {u1, u2, u4, u5}
{u1, u2, u4, u5} ⊇ {u1, u2, u4, u5}

ϕ̃(a.a) ⊇ ϕ̃(a) ∩ ϕ̃(a)

ϕ̃(eG) ⊇ {u1, u2, u4, u5} ∩ {u1, u2, u4, u5}
U ⊇ {u1, u2, u4, u5}

ϕ̃(a.b) ⊇ ϕ̃(a) ∩ ϕ̃(b)

ϕ̃(c) ⊇ {u1, u2, u4, u5} ∩ {u1, u2, u4}
{u1, u2, u3, u4} ⊇ {u1, u2, u4}

ϕ̃(a.c) ⊇ ϕ̃(a) ∩ ϕ̃(c)

ϕ̃(b) ⊇ {u1, u2, u4, u5} ∩ {u1, u2, u3, u4}
{u1, u2, u4} ⊇ {u1, u2, u4}
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ϕ̃(b.c) ⊇ ϕ̃(b) ∩ ϕ̃(c)

ϕ̃(a) ⊇ {u1, u2, u4} ∩ {u1, u2, u3, u4}
{u1, u2, u4, u5} ⊇ {u1, u2, u4}

Diğer elemanlarda benzer șekilde incelenirse ∀g1, g2 ∈ G için ϕ̃(g1.g2) ⊇ ϕ̃(g1)∩ϕ̃(g2)

olduğu görülür. Ayrıca V4 grubunda her elemanın tersi kendisine eșit olduğundan

ϕ̃(g−1
1 ) = ϕ̃(g1) șartı da sağlanmıș olur. Böylece (ϕ̃, G) esnek kümesi U üzerinde bir

kesișimsel esnek gruptur.

Teorem 2.3.4. (ϕ̃, G), U üzerinde bir kesișimsel esnek grup olsun. Bu durumda

∀g ∈ G için ϕ̃(eG) ⊇ ϕ̃(g) dır (Çağman ve ark., 2011).

İspat. (ϕ̃, G) , U üzerinde kesișimsel esnek grup olduğundan ∀g ∈ G için

ϕ̃(eG) = ϕ̃(g · g−1)

⊇ ϕ̃(g) ∩ ϕ̃(g−1)

= ϕ̃(g) ∩ ϕ̃(g)

= ϕ̃(g)

elde edilir.

Teorem 2.3.5. (ϕ̃, G), U üzerinde esnek küme olsun. (ϕ̃, G), U üzerinde kesișimsel

esnek grup olması için gerek ve yeter șart ∀g1, g2 ∈ G için ϕ̃(g1 ·g−1
2 ) ⊇ ϕ̃(g1)∩ ϕ̃(g2)

olmasıdır (Çağman ve ark., 2011).

İspat. Kabul edelim ki (ϕ̃, G), U üzerinde kesișimsel esnek grup olsun.

∀g1, g2 ∈ G için

ϕ̃(g1 · g−1
2 ) ⊇ ϕ̃(g1) ∩ ϕ̃(g−1

2 ) ⊇ ϕ̃(g1) ∩ ϕ̃(g2) elde edilir.

Diğer taraftan kabul edelim ki ∀g1, g2 ∈ G için ϕ̃(g1 · g−1
2 ) ⊇ ϕ̃(g1) ∩ ϕ̃(g2) olsun.

Öncelikle g1 = eG alalım.

ϕ̃(g−1
2 ) ⊇ ϕ̃(g2) ve ϕ̃(g2) = ϕ̃((g−1

2 )−1) ⊇ ϕ̃(g−1
2 ) elde edilir.
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Dolayısıyla ϕ̃(g2) = ϕ̃(g−1
2 ) olur. Ayrıca

ϕ̃(g1 · g2) = ϕ̃(g1 · (g−1
2 )−1)

⊇ ϕ̃(g1) ∩ ϕ̃(g−1
2 )

= ϕ̃(g1) ∩ ϕ̃(g2)

Buradan (ϕ̃, G), U üzerinde bir kesișimsel esnek grup olur.

Teorem 2.3.6. (ϕ̃, G), U üzerinde kesișimsel esnek grup ve g1 ∈ G olsun. ∀g2 ∈ G

için ϕ̃(g1 · g2) ⊇ ϕ̃(g2) olması için gerek ve yeter șart ϕ̃(g1) = ϕ̃(eG) olmasıdır

(Çağman ve ark., 2011).

İspat. Kabul edelim ki ∀g1, g2 ∈ G için

ϕ̃(g1 · g2) ⊇ ϕ̃(g2) olsun. İlk olarak g2 = eG alalım.ϕ̃(g1) ⊇ ϕ̃(eG) olur. Teorem 2.3.5

den ϕ̃(g1) = ϕ̃(eG) dir.

Tersine ϕ̃(g1) = ϕ̃(eG) olsun. Bu durumda

ϕ̃(g1 · g2) ⊇ ϕ̃(g1) ∩ ϕ̃(g2)

= ϕ̃(eG) ∩ ϕ̃(g2)

= ϕ̃(g2)

olur.

Teorem 2.3.7. (ϕ̃, G) ve (χ̃, H), U üzerinde iki kesișimsel esnek grup olsun. Bu

durumda (ϕ̃, G)∧ (χ̃, H), U üzerinde bir kesișimsel esnek gruptur (Çağman ve ark.,

2011).
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İspat. ∀(g1, g2), (h1, h2) ∈ G×H için

ϕ̃ ∧ χ̃(g1, h1)(g2, h2)
−1 = ϕ̃ ∧ χ̃(g1g

−1
2 , h1h

−1
2 )

= ϕ̃(g1g
−1
2 ) ∩ χ̃(h1h

−1
2 )

⊇ (ϕ̃(g1) ∩ ϕ̃(g2)) ∩ (χ̃(h1) ∩ χ̃(h2))

= (ϕ̃(g1) ∩ χ̃(h1)) ∩ (ϕ̃(g2) ∩ χ̃(h2))

= ϕ̃ ∧ χ̃(g1, h1) ∩ ϕ̃ ∧ χ̃(g2, h2)

olur. Dolayısıyla (ϕ̃, G) ∧ (χ̃, H), U üzerinde bir kesișimsel esnek gruptur.

Tanım 2.3.8. (ϕ̃, G) ve (χ̃, H), U üzerinde iki kesișimsel esnek grup olsun. (ϕ̃, G)

ve (χ̃, H) kesișimsel esnek grupların çarpımı (ϕ̃, G)× (χ̃, H) = (ϕ̃× χ̃, G×H) olarak

tanımlanır ve ∀g1, g2 ∈ G için ϕ̃ × χ̃(g1.g2) = ϕ̃(g1) × χ̃(g2) șeklinde ifade edilir

(Çağman ve ark., 2011).

Teorem 2.3.9. (ϕ̃, G) ve (χ̃, H), U üzerinde iki kesișimsel esnek grup olsun. Bu

durumda (ϕ̃, G)× (χ̃, H), U × U üzerinde bir kesișimsel esnek gruptur (Çağman ve

ark., 2011).

İspat. ∀(g1, g2), (h1, h2) ∈ G×H için

ϕ̃× χ̃((g1, h1)(g2, h2)
−1) = ϕ̃× χ̃((g1g

−1
2 , h1h

−1
2 ))

= ϕ̃(g1g
−1
2 ) ∩ χ̃(h1h

−1
2 )

⊇ (ϕ̃(g1) ∩ ϕ̃(g2)) ∩ (χ̃(h1) ∩ χ̃(h2))

= (ϕ̃(g1) ∩ χ̃(h1)) ∩ (ϕ̃(g2) ∩ χ̃(h2))

= ϕ̃× χ̃(g1, h1) ∩ ϕ̃× χ̃(g2, h2)

olur. Böylece (ϕ̃, G)× (χ̃, H), U × U üzerinde kesișimsel esnek gruptur.

Teorem 2.3.10. (ϕ̃, G) ve (χ̃, H), U üzerinde iki kesișimsel esnek grup olsun. Bu

durumda (ϕ̃, G)∩̃(χ̃, H), U üzerinde bir kesișimsel esnek gruptur (Çağman ve ark.,

2011).
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İspat. ∀ ∈ g1, g2 ∈ G için

ϕ̃∩̃χ̃(g1g
−1
2 ) = ϕ̃(g1g

−1
2 ) ∩ χ̃(g1g

−1
2 )

⊇ (ϕ̃(g1) ∩ ϕ̃(g2)) ∩ (χ̃(g1) ∩ χ̃(g2))

= (ϕ̃(g1) ∩ χ̃(g1)) ∩ (ϕ̃(g2) ∩ χ̃(g2))

= (ϕ̃∩̃χ̃)(g1) ∩ (ϕ̃∩̃χ̃)(g2)

olur. Böylece (ϕ̃, G)∩̃(χ̃, H), U üzerinde kesișimsel esnek gruptur.

Not 2.3.11. (ϕ̃, G)∪̃(χ̃, H), U üzerinde kesișimsel esnek grup değildir.

Örnek 2.3.12. Kabul edelim ki U = Z evrensel küme ve G = H = Z4 parametreler

kümesinin alt kümesi olsun. (ϕ̃, G) ve (χ̃, H) kesișimsel esnek gruplarını șöyle

tanımlayalım.

ϕ̃(0) = Z, ϕ̃(1) = {0, 1, 2}, ϕ̃(2) = {0, 1, 10}, ϕ̃ = {0, 1},

χ̃(0) = Z, χ̃(1) = {6, 7}, χ̃(2) = {6, 7, 10, 12}, χ̃(3) = {6, 7}
Buradan

((ϕ̃, G)∩̃(χ̃, H))(1 + 2) + ((ϕ̃, G)∪̃(χ̃, H))(1) ∩ ((ϕ̃, G)∪̃(χ̃, H))(2)

((ϕ̃, G)∪̃(χ̃, H))(3) = ϕ̃(3) ∪ T̃ (3) = {0, 1, 2} ∪ {6, 7} = {0, 1, 6, 7}
((ϕ̃, G)∪̃(χ̃, H))(1) ∩ ((ϕ̃, G)∪̃(χ̃, H))(2) = {0, 1, 6, 7, 10}

elde edilir.

Böylece (ϕ̃, G)∪̃(χ̃, H), U üzerinde kesișimsel esnek grup değildir.

Tanım 2.3.13. H ≤ G, (ϕ̃, G) U üzerinde bir kesișimsel esnek grup ve (χ̃, H),

U üzerinde (ϕ̃, G) nin boștan farklı esnek alt kümesi olsun. (χ̃, H), U üzerinde

kesișimsel esnek grup ise (χ̃, H) ye (ϕ̃, G) nin U üzerindeki kesișimsel esnek altgrubu

denir. (χ̃, H)6̃(ϕ̃, G) ile gösterilir (Çağman ve ark., 2011).

Teorem 2.3.14. (ϕ̃, G), U üzerinde bir kesișimsel esnek grup ve (χ̃, H),(ϑ̃, N)≤̃(ϕ̃, G)

olsun. Bu durumda (χ̃, H)∩̃(ϑ̃, N) de (ϕ̃, G) nin U üzerinde kesișimsel esnek altgrubudur

(Çağman ve ark., 2011).
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İspat. ∀g1, g2 ∈ G için

χ̃∩̃ϑ̃(g1g
−1
2 ) = χ̃(g1g

−1
2 ) ∩ ϑ̃(g1g

−1
2 )

⊇ (χ̃(g1) ∩ χ̃(g2)) ∩ (ϑ̃(g1) ∩ ϑ̃(g2))

= (χ̃(g1) ∩ ϑ̃(g1)) ∩ (χ̃(g2) ∩ ϑ̃(g2))

= χ̃∩̃ϑ̃(g1) ∩ χ̃∩̃ϑ̃(g2)

Dolayısıyla (χ̃, H)∩̃(ϑ̃, N), (ϕ̃, G) nin U üzerinde kesișimsel esnek altgrubudur.

Tanım 2.3.15. (ϕ̃, G), U üzerinde bir esnek küme (kesișimsel esnek grup olmak

zorunda değil) olsun. N ≤ G ve (ϑ̃, N), (ϕ̃, G) nin U üzerinde boștan farklı esnek

alt kümesi olsun. ∀g1, g2 ∈ G için ϑ̃(g1g2) = ϑ̃(g2g1) oluyorsa (ϑ̃, N) ye (ϕ̃, G) nin

abelyen esnek alt kümesi denir (Çağman ve ark., 2011).

Tanım 2.3.16. (ϕ̃, G), U üzerinde bir kesișimsel esnek grup ve (ϑ̃, N), (ϕ̃, G) nin U

üzerinde boștan farklı kesișimsel esnek altgrubu olsun. (ϑ̃, N), (ϕ̃, G) nin U üzerinde

abelyan esnek alt kümesi ise (ϑ̃, N) ye (ϕ̃, G) nin normal kesișimsel esnek altgrubu

denir. (ϑ̃, N)¢̃(ϕ̃, G) ile gösterilir (Çağman ve ark., 2011).

2.4. Kesișimsel Esnek Grupların Uygulamaları

Bu bölümde esnek yan küme, seviye kümesi, esnek görüntü, esnek ters görüntü,

çekirdek kavramlarına yer verilecek ve bu notasyonların kesișimsel esnek grupla

uyumu incelenecektir. Ayrıca grup teorisinin kesișimsel esnek gruplarla uyumu için

uygulamalara yer verilecektir.

Tanım 2.4.1. (ϕ̃, G), U üzerinde bir esnek küme ve A, U nun bir altkümesi olsun.

(ϕ̃, G), esnek kümesinin seviye kümesi (ϕ̃, G)A ile gösterilir ve (ϕ̃, G)A = {g ∈ G :

ϕ̃(g) ⊇ A} șeklinde tanımlanır (Çağman ve ark., 2011).

Not 2.4.2. Eğer A = ∅ ise (ϕ̃, G)∅ = {g ∈ G : ϕ̃(g) ⊃ ∅}, (ϕ̃, G) nın dayanağı

olarak adlandırılır.
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Örnek 2.4.3. Kabul edelim ki U = Z evrensel küme olsun. G = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
parametreler kümesinin altkümesi ve A = {2, 4, 6, 8, 10}, U nun bir altkümesi olsun.

(ϕ̃, G) esnek kümesi șu șekilde tanımlansın.

ϕ̃(1) = {1, 2, 5, 6, 7}
ϕ̃(2) = {2, 3, 4, 5, 6, 8, 10}
ϕ̃(3) = {−6,−4,−2, 0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 10, 11}
ϕ̃(4) = {1, 2, 3, 5, 6, 7}
ϕ̃(5) = {1, 2, 4, 5, 6, 7, 8}
ϕ̃(6) = ∅
O halde (ϕ̃, G)A = {2, 3} ve (ϕ̃, G)∅ = {1, 2, 3, 4, 5} elde edilir.

Teorem 2.4.4. (ϕ̃, G), U üzerinde bir kesișimsel esnek grup ve A ⊆ U olsun. Bu

durumda A 6= ∅ olduğunda (ϕ̃, G)A, G nin bir altgrubu olur (Çağman ve ark., 2011).

İspat. (ϕ̃, G)A 6= ∅ olduğu açıktır. g1, g2 ∈ (ϕ̃, G)A olsun. Buradan ϕ̃(g1) ⊇ A,

ϕ̃(g2) ⊇ A ve

ϕ̃(g1g
−1
2 ) ⊇ ϕ̃(g1) ∩ ϕ̃(g−1

2 )

= ϕ̃(g1) ∩ ϕ̃(g2)

⊇ A

Böylece g1g
−1
2 ∈ (ϕ̃, G)A olduğundan (ϕ̃, G)A nın G nin bir alt grubu olur.

Tanım 2.4.5. (ϕ̃, G), U üzerinde bir esnek küme olsun. (ϕ̃, G) nin çekirdeği (ϕ̃, G∗)

ile gösterilir ve (ϕ̃, G∗) = {g ∈ G : ϕ̃(g) = ϕ̃(eG)} șeklinde tanımlanır (Çağman ve

ark., 2011).

Örnek 2.4.6. Kabul edelim ki U = S3 simetrik grubu evrensel küme ve G = Z6

parametreler kümesinin altkümesi olsun. (ϕ̃, G) esnek kümesi șu șekilde tanımlansın.

ϕ̃(0) = {(12), (123), (132)}
ϕ̃(1) = {(13)}
ϕ̃(2) = {(23)}
ϕ̃(3) = {(12), (123), (132)}

22



ϕ̃(4) = {(12), (123), (132)}
ϕ̃(5) = {(1), (23), (132)}
O halde (ϕ̃, G∗) = {0, 3, 4} olur.

Teorem 2.4.7. (ϕ̃, G), U üzerinde bir kesișimsel esnek grup olsun. Bu durumda

(ϕ̃, G∗), G nin bir altgrubu olur (Çağman ve ark., 2011).

İspat. (ϕ̃, G∗) 6= ∅ olduğu açıktır. g1, g2 ∈ (ϕ̃, G∗) olsun. Buradan

ϕ̃(g1) = ϕ̃(eG), ϕ̃(g2) = ϕ̃(eG) ve

ϕ̃(g1g
−1
2 ) ⊇ ϕ̃(g1) ∩ ϕ̃(g−1

2 )

= ϕ̃(eG) ∩ ϕ̃(eG)

= ϕ̃(eG)

ϕ̃(eG) ⊇ ϕ̃(g1g
−1
2 ) olduğu için ϕ̃(g1g

−1
2 ) = ϕ̃(eG), g1g

−1
2 ∈ (ϕ̃, G∗) olur ve buradan

(ϕ̃, G∗), G nin bir altgrubudur.

Tanım 2.4.8. (ϕ̃, G), U üzerinde bir kesișimsel esnek grup ve g1 ∈ G olsun. (ϕ̃, G)

nin sol esnek koseti g1ϕ̃ ile gösterilir ve ∀g2 ∈ G için g1ϕ̃(g2) = ϕ̃(g−1
1 g2) șeklinde

tanımlanır (Çağman ve ark., 2011).

Örnek 2.4.9. Kabul edelim ki U = S3 simetrik grubu evrensel küme ve G = Z4

parametreler kümesinin altkümesi olsun. (ϕ̃, G) esnek kümesi șu șekilde tanımlansın.

ϕ̃(0) = S3

ϕ̃(1) = {(12), (23)}
ϕ̃(2) = {(1), (12), (23), (123)}
ϕ̃(3) = {(12), (23)}
O halde (ϕ̃, G) nin esnek sol koseti

0ϕ̃ = {(0, S3), (1, {(12), (23)}), (2, {(1), (12), (23), (123)}), (3, {(12), (23)})}
1ϕ̃ = {(0, {(12), (23)}), (1, S3), (2, {(12), (23)}), (3, {(1), (12), (23), (123)}}
2ϕ̃ = {(0, {(1), (12), (23), (123)}), (1, {(12), (23)}, (2, S3), (3, {(12), (23)})}
3ϕ̃ = {(0, {(12), (23)}), (1, {(1), (12), (23), (123)}), (2, {(12), (23)}), (3, S3)}
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Teorem 2.4.10. (ϕ̃, G), U üzerinde bir kesișimsel esnek grup olsun. O halde

∀g1, g2 ∈ G için g1ϕ̃ = g2ϕ̃ ⇔ g1(ϕ̃, G∗) = g2(ϕ̃, G∗) dir (Çağman ve ark., 2011).

İspat. Kabul edelim ki g1ϕ̃ = g2ϕ̃ olsun. Buradan ∀g3 ∈ G için

g1ϕ̃(g3) = g2ϕ̃(g3) ⇒ ϕ̃(g−1
1 g3) = ϕ̃(g−1

2 g3) dir.

g3 = g2 seçilirse

ϕ̃(g−1
1 g2) = ϕ̃(g−1

2 g2)

= ϕ̃(eG)

elde edilir. Böylece g−1
1 g2 ∈ (ϕ̃, G∗) için g1(ϕ̃, G∗) = g2(ϕ̃, G∗) olur.

Tersine kabul edelimki ve g1(ϕ̃, G∗) = g2(ϕ̃, G∗) olsun. Bu durumda g−1
1 x ∈ (ϕ̃, G∗)

ve g−1
2 x ∈ (ϕ̃, G∗) olur. Buradan ∀g3 ∈ G için

ϕ̃(g−1
1 g3) = ϕ̃(g−1

1 bg2g
−1
2 g3))

⊇ ϕ̃(g−1
1 g2) ∩ ϕ̃(g−1

2 g3)

= ϕ̃(eG)

= ϕ̃(g−1
2 g3)

= ϕ̃(g−1
2 g3)

Benzer șekilde ∀g3 ∈ G için ϕ̃(g−1
2 g3) ⊇ ϕ̃(g−1

1 g3) dir. Bu yüzden ∀g3 ∈ G için

ϕ̃(g−1
2 g3) = ϕ̃(g−1

1 g3) olur ki buda g1ϕ̃ = g2ϕ̃ anlamına gelir.

∗ : G bir grup, (ϕ̃, G), U üzerinde esnek küme ve (ϑ̃, N), (ϕ̃, G) nin boștan farklı

esnek alt kümesi olsun. Așağıdaki eșitlikler birbirine denktir. ∀g1, g2 ∈ G için

1. ϑ̃(g1g2) = ϑ̃(g2g1)

2. ϑ̃(g1g2g
−1
1 ) = ϑ̃(g2)

3. ϑ̃(g1g2g
−1
1 ) ⊇ ϑ̃(g2)

4. ϑ̃(g1g2g
−1
1 ) ⊆ ϑ̃(g2)
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Teorem 2.4.11. (ϕ̃, G), U üzerinde bir kesișimsel esnek grup ve (ϑ̃, N), U üzerinde

(ϕ̃, G) nin normal kesișimsel esnek altgrubu olsun. ∀n1, n2 ∈ N için n1ϕ̃ = n2ϕ̃ ise

ϑ̃(n1) = ϑ̃(n2) dir (Çağman ve ark., 2011).

İspat. n1ϕ̃ = n2ϕ̃ olsun. Teoremden 2.4.10 dan n−1
1 n2 ∈ (ϕ̃, G∗) ve n−1

2 n1 ∈ (ϕ̃, G∗)

dır.

(ϑ̃, N), U üzerinde (ϕ̃, G) nin normal kesișimsel esnek altgrubu olduğundan ∗ dan

dolayı

ϑ̃(n1) = ϑ̃(n−1
2 n1n2)

⊇ ϑ̃(n−1
2 n1) ∩ ϑ̃(n2)

= ϑ̃(eG) ∩ ϑ̃(n2)

= ϑ̃(n2)

Benzer șekilde ϑ̃(n2) ⊇ ϑ̃(n1) dır. Bu yüzden ϑ̃(n1) = ϑ̃(n2) olur.

Tanım 2.4.12. f : G → H bir foksiyon ve (ϕ̃, G), (χ̃, H), U üzerinde iki esnek küme

olsun. (ϕ̃, G) nin f altındaki esnek görüntüsü f(ϕ̃, G) ve (χ̃, H) nın f altındaki esnek

ters görüntüsü f−1(χ̃, H) esnek kümeleridir öyleki sırasıyla ∀h ∈ H,

f(ϕ̃, G)(h)=




∪{ϕ̃(g) : g ∈ G, f(g) = h}, f−1(h) 6= ∅
∅, diğer durumlarda.

ve ∀g ∈ G için f−1(χ̃(g)) = χ̃(f(g)) șeklinde tanımlanır. f(ϕ̃, G) nin görüntü kümesi

Im(ϕ̃, G) ile gösterilir (Çağman ve ark., 2011).

Örnek 2.4.13. Kabul edelimki U = {u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7} bir evrensel küme,

G = {1, 2, 3, 4, 5} ve H = {a, b, c, 3, 4, 5} parametreler kümesinin altkümesi olsun.

(ϕ̃, G) ve (χ̃, H) esnek kümeleri sırasıyla șu șekilde tanımlansın.

ϕ̃ = {(1, ∅)(2, {u3, u4, u7}), (3, {u1}), (4, {u1, u2, u3}), (5, {u6})
χ̃ = {(a, {u5})(b, ∅), (c, ∅), (3, {u1, u2, u4, u6}), (4, {u7}), (5, ∅)}
f : G → H bir foksiyon olmak üzere
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f(1) = b, f(2) = 3, f(3) = a, f(4) = 4, f(5) = a olsun.

Bu durumda f((ϕ̃, G)) = {(a, {u1, u6}), (b, ∅), (c, ∅), (3, {u3, u4, u7}), (4, {u7}), (5, ∅)}
f−1(χ̃, H) = {(1, ∅), (2, {u1, u2, u4, u6}), (c, ∅), (3, {u5}), (4, {u7}), (5, {u5})} elde edilir.

Teorem 2.4.14. f : G → H bir foksiyon ve G1, G2 ⊆ G ve (ϕ̃, G1), (ϕ̃, G2), U

üzerinde iki esnek küme olsun. Buradan (ϕ̃, G1)⊆̃(ϕ̃, G2) ⇒ f(ϕ̃, G1)⊆̃f(ϕ̃, G2) dir

(Çağman ve ark., 2011).

İspat. ∀h ∈ H için

f(ϕ̃, G1)(h) =
⋃
{(ϕ̃, G1)(g) : g ∈ G1, f(g) = h}

⊆
⋃
{(ϕ̃, G2)(g) : g ∈ G2, f(g) = h}

= f(ϕ̃, G2)(h)

2.5. Kesișimsel Esnek Halkalar ve Kesișimsel Esnek İdealler

Bu bölümde kesișimsel esnek halkaların tanımı, kesișimsel esnek halkalar ile ilgili

temel teoremler ve kesișimsel esnek ideal tanımı verilerek kesișimsel esnek ideallerle

ilgili teoremler incelenecektir. Burada U evrensel küme ve (R, +, ·) halkası parametre

kümesi olarak alınacaktır.

Tanım 2.5.1. R, ” + ”, ”.” ikili ișlemi ile bir halka ve (ϕ̃, R), U bir esnek küme

olsun. R de ” + ” ișlemi ile (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek grup ve

R de ”.” ișlemi ile (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek yarı grup ise (ϕ̃, R), U

üzerinde kesișimsel esnek halkadır (Çıtak ve Çağman, 2015).

Teorem 2.5.2. (ϕ̃, R), U üzerinde bir esnek küme olsun. (ϕ̃, R), U üzerinde bir

kesișimsel esnek halka olması için gerek ve yeter șart ∀r1, r2 ∈ R için

1. ϕ̃(r1 − r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2)

2. ϕ̃(r1 · r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2)

olmasıdır (Çıtak ve Çağman, 2015).
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İspat. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek halka olsun.

ϕ̃(r1 + r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2) ve ϕ̃(−r1) = ϕ̃(r1) olduğundan

ϕ̃(r1 − r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(−r2)

= ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2)

elde ederiz. Böylece (ϕ̃, R), U üzerinde kesișimsel esnek yarı grup olduğundan

ϕ̃(r1r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2) dir.

Diğer taraftan kabul edelim ki ∀r1, r2 ∈ R için ϕ̃(r1 − r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2) ve

ϕ̃(r1r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2) olsun. x = OR seçelim.

ϕ̃(OR − r2) = ϕ̃(−r2) ⊇ ϕ̃(r2) ve ∀r2 ∈ R için

ϕ̃(r2) = ϕ̃(−(−r2)) ⊇ ϕ̃(r2) elde edilir.

Böylece ∀r1 ∈ R için ϕ̃(−r1) = ϕ̃(r1) olur.

Ayrıca

ϕ̃(r1 + r2) = ϕ̃(r1 − (−r2))

⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(−r2)

= ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2)

elde edilir.

Böylece (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek halka olur.

Tanım 2.5.3. R bir halka ve (ϕ̃, R), U üzerinde kesișimsel esnek halka olsun.

Eğer ∀r1, r2 ∈ R için ϕ̃(r1 · r2) ⊇ ϕ̃(r2) ise (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek

sol ideal denir.

Eğer ∀r1, r2 ∈ R için ϕ̃(r1 · r2) ⊇ ϕ̃(r1) ise (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek

sağ ideal denir.
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Eğer (ϕ̃, R), U üzerinde kesișimsel esnek sol ve sağ ideal ise (ϕ̃, R), U üzerinde

kesișimsel esnek ideal olarak adlandırılır (Çıtak ve Çağman, 2015).

Teorem 2.5.4. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek halka olsun. (ϕ̃, R), U

üzerinde kesișimsel esnek ideal olması için gerek yeter șart ∀r1, r2 ∈ R için

1. ϕ̃(r1 − r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2)

2. ϕ̃(r1 · r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∪ ϕ̃(r2)

olmasıdır (Çıtak ve Çağman, 2015).

İspat. (ϕ̃, R), U üzerinde kesișimsel esnek ideal olsun. (ϕ̃, R), U üzerinde kesișimsel

esnek halka olduğundan ϕ̃(r1 − r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r1) olduğunu biliyoruz. Ayrıca

ϕ̃(r1 · r2) ⊇ ϕ̃(r1) ve ϕ̃(r1 · r2) ⊇ ϕ̃(r2) olduğundan ϕ̃(r1 · r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∪ ϕ̃(r2) elde

edilir.

Diğer taraftan ∀r1, r2 ∈ R için

ϕ̃(r1 − r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2) ve ϕ̃(r1 · r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∪ ϕ̃(r2) olduğunu kabul edelim.

ϕ̃(r1 · r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∪ ϕ̃(r2) ⊇ ϕ̃(r1)

ϕ̃(r1 · r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∪ ϕ̃(r2) ⊇ ϕ̃(r2)

olur. Böylece (ϕ̃, R), U üzerinde kesișimsel esnek idealdir.

Teorem 2.5.5. (ϕ̃, R), U üzerinde kesișimsel esnek halka (kesișimsel esnek ideal)

olsun. ∀r ∈ R için ϕ̃(0R) ⊇ ϕ̃(r) dir (Çıtak ve Çağman, 2015).

İspat. ∀r ∈ R için (ϕ̃, R), U üzerinde kesișimsel esnek halka (kesișimsel esnek ideal)

olsun. Buradan

ϕ̃(0R) = ϕ̃(r − r) ⊇ ϕ̃(r) ∩ ϕ̃(r) = ϕ̃(r)

elde edilir.

Teorem 2.5.6. R, birimli bir halka olmak üzere (ϕ̃, R), U üzerinde kesișimsel esnek

halka (kesișimsel esnek ideal) olsun. ∀r ∈ R için ϕ̃(r) ⊇ ϕ̃(1R) dir (Çıtak ve Çağman,

2015).

İspat. Kabul edelim ki ∀r ∈ R için, (ϕ̃, R), U üzerinde kesișimsel esnek halka

(kesișimsel esnek ideal) olsun. Buradan ϕ̃(r) = ϕ̃(r · 1R) ⊇ ϕ̃(1R) elde edlir.
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Teorem 2.5.7. R bölüm halkası ve (ϕ̃, R), U üzerinde kesișimsel esnek halka olsun.

(ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek ideali olması için gerek ve yeter șart ∀OR 6=
r ∈ R için ϕ̃(r) = ϕ̃(1R) ⊆ ϕ̃(OR) dır (Çıtak ve Çağman, 2015).

İspat. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek ideal olsun.∀r ∈ R için

ϕ̃(OR) ⊇ ϕ̃(r) olduğundan

ϕ̃(OR) ⊇ ϕ̃(1R) olur.

Șimdi OR 6= r ∈ R için

ϕ̃(r) = ϕ̃(r1R) ⊇ ϕ̃(1R) ve ϕ̃(1R) = ϕ̃(r−1r) ⊇ ϕ̃(r) olduğundan

ϕ̃(r) = ϕ̃(1R) ⊆ ϕ̃(OR) olur.

Tersine

1. r1, r2 ∈ R olsun. Eğer r1 − r2 6= OR ise bu durumda

ϕ̃(r1 − r2) = ϕ̃(1R)

= ϕ̃(r1)

⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2)

ve eğer r1 − r2 = OR ise bu durumda

ϕ̃(r1 − r2) = ϕ̃(OR)

⊇ ϕ̃(r1)

⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2)

olur.

2. r1, r2 ∈ R olsun. Eğer r1 6= OR ve r2 = OR ise bu durumda ϕ̃(r1r2) =

ϕ̃(OR) ⊇ ϕ̃(1R) = ϕ̃(r1) ve ϕ̃(r1r2) = ϕ̃(OR) ⊇ ϕ̃(r2) olur. Böylece ϕ̃(r1r2) ⊇
ϕ̃(r1) ∪ ϕ̃(r2) dır.

Eğer r1 6= OR ve r2 6= OR ise bu durumda r1r2 6= OR yada r1r2 = OR olur.

Eğer r1r2 6= OR ise bu durumda ϕ̃(r1r2) = ϕ̃(1R) = ϕ̃(r1) ve ϕ̃(r1r2) =

ϕ̃(1R) = ϕ̃(r2) dır.
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Eğer r1r2 = OR ise bu durumda

ϕ̃(r1r2) = ϕ̃(OR) ⊇ ϕ̃(r1) ve ϕ̃(r1r2) = ϕ̃(OR) ⊇ ϕ̃(r2) olur. Böylece ϕ̃(r1r2) ⊇
ϕ̃(r1)∪ϕ̃(r2) , (ϕ̃, R) nin U üzerinde bir kesișimsel esnek ideal olmasını gerektirir.

Teorem 2.5.8. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek halka( kesișimsel esnek ideal)

olsun. Herhangi r1, r2 ∈ R için ϕ̃(r1 − r2) = ϕ̃(OR) ise bu durumda ϕ̃(r1) = ϕ̃(r2)

dir (Çıtak ve Çağman, 2015).

İspat. Herhangi r1, r2 ∈ R için ϕ̃(r1 − r2) = ϕ̃(OR) olduğunu kabul edelim. Bu

durumda

ϕ̃(r1) = ϕ̃(r1 − r2 + r2)

⊇ ϕ̃(r1 − r2) ∩ ϕ̃(r2)

= ϕ̃(OR) ∩ ϕ̃(r2)

= ϕ̃(r2)

Benzer șekilde

ϕ̃(r1 − r2) = ϕ̃(−(r1 − r2))

= ϕ̃(r2 − r1)

= ϕ̃(OR)

kullanılarak ϕ̃(r2) ⊇ ϕ̃(r1) elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Önerme 2.5.9. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek halka(kesișimsel esnek ideal)

olsun öyleki ∀r1, r2 ∈ R için (ϕ̃, R) nin görüntüsü kapsama tarafından derecelendirilir.

Eğer ∀r1, r2 ∈ R için ϕ̃(r2) ⊃ ϕ̃(r1) ise bu durumda ϕ̃(r1 − r2) = ϕ̃(r1) = ϕ̃(r2 − r1)

dir (Çıtak ve Çağman, 2015).

İspat. Kabul edelim ki r1, r2 ∈ R için ϕ̃(r2) ⊃ ϕ̃(r1) olsun. Bu durumda

ϕ̃(r1 − r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2)

= ϕ̃(r1)
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ve

ϕ̃(r1) = ϕ̃(r1 − r2 + r2)

⊇ ϕ̃(r1 − r2) ∩ ϕ̃(r2)

r1, r2 ∈ R için ϕ̃(r2) ⊃ ϕ̃(r1) ve ϕ̃(r1 − r2) = ϕ̃(r1) = ϕ̃(r2 − r1) olduğundan

ϕ̃(r1 − r2) ⊆ ϕ̃(r1) dir . Böylece ϕ̃(r1 − r2) = ϕ̃(r1) = ϕ̃(r2 − r1) olur.

Teorem 2.5.10. (ϕ̃, R), U üzerinde Im(ϕ̃, R) = {∅, A} ile bir kesișimsel esnek

halka (kesișimsel esnek ideal) ∅ 6= A ⊆ U olsun. Eğer (χ̃, R) ve (ψ̃, R), U üzerinde

kesișimsel esnek idealler iken (ϕ̃, R) = (χ̃, R)∪̃(ψ̃, R) ise bu durumda (χ̃, R)⊆̃(ψ̃, R)

ya da (ψ̃, R)⊆̃(χ̃, R) dir (Çıtak ve Çağman, 2015).

İspat. İspatı çelișki yöntemi ile elde edelim. Kabul edelim ki r1, r2 ∈ R için

χ̃(r1) ⊃ ψ̃(r1) ve ψ̃(r2) ⊃ χ̃(r2) olsun.ϕ̃ = χ̃∪̃ψ̃ olur. Buradan

ϕ̃(r1) = χ̃(r1) ⊃ ψ̃(r1) ⊇ ∅ ve ϕ̃(r2) = ψ̃(r2) ⊃ χ̃(r2) ⊇ ∅ dir.

Im(ϕ̃, R) = {∅, A} olduğundan ϕ̃(r1) = A = ϕ̃(r2) = χ̃(r1) = ψ̃(r2) = ϕ̃(r1 − r2)

elde edilir.

Önerme 2.5.9 ve bu durumlardan χ̃(r2) ⊃ A = χ̃(r1) ve ψ̃(r1) ⊃ A = ψ̃(r2) dir.

Böylece χ̃(r1 − r2) = χ̃(r2) ve ψ̃(r1 − r2) = ψ̃(r1) dir. Bundan dolayı ϕ̃(r1 − r2) =

χ̃(r2) ∪ ψ̃(r1) ⊂ A elde edilir.

Teorem 2.5.11. (ϕ̃, R) ve (ψ̃, H), U üzerinde iki kesișimsel esnek halka olsun. Bu

durumda (ϕ̃, R) ∧ (ψ̃, H) da U üzerinde bir kesișimsel esnek halkadır (Çıtak ve

Çağman, 2015).

İspat. ∀(r1, r2), (h1, h2) ∈ R×H için
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ϕ̃ ∧ ψ̃((r1, h1)− (r2, h2)) = ϕ̃ ∧ ψ̃(r1 − r2, h1 − h2)

= ϕ̃(r1 − r2) ∩ ψ̃(h1 − h2)

⊇ (ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2)) ∩ (ψ̃(h1) ∩ ψ̃(h2))

= (ϕ̃(r1) ∩ ψ̃(h1)) ∩ (ϕ̃(r2) ∩ ψ̃(h2))

= ϕ̃ ∧ ψ̃(r1, h1) ∩ ϕ̃ ∧ ψ̃(r2, h2)

ve

ϕ̃ ∧ ψ̃((r1, r2)(h1, h2)) = ϕ̃ ∧ ψ̃(r1r2, h1h2)

= ϕ̃(r1r2) ∩ ψ̃(h1h2)

⊇ (ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2)) ∩ (ψ̃(h1) ∩ ψ̃(h2))

= (ϕ̃(r1) ∩ ψ̃(h1)) ∩ (ϕ̃(r2) ∩ ψ̃(h2))

= ϕ̃ ∧ ψ̃(r1, h1) ∩ ϕ̃ ∧ ψ̃(r2, h2)

Böylece (ϕ̃, R) ∧ (ψ̃, H) da U üzerinde bir kesișimsel esnek halkadır.

Teorem 2.5.12. (ϕ̃, R) ve (ψ̃, H), U üzerinde iki kesișimsel esnek ideal olsun.

Bu durumda (ϕ̃, R) ∧ (ψ̃, H) de U üzerinde bir kesișimsel esnek idealdir (Çıtak

ve Çağman, 2015).

İspat. ∀(r1, r2), (h2, h2) ∈ R×H için

ϕ̃ ∧ ψ̃((r1, h1)(r2, h2)) = ϕ̃ ∧ ψ̃(r1r2, h1h2)

= ϕ̃(r1r2) ∩ ψ̃(h1h2)

⊇ ϕ̃(r1) ∩ ψ̃(h1)

= ϕ̃ ∧ ψ̃(r1, h1)

ve
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ϕ̃ ∧ ψ̃((r1, r2)(h2, h2)) = ϕ̃ ∧ ψ̃(r1r2, h1h2)

= ϕ̃(r1r2) ∩ ψ̃(h1h2)

⊇ ϕ̃(r2) ∩ ϕ̃(r2)

= ϕ̃ ∧ ψ̃(r2, h2)

Bundan dolayı (ϕ̃, R) ∧ (ψ̃, H) da U üzerinde bir kesișimsel esnek ideal olur.

Teorem 2.5.13. (ϕ̃, R) ve (χ̃, R), U üzerinde iki kesișimsel esnek halka olsun.

Bu durumda (ϕ̃, R)∩̃(χ̃, R) de U üzerinde bir kesișimsel esnek halkadır (Çıtak ve

Çağman, 2015).

İspat. ∀r1, r2 ∈ R için

(ϕ̃∩̃χ̃)(r1 − r2) = ϕ̃(r1 − r2) ∩ χ̃(r1 − r2)

⊇ (ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2)) ∩ (χ̃(r1) ∩ χ̃(r2))

= (ϕ̃(r1) ∩ χ̃(r1)) ∩ (ϕ̃(r2) ∩ χ̃(r2))

= (ϕ̃∩̃χ̃)(r1) ∩ (ϕ̃∩̃χ̃)(r2)

ve

(ϕ̃∩̃χ̃)(r1.r2) = ϕ̃(r1.r2) ∩ χ̃(r1.r2)

⊇ (ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2)) ∩ (χ̃(r1) ∩ χ̃(r2))

= (ϕ̃(r1) ∩ χ̃(r1)) ∩ (ϕ̃(r2) ∩ χ̃(r2))

= (ϕ̃∩̃χ̃)(r1) ∩ (ϕ̃∩̃χ̃)(r2)

Bundan dolayı (ϕ̃, R)∩̃(χ̃, R) de U üzerinde bir kesișimsel esnek halkadır.

Teorem 2.5.14. (ϕ̃, R) ve (χ̃, R), U üzerinde iki kesișimsel esnek ideal olsun.

Bu durumda (ϕ̃, R)∩̃(χ̃, R) de U üzerinde bir kesișimsel esnek idealdir (Çıtak ve

Çağman, 2015).
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İspat. Teorem 2.5.13 den (ϕ̃, R) ve (χ̃, R), U üzerinde iki kesișimsel esnek halka ise

(ϕ̃, R)∩̃(χ̃, R) da U üzerinde bir kesișimsel esnek halka olduğunu biliyoruz. ∀r1, r2 ∈
R için

(ϕ̃∩̃χ̃)(r1r2) = ϕ̃(r1r2) ∩ χ̃(r1r2)

⊇ ϕ̃(r1) ∩ χ̃(r1)

= (ϕ̃∩̃χ̃)(r1)

ve

(ϕ̃∩̃χ̃)(r1r2) = ϕ̃(r1r2) ∩ χ̃(r1r2)

⊇ (ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2)) ∩ (χ̃(r1) ∩ χ̃(r2))

= ϕ̃(r2) ∩ χ̃(r2)

= ϕ̃∩̃χ̃(r2)

Böylece (ϕ̃, R)∩̃(χ̃, R) de U üzerinde bir kesișimsel esnek idealdir.

Tanım 2.5.15. R bir halka ve H, R nin bir alt halkası olsun. (ϕ̃, R), U üzerinde bir

kesișimsel esnek halka ve (χ̃, R), (ϕ̃, R) nin U üzerinde bir esnek alt kümesi olsun.

Eğer (χ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek halka ise (χ̃, R),(ϕ̃, R) nin U üzerinde

bir kesișimsel esnek alt halkasıdır denir (Çıtak ve Çağman, 2015).

Örnek 2.5.16. U = S3 evrensel küme, R = Z4 ve H = {1, 2, 3} parametreler

kümesi olsun. (ϕ̃, R) nin U = S3 üzerindeki bir kesișimsel esnek halkası

ϕ̃(0) = S3

ϕ̃(1) = {(1), (12), (123), (132)}
ϕ̃(2) = {(12), (13), (123)}
ϕ̃(3) = {(12), (23), (123)}
χ̃ nin U = S3 üzerindeki bir esnek kümesi

χ̃(1) = {(1), (12), (13), (132)}
χ̃(2) = {(12), (13)}
χ̃(3) = {(12), (13)} ile tanımlansın. Buradan (χ̃, R), U üzerinde (ϕ̃, R) nin bir

kesișimsel esnek alt halkasıdır.
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Teorem 2.5.17. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek halka ve (ψ̃, R) ve (χ̃, R), U

üzerinde (ϕ̃, R) nin iki kesișimsel esnek alt halkası olsun. Bu durumda (ψ̃, R)∩̃(χ̃, R)

U üzerinde (ϕ̃, R) nin bir kesișimsel esnek alt halkasıdır (Çıtak ve Çağman, 2015).

İspat. r1, r2 ∈ R olsun. Bu durumda

(ψ̃∩̃χ̃)(r1 − r2) = ψ̃(r1 − r2) ∩ χ̃(r1 − r2)

⊇ (ψ̃(r1) ∩ ψ̃(r2)) ∩ (χ̃(r1) ∩ χ̃(r2))

= (ψ̃(r1) ∩ χ̃(r1)) ∩ (ψ̃(r2) ∩ χ̃(r2))

= (ψ̃∩̃χ̃)(r1) ∩ (ψ̃∩̃χ̃)(r2)

ve

(ψ̃∩̃χ̃)(r1r2) = ψ̃(r1r2) ∩ χ̃(r1r2)

⊇ (ψ̃(r1) ∩ ψ̃(r2)) ∩ (χ̃(r1) ∩ χ̃(r2))

= (ψ̃(r1) ∩ χ̃(r1)) ∩ (ψ̃(r2) ∩ χ̃(r2))

= (ψ̃∩̃χ̃)(r1) ∩ (ψ̃∩̃χ̃)(r2)

Böylece (ψ̃, R)∩̃(χ̃, R) de U üzerinde (ϕ̃, R) nin bir kesișimsel esnek alt halkası olur.

Tanım 2.5.18. R bir halka ve (ϕ̃, R) ve (χ̃, R), U iki kesișimsel esnek halka olsun.

(ϕ̃, R)∓(χ̃, R),−(ϕ̃, R), (ϕ̃, R).(χ̃, R) ifadelerini sırasıyla așağıdaki gibi tanımlansın.

∀r1 ∈ R için

ϕ̃(r1)∓ χ̃(r1) =
⋃{ϕ̃(r2) ∩ χ̃(r3) : r2, r3 ∈ R, r2 ∓ r3 = r1}

−ϕ̃(r1) = ϕ̃(r1)

(ϕ̃χ̃)(r1) =
⋃{ϕ̃(r2) ∩ χ̃(r3) : r2, r3 ∈ R, r2r3 = r1}

(ϕ̃, R) ve (χ̃, R) için toplam, fark ve çarpım sırasıyla ϕ̃ + χ̃, ϕ̃− χ̃, ϕ̃χ̃ ile ve (ϕ̃, R)

nin negatifi −(ϕ̃, R) ile ifade edilir (Çıtak ve Çağman, 2015).
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Teorem 2.5.19. R bir halka ve (ϕ̃, R), (χ̃, R), (ψ̃, R), U üzerinde kesișimsel esnek

halkalar olsun. Bu durumda ϕ̃(χ̃ + ψ̃) ⊆ (ϕ̃χ̃) + (ϕ̃ψ̃) dir.

İspat. h2h3 = h1 olacak șekilde h1, h2, h3 ∈ R alalım.

ϕ̃(χ̃ + ψ̃)(h1) = ∪{ϕ̃(h2) ∩ (χ̃ + ψ̃)(h3) : h2, h3 ∈ R, h2, h3 = h1}
ve

ϕ̃(h2) ∩ (χ̃ + ψ̃)(h3) = ϕ̃(h2) ∩ {χ̃(r2) ∩ ψ̃(r3) : r2, r3 ∈ R, r2 + r3 = h3}
=

⋃
{(ϕ̃(h2) ∩ χ̃(r2)) ∩ (ϕ̃(h2) ∩ ψ̃(r3)) : r2, r3 ∈ R, r2 + r3 = h3}

=
⋃
{(ϕ̃(h2) ∩ χ̃(r2)) ∩ (ϕ̃(h2) ∩ ψ̃(r3)) : r2, r3 ∈ R, h2r2 + h2r3 = h2h3}

⊆
⋃
{(ϕ̃χ̃(h2r2)) ∩ (ϕ̃ψ̃(h2r3)∩ : r2, r3 ∈ R, h2r2 + h2r3 = h2h3}

= (ϕ̃χ̃ + ϕ̃ψ̃)(h1)

Böylece ∀r ∈ R için ϕ̃(χ̃+ ψ̃)(r) ⊆ (ϕ̃χ̃+ ϕ̃ψ̃)(r) elde edilir. Dolayısıyla ϕ̃(χ̃+ ψ̃) ⊆
(ϕ̃χ̃) + (ϕ̃ψ̃) olur.

Teorem 2.5.20. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek sağ ideal ve (χ̃, R) de bir

kesișimsel esnek sol ideal olsun. Bu durumda ϕ̃χ̃⊆̃ϕ̃∩̃χ̃ dir (Çıtak ve Çağman, 2015).

İspat. (ϕ̃χ̃)(r1) = ∅ ise ϕ̃χ̃⊆̃ϕ̃∩̃χ̃ olduğu açıktır. (ϕ̃χ̃)(r1) 6= ∅ ve (ϕ̃χ̃)(r1) =
⋃{ϕ̃(r2) ∩ χ̃(r3) : r2, r3 ∈ R, r1 = r2r3} olsun.

U üzerinde (ϕ̃, R) kesișimsel esnek sağ ideal ve (χ̃, R) kesișimsel esnek sol ideal

olduğundan

ϕ̃(r1) = ϕ̃(r2r3)

⊇ ϕ̃(r2)

ve

χ̃(r1) = χ̃(r2r3)

⊇ χ̃(r3)
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olur. Dolayısıyla

(ϕ̃χ̃)(r1) =
⋃
{ϕ̃(r2) ∩ χ̃(r3) | r2, r3 ∈ R, r1 = r2r3}

⊆ ϕ̃(r1) ∩ χ̃(r1)

= (ϕ̃∩̃χ̃)(r1)

olur. Böylece ϕ̃χ̃⊆̃ϕ̃∩̃χ̃ elde edilir.

Tanım 2.5.21. (ϕ̃, R), U üzerinde kesișimsel esnek halka olsun. (ϕ̃, R) kümesinin

çekirdeği (ϕ̃, R∗) = {r ∈ R : ϕ̃(r) = ϕ̃(OR)} olarak tanımlanır (Çıtak ve Çağman,

2015).

Teorem 2.5.22. (ϕ̃, R), U üzerinde kesișimsel esnek halka olsun. Bu durumda

(ϕ̃, R∗) , R nin alt halkasıdır (Çıtak ve Çağman, 2015).

İspat. OR ∈ (ϕ̃, R∗) ⊆ R olduğu açıktır. r1, r2 ∈ (ϕ̃, R∗) olsun. Bu durumda

ϕ̃(r1) = ϕ̃(r2) = ϕ̃(OR) olur. r1 − r2, r1r2 ∈ (ϕ̃, R∗) yi sırasıyla

ϕ̃(r1 − r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2)

= ϕ̃(OR) ∩ ϕ̃(OR)

= ϕ̃(OR)

ve

ϕ̃(r1r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2)

= ϕ̃(OR) ∩ ϕ̃(OR)

= ϕ̃(OR)

olur. Bundan dolayı (ϕ̃, R∗), R nin alt halkasıdır.

Teorem 2.5.23. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek halka ve A ⊆ ϕ̃(OR) olsun.

Buradan (ϕ̃, R)A, R nin bir alt halkasıdır (Çıtak ve Çağman, 2015).
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İspat. OR ∈ (ϕ̃, R)A ⊆ R olduğu açıktır.r1, r2 ∈ (ϕ̃, R)A için ϕ̃(r1) ⊇ A ve

ϕ̃(r2) ⊇ A. Buradan

ϕ̃(r1 − r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2) ⊇ A

ve

ϕ̃(r1r2) ⊇ ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2) ⊇ A

Böylece r1 − r2, r1r2 ∈ (ϕ̃, R)A dır. Dolayısıyla (ϕ̃, R)A,R nin bir alt halkasıdır.

Teorem 2.5.24. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek halka ve f : R −→ H

bir örten homomorfizma olsun. Buradan f(ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek

halkadır (Çıtak ve Çağman, 2015).

İspat. f : R −→ H bir örten homomorfizma olduğundan öyle r1, r2 ∈ R vardır ki

∀h1, h2 ∈ H için h1 = f(r1) ve h2 = f(r2) dir. Buradan

(f(ϕ̃, R))(h1 − h2) =
⋃
{ϕ̃(r3) : r3 ∈ R, f(r3) = h1 − h2}

=
⋃
{ϕ̃(r1 − r2) : r1, r2 ∈ R, f(r1) = h1, f(r2) = h2}

⊇
⋃
{ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2) : r1, r2 ∈ R, f(r1) = h1, f(r2) = h2}

= (
⋃
{ϕ̃(r1) : r1 ∈ R, f(r1) = h1}) ∩ (

⋃
f(r2) : y ∈ R, f(r2) = h2})

= (f(ϕ̃, R))(h1) ∩ (f(ϕ̃, R))(h2)

ve

(f(ϕ̃, R))(h1h2) =
⋃
{ϕ̃(r3) : r3 ∈ R, f(r3) = h1h2}

=
⋃
{ϕ̃(r1.r2) : r1, r2 ∈ R, f(r1) = h1, f(r2) = h2}

⊇
⋃
{ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2) : r1, r2 ∈ R, f(r1) = h1, f(r2) = h2}

= (
⋃
{ϕ̃(r1) : r1 ∈ R, f(r1) = h1}) ∩ (

⋃
{f(r2) : r2 ∈ R, f(r2) = h2})

= (f(ϕ̃, R))(h1) ∩ (f(ϕ̃, R))(h2)

Buradan f(ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek halkadır.
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Teorem 2.5.25. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek ideal ve f : R −→ H

bir örten homomorfizma olsun. Buradan f(ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek

idealdir (Çıtak ve Çağman, 2015).

İspat. Teorem 2.5.24 den gösterilen șartlar altında f(ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel

esnek halka olduğunu biliyoruz. Kabul edelim ki bazı r1, r2 ∈ R için h1 = f(r1) ve

h2 = f(r2) olacak șekilde h1, h2 ∈ H var olsun. Buradan

(f(ϕ̃, R))(h1, h2) =
⋃
{ϕ̃(r3) : r3 ∈ R, f(r3) = h1h2}

=
⋃
{ϕ̃(r1.r2) : r1, r2 ∈ R, f(r1) = h1, f(r2) = h2}

⊇
⋃
{ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2) : r1, r2 ∈ R, f(r1) = h1, f(r2) = h2}

=
⋃
{ϕ̃(r1) : r1 ∈ R, f(r1) = h1}

= (f(ϕ̃))(h1)

ve

(f(ϕ̃, R))(h1h2) =
⋃
{ϕ̃(r3) : r3 ∈ R, f(r3) = h1h2}

=
⋃
{ϕ̃(r1.r2) : r1, r2 ∈ R, f(r1) = h1, f(r2) = h2}

⊇
⋃
{ϕ̃(r1) ∩ ϕ̃(r2) : r1, r2 ∈ R, f(r1) = h1, f(r2) = h2}

=
⋃
{f(r2) : r2 ∈ R, f(r2) = h2}

= (f(ϕ̃, R))(h2)

Buradan f(ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek idealdir.

Teorem 2.5.26. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek halka ve f : R −→ H bir

homomorfizma olsun. Buradan f−1(ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek halkadır

(Çıtak ve Çağman, 2015).
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İspat. ∀r1, r2 ∈ R için

f−1(ϕ̃)(r1 − r2) = ϕ̃(f(r1 − r2))

= ϕ̃(f(r1)− f(r2))

⊇ ϕ̃(f(r1)) ∩ ϕ̃(f(r2))

= f−1(ϕ̃(r1) ∩ f−1(ϕ̃)(r2))

ve

f−1(ϕ̃)(r1r2) = ϕ̃(f(r1r2))

= ϕ̃(f(r1)f(r2))

⊇ ϕ̃(f(r1)) ∩ ϕ̃(f(r2))

= f−1(ϕ̃(r1)) ∩ f−1(ϕ̃(r2))

Buradan f−1(ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek halkadır.

Teorem 2.5.27. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek ideal ve f : R −→ H bir

homomorfizma olsun. Buradan f−1(ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek idealdir

(Çıtak ve Çağman, 2015).

İspat. Teorem 2.5.26 dan gösterilen șartlar altında f−1(ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel

esnek halka olduğunu biliyoruz. Buradan ∀r1, r2 ∈ R için

f−1(ϕ̃)(r1r2) = ϕ̃(f(r1))

⊇ ϕ̃(r1)

= f−1(ϕ̃)(r1)
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ve

f−1(ϕ̃)(r1r2) = ϕ̃(f(r1r2))

⊇ ϕ̃(f(r2))

= f−1(ϕ̃)(r2)

Buradan f−1(ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek idealdir.

Tanım 2.5.28. P , R halkasının bir ideali olsun. ∀r ∈ R için λP : R −→ P (U)

olmak üzere

λP (r)=





U, r ∈ P ,

∅, r /∈ P.

șeklinde tanımlanan fonksiyona esnek karakteristik fonksiyon denir.

Teorem 2.5.29. P , R halkasının bir ideali olsun. Bu durumda λp karakteristik

fonksiyonu bir kesișimsel esnek halkadır.

İspat. Öncelikle ∀r1, r2 ∈ P için λP (r1−r2) ⊇ λP (r1)∩λP (r2) olduğunu gösterelim.

∀r1, r2 ∈ P için P ideal olduğundan r1 − r2 ∈ P olur. Bu durumda λP (r1) = U ve

λP (r2) = U ve λP (r1 − r2) = U olur. Böylece λP (r1 − r2) ⊇ λP (r1) ∩ λP (r2) elde

edilir.

∀r1, r2 /∈ P için λP (r1) = ∅ ve λP (r2) = ∅ olur. Buradan λP (r1) ∩ λP (r2) = ∅
olacağından λP (r1 − r2) ⊇ λP (r1) ∩ λP (r2) elde edilir.

∀r1 ∈ P, r2 /∈ P , için λP (r1) = U ve λP (r2) = ∅ olur. Buradan λP (r1) ∩ λP (r2) = ∅
olacağından λP (r1 − r2) ⊇ λP (r1) ∩ λP (r2) elde edilir.

Șimdi ∀r1, r2 ∈ R için λP (r1 · r2) ⊇ λP (r1) ∩ λP (r2) olduğunu gösterelim.

∀r1, r2 ∈ P için P ideal olduğundan r1 · r2 ∈ P olur. O halde λP (r1) = U ve

λP (r2) = U ve λP (r1 · r2) = U olur. Böylece λP (r1 · r2) ⊇ λP (r1)∩λP (r2) elde edilir.

∀r1, r2 /∈ P için P ideal olduğundan r1 · r2 ∈ P ve r1 · r2 ∈ P olur. Bu durumda

41



λP (r1·r2) = U ve λP (r1) = U ve λP (r2) = ∅ olur. Böylece λP (r1·r2) ⊇ λP (r1)∩λP (r2)

elde edilir.

Teorem 2.5.30. P , R halkasının bir ideali olsun. Bu durumda λp karakteristik

fonksiyonu bir kesișimsel esnek idealdir.

İspat. Öncelikle ∀r1, r2 ∈ P için λP (r1−r2) ⊇ λP (r1)∩λP (r2) olduğunu gösterelim.

∀r1, r2 ∈ P için P ideal olduğundan r1 − r2 ∈ P olur. Bu durumda λP (r1) = U ve

λP (r2) = U ve λP (r1 − r2) = U olur. Böylece λP (r1 − r2) ⊇ λP (r1) ∩ λP (r2) elde

edilir.

∀r1, r2 /∈ P için λP (r1) = ∅ ve λP (r2) = ∅ olur. Buradan λP (r1) ∩ λP (r2) = ∅
olacağından λP (r1 − r2) ⊇ λP (r1) ∩ λP (r2) elde edilir.

∀r1 ∈ P, r2 /∈ P , için λP (r1) = U ve λP (r2) = ∅ olur. Buradan λP (r1) ∩ λP (r2) = ∅
olacağından λP (r1 − r2) ⊇ λP (r1) ∩ λP (r2) elde edilir.

Șimdi ∀r1, r2 ∈ R için λP (r1 · r2) ⊇ λP (r1) ve λP (r1 · r2) ⊇ λP (r2) olduğunu

gösterelim.

∀r1, r2 ∈ P için P ideal olduğundan r1 · r2 ∈ P olur. O halde λP (r1) = U ve

λP (r2) = U ve λP (r1·r2) = U olur. Böylece λP (r1·r2) ⊇ λP (r1) ve λP (r1·r2) ⊇ λP (r2)

elde edilir.

∀r1, r2 /∈ P için P ideal olduğundan r1 · r2 ∈ P ve r1 · r2 ∈ P olur. Bu durumda

λP (r1 · r2) = U ve λP (r1) = U ve λP (r2) = ∅ olur. Böylece λP (r1 · r2) ⊇ λP (r1) ve

λP (r1 · r2) ⊇ λP (r2) elde edilir.
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3. BULGULAR

Bu bölümde kesișimsel esnek halkalar üzerinde asal ve maksimal idealler tanımlanacaktır

ve bunlarla ilgili bazı temel teoremler ispatlanacaktır.

3.1. Kesișimsel Esnek Halkalar Üzerinde Asal İdealler

Bu bölüm boyunca R bir halka olarak alınacaktır.

Tanım 3.1.1. (ϕ̃, R) ve (χ̃, R) , U üzerinde iki esnek küme olsun. ∀r1, r2 ∈ R için

ϕ̃(r1) ∩ χ̃(r2) 6= ∅ ise (ϕ̃, R) ve (χ̃, R) ye ortak esnek küme denir.

Tanım 3.1.2. R bir halka ve (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek ideal olsun.

(χ̃, R) ve (ψ̃, R), U üzerinde iki kesișimsel esnek ideal olmak üzere

(χ̃, R)(ψ̃, R)⊆̃(ϕ̃, R) iken (χ̃, R)⊆̃(ϕ̃, R) ya da (ψ̃, R)⊆̃(ϕ̃, R) ise (ϕ̃, R) ye U üzerinde

bir kesișimsel esnek asal ideal denir.

Teorem 3.1.3. Eğer P , R halkasının bir asal ideali ise bu durumda λP karakteristik

fonksiyonu bir kesișimsel esnek asal idealdir.

İspat. (χ̃, R)(ψ̃, R)⊆̃λP ve (χ̃, R)*̃λP , (ψ̃, R)*̃λP olacak șekilde (χ̃, R) ve (ψ̃, R), U

üzerinde ortak kesișimsel esnek idealler olsun. Böylece χ̃(r1)*̃λP (r1), ψ̃(r2)*̃λp(r2)

olacak șekilde r1, r2 ∈ R vardır. Buradan χ̃(r1) 6= ∅ ve ψ̃(r2) 6= ∅ olur. Aynı

zamanda λP (r1) 6= U ve λP (r2) 6= U olur. Bundan dolayı λP (r1) = ∅ ve λP (r2) = ∅
olur. Böylece r1 /∈ P ve r2 /∈ P dir. P , R halkasının bir asal ideali olduğundan

r1r2 /∈ P ve λp(r1r2) = ∅ dir. (χ̃, R)(ψ̃, R)⊆̃λp olduğundan χ̃ψ̃(r1r2) = ∅ olur.

r3 = r1r2 olsun.

χ̃ψ̃(r3) =
⋃

r3=r1r2
(χ̃(r1) ∩ ψ̃(r2)) ⊇ χ̃(r1) ∩ ψ̃(r2)

elde edilir. (χ̃, R) ve (ψ̃, R), U üzerinde ortak kesișimsel esnek idealler olduğundan

χ̃(r1) ∩ ψ̃(r2) 6= ∅ elde edilir. Böylece χ̃ψ̃(r1r2) 6= ∅ olur. Fakat bu bir çelișkidir.

Dolayısıyla λP bir kesișimsel esnek asal idealdir.

Teorem 3.1.4. P , R halkasının bir ideali olsun. Eğer λP , U üzerinde bir kesișimsel

esnek asal ideal ise bu durumda P bir asal idealdir.



İspat. λP , U üzerinde bir kesișimsel esnek asal ideal olsun. A ve B, AB ⊆ P

olacak șekilde R nin iki ideali olsunlar. Eğer r1 ∈ R için λAλB = ∅ ise o zaman

(λAλB)(r1) ⊆ λP (r1) olur. Kabul edelim ki (λAλB)(r1) 6= ∅ olsun. Buradan

(λAλB)(r1) =
⋃

r1=r2r3
{λA(r2) ∩ λB(r3)}

olur. (λAλB)(r1) 6= ∅ olduğundan

⋃
r1=r2r3

{λA(r2) ∩ λB(r3)} 6= ∅

olur. Buradan r1 = r2r3 ve λA(r2) 6= ∅, λB(r3) 6= ∅ olacak șekilde r2, r3 ∈ R vardır.

Böylece λA(r2) = U ve λB(r3) = U olur ki bu da r2 ∈ A ve r3 ∈ B olmasını

gerektirir. Buradan r1 = r2r3 ∈ AB ⊆ P olur. Bundan dolayı λP (r1) = U olur.

Böylece ∀r1 ∈ R için (λAλB)(r1) ⊆ λP (r1) olur. Buradan λAλB⊆̃λP olur. λP ,

U üzerinde bir kesișimsel esnek asal ideal olduğundan λA⊆̃λP ya da λB⊆̃λP olur.

Buradan ∀r1 ∈ R için λA(r1) ⊆ λP (r1) ya da λB(r1) ⊆ λP (r1) olur. Böylece eğer

r1 ∈ A ise λA(r1) = U ve buradan λP (r1) = U dur. Bu yüzden r1 ∈ P olur.

Benzer șekilde eğer r1 ∈ B ise r1 ∈ P olur. Dolayısıyla A ⊆ P ya da B ⊆ P olur.

Böylece P , R nin bir asal idealdir.

3.2. Kesișimsel Esnek Halkalar Üzerinde Maksimal İdealler

Tanım 3.2.1. (ϕ̃, R), U üzerinde bir esnek küme ve ∅ ⊆ P ⊆ U olsun.

(ϕ̃, R)P = {r ∈ R : ϕ̃(r) ⊇ P} kümesi seviye kümesi olarak adlandırılır.

(ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek sol(sağ) ideal olsun. Bu durumda herhangi

∅ ⊆ P ⊆ ϕ̃(OR) için (ϕ̃, R)P , U üzerinde bir sol(sağ) ideal olur. Buradan (ϕ̃, R)P ,

U üzerinde (ϕ,R) ye göre seviye sol(sağ) ideal olarak adlandırılır. Eğer P1, P2 ∈
Im(ϕ̃, R) ise bu durumda (ϕ̃, R)P1 = (ϕ̃, R)P2 dir. Fakat P1 = P2 olur

Not 3.2.2. (ϕ̃, R), U üzerinde bir esnek küme olsun. (ϕ̃, R∗) kümesi,

(ϕ̃, R∗) = {r ∈ R : ϕ̃(r) = ϕ̃(OR)}

ile tanımlansın. Eğer (ϕ̃, R), U üzerinde kesișimsel esnek sol(sağ) ideal ise (ϕ̃, R∗)

da R nin bir sol(sağ) idealdir.
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Lemma 3.2.3. (ϕ̃, R) ve (χ̃, R), U üzerinde iki kesișimsel esnek ideal olsunlar. Bu

durumda (ϕ̃, R∗) ∩ (χ̃, R∗) ⊆ ((ϕ̃, R) ∩ (χ̃, R))∗ olur.

İspat. ∀r ∈ R için r ∈ (ϕ̃, R∗) ∩ (χ̃, R∗) olsun. Bu durumda ϕ̃(r) = ϕ̃(OR) ve

χ̃(r) = χ̃(OR) olur. Buradan

(ϕ̃ ∩ χ̃)(r) = ϕ̃(r) ∩ χ̃(r)

= ϕ̃(OR) ∩ χ̃(OR)

= (ϕ̃ ∩ χ̃)(OR)

olur. Böylece r ∈ ((ϕ̃, R) ∩ (χ̃, R))∗ olur. Buradan

(ϕ̃, R∗) ∩ (χ̃, R∗) ⊆ ((ϕ̃, R) ∩ (χ̃, R))∗

olur.

Genelde bu lemmada eșitlik geçerli olmak zorunda değildir.

Örnek 3.2.4. R bir halka olsun. ∀r ∈ R için ϕ̃(r) = ∅ ve eğer r 6= OR ise

χ̃(r) = ∅, r = OR ise χ̃(r) = U olacak șekilde (ϕ̃, R) ve (χ̃, R), U üzerinde iki esnek

küme olsun. Bu durumda (ϕ̃, R) ve (χ̃, R), U üzerinde kesișimsel esnek ideallerdir.

Buradan (ϕ̃, R∗) ∩ (χ̃, R∗) = R ∩ {OR} = {OR} ve ((ϕ̃, R) ∩ (χ̃, R))∗ = R olur.

Lemma 3.2.5. (ϕ̃, R) ve (χ̃, R), ϕ̃(OR) = U = χ̃(OR) olacak șekilde U üzerinde iki

kesișimsel esnek ideal olsunlar. Bu durumda (ϕ̃, R∗) ∩ (χ̃, R∗) = ((ϕ̃, R) ∩ (χ̃, R))∗

olur.

İspat. r ∈ ((ϕ̃, R) ∩ (χ̃, R))∗ olsun. Bu durumda

(ϕ̃ ∩ χ̃)(r) = (ϕ̃ ∩ χ̃)(OR)

olur. Böylece

ϕ̃(r) ∩ χ̃(r) = ϕ̃(OR) ∩ χ̃(OR) = U

elde edilir. Dolayısıyla

ϕ̃(r) = U = χ̃(r)
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olur. Buradan

r ∈ (ϕ̃, R∗) ∩ (χ̃, R∗)

elde edilir. Böylece

((ϕ̃, R) ∩ (χ̃, R))∗ ⊆ (ϕ̃, R∗) ∩ (χ̃, R∗)

olur. Ayrıca Lemma 3.2.3 den

(ϕ̃, R∗) ∩ (χ̃, R∗) ⊆ ((ϕ̃, R) ∩ (χ̃, R))∗

olduğundan

(ϕ̃, R∗) ∩ (χ̃, R∗) = ((ϕ̃, R) ∩ (χ̃, R))∗

olur.

Teorem 3.2.6. (ϕ̃, R), bazı r1 ∈ R için ϕ̃(r1) 6= U olacak șekilde U üzerinde bir

kesișimsel esnek sol(sağ) ideal olsun. Bu durumda bazı r2 ∈ R için χ̃(r2) 6= U ve

(ϕ̃, R)⊆̃(χ̃, R) olacak șekilde U üzerinde bir (χ̃, R) kesișimsel esnek sol(sağ) ideali

vardır.

İspat. 1. Durum

ϕ̃(OR) 6= U ve ϕ̃(OR) ⊂ P ⊂ U olsun. ∀r ∈ R için χ̃(r) = P olacak șekilde (χ̃, R),

U üzerinde bir esnek kümesi olsun. Buradan ∀r ∈ R için χ̃(r) 6= U ve (ϕ̃, R)⊆̃(χ̃, R)

olacak șekilde (χ̃, R) , U üzerinde bir kesișimsel esnek sol idealdir.

2. Durum

ϕ̃(OR) = U olsun. Hipotezden ϕ̃(r) 6= U olacak șekilde r ∈ R vardır.

ϕ̃(r) ⊂ P ⊂ ϕ̃(OR) olsun. Böylece (ϕ̃, R)P , R nin sol idealidir. u ∈ (ϕ̃, R)P

ise χ̃(u) = U ve u /∈ (ϕ̃, R)P ise χ̃(u) = P olacak șekilde (χ̃, R), U üzerinde bir

esnek küme olsun. Buradan (χ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek sol idealdir.

r /∈ (ϕ̃, R)P olduğundan χ̃(r) = P 6= U olur. Ayrıca (ϕ̃, R)⊆̃(χ̃, R) olur.

Tanım 3.2.7. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek ideal olsun. Eğer ϕ̃ sabit değil

ve U üzerindeki herhangi (χ̃, R) kesișimsel esnek sol(sağ) ideali için (ϕ̃, R)⊆̃(χ̃, R)

iken ya (ϕ̃, R∗) = (χ̃, R∗) ya da (χ̃, R) = λR șartları sağlanıyorsa (ϕ̃, R) ye U üzerinde

bir kesișimsel esnek maksimal sol(sağ) ideal denir.
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Teorem 3.2.8. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek maksimal sol(sağ) ideal

olsun. Bu durumda ϕ̃(OR) = U olur.

İspat. Kabul edelim ki ϕ̃(OR) 6= U olsun. ϕ̃(OR) ⊂ P ⊂ U ve ∀r ∈ R için χ̃(r) = P

olacak șekilde U üzerinde bir esnek küme (χ̃, R) olsun. Buradan (χ̃, R), U üzerinde

bir kesișimsel esnek ideal olur. Buradan (ϕ̃, R)⊂̃(χ̃, R), (χ̃, R∗) = R ve (χ̃, R) 6= λR

dir. Böylece (ϕ̃, R)⊂̃(χ̃, R) fakat (ϕ̃, R∗) 6= (χ̃, R∗) dir. (ϕ̃, R), U üzerinde bir

kesișimsel esnek maksimal ideal olduğundan (χ̃, R) 6= λR olur. Bu da (ϕ̃, R) nin bir

kesișimsel esnek maksimal sol ideal olması ile çelișir. Dolayısıyla ϕ̃(OR) = U olur.

Teorem 3.2.9. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek maksimal sol(sağ) ideal

olsun. Bu durumda |Im(ϕ̃, R)| = 2 dir.

İspat. Teorem 3.2.8 den ϕ̃(OR) = U olduğunu biliyoruz. ∅ ⊆ P ⊂ U için eğer

P ∈ Im(ϕ̃, R) ise bu durumda (ϕ̃, R)P = R olduğunu ispatlayacağız. ∅ ⊆ P ⊂ U ve

P ∈ Im(ϕ̃, R) olsun. Șimdi (ϕ̃, R)P , R nin bir sol idealidir ve P ⊂ U olduğundan

(ϕ̃, R∗) ⊂ (ϕ̃, R)P olur. r ∈ (ϕ̃, R)P ise χ̃(r) = U ve r /∈ (ϕ̃, R)P ise χ̃(r) = P olacak

șekilde (χ̃, R), U üzerinde bir esnek küme olsun. Buradan (χ̃, R), U üzerinde bir

kesișimsel esnek sol idealdir ve (χ̃, R∗) = (ϕ̃, R)P olur. Bundan dolayı (ϕ̃, R)⊆̃(χ̃, R)

dir. (ϕ̃, R) bir kesișimsel esnek maksimal ideal ve (ϕ̃, R∗) ⊂ (ϕ̃, R)P = (χ̃, R∗)

olduğundan (χ̃, R) = λR elde edilir. Böylece ∀r ∈ R için χ̃(r) = U olur. Buradan

(ϕ̃, R)P = (χ̃, R∗) = R olur ki bu da bizim ispatımızdır. Șimdi ∀P1, P2 ∈ Im(ϕ̃, R),

∅ ⊆ P1, P2 ⊂ U için (ϕ̃, R)P1 = R = (ϕ̃, R)P2 dir. Fakat P1 = P2 olur. Böylece

(ϕ̃, R) iki değerlidir.

Teorem 3.2.10. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek maksimal sol(sağ) ideal

olsun. Bu durumda (ϕ̃, R∗), R nin bir maksimal sol(sağ) idealidir.

İspat. (ϕ̃, R) sabit olmadığından (ϕ̃, R∗) 6= R dir. Teorem 3.2.9 dan (ϕ̃, R) iki

değerliydi. ∅ ⊆ P ⊂ U iken Im(ϕ̃, R) = {P,U} olsun. (ϕ̃, R∗) ⊆ M olacak

șekilde M , R nin bir sol ideali olsun. P ⊂ K ⊂ U olmak üzere m ∈ M için

χ̃(m) = U ve m /∈ M için χ̃(m) = K olacak șekilde (χ̃, R), U üzerinde bir esnek

küme olsun. Buradan (χ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek sol idealdir. Bundan

dolayı (ϕ̃, R)⊆̃(χ̃, R) olur. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek maksimal sol
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ideal olduğundan (ϕ̃, R∗) = (χ̃, R∗) ya da (χ̃, R) = λR dir. (χ̃, R∗) = M olduğundan

(ϕ̃, R∗) = (χ̃, R∗) ise (ϕ̃, R∗) = M olur. (χ̃, R) = λR ise M = R dir. Böylece (ϕ̃, R∗),

R nin bir maksimal sol idealidir.

Lemma 3.2.11. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek sol(sağ) ideal olsun. Eğer

(ϕ̃, R∗), R nin bir maksimal sol(sağ) ideali ise (ϕ̃, R) iki değerlidir.

İspat. (ϕ̃, R∗), R nin bir maksimal sol ideali olduğundan (ϕ̃, R∗) 6= R dir. Böylece

ϕ̃(r) 6= ϕ̃(OR) olacak șekilde r ∈ R vardır. Buradan (ϕ̃, R) en az iki değerlidir.

∅ ⊆ P ⊂ ϕ̃(OR) ve P ∈ Im(ϕ̃, R) olsun. Buradan (ϕ̃, R)P , (ϕ̃, R∗) ⊂ (ϕ̃, R)P olacak

șekilde R nin sol idealidir. (ϕ̃, R∗) maksimal sol ideal olduğundan (ϕ̃, R)P = R dir.

Böylece eğer P1, P2 ∈ Im(ϕ̃, R) ve P1 6= ϕ̃(OR), P2 6= ϕ̃(OR) ise (ϕ̃, R)P1 = R =

(ϕ̃, R)P2 dir. Fakat P1 = P2 olur. Böylece (ϕ̃, R) iki değerlidir.

Teorem 3.2.12. (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek sol(sağ) ideal olsun. Eğer

(ϕ̃, R∗), R nin bir maksimal sol(sağ) ideali ve (ϕ̃, R)(OR) = U ise bu durumda

(ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek maksimal sol(sağ) idealdir.

İspat. Lemma 3.2.11 den (ϕ̃, R) iki değerli idi. ∅ ⊆ P ⊂ U olmak üzere Im(ϕ̃, R) =

{P,U} olsun. (ϕ̃, R)⊆̃(χ̃, R) olacak șekilde (χ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek

sol ideal olsun. Buradan χ̃(OR) = U dur. r ∈ (ϕ̃, R∗) olsun. Buradan

U = ϕ̃(OR) = ϕ̃(r) ⊆ χ̃(r)

dir. Böylece

χ̃(r) = U = χ̃(OR)

olur. Bundan dolayı r ∈ (χ̃, R∗) dır. Buradan (ϕ̃, R∗) ⊆ (χ̃, R∗) dır. (ϕ̃, R∗), R nin

bir maksimal sol ideali olduğundan (ϕ̃, R∗) = (χ̃, R∗) ya da (χ̃, R∗) = R olur. Eğer

(χ̃, R∗) = R ise (χ̃, R) = λR dir. Buradan (ϕ̃, R), U üzerinde bir kesișimsel esnek

maksimal sol idealdir.
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4. TARTIȘMA ve SONUÇ

Dört bölümden olușan bu tezin ilk bölümünde temel tanım ve teoremler, tezin

ikinci kısımında kullanacağımız esnek kümeler ve esnek kümeler üzerindeki ișlemler

tanıtıldı. Esnek gruplar, kesișimsel esnek gruplar, esnek halkalar ve kesișimsel esnek

halkalara yer verildi. Kesișimsel esnek idealler incelendi.

Bizde, yapılan bu çalıșmalardan faydalanarak kesișimsel esnek halkalar üzerinde asal

ve maksimal idealleri tanımladık ve bazı cebirsel özelliklerini inceledik.

Ulaștığımız bu sonuçlar esnek cebirsel yapılar için temel olușturabilecek sonuçlardır.

Bu sonuçlar kullanılarak esnek cebirsel yapıların farklı konuları çalıșılabilir.
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