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OZET

YUKSEK LISANS TEZi

MUTLAK OLMAYAN TiPTEN BLOK DiZi UZAYLARI

GOZDE KILIC

TOKAT GAZIOSMANPASA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANA BiLiM DALI

(TEZ DANISMANI:DOC. DR. SERKAN DEMIRiZ)

Dort boliimden olusan bu ¢alismada 2015 yilinda tanimlanan Blok Dizi Uzay1 kavrami
incelenmistir. Birinci béliimde konu ile ilgili literatiir zeti verilmistir. Tkinci béliimde
baz1 temel tanimlara, teoremlere ve esitsizliklere yer verilmistir. Ugiincii boliimde
X e{c,,c,l,} olmak lizere X(E) blok dizi uzaylarmm tanimi verilmis ve bu dizi
uzaylariin bazi cebirsel ve topolojik 6zellikleri incelenmistir. Arica bu boliimde X (E)

dizi uzaylarn iizerinde bazi matris siiflarinin karakterizasyonu yapilmistir. Son olarak
dordiincii boliimde 1< P < oo olmak iizere /,(E) blok dizi uzay1 incelenmistir.

2019, 43 Sayfa

ANAHTAR KELIMELER: Blok Dizi Uzaylar, Dizi Uzaylari, Bir Ucgensel Matrisin
Etki alam, o—, f—,y — dual,



ABSTRACT

MASTER THESIS
BLOCK SEQUENCE SPACE OF NON-ABSOLUTE TYPE
GOZDE KILIC

TOKAT GAZIOSMANPASA UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

ASSOC. PROF. DR SERKAN DEMIRIiZ

In the study consisting of four parts, the concept of block array space defined in 2015 was
examined. In the first chapter, a summary of the literature is given. In the second part,
some basic definitons, theorems and inequalities are given. In the third chapter, the
definition of X(E), block array spaces including X €{c,,c,/,} is given and some
algebraic and topological properties of these array spaces are examined. In this section,
characterization of some matrix classes are made on X(F) array spaces. Finally,

1< P <o block array space is examined.

2019, 43 Pages

KEYWORDS: Block Sequence spaces, Sequence spaces, Matrix domain of a triangle
matrix, , a—, f—,y — dual,



ONSOZ

Yiiksek lisans 6grenimim boyunca oldugu gibi tez ¢alismamin da her asamasinda her
tiirlii destegini ve emegini esirgemeyen; kiymetli zamanini, fikirlerini ve bilgilerini
benimle paylasan; gosterdigi sonsuz anlayis ve ilgiyle tezimin ortaya ¢ikmasina yardimci
olan saygideger danigsman hocam Serkan DEMIRIZ’ e minnettarligimi sunarim. Yiiksek
Lisans calismalarimda bana yardimci olan saym Orhan OZDEMIR hocama 6zellikle
tesekkiir etmeyi kendime borg bilirim.

Yiiksek lisans 6grenimim boyunca maddi ve manevi desteklerini benden hicbir zaman
esirgemeyen boliimiimiiziin degerli hocalarina siikranlarimi sunarim.

Ogrenim hayatim boyunca oldugu gibi bu calisma dénemimde de hep yanimda olan
kiymeti anne ve babama, kardesime, beni bu tarz caligmalara tesvik eden sonsuz

desteklerini benden esirgemeyen sevgili esime tesekkiir ederim.

GOZDE KILIC



SIMGE ve KISALTMALAR DIZINI

R Reel sayilarin ctimlesi

N Dogal sayilarin ciimlesi

C Kompleks sayilarin ciimlesi

w Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin uzayi

loo Reel terimli sinirh dizilerin uzay:

c Reel terimli yakinsak dizilerin uzayi

Co Reel terimli sifira yakinsak dizilerin uzay1

cs Yakinsak seri olusturan reel terimli dizilerin uzay1

bs Smirh seri olusturan reel terimli dizilerin uzay1

A Mutlak yakinsak seri olusturan reel terimli dizilerin uzay1

B = (byx) Reel terimli sonsuz bir matris

(E:F) E’ den F’ ye tanimh matrislerin ctimlesi

lim,, lim,, o0

>k > o

Xa A sonsuz matrisinin X etki alam

4 Cesaro dontstimii

Supy, SUPgeN

F N’nin biitiin sonlu alt kiimelerinin kolleksiyonu

© Sonlu sayida terimi sifir olmayan dizilerin ciimlesi



1. GIRIS VE LITERATUR OZETI

Biitiin kompleks veya reel terimli dizilerin uzayim w ile gosterelim. w uzayimin
herhangi bir alt uzayi, bir dizi uzay1 olarak adlandirilir. Toplanabilme teorisinde
genel olarak dizi uzaylar ile ilgili problemler incelenir.

Toplanabilme teorisinde dizi uzaylar ile ilgili olarak yapilan nitelikli ¢alismalar

a) Yeni bir dizi uzay: insa etmek

b) Bu uzayin iizerinde tanimlanan bir norm veya paranormla tamligini géstermek

¢) Bu uzayla bilinen dizi uzaylari arasindaki kapsama bagimtilarimi incelemek

d) Varsa Schauder tabanini(bazini)incelemek

e) Uzaymn a—,3— ve y—duallerini hesaplamak

f) Bu uzaydan bilinen dizi uzaylarina ve bilinen uzaylardan bu uzaya matris
dontistimlerini karakterize etmek gibi problemlerin bir veya birkacini ele alarak
¢oziime kavusturur.

X bir dizi uzay1 ve A = (a,) reel terimli sonsuz bir matris olmak tizere, x =
(zx) € X i¢in, (Ax), = Y pop @k serileri her n € Nicin yakinsak ise Az = ((Ax),)
dizisine, x dizisinin A— doéntisiimii denir.

A— dontisiimii X dizi uzayimnda yatan dizilerin
XA:{x:(xk)Gw:AxEX}

ciimlesi, A matrisinin X etki alam olarak adlandirihir. X 4 ctimlesi, dizilerin toplama
ve skalerle ¢arpma islemleriyle vektor uzay: teskil ettiginden bir dizi uzayidir. Bu
distnce ile yeni dizi uzaylar: insa etmek tizere birtakim calismalar yapildu. Ik olarak
1978 yihinda Ng ve Lee (Ng ve Lee, 1978), 1.mertebeden Cesaro ortalamasinin ¢,
etki alanini kullanarak X, dizi uzayini insa etti ve bu uzayi inceledi. Aynm yi1l Wang
(Wang, 1978), Norlund ortalamasima karsiik gelen liggensel matrisin ¢, dizi uzay:
tizerinde etki alanimi kullanarak (¢,)y, ile gosterdigi Nérlund dizi uzayini tanimladi
ve bu uzaym Banach uzay1 oldugunu gostererek bazi kapsama bagintilarini inceledi.
1 < p < oo olmak tizere, X, ve ¢, dizi uzaylar1 arasimndaki matris doniisiimleri ise

2000 yilinda Basar tarafindan (Basar, 2000) kiinyeli calismada ele alindh.



1 k
+7“17 0<k<n

0, k>n

seklinde tanimmh A" = (a],) lggensel matrisin 0 < r < 1 i¢in regiiler oldugu ve
(1-Cesaro metodundan kuvvetli oldugu Basar tarafindan (Basar, 1993)’de ispat
edildi.

A" = (al,)) matrisinin ¢q ve ¢ dizi uzaylar tizerindeki sirasiyla af, ve a’, ile gosterilen
etki alanlar1 Aydin ve Basar tarafindan (Basar ve Aydin, 2004) kiinyeli ¢calismada
incelendi. Bu calismada aj ve al dizi uzaylarinin sirasiyla ¢y ve ¢ uzaylarim kapsadig:
gosterilerek bu uzaylarin a-,3- ve y-dualleri hesaplanmistir. Ayni matrisin ¢, dizi
uzay1 lizerindeki a ile gosterilen etki alan1 Aydin tarafindan doktora tezi calismasi
olarak sunuldu (Aydin, 2000). Fark dizi uzaylar ilk olarak 1981 yilinda Kizmaz

tarafindan pu € {lo, ¢, co} olmak tizere,

(@) = {o = (@) e wi Ac = (0~ au) € )

seklinde tamimlandi (Kizmaz, 1981). p = ¢, olmasi durumu ise 1995 yihinda farkh
bir calismada yine ayni yazar tarafindan ele alindi (Kizmaz, 1995). Daha sonraki
yillarda fark dizi uzaylar: ile ilgili bir ¢ok ¢alisma yapildi. 2003 yilinda Altay ve Basar
(Basar ve Altay, 2003) farklar1 ¢, uzaymnda olan biitiin dizilerin olusturdugu bv,
uzayini tanimladilar ve bu uzay incelediler. Basar ve Altay bv, uzayimi tanimlarken,

Kizmaz ve onu izleyen yazarlarin yaptigindan ¢ok farkl olarak

(=) * n—1<k<n,
6nk:
0, 0<k<n—1 veya k>n

seklinde tanimlh A = (0,,;) fark matrisinin etki alanlarimi kullandilar. Yani b, dizi
uzaymi bv, = ({,)a olarak tanimladilar.

2004 yilinda Aydin ve Basar, fark matrisinin aj ve a;, dizi uzaylar iizerindeki
etki alanini kullanarak sirasiyla aj(A) ve al(A) ile gosterdikleri dizi uzaylarini insa
ettiler (Aydin ve Basar, 2004). a7 dizi uzaymmn fark karsihgi da 2011 yihinda Demiriz

ve Cakan tarafindan incelendi (Demiriz ve Cakan, 2011). Yazarlar, bu calismada



tammladiklar a(A) dizi uzaymm bu, dizi uzaym kapsadigini ve bu kapsamanimn
kesin oldugunu gosterdiler. Ayrica, yazarlar yine bu calismada a;(A) dizi uzaymim
baz1 geometrik ozellikleri de incelemislerdir.

Toplanabilme teorisinde yeni tanimlanan bir dizi uzayimin en azindan standart
dizi uzaylarindan en az birini kapsamasi beklenir. Ozellikle yakinsak diziler uzayi ¢
yi kapsayan yeni bir uzay tanimlamak demek, ayn1 zamanda yeni bir toplanabilme
metodu tanimlamak anlamina geldiginden yapilan calimalarda kapsama bagintilarinin
incelenmesi son derece énemlidir.

Son yillarda fark matrisinin bazi genellemeleri yapildi ve bu matrisler etki
alanlarinda kullanilarak farkhi dizi uzaylar insa edildi. 7 ve s sifirdan farkli reel

sayilar olsun. B(r,s) = {buk(r,s)} genellestirilmis fark matrisi her k,n € N i¢in

r, (k=n),
bur(r,8) =< s, (k=n—1),
0, (0<k<n-—1veyak>n),

seklinde tamimlandi. Bu matrisin standart normlu uzaylar tizerindeki etki alani

kullanilarak tanmimlanan

{co}Birs) = Cor {C}B0rs) = & {loo} Brs) = Loo Ve {6} sy = b
dizi uzaylar Kiris¢i ve Basar tarafindan incelendi (Kirisci ve Basar, 2010).

B(r,s) = {bu(r,s)} matrisinde r = 1 ve s = —1 olarak almirsa A fark matrisi
elde ediir. Bu nedenle B(r,s) matrisi kullanilarak yapilan galismalar fark matrisi
kullanilarak yapilan calismalardan daha geneldir.

2015 yilinda S. Erfanmanesh ve D.Foroutannia ii¢cgensel olmayan bir sonsuz
matris yardimiyla blok dizi uzay adini verdikleri ¢ (E), c¢(E) ve co(E) dizi uzaylarimi
tanmimladilar ve bu uzaylarin birtakim cebirsel ve topolojik ozelliklerini incelediler
(Foroutanma ve Erfanmanesh, 2015).

E = (E,) pozitif tam sayilarin sonlu alt kiimelerinin bir pargalanmasi olsun.
Ayrica

max E, <minF,.1; n=1,23, ..



saglansin. Bu taktirde X € {{, ¢, ¢o} olmak iizere X (F) dizi uzaylar

X(E):{x:(xk)Ew: (Zx)GX}

1€EFEy

olarak tanimlanir. X (E) dizi uzay:

lalle = sup| 3,

i€y
bi¢iminde tanimlanan ||.||g ile bir semi-normlu uzaydir.
Diger taraftan (. (E),c(E), co(E) dizi uzaylar etki alan1 yardimiyla yeniden

tanmmlanabilir. A = (a,;) sonsuz matrisi

1, eger ke kb,

Ank =
0, diger durumlarda,

olarak tamimlanirsa bu durumda

loo(E) = (loc)a,  (E) = (c)a,  co(E) = (co)a

yazilabilir.

Bu uzaylara bu gozle bakildiginda kullanilan matrisin tiggensel olmamasi sebebiyle
klasikte yapilan ¢calismalardan farkh ¢zelliklere sahip oldugu gozlemlenebilir. Ornegin
kullanilan matris iiggensel oldugunda yeni uzayimiz normlu uzay olmasina ragmen
bu ¢alismadaki incelenen uzaylar normlu uzay yapisina sahip degildir.

2015 yilinda Davoud Foroutannia ¢,(E) (1 < p < co) dizi uzaymm blok dizi

p
< 0

olarak tamimladi (Foroutanma, 2015). D.Foroutannia bu galismasinda ¢,(E) dizi

uzay1 karsihigim

((B) = {:1; = (z) i >

n=1 jeE,

uzayinin bazi cebirsel ve topolojik o6zelliklerini inceledi.
Yine 2015 yilinda S. Erfanmanesh ve D. Foroutannia standart dizi uzaylari

olarak isimlendirilen cq, ¢ ve £ dizi uzaylarinin blok karsiliklar: olarak X € {(s, ¢, co}



olmak tizere X (F) dizi uzaylarini

X(E) = {:p:(xk) Cw: (Zx) EX}

ek,

bi¢iminde tanimladilar. Ayrica, yazarlar bu calismada standart uzaylarla blok dizi
uzaylar1 arasindaki kapsama bagintilarini incelediler. Bunun yanisira yeni elde edilen
dizi uzaylarinin a— ve S—duallerini hesapladilar.

Bizim bu tez ¢alismasindaki temel amacimiz 2015 yilinda ilk kez tanmimlanan
blok dizi uzay:1 kavramini tanitmak ve bu alanda yapilan yukaridaki temel calismalar:

ayrintili bir bicimde incelemek olacaktir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde daha sonraki boltimlerde gerekli olacak bazi tanimlara, teoremlere
ve esitsizliklere yer verildi.
2.1. Vektor Uzaylar:

Tamim 2.1.1. X bos olmayan bir ciimle ve C kompleks sayilarn bir cismi olsun.

+: X xX —X

ve

Cx X — X

olmak ftizere, eger her x,y,z € X ve her a, # € C i¢in
Ll)z+y=y+u,

(z+y)+z=2+ (y+2),

L3) z + 0 = z olacak sekilde bir § € X vardir,

L4) x + (—z) = 6 olacak sekilde bir —x € X vardir,
L5)1-x ==,
L6) a(z + y) = ax + ay,

L2)
)
)
)1
)
)

L7) (a+ B)r = ax + Pz,
L8) a(0z) = (af)e
sartlar1 saglaniyorsa, X ciimlesine C cismi iizerinde bir lineer uzay denir.
Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin uzay1 w, dizilerin toplama ve skalerle

carpma islemine gére bir lineer uzay yapisina sahiptir. (Maddox, 1988)

Tanim 2.1.2. X, C cismi iizerinde bir lineer uzay ve Y C X olsun. Bu durumda;
her yy,y2 € Y vektorleri ve her o, 5 € C skalerleri i¢in ay; + By2 € Y olmasi halinde

Y’ye, X uzaymin bir lineer alt uzay: denir.

Ornek 2.1.3. Sifira yakinsayan gercel ya da karmasik terimli biitiin dizilerin ¢

kiimesi ¢ lineer uzayimin ve dolayisiyla ¢, lineer uzayinin birer alt uzayidir.



2.2. Metrik Uzaylar

Tanim 2.2.1. Bos olmayan bir X kiimesi ve bir

d: XxX —R

(z,y) —d(z,y)

dontisiimi verilsin. Eger bu d doniisimii Vz,y, z € X icin
(My) d(x,y) =0

(M) d(z,y)

(Ms) d(z,y) = d(y, )
(M) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde bir metrik admi alir ve bu durumda (X, d) ikilisine

=0&sz=y

bir metrik uzay denir (Musayev ve Alp, 2000).

Ornek 2.2.2. = (21,22, ..., %) Ve y = (Y1, Yo, ..., Yn) € R™ olmak iizere

n 1
2
da(z,y) = ( > (@i~ yi)2>
dontisimi R™ iizerinde bir metrik olur.

Tanim 2.2.3. (X, d) metrik uzay1 iginde bir dizi (x,) ve xy € X olsun.
Eger,
lim d(z,,z9) =0

n—oo

ise, baska bir deyisle, eger
Ve>0 igin 3, e NoVn>n. igin d(x,,x0) <e
oluyorsa, (z,) dizisi xy noktasina yakinsiyor denir ve

Tn — X



ya da

lim x, = g

n—oo

seklinde gosterilir.

Tanmim 2.2.4. (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan bir altkiimesi olsun.

d(A) = sup {d(a:,y) L2y € A}

sayisina A kiimesinin ¢apr denir. d(A) < oo ise A ya X de sunarly bir kiime denir.
X i¢indeki (z,,) dizisinin terimlerinden olusan kiime X de smirli ise (z,,) dizisine X

de swnurly bir dizie adi verilir.

Tanim 2.2.5. (X, d) metrik uzay ve X'in i¢inde bir dizi (x,) olsun.
Ve >0 igin Vm,n >n. oldugunda d(x,,z,) <e¢e

olacak sekilde €’a bagh bir n. € N sayis1 varsa (x,,) dizisine X iginde bir Cauchy

dizist ady verilir.

Onerme 2.2.6. a) Metrik uzay i¢indeki yakinsak her dizi Cauchy dizisidir.
b) Metrik uzay igindeki her Cauchy dizisi simirhdir.

Tamim 2.2.7. Bir (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise, bu (X, d)

metrik uzayina tam metrik uzay adi verilir.

Ornek 2.2.8. R" Euclid uzay1 Ornek 2.2.2 de ki d» metrigine gore tamdur.

2.3. Normlu Uzaylar

Tanim 2.3.1. X bir lineer uzay ve ||.|| : X — R bir fonksiyon olsun. Eger her
x,y € X ve her « skaleri igin;

N1) Jlz] 2 0

N2) ||z|| =0 <z =0,

N3) flax]| = |a ]

N4) flz +yll < =]l + [lyll;

sartlarn saglaniyorsa, ||.|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm denir. X lineer uzay:

8



tizerinde tanimlanan ||.|| fonksiyonu normun &zelligini saglarsa (X, ||.||) ikilisine de

normlu lineer uzay veya normlu uzay adi verilir (7).

Ornek 2.3.2. 1 < p < oo olmak tizere

o0 1
P
= (X bt
i=1
doniistimii ¢, lineer uzay1 tizerinde bir norm olur.

Tanim 2.3.3. X bir lineer uzay ve ||.|| : X — R bir fonksiyon olsun. Eger her
x,y € X ve her a skaleri i¢in;

SN1) 2] > 0

SN2) [z ]| = |af[l]

SN3) [z +yll < =l + llyll.

sartlari saglaniyorsa, ||.|| fonksiyonuna X tizerinde bir semi-norm ve (X, ||.||) ikilisine

de semi-normlu uzay denir (7).

Ornek 2.3.4. ¢ ile yakinsak dizilerin uzayini gosterelim.

lIm: ¢ —R

r — | lim x,

n—oo

bi¢iminde tanimlanan doniisiim ¢ iizerinde bir semi-normdur.

Tanim 2.3.5. (X, |.||) normlu bir uzay ve (x,) de bu uzayda bir dizi olsun. Bu
durumda,

|Tm — 2u|| — 0 (m,n — 00)

ise (z,,) dizisine X uzaymda bir Cauchy dizisi denir.

Simdi, normlu uzaylarda yakinsaklk, Cauchy dizisi ve siirhlik kavramlar

arasindaki iliskiyi ifade eden 6nermeyi verelim.



Onerme 2.3.6. a) Normlu uzayda yakinsak bir dizi Cauchy dizisidir.

b) Normlu uzayda Cauchy dizisi sinirhdir.

Tamm 2.3.7. X normlu lineer uzaymnda d(z,y) = ||z — y|| metrigine gére verilen
her Cauchy dizisi yakinsak ise yani X uzay1 normdan elde edilen metrige gore tamsa

X’e bir Banach uzayr adi verilir(Kreyszig, 1978).

Ornek 2.3.8. (,, (1 <p < c0) uzay

1

ot = (3 eup)’

n=1

normuna gore bir Banach uzayidir.

2.4. Dizi Uzaylari

Tanim 2.4.1. F' = R veya F' = C olmak tizere

w:{x:(xkﬂ x:N—>F,k:—>x(k):(xk)}

kiimesine biitiin dizilerin kiimesi denir. w kiimesi,

((zx), (yr)) — (zx +yr)

ve

(A, (2x)) = (Maw))

ikili islemleri ile F’ tizerinde bir vektor uzayidir. w’nin herhangi bir alt vektor uzayina

bir dizi uzayr denir (Boss ve Peter, 2000).

10



Ornek 2.4.2. Toplanabilme teorisinde sik¢a kullanilan ve standart dizi uzaylari

olarak adlandirilan kiimeleri ssagida listeleyelim:

@ = {x:(xk)Ew:EINEN;szN icin xk:()}

co = {x:(xk)Ew: limxk:O}

k—o0

k—o0

c = {x—(xk)Ew: limxk—m,ﬂmER}

lo = {x:(xk)ew:sup|xk|<oo}
keN

6, = {x:(xk)Ew:Z|xk|p<oo 1§p<oo}
k

bs = {x—(xk) Ew:sup|2xk‘ <oo}
k=0

neN

cs = {x:(xk)ewzlim (Zxk—l):() EllE]R}
k=0

{x:(:ck) Ew:nli_)ngo(i:ck) :0}

k=0

CSo

Yukarida tanimlanan kiimelerin her biri birer dizi uzayidir.

2.5. ig Carpim Uzaylar:

Tanim 2.5.1. X kompleks lineer uzay ve (.,.) : X x X — C déniistimii

her z,y,z € X ve a € C i¢in;

sartlarimi saglarsa (., .) doniistimiine X tizerinde bir yari-i¢ carpum, (X, (.,.)) ikilisine
de yari-i¢ ¢arpim uzayr denir. Eger (z,z) = 0 olmasi 2 = 0 olmasi gerektiriyorsa

o zaman bu doniistim i¢ ¢arpem adi alir (7).
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Ornek 2.5.2. f,g € (C[a, b], K) K =R veya K = C olmak {izere

b
< f.g >=/ f(@)g(z)dx

olarak tanimlanirsa <, > bir i¢ carpim ve dolayisiyla (C’ la,b], K ) da bir i¢ ¢arpim

uzayidir.

Onerme 2.5.3. (X, < . >) bir i¢ carpim uzay1 ve ||z| = /< z,2 > olsun. Bu
durumda, her x,y € X i¢in

Iz + lI* + llz =yl = 2([ll* + l|=]*)
(Paralelkenar Kural1) esitligi saglanir.

Tanmim 2.5.4. (X, < .>) i¢ garpim uzay1 ||z|| = /< x,x > normuna gore yani; ig
carpim yardimiyla tanimlanan norm metrigine gore tam ise bu i¢ carpim uzayina

Hilbert Uzayu denir (7).

Ornek 2.5.5. p # 2 olmak tizere ¢, uzay; bir i¢ carpim ve dolayisiyla Hilbert Uzay:
degildir.

Ispat. Ifademiz, p # 2 olmak iizere £,'nin normunun, bir i¢ carpimdan elde edilemeyecegi

anlamindadir. Bunu normun;
2+ ylI* + llz — ylI* = 2()|=[1* + ly]1*)

paralelkenar esitligini saglamadigini gostererek ispat edecegiz. Gergekten ¢, uzayindaki

x ve y noktalarini,
z=(1,1,0,0,...) y=(1,-1,0,0,...)
olarak aldigimizda

1
lzl] =yl =27, [lo+yl =z -yl =2

12



bulunur. Bu durumda; tanmimladigimiz x, y noktalar1 ve p # 2 i¢in
lz +yll* + [lz = ylI* = 2|z ]* + [ly[*)
ozdesliginin saglanmadig1 kolayca gortliir.

2.6. Lineer Doniistiimler

Tanim 2.6.1. X ve Y aym cisim tzerinde iki lineer uzay olsun. Her xz,y € X

vektorii ve her o € C skaler1 igin
Tx+y) =Te+Ty ve T(ax)=aTlx

sartlarini saglayan bir 7' : X — Y doniisiimiine bir lineer dondisim denir (Choudhary

ve Nanda, 1989).

Ornek 2.6.2. C([a,b]) uzaymdan R icine, a < t < b olmak iizere,

biciminde tanimlanan 7" dontisiimi bir lineer doniisiimdiir.

Tanim 2.6.3. T': X — Y lineer dontisiimii verilmis olsun.
Q@sz{:t:EX:T:CzG}

kiimesine 7" doniistimiiniin ¢ekirdegi (veya sifirt) denir.

Tanim 2.6.4. (X, |.][x) ve (Y,|.|ly) iki normlu uzay olsun. 7' : X — Y lineer

dontistiminiin siirh olmasi icin gerek ve yeter sart Vo € X i¢in
IT(X)|ly < M[IX|x

olacak sekilde bir M > 0 reel sayisimin bulunabilmesidir.

13



Tanim 2.6.5. T\, X'den Y’ye bir lineer doniistim olsun. 7" birebir ve ortense 71"ye
X’den Y'ye bir lineer izomorfizm; X ve Y uzaylarina da izomorfik uzaylar denir ve
X 2Y ile gosterilir.

X uzaymdan Y uzayma T izomorfizmi uzakliklar1 da koruyorsa T7’ye X’den

Y’ye bir izometri X ve Y’ye de izometrik olarak izomorfik uzaylar denir.

2.7. Matris Doniistimleri

Tanmim 2.7.1. )\ ve p iki dizi uzay1 ve A = (au) (n,k = 0,1,2,...) reel ya da
kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun. Vn € N i¢in A matrisinin n. satir dizisi
A, ile gosterilir. Yani A, = (ank)52, dir. Ayrica her bir n € N i¢in A4,(z) =
>k Ankr yakinsak ise A(z) = (A,(z)) yazilir. Eger v = (zx) € A igin A(x) =
(An(x)) € pise o zaman A'ya A dizi uzayindan p uzayma bir matris déndsimi
denir ve bu durum A : A — p olarak gosterilir. Ax dizisine de z’in A— doniisiimii
adi verilir. A : A — p seklindeki biitiin A matrislerinin kiimesi (A, p) ile gosterilir

(Choudhary ve Nanda, 1989).

Tanim 2.7.2. T' = (t,;) sonsuz matrisi verilsin. Eger 7" = (¢,,x) sonsuz matrisi,

0 (k
bk =
ton 7é 0, (k

IA

n)

n)
seklinde tanimlaniyorsa 7" matrisine ti¢gensel matris denir.

Ornek 2.7.3. C = (c,;) matrisini

Cnk = n+1

14



bi¢iminde tanimlayalim. C' matrisi tiggensel bir matristir. (alt tiggensel) C' matrisinin

acilima;
1 0 0 0
11
5 3 00
11 1
5 3 3 U
bi¢imindedir.

Tanim 2.7.4. A\, pu herhangi iki dizi uzay1 ve A = (a,;) reel sayilarin bir sonsuz
matrisi olsun. Eger her x € X i¢in ((A;),) doniisiim dizisi mevcut ve p uzayinda ise:
A matrisi A uzaymdan p uzaymma bir matris dontisiimii tanimlar denir. A uzaymi p

uzayina tasiyan biitiin sonsuz matrislerin smmifi, (A : p) ile gosterilir.

Tanim 2.7.5. [ herhangi bir indis kiimesi olmak tizere, bir A kiimesinin alt kiimelerinin
bir A = {Ai 11 € I} ailesi

(1) Uier Ai = A
(2) i,j € I vei # jicin A;(A; = 0 sartlarim saglarsa bu A ailesine A

kumesinin bir parcalanmas: denir.

Tanim 2.7.6. A da bir denklik bagintis1 § olsun. Herhangi bir a € A elemanina (3
vasitasiyla bagli olan biitiin x € A elemanlarinin ctimlesine a nin denklik sinifi denir

ve [a] ile gosterilir. O halde;

la] = {z = (a,z) € B}

dir. A nmin denklik simiflarinin koleksiyonuna A nmin 3 tarafindan elde edilen bélim

ctimlest denir ve Q = A/B seklinde gosterilir. O halde;
Q=A/B={ld:a€ A}

dar.
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2.8. Baz1 Temel Esitsizlikler

Bu kisimda tezde bazi ispatlarda kullandigimiz Fonksiyonel Analizdeki temel esitsizliklere

yer verecegiz.

a)Holder Esitsizligi

pveq, 1 <p< oo, % + % = 1 kosullarim saglayan iki reel say1 olmak tizere
Vo = (x,) €, ve Vy=(yn) €,
icin

o0 [’ 1 00 1

p q
Z‘xkyﬂ < <Z|$k’p) (Z‘yk‘q)
k=1 k=1 k=1

esitsizligi gegerlidir.
b) Minkowski Esitsizligi

pveq, 1 <p<oo, % + % = 1 kosullarim saglayan iki reel say1 olmak tizere
Vo = (z,) €4, ve Yy=(yn) €L,
icin

(Strut) < (Sr) +(Sur)

k=1

esitsizligi saglanir.
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3. lo(E),c¢(E), co(F) BLOK DIiZI UZAYLARI

Bu bélimde, X € {{, ¢, ¢o} olmak iizere X (E) blok dizi uzaylarini inceleyecegiz.

3.1. ((E),c(F),co(E) Blok Dizi Uzaylar:

Ik olarak bu dizi uzaylarimm tammu ile baslayalim.

n=1,2,... olmak iizere F = (FE,,), pozitif tamsayilarin sonlu alt kiimelerinin
max F, < min F, 4 (3.1.1)

sartinl saglayan bir parcalanmasi olsun. X € {l,c¢,co} olmak tizere X(F) dizi

uzayl

X(E) = {x:(.rk) Cw: (Zx) eX}

ieEy
olarak tamimlanir.

X (E) dizi uzay

>

i€ By

||z = sup (3.1.2)

seklinde tanimlanan ||H  fonksiyonu ile bir semi-normlu uzaydir. (3.1.2) esitliginde
tanimlanan ||H  fonksiyonu bir norm belirtmez. Asagida verecegimiz 6nerme bu

hususla ilgilidir.

Onerme 3.1.1. (3.1.2) esitligi ile tanimh ||H , fonksiyonu X (E) {izerinde bir norm

belirtmez.

Ispat. Eger z = (1,-1,0,0,...) ve her n i¢in E, = {2n — 1,2n} olarak alimrsa
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>

1€Ey

l=ll; = sup
E keN

= sup
keN

Tog—1 + Tok

= sup {|x1 + zo| + |25 + x4] + }
keN

= sup {0 +0+ }
keN

= 0
olmasima ragmen z # 6 dir. Bu ise (3.1.2) esitligi tammlanan HH 1 fonksiyonunun
bir norm belirtmedigini gosterir.

E = (E,), pozitif tamsayilarin sonlu alt kiimelerinin (3.1.1) sartinm saglayan

bir par¢alanmasi olsun. Eger A = (a,x) sonsuz matrisi

17 k 6 En7
Qpk =
0, diger durumlarda,

bigiminde tanimlanirsa (o (E), c(E), c,(E) blok dizi uzaylar: etki alam yardimiyla
yeniden ifade edilebilir.

énerme 3.1.2.

loo(E) = (loc)as  c(E) = (c)a ve co(E) = (co)a

dar.

ispat. Yukaridaki esitliklerden sadece birini gosterelim. Digerleri de buna benzer

olarak yapilabilir. (o (E) = ({x)a esitliginin saglandigini gorelim:
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(loo)a = {x ew: Ax € Uy }

= {x Zanka:k GK }

- {x Z AT + Z Anr) € log }
kEE, kg Ey,

= {x lek‘i‘ZOxk Eg }
kEE, kg Ey,

= {:L‘ ( Z l‘k) S foo}
keE,

= {:c () € w: sup‘ ka’ <oo}
" keEB,

=y

OO

Simdi ilk teoremimizi vererek devam edelim. Ik teoremimiz bu uzaylarin

vektor uzayi olmasi hususu ile ilgilidir.

Teorem 3.1.3. X € {{, ¢, ¢} olmak tizere X (F) ciimlesi diziler iizerinde tanimlanan

koordinatsal toplama ve skaler ile ¢carpma islemleri altinda bir vektor uzayidir.

ispat. X =l olmak iizere ispat1 sadece {,(F) dizi uzay i¢in yapalm.

Vi, y € l(E) ve Va € C verilsin. Bu durumda

> (w+y;)

JEE

2

sup
keN

+ sup

oldugundan dolay1 x +y € (o (E) ve
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sup
keN

= sup

E O{ZE]‘

JjeE)

JEEY

2

JEE

= sup ||
keEy,

= |afsup
keN

JEE

oldugundan ax € (. (E) elde edilir.

Sonug olarak £, (F) ciimlesi bir vektor uzayidir.

Teorem 3.1.4. X € {/(,c,co} olmak iizere X (E) dizi uzaylar Vo € X(F) i¢in

PO

JEE

|z|| g = sup (3.1.3)

ile tamimh ||z|| g fonksiyonu ile bir semi-normlu uzaydir.

Ispat. X = (,, olmak iizere sadece (o (E) icin ispat: yapalim. Bunun icin (3.1.3)

da tanimlanan ||.||g fonksiyonunun semi-norm sartlarini sagladigini géstermeliyiz.
SN1:Vz € (o (F) i¢in

=]z = 0

oldugu agiktir.
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SN2:Vx € (oo (E) i¢in

(ax);
JEE

E OéZL‘j

JEEK

2

JEE

2

JEEK

|laz||p = sup
keN

= sup
keN

= sup o]
keN

= |afsup
keN

= lall«[|,

SN3:Vz,y € {(F) igin

lz+yll = sup| Y (z+y);

keN JEE,

= sup Z(:Ej+yj)

keN JEE,

= sup ij—i—Zyj

ReENT jem, JEE;
sup { E ill'j E yj
keN JECE,

JEE }

Sup\Zﬂfszg]g}Zyj\

keN JEE) JEE)

= lells + vl

IN

+

IN

= e+ 9l < llele +llyll

Dolayist ile (3.1.2) de tammlanan ||.||g fonksiyonu SN1-SN3 aksiyomlarini
sagladigindan /., (F) tizerinde bir semi-norm belirtir.

Sonug olarak £, (F) bir semi-normlu uzaydir.

Teorem 3.1.5.

M = {x = (za)p2y Y@= O,Vn}

JE€ER
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olsun. loo(E)/M,c(E)/M,co(E)/M bdlim uzaylar1 sirasi ile (¢, ¢y uzaylarina

lineer olarak izomorfiktir.

Ispat. VX € {((E), ¢, ¢} igin

T = < Z xj)n:l
jeEn
bigiminde tanimlanan
T:X(F)—X

doniistimiinii goz oniine alalim. T'nin lineerligi asikardir. y € {(, ¢, ¢o} ve her n igin
a, = |E,| olarak alnirsa her k € E,, i¢in 2}, = y,/a, yardimiyla x = () dizisini
tanimlayalim. z € {{«(E),c(E),co(E)} ve T, = y oldugu agiktir ve dolayisiyla T

doniistimii ortendir. Birinci izomorfizm teoremini uygulayarak
loo(E) /M = U, c(E)/M =c, co(E)/M = ¢

elde ederiz.

3.2. ((E),c(E),co(E) DIZI UZAYLARININ a—,3— DUALLERI
Bu kisimda (o (E),c(E),co( E) dizi uzaylarmin a—,5— duallerini hesapliyoruz.

Lemma 3.2.1. XY, 7 C w igin
()X C Zise M(Z,Y) C M(X,Y)
(11)Y C Z ise M(X,Y) C M(X,Z) Ozel olarak X* ¢ X"

Teorem 3.2.2. d cuimlesini

d:{a:(ak)Ew: ™ (sup Jai) <oo}

1 ASIR

bi¢iminde tanimlayalim. Bu taktirde

{co(E)Y = {c(B)} = {t(B)Y = d
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dir.

Ispat. Lemma 3.1'in (i) kism geregince

{co(B)Y c {e(B)} c {to(B)}’

kapsamalarinin saglandigr agiktir. Bu yiizden teoremi kanitlamamiz igin

d C {to(E)Y’ {co(B)}’

kapsamalarimin saglandigini gostermemiz yeterlidir. Keyfi a € d alalm.E = (E,)

pozitif tamsayilarin bir pargalanmasi oldugundan Vz € ¢, (E) igin

oo
5 ATy E Q;T;

k=1 k=1 icEy,
o0
< 3 (pl)| S
k=1 \ €Lk i€By
oo
< sup sz Z sup |a;|) (3.2.4)
lEEk

i€Ey k=1

yazilabilir.Bu ise ax € c¢s olmasi gerektirir. Dolayisi ile a € {KOOE}ﬂ olur. O halde
B
dC {l(E)}

kapsami saglanir.

Simdi, kabul edelim ki a € {CO(E)}B keyfi olsun. n = 1,2, ... i¢in

fn: Co(E> — R

n

x — fulz) = Z Z a;x;

k=1 i€E}
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seklinde tanimlanan f,, lineer fonksiyonelini géz oniine alahm. (3.2.4) ye benzer

olarak Vz € ¢y(F) icin

P

1€E)

I$ (e

|fn(x)‘ < sup
k e i€l

yazilabilir. Dolayisi ile f,, lineer fonksiyoneli sinirhdir ve

I fll < Z sup |ai|) (3.2.5)

i€E}

saglanir. Simdi (3.2.5) esitsizliginin ters yoniinii kanitlayacagiz. 1 < i < max E,
olacak bigimde biz ¢ indeksinin var oldugunu ve de a; # 0 oldugunu kabul edelim.
Genel terimi,

T; = Sgna;

bigiminde tanimlh = = (z;) dizisini goz oniine alalm. Burada

sup |ajl, 1<k<n

0, diger durumlarda,

seklinde tanimhidir. Buradan

/()] = Y (sup |a;|) (3.2.6)
il 2

[ full >

elde edilir.
(3.2.5) ve (3.2.6) birlestirilirse n = 1,2, ... i¢in

150 =3 (s o

k=1 \IEE
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§;
olur. a € {CO(E )} oldugundan

fo: c(E) —R

x — fo(x) = Z Z ;T;

k=11ic€Ey

seklinde tanimh f,, dontisimi iyi tanimhdir ve lineerdir ve de aynm zamanda

{fn} dizisi f, ya noktasal yakinsaktir, Banach-Steinhaus teoremi kullanilirsa

[fall = sup fn
= Z(sup|ai]> < 00
= \ich;
= acd

elde edilir.
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3.3. X(E) DiZI UZAYI UZERINDE MATRIiS DONUSUMLERI

Bu kisimda X (E) dizi uzaydindan {{, ¢, ¢o} uzaylara baz matris simiflar1 karakterize
edildi. Simdi temel sonuclar1 ispatlamada ihtiya¢ duyacagimiz asagidaki lemmayi

verelim.

Lemma 3.3.1. Eger a = (a;) € d ise bu taktirde

fo: c(E) —R

r = f(z)= Zak:vk
k=1

bigiminde tanimlanan f—lineer fonksiyoneli sinirhdir ve
o0

£l = Z(slgp jail)

n=1 1€ L,

dur.

ispat .

fla) =" aw

k=1 1i€Ey

oldugundan teoremin ispati teorem 3.1.1 den elde edilir.

A = (any) bir sonsuz matris olsun. Asagidaki sartlar: gz oniine alalim.

sup (Z sup|am|> < oo (3.3.7)
"N g=1

— 1€E)

lim supa,; =0 (k=1,2,..) (3.3.8)

n—0o0 ic

lim () supay;) =0 (3.3.9)
n—oo 1 i€Ey
lim supa,; = ¢ I, eR (k=1,2,.) (3.3.10)

n—0o0 ic
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[e.9]

lim () supa,) = 3IcR (3.3.11)

n—oo ;
k=1 ‘€ Ex

Simdi bu kisimda ki ilk teoremimizi verelim.

Teorem 3.3.2. X € {cy, ¢, s} olmak tizere Anin X (E) den l’a A € {X(E), (s}

olmas: i¢in gerek ve yeter kosul (3.3.7) sartinin saglanmasidir.

Ispat. Ispat1 sadece A € {(,,(E), (s} icin yapacagiz. Kabul edelim ki (3.2.4) sart1
saglansin. Bu sart altinda ispat edecegiz ki A matrisi {(o(E), loo} smifina aittir.
A = (anr)52; ile A matrisinin n. satirinda ki diziyi gosterelim. (3.2.4)’den dolay1
A, € d olur. Teorem 3.1.1'den ise n. = 1,2, ... icin A, € {(.,(E)}’ yazabiliriz.
Simdi keyfi bir X € ¢ (F) dizisi alahm. Bu taktirde Lemma 3.2.1 den Vn,

IN
M
)

=

8

T

NE

supl 3 ()| X

Tersine olarak kabul edelim ki A € {(,,(E), {} olsun. Simdi x = (z;) dizisini

x; = sgn(a,;) bigiminde tanimlayalim. Burada

sup |a;|, i€ Ej

0, diger durumlarda,

seklindedir. Bu sekilde tammh z = (z;) dizisi i¢in * € ((E) oldugu agiktir.

Dolayisiyla Az € (o, olur ve (3.2.4) sart1 saglanmis olur.

Teorem 3.3.3. A € {¢y(F),co} olmas i¢in gerek ve yeter kosul (3.3.7) ve (3.3.8)

sartlarinin saglanmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki A € {¢o(E), co} olsun. Simdi ¥ = (e¥)2, dizisini
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1

. . i€ By

0, diger durumlarda,
olarak tammlayalm. Bu durumda ef € ¢o(E) oldugu agiktir ve dolayisi ile de

AeF € ¢y dir. Yani

lim a,;e* =0

n—oo

dir. Burada

Supgep, (|and), k=1,2,..

Qpj = )
0, diger durumlarda,
bi¢imindedir. Dolayisi ile
lim sup|ay|e® = hm sup |a;| =0
n—ycp, O YecEy

Bu ise (3.3.8) sartinin gerekliligini ispatlar. (3.3.7) sartinin gerekliligi Teorem 3.2.1
ile benzer olarak yapilabilir.

Tersine olarak (3.3.7) ve (3.3.8) saglansin. Keyfi bir z = (2) € ¢o(F) alalim.
Vo € ¢y(F) igin

o0
|An(X)| = Zzanixi
k=1 icEy
m o0
< Zsup\am Doml+ Y suplanl| Y
1 €Ek i€Ey k=m+1 Pk i€Ey
x
< el spnd s [T 3 sl
h=1" zmtllice, | k=ms1 €Fk

lim sup |a,| =0
n—00 jc B,
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olmasi sebebiyle yeterince biiyiik m ve n dogal sayilar: icin

sup |le|<€ ve Zsup|am|<5

k>m—+1 i€Ey, zEEk

esitsizlikleri saglanir. Bu ise Az € ¢y olmasi anlamina gelir.

Teorem 3.3.4. A € {¢(F), co} olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (3.3.7),(3.3.8),(3.3.9)

sartlarinin saglanmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki A € {¢(E), ¢y} olsun. ¥ € ¢(E) oldugundan k = 1,2, ... igin
Ae* € cy’dir. Bu ise {supep, |am|}2°:1 € ¢p olmasi gerektirir ki bdylece (3.2.5)
sart1 saglanir. Simdi (3.2.6) sartinin gerekliligini gosterelim. e = (e;) = {1,1,...}

dizisini g6z 6niine alalim. Bu durumda ¢ € ¢(E) oldugu agiktir. Dolayisiyla

o0
A, = > sup |a €c
e (Zk_leeéz’ nf‘) 0

n=1

olur ki bu da (3.2.6) sartinin gerekliligini gosterir. (3.3.7) sartinin saglandig: asikardir.
Tersine olarak (3.3.7),(3.3.8),(3.3.9) sart1 saglansin. Herhangi bir z € ¢(F)

dizisini alalim. Bu taktirde

fim 3=t

i€Ey

olacak sekilde sonlu bir ¢ sayis1 mevcuttur. Simdi y = (y;) dizisini
Y= T (1 € Ex)

bi¢iminde tanimlayalim. Bu taktirde

x) = Zankrick = Z&nk(ﬂﬁk — Yk) + Zankyk =5+ 1ln
k=1 k=1 k=1

yazilabilir. Burada

= Zankz(ﬂsz —Yk) tn= Zankzyk:
k=1 k=1
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dir. zp — yr € coF oldugundan

lim s, =0

n—oo

dir. Bu ytizden teorem 3.2.2 den dolay1 A € {co(E), co} olur. Diger taraftan

[ o0
=1 i€l

k=1 i€E}y

oldugundan (3.3.9) sart1 goz 6ntinde bulundurulursa
lim ¢, =0

n—oo

elde edilir. Sonug olarak gostermis olduk ki A matrisi {c(E), c(0)} smfina aittir.
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4. (,(E) BLOK DIiZi UZAYI

4.1. (,(F) BLOK DIZi UZAYI

Bu boliimde
o p
ﬁp(E):{x:(xn)Ew:Z ij <oo}
n=1"'jek,

dizi uzaymin bazi cebirsel ve topolojik ozellikleri incelenecektir.

Teorem 4.1.1. (,(FE) ciimlesi diziler tizerinde tanmimlanan koordinatsal toplama ve
skalarla carpma islemine gore bir vektor uzayidir.

Ispat. 6§ = (0) € £,(E) oldugundan £,(F) ciimlesi bos degilidir.

z,y € l,(E) ve o € C olsun. Simdi (ax +y) € {,(E) oldugunu gosterelim.

D (amj+y)| = | D ami+ Y | <[ Doz Y
jeb, JjEE, JjEER JjEER jEERL
oldugundan

2

n

Z ax; ‘|—yj

JEER

pg;{rzaxjmzyjr}p

jEEn jEEn

yazilabilir. 1 < p < oo i¢in Minkowski esitsizligi kullanihirsa

p) P
e

P } »

3=
—
-

p

Z ax; +yj

jeEn

E Cl/ZCj

jeEn

>y

jeEn

D

n

g{z

n

}

< o0

[

2

JE€EER

>

JEE,

~Joff xS

n

+{z

n

elde edilir. Bu ise (ax +y) € ¢,(E) oldugunu gosterir.
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Teorem 4.1.2. /,(E) blok dizi uzay1

bl = (2] 2 o)

bi¢iminde tanimh ile bir semi-normlu uzaydir.

-,

Ispat. X = (1,—1,0,0,.....) ve E, = {2n —1,2n}
el = (3

=1

B =

Ton—1 + Ton

Il
A~

3

)

3=

n =1 igin <‘:v1 +$2|p> =0

1

n = 2 igin <‘:133 —|—$4|p)p =0

Hpr’E = 0 fakat x = (1,—1,0,0,....) # 0 oldugundan dolay1 ¢,(E) blok dizi

- |
el = (X1 al)

n=1 jeE,

ile taniml HHp 1 ile bir semi-normlu uzaydur.

Not 4.1.3. /,(E) block dizi uzaymu iicgensel bir matrisin etki alani olarakta diisiinebiliriz.
Bunun i¢in A = (a,) sonsuz matrisini

S 1, eger ke kE,,
"0, diger durumlarda,

bi¢iminde almak yeterlidir. Bu durumda asagidaki 6nermeyi ifade edebiliriz.

Onerme 4.1.4. (,(E) = (£,) 4 dur.
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Ispat. Ozel olarak n = 1,2, ... icin E, = {n} almirsa

s = {o=@ewianes,)
{ {Zankxk}ee}

_ { coi{ T ount ¥ aun} et}
-
{

keE, kgEn

= {zxk}%}

keEn,

xTr = < OO}
n keEn

elde edilir.
Teorem 4.1.5. M = {:c = (n) : Xjer, T =0 ‘v’n} olsun. ¢,(E)/M bolim uzay1

¢, uzayina lineer olarak izomorftur yani
Cp(E)/M = 6,

dir.
Ispat. Vz € (,(E) icin

T = < Z xj)n:l
JE€EER
bi¢iminde tanimlanan
T:0,(E)— ¢,

doniistimiinii goz ontine alalim. T'nin lineerligi asikardir. y € ¢, ve her n icin
a, = |E,| olarak alnirsa her k € E,, i¢in 2}, = y,/a, yardimiyla x = () dizisini
tammlayalim. x € (,(E) ve T, = y oldugu agiktir ve dolayisiyla T doniisiimi
ortendir. Birinci izomorfizm teoremini uygulayarak

0G(B)/M =1,

elde ederiz.

Teorem 4.1.6. p = 2 olmasi durumu hari¢ ¢,(E) uzay1 bir yar i¢ ¢arpim uzay1
degildir.

ispat.

00
<x,y >:Z Z TiY;

n=114jeE,
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ifadesini tanimlarsak, bu ¢y(F) tizerinde bir yar1 i¢ carpimdir ve
a3 =< 2,2 >

tir. Simdi;

ijzl,ij:Zij:ij:...:()

JEEL JEE2 JEE3 JEE4
E y] = 1, E y] = E ’y] = ..... = 0
JjEE JEES JEE3

olarak = ve y dizileri diisiintildiigiinde,

e+l 5+ e = gl25 7 2(m:c|||§,E ; |r|yu|§,E) b £2)
oldugu gortliir.
2
(20 +1)7 +26 =9

denklemi yalnz p = 2 durumunda gegerli olacagindan ¢, ( E') uzay: tizerindeki yarmorm
paralelkenar esitligini saglamaz ki bu da, yarinormun yari i¢ garpimdan elde edilemeyecegi
anlamina gelir. Boylece, £,(E) uzay1 p # 2 icin bir yar1 i¢ ¢arpim uzay1 degildir.

4.2. (,(E) DIiZI UZAYININ a—,5— DUALLERI

Bu kisimda /,(F) dizi uzaymm a— ve S— duallerini hesaplayacagiz.
Teorem 4.2.1. d, ciimlesini, 1 < p < co ve ¢ = ]% olacak sekilde
[ee]
d, = {a = (ar) Ew: Z(sup la;]?) < oo}
k

—1 i€EEy

bi¢iminde tanimlayalim. Bu taktirde {EP(E)}ﬁ = d, dir.

34



ispat. Keyfi bir a € d, alahm. E = (E,) pozitif tam sayilarin bir parcalanmasi
oldugundan Hoélder Esitsizligince Vo € £,(E) icin

o0 o0
E ApT E E Q;T;
k=1

k=1 icEy
o
< Z (SUP ’ai|) Z x;
=1 \iEEk i€Ey,
o0 % 00 %
< (Zsup!&i\q) (ZI Zmz\p) < 00
k=1 k=1 ich),

yazilabilir. Bu ise az € cs olmasim gerektirir. Dolayisi ile a € {€,(E)}’ olur. O
halde d, C {EP(E)}[j kapsami saglamr. Simdi kabul edelim ki a € {£,(E)}’ keyfi

olsun. n = 1,2, ... i¢in
fo: L(E) —R

z _’f(x)zzzaixi

k=1 ’L'EE';C

seklinde tanimlanan f;, lineer fonksiyonelini géz éniine alahm. Vx € ,(E) i¢in

o= (i) (15 r)

k=1 i€Ey
yazilabilir. Dolaysi ile f,, lineer fonksiyoneli sinirhidir ve

n 1

£l < (zsupw)q (1212)

k=1

saglanir. Simdi (4.2.12) esitsizliginin ters yoniini kanitlayacagiz. 1 < i < max(FE,)
olacak bi¢imde bir ¢ indeksinin var oldugunu ve de a; # 0 oldugunu kabul edelim.
Genel terimi z; = (sgna;)|a;|?! bigiminde tammh z = (z;) dizisini goz oniine alalim.
Burada

JEE

sup |a;l, 1<k<n,
Qpk =
0, diger durumlarda,

seklinde tanimhidir. Buradan

2

JEEK

= sup |aj|q_1, x € l,(E)
JEEL

i¢in,
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1

1fall = ||f"( D) _ X1 SWyen, ol (i sup |ai|4>q (4.2.13)
s

1][]p, (Zzzl SUDje s, |aj|q)% —, i€Ey

elde edilir. (4.0) ve (4.2) birlestirilirse n = 1,2, ... igin

Ifull = (Z up w)

1€E),

olur. a € {Kp(E)}ﬁ oldugundan

Ja: ep(E> —R

T = fuz Zzam

k=1 lGEk

seklinde tanimh f, doniisiimii iyi tanimhdir ve lineerdir ve de ayni zamanda
{fn} dizisi f,— ya noktasal yakinsaktir.

Banach- Steinhaus teoremi kullanilirsa

[fall = sup|[full < oo
n
o) 1
q
= sup |a; q) < 00
; (1€Ek| Z|
= a€d,
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4.3. (,(E) DIZI UZAYI UZERINDE MATRIS DONUSUMLERI

Bu kisimda ¢, (E) dizi uzayindan /., ¢ ve ¢y uzaylarina bazi matris siniflar1 karakterize
edildi. Simdi temel sonuglar: ispatlamada ihtiya¢ duyacagimiz asagidaki lemmay1

verelim.

Lemma 4.3.1. Eger a = (a;) € W ise bu taktirde
f: 0(E) —R

x — f(z) = Z Ty
k=1

bigiminde tanimlanan f— lineer fonksiyoneli sinirlhidir ve
o0 1
q
151 = (2 sup st
k=1 1€E)

dar.

ispat .

f(x) = Z Zaixi

k=1 i€ E},

oldugundan teoremin ispati teorem 4.1.1 den elde edilir.

A = (ayy) bir sonsuz matris olsun. Asagidaki sartlar: gz oniine alalim.

sup (izsetgz |am~]q> <oo (1<g< o) (4.3.14)
S:.E |ank| < o0 (4.3.15)

Tim g =0 (k=1.2,.) (4.3.16)

lim ay =0 FkER (k=1.2,.) (4.3.17)
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Teorem 4.3.2. A € {(,(F), (-} olmas: i¢in gerek ve yeter kosul (4.3.14) sartinin
saglanmasidir.

ispat. Kabul edelim ki (4.3.14) sart1 saglansin. Bu sart altinda ispat edecegiz ki A
matrisi {¢,(F), {~} smifina aittir. Teorem 4.2.1 den dolay1 A, € d, olur.

Simdi keyfi bir = € £,(E) dizisi alahm. Bu taktirde Lemma 4.2.1. den dolay1

=

Vi, |An(@)| < (Zsup |am-|q) ez

k=1 1€E}

yazilabilir. Bu ise her bir z € ,(E) icin Az € {,, olmasim gerektirir.

Teorem 4.3.3. A € {{p(E), ¢y} olmas i¢in gerek ve yeter kosul (4.3.14) ve (4.3.16)
sartlarinin saglanmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki A € (£,(E),co) olsun. Simdi ¥ = (eF)2°, dizisini

ek _ail 17 1= ka
¢ 71 0, diger durumlarda,

olarak tammlayalm. Bu durumda ef € ¢,(E) oldugu agiktir ve dolayisi ile de
Aek € cy’dir. Tersine (4.3.14) ve (4.3.16) saglansin.
Keyfi bir z = (xy) € {,(F) alahm. Vx € {,(F) i¢in Holder Esitsizligince

o
[An(2)]| = Zzam’xi
k=1 icEy
m o0
< Zsup | @i Z.’EZ + Z SUp || sz
=1 ‘€Ek icEy, —— i€Ey,
m 1 0o 1 0o 1
q P q
< Melle (X s lawl) (30 15 w) (30 s o)
k=1 ‘€Ek k=m+1 icE, k=m—+1 ‘€Ek

lim sup |an| =0
n—oo iGEk

olmasi sebebiyle yeterince biiyiik m ve n dogal sayilari igin

( > |Z:Bi|p);<oo

k:m+1 ieEk

m 1
q
( E sup |am-|q> <e
" i€k
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esitsizlikleri saglanir. Bu ise Az € ¢y olmas1 anlamina gelir.

Teorem 4.3.4. A € {{p(E), c} olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (4.2.14) ve (4.2.17)
sartlarinin saglanmasidir.

Ispat. A € {{,(E),c} olsun. (e*) dizilerini kullanarak (4.2.17) sartmm gerekliligi
hemen goriiliir. (4.2.14) sartimn gerekliliginin ispat1 da bu teoremin i kismina
benzerdir. Tersine kabul edelim ki (4.2.14) ve (4.2.17) sartlar1 saglansin. B = (by;)
matrisinin elemanlarim Vn, k € N i¢in

bk = an — Ui

biciminde tammlayalm. Ilk olarak gosterecegiz ki B matrisi (0,(E),co) smifina
aittir. m > 0 ve € > 0 verilsin. (4.2.17) esitligi geregince

lim sup |a,; — 4;| =0
00 1€EE}

yazilabilir. limsup ozelliginden

3
¥n = N, sup |an; — 4] < —

i€Ey Ma

olacak big¢imde pozitif bir Nj sayis1 mevcuttur. Simdi Nj, sayilarn yardimiyla N
say1isini
N=maxN, 1<k<n

olarak tanmimlayalim. Bu taktirde Minkowski esitsizligi yardimiyla her n > N i¢in

1

M 1 M 1 M L
(Z sup \Eilq) < (Z Sup |an; — filq) + (Z sup \am\q)
k k

1 1€E) —1 1€E) k=1 1€E)

M 1
q
< e+ (sup Z sup |am~]q>
n k=1 i€y

elde edilir. Bu esitsizlikte M — oo ile limite gegilir ve (4.2.14) sart1 gézoniinde
bulundurulursa ¢, € d, oldugu goriilir. Bu ise B € {{,(E), o} olmasi anlamina
gelir. Bz € ¢y oldugundan Vz € {,(E) i¢in Bx € ¢ dir. Bu ise

k=1 k=1

olmasi anlamma gelir. ¢ € {{,(FE)}’ oldugundan Teorem 3.2.2 den dolay
Vx € gp(E), kal’k < 00
k=1
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yazilabilir. Bu sonug ve (4.3.18) esitligi bize gésteriyor ki A matrisi (¢,(E), ¢) sinifina
aittir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

40



5. BULGULAR VE SONUC

5.1. SONUC

Bu tezde 2015 yi1linda ilk kez tanimlanan blok dizi uzaylari ele alimmistir. 1. boliimde
ele aldigimiz konu ile ilgili literatiir 0zeti yapilip 2. boliimde tezde kullanacagimiz
bazi1 temel tanim, teorem ve esitsizliklere yer verilmistir. 3. bolimde ise X €

{¢, o, U } olmak tizere X (F) blok dizi uzayim
X(E) = {x: () Ew: <Zmz) € X}
e,

olarak tanimladik ve bu uzayin normlugu, vektor uzayi olup olmadigi, semi-normlugu,
lo(E)/M = ly oldugu, a—, — duallerini ve matris doéniisimlerini inceledik. 4.

bolumde ise

Ep(E):{:v:(xn)Ew:Z Z:Uj <oo}

olacak sekilde ¢,(E) blok dizi uzaymmin normlugu, vektor uzayr olup olmadig,
semi-normlugu, ¢,(E)/M = ¢, oldugu, a—, f— duallerini ve matris doniistimlerini
inceledik.

Tezde ele aldigimiz konu giincelligi bakimindan énemlidir. Bilhassa dizi uzaylari

calisan arastirmacilar i¢in kaynak niteligindedir.
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