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SEMBOL LiSTESI

Bu caligmada kullanilmis olan simgeler agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

Ay n boyutlu A kare matrisi

detA A matrisinin determinanti

F, n. Fibonacci sayisi

L, n. Lucas sayisi

P, n. Pell say1s1

Uy, n. genellestirilmis Fibonacci sayisi
Up n. genellestirilmis Lucas sayisi
{u,} Genellestirilmis Fibonacci dizisi
{vn} Genellestirilmis Lucas dizisi

viii



1. GIRIS

Fibonacci sayilart her n > 2 dogal sayis1 ve Fy = 0, F; = 1 baslangi¢ kosullari i¢in

Fy=Fy1+Fy (1.1)

indirgeme kurali ile tanimlanir.

Lucas sayilari ise her n > 2 dogal sayisi ve Ly = 2, L; = 1 baslangi¢ kosullar1 i¢in

Ly=Lpq+Lp (1.2)

indirgeme kurali ile tanimlanir.

Benzer sekilde, Pell sayilart her n > 2 ve Py = 0, P; = 1 baslangi¢ kosullar1 igin

PTL =2PTL—1+PTL—2 (13)

kurali ile tanimlanir.



Bugiine kadar Fibonacci ve Lucas dizilerinin bir¢ok genellestirilmesi tanimlanmaistir.
Burada ikinci basamaktan en genel Fibonacci ve Lucas say1 dizileri géz Oniine
aliacaktir. Genellestirilmis Fibonacci dizisi {u,} ve genellestirilmis Lucas dizisi
{v,}; her n > 2 dogal sayis1 i¢in, a? — 4b # 0 olmak iizere sirastylaug = 0, u; = 1

ve vy = 2, v; = a baslangic kosullari i¢in

Uy = QUy_q1 + buy,_, (1.4)

%S

Uy = av,_1 + bv,_, (1.5)

bagmtilar1 ile tanimlanir. (1.4) ve (1.5) esitliklerinde a=1 ve b =1 alinirsa
u, = F, (n. Fibonacci sayis1) ve v, = L, (n. Lucas sayisi) elde edilir. Benzer

sekilde (1.4)’te a = 2 ve b = 1 alinarak u,, = B, (n. Pell sayis1) elde edilir.

{u,} ve {v,} dizilerinin karakteristik denklemi olan x? — ax + b = 0’ mn kokleri «

ve f olmak iizere {u,} ve {v,} dizilerinin Binet formiilleri

an_ﬁn
a—p

(1.6)

U, =

ve

v, = a+fp" (1.7)



seklindedir. Burada @ + 8 =a ve aff = b’ dir. Bu formiil, bir say1 dizisinin n.

teriminin sadece n’ ye ve sabitlere bagli olarak verilmesi sebebiyle oldukca kullanigl

bir gosterimdir.

Bir A; n X nkare matrisinin determinanti detA ile gosterilir ve n elemanli bir

kiimenin simetri grubu S,, olmak iizere

detA = Zn’esn sgn(n) A1,7(1)A2,m(2) - An,m(n) (1.8)

ile tanimlanir.

Bir n boyutlu A, = (a;;) matrisi i¢in eger j > (i + 1) iken a;; = 0 oluyorsa A,

matrisine “Alt Hessenberg Matris” denir. Acik¢a A,, matrisi

formundadir. [1]

determinanti

a»
a»
as

nolu

o .- 0
as ™ : }
ass ™ 0

: an—l,nJ
an3 an,n

calismada her n > 2icin A, Hessenberg matrisin

detAn = an,ndetAn—l+Z?;11(_1)n_ran,r H?;ll ?;11 aj,j+1detAr—1



esitligi ile verilmigstir. Ayrica yazarlar

2 1 0 0
[1 2 1 ]
D,=11 1 2 ol , (1.92)
: w1
1 1 1 2
1 -1 0 0
[1 2 -1 - : ]
B,=11 1 2 < 01, (1.9b)
: : oo —1
1 1 1 2
2 -1 0 - 0
|[1 2 -1 ‘|
C,.=11 1 2 - 0 (1.9¢)
l: _1J
1 1 e 12
ve
[1 i 0 O]
| i 2 i . |
L,=10 i 1 =~ 0 (1.9d)

matrislerini goz Oniine alarak detD,, = F,,,, detB, = F,,, detC, = F,,,1 ve

detL, = L, sonuglarini elde etmislerdir.



[2] nolu calismada elemanlar1 yalnizca 0 ve 1 olan n boyutlu bir alt Hessenberg

matrisin determinantinin maksimum degerinin F,, oldugu gosterilmistir.

[3]” te cesitli Hessenberg matrisler tanimlanarak bu matrislerin determinantlar ile
genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin terimleri arasinda yeni bagintilar elde
edilmistir. Bu yeni sonuglar (1.9a-1.9¢) ile 1ilgili verilen sonuclarin genel
durumlaridir. Benzer sekilde [4] nolu ¢alismada da baz iliskiler verilmistir. Ornegin

n boyutlu R;, ; matrisi

2 1 0 0

[1 2 1 : ]
R,,=|1 1 0
s 2 1

1 1 1 t+1

seklinde tanimlanarak

detRn’t = tFn+1 + FTL

oldugu gosterilmistir. Agik¢a detR, o =F, , detR,3 = L,y,’ dir. Ayrica Ry,

matrisi (1.9a)’ daki D,, matrisidir.

Herhangi bir n x n “Ug Bant Matris”



|
Q
=
S
iy
(e}
(=)
S—

c1 ap b, : |
0 ¢, az 0

HERES
0 0 cpqe an

formundadir. Tanim geregi bir iic bant matris ayn1 zamanda 6zel bir Hessenberg

matristir. Strang [5,6]” da

[1 -1 0 0 ]
|1 1 -1 - |

detl0 1 1 -~ 0l|=F
l —1J
0 0o 1 1

ve

[3 1 O O]
|1 3 1 - |

detl0 1 3 ~ 0|l=Fy4o
0 0 1 3

oldugunu gostermistir.

Ug bant matrislerin determinantlari ile genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin

terimleri arasindaki iligkiler [7] nolu ¢alismada



@+p B 0 - 0

]
| «a a+pf B P a — "
det| 0 a a+pf 0 |=a—=un
; B J -
0 0 a a+p
ve
[a+,8 2B 0 0 |
| «a a+p B . P
det| 0 a a+pf 0 |=a™+pB" =y,
0 0 a a+p

seklinde verilmistir.

“Fibonacci Polinomu” ; Fy(x) = 0, F;(x) = 1 baslangi¢ kosullar1 ve

E,(x) = xFp_1(x) + F_5(x), nz=2

bagintisiyla tanimlanan fonksiyon dizisidir. [8] nolu ¢alismada Fibonacci polinomlari

ile Hessenberg determinantlar arasindaki bazi iliskiler verilmistir. Ornegin,



1
x + — —_— 0 eee 0
X X
1 1
X X
1 1 _
det e _Z = F(x) + tFpyq (%)
X X
: 0
S e Coxtr -
X X X X
1 -1 1 -1 xt + 1
[xz +2 1 0 0 ]
1 x24+2 1 :
det 0 1 0 = Fon_1(x) + tFy(x)
: " ox%242 1
0 0 1 xt+1

oldugu gosterilmistir. Yukarida t = x alinirsa Fibonacci polinomunun terimleri elde

edilir.

[9] nolu c¢alismada ise bu polinom dizisi genellestirilerek baslangic kosullar

Ay = a(x), A; = b(x) olan ven = 2 igin

Aps1(%) = p() Ay (%) + q(X) A1 (x)

seklinde tanimlanan {A,(x)} dizisi ile baz1 {i¢ bant matrislerin determinantlar

arasindaki iliskiler verilmistir. Ornegin,

p++p*+4q 8 p—+p*+4q
fI=— e ——
2 )



olmak iizere n boyutlu M,, ;, matrisi

[ Ae  Ad@p)z 0 0 0
@Bz ak+p*  (aB)2 :
My =| 0 @)z ak+pk - 0
: : @B’
0 0 (@B ak+pr]

seklinde tanmimlanmis ve detM,, , = Apg+c oldugu gosterilmistir. Ayrica matris
metotlart kullanilarak {A,(x)} polinom dizisinin trigonometrik gosterimleri elde

edilmistir.

(1.4) ve (1.5) ile verilen dizileri {u,(a, b)} ve {v,(a, b)} ile gosterelim. Bu durumda
{u,(a,1)} ve {v,(a,1)} dizilerinin terimleri ile gesitli Hessenberg determinantlar

arasindaki iliskiler [10,11] nolu ¢alismalarda elde edilmistir.

Pozitif bir k tamsayis1 i¢in [12] nolu c¢alismada {ug,} ve {vy,} dizilerinin

terimlerinin

Upn = VpUg(n-1) + (Db up ) (1.10)
ve

Vikn = ViVkm-1) + (=D 1D 005 (1.11)



indirgeme bagintilarin1 sagladiklar1 gdsterilmistir. Ayrica yine ayni ¢aligmada {u, }
ve {vin} dizilerinin terimlerinin, {i¢ bant matrislerin determinantlar1 ile ilgili

gosterimleri kullanilarak bu dizilerin trigonometrik gosterimleri elde edilmistir.

[13] nolu ¢alismada Fibonacci ve Lucas dizilerinin alt dizileri ile ii¢ bant matrisler

arasindaki bazi iliskiler verilmistir. Burada M, g (k) matrisi

My =My = \/mZ,ZFa+B — Foayp

Mjjiv1 = Miyq,j = m' 2=sj<k

seklinde tanimlanarak detM, (k) = Fyr4p oldugu gdsterilmistir. Benzer sekilde

T p (k) matrisi

b2 =11 = Jtz,zLa+ﬁ = Lag+p,

o1 =ty = JOD7, 25 <k

olarak  tanimlanmis  ve detTy (k) = Lak+p oldugu  gosterilmistir.

10



2. GENELLESTIRILMIS FIBONACCiI VE LUCAS DIiZILERI ILE
HESSENBERG DETERMINANTLARIN KARAKTERIZASYONU

2.1. Genellestirilmis Fibonacci Dizisi

Bu bolimde cesitli Hessenberg matrislerin determinantlar1 ile genellestirilmis

Fibonacci dizisinin terimleri arasindaki iligkiler verilecektir.

Her n > 1 i¢in R,(a,b)=(r;;(a b)) alt Hessenberg matris; her i € {1, ...,n} i¢in
r;i(a,b) =a*+b, her i €{1,..,n—1} i¢in 7;;,,(a,b) =b ve her i > ji¢in

rij(a,b) = b olarak tamimlansin.

Genel olarak R, (a, b) gosterimi i¢in kisaca R,, kullanilacaktir. Agik¢a R, matrisi

[a®+b b 0 0 ]
| b a’+b b |
R, = b b a’+b 0
[ : b J
b b b a?*+b

formundadir. Simdi R,, matrisinin determinanti ile {u,,} dizisinin terimleri arasindaki

iliski verilecektir.

Teorem 2.1.1: Her n > 1 i¢in

detR,, = a® tu,., (2.1.1)

olur.

11



Ispat: Bu teoremin ispatinda, n iizerinden tiimevarim ydntemi kullanilacaktir. Kabul

edelim ki n = 1 olsun. O halde

detR, = |a®> +b| =a?+ b =1uy4

olup n = 1 i¢in ifade dogrudur. Kabul edelim ki n = 2 olsun.

2
detR, = |4 I;I_b azlfl- bl = a(a® + 2ab) = au,

oldugundan ifade n = 2 i¢in de dogrudur. Kabul edelim ki n = 3 olsun. Kolay bir

hesaplama ile

a’+b b 0
detR; =| b a’?+b b = a’us
b b a’?+b

esitligi elde edilir. Kabul edelim ki n — 1 i¢in ifade dogru olsun. Yani detR,_; =

a™ ?u,,,; olsun. Simdi iddianmn i¢in de dogru oldugu gosterilecektir. detR,

oncelikle n. siituna gore agilirsa

a’+b b 0 0
b a’+b b - :
detR, = (a’+Db)| b b a?+b - 0
. . ‘ ‘. b
b b b a?+b

12



a’?+b b 0 0 0
b a*+b b
b b a’+b 0 0
—b 2.1.2
PR (2.1.2)
b b b a*+b b
b b b b b

elde edilir. Burada R, matrisinin tanimi géz Oniine alinir ve (2.1.2) esitliginin
saginda bulunan ikinci determinantin hesab1 sirasinda (n — 1). satirdan (n — 2). satir

cikarilirsa,

detR, = (a? + b)detR,_,

a?+b b 0 0 0
b a®+b b
| b b a®+b 0 0
: b 0
b b b a?+b b
0 0 0 —-a® 0

sonucu elde edilir. Yukaridaki determinant sirasiyla 6nce son satira ve daha sonra

son slituna gore acilirsa

detR, = (a? + b)detR,_,

a’+b b 0 0
b a?+b b
—b%a%| b b a?+b 0
: b
b b b a’>+b

olarak bulunur. Burada R,, matrisinin tanimi géz 6niine alinirsa,

13



detR,, = (a%? + b)detR,,_; — b*a*detR,_; (2.1.3)

esitligi bulunur. Tiimevarim hipotezi geregi (2.1.3) esitligi
detR, = (a? + b)a" %u,,, — b%a?a™ *u,_,
olarak elde edilir. {u,} dizisinin tanimi g6z 6niine alinirsa,
detR,, = a™u,,, + ba™ ?(au, + bu,_,) — b*a" %u,_,
= a™upq1 + ba" u,
= an_l(aun+1 + buy)

— -1
=a” "Upy2

esitligi elde edilir.

Simdi {u,} dizisinin tek indisli terimlerinin Hessenberg determinantlar cinsinden

gosterimleri i¢in n boyutlu H,, (a, b) Hessenberg matris asagidaki gibi tanimlansin:

a’?+b b 0 0
[ a? a’?+b b ]
H,=| a? a? a’+b 0
: —-b
a? a? a’? a’+b

14



Teorem 2.1.2: Her n > 1 i¢in

detH, = Uy, 41 (2.1.4)

olur.

Ispat: Bu teoremin ispat1 tiimevarim yontemiyle yapilacaktir. Kabul edelim ki

n = 1 olsun. Buna gore

detH, = |a® + b| = uy

olur. O halde n = 1 i¢in ifade dogrudur. Kabul edelim ki n = 2 olsun. O halde

2 —
detH, = aa-lz—b az-ll?b = a* + 3a?b + b? = ug

olur ki ifade n = 2 i¢in dogrudur. Kabul edelim ki n = 3 olsun. Bu durumda

a’+b —b 0
detH; =| a®> a?+b —b |=a®+5a*b+6a?b?+b3=u,
a? a? a’?+b

olup ifade n = 3 i¢in de dogrudur. Kabul edelim ki ifade n — 1 i¢in dogru olsun, o
halde detH,,_; = uy,_,  dir. Buna gore ifadenin n i¢in dogru oldugunu gosterelim.

Eger n. siituna gore detH,, agilirsa

15



detH, = (a®? + b)| @2 a? a*+b - 0
. -, —b
a’ a? a’> a’*+b
a’+b —-b 0 0 0
a? a’+b b 0
2 2 2
+p| @ a a“+>b 0 0
—b 0
a? a? a’? a’*+b -b
a? a’ a? a’ a?

sonucuna ulasilir. Burada H,, matrisinin tanimi g6z niine alinirsa

detH, = (a® + b)detH,,_,

a’?+b —b 0 0 0

a? a’+b b 2 : 0

+b a? a? a’+b - 0 0
: : —b 0

a? a’® a? a’*+b —b

a? a? a? a? a?

esitligi elde edilir. Bu esitligin saginda bulunan determinant, (n — 1). satirdan

(n — 2). satir ¢ikarildiktan sonra son siituna gore agilirsa,

detH, = (a® + b)detH,_,

a’+b —b 0 0
a? a’+b —b
+b(a?+b)| a? a’? a’+b 0
. ., _b
a? a? a’> a*+»b

16



a’+b —b 0 0 0

a? a’?+b —b . : :

L2 a’ a? a’+b - 0 0
. . ‘. ‘. _b O
a’ a? a’> a*+b -b
0 0 0 0 —-b

oldugu goriiliir. Kolay bir hesaplama yapilarak ve H,, matrisinin tanimi1 goz Oniine

alinarak

detH, = (a® + b)detH,_, + b(a? + b)detH,_, — b3detH,_; (2.1.5)

sonucu elde edilir. Timevarim hipotezi ve {u,} dizisinin indirgeme kurali

kullanilarak

detH, = (a® + b)uy,_1 + b(a? + b)uyp_3 — b3uy,_s
= a®Upp_1 + blUpy_g + a*bUyy_3 + b*Upp_3 — DUy,
= a®Upp_1 + bUpy_1 + a*bUuyy_3 + b (aUzn_g + DUy _s)
—b3uyy_s
= a®uy,_1 + buy,_q + a?buy,_3 + ab?u,, 4
= a®Upp—1 + bUpy_1 + ab(aUyn_3 + bUiyy_4)
= a®Upp—1 + bUpy_1 + abuy,_,
= buzy—1 + a(auzp-1 + buzp—2)
= buzp—1 + AUy,

= Uzn+1

17



sonucuna ulasilir. Bu da ispati tamamlar. ]

{u,} dizisinin tek indisli terimleri i¢in yukaridaki iliskiye benzer yeni bir iligki
{u,} dizisinin ¢ift indisli terimler i¢in asagida verilecektir. Bunun ig¢in n boyutlu

T,.(a, b) alt Hessenberg matris asagidaki gibi tanimlansin:

[a®> —b 0 0 ]
a’> a*+b —b : : |
T.(a,b) =la? a* a®*4+b - o |.
P " w —b J
le a’ a’> a*+»b

O halde asagidaki sonucu verebiliriz.
Teorem 2.1.3: Her n > 2 icin

detT, = au,, (2.1.6)
esitligi saglanir.

Ispat: Bu ispat, timevarim yontemiyle yapilacaktir. Kabul edelim ki n = 2 olsun.

Buna gore

a2

—b
detT = a’? a’+ b|

= a(a® + 2ab) = au,

18



olup n = 2 i¢in ispat1 tamamlar.

Kabul edelim ki ifade n — 1 i¢in dogru olsun. Yani detT,,_; = au,,_, olsun. Eger

T,, ve H, matrislerini gdz oniine alir ve 1. satira gore detT,,’ i hesaplarsak

detT, = a’detH,_, + bdetT,_, (2.1.7)

olur. Tlimevarim hipotezi ve Teorem 2.1.2” nin sonucunu kullanarak

detT, = a’u,,_1 + bau,,_,

= a(auzn_q + buyy,_5)

= AUz

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. ]

Teorem 2.1.1, 2.1.2 ve 2.1.3” iin sonuglarini kullanarak (1.9a)-(1.9c) ile verilen
sonuglar; R,(1,1) =D, , H, (1,1) = C,, T,(1,1) = B, olarak elde edilir. Ayrica
bu teoremlerde yalnizca b = 1 alinirsa [10] nolu kaynakta verilen esitlikler elde

edilir. Boylece [1] ve [10]’ da verilen sonuglarin genellestirilmis oldugu goriiliir.

19



2.2.Genellestirilmis Lucas Dizisi

Onceki boliimde cesitli alt Hessenberg matrislerin determinantlari ile genellestirilmis
Fibonacci dizisinin terimleri arasindaki iliskiler verilmistir. Bu boéliimde benzer

iliskileri genellestirilmis Lucas dizileri i¢in verecegiz.

Her n > 2 igin, K,(a,b); n boyutlu alt Hessenberg matris asagidaki formda

tanimlansin;
[a®*+2b  2b 0 0 ]
| b a’+b b : |
K, = b b a’?+b 0 .
| L e
b b b a’+b

Teorem 2.2.1: Her n = 2 igin

detK, = a™ v, (2.2.1)

esitligi saglanir.

Ispat: Agikcan = 2 icin

2
detK, = a ZZb azz-llj-b = av;
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olup n = 2 i¢in ifade dogrudur. Ayrica n = 3 igin

a’? +2b 2b 0
detK3 == b a2 + b b
b b a’+b

= a® + 4a*b + 2a?b?

= a’v,

oldugu goriiliir. Benzer sekilde n = 4 icin,

@?+2b  2b 0 0

b a®+b b 0

detly =1 b a®+b b
b b b a®+b

= a® 4+ 5abh + 5a*b?

= a3175

olur, yani n = 3 ve n = 4 i¢in de ifade dogrudur. n > 4 icin detK,, ilk satirina gore

acilir ve Teorem 2.1.1° deki R,, matrisi goz onilinde bulundurulursa

b b 0 - 0
b a®+b b
detK, = (a? +2b)R,_, —2blb b  a®+b ~ 0 (2.2.2)
S .~ b
b b .« b a’+b
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elde edilir. (2.2.2) esitliginin saginda bulunan determinanti hesaplamak igin 1.
stitundan 2. siitun ¢ikarilip determinant once ilk satirina ve daha sonra birinci

siitununa gore acilirsa

0 b 0 0
—a? a*+b b :
detK, = (a?+ 2b)R,_; —2b| 0 b al+b - 0
. . ° . b
0 b b a*+b
a’+b b :
2 .
= (a? + 2b)R,_, — 2b%a?| @ Fb 5
b b a’+b
= (a® + 2b)R,,_, — 2b%a®R,,_, 2.2.3)

elde edilir. (2.2.3) esitliginde Teorem 2.1.1° in sonucu ve {u,} dizisinin indirgeme

kural1 kullanilarak

detK, = (a® + 2b)a™ %u,,,; — 2b%a?a™ *u,_,
= a™u,,q + 2ba™ ?(au, + bu,_;) —2b%a" %u,_,
= a™u,,q + 2ba™ tu,
= a" Y(auy4q, + bu,) +ba* tu,

= a" My, + ba™ tu,

= an_l(un+2 + buy)

sonucuna ulagilir. {u, } ve {v,} dizileri arasinda
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Vp = Upsq +buy_q (2.2.4)

iliskisi oldugundan,

detK, = a" v,

oldugu goriiliir, boylece ispat tanimlanir. ]

Simdi n boyutlu Y, (a, b) matrisini n = 2 i¢in

[a®> —2b 0 0 ]

a’? a’+b b : : |
Y, =1la? a’ a’+b - 0

[ S S J

a’> a® «a® a*+b

seklinde tanimlayalim.

Teorem 2.2.2: Her n > 2 icin

detY, = avy,_ (2.2.5)

olur.
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Ispat: n = 2 icin,

a’? -=2b
detl; = a’? a’*+b

= a* + 3a?b = av,

oldugundan ifade n = 2 icin dogrudur. n > 2 icin detY,, ilk satirina gore agilarak
Teorem 2.1.2 ve 2.1.3° teki H, ve T, matrislerinin tanimi g6z Oniinde

bulundurulursa

detY, = a*detH,_; + 2bdetT,_, (2.2.6)

elde edilir. (2.2.6) esitliginde Teorem 2.1.2 ve 2.1.3” iin sonuglar1 kullanilirsa

detY, = a’uyy_q + 2bauyy,_,

esitligine ulasilir. Bu son esitlikte {u,,} dizisinin genel kurali gz 6niine alinirsa

detYn = a2u2n_1 + 2bau2n_2

= a(auzn_1 + buyy_3) + abuyy,_;

= AUy, + abuy,_»

= a(uzy + buzy_3)
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elde edilir. Burada (2.2.4) esitligi kullanilarak

detY, = avyp_1

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi ¢ift indisli genellestirilmis Lucas sayilarini goz oniine alacagiz. Bunun i¢in her

n = 2 i¢in n boyutlu M,, matrisini asagidaki gibi tanimlayalim:

a’+2b —b 0 0
[ a? a’+b b ]
M, =| a? a? a’+b - 0
: - —-b
a? a? a’? a’+b

Teorem 2.2.3: Her n > 2 i¢in asagidaki esitlik saglanir;

detM,, = v,, (2.2.7)

ispat: n = 2 durumu igin

a’>+2b —b
detM, = a? a’+b
= a* + 4a?b + 2b?
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olup ifade dogrudur. n > 2 icin detM,, birinci satirina gore acilir ve H, ile T,

matrislerinin tanimi goz ontine alinirsa

detM,, = (a® + 2b)detH,_, + bdetT,_, (2.2.8)

esitligi elde edilir. (2.2.8)’ de Teorem 2.1.2 ve 2.1.3” iin sonuglar1 ve {u,} dizisinin

genel kurali g6z oniine alinirsa

detM,, = (a® + 2b)uyp_q + bauy,_»

= a(auzn-1 + buyp_3) + 2buyy 4

= (auzy + buzpy_1) + bz

= Upptq + bUpp_q

elde edilir. (2.2.4) esitligi kullanilarak

detM, = v,,

sonucuna ulasilir. |
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3. GENELLESTIRILMIS FIiBONACCI VE LUCAS DIZILERININ
k —ARDISIK TERIMLERI ILE HESSENBERG DETERMINANTLARIN
KARAKTERIZASYONU

Onceki béliimlerde ¢esitli alt Hessenberg matrislerin  determinantlar1 ile
genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin terimleri arasindaki bazi iligkiler
verilmistir. Bu bolimde pozitif bir £ tamsayisi i¢in, {uy,} ve {vy,} dizilerinin

terimlert ile ilgili yeni bazi iligkiler verilecektir.

3.1. Genellestirilmis Fibonacci Dizisinin k-Ardisik Terimleri

Bu boliimde ilk olarak {u,} dizisinin terimleri i¢in Hessenberg determinantlar
cinsinden gdsterimler verilecektir. Bunun icin 7 = (—1)*¥*1p¥ olmak iizere, n

boyutlu B, alt Hessenberg matrisi asagidaki gibi tanimlayalim:

Uz, 1y, 0 0
Tup Uz, TUp ™ :
B,=|ru, ru, ug ~ 0 |.
: : ’ Uy
Tup TuUg oo Truy Uszg

Teorem 3.1.1: Her k,n > 1 tamsayisi i¢in

detB, = uli "Umiak (3.1.1)

olur.
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Ispat: Bu teoremin ispati tiimevarim ydntemiyle yapilacaktir. n = 1 i¢in durum

asikardir. Kabul edelim ki n = 2 olsun.

2 2,,2

= us, — reuj (3.1.2)

u ru
deth = | 3k k|

TUp Ugzg

olarak bulunur. (1.10) esitligindeki indirgeme kurali géz Oniine almirsa (3.1.2)

esitligi
detB, = W (U Vi + 2TUp V) = UppUag

seklinde elde edilir. O halde ifade n = 2 i¢in dogrudur. Kabul edelim ki n = 3 olsun.

Bu durumda
Uz, ru, 0
detB; = |ru,  Uzx TUy
Tup 7TUp Uzg

= (wv)?(r2uy + 3w, v + uvy)

— .2
= Uz Usk

olup ifade n =3 i¢in de dogrudur. Tiimevarim hipotezi geregi kabul edelim ki
(3.1.1)’ deki ifade n — 1 igin dogru olsun, yani detB,_; = (UVx)™ *Ue1)k OlSun.
Buna gore, iddianin n i¢in de dogru oldugu gosterilecektir. Eger detB,, son siitununa

gore acilirsa
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Uz 71U, 0 0
Tu, Uz, TUp :

detB, = ugy |ru, TuRr Uz ™ 0

: : : TUg

TU, TUp 0 TUE  Ugg
Uz TU, 0 0
TU,  Ugg . - :

—rug| Ty, O (3.1.3)

ruy e Tup Uz TUg
TUE v TUR  TUR  TUg

sonucu bulunur. B, matrisinin tanim1 g6z oniine alinir ve (3.1.3) esitliginin sagindaki

ikinci determinantin hesabi i¢in (n —1). satirdan (n —2). satir ¢ikarilirsa,

detB, = usidetB,_,

Uz, ru, 0 0

e Usp . .

—TU | ¢ TUy 0
TrUy ruy U3y TrUy

0 0 rup—uz O

sonucuna ulasilir. Bu esitlikteki determinant Once son satirina, daha sonra son

siitununa gore agilir ve B,, matrisinin tanimi goz 6niine alinirsa

detB,, = ug,detB,_; + (ru,)?(ruy — usy)detB,,_; (3.1.4)

esitligi bulunur. Tiimevarim hipotezi ve (1.10) esitligi kullanilarak, (3.1.4) esitligi
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detB, = uz (W Vi)™ * Uy + (M) * (ruge — Uzge) W i)™ *ug-1)k
= (uev)" 2 [ure (VF + MUmane — MU Un-1)k]
= (W)™ 2 [ VEU a1k — T2 U U -1 F U (Vi Ugen + TUk(n—1))]
= (Vi)™ (Wi Vg U D+ U Vi Uien)
= (W)™ (Ve T TUkR)

_ ,n-1
= Uk Un+2)k

seklini alir. Boylece ifadenin 7 i¢in dogru oldugu gosterilmis olur. ]

Simdi {uy,} dizisinin tek indisli terimlerinin Hessenberg matrislerin determinantlari

cinsinden gosterimleri i¢in # boyutlu C,, matrisini asagidaki gibi tanimlayalim;

Uszg -r 0 0 0 7
Udy Usg —r 0 '
2 2 _
_ | UzrUg Uz U3y r
Cn - 2 .2 2 2 . . 0
U Uj UppUg  Ugg . .
: : ' Uz —T
2 n-2 2 n-3 2 2
LUk Uy Uz Uk o UgplUp  Upp  Uggd

Teorem 3.1.2: Her k,n > 1 tamsayis1 igin

detCp = " MUni1k (3.1.5)

esitligi saglanir.
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Ispat: Bu ispat timevarim yontemiyle yapilacakti. n =1 icin ifade acikca

dogrudur. Kabul edelim ki n = 2 olsun.

U3k —-Tr

2 = w (uger? + 3ru v + W vp) = Uplisy
Uz Uk

detCZ =

bulunur, yani ifade n =2 i¢in de dogrudur. Kabul edelim ki n = 3 olsun. Bu

durumda

Usg -r 0

2
detC3 = | Uk U3k —T

2 2

UzpUr Uz Usg

= w, 2(r3u, + 6r2u,v2 + 5ru v + u, vl
K k kVi kVk + UrVg

2
= Ui U7y

olur. Boylece ifadenin n = 3 i¢in de dogru oldugu goriiliir. Kabul edelim ki ifade
n — 1 igin dogru olsun, yani detC,_; = u;"™ *U(zpn—_1)k Olsun. Buna gore, iddianin n

i¢in de dogru oldugunu gosterelim. Eger C,, matrisinin determinanti n. slituna gore

agilirsa
Usk —r 0 0 0
uz, Uz —r 0
2 2
_ Uz Uk Uz Uz -r
detCn - u3k 2 2 2 2 . . 0
Uz g U UppU  Ugg . .
: : ’ Uz —T
2 n-—2 2 n-3 2 2
Uz Uk U Uy vt UgpUp Up  Usg
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Usg -r 0 0 0 0
Ud Uz - 0 ' :
uz,u u? u —r
2k Uk 2k 3k
n 2 .2 2 2 ., . 0 0
TUp | UzpUg UypUr  Uzg . .
: : " Uszg -r 0
2 n—4 2 n->5 2 2
Uz Uy Uz U Uz Uy Uz U3k -r
2 n-2 2 n-3 2 3 2 2 2 2
Uz U Uz Uk o UgpUy  UgpUp UgplUp  Upg

bulunur. Burada C, matrisinin tanimi g6z Oniine alinir ve yukaridaki esitligin
sagindaki ikinci determinantin hesabi igin eger (n — 2). satir ui ile garpilarak

(n — 1). satirdan ¢ikarilirsa

detC, = usydetC,_,

Uz -r 0 0 0
2 . .
U2k U3k -r 0
2 2
1y U Uk Uz U3k - :
: : -, . —-r 0
2 n—4 2 n->5 2
U Uy Uzp U o Ugg Uz -r
0 0 o 0 US U — Upuge U5, +uir

elde edilir. Bu son esitlikteki determinant (n — 1). satirina gore hesaplanirsa

detC, = ugpdetC,_4

Uz - 0 0 0
Uy Usk -r 0 :
2 2

Uus, U Uu u —r

2 2 2k Uk 2k 3k
tr(uge +uir) [ 5 5 2 2 . . 0

Uz g U UgpUp  Ugg . .
: E * u3k —-Tr
2 n—4 2 n->5 2 2

Uz Uk U Uy o UgpUp  Ujg  Uszg
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Usg -r 0 0 0
2 . . .
qu U3k —-Tr H
2 2 . .
usu u u - 0 :
2 2 2kUk 2k 3k :
—r(Uzrllye — UplUsi) | 5 5 2 2 . 0
Upg U Ul Uk : -r
. . . . u3k 0
2 ,,n—4 2 ,,n=5 2 2
Uz Uk Upg Uk o Ul Uy T
olarak bulunur. Son olarak C,, matrisinin tanimindan
detC, = uzpdetCp_q + r(us, + ur)detC,_,
+r2(ui,ug — uiusy)detCp_s (3.1.6)

esitligine ulasilir. Tiimevarim hipotezi ve (1.10) esitligi ile (3.1.6) esitligi

detCp = Uz U “Un-1k + (U + UET)UR > Un-3)k
+r2(ud e — UpUsk) Ul Uen-s)k
— 2 n-—2 2 2 n-3
= (Vi + 1) U “Uen-nk T T[(WVi)* + uerlug " Uegn-3)k
+r2 [ (e vi) *ue — upue (Vi + )] up *un-s)k
= u H(WE + Mun-1r + TVEUGR-3)k T T UGn-3K — T UGn-s5)K]
— ,,n—-1 2 2
=u,  [(Vk +7) Ugn-1k T TVEUERn-3)k
+1r2(VUzn-ak + TUEn-s)k) — T Un-s)k]
= up '[(vi + MUcn-1k T rvk(vku(Zn—S)k + Tu(2n—4)k)]

= ulrcl_l(vlzu(Zn—l)k + rUn-1)K + TVkUGn-2)k)
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= Ul [rugn-nr + vk (Vitnonr + TUen-2)1)]
= ulrcl_l(ru(Zn—l)k + UlUznk)

n—1
U "Un+1)k

seklini alir. Bu da ispat1 tamamlar. [ |

Bu boliimde son olarak {ug,} dizisinin ¢ift indisli terimlerinin Hessenberg

determinantlarla gosterimleri i¢in, n X n D,, matrisini

uz, —r 0 0 e 0]
Uz Uy, Uz —r 0
2 2 2
D. = U U Uz Uz -r
=
2 .3 2 2 . . 0
U Uy UgpU  Upg . .
E : * U3k —-Tr
2 n—-1 2 n-3 2 2
LU U U Ug UzpUp Uz Usggd

seklinde tanimlayalim. O halde asagidaki sonug verilebilir.

Teorem 3.1.3: Her k > 1ve n > 2 tamsayisl i¢in

detD,, = upviUsni (3.1.7)

olur.
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Ispat: Tiimevarim yontemine gore, kabul edelim ki n = 2 olsun. Bu durumda

2
u —r
detD, = | ¥ = uv (W Vi + 21U V) = UL VLU

2
UspUr  Uzg

elde edilir, ki boylece ifadenin n = 2 i¢in dogru oldugu goriiliir. Kabul edelim ki

n = 3 olsun.

uf, -r 0
— |2
detD; = uju, Uz —T
2 2 2
UzpUp  Uzk  Usk

= uk3vk(uk17]§ + 3T2ukvk + 47‘ukv,§)

— ., 3
= Uy Vi Uek

olur, yani ifade n = 3 i¢in de dogrudur. Simdi kabul edelim ki n = 4 olsun.

uz, —r 0 0

2

Us U Usg -r 0
detD4_ = ék 2 2

UgpUx Uz U3z T

2 3 2 2
UzpUk  UzkUr Uz  Usg
= wtvy (wevy + 6ru v + 10r2w s + 4r3u,vy)

., 4
= Uy VrlUgk
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elde edilir. Bu durumda ifade n = 4 i¢in dogrudur. Kabul edelim ki ifade n — 1
dogru olsun, yani detD,_; = u}(‘_lvku(zmz)k olsun. Simdi iddianin n i¢in de
dogru oldugunu gosterelim. Gerekli hesaplamalar yapilir ve tiimevarim hipotezi

kullanilirsa

detD,, = ug,detD,_; + r(u3, + uir)detD,_,
+12 (g U — Uitz )detDy 5
— n-—1 2 2 n-2
= Uzl VilUen-2)k T 7(Uz + W)U “VkUgn-ak

20,2 2 n-3
+1° Uz U — UUzp) Uk~ ViUzn—6)k

olarak bulunur. Burada (1.10) esitligi ile

detD, = wp (Vi + 1) up " Viln-2k + TI(evi)? + uprlup vl n-ak

+12 [(wevi) *uge — upug (Vi + MU vk n—s)k

—_ ,n 2 2 2

= W Vk (Vg Uzn—2)k + TUGn-2)k T TVkUGn-o)k T T Un-a)k
_rgu(Zn—6)k)

— . n 2 2

= U Vk [V Un-2)k T TUGn-2)k T TV UGn-2)k
+72(VkUn-s)k + TUn-6)k) —13 U6k

= upvE (VE Un-2k + TUn-2k + TVUEn—-2k + T2 VkU2n-5)K)

— . n 2

= U Vk [V Un-2)k T TUGn-2)k T TV (VkUzn—a)k T TUGn-5)K)]

= upvi (Vi Uzn-2)k T TU@n-2)k T TVkU(2n-3)k)
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= U Vk[TUn-2k T Vk(Un-2)k T TUGn-3)k)]

= Uk (MUen-2)k + Vk U2n-1)k)

J— n
= U VkUonk

elde edilir. ]

Teorem 3.1.1, 3.1.2 ve 3.1.3’ te k = 1 alinirsa 2. boliimdeki R, H, ve T,, matrisleri

elde edilir.
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3.2. Genellestirilmis Lucas Dizisinin k-Ardisik Terimleri

Bu bolimde {vg,} dizisinin terimlerinin, {i¢ bant matrislerin determinantlari

cinsinden gosterimleri verilecektir.

[12] nolu ¢alismada T,, matrisi su sekilde tanimlanmustir:

ve 2(=p)2 0 0

0% v (0 -

T.=| 0 (=b)2 0
- : (—b)2

0 0 (=07

Hern > 1 i¢in detT,, = vy, esitligi verilmistir. Burada ise {vy,} dizisinin tek veya

¢ift indisli terimlerini veren W,, matrisi tanimlanacaktir.

r = (—1)**1p¥ olmak iizere, W, matrisi

Vin+2)k 70 0
Umk? V2 T
W, = 0 r vy 0
: r
0 0 7r vy

olsun, bu durumda asagidaki esitlik verilebilir.
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Teorem 3.2.1: Her n, k = 1 ve m = 0 tamsayis1 i¢in,

detW,, = V(2n+m)k (3.2.1)

olur.

Ispat: Bu teoremin ispat1 n {izerinden tiimevarim ydntemiyle yapilacaktir. Kabul

edelim ki n = 1 olsun. Bu durumda

detW; = |[Vin+2)k] = Vin+2)k

olur, yani ifade n = 1 i¢in dogrudur. Kabul edelim ki n = 2 olsun.

VU(m+2)k r

— 2
=7V 1% -V 4
VimkT Vo (m+2)k Y2k mk

detW2 =

(1.11)’ deki indirgeme bagintis1 g6z 6niinde bulundurulursa,

detW, = (ViVinsnk + TVikm) (VF + 21) — V72
= v} +vyg +2 +1?
UV Vim+ D)k TV Vikm TV Vim+1)k TV Vikm
= Vi (VkV(m+1)k T Vkm) + T(WkVms1k + T0km) + TV Vm+1)k

= Ul%”(m+2)k T TVm+2)k T TV V(m+1)k
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= Uk (VkVm+2)k + TVma1)k) T TV0m+2)k
= VVim+3)k T TV(m+2)k

= V(m+4)k

elde edilir, bu da ifadenin n = 2 i¢in dogru oldugunu gosterir. Simdi ifadenin n — 1
icin dogru oldugunu varsayalim. Yani detW,,_; = V(n_24m)x olsun. Bu durumda

iddianin 7 i¢in de dogru oldugu gosterilecektir. detW,, son siitununa gore agilirsa

Ve T 0 o 0
Umk? Vo T :
detW,, = v, 0 r vy - 0
: . . . r
0 0 r vy
Vim+dk T o - 0 0
Umk? Vo T : :
_r 0 r vy -~ 0 0
. . . w0
0 0 r vy 1
0 0 o o0 0 r

olur. W,, matrisinin tanim1 goz oniine alinir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

detW,, = vy detW, _, — r’detW,,_, (3.2.2)

sonucu elde edilir. Tiimevarim hipotezi ve (1.11) esitliginden, (3.2.2) esitligi

— 2
deth = ok Vin-2+4m)k — T V2n-4+m)k
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= (Vg + 21 Van-24m)k = T2 V(2n—-sa+m)k

= v,%v(z,l_z+m)k + T(VkV(Zn—3+m)k + TV(Zn—4)k)
HVon-24mk = T2 V(2n-a+m)k

= Vi (VkV2n—2+m)k + "V(n-3+m)k) + "V(an—24m)k

= UkVen-14mk T TV2n-2+m)k

= V2n+m)k

seklinde bulunur.
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4. SONUC

Bu ¢alismada {u,} ve {v,} dizilerinin tek ve ¢ift indisli terimlerinin yani sira bu

dizilerin k-ardisik terimleri ile alt Hessenberg matrislerin determinantlar1 arasindaki

iliskiler verildi.

_1 n+1
W o
b™ .
ve
="
V_p = o Uy, (4.2)

esitlikleri kullanilarak negatif indisli genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri i¢in

de benzer iliskiler verilebilir.
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