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BÖLÜM 1

1. GİRİŞ

1.1 Av-Avcı Popülasyon Modeli

Son yıllarda, dinamik sistemlerde biyolojik modellerin dinamik sistemleri alanındaki birçok

bilim adamı ve araştırmacı tarafından yapılan çalışmalar, popülasyon modelleri üzerine yoğun-

laşmıştır. Kararlılık teorisinin, özellikle bu sistemlerin kararlılık ve çatallanma analizi üzer-

ine önemli uygulamalarından bazıları, aynı çevreyi paylaşan, iki ya da daha çok biyolojik

popülasyon arasındaki etkileşimleri içerir. İki tür içeren av-avcı sistemleri incelenirse, avcı

olarak tanımlanan bir tür, av olarak tanımlanan diğer türü yiyerek beslenir. Avlar ise ortamda

bulunan başka yiyeceklerle beslenir. Bunun bilinen bir örneği ormanda yaşayan tilkiler ve

tavşanların popülasyonudur. Tavşanlar ormanda belirli bitkileri yerken, avcı olarak tabir edilen

tilkiler, av olarak tabir edilen tavşanları yer. Doğada bu tip örnekler çoğaltılabilir. Bunlardan

bilinenleri; köpek balığı (avcı) ve yenen balık (av), levrek (avcı) ve güneşbalığı (av), uğur

böceği (avcı) ve yaprak (av).

1920’de av-avcı ilişkisinin klasik matematiksel modeli, Adriyatik Denizinde, köpek balığı

ve yenen balık popülasyonunda gözlenen döngüsel değişiklikleri analiz etmek için İtalyan

Matematikçi Vito Volterra (1840-1940) tarafından geliştirildi. Böyle bir model oluşturmak

için x(t) ile t anındaki avların sayısı, y(t) ile t anındaki avcıların sayısı gösterilirse, aşağıdaki

kabuller yapılır.

1) Avcıların yokluğunda, av popülasyonu dx
dt

= ax(t), a > 0 ile doğal oranda büyüyecek,

2) Avların yokluğunda, avcı popülasyonu dy

dt
= −by(t), b > 0 ile doğal oranda azalacaktır.

3) Avcıların ve avların her ikisinin de mevcut olduğu durumda, büyüme ve azalma doğal

oranlarındaki birleşimde iki türün bireyleri arasındaki karşılaşmaların sıklık oranına göre av

popülasyonunda bir azalma ve avcı popülasyonunda bir büyüme vardır. Ayrıca, böyle karşılaşma

sıklığının, xy çarpımı ile orantılı olduğu kabul edilir. Çünkü herhangi bir popülasyonun iki

katına çıkması karşılaşma sıklığını da iki katına çıkarır ve böylece her iki popülasyonun iki

kat artması karşılaşma sıklığını dört kata çıkarır. Sonuç olarak, avcılar tarafından avların yok

edilmesi;

- x av popülasyonunda −pxy azalmasının bir etkileşim oranı,
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- y avcı popülasyonunda qxy artmasının bir etkileşim oranı ile sonuçlanır.

x av popülasyonu için −pxy etkileşim oranı ile ax doğal oranı ve y avcı popülasyonu için qxy

etkileşim oranı ile −by doğal oranı birleştirildiği zaman,

dx

dt
= ax− pxy = x(a− py)

dy

dt
= −by + qxy = y(−b+ qx)

av-avcı sistemi elde edilir. Burada a, b, p ve q pozitif sabitlerdir. Yukarıdaki sistemde av

avcı denklemleri farklı sıralanmış olabilir, burada önemli olan avcı denkleminin negatif lineer

terim ve pozitif etkileşim terimine, av denkleminin ise pozitif lineer terim ve negatif etkileşim

terimine sahip olduğunun görülmesidir [5].

1.2 Literatürde Gecikmeli Sistemler

Popülasyon modellerinde, geçmişin etkilerini göstermek için, bu modellere gecikme terimi ek-

lenmektedir. Bu tip modeller, gecikmeli popülasyon modelleri olarak adlandırılmaktadır. Son

zamanlarda yapılan çalışmalarda, gecikmeli popülasyon modelleri arasında, gecikmeli av-avcı

sistemleri büyük önem kazanmıştır. Özellikle, literatürlerde gecikmeli sistemlerin periyodik

çözümlerinin Hopf çatallanma analizi geniş yer tutmaktadır.

1973’de May [25],

·
x(t) = x(t)[r1 − a11x(t− τ) − a12y(t)] (1.1)
·
y(t) = y(t)[−r2 + a21x(t) − a22y(t)]

gecikmeli av-avcı sistemini ortaya koymuş ve incelemiştir. Burada x(t) ve y(t) sırasıyla av ve

avcının t anındaki populasyon yoğunluklarıdır. τ ≥ 0 avın kendi türü içinde büyümesindeki

gecikme parametresidir, r1 > 0 av populasyonunun büyüme oranı, r2 > 0 ise avcının ölüm
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oranını vermektedir. aij (i, j = 1, 2) parametrelerinin hepsi pozitif sabitlerdir. (1.1) sistemi,

avcı türü olmaksızın
·
x(t) = x(t)[r1−a11x(t−τ)] gecikmeli lojistik denklemindeki av türünün

zamana göre populasyonunu vermektedir.

Av-avcı sistemleri üzerine yapılan bir çok çalışmada, araştırmacılar çözümlerin sınırlılığını,

sürekliliğini, denge noktalarının lokal ve global kararlılığını ve sabit olmayan periyodik çözüm-

lerin varlığını incelemişlerdir.

2005’de Song ve Wei [33], (1.1) sistemini incelemişler ve τ gecikme parametresini çatallanma

parametresi olarak almışlardır. Sistemin pozitif denge noktası belirli koşullar altında mutlak

kararlı çıkmıştır ancak bazı diğer koşullar altında bu denge noktası şartlı kararlıdır.

Yan ve Lie [41], (1.1) sisteminin ikinci denklemindeki avcı populasyon yoğunluğuna τ gecikme

parametresini eklemişler,

·
x(t) = x(t)[r1 − a11x(t− τ) − a12y(t)] (1.2)
·
y(t) = y(t)[−r2 + a21x(t) − a22y(t− τ)]

ve (1.2) sistemini elde etmişlerdir. Sistemin tek pozitif denge noktası mutlak kararlı olarak

bulunmuş, bu denge noktasının kararlılığının değişip kararsızlığa geçmesi ve tekrar kararlı

olduğu görülmüştür. Ayrıca normal form teori ve center manifold teorem kullanılarak çatal-

lanan periyodik çözümlerin özellikleri belirlenmiştir.

Faria [6], (1.3) sisteminde iki farklı gecikme parametresi kullanmıştır ve birinci denklemde

avcı populasyon yoğunluğuna τ1 ≥ 0 birinci gecikme parametresi ve ikinci denklemde av

populasyon yoğunluğuna τ2 ≥ 0 ikinci gecikme parametresi eklemiştir.

·
x(t) = x(t)[r1 − a11x(t) − a12y(t− τ1)] (1.3)
·
y(t) = y(t)[−r2 + a21x(t− τ2) − a22y(t)]

Burada Faria, pozitif denge noktasının kararlılığını incelerken, τ2 parametresini çatallanma

parametresi olarak almıştır. Yapılan inceleme sonucunda Hopf çatallanmanın varlığı göster-

ilmiş ve oluşan Hopf çatallanmadan, çatallanan periyodik çözümlerin yönü ve kararlılığı be-
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lirlenmiştir.

Yan and Zhang [43], çalışmalarında (1.2) ve (1.3) modellerini birleştirmişler ve

·
x(t) = x(t)[r1 − a11x(t− τ) − a12y(t− τ)] (1.4)
·
y(t) = y(t)[−r2 + a21x(t− τ) − a22y(t− τ)]

(1.4) gecikmeli av-avcı sistemini elde etmişlerdir. Bu çalışmada lineerleştirilen sistemin poz-

itif denge noktası kararlı olarak bulunmuştur, τ gecikme parametresi çatallanma parametresi

olarak alınmıştır, seçilen çatallanma parametresiyle pozitif denge noktası kararlılığını kaybet-

miş ve Hopf çatallanma oluşmuştur. Normal form teori ve center manifold teorem kullanılarak,

Hopf çatallanmanın yönü, çatallanan periyodik çözümlerin kararlılığı belirlenmiştir.

2007’de Yan ve Li [42], aşağıdaki (1.5) mutualizm sistemini ele almışlardır.

·
x(t) = x(t)[r1 − a11x(t− τ) − a12y(t− τ)] (1.5)
·
y(t) = y(t)[r2 + a21x(t− τ) − a22y(t− τ)]

Burada x(t) ve y(t), sırasıyla mutualist yaşayan iki türün populasyon yoğunluğudur. Bu sis-

temde, bir türün yoğunluk oranının büyümesi diğerinin büyümesine ve bir türün yoğunluk

oranının azalması diğerinin de azalmasına bağlıdır. Yapılan çalışmada, pozitif denge nok-

tasının kararlılığının bozulup kararsız hale geçtiği ve Hopf çatallanma oluştuğu gösterilmiş ve

çatallanan periyodik çözümlerin kararlığı incelenmiştir.

Song, Han ve Peng [32], (1.6) gecikmeli rekabet modeli üzerinde çalışmışlardır.

·
x(t) = r1x(t)[1 − x(t) − ay(t− σ)] (1.6)
·
y(t) = r2y(t)[1 − bx(t− γ) − y(t)]

Bu sistemde rj (j = 1, 2), a, b, σ ve γ parametreleri pozitif sabitlerdir, x(t) ve y(t) ise bir-

birleriyle rekabet halinde olan iki türün populasyon yoğunluğudur. Burada σ ve γ olmak

üzere iki farklı gecikme terimi vardır. Bu çalışmada, pozitif denge noktasının kararlı olduğu,

Hopf çatallanmanın varlığı ve normal form teori ve center manifold teoremi kullanılarak çatal-

lanan periyodik çözümlerin yönü, türü ve kararlılığı incelenmiştir. Ayrıca sayısal metodlar
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kullanılarak teorik olarak elde edilen bu sonuçlar desteklenmiştir.

1.3 Çalışılan Problem

(1.1) sisteminde, avcı popülasyon yoğunluğuna τ gecikme parametresi eklenirse, aşağıdaki

gecikmeli av-avcı sistemi elde edilir:

·
x(t) = x(t)[r1 − a11x(t) − a12y(t− τ)] (1.7)
·
y(t) = y(t)[−r2 + a21x(t) − a22y(t− τ)]

Oluşan (1.7) sisteminde x(t) ve y(t) sırasıyla av ve avcının t anındaki populasyon yoğun-

luklarıdır. r1 > 0 sabiti av populasyonunun büyüme oranı, r2 > 0 sabiti ise avcının ölüm

oranını vermektedir. τ > 0 avcı yoğunluğundaki gecikme parametresidir ve aij (i, j = 1, 2)

parametrelerinin hepsi pozitif sabitlerdir.

Bu çalışmada, gecikmeli av-avcı sistemi olan (1.7) sistemi incelenmiştir ve bu çalışmanın

amacı, (1.7) sisteminin kararlılığını ve τ gecikme parametresinin bu sisteme olan etkilerini

incelemektir. Sistem analiz edilirken, ilk önce, sistemin karakteristik denkleminin denge

noktasının kararlılığı incelendi ve gecikme parametresini de ihtiva eden genel kararlılık kri-

teri bulundu. Sonra, τ gecikme parametresinin çatallanma parametresi olarak seçilmesiyle,

pozitif denge noktasının kararlılığını kaybettiği ve Hopf çatallanma meydana geldiği gözlen-

miştir. Daha sonra, Hassard [10] tarafından tanımlanan normal form teori ve center manifold

teoreminden yararlanılarak, (1.7) sisteminin Hopf çatallanma özelliklerini tanımlayan çatal-

lanma sabitleri elde edildi. Hopf çatallanmanın türünün subkritik çatallanma olduğu ve belirli

koşullar altında çatallanan periyodik çözümlerin kararsız olduğu tespit edildi. Son olarak, bu

teorik sonuçları desteklemek için nümerik simülasyonlar yapıldı.

Yapılan bu çalışmada sırasıyla, 1. bölümde, gecikmeli av-avcı sisteminden, daha önce liter-

atürde yapılan çalışmalardan ve analiz edilen sistemden bahsedildi.

2. bölümde, çatallanma teorisi ve çatallanma türleri, Hopf çatallanma teoremi, Hopf çatal-

lanma türleri ve center manifold teoremi ifade edilmiştir.

3. bölümde, sistemin pozitif denge noktasının kararlılığı ve Hopf çatallanması belirlenmiştir.
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4. bölümde, normal form ve center manifold teorisi kullanılarak oluşan Hopf çatallanmanın

kararlılığı, türü ve yönü belirlenmiştir.

5. bölümde, kararlılık sonuçlarını destekleyen nümerik simülasyonlar yapılmıştır.

Son olarak, 6. bölümde, yapılan bu çalışmayla ulaşılan sonuç verilmiştir.
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BÖLÜM 2

2. ÇATALLANMA VE HOPF ÇATALLANMA TEORİSİ

2.1 Çatallanma Teorisi

Çatallanma, bir sistemde sistemin pozitif denge noktası etrafında seçilen çatallanma parame-

tresindeki küçük değişikliğin, sistemin davranışındaki topolojik değişikliğe neden olmasıyla

meydana gelir. Çatallanma analizi sürekli (ADD, KDD ve GDD ler ile modellenen) ve kesikli

denklemler ile modellenen sistemler için incelenir.

2.1.1 Çatallanma Türleri

Lokal ve global olmak üzere iki tür çatallanma vardır.

1) Lokal Çatallanma: Lokal çatallanmada, sistemdeki parametrelerin değişimiyle denge nok-

tasının, periyodik yörüngelerin veya invaryant kümelerin özelliklerindeki değişimler analiz

edilir.

2) Global Çatallanma: Global çatallanma, sistemin invaryant kümelerinin birbirleriyle veya

sistemin denge noktasıyla çakışması durumunda ortaya çıkar. Bu çatallanma türü, sistemin

denge noktasının kararlılık analiziyle tamamen tespit edilemez.

2.1.2 Lokal Çatallanma ve Türleri

Parametredeki değişimin, denge noktasının kararlılığını değiştirmesiyle lokal çatallanma or-

taya çıkar. Bu durum sürekli sistemlerde, sistemin özdeğerinin reel kısmının sıfır olmasına

karşılık gelir. Sistemin faz portresindeki topolojik değişimler, denge noktasının keyfi komşu-

luklarına çatallanma parametresinin çatallanma noktasına doğru hareketiyle sınırlanır.

·
x = f(x, τ) , f : R

n × R → R
n

sürekli dinamik sistemi için Jakobian matrisin özdeğerinin reel kısmı sıfır iken (x∗, y∗) nok-

tasında lokal çatallanma ortaya çıkar. Sistemin özdeğeri sırf imajiner ise çatallanmanın çeşidi

Hopf çatallanmadır.
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xn+1 = f(xn, τ)

kesikli dinamik sistemi için Jakobian matrisin özdeğerinin modülü 1 dir. Sistemin özdeğeri

1 ise çatallanmanın çeşidi fold, transkritik veya tırmık çatallanmadır. Özdeğer -1 ise, flip tür

çatallanma vardır. Özdeğerin diğer durumlarında ise Hopf çatallanma ortaya çıkar.

Özetle lokal çatallanma türleri:

- Fold (saddle-node) çatallanma

- Transkritik (Transcritical) çatallanma

- Tırmık (Pitchfork) çatallanma

- Flip (Period-doubling) çatallanma

- Hopf çatallanmadır.

2.2 Hopf Çatallanma

Hopf çatallanma aynı zamanda Poincare-Andronov-Hopf çatallanma adıyla da bilinir. Fransız

Matematikçi Jules Henri Poincare (1854-1912), Rus Matematikçi Alexander A. Andronov

(1901-1952) ve Alman Matematikçi Heinz Hopf (1894-1971) un teorileri bu konuda önem

taşıdığı için bu teori bu bilim adamlarının adlarıyla anılmaktadır.

2.2.1 Hopf Çatallanma Teoremi

Teorem:(Hopf Çatallanma Teoremi):

dx

dt
= a11(τ)x+ a12(τ)y + f1(x, y, τ) (2.1)

dy

dt
= a21(τ)x+ a22(τ)y + g1(x, y, τ)

diferansiyel denklem sisteminde, orijin (2.1) sisteminin denge noktası ve

J(τ) =

(

a11(τ) a12(τ)

a21(τ) a22(τ)

)
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şeklinde tanımlanan J(τ) Jakobian matris, yeterince küçük tüm |τ | lar için geçerli olsun.

Ayrıca α(0) = 0 ve ω(0) 6= 0 olmak üzere J(τ) matrisinin özdeğerleri λ(τ) = α(τ) + iω(τ)

dır öyle ki özdeğerler dα
dτ

∣

∣

τ=0
6= 0 olmak üzere imajiner eksenden geçsinler. U ⊂ R

2 orijini

içeren herhangi açık bir kümesi ve τ0 > 0 için |τk| < τ0 koşulunu sağlayan öyle bir τk değeri

vardır ki (2.1) diferansiyel denklem sistemi U da τ = τk için periyodik bir çözüme sahiptir.

(Periyod yaklaşık olarak T = 2π
ω(0)

dır. )

2.2.2 Hopf Çatallanma Türleri

Hopf çatallanma teoremi τ = τk için periyodik çözümün varlığından bahseder. τ çatallanma

parametresi, τk ise çatallanma değeridir.

τ parametresi τk çatallanma değerinden geçerken süperkritik ve subkritik olmak üzere iki tür

Hopf çatallanma oluşabilir.

(1) Süperkritik Hopf Çatallanma (Supercritical Hopf Bifurcation): Sistemin kararlı denge nok-

tası asimtotik olarak kararlı bir limit döngüsüne dönüşürse oluşan çatallanmaya ‘Süperkritik

Hopf Çatallanma’ adı verilir. (Şekil 2.1) [31]

Şekil 2.1. Süperkritik Hopf Çatallanma

(2) Subkritik Hopf Çatallanma (Subcritical Hopf Bifurcation): Sistemin kararlı denge noktası

kararsız bir limit döngüsüne dönüşürse oluşan çatallanmaya ‘Subkritik Hopf Çatallanma’ adı

verilir. (Şekil 2.2) [31]
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Şekil 2.2. Subkritik Hopf Çatallanma

2.2.3 Hopf Çatallanma Teorisi

f düzgün bir fonksiyon olmak üzere,

·
x = f(x, τ), x = (x1, x2)

T ∈ R
2, τ ∈ R

sistemi, τ = 0 iken x = 0 denge noktasına ve λ1,2 = ±iω0, ω0 > 0 özdeğerlerine sahiptir.

Kapalı fonksiyon teoreminden, λ = 0 Jakobian matrisin bir özdeğeri olmadığından, yeteri

kadar küçük |τ | için orijinin bazı komşuluğunda, sistemin x0(τ) tek denge noktası vardır.

Koordinat değişikliği yapılmasıyla, denge noktası orijine taşınır. O halde, genellikten bir şey

kaybetmeden kabul edilebilir ki, yeterince küçük |τ | için x = 0, sistemin denge noktasıdır.

Böylece, F düzgün bir vektör fonksiyon olmak üzere

·
x = A(τ)x+ F (x, τ) (2.2)

sistemi yazılabilir. F1,2 , F fonksiyonunun bileşenleri olup x deki Taylor açılımları en düşük

kuadratik terimlerden başlar.

A(τ) =

(

a(τ) b(τ)

c(τ) d(τ)

)

A(τ) Jakobian matrisin özdeğerleri, σ = σ(τ) = a(τ) + d(τ) = trA(τ) ve △ = △(τ) =
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a(τ)d(τ) − b(τ)c(τ) = detA(τ) olmak üzere

λ2 − σλ+ △ = 0

karakteristik denkleminin kökleridir. Bu kökler,

λ1,2(τ) =
1

2

(

σ(τ) ±
√

σ2(τ) − 4 △ (τ)
)

şeklindedir.

σ(0) = 0, △ (0) = ω2
0 > 0

Hopf çatallanma koşullarıdır. Yeterince küçük |τ | için

α(τ) =
1

2
σ(τ), ω(τ) =

1

2

√

4 △ (τ) − σ2(τ)

şeklinde tanımlanır.

λ(τ) = α(τ) + iω(τ), α(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0

olmak üzere, özdeğerler

λ1(τ) = λ(τ), λ2(τ) = λ(τ)

dır.

Ayrıca sistemde, µ ∈ R için τ = τk +µ ve

u1(t) = x(τt) − x∗,

u2(t) = y(τt) − y∗

değişken değiştirmeleri yapılırsa sistem C([−1, 0],R2) de fonksiyonel diferansiyel denklem

şekline dönüşür.

Lµ : C → R, f : R × C → R ve φ = (φ1, φ2) ∈ C için,

Lµφ = (τk + µ)

[

ax∗φ1 + bx∗φ2

cy∗φ1 + dy∗φ2

]
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ve

f(µ, φ) =

[

aφ1φ1 + bφ1φ2

cφ2φ1 + dφ2φ2

]

elde edilir. Riesz teoremine göre, θ ∈ [−1, 0] için, elemanları sınırlı değişimli 2×2 tipinde bir

η(θ, µ) matris fonksiyonu vardır öyle ki,

φǫC için Lµφ =

∫ 0

−1

dη(θ, 0)φ(θ)

şeklinde yazılabilir. η(θ, µ) fonksiyonunun

η(θ, µ) = (τk + µ)

[

ax∗ 0

cy∗ 0

]

+ (τk + µ)

[

0 bx∗

0 dy∗

]

şeklinde seçilmesiyle, φ ∈ C1([−1, 0],R2) için

A(µ)φ =

{

−dφ(θ)
dθ

, θǫ[−1, 0)
∫ 0

−1
dη(µ, s)φ(s), θ = 0.

ve

R(µ)φ =

{

0, θǫ[−1, 0)

f(µ, φ), θ = 0.

şeklinde tanımlanır. Böylece sistem

·
ut = A(µ)ut +R(µ)ut

formunda yazılır. Burada θ ∈ [−1, 0) için ut(θ) = u(t+ θ) dır. ψǫC1([−1, 0], (R2)∗) için,
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A∗ψ(s) =

{

−dψ(s)
ds

, sǫ(0, 1]
∫ 0

−1
dη(t, 0)ψ(−t), s = 0.

ve η(θ) = η(θ, 0) iken bilineer iç çarpım

〈ψ(s), φ(θ)〉 = ψ̄(0)φ(0) −
∫ 0

−1

∫ θ

ξ=0

ψ̄(ξ − θ)dη(θ)φ(ξ)dξ

olarak tanımlanır. A(0) ve A∗ adjoint operatörlerdir. A(0) ın iωτk özdeğerine karşılık gelen

özvektörü q(θ) ve A∗ ın −iωτk özdeğerine karşılık gelen özvektörü p(s) dir. 〈p(s), q(θ)〉 = 1

ve 〈p(s), q(θ)〉 = 0 olmak üzere

A(0)q(θ) = iωτkq(θ)

ve

A∗p(s) = −iωτkp(s)

yazılır.

µ = 0 iken C0 center manifoldu tanımlamak için, ut = (u
(1)
t , u

(2)
t ) sistemin çözümü olmak

üzere, z ve z̄ , C0 center manifoldun q ve p yönündeki lokal koordinatları belirlenir. C0 center

manifoldu üzerinde

W (t, θ) = W (z(t), z̄(t), θ) = ut − 2Re{z(t)q(θ)}

= W20(θ)
z2

2
+W11(θ)zz +W02(θ)

z2

2
+W30(θ)

z3

6
+ ...

dır. utǫC0 çözümü için, µ = 0 iken
·
ut = A(0)ut +R(0)ut dir. Buradan,

ż(t) =
〈

p(s),
·
ut

〉

= 〈p(s), A(0)ut +R(0)ut〉
= iωτkz(t) + p(0)f0(z(t), z(t))
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elde edilir.

g(z, z̄) = g20
z2

2
+ g11zz̄ + g02

z̄2

2
+ g21

z2z̄

2
+ ...,

iken

ż(t) = iωτkz(t) + g(z(t), z̄(t))

şeklinde yeniden yazılır.

ut(u1t(θ), u2t(θ)) = W (t, θ) + zq(θ) + zq(θ)

ve

u1t(0) = z + z̄ +W
(1)
20 (0)

z2

2
+W

(1)
11 (0)zz̄ +W

(1)
02 (0)

z̄2

2
+O(|(z, z̄)|3),

u2t(0) = zα+ zα+W
(2)
20 (0)

z2

2
+W

(2)
11 (0)zz̄ +W

(2)
02 (0)

z̄2

2
+O(|(z, z̄)|3),

u1t(−1) = ze−iωτkθ + z̄eiωτkθ +W
(1)
20 (−1)

z2

2
+W

(1)
11 (−1)zz̄ +W

(1)
02 (−1)

z̄2

2
+O(|(z, z̄)|3),

u1t(−1) = zαe−iωτkθ + z̄ᾱeiωτkθ +W
(2)
20 (−1)

z2

2
+W

(2)
11 (−1)zz̄ +W

(2)
02 (−1)

z̄2

2
+O(|(z, z̄)|3)

elde edilir.

ut(θ) = W (t, θ) + 2Re{z(t)q(θ)}
= W (t, θ) + z(t)q(θ) + z(t)q(θ)
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ve

f0(z(t), z(t)) = f(0, ut(θ))

= τk

(

au
(1)
t u

(1)
t + bu

(1)
t u

(2)
t

cu
(2)
t u

(1)
t + du

(2)
t u

(2)
t

)

eşitliklerinden

g(z, z̄) = g20
z2

2
+ g11zz̄ + g02

z̄2

2
+ g21

z2z̄

2
+ ...

= q̄∗(0)f0(z(t), z̄(t))

elde edilir ve bu eşitlikte her iki yanın katsayılarının karşılaştırılmasıyla g20, g11, g02, g21 bu-

lunur.

H(z, z̄, θ) = H20(θ)
z2

2
+H11(θ)zz̄ +H02(θ)

z̄2

2
+ ....

olmak üzere

Ẇ =
·
ut − 2Re{ż(t)q(θ)}

= A(0)ut +R(0)ut − 2Re{[iωτkz(t) + p(0)f0(z(t), z̄(t))]q(θ)}
= A(0)[W (t, θ) + 2Re{z(t)q(θ)}] +R(0)ut − 2Re{iωτkz(t)q(θ)}

−2Re{p(0)f0(z(t), z̄(t))q(θ)}
= A(0)W (t, θ) + 2Re{z(t)A(0)q(θ)} +R(0)ut − 2Re{iωτkz(t)q(θ)}

−2Re{p(0)f0(z(t), z̄(t))q(θ)}
= A(0)W (t, θ) +R(0)ut − 2Re{p(0)f0(z(t), z̄(t))q(θ)}

=

{

A(0)W (t, θ) − 2Re{p(0)f0(z(t), z̄(t))q(θ)}, θǫ[−1, 0)

A(0)W (t, θ) − 2Re{p(0)f0(z(t), z̄(t))q(θ)} + f0(z(t), z̄(t)), θ = 0

tnm
= A(0)W (t, θ) +H(z(t), z̄(t), θ)
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dır. Buradan

A(0)W (t, θ) −
·

W = −H(z, z̄, θ) = −H20(θ)
z2

2
−H11(θ)zz̄ −H02(θ)

z̄2

2
− ...

yazılır.

Ẇ = Wz ż +Wz̄ z̄ = W20(θ)z
·
z +W11(θ)(

·
zz̄ + z

·_
z) + ...

= W20(θ)z(iωτkz + g(z,
_
z)) +W11(θ){[iωτkz + g(z,

_
z)]

_
z + z[−iωτk

_
z + g(z,

_
z)]} + ...

= 2iωτkW20(θ)
z2

2
+ ...

ve

A(0)W (t, θ) = A(0)W20(θ)
z2

2
+ A(0)W11(θ)zz̄ + ...

olduğundan

A(0)W (t, θ) − Ẇ = [A(0) − 2iωτk]W20(θ)
z2

2
+ A(0)W11(θ)zz̄ + ...

dır. Buradan

[A(0)−2iωτk]W20(θ)
z2

2
+A(0)W11(θ)zz̄+ ... = −H20(θ)

z2

2
−H11(θ)zz̄−H02(θ)

z̄2

2
− ...

elde edilir. Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafının katsayılarıkarşılaştırılırsa

[A(0) − 2iωτk]W20(θ) = −H20(θ)

A(0)W11(θ) = −H11(θ), ...
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ve θǫ[−1, 0) için

H(z, z̄, θ) = −2Re{p(0)f0(z(t), z̄(t))q(θ)}
= p(0)f0(z(t), z̄(t))q(θ) − p(0)f0(z(t), z̄(t))q̄(θ)

= −g(z, z̄)q(θ) − ḡ(z, z̄) q̄(θ)

= −(g20q(θ) + ḡ02q̄(θ))
z2

2
− (g11q(θ) + ḡ11q̄(θ))zz̄ + ...

olduğundan

H20(θ) = −(g20q(θ) + ḡ02q̄(θ))

H11(θ) = −(g11q(θ) + ḡ11q̄(θ))

ve A(0) tanımından

Ẇ20(θ) = 2iωτkW20(θ) − g20q(θ) − ḡ02q̄(θ)

Ẇ11(θ) = g11q(θ) + ḡ11q̄(θ)

bulunur. E1 = (E
(1)
1 , E

(2)
1 ), E2 = (E

(1)
2 , E

(2)
2 ) ∈ R

2 sabit vektörler olmak üzere

W20(θ) =
ig20

τkω
q(θ) +

iḡ02

3τkω
q̄(θ) + E1e

2iωτkθ

W11(θ) = −ig11

τkω
q(θ) +

iḡ11

τkω
q̄(θ) + E2.

E1 ve E2 leri bulmak için A(0) ın tanımı ve q(θ) ın A(0) ın özvektörü olduğunun bilinmesin-
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den, dη(θ) = η(θ, 0) olmak üzere

∫ 0

−1

dη(θ)W20(θ) = 2iωτkW20(0) −H20(0)

=
ig20

τkω

∫ 0

−1

dη(θ)q(θ) +
iḡ02

3τkω

∫ 0

−1

dη(θ)q(θ) +

∫ 0

−1

dη(θ)E1e
2iωτkθ

=
ig20

τkω

·
q(0) +

iḡ02

3τkω

·

q(0) +

∫ 0

−1

dη(θ)E1e
2iωτkθ

= −g20q(0) +
ḡ02

3
q(0) +

∫ 0

−1

dη(θ)E1e
2iωτkθ

ve benzer şekilde

∫ 0

−1

dη(θ)W11(θ) = g11q(0) + ḡ11q̄(0) +

∫ 0

−1

dη(θ)E2

elde edilir.

−g20q(0) − ḡ02q̄(0) + (2iωτk −
∫ 0

−1

dη(θ)e2iωτkθ)E1 = H20(0)

ve

−(g11q(0) + ḡ11q̄(0)) −
∫ 0

−1

dη(θ)E2 = H11(0)

yazılarakE1 veE2 bulunur. BuradanW11(θ),W20(θ) değerlerinin bulunmasıyla gij katsayıları

belirlenir.

Böylece center manifoldda τk kritik değerlerinde oluşan Hopf çatallanmanın yönünü, çatal-

lanan periyodik çözümün kararlılığını ve çatallanan çözümün periyodunu belirleyen µ2, β2 ve

T2 katsayıları

c1(0) =
i

2ωτk
(g20g11 − 2|g11|2 −

|g02|2
3

) +
g21

2
,

µ2 = − Re{c1(0)}
Re{λ′(τk)}

,
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β2 = 2Re{c1(0)},

T2 = −Im{c1(0)} + µ2Im{λ′

(τk)}
ωτk

şeklinde elde edilir.

Yukarıda verilen analizden aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

Lemma 2.1: (z, z, τ) nın düzgün bir fonksiyonu g = O(|z|2) olmak üzere, z kompleks

değişkeni kullanılarak, yeterince küçük |τ | için, (2.2) sistemi aşağıdaki gibi yazılır:

·
z = λ(τ)z + g(z, z, τ) (2.3)

İspat: A(τ) nın λ(τ) özdeğerine karşılık gelen özvektörü q(α) ∈ C
2 olsun. O halde,

A(τ)q(τ) = λ(τ)q(τ)

dır ve AT (τ) nın λ(τ) özdeğerine karşılık gelen özvektörü p(τ) ∈ C
2 olsun. O halde,

AT (τ)p(τ) = λ(τ)p(τ)

dır. 〈., .〉 , C
2 de standart skalar çarpma ve 〈p, q〉 = p1q1 + p2q2 olmak üzere p nin q ya göre

normalize edilmesi

〈p(τ), q(τ)〉 = 1

şeklindedir. Herhangi bir x ∈ R
2 vektörü,

x = zq(τ) + zq(τ) (2.4)

şeklinde tek olarak tanımlanabilir. z yi tanımlayan açık formül

z = 〈p(τ), x〉

şeklindedir. Bu formülü gerçeklemek için, (2.4) denkleminin her iki yanı p ile skalar çarpılır
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ve 〈p(τ), q(τ)〉 = 0 olduğunun gösterilmesi gereklidir

〈p, q〉 =

〈

p,
1

λ
Aq

〉

=
1

λ

〈

ATp, q
〉

=
λ

λ
〈p, q〉

ve buradan

(

1 − λ

λ

)

〈p, q〉 = 0

dır. Yeterince küçük her |τ | için ω(τ) > 0 olduğundan λ 6= λ dır. Böylece 〈p, q〉 = 0 olduğu

görülür. Buradan z kompleks değişkeni aşağıdaki denklemi sağlar.

·
z = λ(τ)z + 〈p(τ), F (zq(τ) + zq(τ), τ)〉

Burada (2.3) denklemi göz önüne alınarak

g(z, z, τ) = 〈p(τ), F (zq(τ) + zq(τ), τ)〉

olduğu görülür.�

g fonksiyonu, k + l ≥ 2, k, l = 0, 1, ... için

gkl(τ) =
∂k+l

∂zk∂zl
〈p(τ), F (zq(τ) + zq(τ), τ)〉 |z=0

olmak üzere, iki kompleks değişkenli (z ve z) Taylor serisi şeklinde yazılırsa;

g(z, z, τ) =
∑

k+l≥2

1

k!l!
gkl(τ)z

kzl

olur.

Uyarı: Ayrıca farklı bir yöntem olarak, kabul edelim ki, B(x, y) ve C(x, y, u), x, y, u ∈ R
2

nin multilineer simetrik vektör fonksiyonları olmak üzere τ = 0 da F (x, τ) fonksiyonu

F (x, 0) =
1

2
B (x, x) +

1

6
C (x, x, x) +O

(

‖x‖4)

20



şeklinde ifade edilir.

Bi (x, y) =
2
∑

j,k=1

∂2Fi (ξ, 0)

∂ξj∂ξk

∣

∣

∣

∣

ξ=0

xjyk , i = 1, 2

ve

Ci (x, y, u) =
2
∑

j,k,l=1

∂3Fi (ξ, 0)

∂ξj∂ξk∂ξl

∣

∣

∣

∣

ξ=0

xjykul , i = 1, 2

dir. q = q(0) ve p = p(0) iken

B (zq + zq, zq + zq) = z2B (q, q) + 2zzB (q, q) + z2B (q, q)

dir. Böylece, k+ l = 2 olacak şekilde g(z, z, 0) daki kuadratik terimlerin gkl Taylor katsayıları

g20 = 〈p,B (q, q)〉 , g11 = 〈p,B (q, q)〉 , g02 = 〈p,B (q, q)〉

şeklindedir ve C de benzer hesaplarla

g21 = 〈p, C (q, q, q)〉

bulunur.

Lemma 2.2: λ(τ) = α(τ) + iω(τ), µ(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0 ve gij = gij(τ) olmak üzere

·
z = λz +

g20

2
z2 + g11zz +

g02

2
z2 +O

(

|z|3
)

(2.5)

denklemi, yeterince küçük her |τ | için

z = w +
h20

2
w2 + h11ww +

h02

2
w2

parametreye bağlı kompleks koordinat değişimiyle, kuadratik terim içermeyen

·
w = λw +O

(

|w|3
)

denklemine dönüşür.
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İspat:

w = z − h20

2
z2 − h11zz −

h02

2
z−2 +O

(

|z|3
)

ifadesinden

·
w =

·
z − h20z

·
z − h11

(

·
zz + z

·

z
)

− h02z
·

z + ...

= λz +
(g20

2
− λh20

)

z2 +
(

g11 − λh11 − λh11

)

zz +
(g02

2
− λh02

)

z2 + ...

= λw +
1

2
(g20 − λh20)w

2 +
(

g11 − λh11

)

ww

+
1

2

(

g02 − (2λ− λ)h02

)

w2 +O
(

|w|3
)

elde edilir.

h20 =
g20

λ
, h11 =

g11

λ
, h02 =

g02

2λ− λ

yazılmasıyla (2.5) denklemindeki tüm kuadratik terimler yok olur. ω0 > 0, λ(0) = iω0

iken, yeterince küçük her |τ | için paydalar sıfırdan farklı olduğundan yukarıdaki eşitlikler

doğrudur.�

Lemma 2.3: λ(τ) = α(τ) + iω(τ), α(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0 ve gij = gij(τ) olmak üzere

·
z = λz +

g30

6
z3 +

g21

2
z2z +

g12

2
zz2 +

g03

6
z3 +O

(

|z|4
)

denklemi, yeterince küçük her |τ | için

z = w +
h30

6
w3 +

h21

2
w2w +

h12

2
ww2 +

h03

6
w3

parametreye bağlı kompleks koordinat değişimiyle, c1 = c1(τ) olmak üzere yalnızca bir kübik

terim içeren

·
w = λw + c1w

2w +O
(

|w|4
)

denklemine dönüşür.
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İspat:

w = z − h30

6
z3 − h21

2
z2z − h12

2
zz2 − h03

6
z3 +O

(

|z|4
)

ifadesinden

·
w =

·
z − h30

2
z2 ·
z − h21

2

(

2zz
·
z + z2

·

z
)

− h12

2

(

·
zz2 + 2zz

·

z
)

− h03

2
z2

·

z + ...

= λz +

(

g30

6
− λh30

2

)

z3 +

(

g21

2
− λh21 −

λh21

2

)

z2z

+

(

g12

2
− λh12

2
− λh12

)

zz2 +

(

g03

6
− λh03

2

)

z3 + ...

= λw +
1

6
(g30 − 2λh30)w

3 +
1

2

(

g21 −
(

λ+ λ
)

h21

)

w2w

+
1

2

(

g12 − 2λh12

)

ww2 +
1

6

(

g03 +
(

λ− 3λ
)

h03

)

w3 +O
(

|w|4
)

elde edilir.

h30 =
g30

2λ
, h12 =

g12

2λ
, h03 =

g03

3λ− λ

yazılmasıyla w2w terimi dışındaki tüm kübik terimler yok olur. Yeterince küçük her |τ | için

paydalar sıfırdan farklı olduğundan yukarıdaki eşitlikler doğrudur.

w2w teriminin yok edilmesi için

h21 =
g21

λ+ λ

yazılır. Fakat α = 0 iken yukarıdaki denklemin paydası λ(0) + λ(0) = iω0 − iω0 = 0 dır. α

ya bağlı bir dönüşüm elde etmek için h21 = 0 yazılmasıyla

c1 =
g21

2

bulunur.�

Uyarı: Kalan w2w kübik terimi ‘rezonant terim’ olarak adlandırılır. Bu terimin katsayısı,

orjinal denklemdeki z2z kübik teriminin katsayısıyla aynıdır.
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Lemma 2.4: (Hopf Çatallanma için Poincare Normal Form)

λ(τ) = α(τ) + iω(τ), α(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0 ve gij = gij(τ) olmak üzere

·
z = λz +

∑

2≤k+l≤3

1

k!l!
gklz

kzl +O
(

|z|4
)

(2.6)

denklemi, yeterince küçük her |τ | için

z = w +
h20

2
w2 + h11ww +

h02

2
w2 +

h30

6
w3 +

h12

2
ww2 +

h03

6
w3

parametreye bağlı kompleks koordinat değişimiyle, c1 = c1(τ) olmak üzere yalnızca bir kübik

terim içeren

·
w = λw + c1w

2w +O
(

|w|4
)

(2.7)

denklemine dönüşür.

İspat: Lemma 2.2 de,

h20 =
g20

λ
, h11 =

g11

λ
, h02 =

g02

2λ− λ

iken

z = w +
h20

2
w2 + h11ww +

h02

2
w2 (2.8)

şeklinde tanımlanan dönüşüm, tüm kuadratik terimleri yok etmekle birlikte kübik terimlerin

katsayılarını da değiştirir. w2w nin katsayısı 1
2
g21 yerine 1

2

∼
g12 olur ve Lemma 2.3 deki dönüşümle

de, katsayısı 1
2

∼
g12olan rezonant terim dışındaki tüm kübik terimler yok olur.�

Böylece, (2.8) kuadratik dönüşümüyle, bulunması gereken c1 katsayısı, w2w teriminin yeni

katsayısı 1
2

∼
g12dir.

·
z, w ve w cinsinden iki şekilde ifade edilebilir. (2.8) denklemi, (2.6) orjinal denkleminde

yerine yazılır veya (2.6) nın (2.7)a dönüştürülebildiği bilindiğinden,
·
z, (2.8) in türevlenmesi

ile hesaplanabilir

·
z =

·
w + h20w

·
w + h11

(

w
·

w + w
·
w
)

+ h02

·

w
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ve (2.7) kullanılarak
·
w ve kompleks eşleniği yerlerine yazılır. Yukarıda h20, h11 ve h02 leri

içeren ifadede kuadratik terimlerin katsayılarının karşılaştırılmasıyla ve w |w|2 teriminin kat-

sayılarının eşitlenmesiyle

c1 =
g20g11

(

2λ+ λ
)

2 |λ|2
+

|g11|2
λ

+
|g02|2

2
(

2λ− λ
) +

g21

2

elde edilir. τ = 0 çatallanma parametresi değerinde yukarıdaki denklem

c1 (0) =
i

2ω0

(

g20g11 − 2 |g11|2 −
1

3
|g02|2

)

+
g21

2

denklemine indirgenir.

Lemma 2.5: α(0) = 0 ve ω(0) = ω0 > 0 olmak üzere

dw

dt
= (α (τ) + iω (τ))w + c1 (τ)w |w|2 +O

(

|w|4
)

denklemi ele alınsın. Kabul edelim ki, α
′

(0) 6= 0 ve Rec1 (0) 6= 0 olsun. Denklem, parame-

treye bağlı lineer koordinat dönüşümü, yeni zaman ölçeği ve lineer olmayan yeni zaman

parametrizasyonu ile

du

dθ
= (β + i)u+ su |u|2 +O

(

|u|4
)

formuna dönüşür. s = signRec1 (0) = ±1, u yeni kompleks koordinatı, θ ve β sırasıyla yeni

zaman ve yeni zaman parametresini gösterir.

İspat:

1.Adım: (Lineer zaman ölçeği) Yeni zaman parametresi γ = ω (τ) t şeklinde tanımlanır. Yeter-

ince küçük her |τ | için, ω(τ) > 0 olduğundan zaman korunur. Buradan,

β = β (τ) =
α (τ)

ω (τ)
, d1 (β) =

c1 (τ (β))

ω (τ (β))

olmak üzere

dw

dτ
= (β + i)w + d1 (β)w |w|2 +O

(

|w|4
)
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elde edilir.

β (0) = 0, β
′

(0) =
α

′

(0)

ω (0)
6= 0

olduğundan yeni β parametresi

β = β (τ) =
µ (τ)

ω (τ)
, d1 (β) =

c1 (τ (β))

ω (τ (β))

olarak alınabilir ve ters fonksiyon teoremi, τ ya bağlı β fonksiyonunun lokal varlığını garanti

eder. Ayrıca, d1 kompleks bir fonksiyondur.

2.Adım: (Lineer olmayan zaman parametresi) e1(β) = Imd1 (β) için

dθ =
(

1 + e1 (β) |w|2
)

dγ

olmak üzere, yeni zaman parametresi θ = θ(γ, β) şeklinde tanımlanarak orbitler boyunca

zaman parametresi değişir. Zamandaki değişim orijinin küçük bir komşuluğunda özdeşlik

dönüşümüdür. Zamanın yeni parametresinin kullanılmasıyla, l1 (β) = Red1 (β)− βe1(β) reel

olmak üzere

dw

dθ
= (β + i)w + l1 (β)w |w|2 +O

(

|w|4
)

ve

l1 (0) =
Rec1 (0)

ω (0)
(2.9)

elde edilir.

3.Adım: (Lineer koordinat ölçeği) u yeni kompleks değişken olmak üzere,

w =
u

√

|l1 (β)|

dır. Rec1 (0) 6= 0 olduğundan l1 (0) 6= 0 dır. Denklem, s = signl1 (0) = signRec1 (0) olmak

üzere

du

dθ
= (β + i)u+

l1 (β)

|l1 (β)|u |u|
2 +O

(

|u|4
)

= (β + i)u+ su |u|2 +O
(

|u|4
)

formunda yazılır.�
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Tanım: l1 (β) fonksiyonu ‘birinci Lyapunov katsayısı’ olarak adlandırılır.

(2.9) denkleminden β = 0 daki birinci Lyapunov katsayısı

l1 (0) =
1

2ω2
0

Re (ig20g11 + ω0g21) (2.10)

şeklinde hesaplanır.

Böylece, çatallanma noktasındaki l1 (0) ın hesaplanması için sağ taraftaki ikinci ve üçüncü

mertebeden türevlerin bilinmesi gerekir. l1 (0) değeri p ve q özdeğerlerinin normalizasyonuna

bağlıdır ve bu değerin işareti, 〈p, q〉 = 1 normalizasyonunu sağlayan p, q değerlerine invaryant-

tır.

Aşağıdaki teoremle, elde edilen sonuçlar özetlenir.

Teorem 2.1:

dx

dt
= f (x, τ) , x ∈ R

2, τ ∈ R (2.11)

iki boyutlu sistemi, yeterince küçük |τ | için x = 0 denge noktasına ve α(0) = 0 ve ω(0) =

ω0 > 0 olmak üzere

λ1,2 (τ) = α (τ) ± iω (τ)

özdeğerlerine sahiptir.

Aşağıdaki koşullar sağlandığında;

(B.1) α
′

(0) 6= 0

(B.2) l1 birinci Lyapunov katsayısı olmak üzere, l1 (0) 6= 0

koordinat, parametre değişimiyle ve zaman dönüşümüyle, (2.11) sistemi

d

dγ

(

y1

y2

)

=

(

β −1

1 β

)(

y1

y2

)

±
(

y2
1 + y2

2

)

(

y1

y2

)

+O
(

‖y‖4)

olur.�
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Teorem 2.2: (Hopf Çatallanma için topolojik normal form)

·
x = f (x, τ)

bir parametreli, iki boyutlu sistemi, τ = 0 da x = 0 denge noktasına ve

λ1,2 (0) = ±iω0, ω0 > 0

özdeğerlerine sahiptir ve aşağıdaki normal formlardan bir tanesine orijin civarında lokal topolo-

jik eşdeğerdir

d

dγ

(

y1

y2

)

=

(

β −1

1 β

)(

y1

y2

)

±
(

y2
1 + y2

2

)

(

y1

y2

)

+O
(

‖y‖4)
. �

Teorem 2.1, teorem 2.2 ve (2.10) denklemi, iki boyutlu sistemlerde Hopf çatallanma analizi

için tüm gereksinimleri sağlar.

2.3 Center Manifold Teoremi

f(0) = 0 iken,

·
x = f(x), x ∈ R

n (2.12)

dinamik sistemi için, x0 = 0 denge noktasındaA Jakobian matrisinin özdeğerleri λ1, λ2, ..., λn

olsun. Kabul edilsin ki, özdeğerlerin reel kısmı sıfır olsun ve Reλ > 0 olduğunda sayılabilir

çoklukta n+ özdeğerleri, Reλ = 0 olduğunda n0 özdeğerleri ve Reλ < 0 olduğunda ise

n− özdeğerleri olsun. T c imajiner eksen üzerindeki n0 özdeğerlerinin birleşimine karşılık

gelen lineer özvektör uzayı olsun. İmajiner eksen üzerindeki özdeğerler (Reλ = 0) T c özvek-

tör uzayında olduğu gibi genellikle kritik özdeğer olarak adlandırılırlar. ϕt fonksiyonu (2.12)

eşitliğine karşılık gelen akı olarak tanımlansın.

Yukarıdaki kabullerle aşağıdaki teorem verilir.

Teorem: (Center Manifold Teoremi) (2.12) sisteminin n0 boyutlu W c
loc(0) invaryant mani-

foldu, x = 0 da T c özvektör uzayına teğettir. Ayrıca, x0 = 0 ın bir U komşuluğunda, her t ≥ 0

( t ≤ 0 ) için (ϕt)x ∈ U ise, t→ +∞ (t→ −∞) için (ϕt)x→ W c
loc(0) dır.
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Tanım: W c
loc manifoldu ‘center manifold’ olarak adlandırılır.
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BÖLÜM 3

3. KARARLILIK ANALİZİ VE HOPF ÇATALLANMA

·
x(t) = x(t)[r1 − a11x(t) − a12y(t− τ)] (1.7)
·
y(t) = y(t)[−r2 + a21x(t) − a22y(t− τ)]

(1.7) sisteminin denge noktaları E1 = (0, 0) , E2 = ( r1
a11
, 0) , E3 = (0,− r2

a22
) ve E∗ = (x∗, y∗)

dır. Eğer aşağıdaki

(H) r1a21 − r2a11 > 0

(H) koşulu sağlanır ise E∗ = (x∗, y∗)

x∗ =
r1a22 + r2a12

a11a22 + a12a21

,

y∗ =
r1a21 − r2a11

a11a22 + a12a21

(1.7) sisteminin tek pozitif denge noktasıdır. (1.7) sisteminde,

u1(t) = x(t) − x∗

u2(t) = y(t) − y∗

değişken değiştirmesi uygulanırsa

·
u1(t) = (u1(t) + x∗)[−a11u1(t) − a12u2(t− τ)] (3.1)
·
u2(t) = (u2(t) + y∗)[a21u1(t) − a22u2(t− τ)]
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sistemi elde edilir. (3.1) sisteminin (0,0) noktasında lineerleştirilmesiyle

·
u1(t) = −a11x

∗u1(t) − a12x
∗u2(t− τ) (3.2)

·
u2(t) = a21y

∗u1(t) − a22y
∗u2(t− τ)

(3.2) sistemi bulunur.

p = a11x
∗

q = a22y
∗

s = (a11a22 + a12a21)x
∗y∗

olmak üzere, lineerleştirilmiş sistemin karakteristik denklemi

λ2 + pλ+ (qλ+ s)e−λτ = 0 (3.3)

ile verilir. τ = 0 olduğu durumda yani sistemde gecikmenin olmadığı durumda (3.3) denklemi

λ2 + pλ+ qλ+ s = 0

şeklinde bir denklemdir ve bu denklemin özdeğerleri λ1,2 =
−p−q±

√
(p+q)2−4s

2
olarak bulunur.

p = a11x
∗, q = a22y

∗ ve s = (a11a22 +a12a21)x
∗y∗ pozitif sabitler olduğundan, (3.3) denklemi

için aşağıdaki sonuç elde edilir.

Lemma 3.1: τ = 0 iken (3.3) denkleminin λ1,2 =
−p−q±

√
(p+q)2−4s

2
köklerinin reel kısmı

her zaman negatiftir. Başka bir deyişle, (3.2) sisteminin denge noktası τ = 0 iken asimtotik

kararlıdır.

(3.2) lineer sisteminin (0,0) noktasındaki kararlılığı, (3.3) karakteristik denkleminin köklerinin

konumlarına bağlıdır. Bu nedenle eğer (3.3) transandantal denkleminin köklerinin durumu

incelenir ise λ2 + pλ + (qλ + s)e−λτ = 0 denkleminin köklerinin sürekli bağımlılığından ve

Lemma 3.1’den, en az bir τ0 > 0 vardır τǫ [0, τ0) içinReλ(τ) < 0 dır. Reλ(τ) = 0 olduğunda

(x∗, y∗) asimtotik kararlılığını kaybettiğinden Reλ(τ ∗) = 0 olacak şekilde bir τ ∗ > 0 ın olup

olmadığı incelenir. Başka bir deyişle, (3.3) denkleminin sırf imajiner olan köklerinin varolup

olmadığı araştırılır.
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Bu bölümde ilk olarak, denge noktasının lokal kararlılığı bulunur.

τ = τ ∗ için, ω reel ve ω > 0 olmak üzere λ = iω kabul edildiğinde, aşağıdaki sonuç elde

edilir.

Lemma 3.2: (3.1) sistemi için, (3.3) transandantal denklemi sırf imajiner köke sahiptir.

İspat: τ = τ ∗ ve ω reel olmak üzere λ = iω, (3.3) denkleminde yerine yazılırsa genellikten

birşey kaybetmeden ω > 0 alınabilir. Böylece

(iω)2 + p(iω) + (q(iω) + s)e−(iω)τ = 0

elde edilir. Yani

−ω2 + [i(qω) + s](cos(ωτ) − i sin(ωτ)) + ipω = 0

dir. Reel ve imajiner kısımların ayrı ayrı yazılmasıyla

ω2 = qω sin(ωτ) + s cos(ωτ) (3.4)

−pω = qω cos(ωτ) − s sin(ωτ) (3.5)

elde edilir. (3.4) ve (3.5) eşitliklerinden

(ω2)2 = (qω sin(ωτ) + s cos(ωτ))2 (3.6)

(−pω)2 = (qω cos(ωτ) − s sin(ωτ))2 (3.7)

bulunur ve buradan

ω4 + (p2 − q2)ω2 − s2 = 0

eşitliği elde edilir. Bu denklemde t = ω2 yazılırsa,

t2 + (p2 − q2)t− s2 = 0
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denklemi elde edilir ve kökler

t = ω2
1,2 =

−(p2 − q2) ±
√

(p2 − q2)2 + 4s2

2

bulunur. Bu kökler üç durumda incelenir.

1.Durum: p2 − q2 > 0 için

ω =

[

−(p2 − q2) +
√

(p2 − q2)2 + 4s2

2

] 1
2

pozitif kökü bulunur.

2.Durum: p2 − q2 < 0 için

ω =

[

−(p2 − q2) +
√

(p2 − q2)2 + 4s2

2

] 1
2

pozitif kökü bulunur.

3.Durum: p2 − q2 = 0 için

ω =
√
s

pozitif kökü bulunur.

(3.4) denklemi cos(ωτ), (3.5) denklemi sin(ωτ) ile çarpılıp taraf tarafa çıkarılırsa,

s = ω2 cos(ωτ) + pω sin(ωτ) (3.8)

bulunur. (3.8) denklemi q ile, (3.4) denklemi p ile çarpılıp taraf tarafa çıkarılırsa,

cos(ωτ) =
qs− pω2

qω2 − sp

elde edilir.

Ayrıca λ2 + pλ+ (qλ+ s)e−λτ = 0 denklemi

ωτ = (2k + 1)
π

2
, k = 0, 1, 2, ...
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bağıntısını gerçekleyen sırf imajiner köke sahip olduğundan

ω =

[

−(p2 − q2) +
√

(p2 − q2)2 + 4s2

2

] 1
2

ve

τk =
1

ω
arccos

(

qs− pω2

qω2 − sp

)

+
2πk

ω
, k = 0, 1, 2, ...

özdeşlikleri elde edilir. Böylece Lemma 3.2’nin ispatı tamamlanmış olur. �

ω0 ın

ω0 =

[

−(p2 − q2) +
√

(p2 − q2)2 + 4s2

2

] 1
2

olduğunun belirtilmesiyle ve τ = τk iken αk(τk) = 0 ve ωk(τk) = ω0,, k = 0, 1, 2, ... olduğu-

nun kabulu (3.3) denkleminin kökünü

λk(τ) = αk(τ) + iωk(τ)

şeklinde tanımlar.

Lemma 3.3: k = 0, 1, 2, ... için

dReλk(τk)

dτ
> 0

dır. (1.7) sistemi için τ = τk, k = 0, 1, 2, ... iken (x∗, y∗) pozitif denge noktasında Hopf

çatallanma oluşur.

İspat: (3.3) karakteristik denkleminin τ ya göre türevi alınırsa,

[
dλ

dτ
] = 2λ

dλ

dτ
+ q

[

dλ

dτ
e−λτ − λe−λτ (

dλ

dτ
τ + λ)

]

+ p
dλ

dτ
− se−λτ

(

dλ

dτ
τ + λ

)

= 0

elde edilir. Yani,

dλ

dτ
[2λ+ qe−λτ − qλτe−λτ + p− sτe−λτ ] = qλ2e−λτ + sλe−λτ
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⇒ dλ

dτ
=

λe−λτ (qλ+ s)

2λ+ qe−λτ − qλτe−λτ + p− sτe−λτ

dır. Buradan

(

dλ

dτ

)−1

=
−(qλ+ s)τe−λτ + 2λ+ qe−λτ + p

λe−λτ (qλ+ s)

ve

(

dλ

dτ

)−1

= −τ
λ

+
2λ+ qe−λτ + p

λe−λτ (qλ+ s)

bulunur. Böylece,

Re

(

dλ

dτ

)−1
∣

∣

∣

∣

∣

λ=iω0

= Re

[

− τk

iω0

]

+Re

[

2iω0 + qe−iω0τk + p

iω0e−iω0τk(qiω0 + s)

]

= Re

[

2iω0 + p+ q (cos(ω0τk) − i sin(ω0τk))

iω0 ((iqω0) + s) (cos(ω0τk) − i sin(ω0τk))

]

(3.9)

= Re

[

(p+ q cos(ω0τk)) + i (2ω0 − q sin(ω0τk))

(−qω2
0 cos(ω0τk) + sω0 sin(ω0τk)) + i (qω2

0 sin(ω0τk) + sω0 cos(ω0τk))

]

yazılır. (3.9) denkleminin sadeleştirilmesi için,

m = p+ q cos(ω0τk)

n = 2ω0 − q sin(ω0τk)

a = −qω2
0 cos(ω0τk) + sω0 sin(ω0τk)

b = qω2
0 sin(ω0τk) + sω0 cos(ω0τk)

eşitlikleri kullanılırsa,
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Re

[

m+ in

a+ ib

]

= Re

[

(m+ in)(a− ib)

a2 + b2

]

= Re

[

ma+ bn

a2 + b2

]

+Re

[

i(an− bm)

a2 + b2

]

=
ma+ bn

a2 + b2

=
ma

a2 + b2
+

bn

a2 + b2

elde edilir.

ma

a2 + b2
=

(p+ q cos(ω0τk)) (−qω2
0 cos(ω0τk) + sω0 sin(ω0τk))

(−qω2
0 cos(ω0τk) + sω0 sin(ω0τk))

2
+ (qω2

0 sin(ω0τk) + sω0 cos(ω0τk))
2

eşitliğinde (3.7) denkleminden,

ma

a2 + b2
=

(

p+ −pω0+s sin(ω0τk)
ω0

)

{[(−s sin(ω0τk) + pω0)ω0] + sω0 sin(ω0τk)}
ω2

0(q
2ω2

0 + s2)

=

(

s
ω0

sin(ω0τk)
)

pω2
0

ω2
0(q

2ω2
0 + s2)

=
sp sin(ω0τk)

ω0(q2ω2
0 + s2)

(3.10)

bulunur. Ayrıca,

bn

a2 + b2
=

(qω2
0 sin(ω0τk) + sω0 cos(ω0τk)) (2ω0 − q sin(ω0τk))

(−qω2
0 cos(ω0τk) + sω0 sin(ω0τk))

2
+ (qω2

0 sin(ω0τk) + sω0 cos(ω0τk))
2
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eşitliğinde (3.6) denkleminden,

bn

a2 + b2
=

(

2ω0 − ω0 + s cos(ω0τk)
ω0

)

(ω3
0 − sω0 cos(ω0τk) + sω0 cos(ω0τk))

ω2
0(q

2ω2
0 + s2)

=

(

ω0 + s
ω0

cos(ω0τk)
)

ω3
0

ω2
0(q

2ω2
0 + s2)

=
ω2

0 + s cos(ω0τk)

(q2ω2
0 + s2)

(3.11)

bulunur. (3.10) ve (3.11) eşitliklerinin toplanmasıyla ve

ma

a2 + b2
+

bn

a2 + b2
=

sp sin(ω0τk)

ω0(q2ω2
0 + s2)

+
ω2

0 + s cos(ω0τk)

(q2ω2
0 + s2)

eşitliğinde (3.4) ün yerine yazılmasıyla

ma

a2 + b2
+

bn

a2 + b2
=

sp sin(ω0τk)

ω0(q2ω2
0 + s2)

+
2ω2

0 − qω0 sin(ω0τk)

(q2ω2
0 + s2)

=
sp sin(ω0τk) + 2ω3

0 − qω2
0 sin(ω0τk)

ω0(q2ω2
0 + s2)

(3.12)

elde edilir. (3.4) ve (3.5) denklemleri sırasıyla cos(ωτk) ve − sin(ωτk) ile çarpılıp taraf tarafa

toplanırsa

s = ω2 cos(ωτk) + pω sin(ωτk) (3.13)

eşitliği bulunur. (3.13) denklemi q ile, (3.5) denklemi −ω ile çarpılıp taraf tarafa toplanırsa

sin(ωτk) =
sq + pω2

pqω + sω
(3.14)
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bulunur. ω = ω0 alınarak, (3.14) denkleminin, (3.12) de yerine yazılmasıyla

ma

a2 + b2
+

bn

a2 + b2
=

sp
sq+pω2

0

pqω0+sω0
+ 2ω3

0 − qω2
0
sq+pω2

0

pqω0+sω0

ω0(q2ω2
0 + s2)

=

s2pq+sp2ω2
0−sq

2ω2
0−pqω

4
0+2ω4

0(pq+s)

ω0(pq+s)

ω0(q2ω2
0 + s2)

=
s2pq + sω2

0(p
2 − q2) + ω4

0(pq + 2s)

ω2
0(q

2ω2
0 + s2)(pq + s)

(3.15)

elde edilir. Sonuç olarak, (3.9) ve (3.15) denklemlerinin eşitlenmesiyle

Re

(

dλ

dτ

)−1
∣

∣

∣

∣

∣

λ=iω0

=
s2pq + sω2

0(p
2 − q2) + ω4

0(pq + 2s)

ω2
0(q

2ω2
0 + s2)(pq + s)

> 0

olduğu görülür.

Rouche teoremi [18], k = 0, 1, 2, ... için dReλk(τk)
dτ

> 0 koşulu ve τ = τk, k = 0, 1, 2, ... için

Hopf çatallanma koşullarının sağlandığı görülür. Böylece Lemma 3.3’ün ispatı tamamlanmış

olur.�

Elde edilen sonuçlar özetlenecek olursa, (1.7) sisteminin kararlılığı ve Hopf çatallanması

aşağıdaki teoremle verilir.

Teorem 3.1: (1.7) sistemi için,

i)Eğer τǫ[0, τ0) ise, sistemin E∗ = (x∗, y∗) denge noktası asimtotik kararlıdır.

ii)Eğer τ > τ0 ise, sistemin E∗ = (x∗, y∗) denge noktası kararsızdır.

iii)Eğer τ = τk (k = 0, 1, 2, ...) ise, sistemin E∗ = (x∗, y∗) denge noktasında Hopf çatallanma

meydana gelir.
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BÖLÜM 4

4. HOPF ÇATALLANMANIN YÖNÜ VE KARARLILIK ANALİZİ

Bu bölümde normal form teori ve center manifold teoremi kullanılarak Hopf çatallanmanın

yönü ve periyodik çözümlerin kararlılığı incelenecektir. Burada Hopf çatallanmanın (1.7)

sisteminin τ = τk için E∗ = (x∗, y∗) pozitif denge noktasından geçtiği kabul edilecektir ve

λ = iω, E∗ = (x∗, y∗) pozitif denge noktasında karakteristik denklemin sırf imajiner köküdür.

µ ∈ R için τ = τk +µ yazılırsa, µ = 0 , (1.7) sisteminin Hopf çatallanma parametresi olur.

u1(t) = x(τt) − x∗,

u2(t) = y(τt) − y∗

değişken değiştirmesi yapılırsa (1.7) sistemi ;

·
u1(t) = τ(u1(t) + x∗)[−a11u1(t) − a12u2(t− 1)]
·
u2(t) = τ(u2(t) + y∗)[a21u1(t) − a22u2(t− 1)] (4.1)

C([−1, 0],R2) de fonksiyonel diferansiyel denklem şekline dönüşür.

Lµ : C → R, f : R × C →R ve φ = (φ1, φ2) ∈ C için,

Lµφ = (τk + µ)

[

−a11x
∗φ1(0) − a12x

∗φ2(−1)

a21y
∗φ1(0) − a22y

∗φ2(−1)

]

ve
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f(µ, φ) =

[

−a11φ1(0)φ1(0) − a12φ1(0)φ2(−1)

a21φ2(0)φ1(0) − a22φ2(0)φ2(−1)

]

(4.2)

elde edilir. Riesz teoremine göre, θ ∈ [−1, 0] için, elemanları sınırlı değişimli 2×2 tipinde bir

η(θ, µ) matris fonksiyonu vardır. Öyle ki,

Lµφ =

∫ 0

−1

dη(θ, 0)φ(θ) , φǫC.

şeklinde yazılabilir. η(θ, µ) fonksiyonu

η(θ, µ) = (τk + µ)

[

−a11x
∗ 0

a21y
∗ 0

]

+ (τk + µ)

[

0 −a12x
∗

0 −a22y
∗

]

şeklinde seçilirse, φ ∈ C1([−1, 0],R2) için

A(µ)φ =

{

−dφ(θ)
dθ

, θǫ[−1, 0)
∫ 0

−1
dη(µ, s)φ(s), θ = 0.

ve

R(µ)φ =

{

0, θǫ[−1, 0)

f(µ, φ), θ = 0.

şeklinde tanımlanır. Böylece (4.1) sistemi

·
ut = A(µ)ut +R(µ)ut (4.3)

formunda yazılır. Burada θ ∈ [−1, 0) için ut(θ) = u(t+ θ) dır. ψǫC1([−1, 0], (R2)∗) için,
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A∗ψ(s) =

{

−dψ(s)
ds

, sǫ(0, 1]
∫ 0

−1
dη(t, 0)ψ(−t), s = 0.

ve η(θ) = η(θ, 0) iken bilineer iç çarpım

〈ψ(s), φ(θ)〉 = ψ̄(0)φ(0) −
∫ 0

−1

∫ θ

ξ=0

ψ̄(ξ − θ)dη(θ)φ(ξ)dξ (4.4)

olarak tanımlanır. A(0) ve A∗ operatörleri arasındaki bağlantı aşağıdaki lemma ile verilir.

Lemma 4.1 : A(0) ve A∗ adjoint operatörlerdir.

İspat : φ ∈ C1([−1, 0],R2) ve ψǫC1([−1, 0], (R2)∗) iken (4.4) , A(0) ve A∗ ın tanımından,

〈ψ(s), A(0)φ(θ)〉 = ψ̄(0)A(0)φ(0) −
∫ 0

−1

∫ θ

ξ=0

ψ̄(ξ − θ)dη(θ)A(0)φ(ξ)dξ

〈ψ(s), A(0)φ(θ)〉 = ψ̄(0)A(0)φ(0) −
∫ 0

−1

∫ θ

ξ=0

ψ̄(ξ − θ)dη(θ)A(0)φ(ξ)dξ

= ψ̄(0)

∫ 0

−1

dη(θ)φ(θ) −
∫ 0

−1

∫ θ

ξ=0

ψ̄(ξ − θ)dη(θ)
·

φ(ξ)dξ

= ψ̄(0)

∫ 0

−1

dη(θ)φ(θ) −
∫ 0

−1

[ψ̄(ξ − θ)dη(θ)φ(ξ)]θξ=0 +

∫ 0

−1

∫ θ

ξ=0

dψ̄(ξ − θ)

dξ
dη(θ)φ(ξ

=

∫ 0

−1

ψ̄(−θ)dη(θ)φ(0) −
∫ 0

−1

∫ θ

ξ=0

[

dψ̄(ξ − θ)

dξ

]

dη(θ)φ(ξ)dξ

= A∗ψ̄(0)φ(0) −
∫ 0

−1

∫ θ

ξ=0

A∗ψ̄(ξ − θ)dη(θ)φ(ξ)

= 〈A∗ψ(s), φ(θ)〉

Böylece A(0) ve A∗ ın adjoint operatörler olduğu gösterilmiş ve ispat tamamlanmış olur. �
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Ayrıca ±iωτk , A(0) ın özdeğerleridir. Dolayısıyla bu özdeğerler A∗ ın da özdeğerleridir.

A(0) ın iωτk özdeğerine karşılık gelen özvektörü q(θ) ve A∗ ın −iωτk özdeğerine karşılık

gelen özvektörü q∗(s) dır.

Yani;

A(0)q(θ) = iωτkq(θ)

ve

A∗q∗(s) = −iωτkq∗(s)

dir. Öyleyse

A(0)q(0) = iωτkq(0),

A(0) =

[

−a11x
∗ −a12x

∗e−iωτk

a21y
∗ −a22y

∗e−iωτk

]

ve

q(θ) = (1, α)T eiωτkθ =⇒ q(0) = (1, α)T

dır. Bulunan A(0) ve q(0), A(0)q(0) = iωτkq(0) eşitliğinde yerlerine konulursa;

[

−a11x
∗ − iω −a12x

∗e−iωτk

a21y
∗ −a22y

∗e−iωτk − iω

]

q(0) = 0

=⇒
{

−a11x
∗ − iω + α ( − a12x

∗e−iωτk) = 0

a21y
∗ + α(−a22y

∗e−iωτk − iω) = 0.
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α =

(

a11x
∗ + iω

−a12x∗

)

eiωτk

=⇒ q(0) =

(

1,
a11x

∗ + iω

−a12x∗
eiωτk

)T

=⇒ q(θ) =

(

1,−a11x
∗ + iω

a12x∗
eiωτk

)T

eiωτkθ

bulunur. Aynı şekilde A∗q∗(0) = −iωτkq∗(0),

A∗ =

[

−a11x
∗ a21y

∗

−a12x
∗e−iωτk −a22y

∗e−iωτk

]

q∗(s) = D(β, 1)eiωτks =⇒ q∗(0) = D(β, 1)

eşitliği elde edilir. Bulunan A∗ ve q∗(0), A∗q∗(0) = −iωτkq∗(0) eşitliğinde yerlerine konu-

lursa;

[

−a11x
∗ + iω a21y

∗

−a12x
∗e−iωτk −a22y

∗e−iωτk + iω

]

q∗(0) = 0

bulunur ve buradan

β = −a22y
∗e−iωτk − iω

−a12x∗
e−iωτk

=⇒ q∗(0) = D

(

−a22y
∗e−iωτk − iω

−a12x∗
e−iωτk , 1

)

=⇒ q∗(s) = D

(

−a22y
∗e−iωτk − iω

−a12x∗
e−iωτk , 1

)

eiωτks
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yazılır.

〈q∗(s), q(θ)〉 = 1

olabilmesi için, bilineer iççarpımın tanımından ,

〈q∗(s), q(θ)〉 = D̄(β, 1)(1, α)T −
∫ 0

−1

∫ θ

ξ=0

D̄(β, 1)e−
iωτk(ξ−θ)

dη(θ)(1, α)T eiωτkξdξ

= D̄

{

α+ β −
∫ 0

−1

(β, 1)θeiωτkθdη(θ)(1, α)T
}

= D̄
{

α+ β + τk(−a22αy
∗)e−iωτk

}

= 1

ve bu eşitlikten

D̄ =
1

α+ β + τk(−a22αy∗)e−iωτk
,

elde edilir. Yani, 〈q∗(s), q(θ)〉 = 1 ve 〈q∗(s), q(θ)〉 = 0 eşitlikleri elde edilmiş olur.

µ = 0 iken C0 center manifoldu tanımlamak için ilk önce koordinatlar hesaplanmalıdır [10].

µ = 0 iken ut = (u
(1)
t , u

(2)
t ) (4.1) denkleminin çözümüdür.

z(t) = 〈q∗, ut〉 , (4.5)

W (t, θ) = (W (1)(t, θ),W (2)(t, θ))T = ut − 2Re{z(t)q(θ)}

ve C0 center manifoldu üzerinde
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W (t, θ) = W (z(t), z̄(t), θ)

dır.Burada

W (z, z̄, θ) = (W
(1)
20 (θ),W

(2)
20 (θ))T

z2

2
+ (W

(1)
11 (θ),W

(2)
11 (θ))T zz

+(W
(1)
02 (θ),W

(2)
02 (θ))T

z2

2
+ (W

(1)
30 (θ),W

(2)
30 (θ))T

z3

6
+ ...

= W20(θ)
z2

2
+W11(θ)zz +W02(θ)

z2

2
+W30(θ)

z3

6
+ ...,

z ve z̄ , C0 center manifoldun q ve q∗ yönündeki lokal koordinatlarıdır. ut reel iseW da reeldir.

Burada yalnızca reel çözümler dikkate alınmıştır.

(4.1) sisteminin utǫC0 çözümü için, (4.3) denkleminden µ = 0 iken
·
ut = A(0)ut + R(0)ut

dir. R(µ) nin tanımından, Lemma 4.1 den ve (4.5) den;

ż(t) =
〈

q∗(s),
·
ut

〉

= 〈q∗(s), A(0)ut +R(0)ut〉
= 〈q∗(s), A(0)ut〉 + 〈q∗(s), R(0)ut〉

= 〈A∗q∗(s), ut〉 + q̄∗(0)R(0)ut(0) −
0
∫

−1

θ
∫

ξ=0

q̄∗(ξ − θ)dη(θ)A(0)R(0)ut(ξ)dξ

= 〈−iωτkq∗(s), ut〉 + q̄∗(0)f(0, ut(θ))

= iωτkz(t) + q̄∗(0)f0(z(t), z(t)) (4.6)

elde edilir. (4.6) denklemi

g(z, z̄) = g20
z2

2
+ g11zz̄ + g02

z̄2

2
+ g21

z2z̄

2
+ ...,

iken

ż(t) = iωτkz(t) + g(z(t), z̄(t))
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şeklinde yeniden yazılabilir. (4.5) kullanılarak,

ut(u1t(θ), u2t(θ)) = W (t, θ) + zq(θ) + zq(θ)

ve

q(θ) = (1, α)T eiωτkθ

ve

u1t(0) = z + z̄ +W
(1)
20 (0)

z2

2
+W

(1)
11 (0)zz̄ +W

(1)
02 (0)

z̄2

2
+O(|(z, z̄)|3),

u2t(0) = zα+ zα+W
(2)
20 (0)

z2

2
+W

(2)
11 (0)zz̄ +W

(2)
02 (0)

z̄2

2
+O(|(z, z̄)|3),

u1t(−1) = ze−iωτkθ + z̄eiωτkθ +W
(1)
20 (−1)

z2

2
+W

(1)
11 (−1)zz̄ +W

(1)
02 (−1)

z̄2

2
+O(|(z, z̄)|3),

u2t(−1) = zαe−iωτkθ + z̄ᾱeiωτkθ +W
(2)
20 (−1)

z2

2
+W

(2)
11 (−1)zz̄ +W

(2)
02 (−1)

z̄2

2
+O(|(z, z̄)|3)

elde edilir.

Notasyonların sadeleştirilmesi için

M = −a11x
∗ + iω

a12x∗
eiωτk

N = −a22y
∗e−iωτk − iω

−a12x∗
e−iωτk .

şeklinde yazılırsa ve q(θ) = (1,M)T eiθωτk , q∗(s) = D(N, 1)eisωτk eşitlikleri bulunur. (4.5)

eşitliğinden
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ut(θ) = W (t, θ) + 2Re{z(t)q(θ)}
= W (t, θ) + z(t)q(θ) + z(t)q(θ)

= W20(θ)
z2

2
+W11(θ)zz +W02(θ)

Z
2

2
+ (1,M)T eiθωτkz + (1,M)T e−iθωτkz + ...

dır ve (4.2) eşitliğiyle

f0(z(t), z(t)) = f(0, ut(θ))

= τk

(

−a11u
(1)
t (0)u

(1)
t (0) − a12u

(1)
t (0)u

(2)
t (−1)

a21u
(2)
t (0)u

(1)
t (0) − a22u

(2)
t (0)u

(2)
t (−1)

)

= τk



































−a11[W
(1)
20 (0) z

2

2
+W

(1)
11 (0)zz +W

(1)
02 (0)Z

2

2
+ z + z + ...]

×[W
(1)
20 (0) z

2

2
+W

(1)
11 (0)zz +W

(1)
02 (0)Z

2

2
+ z + z + ...]

−a12[W
(1)
20 (0) z

2

2
+W

(1)
11 (0)zz +W

(1)
02 (0)Z

2

2
+ z + z + ...]

×[W
(2)
20 (−1) z

2

2
+W

(2)
11 (−1)zz +W

(2)
02 (−1)Z

2

2
+ zMe−iωτk + zMeiωτk + ...]

a21[W
(2)
20 (0) z

2

2
+W

(2)
11 (0)zz +W

(2)
02 (0)Z

2

2
+ zM + zM + ...]

×[W
(1)
20 (0) z

2

2
+W

(1)
11 (0)zz +W

(1)
02 (0)Z

2

2
+ z + z + ...]

−a22[W
(2)
20 (0) z

2

2
+W

(2)
11 (0)zz +W

(2)
02 (0)Z

2

2
+ zM + zM + ...]

×[W
(2)
20 (−1) z

2

2
+W

(2)
11 (−1)zz +W

(2)
02 (−1)Z

2

2
+ zMe−iωτk + zMeiωτk + ...]
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f0(z(t), z(t)) = τk



































−a11{z2 + 2zz + z2

+[
W

(1)
20 (0)

2
+W

(1)
11 (0) +

W
(1)
20 (0)

2
+W

(1)
11 (0)]z2z + ...}

−a12{Me−iωτkz2 + (Me−iωτk +Meiωτkzz) +Meiωτkz2

[
W

(1)
20 (0)Meiωτk

2
+W

(1)
11 (0)Me−iωτk +

W
(1)
20 (−1)

2
+W

(2)
11 (−1)]z2z + ...}

a21{Mz2 + (M +M)zz +Mz2

+[
W

(2)
20 (0)

2
+W

(2)
11 (0) +

W
(1)
20 (0)M

2
+W

(1)
11 (0)M ]z2z + ...}

−a22{M2e−iωτkz2 + |M |2 (eiωτk + e−iωτk)zz +M
2
eiωτkz2

+[
W

(2)
20 (0)Meiωτk

2
+W

(2)
11 (0)Me−iωτk +

W
(2)
20 (−1)

2
+W

(2)
11 (−1)M ]z2z + ...}



































= τk







































2(−a11 − a12Me−iωτk) z
2

2
+ 2(−a11 − a12Meiωτk)Z

2

2

+2(−2a11 − a12Re{Meiωτk})zz
+{W (1)

20 (0)(−a11 − a12Meiωτk

2
) − a12[

W
(2)
20 (−1)

2
+W

(2)
11 (−1)]

+W
(1)
11 (0)(−a12Me−iωτk − 2a11)}z2z + ...

2(a21 − a22Me−iωτk)M z2

2
+ 2(a21 − a22Meiωτk)M Z

2

2

+2(a21(M +M) − a22 |M |2Re{eiωτk})zz
+{W (2)

20 (0)(a21

2
− a22

Meiωτk

2
) +W

(2)
11 (0)(a21 − a22Me−iωτk)

+a21[W
(1)
20 (0)M

2
+W

(1)
11 (0)M ]

−a22[W
(2)
20 (−1)M

2
+W

(2)
11 (−1)M ]}z2z + ...







































Buradan,

g(z, z̄) = g20
z2

2
+ g11zz̄ + g02

z̄2

2
+ g21

z2z̄

2
+ ...

= q̄∗(0)f0(z(t), z̄(t))
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g(z, z̄) = q̄∗(0)τk







































2(−a11 − a12Me−iωτk) z
2

2
+ 2(−a11 − a12Meiωτk)Z

2

2

+2(−2a11 − a12Re{Meiωτk})zz
+{W (1)

20 (0)(−a11 − a12Meiωτk

2
) − a12[

W
(2)
20 (−1)

2
+W

(2)
11 (−1)]

+W
(1)
11 (0)(−a12Me−iωτk − 2a11)}z2z + ...

2(a21 − a22Me−iωτk)M z2

2
+ 2(a21 − a22Meiωτk)M Z

2

2

+2(a21(M +M) − a22 |M |2Re{eiωτk})zz
+{W (2)

20 (0)(a21

2
− a22

Meiωτk

2
) +W

(2)
11 (0)(a21 − a22Me−iωτk)

+a21[W
(1)
20 (0)M

2
+W

(1)
11 (0)M ]

−a22[W
(2)
20 (−1)M

2
+W

(2)
11 (−1)M ]}z2z + ...







































= DNτk{2(−a11 − a12Me−iωτk)
z2

2
+ 2(−a11 − a12Meiωτk)

z2

2
+2(−2a11 − a12Re{Meiωτk})zz
+[W

(1)
20 (0)(−2a11 − a12Meiωτk) − a12[W

(2)
20 (−1) + 2W

(2)
11 (−1)]

+W
(1)
11 (0)(−2a12Me−iωτk − 4a11)}

zz2

2
+ ...}

+Dτk{2(a21 − a22Me−iωτk)M
z2

2
+ 2(a21 − a22Meiωτk)M

z2

2
+2(a21(M +M) − a22 |M |2Re{eiωτk})zz
+[W

(2)
20 (0)(a21 − a22Meiωτk) + 2W

(2)
11 (0)(a21 − a22Me−iωτk)

+a21[W
(1)
20 (0)M + 2W

(1)
11 (0)M ]

−a22(W
(2)
20 (−1)M + 2W

(2)
11 (−1)M)]z2z + ...} (4.7)

(4.7) nin her iki yanının katsayılarının karşılaştırılmasıyla;

g20 = −2DNτk(a11 + a12Me−iωτk) + 2Dτk(a21 − a22Me−iωτk)M

g11 = −2DNτk(2a11 + a12Meiωτk) + 2Dτk(2a21Re{M} − a22 |M |2Re{eiωτk})
g02 = −2DNτk(a11 + a12Meiωτk) + 2Dτk(a21 − a22Meiωτk)M
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g21 = −DNτk[W (1)
20 (0)(2a11 + a12Meiωτk) + a12(W

(2)
20 (−1) + 2W

(2)
11 (−1))

+2W
(1)
11 (0)(a12Me−iωτk + 2a11)] +Dτk[W

(2)
20 (0)(a21 − a22Meiωτk)

+2W
(2)
11 (0)(a21 − a22Me−iωτk) + a21(W

(1)
20 (0)M + 2W

(1)
11 (0)M)

−a22(W
(2)
20 (−1)M + 2W

(2)
11 (−1)M)]

elde edilir. Yukarıdaki eşitliklerden g21i bulmak için , θ ∈ [−1, 0] olmak üzere W20(θ) ve

W11(θ) hesaplanmalıdır. (4.3), (4.5) ve (4.7) dan;

Ẇ =
·
ut − 2Re{ż(t)q(θ)}

= A(0)ut +R(0)ut − 2Re{[iωτkz(t) + q̄∗(0)f0(z(t), z̄(t))]q(θ)}
= A(0)[W (t, θ) + 2Re{z(t)q(θ)}] +R(0)ut − 2Re{iωτkz(t)q(θ)}

−2Re{q̄∗(0)f0(z(t), z̄(t))q(θ)}
= A(0)W (t, θ) + 2Re{z(t)A(0)q(θ)} +R(0)ut − 2Re{iωτkz(t)q(θ)}

−2Re{q̄∗(0)f0(z(t), z̄(t))q(θ)}
= A(0)W (t, θ) +R(0)ut − 2Re{q̄∗(0)f0(z(t), z̄(t))q(θ)}

=

{

A(0)W (t, θ) − 2Re{q̄∗(0)f0(z(t), z̄(t))q(θ)}, θǫ[−1, 0)

A(0)W (t, θ) − 2Re{q̄∗(0)f0(z(t), z̄(t))q(θ)} + f0(z(t), z̄(t)), θ = 0

tnm
= A(0)W (t, θ) +H(z(t), z̄(t), θ) (4.8)

dır. Burada

H(z.z̄, θ) = H20(θ)
z2

2
+H11(θ)zz̄ +H02(θ)

z̄2

2
+ .... (4.9)

(4.9) ve (4.10) dan

A(0)W (t, θ) −
·

W = −H(z.z̄, θ) = −H20(θ)
z2

2
−H11(θ)zz̄ −H02(θ)

z̄2

2
− ... (4.10)
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yazılır. (4.6) dan

A(0)W (t, θ) = A(0)W20(θ)
z2

2
+ A(0)W11(θ)zz̄ + ... (4.11)

ve

Ẇ = Wz ż +Wz̄ z̄ = W20(θ)z
·
z +W11(θ)(

·
zz̄ + z

·_
z) + ...

(4.12)

= W20(θ)z(iωτkz + g(z,
_
z)) +W11(θ){[iωτkz + g(z,

_
z)]

_
z + z[−iωτk

_
z + g(z,

_
z)]} + ...

= 2iωτkW20(θ)
z2

2
+ ...

(4.12) ve (4.13) taraf tarafa çıkarılırsa;

A(0)W (t, θ) − Ẇ = [A(0) − 2iωτk]W20(θ)
z2

2
+ A(0)W11(θ)zz̄ + ... (4.13)

(4.11) ve (4.14) karşılaştırılmasıyla,

[A(0)−2iωτk]W20(θ)
z2

2
+A(0)W11(θ)zz̄+ ... = −H20(θ)

z2

2
−H11(θ)zz̄−H02(θ)

z̄2

2
− ...

(4.14)

elde edilir. (4.15)in her iki yanının katsayılarının karşılaştırılmasıyla

[A(0) − 2iωτk]W20(θ) = −H20(θ) (4.15)

A(0)W11(θ) = −H11(θ), ...

(4.9) dan θǫ[−1, 0) için

H(z, z̄, θ) = −2Re{q̄∗(0)f0(z(t), z̄(t))q(θ)}
= q̄∗(0)f0(z(t), z̄(t))q(θ) − q∗(0)f0(z(t), z̄(t))q̄(θ)

= −g(z, z̄)q(θ) − ḡ(z, z̄) q̄(θ)

= −(g20q(θ) + ḡ02q̄(θ))
z2

2
− (g11q(θ) + ḡ11q̄(θ))zz̄ + ... (4.16)
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katsayıların (4.10) ile karşılaştırılmasıyla

H20(θ) = −(g20q(θ) + ḡ02q̄(θ)) (4.17)

ve

H11(θ) = −(g11q(θ) + ḡ11q̄(θ)) (4.18)

(4.16) , (4.18) ve A(0) tanımından

Ẇ20(θ) = 2iωτkW20(θ) − g20q(θ) − ḡ02q̄(θ)

bulunur. q(θ) = q(0)eiωτkθ olduğundan

W20(θ) =
ig20

τkω
q(0)eiωτkθ +

iḡ02

3τkω
q̄(0)e−iωτkθ + E1e

2iωτkθ (4.19)

=
ig20

τkω
q(θ) +

iḡ02

3τkω
q̄(θ) + E1e

2iωτkθ.

Burada E1 = (E
(1)
1 , E

(2)
1 ) ∈ R

2 sabit bir vektördür. Benzer şekilde (4.16) , (4.19) ve A(0)ın

tanımından

Ẇ11(θ) = g11q(θ) + ḡ11q̄(θ)

bulunur ve

W11(θ) = −ig11

τkω
q(0)eiωτkθ +

iḡ11

τkω
q̄(0)e−iωτkθ + E2 (4.20)

= −ig11

τkω
q(θ) +

iḡ11

τkω
q̄(θ) + E2

dir. Burada E2 = (E
(1)
2 , E

(2)
2 ) ∈ R

2 sabit bir vektördür. (4.20) ve (4.21) deki E1 ve E2 leri

bulmak için A(0)ın tanımından ve (4.16)dan

∫ 0

−1

dη(θ)W20(θ) = 2iωτkW20(0) −H20(0) (4.21)
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ve

∫ 0

−1

dη(θ)W11(θ) = −H11(0) (4.22)

dır. Burada dη(θ) = η(θ, 0) dır. q(θ) ın A(0) ın özvektörü olduğunun bilinmesinden, (4.20)

den ve A(0) ın tanımından,

∫ 0

−1

dη(θ)W20(θ) =
ig20

τkω

∫ 0

−1

dη(θ)q(θ) +
iḡ02

3τkω

∫ 0

−1

dη(θ)q(θ) +

∫ 0

−1

dη(θ)E1e
2iωτkθ

=
ig20

τkω

·
q(0) +

iḡ02

3τkω

·

q(0) +

∫ 0

−1

dη(θ)E1e
2iωτkθ (4.23)

= −g20q(0) +
ḡ02

3
q(0) +

∫ 0

−1

dη(θ)E1e
2iωτkθ

ve

2iωτkW20(0) = −g20q(0) − 2ḡ02

3
q̄(0) + 2iωτkE1. (4.24)

dır. Buradan (4.22) eşitliği

−g20q(0) − ḡ02q̄(0) + (2iωτk −
∫ 0

−1

dη(θ)e2iωτkθ)E1 = H20(0) (4.25)

haline gelir. Benzer şekilde (4.21) den

∫ 0

−1

dη(θ)W11(θ) = g11q(0) + ḡ11q̄(0) +

∫ 0

−1

dη(θ)E2 (4.26)

elde edilir. (4.23) de

−(g11q(0) + ḡ11q̄(0)) −
∫ 0

−1

dη(θ)E2 = H11(0) (4.27)

şeklinde yazılır. (4.9) ve (4.10) eşitliklerinden biliniyor ki

H(z, z̄, 0) = H20(0)
z2

2
+H11(0)zz̄ +H02(0)

z̄2

2
+ ...

= −2Re{q̄∗(0)f0(z(t), z̄(t))q(θ)} + f0(z(t), z̄(t))

= (−g20q(0) − ḡ02q̄(0))
z2

2
− (g11q(θ) + ḡ11q̄(θ))zz̄ + f0(z(t), z̄(t)) + ...
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ve buradan

H20(0) = −(g20q(0) + ḡ02q̄(0)) + τk

(

2(−a11 − a12Me−iωτk)

2(a21 − a22Me−iωτk)M

)

(4.28)

H11(0) = −(g11q(0) + ḡ11q̄(0)) + τk

(

2(−2a11 − a12Re{Meiωτk})
2(2a21Re{M} − a22 |M |2Re{eiωτk})

)

(4.29)

(4.29), (4.26) da yerine yazılırsa;

(

2iωτkI −
∫ 0

−1

e2iωτkθdη(θ)

)

E1 = τk

(

2(−a11 − a12Me−iωτk)

2(a21 − a22Me−iωτk)M

)

elde edilir. Yani;

(

2iω + a11x
∗ a12x

∗e−2iωτk

−a21y
∗ 2iω + a22y

∗e−2iωτk

)

E1 = τk

(

2(−a11 − a12Me−iωτk)

2(a21 − a22Me−iωτk)M

)

elde edilir. Bu sistemin çözülmesiyle,

A1 =

∣

∣

∣

∣

∣

2wi+ a11x
∗ a12x

∗e−2iwτk

−a21y
∗ 2wi+ a22y

∗e−2iwτk

∣

∣

∣

∣

∣

olmak üzere

E
(1)
1 =

1

A1

∣

∣

∣

∣

∣

2(−a11 − a12Me−iωτk) a12x
∗e−2iωτk

2M(a21 − a22Me−iωτk) 2iω + a22y
∗e−2iωτk

∣

∣

∣

∣

∣

(4.30)

E
(2)
1 =

1

A1

∣

∣

∣

∣

∣

2iω + a11x
∗ a12x

∗e−2iωτk

−a21y
∗ 2iω + a22y

∗e−2iωτk

∣

∣

∣

∣

∣

bulunur. Benzer şekilde (4.30) eşitliği, (4.28) de yerine yazılırsa;

∫ 0

−1

dη(θ)E2 = −τk
(

2(−2a11 − a12Re{Meiωτk})
2(2a21Re{M} − a22 |M |2Re{eiωτk})

)

elde edilir. Yani;

(

a11x
∗ a12x

∗

−a21y
∗ a22y

∗

)

E2 =

(

2(−2a11 − a12Re{Meiωτk})
2(2a21Re{M} − a22 |M |2Re{eiωτk})

)
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denkleminden

E
(1)
2 = −a22

4a11 + 2a12Re (Meiwτk)

a11a22x∗ + a12a21x∗
− a12

4a21Re (M) − 2a22Re (eiwτk) |M |2
a11a22y∗ + a12a21y∗

,

(4.31)

E
(2)
2 = a11

x∗

y∗
4a21Re (M) − 2a22Re (eiwτk) |M |2

a11a22x∗ + a12a21x∗
− a21

4a11 + 2a12Re (Meiwτk)

a11a22x∗ + a12a21x∗
.

bulunur. Böylece (4.20) ve (4.31) eşitliklerinden,

W
(1)
20 (0) =

ig20

τkω
+

iḡ02

3τkω

+
1

∣

∣

∣

∣

∣

2wi+ a11x
∗ a12x

∗e−2iwτk

−a21y
∗ 2wi+ a22y

∗e−2iwτk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2(−a11 − a12Me−iωτk) a12x
∗e−2iωτk

2M(a21 − a22Me−iωτk) 2iω + a22y
∗e−2iωτk

∣

∣

∣

∣

∣

,

W
(2)
20 (0) =

ig20

τkω
M +

iḡ02

3τkω
M (4.32)

+
1

∣

∣

∣

∣

∣

2wi+ a11x
∗ a12x

∗e−2iwτk

−a21y
∗ 2wi+ a22y

∗e−2iwτk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2iω + a11x
∗ a12x

∗e−2iωτk

−a21y
∗ 2iω + a22y

∗e−2iωτk

∣

∣

∣

∣

∣

ve

W
(1)
20 (−1) =

ig20

τkω
e−iωτk +

iḡ02

3τkω
eiωτk +

1
∣

∣

∣

∣

∣

2wi+ a11x
∗ a12x

∗e−2iwτk

−a21y
∗ 2wi+ a22y

∗e−2iwτk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2(−a11 − a12Me−iωτk) a12x
∗e−2iωτk

2M(a21 − a22Me−iωτk) 2iω + a22y
∗e−2iωτk

∣

∣

∣

∣

∣

,

(4.33)

W
(2)
20 (−1) =

ig20

τkω
Me−iωτk +

iḡ02

3τkω
Meiωτk +

1
∣

∣

∣

∣

∣

2wi+ a11x
∗ a12x

∗e−2iwτk

−a21y
∗ 2wi+ a22y

∗e−2iwτk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2iω + a11x
∗ a12x

∗e−2iωτk

−a21y
∗ 2iω + a22y

∗e−2iωτk

∣

∣

∣

∣

∣
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elde edilir. Benzer şekilde, (4.21) ve (4.32) den

W
(1)
11 (0) = −ig11

τkω
+
iḡ11

τkω

−a22
4a11 + 2a12Re (Meiwτk)

a11a22x∗ + a12a21x∗
− a12

4a21Re (M) − 2a22Re (eiwτk) |M |2
a11a22y∗ + a12a21y∗

,

W
(2)
11 (0) = −ig11

τkω
M +

iḡ11

τkω
M

+a11
x∗

y∗
4a21Re (M) − 2a22Re (eiwτk) |M |2

a11a22x∗ + a12a21x∗
− a21

4a11 + 2a12Re (Meiwτk)

a11a22x∗ + a12a21x∗

ve

W
(1)
11 (−1) = −ig11

τkω
e−iωτk +

iḡ11

τkω
eiωτk

−a22
4a11 + 2a12Re (Meiwτk)

a11a22x∗ + a12a21x∗
− a12

4a21Re (M) − 2a22Re (eiwτk) |M |2
a11a22y∗ + a12a21y∗

,

W
(2)
11 (−1) = −ig11

τkω
Me−iωτk +

iḡ11

τkω
Meiωτk

+a11
x∗

y∗
4a21Re (M) − 2a22Re (eiwτk) |M |2

a11a22x∗ + a12a21x∗
− a21

4a11 + 2a12Re (Meiwτk)

a11a22x∗ + a12a21x∗

elde edilir. (4.33) ve (4.34) eşitliklerinden gij katsayıları belirlenir. Böylece center manifoldda

τk kritik değerindeki çatallanan periyodik çözümlerin çatallanma katsayıları

c1(0) =
i

2ωτk
(g20g11 − 2|g11|2 −

|g02|2
3

) +
g21

2
,

µ2 = − Re{c1(0)}
Re{λ′(τk)}

,

β2 = 2Re{c1(0)},

T2 = −Im{c1(0)} + µ2Im{λ′

(τk)}
ωτk

şeklinde belirlenir. Burada µ2 Hopf çatallanmanın yönünü , β2 çatallanan periyodik çözümün

kararlılığını ve T2 çatallanan çözümün periyodunu ifade eder. Bu bilgilerle aşağıdaki teorem

verilir.
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Teorem 4.1: Hopf çatallanmanın yönünü belirleyen µ2 için; eğer µ2 > 0 ise, τ > τ0 için

çatallanan periyodik çözüm vardır ve Hopf çatallanma süperkritiktir, µ2 < 0 ise, τ > τ0

için çatallanan periyodik çözüm vardır ve Hopf çatallanma subkritiktir. Çatallanan periyodik

çözümün kararlılığını belirleyen β2 için; β2 < 0 ise çatallanan periyodik çözüm kararlı, β2 > 0

ise kararsızdır. Çatallanan çözümün periyodunu ifade eden T2 için; T2 < 0 iken periyod artar,

T2 > 0 iken periyod azalır.
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BÖLÜM 5

5. NÜMERİK SİMÜLASYONLAR

Bu bölümde, önceki bölümlerde elde edilen teorik sonuçlar MATLAB kullanılarak nümerik

simülasyonlar ile gösterilecektir. Gecikmeli av-avcı sisteminde r1 = 1.5, r2 = 0.6, a11 = 0.7,

a12 = 0.8, a21 = 0.45, a22 = 0.006 alınarak, (1.7) sistemi aşağıdaki

·
x(t) = x(t)[1.5 − 0.7x(t) − 0.8y(t− τ)] (5.1)
·
y(t) = y(t)[−0.6 + 0.45x(t) − 0.006y(t− τ)]

sistemine dönüşür. (5.1) sisteminin tek pozitif denge noktasıE∗ = (x∗, y∗) = (1.3427, 0.7001)

dir. 4. bölümde yapılan çalışmalarda, Hopf çatallanmanın yönünü ve τ kritik değerinde çatal-

lanan periyodik çözümün kararlılığını belirleyen katsayıların genel formülleri elde edilmiştir.

Bu sonuçlardan

ω0 = [
−(p2 − q2) +

√

(p2 − q2)2 + 4s2

2
]
1
2 = 0.3612

bulunur ve buradan da τ0 = π
2ω0

= 3.9965 şeklinde hesaplanır. Teorem 4 den,E∗ denge noktası

τǫ [0, τ0) = [0, 3.9965) iken asimtotik kararlıdır ancak τ > 3.9965 iken kararsızdır. τ = τ0

da ise Hopf çatallanma meydana gelir. Eğer (5.1) sistemi için Hopf çatallanma parametreleri

hesaplanırsa

c1(0) =
i

2ωτ
(g20g11 − 2|g11|2 −

|g02|2
3

) +
g21

2
= 22. 142 − 14. 758i,

µ2 = −Re{c1(0)}
Re{λ′(τ)} = −188. 12,

β2 = 2Re{c1(0)} = 44. 284,

T2 = −Im{c1(0)} + µ2Im{λ′

(τ)}
ωτ

= 10. 222
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elde edilir. Buradan görülür ki,

µ2 < 0, β2 > 0, T2 > 0

dır. Böylece (5.1) sisteminde τ0 = 3.9965 iken oluşan Hopf çatallanma subkritiktir. τ , τ0 ın

soluna geçtiğinde periyodik çözüm çatallanır ve aşağıdaki şekillerden de görüldüğü üzere

oluşan çatallanan periyodik çözüm kararsızdır.

Yapılan nümerik simülasyonlarda, başlangıç noktası (x0, y0) = (25, 10) olarak alınmıştır.

Şekil 5.1, şekil 5.2 ve şekil 5.3 gösteriyor ki, E∗ denge noktası τǫ [0, 3.9965) iken asimtotik

kararlıdır. İlk olarak, τ = 3 < τ0 alındığında, x(t) ve y(t) yoğunluk fonksiyonlarının grafikleri

şekil 5.1 ve şekil 5.2 de gösterilmiştir. Burada τ < τ0 için E∗ denge noktasının asimtotik

kararlı olduğu doğrulanmıştır.

Şekil 5.1.: τ = 3 < τ0 için x0 = 25, y0 = 10 başlangıç koşulları altında av popülasyon
yoğunluğunun zamana göre grafiği
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Şekil 5.2.: τ = 3 < τ0 için x0 = 25, y0 = 10 başlangıç koşulları altında avcı popülasyon
yoğunluğunun zamana göre grafiği

Şekil 5.3 te, gecikme parametresi tekrar τ = 3 < τ0 alınarak, x(t) av popülasyon yoğunluğuna

karşılık gelen y(t) avcı popülasyon yoğunluğunun grafiği verilmiştir.Burada iki boyutta, E∗

denge noktasının asimtotik kararlı olduğu gerçeklenmiştir.

Şekil 5.3.: x0 = 25, y0 = 10 başlangıç koşulları altında av ve avcı popülasyon yoğunluklarının
faz portreleri

Şekil 5.4, şekil 5.5 ve şekil 5.6 da τ = 3.8 < τ0 için nümerik simülasyonlar yapılmıştır ve
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bu şekiller gösterir ki, E∗ denge noktasında periyodik çözümler çatallanır ve bu çözümler

kararsızdır.

Şekil 5.4.: τ = 3.8 < τ0 için x0 = 25, y0 = 10 başlangıç koşulları altında av popülasyon
yoğunluğunun zamana göre grafiği

Şekil 5.5.: τ = 3.8 < τ0 için x0 = 25, y0 = 10 başlangıç koşulları altında avcı popülasyon
yoğunluğunun zamana göre grafiği

61



Şekil 5.6. τ = 3.8 < τ0 iken avcı popülasyonunun av popülasyonuna göre faz portresi

Böylece, analitik çalışmalardan elde edilen, gecikme parametresindeki değişimin, denge nok-

tasının kararlılığı üzerindeki etkisi, nümerik simülasyonlarla da desteklenmiş olur.
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BÖLÜM 6

6. SONUÇLAR

Bu çalışmada bir Lotka-Volterra tipi av-avcı diferansiyel denklem sisteminde avcı popülasy-

onuna gecikme terimi eklenerek bu gecikmenin sistemin dinamiğini nasıl etkilediği göster-

ilmiştir.

May [25] tarafından ortaya konulan gecikmeli diferansiyel denklem sistemini, Song ve Wei

[33] analiz etmişler, av popülasyonundaki gecikme teriminin etkilerini incelemişlerdir. Yan ve

Li [41], bu sistemde avcı popülasyonuna gecikme terimi eklemişler ve sistemin pozitif denge

noktasının kararlılığındaki değişimi incelemişlerdir. Normal form teori ve center manifold teo-

remi kullanılarak periyodik çözümlerin özelliklerini belirlemişlerdir. Yan ve Zhang [43], çalış-

malarında av-avcı sistemindeki tüm av ve avcı popülasyonuna gecikme terimi eklemişlerdir.

Burada pozitif denge noktasının kararlılığını kaybettiği ve Hopf çatallanma oluştuğu göster-

ilmiş ve normal form teori, center manifold teoremi kullanılarak Hopf çatallanmanın yönü ve

çatallanan periyodik çözümler incelenmiştir.

Yapılan teorik analizle lineerleştirilmiş sistemin lokal kararlılığı incelenmiş ve τ gecikme

parametresi Hopf parametresi olarak seçilerek τ için belirlenen koşullar altında sistemin tek

pozitif denge noktasının kararlılığını kaybettiği ve Hopf çatallanma oluştuğu gösterilmiştir.

Başka bir ifadeyle, periyodik çözümün pozitif denge noktası etrafında çatallandığı ispatlan-

mıştır. Ayrıca, normal form teori ve center manifold teoremi [10] kullanılarak τ nun kri-

tik değerinde çatallanan periyodik çözümün kararlılığı, yönü ve periyodu bulunmuştur. Son

olarak nümerik simülasyonlarla yapılan teorik analiz desteklenmiştir.
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EKLER 

 

EK A: MATLAB-GDD KODLARI: 

 

                                  Çizelge EkA.1 MATLAB-GDD Kodları    

tspan=[0,200];  
  
sol = dde23(@ddex1de,[3.8],@ddex1hist,tspan)  
  
d=sol.y  
  
for  i=1;  
  
    for  k=1:200;  
  
        n(k,1)=d(i,k);  
      
     end ;  
  
end ;  
  
for  i=2;  
  
    for  k=1:200;  
  
        p(k,1)=d(i,k);  
         
  
    end ;  
  
end ;  
  
figure;  
plot(n, 'r' )  
ylabel( 'Prey density (x(t))' );  
xlabel( 'Time(t)' );  
grid on 
  
figure;  
plot(p)  
ylabel( 'Predator density (y(t))' );  
xlabel( 'Time(t)' );  
grid on 
  
r1=1.5;  
  
r2=0.6;  
  
a1=0.7;  
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a2=0.8;  
  
a3=0.45;  
  
a4=0.006;  
  
 
test=r1*a3-r2*a1  
  
x0=((r1*a4+r2*a2)/(a1*a4+a2*a3))  
  
y0=((r1*a3-r2*a1)/(a1*a4+a2*a3))  
  
g=a1*x0  
  
q=a4*y0  
  
s=(a1*a4+a2*a3)*(x0*y0)  
  
w=sqrt((  -(g^2-q^2)+  sqrt((g^2-q^2)^2+4*(s^2)  )) /2)  
  
t0=(1/w)*( acos((q*s-g*(w^2))/(q*(w^2)-s*g) ))  
   
figure;  
  
hold on 
plot(n,p)  
  
grid on;  
  
title( '' );  
  
xlabel( 'x(t)' );  
  
ylabel( 'y(t)' );  
  
hold on 
  
plot(x0,y0, '*' )  
  
  
  
 
 
function  s = ddex1hist(t)  
  
s =[25,10];  
  
function  dydt = ddex1de(t,y,Z)  
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r1=1.5;  
  
r2=0.6;  
  
a1=0.7;  
  
a2=0.8;  
  
a3=0.45;  
  
a4=0.006;  
  
ylag1 = Z(:,1);  
  
dydt = [ y(1)*(r1-a1*y(1)-a2*ylag1(2))  
  
         y(2)*(-r2+a3*y(1)-a4*ylag1(2)) ];  
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EK B : Terim Sözlüğü 

 
Türkçe Terim  Đngilizce Terim  
 
asimtotik   asymptotic 
av                       prey 
avcı                               predator 
çatallanma   bifurcation    
denge noktası   equilibrium 
döngü     cycle 
düzgün                         smooth 
eyer-düğüm   saddle-node 
gecikme   delay 
invaryant   invariant 
kararlılık   stability 
karakteristik    characteristic 
kuadratik   quadratic 
kübik    cubic   
lineerleştirme   linearization 
normalizasyon   normalisation 
özdeğer                        eigenvalue 
özvektör   eigenvector 
rezonant   resonant 
subkritik            subcritical 
süperkritik                     supercritical 
tırmık    pitchfork 
transandantal   transcendental 
transkritik   transcritical 
yön    direction 
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