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BOLUM 1

1. GIRIS

1.1 Av-Aval Popiilasyon Modeli

Son yillarda, dinamik sistemlerde biyolojik modellerin dinamik sistemleri alanindaki bir¢ok
bilim adami ve arastirmaci tarafindan yapilan ¢calismalar, popiilasyon modelleri tizerine yogun-
lagsmugtir. Kararlilik teorisinin, dzellikle bu sistemlerin kararlilik ve catallanma analizi tizer-
ine onemli uygulamalarindan bazilari, aymi c¢evreyi paylasan, iki ya da daha ¢ok biyolojik
popiilasyon arasindaki etkilesimleri icerir. ki tiir iceren av-avci sistemleri incelenirse, avci
olarak tanimlanan bir tiir, av olarak tanimlanan diger tiirii yiyerek beslenir. Avlar ise ortamda
bulunan bagka yiyeceklerle beslenir. Bunun bilinen bir 6rnedi ormanda yasayan tilkiler ve
tavsanlarin popiilasyonudur. Tavsanlar ormanda belirli bitkileri yerken, avci olarak tabir edilen
tilkiler, av olarak tabir edilen tavsanlar1 yer. Dogada bu tip drnekler ¢ogaltilabilir. Bunlardan
bilinenleri; kopek bali1 (avel) ve yenen balik (av), levrek (avci) ve giinesbaligi (av), ugur

bocegi (avcl) ve yaprak (av).

1920°de av-avcr iligkisinin klasik matematiksel modeli, Adriyatik Denizinde, kopek baligi
ve yenen balik popiilasyonunda gozlenen dongiisel degisiklikleri analiz etmek icin Italyan
Matematik¢i Vito Volterra (1840-1940) tarafindan gelistirildi. Boyle bir model olusturmak
icin x(¢) ile ¢ anindaki avlarin sayisi, y(t) ile ¢ anindaki avcilarin sayisi gosterilirse, asagidaki

kabuller yapilir.
1) Aveilarn yoklugunda, av popiilasyonu 22 = az(t), a > 0 ile dogal oranda biiyiiyecek,
2) Avlarin yoklugunda, avci popiilasyonu ‘2—1;’ = —by(t), b > 0 ile dogal oranda azalacaktir.

3) Avcilarin ve avlarin her ikisinin de mevcut oldugu durumda, biiylime ve azalma dogal
oranlarindaki birlesimde iki tiiriin bireyleri arasindaki karsilagsmalarin siklik oranina gore av
popiilasyonunda bir azalma ve avci popiilasyonunda bir bityiime vardir. Ayrica, boyle kargilagsma
sikliginin, zy carpimu ile orantili oldugu kabul edilir. Ciinkii herhangi bir popiilasyonun iki
katina ¢ikmasi karsilagsma sikligini da iki katina ¢ikarir ve bdylece her iki popiilasyonun iki
kat artmasi karsilasma sikligini dort kata ¢ikarir. Sonug olarak, avcilar tarafindan avlarin yok

edilmesi;

- x av popiilasyonunda —pxy azalmasinin bir etkilesim orant,



- y avel popiilasyonunda gzy artmasinin bir etkilesim orani ile sonuclanir.

x av popiilasyonu i¢in —pzxy etkilesim orani ile az dogal oran1 ve y avci popiilasyonu icin qry

etkilesim orani ile —by dogal orani birlestirildigi zaman,

dz _ _ = z(a — py)
7l ar — pxy = x(a — py
d

d—“lé = —by +qzy = y(=b+qz)

av-avcl sistemi elde edilir. Burada a, b, p ve ¢ pozitif sabitlerdir. Yukaridaki sistemde av
avct denklemleri farkli siralanmig olabilir, burada 6nemli olan avci denkleminin negatif lineer
terim ve pozitif etkilesim terimine, av denkleminin ise pozitif lineer terim ve negatif etkilesim

terimine sahip oldugunun goriilmesidir [S].

1.2 Literatiirde Gecikmeli Sistemler

Popiilasyon modellerinde, gecmisin etkilerini gostermek i¢in, bu modellere gecikme terimi ek-
lenmektedir. Bu tip modeller, gecikmeli popiilasyon modelleri olarak adlandirilmaktadir. Son
zamanlarda yapilan ¢alismalarda, gecikmeli popiilasyon modelleri arasinda, gecikmeli av-avci
sistemleri biiyiik 6nem kazanmustir. Ozellikle, literatiirlerde gecikmeli sistemlerin periyodik

coziimlerinin Hopf catallanma analizi genis yer tutmaktadir.

1973’de May [25],

x(t) = z(t)[r —anz(t —7) — any(t)] (1.1)
y(t) = y(t)[=rs + ana(t) — axny(t)

gecikmeli av-avcr sistemini ortaya koymus ve incelemistir. Burada x(t) ve y(t) sirasiyla av ve
avcinin ¢ anindaki populasyon yogunluklaridir. 7 > 0 avin kendi tiirii i¢inde biiyiimesindeki

gecikme parametresidir, r; > 0 av populasyonunun biiyiime orani, 7o > 0 ise avcinin 6liim



oranini vermektedir. a;; (4,7 = 1,2) parametrelerinin hepsi pozitif sabitlerdir. (1.1) sistemi,
avcl tiirii olmaksizin z(t) = x(t)[r1 —a12(t —7)] gecikmeli lojistik denklemindeki av tiiriiniin

zamana gore populasyonunu vermektedir.

Av-avci sistemleri tizerine yapilan bir ¢cok calismada, arastirmacilar ¢éziimlerin sinirliligini,
stirekliligini, denge noktalarinin lokal ve global kararliligini ve sabit olmayan periyodik ¢oziim-

lerin varligini incelemislerdir.

2005°de Song ve Wei [33], (1.1) sistemini incelemisler ve 7 gecikme parametresini ¢catallanma
parametresi olarak almislardir. Sistemin pozitif denge noktasi belirli kosullar altinda mutlak

kararl ¢ikmistir ancak bazi diger kosullar altinda bu denge noktasi sartli kararhdir.

Yan ve Lie [41], (1.1) sisteminin ikinci denklemindeki avcl populasyon yogunluguna 7 gecikme

parametresini eklemisler,

z(t) = z(t)[r1 —anz(t —7) — anpy(t)] (1.2)
y(t) = y(t)[—rs + ana(t) — axny(t — 7)]

ve (1.2) sistemini elde etmiglerdir. Sistemin tek pozitif denge noktast mutlak kararli olarak
bulunmus, bu denge noktasinin kararliliginin degisip kararsizliga ge¢mesi ve tekrar kararl
oldugu goriilmiistiir. Ayrica normal form teori ve center manifold teorem kullanilarak catal-

lanan periyodik ¢oziimlerin 6zellikleri belirlenmistir.

Faria [6], (1.3) sisteminde iki farkli gecikme parametresi kullanmistir ve birinci denklemde
avcl populasyon yogunluguna 74 > 0 birinci gecikme parametresi ve ikinci denklemde av

populasyon yogunluguna 75 > 0 ikinci gecikme parametresi eklemistir.

o(t) = z(t)[r —anz(t) — apyt — )] (1.3)
y(t) = yO)[—rs+ anz(t — 7) — any(t)]

Burada Faria, pozitif denge noktasinin kararliligini incelerken, 7, parametresini catallanma
parametresi olarak almistir. Yapilan inceleme sonucunda Hopf c¢atallanmanin varlig1 goster-

ilmis ve olusan Hopf c¢atallanmadan, catallanan periyodik ¢oziimlerin yonii ve kararlilig1 be-



lirlenmistir.

Yan and Zhang [43], calismalarinda (1.2) ve (1.3) modellerini birlestirmigler ve

x(t) = z(t)[r —anz(t —7) — any(t — 7)) (1.4)
y(t) = yt)[—rs+ anz(t — 1) — any(t — 7))

(1.4) gecikmeli av-avci sistemini elde etmiglerdir. Bu ¢alismada lineerlestirilen sistemin poz-
itif denge noktas1 kararli olarak bulunmustur, 7 gecikme parametresi ¢atallanma parametresi
olarak alinmistir, segilen catallanma parametresiyle pozitif denge noktas: kararliligim kaybet-
mis ve Hopf catallanma olugsmustur. Normal form teori ve center manifold teorem kullanilarak,

Hopf catallanmanin yonii, ¢atallanan periyodik ¢coziimlerin kararlilig1 belirlenmistir.

2007°de Yan ve Li [42], asagidaki (1.5) mutualizm sistemini ele almiglardir.

x(t) = z(t)[r —anz(t —7) — apy(t —7)] (1.5)
y(t) = y(O)lr2+ anz(t — 7) — any(t — 7)]

Burada z(t) ve y(t), sirastyla mutualist yasayan iki tiiriin populasyon yogunlugudur. Bu sis-
temde, bir tiiriin yogunluk oraninin biiyiimesi digerinin biiyiimesine ve bir tiiriin yogunluk
oraninin azalmasi digerinin de azalmasina baghdir. Yapilan ¢alismada, pozitif denge nok-
tasinin kararliliginin bozulup kararsiz hale gectigi ve Hopf catallanma olugtugu gosterilmis ve

catallanan periyodik ¢oziimlerin kararlig1 incelenmistir.

Song, Han ve Peng [32], (1.6) gecikmeli rekabet modeli iizerinde ¢alismislardir.

z(t) = rmzt)[1l—2zt) —ay(t — o)) (1.6)
y(t) = ray()[l —ba(t —7) —y(*)]

Bu sistemde 7; (j = 1,2), a, b, o ve y parametreleri pozitif sabitlerdir, z(¢) ve y(t) ise bir-
birleriyle rekabet halinde olan iki tiiriin populasyon yogunlugudur. Burada o ve -y olmak
tizere iki farkli gecikme terimi vardir. Bu ¢alismada, pozitif denge noktasinin kararlt oldugu,
Hopf catallanmanin varlig1 ve normal form teori ve center manifold teoremi kullanilarak ¢atal-

lanan periyodik ¢oziimlerin yoni, tiirii ve kararlilig1 incelenmistir. Ayrica sayisal metodlar



kullanilarak teorik olarak elde edilen bu sonuglar desteklenmistir.

1.3 Cahisilan Problem

(1.1) sisteminde, avci popiilasyon yogunluguna 7 gecikme parametresi eklenirse, asagidaki

gecikmeli av-avci sistemi elde edilir:

2(t) = z(t)[r —anz(t) — anyt — 7)) (1.7)
y(t) = y(t)[—rs + aniz(t) — agy(t — 7))

Olusan (1.7) sisteminde x(t) ve y(t) sirasiyla av ve avcinin ¢ anindaki populasyon yogun-
luklaridir. r; > 0 sabiti av populasyonunun biiyiime orani, o > 0 sabiti ise avcinin 6lim
oranini vermektedir. 7 > 0 avcr yogunlugundaki gecikme parametresidir ve a;; (i,7 = 1,2)

parametrelerinin hepsi pozitif sabitlerdir.

Bu calismada, gecikmeli av-avcr sistemi olan (1.7) sistemi incelenmistir ve bu calismanin
amaci, (1.7) sisteminin kararliligin1 ve 7 gecikme parametresinin bu sisteme olan etkilerini
incelemektir. Sistem analiz edilirken, ilk Once, sistemin karakteristik denkleminin denge
noktasinin kararlilig1 incelendi ve gecikme parametresini de ihtiva eden genel kararlilik kri-
teri bulundu. Sonra, 7 gecikme parametresinin ¢atallanma parametresi olarak se¢ilmesiyle,
pozitif denge noktasinin kararliligin1 kaybettigi ve Hopf catallanma meydana geldigi gozlen-
mistir. Daha sonra, Hassard [10] tarafindan tanimlanan normal form teori ve center manifold
teoreminden yararlanilarak, (1.7) sisteminin Hopf catallanma ozelliklerini tanimlayan catal-
lanma sabitleri elde edildi. Hopf ¢atallanmanin tiiriiniin subkritik catallanma oldugu ve belirli
kosullar altinda c¢atallanan periyodik ¢oziimlerin kararsiz oldugu tespit edildi. Son olarak, bu

teorik sonuglar1 desteklemek icin niimerik simiilasyonlar yapildi.

Yapilan bu calismada sirasiyla, 1. boliimde, gecikmeli av-aver sisteminden, daha once liter-

atlirde yapilan caligmalardan ve analiz edilen sistemden bahsedildi.

2. bolimde, catallanma teorisi ve c¢atallanma tiirleri, Hopf catallanma teoremi, Hopf catal-

lanma tiirleri ve center manifold teoremi ifade edilmistir.

3. boliimde, sistemin pozitif denge noktasinin kararlilig1 ve Hopf ¢atallanmasi belirlenmistir.



4. boliimde, normal form ve center manifold teorisi kullanilarak olusan Hopf catallanmanin

kararlili8y, tiirii ve yonii belirlenmigtir.
5. bolimde, kararlilik sonuglarini destekleyen niimerik simiilasyonlar yapilmstir.

Son olarak, 6. boliimde, yapilan bu calismayla ulagilan sonug verilmistir.



BOLUM 2

2. CATALLANMA VE HOPF CATALLANMA TEORISi

2.1 Catallanma Teorisi

Catallanma, bir sistemde sistemin pozitif denge noktasi etrafinda se¢ilen ¢atallanma parame-
tresindeki kiigiik degisikligin, sistemin davranisindaki topolojik degisiklige neden olmasiyla
meydana gelir. Catallanma analizi siirekli (ADD, KDD ve GDD ler ile modellenen) ve kesikli

denklemler ile modellenen sistemler i¢in incelenir.
2.1.1 Catallanma Tiirleri
Lokal ve global olmak iizere iki tiir catallanma vardir.

1) Lokal Catallanma: Lokal catallanmada, sistemdeki parametrelerin degisimiyle denge nok-
tasinin, periyodik yoriingelerin veya invaryant kiimelerin 6zelliklerindeki degisimler analiz

edilir.

2) Global Catallanma: Global catallanma, sistemin invaryant kiimelerinin birbirleriyle veya
sistemin denge noktasiyla ¢akigsmasi durumunda ortaya c¢ikar. Bu catallanma tiirii, sistemin

denge noktasinin kararlilik analiziyle tamamen tespit edilemez.
2.1.2 Lokal Catallanma ve Tiirleri

Parametredeki degisimin, denge noktasinin kararliligim1 degistirmesiyle lokal ¢atallanma or-
taya ¢ikar. Bu durum siirekli sistemlerde, sistemin 0zdegerinin reel kisminin sifir olmasina
karsilik gelir. Sistemin faz portresindeki topolojik degisimler, denge noktasinin keyfi komsu-

luklarina catallanma parametresinin ¢atallanma noktasina dogru hareketiyle sinirlanir.

rv=f(z,7), f:R"xR—R"

stirekli dinamik sistemi i¢in Jakobian matrisin 6zdegerinin reel kismu sifir iken (z*, y*) nok-
tasinda lokal ¢atallanma ortaya ¢ikar. Sistemin 6zdegeri sirf imajiner ise catallanmanin cesidi

Hopf catallanmadir.



Tp41 = f(In, T)

kesikli dinamik sistemi i¢in Jakobian matrisin 6zdegerinin modiilii 1 dir. Sistemin dzdegeri
1 ise catallanmanin cesidi fold, transkritik veya tirmik catallanmadir. Ozdeger -1 ise, flip tiir

catallanma vardir. Ozdegerin diger durumlarinda ise Hopf ¢atallanma ortaya ¢ikar.
Ozetle lokal ¢atallanma tiirleri:

- Fold (saddle-node) ¢atallanma

- Transkritik (Transcritical) catallanma

- Tirmik (Pitchfork) catallanma

- Flip (Period-doubling) catallanma

- Hopf catallanmadir.

2.2 Hopf Catallanma

Hopf ¢atallanma ayn1 zamanda Poincare-Andronov-Hopf catallanma adiyla da bilinir. Fransiz
Matematik¢i Jules Henri Poincare (1854-1912), Rus Matematik¢i Alexander A. Andronov
(1901-1952) ve Alman Matematik¢i Heinz Hopf (1894-1971) un teorileri bu konuda 6nem
tasidig1 i¢in bu teori bu bilim adamlarinin adlartyla anilmaktadir.

2.2.1 Hopf Catallanma Teoremi

Teorem:(Hopf Catallanma Teoremi):

dx

a = a11(7')x+a12(7')y+fl(l',yaT) (21)
d

—dig = a9y (T).Z’ + (122(7'>y + g1 (.%, Y, T)

diferansiyel denklem sisteminde, orijin (2.1) sisteminin denge noktasi ve

. CLH(T) alg(T)
J( )_ < a21(7—) a22(7—) >



seklinde tanimlanan .J(7) Jakobian matris, yeterince kiiciik tiim |7| lar i¢in gecerli olsun.
Ayrica «(0) = 0 ve w(0) # 0 olmak tizere J(7) matrisinin 6zdegerleri A\(7) = «(7) + iw(7T)
dir dyle ki 6zdegerler g—f ‘Tzo # 0 olmak iizere imajiner eksenden gegsinler. U C R? orijini
iceren herhangi agik bir kiimesi ve 75 > 0 i¢in || < 79 kosulunu saglayan dyle bir 7, degeri
vardir ki (2.1) diferansiyel denklem sistemi U da 7 = 7, i¢in periyodik bir ¢oziime sahiptir.

(Periyod yaklasik olarak 7" = % dir. )

2.2.2 Hopf Catallanma Tiirleri

Hopf catallanma teoremi 7 = 7 icin periyodik ¢oziimiin varligindan bahseder. 7 catallanma

parametresi, 7 ise ¢atallanma degeridir.

T parametresi 7 catallanma degerinden gecerken siiperkritik ve subkritik olmak iizere iki tiir

Hopf catallanma olusabilir.

(1) Stiperkritik Hopf Catallanma (Supercritical Hopf Bifurcation): Sistemin kararli denge nok-
tas1 asimtotik olarak kararli bir limit dongiisiine doniisiirse olusan ¢atallanmaya ‘Stiperkritik
Hopf Catallanma’ ad1 verilir. (Sekil 2.1) [31]

Sekil 2.1. Siiperkritik Hopf Catallanma

(2) Subkritik Hopf Catallanma (Subcritical Hopf Bifurcation): Sistemin kararli denge noktasi
kararsiz bir limit dongiisiine doniisiirse olusan catallanmaya ‘Subkritik Hopf Catallanma’ ad1
verilir. (Sekil 2.2) [31]



w=0

Sekil 2.2. Subkritik Hopf Catallanma

2.2.3 Hopf Catallanma Teorisi

f diizgiin bir fonksiyon olmak iizere,

r=f(z,7), z = (xl,xg)T eR* reR

sistemi, 7 = 0 iken z = 0 denge noktasina ve \; o = Fiwy, wy > 0 6zdegerlerine sahiptir.
Kapal1 fonksiyon teoreminden, A = 0 Jakobian matrisin bir 6zdegeri olmadigindan, yeteri
kadar kiigiik |7| i¢in orijinin baz1 komsulugunda, sistemin zo(7) tek denge noktasi vardir.
Koordinat degisikligi yapilmasiyla, denge noktasi orijine taginir. O halde, genellikten bir sey
kaybetmeden kabul edilebilir ki, yeterince kiiciik |7| i¢cin x = 0, sistemin denge noktasidir.

Boylece, [ diizgiin bir vektor fonksiyon olmak iizere
v =A(T)r + F(z,7) (2.2)

sistemi yazilabilir. F 5 , F' fonksiyonunun bilesenleri olup x deki Taylor a¢ilimlar en diisiik
kuadratik terimlerden basglar.

a(r) b(7)
A(r) =
") (C(T) d(T))

A(T) Jakobian matrisin 6zdegerleri, 0 = o(7) = a(7) + d(7) = trA(r) ve A = A(1) =

10



a(7)d(1) — b(T)c(1) = det A(T) olmak iizere
M—oA+A=0

karakteristik denkleminin kokleridir. Bu kokler,

Malr) = 5 (or) £ Vo)~ 44 (7))

2
seklindedir.
0(0)=0, A(0)=wi >0

Hopf catallanma kogullaridir. Yeterince kiigiik | 7| igin

o(r) = 30(7), wl(r) = 5/AA (1)~ 2(7)

seklinde tanimlanir.
A7) = a(r) +iw(T), a(0) =0, w(0) =wy >0

olmak iizere, 6zdegerler

M (T) = A7), Ao(T) = A(7)
dir.

Ayrica sistemde, 1 € Ricin 7 = 73, +p ve

ui(t) = z(rt) — x”,
us(t) = y(rt) —y"

degisken degistirmeleri yapilirsa sistem C'([—1, 0], R?) de fonksiyonel diferansiyel denklem
sekline doniisiir.

L,:C—-R f:RxC—R ve¢=(¢1,02) € Cigin,

Lu¢ = (Tk + :u)

axr*py + bx* oo
cy 1 + dy oo

11



veE

_|ag1¢1 + bd1opo
Flon )= [C¢2¢1 + d¢2¢2]

elde edilir. Riesz teoremine gore, § € [—1, 0] i¢in, elemanlart sinirli degisimli 2 x 2 tipinde bir

n(60, 1) matris fonksiyonu vardir dyle ki,

0
peC igin L,¢ = /_ 1 dn(6,0)¢(0)

seklinde yazilabilir. (0, 1) fonksiyonunun

*

axr

n(0, 1) = (s + ) + (ke + 1)

*

cy

0 bx*
0 dy*
seklinde segilmesiyle, ¢ € C'([—1, 0], R?) i¢in
¢ y ¢
400 " fe[—1,0)

Ale = { [° dn(u,$)6(s), 0=0.

veE

B 0, 6Oe[—1,0)
RWM{ f(u.6). 6=0.

seklinde tanimlanir. Boylece sistem

uy = A(p)us + R(p)u,

formunda yazilir. Burada 6 € [—1,0) i¢in u(6) = u(t + 0) dir. veC'([—1, 0], (R?)*) igin,

12



« _ —%S), se(0, 1]
Als) = { I dn(e 0p(—t), =0,

ve n(0) = n(0,0) iken bilineer i¢ carpim

0 0
(¥(s), 0(0)) = ¥(0)¢(0) — /_1 520@/3(5 — 0)dn(0)p(£)dE

olarak tanimlanir. A(0) ve A* adjoint operatorlerdir. A(0) 1n iwT, 6zdegerine karsilik gelen
ozvektorii ¢(0) ve A* m —iwT, 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii p(s) dir. (p(s), ¢(f)) =1
ve (p(s),q(f)) = 0 olmak iizere

A(0)q(0) = iwTrq(0)
A'p(s) = —iwrep(s)

yazilir.

1 = 0 iken Cj center manifoldu tanimlamak i¢in, u; = (ugl), uEZ)) sistemin ¢Oziimii olmak

tizere, z ve z , Cyy center manifoldun ¢ ve p yoniindeki lokal koordinatlart belirlenir. C,, center

manifoldu tizerinde

W(t,0) = W(z(t), 2(t),0) = e — 2Re{z(t)q(0)}

=2 2,3

+ W (0)2z + WO2(9>Z— + Wso(0)— + ...

zZ
— 9
Wao (0) 2 2 6

dir. u;eCy ¢oziimii igin, 1 = 0 iken u; = A(0)u; + R(0)u; dir. Buradan,

) = (pls), ) = (p(s), AQO)ue + R(O)u)
= dwna(t) + B(0) fo(2(), 5(1))

13



elde edilir.

9(2,2) =

iken

A(t)

22 72 22z

z
= 9205 + 91122 + goo—— + go1—— + ..

2 2

= iwTrz(t) + g(2(t), 2(t))

seklinde yeniden yazilir.

w(u14(0), u(0)) = W(t,0) + zq(0) + zq(0)

ve

Ult(O) =
Ugt(O) -
U1t<—1) ==

U1t<_1) =

elde edilir.

u(0)

Z WO+ W0 + 00 2P,

2
zo+7Za + WQ(S)(O)% +W(0)22 + W (0)5 +0(/(z,2)P),

Z4 2+ W)

2 52
Ze—um-ké' —f—EGWTkQ +W2%)(_1)% + W1(11)<—1)Z§+ W()(;)(_l)z— +O(|<Z,Z>|3)7
2 2
sae= w0 4 saend 4 ) (— 1)z T WP (—1)zz + WP (—) +0(|(2,2)°)

= W(t,0) + 2Re{z(t)q(8)}
= WI(t,0) + 2()q(0) +=(t)q(0)

14



veE

fo(z(8),2()) = f(0,u(0))
au( )ut +bu 2)
= T
cu?) m—l—dut uEQ)
esitliklerinden

22 22 222

9(2,2) = gao— 5 + 91122 +9025 +9217 + ..

= 7°(0)fo(2(t), 2(t))

elde edilir ve bu esitlikte her iki yanin katsayilarinin karsilastirilmasiyla go9, 11, go2, go1 bu-

lunur.

22 72

IJ(Z,Z,H) ::]yéo(e)?? %-}7i1(6)22-+-fﬂm<9)?5 —+ ...

olmak uizere

W = uy — 2Re{2(t)q(0)}

= A(0)ur + R(0)u; — 2Re{[iwmez(t) + P(0) fo(2(t), 2(t))]q(0)}

= A(0)[W(t,6) + 2Re{2(t)q(0)}] + R(0)u; — 2Re{iwT,2(t)q(0)}
—2Re{p(0) fo(=(t), 2(t))q(0)}

= A0)W(t,0) + 2Re{z(t)A(0)q(0)} + R(0)u; — 2Re{iwTrz(t)q(0)}
—2Re{p(0) fo(z(t), 2(t))q(0) }

= A(O)W(t,0) + R(0)u; — 2Re{p(0) fo(=(t), 2(t))q(0) }

_ { AO)W (£, 0) — 2Re{(0) fol=(1), 2(1))a(60)} be(—1,0)

A(O)W (t,0) — 2Re{p(0) fo(2(t), 2(t))a(0)} + fo((t),2()), =0

T A0)W (¢, 0) + H(z(t), 2(), 0)
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dir. Buradan
AW (L,0) — W = —H(2,2,0) = —Hao(0) = — Hy1(0)2% — Hyp(0) = — ...

yazilir.

W = W.i+W:z=Wy(0)zz 4+ Wi (0)(2Z + 22) + ...

= W20<9)Z(iWTkZ + g(z, Z’)) + WH(@){[inkz + g(z, 2)]2 + Z[—iWTkE +§(Z, 2)]} + ...

2’2

= inTkWQQ(Q)E + ...

veE
2

AW (t,0) = A(O)WQO(H)% +AO)Wi(0)27 + ...

oldugundan

2

AOYW (¢, 0) — W = [A(0) — QWk]WQO(e)% + A0)W11(6)27 + ...

dir. Buradan

2 22 z

elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin katsayilarikarsilastirilirsa

[A(O) —2iWTk]WQQ(0) = —Hgo((g)
AW () = —Hu(6), ...

16



ve fe[—1,0) icin

H(z,z,0) = —2Re{p

= —(920q(0) + G02q(0)) = — (9119(0) + §11¢(0))2Z + ...

2
oldugundan
Hy(0) = —(920q(0) + go20q(0))
Hi(0) = —(9119(0) + 9114(0))

ve A(0) tanimindan

Wa(0) = 2iwnWao(0) — g20q(8) — GoaG(6)
W11(9) = g1q(0) + 911q(0)

bulunur. £} = (Efl), EP), E, = (Eél), Eéz)) € R? sabit vektorler olmak iizere

l 1g '
Wa(0) = @q(e) + 2 q(0) + Eye* ™’

TrW 3Tkw
ig 111 _
Wi (0) = —KEQ(Q)JFKEQ(@%LE%

E, ve E, leri bulmak igin A(0) m tanimi ve ¢(0) i A(0) 1n 6zvektorii oldugunun bilinmesin-
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den, dn(f) = n(0,0) olmak iizere

/ D (O Wan(®) = 2iwrWan(0) — Hin(0)

-1

, 0 A 0
= 920 [ i 0)q(0) + 22 / dn(0)q () + / dn(0) E, €20
-1

TeW J_4 3TRw 1

= 200+ 22900+ [ dn(o)E

TrW 3TpWw 1
Jo2 0 ;
— —920q(0)+—3 g(0) + / dn() Eye*?
-1

ve benzer sekilde

/ dn(0)Win(6) = g1a(0) + Gud(0) + / dn(0)E;

-1 —1
elde edilir.

0
—9209(0) — go2q(0) + (2iwTs, — / dn(@)em‘”’“a)El = Hy(0)

-1
veE

0
—(9114(0) + 9114(0)) — / dn(0) By = Hi1(0)
-1
yazilarak £, ve E, bulunur. Buradan W3, (0), Wa(6) degerlerinin bulunmasiyla g;; katsayilar
belirlenir.

Boylece center manifoldda 7 kritik degerlerinde olusan Hopf catallanmanin yoniinii, catal-
lanan periyodik ¢oziimiin kararliligin1 ve catallanan ¢oziimiin periyodunu belirleyen 5, 32 ve
T5 katsayilari

7

c1(0) = S (920911 — 2|gu1]* — 3

|902|2 g21
) + 2 )

_ Re{a(0)}
B2 = T Re N ()}
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By = 2Re{c1(0)},

_Im{ci(0)} + paIm{ N (i)}

WTE

TQ —
seklinde elde edilir.
Yukarida verilen analizden asagidaki sonuglar elde edilir.

Lemma 2.1: (z,%,7) nimn diizgiin bir fonksiyonu g = O(|z|%) olmak iizere, z kompleks

degiskeni kullanilarak, yeterince kiiciik |7 i¢in, (2.2) sistemi agsagidaki gibi yazilir:

z=\N1)z+9g(z,%,71) (2.3)

Ispat: A(7) nin \(7) 6zdegerine karsilik gelen 6zvektérii ¢(o) € C? olsun. O halde,

dir ve AT (7) nin \(7) 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii p(7) € C? olsun. O halde,

AT (T)p(t) = A(7)p(T)

dir. (.,.), C? de standart skalar carpma ve (p,q) = D1q1 + P2q> olmak iizere p nin g ya gore

normalize edilmesi

{p(7),q(r)) =1
seklindedir. Herhangi bir x € R? vektorii,

x = zq(T) + Zq(7) (2.4)
seklinde tek olarak tamimlanabilir. 2 yi tamimlayan acik formiil

z={p(r), )

seklindedir. Bu formiilii gerceklemek i¢in, (2.4) denkleminin her iki yan1 p ile skalar ¢arpilir
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ve (p(7),q(7)) = 0 oldugunun gosterilmesi gereklidir
1 1 A
,_ - ,:A_ - = AT ,_ - = ,_
(p,q) <pA q> s (4'P0) =5 (9

ve buradan

(1-3) wn -

dir. Yeterince kiigiik her |7| i¢in w(7) > 0 oldugundan \ # X\ dir. Boylece (p,g) = 0 oldugu

goriiliir. Buradan z kompleks degiskeni asagidaki denklemi saglar.

2= N1)z + (p(7), F(2q(1) +7q(7), 7))
Burada (2.3) denklemi g6z Oniine alinarak

9(2,%,7) = (p(7), F2q(7) + Zq(7), 7))
oldugu goriiliir.[]

g fonksiyonu, k + 1 > 2, k, 1 = 0,1, ... icin

ak+l

= (p(1), F(2q(1) +Zq(7), 7)) | 2=0

Ikt (T)

olmak iizere, iki kompleks degiskenli (z ve Z) Taylor serisi seklinde yazilirsa;

- 1 -
g9(z,z,7) = Z ngl(T)zkzl
k+1>2

olur.

Uyar: Ayrica farkli bir ydntem olarak, kabul edelim ki, B(x,y) ve C(z,y,u), z,y,u € R?

nin multilineer simetrik vektor fonksiyonlar1 olmak iizere 7 = 0 da F' (x, 7) fonksiyonu

F(z,0) = %B (v, ) + %C’ (x,z,2)+ O (H:CH4)
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seklinde ifade edilir.

2

i (z,Y) Z 8£k Ty , 1=1,2
jik= ¢
ve
2
OPE; ( {O
; , =1,2

ok l=1
dir. ¢ = q(0) ve p = p(0) iken
B (2q+%q,2q +%q) = 2*B(q,q) +222B (¢,q) + 2°B (3, q)

dir. Boylece, k4 = 2 olacak sekilde g(z, Z, 0) daki kuadratik terimlerin gx; Taylor katsayilart

920 = (p. B (4,9)), 91 = (0, B(¢,7)), 902 = (p, B (7. 7))

seklindedir ve C' de benzer hesaplarla

921 = (p.C(¢,4,9))

bulunur.
Lemma 2.2: \(7) = a(7) + iw(7), u(0) = 0, w(0) = wy > 0 ve g;; = ¢;;(7) olmak tizere
920 2

Z:)\Z—F?Z —|—g11zz+g7z —|—O(!z\3) (2.5)

denklemi, yeterince kiigiik her |7| i¢in
h h
z=w+ —2w? 4 hiyww + 022
2 2
parametreye bagli kompleks koordinat degisimiyle, kuadratik terim icermeyen

w=w+ O (|w|3)

denklemine doniisiir.
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ifadesinden

’w = Z — hgoZ/IZ — hll (Zz‘i‘ Zz) — hog%‘i‘
= Az + (% - /\hgo) 22 + (911 - /\hll - th) 2z + (% - Xh()g) 22 + ...

1 —
= \w+ - (920 — )\hgo) w2 + (911 - )\hll) ww

2
1 _
+5 (go2 — (2A = Nho2) @* + O (Jw|*)
elde edilir.
920 g11 go2
h — ) h — —_—, h — —
20 X 11 3 02 X — N

yazilmastyla (2.5) denklemindeki tiim kuadratik terimler yok olur. wy > 0, A(0) = iwp
iken, yeterince kiiciik her |7| i¢in paydalar sifirdan farkli oldugundan yukaridaki esitlikler
dogrudur.]

Lemma 2.3: \(7) = a(7) + iw(7), a(0) = 0, w(0) = wy > 0 ve g;; = g;;(7) olmak iizere

2= Mz + %23 + %2254— %222 + %23 + 0 (|z|4)

denklemi, yeterince kii¢iik her |7] i¢in

h h h h
p=wt —ow’ + '+ e+ =t

parametreye bagl kompleks koordinat degisimiyle, ¢; = ¢;(7) olmak iizere yalmzca bir kiibik

terim igeren
w = \w + cw’w + O (|w|4)

denklemine doniisiir.
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YEET TS 2 2 6
ifadesinden
) . h . h . : h . : h :
w o= z-— %zzz — % (2232 + 223> — % (2'32 + 22%) — %5234-
A Y
= Az —+ <% - —230> 23 + (% — )\h21 - 221) 223
12 Ahig iy 2 Jgos Xh03 _3
+(2 5 )\]’L12)ZZ+<6 5 z° 4+

—_

= \w -+ é (930 - 2)\h30) U)3 + = (921 - ()\ -+ X) th) w2@

[\)

1 — 1 _
+§ (912 — 2)\h12) ww? + 6 (903 + (/\ — 3)\) hog) ) (|w|4)

elde edilir.

g30 gi12 gos
hao = 22, hig = 22, gz = —=

TN 20 X — A

yazilmasiyla w?w terimi digindaki tiim kiibik terimler yok olur. Yeterince kiigiik her |7| i¢in

paydalar sifirdan farkli oldugundan yukaridaki esitlikler dogrudur.

w?Ww teriminin yok edilmesi igin

h21 - e

yazilir. Fakat o = 0 iken yukaridaki denklemin paydast A(0) + A(0) = iwy — iwy = 0 dir. «
ya bagli bir doniisiim elde etmek i¢in ho; = 0 yazilmasiyla

bulunur.(]J

Uyar: Kalan w?w kiibik terimi ‘rezonant terim’ olarak adlandirilir. Bu terimin katsayisi,

orjinal denklemdeki 2?7 kiibik teriminin katsayistyla aymdir.
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Lemma 2.4: (Hopf Catallanma i¢in Poincare Normal Form)

A7) = o(7) +iw(T), @(0) = 0, w(0) = wp > 0 ve g;; = ¢;;(7) olmak tizere

z=Az+ Z %gklzk? +0 (|z[4) (2.6)

2<k+I<3
denklemi, yeterince kii¢iik her |7| i¢in

h h h: h h
z=w+ %wQ + hy W + %W + %w?’ + %w# + %wi”

parametreye bagl kompleks koordinat degisimiyle, ¢; = ¢;(7) olmak iizere yalnizca bir kiibik

terim iceren
w = w+ cw*@ + O (Jw|) (2.7)

denklemine doniisiir.

ispat: Lemma 2.2 de,

920 g1 Jo2
h — < h = e h = —
20 h\ 11 X 02 2\ —
iken
h h
Z=w+ %uﬁ + hllw@ + %@2 (28)

seklinde tanimlanan doniisiim, tiim kuadratik terimleri yok etmekle birlikte kiibik terimlerin
katsayilarini da degistirir. w?w nin katsayisi 1 go; yerine g, olur ve Lemma 2.3 deki déniisiimle

de, katsayisi %512olan rezonant terim digindaki tiim kiibik terimler yok olur.[]

Boylece, (2.8) kuadratik doniisiimiiyle, bulunmasi1 gereken c; katsayisi, w?w teriminin yeni

katsay1st g, dir.

2, w ve w cinsinden iki sekilde ifade edilebilir. (2.8) denklemi, (2.6) orjinal denkleminde
yerine yazilir veya (2.6) nin (2.7)a doniistiiriilebildigi bilindiginden, z, (2.8) in tiirevlenmesi

ile hesaplanabilir
é = U} + hgoww + ]’LH (w@ + @w) —|— hogw
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ve (2.7) kullanilarak w ve kompleks eslenigi yerlerine yazilir. Yukarida hog, hiy ve hgy leri
iceren ifadede kuadratik terimlerin katsayilarinin karsilastirilmasiyla ve w ]w[2 teriminin kat-

sayilarinin esitlenmesiyle

920911 (2)\ +X) |911|2 |902|2 921
= 5 + =
2\ Ao2(2x=)) 2

C1

elde edilir. 7 = 0 ¢atallanma parametresi degerinde yukaridaki denklem

i 1 921
¢ (0) = 2_wo <920911 -2 |g11|2 3 |902‘2) + 9

denklemine indirgenir.

Lemma 2.5: a(0) = 0 ve w(0) = wy > 0 olmak iizere
dw . 2 4
— = @ +iwm)w+e (1) wlwf + O (jufl)

denklemi ele alinsin. Kabul edelim ki, ' (0) # 0 ve Rec; (0) # 0 olsun. Denklem, parame-

treye bagh lineer koordinat doniisiimii, yeni zaman 0Olcegi ve lineer olmayan yeni zaman

parametrizasyonu ile

d
d—g = (ﬂ+i)u+su!u\2 +0 (]u\4)

formuna doniisiir. s = signRec; (0) = £1, u yeni kompleks koordinati, 6 ve 3 sirastyla yeni

zaman ve yeni zaman parametresini gosterir.
Ispat:

1.Adim: (Lineer zaman 6l¢egi) Yeni zaman parametresi v = w (7) t seklinde tammlanir. Yeter-

ince kiiciik her |7 i¢in, w(7) > 0 oldugundan zaman korunur. Buradan,

B=p(r)= dy (F) = ——=%

olmak uizere

Cclz_l: = (B+i)w+d (B)wlwf +0 (jul")
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elde edilir.

olarak alinabilir ve ters fonksiyon teoremi, 7 ya bagh 3 fonksiyonunun lokal varli§in1 garanti

eder. Ayrica, d; kompleks bir fonksiyondur.

2.Admm: (Lineer olmayan zaman parametresi) e;(3) = I'md; (/3) i¢in
o = (1+ e, (B) [w]*) dy

olmak iizere, yeni zaman parametresi § = 6(~, ) seklinde tanimlanarak orbitler boyunca
zaman parametresi degisir. Zamandaki degisim orijinin kii¢iik bir komsulugunda 6zdeglik
doniisiimiidiir. Zamanin yeni parametresinin kullanilmasiyla, ; (3) = Red,; () — Be1(3) reel

olmak tizere

‘;_Z’ = (B+i)w+ 4L (B)ww]*+ O (lw])
ve
_ Rec; (0)
1 (0) = w (0) =
elde edilir.

3.Adim: (Lineer koordinat 6l¢egi) v yeni kompleks degisken olmak iizere,

u

VI (B)]

dir. Rec; (0) # 0 oldugundan [, (0) # 0 dir. Denklem, s = signly (0) = signRec; (0) olmak

uzere

@~ P )

= ulul* + 0 (Jul") = (B +i)u+ sulul*> + O (|u]')

formunda yazilir.[]
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Tanmm: [, () fonksiyonu ‘birinci Lyapunov katsayis1” olarak adlandirlir.

(2.9) denkleminden (3 = 0 daki birinci Lyapunov katsayisi

1 .
[ (0) = FRe (ig20911 + Woga1) (2.10)
Wo

seklinde hesaplanir.

Boylece, catallanma noktasindaki /; (0) in hesaplanmasi igin sag taraftaki ikinci ve iigiincii
mertebeden tiirevlerin bilinmesi gerekir. /; (0) degeri p ve ¢ 6zdegerlerinin normalizasyonuna
baghidir ve bu degerin isareti, (p, ¢) = 1 normalizasyonunu saglayan p, ¢ degerlerine invaryant-

tir.
Asagidaki teoremle, elde edilen sonuglar 6zetlenir.

Teorem 2.1:

dx

E=f(:v,f), reR TR 2.11)

iki boyutlu sistemi, yeterince kii¢iik |7| i¢in # = 0 denge noktasina ve a(0) = 0 ve w(0) =

wp > 0 olmak iizere
Ao (T) =a(r) £iw (1)

0zdegerlerine sahiptir.

Asagidaki kosullar saglandiginda;

(B.1) ' (0) #0

(B.2) I; birinci Lyapunov katsayisi olmak iizere, [; (0) # 0

koordinat, parametre degisimiyle ve zaman doniisiimiiyle, (2.11) sistemi

%(@;): <f _51>(2>i<y?+y5><2>+0(uyu4>

olur..]
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Teorem 2.2: (Hopf Catallanma icin topolojik normal form)
&= f(e,7)

bir parametreli, iki boyutlu sistemi, 7 = 0 da x = 0 denge noktasina ve
A12 (0) = Fiwg, wy >0

0zdegerlerine sahiptir ve asagidaki normal formlardan bir tanesine orijin civarinda lokal topolo-

jik esdegerdir

£(2)-(22)(2) (o

Teorem 2.1, teorem 2.2 ve (2.10) denklemi, iki boyutlu sistemlerde Hopf catallanma analizi

icin tiim gereksinimleri saglar.
2.3 Center Manifold Teoremi

f(0) = 0 iken,

z=f(z), z €R" (2.12)

dinamik sistemi i¢in, 2y = 0 denge noktasinda A Jakobian matrisinin 6zdegerleri A1, Ao, ..., A,
olsun. Kabul edilsin ki, 6zdegerlerin reel kismi sifir olsun ve ReA > 0 oldugunda sayilabilir
coklukta n, oOzdegerleri, ReA = 0 oldugunda n, 0zdegerleri ve Re\ < 0 oldugunda ise
n_ Ozdegerleri olsun. 7% imajiner eksen lizerindeki n, 6zdegerlerinin birlesimine karsilik
gelen lineer 6zvektor uzayi olsun. Imajiner eksen iizerindeki 6zdegerler (ReA = 0) T 6zvek-
tor uzayinda oldugu gibi genellikle kritik 6zdeger olarak adlandirilirlar. o' fonksiyonu (2.12)
esitligine karsilik gelen aki olarak tanimlansin.

Yukaridaki kabullerle asagidaki teorem verilir.

Teorem: (Center Manifold Teoremi) (2.12) sisteminin n, boyutlu W _(0) invaryant mani-
foldu, z = 0 da T° 6zvektor uzayina tegettir. Ayrica, ro = 0 1n bir U komsulugunda, her ¢ > 0
(t <0)igin (¢")z € Uise, t — +oo (t — —o0) igin (p')x — WE(0) dir.
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Tanmmm: W,  manifoldu ‘center manifold’ olarak adlandirilir.
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BOLUM 3

3. KARARLILIK ANALIZI VE HOPF CATALLANMA

z(t) = z(t)[r —anx(t) — apy(t — )] (1.7)
y(t) = y(t)[=r2+ anz(t) — agy(t — 7]

(1.7) sisteminin denge noktalar1 £, = (0,0) , £y = (--,0), B35 = (0, —2) ve E* = (z*,y")

all a22

dir. Eger asagidaki

(H) r1Q91 — Toa11 > 0
(H) kosulu saglanir ise £* = (z*, y*)

« _ TiGg2 + a2

)
11022 + G12G21
r1a921 — 2011

11022 + G12G21

(1.7) sisteminin tek pozitif denge noktasidir. (1.7) sisteminde,

ur(t) = z(t) —z*
up(t) = y(t) —y°

degisken degistirmesi uygulanirsa

u(t) = (ur(t) + 2*)[—anu(t) — arpus(t — 7)) (3.1
us(t) = (u2(t) + y")azu(t) — azpus(t — 7))
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sistemi elde edilir. (3.1) sisteminin (0,0) noktasinda lineerlestirilmesiyle

’ul (t) = —CLHCL’*Ul(t) — algx*u2(t — T) (32)

UQ(t) = a21y*u1(t) — aggy*m(t — T)

(3.2) sistemi bulunur.

*
p = anx
*
q = ay

* *

s = (a11a22+a12a21)xy

olmak iizere, lineerlestirilmis sistemin karakteristik denklemi
M4 pA+ (g +5)e™ =0 (3.3)
ile verilir. 7 = 0 oldugu durumda yani sistemde gecikmenin olmadigi durumda (3.3) denklemi

NMA+pr+gh+s=0

—p—qE+/(p+q)2—4s
2

P =anx*,q = any* ve s = (a11a92 + ajpas )z y* pozitif sabitler oldugundan, (3.3) denklemi

seklinde bir denklemdir ve bu denklemin 6zdegerleri A\, o = olarak bulunur.

icin asagidaki sonug elde edilir.

koklerinin reel kismi

—p—qt+/(p+q)?—4s
2

her zaman negatiftir. Bagka bir deyisle, (3.2) sisteminin denge noktas1 7 = 0 iken asimtotik

Lemma 3.1: 7 = 0 iken (3.3) denkleminin A\, =

kararlidir.

(3.2) lineer sisteminin (0,0) noktasindaki kararlilig1, (3.3) karakteristik denkleminin kdklerinin
konumlarina baglhdir. Bu nedenle eger (3.3) transandantal denkleminin koklerinin durumu
incelenir ise A2 4+ pA + (¢ + s)e 7 = 0 denkleminin koklerinin siirekli bagimhiligindan ve
Lemma 3.1°den, en az bir 75 > 0 vardir 7¢ [0, ) i¢in ReA(7) < 0dir. ReA(7) = 0 oldugunda
(xz*,y*) asimtotik kararliligin1 kaybetti§inden Re\(7*) = 0 olacak sekilde bir 7% > 0 1n olup
olmadig1 incelenir. Bagka bir deyisle, (3.3) denkleminin sirf imajiner olan koklerinin varolup

olmadig: arastirilir.
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Bu boliimde ilk olarak, denge noktasinin lokal kararlilig1 bulunur.

T = 7% i¢in, w reel ve w > 0 olmak lizere A = iw kabul edildiginde, asagidaki sonug elde

edilir.
Lemma 3.2: (3.1) sistemi i¢in, (3.3) transandantal denklemi sirf imajiner koke sahiptir.

Ispat: 7 = 7* ve w reel olmak iizere A\ = iw, (3.3) denkleminde yerine yazilirsa genellikten

birsey kaybetmeden w > 0 alinabilir. Bdylece
(iw)? + p(iw) + (q(iw) + s)e” ™ =0
elde edilir. Yani
—w? + [i(qw) + s](cos(wT) — isin(wT)) + ipw = 0

dir. Reel ve imajiner kisimlarin ayr1 ayr yazilmasiyla

w® = quwsin(wt) + scos(wT) (3.4

—pw = qwcos(wT) — ssin(wr) (3.5)

elde edilir. (3.4) ve (3.5) esitliklerinden

(w?)? = (quwsin(wt) + scos(wT))? (3.6)
(—pw)? = (qwcos(wr) — ssin(wr))? 3.7
bulunur ve buradan
G (P — ) — 2 =0
esitligi elde edilir. Bu denklemde ¢ = w? yazilirsa,

P+ - —s>=0
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denklemi elde edilir ve kokler

P S itk VA Uk ) s
— WP, =
: 2

bulunur. Bu kokler ti¢ durumda incelenir.

1.Durum: p? — ¢* > 0 i¢in

I

L [—(p2 — )+ V(P — )2 + 452
2

pozitif kokii bulunur.

2.Durum: p? — ¢*> < 0 igin

D=

L [—(p2 — )+ V(P — )2 + 452
2

pozitif kokii bulunur.

3.Durum: p? — ¢*> = 0 igin

w=

pozitif kokii bulunur.
(3.4) denklemi cos(wT), (3.5) denklemi sin(w7) ile ¢arpilip taraf tarafa ¢ikarilirsa,

5 = w? cos(wT) + pwsin(wr) (3.8)

bulunur. (3.8) denklemi q ile, (3.4) denklemi p ile carpilip taraf tarafa cikarilirsa,

qs — pw?

2

cos(wT) =
quw= — sp

elde edilir.

Ayrica A2 + pA + (g\ + s)e™" = 0 denklemi

wr = (2k + 1)%, k=0,1,2,..
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bagintisin1 gergekleyen sirf imajiner koke sahip oldugundan

1
2

o [—(p2 ~ )+ VP — ) + 457
2

veE

1 — pw? 21k
7‘k:—8u1rccos(q$2 pw)+ m , k=0,1,2,...
w w

quw* — sp
0zdeglikleri elde edilir. Boylece Lemma 3.2°nin ispati tamamlanmisg olur. [J

Wo 1N

1
2

o = [—(p?—q2>+ V7= PP + 12
° 2

oldugunun belirtilmesiyle ve 7 = 7 iken ay(7%) = 0 ve wi(7) = wo,, k = 0, 1,2, ... oldugu-

nun kabulu (3.3) denkleminin kokiinii
/\k(T) = Oék(T) + iu)k(T)
seklinde tanimlar.

Lemma 3.3: £k =0,1,2, ... icin

dRG)\k (Tk)

dr >0

dir. (1.7) sistemi i¢in 7 = 7, k = 0,1,2,... iken (z*, y*) pozitif denge noktasinda Hopf

catallanma olusur.
Ispat: (3.3) karakteristik denkleminin 7 ya gére tiirevi alinirsa,

dX d\ d\ dX dX d\
iy [N B i D AT A —AT 27t Y o AT [ 27 Al =0
[dT] dr ta dTe ¢ (dTT+ )} +pd7’ ¢ (dTT+ )

elde edilir. Yani,

d\
d—[2)\ +qe™ —gAte™ +p — s7e V] = g\ M 4 she N
-
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dx Ae M (g\ + )
dr 2X+qe= > — gATe N + p — sTe= T

dir. Buradan

AT —(gA+s) e + 20+ ge M 4 p
dr B Ae A (gA + )

veE

- —Z

dx\ T 22 +qe N +p
=——
A AeM(gh + 9)

bulunur. Béylece,

dx\ !
R@(E>

2' —iWwo Tk
= Re|-b| 4 pe|otde AP
iwpe ™ 0Tk (qiwy + S)

’iu)o

A=iwo

[ 2iwy + p + q (cos(woTk) — i sin(woTk)) }
Liwo ((iqwo) + s) (cos(woTk) — @sin(woTy))

(p+ qcos(woTk)) + @ (2wo — gsin(woTy))

yazilir. (3.9) denkleminin sadelestirilmesi i¢in,

m = p+ qcos(wyTk)

n = 2wy — gsin(weTk)

a = —quwicos(woTk) + swosin(wey)
b = quwisin(wyy) + swpcos(woTk)

esitlikleri kullanilirsa,
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e [erm] e {(mﬂ'n)(a - z’b)]

a+1b a? + b?
ma + bn i(an — bm)
— Re |2 wan = om)
] e |
_ ma+ bn
a2+ 2
ma bn
— +
a0 a4 b?
elde edilir.
ma (p + qcos(woTk)) (—qwg cos(woTk) + swo sin(wyTk))

a?+ b2 (—qwd cos(woTi) + swo sin(cu(ﬂ'k))2 + (qwd sin(woTk) + swo cos((,u(ﬂ'k))2

esitlifinde (3.7) denkleminden,

wo
PR PR+
(Wio sin(work)> pwi
wi(q*w§ + s2)
sp sin(woT)

= —wo(q%}g ey (3.10)

ma (p + M) {[(—=ssin(woTk) + pwo) wo| + swo sin(woTk) }

bulunur. Ayrica,

bn (qud sin(woTy) + swo cos(woTk)) (2wo — g sin(woTs))

a2 + b2 (—qwd cos(woTi) + swo sin(u)m'k))2 + (qw? sin(woTk) + swo Cos(u)m'k))2
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esitlifinde (3.6) denkleminden,

b <2w0 —wp + %ﬁ@) (w3 — swo cos(woTs) + Swo cos(woTy))

2+ RET+ )
(wo + = COS(onk)) we
wi(g?wi + 5%)
wa + s cos(woTy)
(¢Pwf + 5%)

bulunur. (3.10) ve (3.11) esitliklerinin toplanmasiyla ve

ma bn spsin(woty) w2 + scos(woTk)

a? + b2 T + b2 wo(qw? + s2) (QPwi + s?)

esitliginde (3.4) iin yerine yazilmasiyla

ma_ bn  spsin(werk) | 2w§ — qwosin(weTy)
a2+ b2 a2 +b  wo(qiwd + s?) (QPwi + s?)
spsin(wotk) + 2wi — qw? sin(wTy)

wo(q?wd + s2)

(3.11)

(3.12)

elde edilir. (3.4) ve (3.5) denklemleri sirasiyla cos(w7y) ve — sin(w7y) ile carpilip taraf tarafa

toplanirsa

s = w? cos(wTy) + pwsin(wTg)

(3.13)

esitligi bulunur. (3.13) denklemi gq ile, (3.5) denklemi —w ile carpilip taraf tarafa toplanirsa

5q + pw?

sin(wr,) = ———
() pqw + sw
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bulunur. w = wy alinarak, (3.14) denkleminin, (3.12) de yerine yazilmasiyla

5q+pwd 32 sqtpwg
ma + bn _ 5Ppguo+tswo + 2wy — qwy Pgwo+swo
2 2 2 2 2, 2 2
a?+0v*  a?+0b wo(q?wi + s?)
52pg+sp*wi —sqwi —paw+2w] (pg+s)

wo(pg-+s)
wo(q?wd + s?)
s*pq + swi (p® — ¢*) + wi(pq + 2s)

— 3.15
APk T ) g+ 9) G-15)

elde edilir. Sonuc olarak, (3.9) ve (3.15) denklemlerinin esitlenmesiyle

d\\ !
RG(E>

s*pq + swWi (p® — ¢*) + wi(pg + 2s)
wh(q?wi + 5%)(pg + 5)

A=iwo

oldugu goriiliir.

dReAg (1)
dr

Hopf catallanma kogsullarinin saglandig1 goriiliir. Boylece Lemma 3.3’{in ispati tamamlanmis
olur.l

Rouche teoremi [18], £ = 0,1,2, ... i¢in > O kosuluve T =1, k =0,1,2, ... icin

Elde edilen sonuclar 6zetlenecek olursa, (1.7) sisteminin kararlilifi ve Hopf c¢atallanmasi

asagidaki teoremle verilir.

Teorem 3.1: (1.7) sistemi icin,

D)Eger 7¢[0, 79) ise, sistemin £* = (z*, y*) denge noktas1 asimtotik kararlidir.
i)Eger 7 > 7 ise, sistemin E* = (z*, y*) denge noktas1 kararsizdur.

iii)Eger 7 = 7, (k =0, 1,2, ...) ise, sistemin £* = (z*, y*) denge noktasinda Hopf ¢atallanma

meydana gelir.
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BOLUM 4

4. HOPF CATALLANMANIN YONU VE KARARLILIK ANALIZI

Bu boliimde normal form teori ve center manifold teoremi kullanilarak Hopf ¢atallanmanin
yonii ve periyodik ¢oziimlerin kararliligi incelenecektir. Burada Hopf catallanmanin (1.7)
sisteminin 7 = 7 igin E, = (x.,y,) pozitif denge noktasindan gectigi kabul edilecektir ve

A = iw, B, = (z.,y.) pozitif denge noktasinda karakteristik denklemin sirf imajiner kokiidiir.

w € Ricin 7 = 7, +p yazilirsa, p = 0, (1.7) sisteminin Hopf ¢atallanma parametresi olur.

ui(t) = z(rt) — x”,
up(t) = y(rt) =y

degisken degistirmesi yapilirsa (1.7) sistemi ;

Ul(t> = T(u1 (t) + J:*)[—anul (t) - CL12UJ2(t — ].)]
UQ(Zf) = T(Ug(t) + y*)[a21u1 (t) — a22u2(t — 1)] (41)

C([-1, 0], R?) de fonksiyonel diferansiyel denklem sekline doniisiir.

L,:C—R, f:RxC—=R vep=(¢1,¢2) € C igin,

—a1127¢1(0) — a122"Pa(—1)

Lo&— 1
Hqs (Tk " ,u) CL21Z/*¢1(0) - CL221/*<Z52(—1)

veE
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—a11¢1(0)91(0) — a12¢1(0)p2(—1)

! 4.2)
a1$2(0)$1(0) — a2¢2(0)p2(—1)

[, d) = [

elde edilir. Riesz teoremine gore, § € [—1, 0] i¢in, elemanlar1 simirli degisimli 2 x 2 tipinde bir

n(6, ;1) matris fonksiyonu vardir. Oyle ki,

0
Lé= / dn(0.0)0(6) . 9eC.

seklinde yazilabilir. n(6, 1) fonksiyonu

—anxt 0 0 —apr”
(0, 1) = (7 + 1) o + (7 + 1) -
asny 0 0 —agxny
seklinde segilirse, ¢ € C*([—1,0], R?) i¢in
A( >¢ _%((f)v 95[_170)
/"L =
2 dn(p, 5)e(s), 6 =0.
ve
0, 6fe—1,0
R(p)o = =1.0)
f(ILLJ ¢)7 9 = O'
seklinde tanimlanir. Boylece (4.1) sistemi

formunda yazilir. Burada 6 € [—1,0) i¢in u(6) = u(t + 0) dir. veC([—1, 0], (R?)*) igin,
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. dwgs)’ s€(0, 1]
A= {f e OW(—D), 5=

ve n(0) = n(0,0) iken bilineer i¢ carpim

0 6
(0(s),00)) = 5(0)000) ~ [ [ 3¢ - Opino)(c)a (4.4
—1J¢=0
olarak tanimlanir. A(0) ve A* operatorleri arasindaki baglant1 agsagidaki lemma ile verilir.

Lemma 4.1 : A(0) ve A* adjoint operatorlerdir.

Ispat: ¢ € C'([—1,0],R?) ve eC*([—1,0], (R?)*) iken (4.4) , A(0) ve A* 1n tanimindan,

0 0
(¥(s), A(0)9(0)) = ¥(0)A(0)¢(0) — /1 6201/7(5 = 0)dn(0)A(0)p(£)dS

A

soaoe0 - [ [

= 00 [ anoe0) - [ [ ite-onanoas
&<o>/idn<9>¢<0>—/ow<g oo+ [ [ i

‘/_“’ oo - [ [° [#5] oo

- /_1/50A* (€~ O)dn(®)(¢)

= (A%(s), ¢

(& = 0)dn(0)A(0)p(&)dg
(& = 0)dn(

Boylece A(0) ve A* 1n adjoint operatérler oldugu gosterilmis ve ispat tamamlanmisg olur. [J
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Ayrica tiwT, , A(0) n 6zdegerleridir. Dolayisiyla bu 6zdegerler A*1n da 6zdegerleridir.
A(0) n dwTy, 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii ¢(f) ve A* in —iwTy, 6zdegerine karsilik

gelen ozvektorii ¢*(s) dir.

Yani;

A(0)q(0) = iwTrq(0)
ve

A*q*(s) = —iwTrq"(s)
dir. Oyleyse

A(0)q(0) = iwTrq(0),

_allx* —a12$*€_ink
A(O) - W]
- k

* *
a1y —ay e

ve

Q(e) = (La)Tewmg = Q(O) = (17a)T

dir. Bulunan A(0) ve ¢(0), A(0)q(0) = iwTkq(0) esitliginde yerlerine konulursa;

—lWTE

—aprt —lw —apx’e
* * —IWT, ;
a1y —ay € b —aw

—anz* —iw + a (— aprte @) = ()
— , p ‘
a1 y* + a(—agpy*e ™™ —jw) = 0.
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bulunur. Aymi sekilde A*¢*(0) = —iwTq*(0),

* JR—
A" = —lWTk

_a12x*671w‘rk _a22y*e

—anx” asy” ]

¢(s) = D(B, )™ = ¢*(0) = D(,1)

esitligi elde edilir. Bulunan A* ve ¢*(0), A*¢*(0) = —iwT,q*(0) esitliginde yerlerine konu-

lursa;

* ; *
—a1 T +w a1y g*(0) = 0
_a12x*67iw‘rk _a22y*671‘w7k + tw
bulunur ve buradan
* ,—1 ;
5 - a2y € TR —qw e*l’wﬂc
—algx*
* ,—IWTE __ 5
a2y € w .
- (R
— Q12T

a22y*e—zw’rk — W

—_— q*(S) —D ( e_iWTk, 1> eiwms

—alg.ﬁﬂ*
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yazilir.

(q"(s),q(0)) =1

olabilmesi i¢in, bilineer iccarpimin tantmindan ,

0 0 _
(" (s),a(0)) = D(@l)ﬂ,oa)“/_l g:oD@, De=" " dn(0)(1, a)T e de
-0 {& +h- /_1@, 1)0e 0 iy (0) (1, a>T}

= D{a+ B+ m(—anay*)e ™} =1

ve bu esitlikten

1

D= — —,
a+ 0+ mp(—agnay*)e

elde edilir. Yani, (¢*(s),q(0)) = 1 ve (¢*(s),q(#)) = 0 esitlikleri elde edilmis olur.

i1 = 0 iken Cj center manifoldu tanimlamak igin ilk 6nce koordinatlar hesaplanmalidir [10].

= 01iken u; = (u,gl), uEQ)) (4.1) denkleminin ¢oziimiidiir.

2(t) = (¢ ,w), (4.5)

ve 'y center manifoldu iizerinde
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W(t,0) = W(x(t),2(¢), 0)

dir.Burada

2
— Z —_—
W(z.2.6) = (Wy(6). W3 (6) 5 + (Wi (6). W7 (6))" =2

=2
z
VR (0). W3 (0)" 5 + (Wi (0), Wyg) (6)"

22 z? 23

== W20(0)3 + WH(Q)ZE + WOQ(Q)E + Wgo(e)

zve z, Cy center manifoldun ¢ ve ¢* yoniindeki lokal koordinatlaridir. u, reel ise W da reeldir.

Burada yalnizca reel ¢coziimler dikkate alinmustir.

(4.1) sisteminin u,eC ¢oziimii igin, (4.3) denkleminden ;1 = 0 iken u; = A(0)u; + R(0)uy

dir. R(x) nin tanimindan, Lemma 4.1 den ve (4.5) den;

) = (g'(s),i) = (" (5), AO)u + R(O)u,)
— (0 (s), AO)us) + (g (5), R(0)uws)

0 0
— (A w) + T ORO(0) ~ [ [ (€~ 0)an(O)A0) RO de
Z1620
= (—iwtkq"(s),us) + q7(0) (0, u (0))
= dwTpz(t) + 77(0) fo(z(t), Z(1)) (4.6)
elde edilir. (4.6) denklemi
9(z,2) = 920% + 91127 + goz% + 921272 + ..,

iken

2(t) = dwmez(t) + g(2(1), 2(1))
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seklinde yeniden yazilabilir. (4.5) kullanilarak,
u(uni(8), uai (0)) = W(t,0) + 2q(0) + Zq(0)
ve
q(0) = (1,0) e

veE

u(0) = z+z+w2<g><0) +W”(0)zz+w<”<) +0(|(z,2)%),

ux(0) = za+za+ W20 (0)5 + WH)(O)ZZ + W02 (0)5 +O(|(2, 2)’3)7
2 52
wn(=1) = 2o 45 L W (—) S+ WP (< 1)2z + W (-1) 5+ O( (= 2)P),

Un(=1) = zae ™™ 4 zae ™ + W2 (1) + WP (—1)zz + WD (=1 ) +0(|(z2))

)2

elde edilir.

Notasyonlarin sadelestirilmesi icin

% .
M o= T W
CL12£L‘*
* ,—lWTE _ ;5
N — _a22y6 Me—iwm
—algl'*

seklinde yazilirsa ve q(0) = (1, M)Te®™™ | ¢*(s) = D(N, 1)e’**™ esitlikleri bulunur. (4.5)

esitliginden
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u(0)

W(t,0) + 2Re{z(t)q(0)}
W(t,0) + z(t)q(0) +=z(t)q(0)

22

Wao(0)—

2

dir ve (4.2) esitligiyle

-2
Z , — .
+ W11(9)22 + W02(9)7 + (1, M)TGZOMT]CZ + (1, M)Te_’e‘”’“Z + ...

= f(0,u(0))

o

—anu" (0)ug” (0) — aru” (0)uf? (~1)
azu” (0)ug (0) — agoul” (0)ug? (—1)

=2
—an Wiy (0)2 + Wi (0)27 + Wy (0)2%+z+3+...]
x[Wis (0)5 + Wf <o>zz+wg;><o>z+z+z+...]
—@12[W§o()% Wi0)2z + WH (04 + 2 +7+ ..

< WD (~1)Z + W (=1)22 + W (-1)% + zMe~m 4 ZMm +
20 11 02 2 o

2 JEE—
azl[ng (0)2 + WP (0)2z + WS (0)4 + 2M +ZM + ..]
=2
X [Wi (02 + WP (0)2z + WH ()4 + 2 +7 + ..
-2 —
—asy [W§§>(o)z2 +W2(0)22 + WH(0)Z + 2M + =M + ..

72 ) o
X[WQ(S)(_ ) +W11 ( )ZZ+WO2 (— ) 4+ 2 Me Tk L ZM e 1

47

]

]




—Clu{Z +2Z§+§2
W. wib 1 .
O D (0) + YO Do)z 4 )
_a12{M€ WTkZ + (MG*WTIC —FMGWTICZE) _I_Meiw-rsz
W2(1) 0 MeiwT 1 Cior _ 5 3
folz(1),2(t)) = T [P OM o i (0) Meiom 4 o ED 4 i@ (—1)]27 4 )
7 ag { M 2* +(M+M)22+Mz
(2) (1) (N TF
[P0 i (0) + T O 4 D (0)M]22 T4}
_GQQ{MQBfiWTkZQ + |M|2( TWTy +e ZWT’“)ZZ—{—M eszk—Z

(2) A o twT, . —_
P ORIy (0) Me e 4 M D (-1 M) + )

2(—ay; — aaMe ™)2 4 2(—ay; — alzﬁemk)%
+2(—2a1; — ajpRe{Me*™})2%
WD (0) (—any — M) g, [Wat D gy qy)
FW I (0) (—agMe™ ™ — 2a1,)}2%Z + ...
= Tk 2(ag1 — (122M€_WT’“)M§ + 2(ag — amﬁei”Tk)W%Q
+2(ag (M + M) — agy |M|? Re{e™™}) 2z
+{W2(§)(0)(% — 22 MG;W) + W1(12) (0)(ag1 — ageMe™™™)
+an [W) (0) 2 + Wi (0)M]
—ap Wi (~1) M + W (~1)M)}22% + ...

Buradan,

22 z? 22z

Q(Z,Z) = 92054_91122—'—90254—9217_’_‘“

= 7(0)fo(=(t), 2())
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9(2, 2)

2(—aq; — algMe*i‘”’v)é + 2(—a1y — a12M€iw7—k)%2
+2(—2a1; — araRe{Me™™})2z
+HW5 (0)(—an — s My alg[% + W2 (=1)]
+WP(0)(—araMe ™™ — 2a11)}2%% + ...
2(ag — aggMe*“Tk)Mé +2(ag — (IQQMGMT’“)M%Q
+2(ag (M + M) — Q92 |]\4|2 Re{e™™})zz
W O)(% — an ™5™ + W (0)(az — azeMe )
+(121[W2%)(0)¥ + WP 0)M]
—a22[W2(§)(—1)g + W (=1)M]}2%2 + ...

2 =2

DN7{2(—an — alee_iwk)% +2(—ayn — anMGiW’“)%

+2(—2ay; — arpRe{Me™“™}) 2z
HWR (0)(—2a11 — aMe™™) — ar[Wao (1) + 2W,F) (= 1)]

=2

i zZZ
+W1(11)(O)(—2a12M€*lek — 4@11)}7 -+ }

2 =2

+ET]€{2(CL21 — CLQQM@iiWTk)MZ— -+ 2(0,21 — CLQQWGin}C)M%

2

+2(CL21(M + M) — 99 |]\4|2 Re{eiwm})zz
+[W2(§)(0) (a21 — QQQMGMT’“) + 2W1(12)<0)(a21 _ a22M€_iWTk)
Fag (W (0)M + 2w (0) M]

— (WD ()M + 2W 2 (1) M)]2%2 + ...}

(4.7) nin her iki yaninin katsayilarinin kargilastirilmasiyla;

g20 =
gin =
go2 =

—2DN7'k(a11 + a12M€_iWT’“) + 257};(&21 — aQQMe_i"’”—k )M

4.7)

—2DN7(2a11 4 a1 Me™™) + 2D7,(2a91 Re{ M} — agy |M|* Re{e™™})

—2D N7 (a1, + aroMe™™) 4+ 2D7y,(ag — ageMe™ ™) M
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g = —DNuWi (0)(2a1 + ale™) + an(Wa (-1) + 2017 (1))

+2W11 (0)( 1oMe™ WTg + 2@11)] —}—ETk [WQ((?) (O) (a21 _ a22M€ink)

+2W15 (0) (@21 — asMe™™™) + agy (Wi (0)M + 23, (0) M)
(2)

—an (Wig (—=1)M + 2W,7 (1) M)

elde edilir. Yukaridaki esitliklerden go;i bulmak icin ,6 € [—1,0] olmak iizere Wy (6) ve
W11(0) hesaplanmalidir. (4.3), (4.5) ve (4.7) dan;

W = wu —2Re{3(t)q(6)}
= A(0)ur + R(0)uy — 2Re{[iwmiz(t) + ¢7(0) fo(2(t), 2(¢))]a(0) }
= A(0)[W(t,0) + 2Re{z2(t)q(0)}] + R(0)ur — 2Ref{iwmez(t)q(6)}
—2Re{q"(0) fo((t), 2(t))q(6) }

= A0)W(t,0) + 2Re{z(t)A(0)q(0)} + R(0)u; — 2Re{iwTrz(t)q(0)}
—2Re{q"(0) fo(2(t), 2(t))a(0)}
= A(0)W(t,0) + R(0)u; — 2Re{q"(0) fo(=2(t), 2(t))q ()}
_ { A(0)W(t,6) — 2Re{q*(0) fo(=(1), (¢))a(0) }, fe(~1,0)
AW (t,0) — 2Re{q*(0) fo(2(t), 2(t))q(0) } + fo(2(t), 2(t)), 0 =0
" A()W (L, 0) + H(2(t), 2(t),0) (4.8)
dir. Burada
H(z.%,0) = Hm(e)z; + H(0)27 + Hop(0) 5 + o 4.9)
(4.9) ve (4.10) dan
AW (t,0) — W = —H(2.5,0) = —Hm(a)%2 — Hy1(0)2% — HOQ(G)% — . (4.10)
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yazilir. (4.6) dan

2

AO)W (t,0) = A(O)Wzo(ﬁ)% + AO)W11(6)27 + ... @.11)

Ve

W = W.i+Wez = Wy(0)zz + Wiy (0) (22 + 22) + ...
4.12)

= Wu(0)z(iwtiz + g(2, 2)) + Wi (0){[iwTiz + g(z, 2)|Z + z[—iwTeZ + G(z, 2)]} + ...

22

= 2inkW20(0)? + ...

(4.12) ve (4.13) taraf tarafa cikarilirsa;

AOYW(t,0) — W = [A(0) — inTk]WQO(g)% + A(0)Wr(6)2 + ... (4.13)
(4.11) ve (4.14) karsilastirilmasiyla,
52 52 52
(4.14)

elde edilir. (4.15)in her iki yaninin katsayilarinin kargilagtirilmasiyla

[A(O)—2Zw7k]W20(0) = _HQO(H) (415)
AW (0) = —Hy(6), ...

(4.9) dan f¢[—1,0) igin

H(z,z,0) = —2Re{q"(0)fo(2(t),z(t))q(0)}

— (9119(0) + 911q(0)) 22 + ... (4.16)



katsayilarin (4.10) ile karsilagtiriimasiyla

Hyo(0) = —(g20q(0) + Go20(0)) (4.17)
ve

Hi(0) = —(g119(0) + 9114(6)) (4.18)
(4.16) , (4.18) ve A(0) tanimindan

Wao(6) = 2iwnWao(6) — g20q(8) — G027(6)

bulunur. ¢(6) = ¢(0)e™™? oldugundan

W20<0) — Zgﬂq(o)eiw’rkG + Zgiq(o)e—iwmﬂ +E162iw7k6 (419)
(o) 3w

Z.920 Z.gOQ _ 25wy, 0
= Z=q(f 0 FE kY
Tkw(J( ) + 37'ka( ) +hae

Burada F; = (Ef), E%Q)) € R? sabit bir vektordiir. Benzer sekilde (4.16) , (4.19) ve A(0)mn
tanimindan

W11 (0) = gnq(0) + g11q(0)

bulunur ve
W) = — L) ™ + TLg0)e 4 B, (4.20)
TrW TrW
= —g(0) + 2Lq06) +
TrLW TrLW

dir. Burada E, = (E{", E{?)) € R? sabit bir vektordiir. (4.20) ve (4.21) deki E; ve E, leri
bulmak i¢in A(0)in tanimindan ve (4.16)dan

/0 dn(@)Wgo(e) = QiWTkWQO(()) - HQO(O) (421)

-1
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veE

/ dn(0)Whs (6) = —Hi, (0)

-1

(4.22)

dir. Burada dn(6) = n(0,0) dir. ¢(0) in A(0) n 6zvektorii oldugunun bilinmesinden, (4.20)

den ve A(0) 1n tanimindan,

/ IO Wan(®) = 22 [ ay@e)q6) + 222 / dn(©)a(6) + /

1 TeW J_4 3w J_
0

= 200+ 22900+ [ dn(@)B

TrW 3Tpw 1

0
= —go0q(0) + @q(O) +/ dn(0) Eye**?

3

1

veE

: 2go2 _ :
2iwTWao(0) = —g20q(0) — %Q(O) + 2iwT, Ey.

dir. Buradan (4.22) esitligi

0

~204(0) — Goo(0) + (2o / dn(0)e*=0) B, = Hip(0)

~1
haline gelir. Benzer sekilde (4.21) den
0 0
| an@wn(®) =91a(0) + 9ua© + [ an(o):
-1 -1
elde edilir. (4.23) de
0
~(oua(0) + 9ua(0)) = [ dn(6)E2 = ()

-1

seklinde yazilir. (4.9) ve (4.10) esitliklerinden biliniyor ki

H(zz0) — HQO(O)%2+H11(O)zz+H02( )222+...
= —2Re{q"(0)fo(2(?), 2 ()) (0)} + fo(2(D),

= (—920q(0) — 902Q(0)) — (9119(0) + 911q(0)) 2z + fo(z(2),
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z(t))

dn(e) El 62ink9

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

Z(t)) + ...



ve buradan

2(—a11 — aypMe ") ) (4.28)

Hyy(0) = —(920¢(0) + g02q(0)) + 7 ( (a1 — assMe™ ™) M

2(—2&11 — algRe{Mei‘”’“ })

Hi(0) = =(9119(0) + g114(0)) + 7% ( 2 Re{ M) — ag |MI? Refen]) ) (4.29)

(4.29), (4.26) da yerine yazilirsa;

0 . 20— _ M —iWTg
(Qiu)Tkl _ / 62uwrk0d,'7(9)> E, =1, ( a1 — a2 6 )
-1 2((121 - CLQQMG_ZWTk)M

elde edilir. Yani;

< 29w + allx* alg.:c*e_%”k ) ( 2(-&11 — algMe_i“’Tk) )
Ey =7

. 72 —7
—any* 20w + agoy*e Tk 2(ag; — age Me™ ") M

elde edilir. Bu sistemin ¢oziilmesiyle,

A 2wi + ayr* Ay e 2Tk
1= , ‘
—any* 2Wi + agoy*e 2Tk
olmak iizere
ED 1| 2(—ay; — ajaMe ™) aypr*e 2T (4.30)
1 — — o 3 Y .
Ar | 2M (ag — agoMe™ ™) 2iw + agy*e” 2wk
e 1 | 2w+ apx* aqpr*e 2Tk
1 = . iy
Ay —an y* 2iw + agoy*e 2w

bulunur. Benzer sekilde (4.30) esitligi, (4.28) de yerine yazilirsa;

0 2(—9 . M Wy
/ dn<9)E2 = Tk ( o alzRe{ 26 }i)wT
_1 2(2&21R€{M} — a2 ’M’ Re{e k})

elde edilir. Yani;
anz*  appxt B 2(—2a11 _ amRe{MBWTk})
—any* any” ’ 2(2a1 Re{ M} — ags |]\/_[|2 Re{em™Y})
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denkleminden

Eél) = g daii + 2a19Re (Me™™) gy 4agi Re (M) — 2ass Re (e™™) |M|27
a11G22%" + Q120212 a11a22Y* + a12a21Yy*
4.31)
E® - anx_*élalee (M) — 2ag;Re (¢ |M|* B a214a11 1 2a59Re (Me“”k)‘
’ (1102277 + G120, T a110227" + 12021 T*
bulunur. Boylece (4.20) ve (4.31) esitliklerinden,
W) = Ly e
W STRW
+ 1 2(—an — ajgMe ") ajpx*e 2Tk
2wi + anx” aypa*e” 2T 2M (as — ageMe ™™™ ) 2w + agy*e
—a9y* Qi + agoy*e 2T ‘
W) = P+ 22N (4.32)
TRW 3w
X 1 ‘ 2iw + apx” Qo e 2w
2wt + ap x* aqox* e 2Tk —a91y* 2iw + agoy*e 2Tk
ve
Wi (=1) = e 2R el
1 2(—ay — a;pMe ™) ajox*e 2Tk
2wi + apz” ajpr*e 2wk ‘ 2M (ag — ageMe ™™™ ) 2w + agy*e 2
—amy* N + ggy* e~ 2T |
(4.33)
W@ (1) = 90 ppe-ion o 1002 Froen |
TrWw 3TpwW
1 2iw + apr” aqox*e 2Tk
2wt + ax* aqpx* e 2Tk ' —any* 2w + Aoyt e 2T
a9y Qi + aggy*e 2T ‘
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elde edilir. Benzer sekilde, (4.21) ve (4.32) den

g1 . g1
w0) = -2+ =2
1 ( ) TrW TrW
Y dayy + 2a13Re (Me™™) W 4az Re (M) — 2agsRe (e™™) | M|
2 G1a997* 4 ar2091 7" 2 a11022Y* + a12a21Y* 7
1 2011 —
w20) = —Tiyq Y37
TrW TrW
N 2 dag Re (M) — 2agyRe (e™7™) | M|? dayy + 2a1nRe (Me™)
Q11— —a
H y* 11022 + A12021T* ! 11022 + A12021 "
ve
7 . 10 .
Wl(ll)(_l) _ _ﬂe—zwm + ﬂezwm
TrW TrW
Y dai; + 2a19Re (Me™™) " dag Re (M) — 2agsRe (e | M|?
> 1122 + G121 T* 2 a11022Y* + a12a21yY* 7
W1(12)(_1) — _Zgi]\/[e*i“”'k + Zgiﬁeiwrk
TrW TrLW
o dag Re (M) — 2ag9Re (e™7) | M|? dayy + 2a1pRe (Me™™)
a1 — — ag1

2
a11Q20T* + 12021 T* a11020T* + 12001 T*

elde edilir. (4.33) ve (4.34) esitliklerinden g;; katsayilar belirlenir. Boylece center manifoldda

71, kritik degerindeki catallanan periyodik ¢oziimlerin ¢atallanma katsayilari

{ ‘902’2 g21
0) = -2 2= =
c1(0) QwTk(gmgH |g11] 3 )+ 5
y — Re{c1(0)}
2= TS
Re{\ (1)}

Be = 2Re{01 (O)}>
B Im{ci(0)} + poIm{N (1)}

WTE

T, =

seklinde belirlenir. Burada 1, Hopf ¢atallanmanin yoniinii , 35 ¢atallanan periyodik ¢oziimiin
kararliligim1 ve 75 catallanan ¢oziimiin periyodunu ifade eder. Bu bilgilerle agsagidaki teorem

verilir.
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Teorem 4.1: Hopf catallanmanin yoniinii belirleyen s igin; eger pus > 0 ise, 7 > 7 icin
catallanan periyodik ¢oziim vardir ve Hopf catallanma siiperkritiktir, o < 0 ise, 7 > 79
icin catallanan periyodik ¢6ziim vardir ve Hopf catallanma subkritiktir. Catallanan periyodik
¢oziimiin kararliligin belirleyen (3, icin; 2 < 0 ise ¢atallanan periyodik ¢6ziim kararli, 55 > 0
ise kararsizdir. Catallanan ¢6ziimiin periyodunu ifade eden 75 i¢in; 75 < 0 iken periyod artar,

T, > 0 iken periyod azalir.
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BOLUM 5

5. NUMERIK SIMULASYONLAR

Bu boliimde, onceki boliimlerde elde edilen teorik sonuclar MATLAB kullanilarak niimerik
simiilasyonlar ile gosterilecektir. Gecikmeli av-avci sisteminde r; = 1.5, 79 = 0.6, a1, = 0.7,

a2 = 0.8, ag; = 0.45, ase = 0.006 alinarak, (1.7) sistemi asagidaki

x(t) = z(t)[1.5—0.72(t) — 0.8y(t — 7)] (5.1)
y(t) = y(t)[-0.6 +0.45z(t) — 0.006y(t — 7)]

sistemine doniisiir. (5.1) sisteminin tek pozitif denge noktas1 £* = (z*, y*) = (1.3427,0.7001)
dir. 4. boliimde yapilan calismalarda, Hopf catallanmanin yoniinii ve 7 kritik degerinde catal-

lanan periyodik ¢6ziimiin kararlilifini belirleyen katsayilarin genel formiilleri elde edilmistir.

Bu sonuglardan

—(0’ =)+ VPR -+ 482]%

= 0.3612
2

wo = |

bulunur ve buradanda 7y = = 3.9965 seklinde hesaplanir. Teorem 4 den, £ denge noktasi
Te [0,70) = [0,3.9965) 1ken a51mt0t1k kararlidir ancak 7 > 3.9965 iken kararsizdir. 7 = 79
da ise Hopf catallanma meydana gelir. Eger (5.1) sistemi i¢cin Hopf catallanma parametreleri

hesaplanirsa
i ‘902’ g21
= — -2 2 _ =— =22.142 — 14.

c1(0) ST (920911 |g11] 3 )+ 5 7581,

_ Re{c1(0)}
o = = —188.12,

 Re{N(7)}
fa = 2Re{c1(0)} = 44.284,
T, — _Im{cl(O)} + peIm{X (1)} 10,999

wT
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elde edilir. Buradan goriiliir ki,

M2<0,62>0, T >0

dir. Boylece (5.1) sisteminde 75 = 3.9965 iken olusan Hopf c¢atallanma subkritiktir. 7, 7o 1n

soluna gectiginde periyodik ¢oziim catallanir ve asagidaki sekillerden de goriildiigi lizere

olusan catallanan periyodik ¢oziim kararsizdir.

Yapilan niimerik simiilasyonlarda, baglangi¢c noktasi (zg, o) = (25,10) olarak alinmustir.
Sekil 5.1, sekil 5.2 ve sekil 5.3 gosteriyor ki, £* denge noktasi 7€ [0, 3.9965) iken asimtotik
kararlidir. 11k olarak, 7 = 3 < 7 alindiginda, z(¢) ve y(t) yogunluk fonksiyonlarinin grafikleri

sekil 5.1 ve sekil 5.2 de gosterilmistir. Burada 7 < 7y i¢cin £* denge noktasinin asimtotik

kararli oldugu dogrulanmustir.

Av Popllasyon Yogunlugu (x(t))

Sekil 5.1.: 7 = 3 < 79 i¢in xy = 25, yg = 10 baslangi¢ kosullar1 altinda av popiilasyon

10

Zaman (t)

yogunlugunun zamana gore grafigi
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Avel Poplilasyon Yodunludu (y(t))

Zaman (1)

Sekil 5.2.: 7 = 3 < 79 i¢in xp = 25, yo = 10 baglangi¢ kosullar1 altinda avcl popiilasyon
yogunlugunun zamana gore grafigi

Sekil 5.3 te, gecikme parametresi tekrar 7 = 3 < 7y alinarak, x(t) av popiilasyon yogunluguna
karsilik gelen y(t) avcl popiilasyon yogunlugunun grafigi verilmistir.Burada iki boyutta, £*

denge noktasinin asimtotik kararli oldugu gerceklenmistir.

y(t)

Sekil 5.3.: xg = 25, yo = 10 baslangi¢ kosullar1 altinda av ve avci popiilasyon yogunluklarinin
faz portreleri

Sekil 5.4, sekil 5.5 ve sekil 5.6 da 7 = 3.8 < 79 i¢in niimerik simiilasyonlar yapilmistir ve
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bu sekiller gosterir ki, £* denge noktasinda periyodik ¢Oziimler ¢atallanir ve bu c¢oziimler

kararsizdir.

25

T T T
| 4 y
' : :
b Rt AR P TP C P PP PR PR ' ................. 4
2 | :
g | ;
R e e e ]
T v
= | 3
c $
3 oL :
. 2k s s A D A b s R R R R T R ] Ko 4 i b S
>C_1 10 \ : 4
c | %
(=] | b4
b \ :
) \ i
o ] e S S P
| \ .
o .
& lh e
> 4 / s AW e, W, R
< (1] - N —— N ————— an SCCCTTTETETETEITEL PEETEETERRTER S p
-5 i i .
0 50 100 150 200
Zaman (1)

Sekil 5.4.: 7 = 3.8 < 7y icin xg = 25, yo = 10 baslangic kosullar1 altinda av popiilasyon
yogunlugunun zamana gore grafigi

Avci Popllasyon Yogunlugu (y(t)

O AAN
a 50 100 150 200
Zaman ()

Sekil 5.5.: 7 = 3.8 < 79 i¢in xg = 25, yo = 10 baslangi¢c kosullar1 altinda avci popiilasyon
yogunlugunun zamana gore grafigi
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Sekil 5.6. 7 = 3.8 < 71y iken avci popiilasyonunun av popiilasyonuna gore faz portresi

Boylece, analitik ¢alismalardan elde edilen, gecikme parametresindeki degisimin, denge nok-
tasinin kararlilig1 tizerindeki etkisi, niimerik simiilasyonlarla da desteklenmis olur.
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BOLUM 6

6. SONUCLAR

Bu calismada bir Lotka-Volterra tipi av-avci diferansiyel denklem sisteminde avci popiilasy-
onuna gecikme terimi eklenerek bu gecikmenin sistemin dinamigini nasil etkiledigi goster-

ilmisgtir.

May [25] tarafindan ortaya konulan gecikmeli diferansiyel denklem sistemini, Song ve Wei
[33] analiz etmigler, av popiilasyonundaki gecikme teriminin etkilerini incelemiglerdir. Yan ve
Li [41], bu sistemde avci popiilasyonuna gecikme terimi eklemigler ve sistemin pozitif denge
noktasinin kararliligindaki degisimi incelemislerdir. Normal form teori ve center manifold teo-
remi kullanilarak periyodik ¢éziimlerin 6zelliklerini belirlemislerdir. Yan ve Zhang [43], calis-
malarinda av-avcr sistemindeki tiim av ve avci popiilasyonuna gecikme terimi eklemislerdir.
Burada pozitif denge noktasinin kararlili§im1 kaybettigi ve Hopf catallanma olustugu goster-
ilmis ve normal form teori, center manifold teoremi kullanilarak Hopf ¢atallanmanin yonii ve

catallanan periyodik ¢oziimler incelenmistir.

Yapilan teorik analizle lineerlestirilmis sistemin lokal kararlilif1 incelenmis ve 7 gecikme
parametresi Hopf parametresi olarak secilerek 7 icin belirlenen kosullar altinda sistemin tek
pozitif denge noktasinin kararliligin1 kaybettigi ve Hopf catallanma olustugu gosterilmistir.
Bagka bir ifadeyle, periyodik ¢6ziimiin pozitif denge noktasi etrafinda catallandig: ispatlan-
mistir.  Ayrica, normal form teori ve center manifold teoremi [10] kullanilarak 7 nun kri-
tik degerinde catallanan periyodik ¢oziimiin kararlilifi, yonii ve periyodu bulunmustur. Son

olarak niimerik simiilasyonlarla yapilan teorik analiz desteklenmigtir.
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EKLER

EK A: MATLAB-GDD KODLARI:

Cizelge EKA.1 MAAB-GDD Kodlari

tspan=[0,200];
sol = dde23(@ddex1de,[3.8],@ddex1hist,tspan)
d=sol.y
for i=1;
for k=1:200;
n(k,1)=d(i,k);
end;
end;
for i=2;
for k=1:200;

p(k,1)=d(i.k);

end;
end;

figure;

plot(n, 'r'

ylabel(  'Prey density (x(t))' );
xlabel(  "Time(t)' );

grid on

figure;

plot(p)

ylabel( 'Predator density (y(t))' );
xlabel(  'Time(t)' );

grid on

r1=1.5;

r2=0.6;

al=0.7;
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a2=0.8;
a3=0.45;

a4=0.006;

test=r1*a3-r2*al
x0=((r1*ad+r2*a2)/(al*ad4+a2*a3))
y0=((r1*a3-r2*al)/(al*ad+a2*a3))

g=al*x0

g=ad*y0

s=(al*ad+a2*a3)*(x0*y0)

w=sqrt(( -(9"2-g"2)+ sqrt((9"2-g"2)"2+4*(s"2) ))
t0=(1/w)*(‘acos((g*s-g*(Ww"2))/(q*(W"2)-s*g) ))
figure;

hold on
plot(n,p)

grid on;
title( " )
xlabel( 'x(t)' );
ylabel('y(t) );
hold on

plot(x0,y0, ™' )

function s = ddex1hist(t)
s =[25,10];

function  dydt = ddexlde(t,y,Z)

12)
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ri=1.5;

r2=0.6;

al=0.7;

a2=0.8;

a3=0.45;

a4=0.006;

ylagl = Z(:,1);

dydt = [ y(1)*(rl-al*y(1)-a2*ylag1(2))

y(2)*(-r2+a3*y(1)-a4*ylag1(2)) I;
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EK B : Terim SozIugu

Turkce Terim

asimtotik

av

avcl
catallanma
denge noktasi
dongu
duzglin
eyer-digum
gecikme
invaryant
kararlihk
karakteristik
kuadratik
kubik
lineerlestirme
normalizasyon
Ozdeser
Ozvektor
rezonant
subkritik
superkritik
tirmik
transandantal
transkritik
yon

ingilizce Terim

asymptotic
prey
predator
bifurcation
equilibrium
cycle
smooth
saddle-node
delay
invariant
stability
characteristic
guadratic
cubic
linearization
normalisation
eigenvalue
eigenvector
resonant
subcritical
supercritical
pitchfork
transcendental
transcritical
direction
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